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Wiirfelchen machen, das war seine Arbeit.
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wie er friher beim Schreinern vor dem Ziehen links und rechts iiber das Sdgeblatt
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Die beiden dufSeren waren gewdlbt, die mittlere flach. Die mittlere zog er den ande-
ren vor. Die gewdlbten Randstiicke drgerten ihn jedesmal, weil sie aus der Reihe
tanzten. Sie ergaben nur an der dicksten Stelle einigermassen richtige Wiirfel-
chen.

Das Zeug aufsen herum war nichts als Gefieser.
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Kapitel 1
Einleitung

In dieser Arbeit stellen wir ein neues Existenzresultat fiir das Stefan-Problem mit
Gibbs—Thomson-Gesetz fiir die Oberflachen vor. Dieses freie Randwertproblem ver-
kniipft ein Evolutionsgesetz fiir eine Phasengrenze und eine Warmeleitungsglei-
chung fiir die Temperatur mit einer geometrischen Bedingung, in die die mittlere
Kriimmung der Phasengrenze eingeht. Das legt die Kombination geometrischer und
analytischer Methoden bei der Behandlung dieses Problems nahe.

Globale Existenz und Nichteindeutigkeit schwacher Losungen wurde bereits von
Luckhaus in [Luc91] gezeigt. Dort werden zeitdiskrete Naherungslosungen durch
die globale Minimierung geeigneter Funktionale bestimmt. Aus dem Verschwinden
der ersten Variation dieser Funktionale ergibt sich dann eine approximative Gibbs—
Thomson-Gleichung. Durch die globale Minimierung kann fiir den Limes der appro-
ximativen Phasenfunktionen ein Massenverlust der Grenzflachen ausgeschlossen und
die Konvergenz der Gibbs—Thomson-Gleichungen in einer Formulierung mit Funk-
tionen beschriankter Variation nachgewiesen werden. Andererseits ist eine globale
Minimierung thermodynamisch nicht unbedingt gerechtfertigt. Eine Folge dieses
speziellen Vorgehens sind zusétzliche Regularitéitseigenschaften der Grenzflachen,
die das Verhalten der Losungen beeinflussen und in einigen Situationen einer ange-
messenen Modellierung entgegenstehen.

Wir schlagen hier eine lokale Minimierung zur Bestimmung zeitdiskreter Néhe-
rungen vor. Das ist physikalisch besser motiviert, fithrt aber gleichzeitig zu Schwie-
rigkeiten bei der Behandlung des Gibbs—Thomson-Gesetzes. Beim Grenziibergang
kann ein Massenverlust von Grenzfliche nun nicht mehr ausgeschlossen werden.
Damit kann die Konvergenz gegen das Gibbs-Thomson-Gesetz nicht innerhalb der
BV-Formulierung aus [Luc91] gezeigt werden. Um die Situation zu verdeutlichen,
betrachten wir die folgenden (zeitunabhéngige) Situation:
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Hier verschmelzen mit h — 0 zwei Zusammenhangskomponenten einer Phase und
es tritt ein ,verdeckter” Anteil der Grenzfliche auf, der nicht linger zwei verschie-
dene Phasen trennt. Die mittlere Kriimmung wird in den beiden , Spitzen®, die
durch die Ausléschung von Oberflache entstehen, singulédr. In [Sch97] wird gezeigt,
dass die BV-Formulierung des Gibbs-Thomson-Gesetzes hier zusammenbricht: Die
erste Variation des Perimeter-Funktionals hat in den Spitzen einen Dirac-Anteil,
der in dieser Formulierung nicht kompensiert werden kann. Wir miissen hier also er-
klaren, in welchem Sinne unsere Losung der Gibbs—Thomson-Gleichung geniigen soll.
Um die Probleme durch moégliche Ausléschungen von Oberflidche im Grenziibergang
X" — X in L}(Q) zu umgehen und die Information iiber die ,verdeckten“ Antei-
le nutzen zu konnen, wollen wir den Grenziibergang der Oberflichenmafle |VX"|
betrachten. Im Limes dieser Mafle tritt der verdeckte Anteil der Grenzfliche dann
mit doppelter Dichte auf. Solche Mafle mit mehrfachen Vielfachheiten und guten
,»Blow-up“-FEigenschaften sind als ,jintegrale Varifaltigkeiten“ Gegenstand der geo-
metrischen Mafitheorie. Insbesondere ist fiir diese Objekte der Begriff einer mittle-
ren Kriimmung erkldart. Um die Konvergenz der approximativen Gibbs-—Thomson-
Gleichungen zu zeigen, wollen wir ein Resultat von Schétzle aus [Sch01] benutzen.
Dabei werden Fléchen betrachtet, deren mittlere Kriimmung als Spur von Sobolev-
funktionen im umgebenden Raum dargestellt ist. Unter geeigneten Voraussetzungen
ist das Limesmafl dann eine integrale Varifaltigkeit mit einer mittleren Kriimmung,
die als Spur des Grenzwertes der Sobolevfunktionen gegeben ist. Die Einbeziehung
der verdeckten Anteile der Grenzflichen und der Ubergang zu integralen Varifaltig-
keiten ist bei der Konvergenzbetrachtung wesentlich, die Kontrolle iiber die verdeck-
ten Anteile ist allerdings schlecht. Diese sind nur durch den (schwachen) Limes der
Oberflichenmafle gegeben, wihrend die wirklichen Phasengrenzen durch den (star-
ken) Limes der Phasenfunktionen in L'(2) bestimmt sind. Andererseits wollen wir
das Gibbs—Thomson-Gesetz auch nur auf den wirklichen Grenzflachen erfiillen. Im
Limes unserer Naherungslosungen werden die eventuell singuldren Phasengrenzen
durch den Grenzwert der Oberflichenmafle zu integralen Varifaltigkeiten, die eine
mittlerer Kriimmung besitzen, ergénzt. In dieser Situation zeigen wir, dass die mitt-



lere Kriitmmung dieser Varifaltigkeiten auf den unverdeckten Anteilen unabhéingig
von der Ergénzung ist. Wir kénnen daher der Phasengrenze selbst eine mittlere
Kriimmung zuordnen. Unsere Losungen geniigen dem Gibbs—Thomson-Gesetz dann
in der Form, dass die mittlere Kriimmung der Phasengrenze gerade durch die Spur
der Temperatur gegeben ist.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Im zweiten Kapitel wird kurz das Stefan-
Problem mit Gibbs—Thomson-Gesetz in der klassischen sowie in der schwachen For-
mulierung mit Funktionen beschrénkter Variation vorgestellt und das Existenzre-
sultat aus [Luc91] angegeben. Im dritten Kapitel zeigen wir, dass fiir Rénder von
Caccioppoli-Mengen, die sich hinreichend regulér ergénzen lassen, eine verallgemei-
nerte mittlere Kriitmmung gegeben ist. Der angestrebte Existenzsatz wird dann im
vierten Abschnitt formuliert. Das lokale Mimierungsverfahren zur Bestimmung der
zeitdiskreten Losungen wird in Kapitel 5 vorgestellt, die Konvergenz gegen Losungen
des Stefan—Gibbs—Thomson-Problems wird im sechsten Kapitel bewiesen. Schliefilich
folgen im siebten Kapitel eine Bemerkung zur zusétzlichen Regularitédt der Losun-
gen bei globaler Minimierung aus [Luc91] und zwei Beispiele zum unterschiedlichen
Verhalten der Losungen bei lokaler und globaler Minimierung. Im Anhang formu-
lieren wir dann die von uns benutzte Version des Lipschitz-Approximationsatzes
von Brakke aus [Bra78| und zitieren den Konvergenzsatz aus [Sch01], den wir an
entscheidender Stelle verwenden werden.
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Kapitel 2

Das Stefan-Gibbs-
Thomson-Problem

Ein einfaches Modell zur Beschreibung von Phaseniibergingen etwa beim Schmel-
zen oder Erstarren von Materialien, mit dem auch Effekte wie das Unterkiihlen
von Schmelzen, das Uberhitzen von festen Phasen oder die Bildung komplizierter
Verastelungen erklart werden kénnen, ist das Stefan-Problem mit Gibbs—Thomson-
Gesetz fiir die Oberflidche, das wir im Folgenden kurz mit ,, Stefan—Gibbs—Thomson-
Problem® bezeichnen.

In der klassischen Formulierung wird dabei in einem Zeitintervall (0,7") ein Korper
Q) C R3 offen betrachtet, der zu einem Zeitpunkt ¢ € (0,7 aus einer fliissigen Phase
(t) und einer festen Phase €,(¢) mit der gemeinsamen Oberfliche I'(¢) besteht:

Ql(t)a Qs (t) Offen7

Q) U(t) = Q,
T(t) = o) NQ = aQ () N

Auf I'(t) bezeichne v(t) die dulere Normale von (), v(t) die Geschwindigkeit der
Grenzflache in Richtung von v(t) und H(t) die mittlere Kritmmung (positiv fiir kon-
vexe fliissige Phasen). Wir betrachten weiter die Temperaturverteilung « und eine
Wiérmequelle f mit u, f : Qr — R, wobei Qp := (0,7) x . Unter geeigneten Nor-
mierungen der physikalischen Konstanten ergibt sich dann aus der Energieerhaltung,
dass die Temperatur in jeder einzelnen Phase die Warmeleitungsgleichung erfiillt:

w—Au=f inQp\ (J {t}xT, (2.1)

te(0,T)

iiber den Rand I'(¢) hinweg stetig ist und fiir die Normalengeschwindigkeit der Ober-
flache

v(t) = =[Vu - v|(t) auf T'(¢) (2.2)

5
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gilt, wobei der Ausdruck
[Vu-v](t) = V(ult, )le,wm) - v(t) = V(u(t,.)

Q.(t)) - V(1)

auf I'(tf) den Sprung der Normalenableitung von w iiber den freien Rand hinweg
bezeichnet. Im Gegensatz zu u = 0 beim klassischen Stefan-Problem wird mit dem
Gibbs-Thomson-Gesetz die geometrische Bedingung

H(t) = u(t) auf I'(t) (2.3)

fir alle ¢ € (0,T) gestellt. Eventuell wird noch eine Bedingung fiir den Kontaktwin-
kel zwischen 02 und I'(t) formuliert. Befindet sich der Kérper €2 im Vakuum, so soll
['(¢) senkrecht auf OS2 treffen.

Ergénzt werden schliefilich noch Anfangsbedingen fiir v und €2, €25 sowie Randbe-
dingungen fiir u.

Eine Herleitung dieses Modells findet sich etwa bei Gurtin [Gur85] und Visintin
[Vis96]. Radkevitch [Rad91] zeigt die Kurzzeitexistenz klassischer Losungen fiir
geeignete Anfangsbedingungen. Wegen der moglichen Herausbildung von Singula-
ritdten ist keine globale Existenz klassischer Losungen zu erwarten. Um an dieser
Stelle weiterzukommen, muss der Losungsbegriff abgeschwécht werden.

In [Luc9l] werdrn dazu die Energiebilanzgleichungen (2.1)), im Distributions-
sinn und das Gibbs-Thomson-Gesetz im Kontext charakteristischer Funktionen be-
schrénkter Variation formuliert. Eine gesuchte Funktion X' : Qr — {0, 1} beschreibt
dazu die Phasen durch Q(t) = {X'(t,.) = 1}, Qs(t) = Q\ ©(¢). Es bezeichne dann
['(t) =Qno{X(t) =1} die Phasengrenze.

Sei I'p € 992 und Daten

ug € L®(Q) N HY(Q),
Xo € BV (92;{0,1}),
up € HY(Q7) N L®(Qr),
f e L>(Qr),
gegeben. Wir definieren die (affinen) Unterrdume My = {u € H“?(Q) : u|r, = 0},
M, = up + My. Dann heiflen Funktionen u, X : {3 — R mit
u € L*(0,T; M,,) N L>(0,T; LP()),
X € L>(0,T; BV (Q;{0,1})),
(u+ X) € C°0,T; LP())
fiir alle 1 < p < oo schwache Losungen des Stefan-Gibbs-Thomson-Problems mit

Anfangswert (up + &p) fir (u + &) sowie Dirichlet-Randwerten up auf I'p und
Neumann-Nullrandwerten auf 092\ T'p, falls

/Q (ut X)op+ /Q o+ Bp0)~ [ Vuevo=—= [ fo @4

Qr



fiir alle ¢ € C°([0,7) x Q), ¢ = 0 auf I'p und

VX VX
/QT (v-g—WX‘-Dg,vx’)wxy—/%v.(ug))c:o (2.5)

fiir alle £ € C°(Q7; R3). In [Luc9] wird die Existenz solcher schwacher Losungen
bewiesen und gezeigt, dass diese im Allgemeinen nicht eindeutig sind.
Es seien noch einige Bemerkungen zu dieser schwachen Formulierung angefiigt:

2.1 Bemerkung

1) Die Funktionen t — wu(t), X'(t) konnen ,springen“, miissen also im Gegensatz
zu t — (u+ X)(t) nicht stetig beziiglich der L'(€)-Norm sein. Deshalb kann ei-
ne Anfangsbedingung nur fir (u + X) formuliert werden. Wir kénnen so auch
Losungen fiir Anfangsdaten, die das Gibbs—Thomson-Gesetz nicht erfiillen, erhal-
ten. Die schlechte seperate Kontrolle iiber v und X ist weiterhin ein Grund fiir die
Uneindeutigkeit der Losungen.

2) Als Integral iiber die Oberflichendivergenz von ¢ entspricht der erste Term in
der ersten Variation des Flacheninhaltsfunktionals in Richtung . Fiir glat-
te Flachen ist diese gerade durch die mittlere Kriimmung bestimmt. Daher ist
mit (2.5 eine schwache Formulierung des Gibbs—Thomson-Gesetzes gegeben. Wir
nennen diese im Folgenden ,,BV-Formulierung®.

3) Im Kapitel [7| werden wir sehen, dass die spezielle Konstruktion (die ,globale
Minimierung®) in [Luc91] dazu fithrt, dass die Phasenfunktionen fiir fast alle Zeiten
noch eine Minimierungseigenschaft besitzen. Diese impliziert unter anderem, dass
die Phasengrenzen 0{X(t) = 1} N Q fiir fast alle ¢t € (0,7) glatte Hyperflichen
sind.

4) Aufgrund der Minimierungseigenschaft der Phasenfunktionen kann gezeigt wer-
den, dass die Phasengrenzen senkrecht auf 02 treffen oder in einer kompakten
Teilmenge von € liegen (siehe dazu [Vis96] Proposition VI.4.4).

5) In [Luc9l] wird die Gleichung (2.5) fiir alle & € C>°((0,T) x Q; R?) mit € - vg = 0
auf 09 gezeigt. Ist dann € 9QNT'(¢), ist ['(¢) in einer Umgebung von x ein glat-
tes zweidimensionales Fliachenstiick und besitzt I'(¢) in = die duBere Co-Normale
n(t,z), so folgt 7(t,z) = vo(x). In diesem Sinne ist hier bereits die Kontakt-
winkelbedingung formuliert. Es ist aber durch nicht ausgeschlossen, dass in
x € 002 N I'(t) mehrere glatte Flachenstiicke, die jeweils eine duBere Co-Normale
besitzen, zusammentreffen. Es folgt nur, dass diese &ufleren Co-Normalen zu einem
positiven Vielfachen von vg(x) aufaddieren. Man braucht also die Minimierungsei-
genschaft der Losungen, um die Kontaktwinkelbedingung zufriedenstellend erfiillen
zu konnen.
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Wir wollen mittels einer lokalen Minimierungsstrategie Losungen des Gibbs—
Thomson-Problems konstruieren, die den Energiebilanzgleichungen ebenfalls in der
schwachen Formulierung geniigen. Das Gibbs—Thomson-Gesetz wird in einer
verallgemeinerten Formulierung erfiillt, die wir im néchsten Kapitel erlautern.



Kapitel 3

Eine mittlere Kruimmung
fiir allgemeine
Phasengrenzen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass Phasengrenzen, die sich durch verdeckte Antei-
le hinreichend regulér ergénzen lassen, eine (verallgemeinerte) mittlere Kriimmung
zugeordnet werden kann.

Diese ist im Sinne der geometrischen Mafitheorie erkldrt. In der folgenden Bemer-
kung geben wir dazu einige Notationen und Definitionen an. Ansonsten sei auf die
Biicher von Brakke [Bra78], Simon [Sim83|, Federer [Fed69], Evans/Gariepy [EG92]
und Ambrosio/Fusco/Pallara [AFP00] sowie die Arbeit von Allard [AII72] verwiesen.

3.1 Bemerkung Sei das Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel mit w; be-
zeichnet und fiir (y,t) € R"™! x R sowie g, > 0 die Umgebungen
Zoo((y:t)) = By~ (y) x (t — o, +0)

von (y,t) in R"™ definiert.
Im Folgenden sei 2 C R” offen und i ein Radonmafl auf 2. Der Tréger von p ist
durch

spt(p) = {x € Q : u(B,y(x)) > 0 fiir alle p > 0} N

gegeben, ,,Konvergenz als Radonmafe“ meint schwach*-Konvergenz auf C?(Q)*.
Fiir £ € N | eine Menge A C Q und z € Q erkliaren wir die Dichten

k _ o M(B,(2))

08 (A, x) = 0" (H"| A, ),
B A
O(p, A, x) = lim —M o(z) N A)
o (B ()
falls die jeweiligen Grenzwerte existieren.
Ist P C R" ein k-dimensionaler Unterraum und 6 > 0, so nennen wir P den

9
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k-dimensionalen mafitheoretischen Tangentialraum 7,p mit Vielfachheit 6 von pu
in z € Q, falls fiir die skalierten MaBe pi, », definiert durch g, \(A) = A*u(AA + ),
gilt:

fizx — OH"| P als Radonmafe.

Fiir eine H*-messbare Menge A C Q mit lokal endlichem H*-Ma8 ist der k-
dimensionale mafitheoretische Tangentialraum in einem Punkt z € A definiert durch

T,A = T,(H*| A),

falls der letztere existiert.

Wir nennen p rektifizierbare (n — 1)-Varifaltigkeit, wenn fiir u-fast alle z €  ein
(n — 1)-dimensionaler mafitheoretischer Tangentialraum T, existiert, und integrale
(n — 1)-Varifaltigkeit, falls zusiitzlich die (n — 1)-dimensionale Dichte 6"~ 1(y,.) eine
p-fast iiberall ganzzahlige Funktion ist. Eine H" !-messbare Menge A C € mit lokal
endlichem H"'-Maf heifit (n — 1)-rektifizierbar, falls H" | A eine rektifizierbare
(n — 1)-Varifaltigkeit ist.

Wir nennen einen Punkt g € spt(u) generisch beziiglich p, falls gilt:

Es existiert der Tangentialraum 75/,
0", v0) = 0y € N,

«9(,u, 10", .) = 6y}, x()) = 1.

Ist ACQ, xg€ Qund ¢ : A — R™, so nennen wir y € R™ den approximativen
Limes von ¢ in xg, falls fiir alle € > 0 gilt:

0" (2\ {le() — 9l < ehiz0) = 0.

Wir schreiben dann y = ap— lim, ., ¢(x).
Eine Funktion ¢ : A — R heifit zweimal approximativ differenzierbar in xq € €,
falls b € R™ und eine symmetrische Matrix S € R™*" existieren, so dass

o (@) — p(x0) = b- (x — x0) — 5(x — m0)" S(x — 20)]
ap — lim

= 0.
z—0 |z — o2

Wir setzen dann
Ve(zo) = b,  D’p(zg) = S.

Einer rektifizierbaren (n — 1)-Varifaltigkeit 1 auf €2 ordnen wir durch

V@) = [ vl T dute) fir v € CHG™R)
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ein Radonmaf V,, auf
G" 1 :=Qx {SCR": Sist (n— 1)-dimensionaler Unterraum},

zu. (Ublicherweise wird ein Radonmaf} auf G" 1) als allgemeine (n—1)-Varifaltigkeit
bezeichnet. Rektifizierbare (n — 1)-Varifaltigkeiten sind dann gerade die Radonma-
Be auf G"1Q, die sich wie oben durch eine rektifizierbare (n — 1)-Varifaltigkeit in
unserem Sinne darstellen lassen. Wir identifizieren also die rektifizierbaren Varifal-
tigkeiten mit den zugrunde liegenden Radonmafien auf €2.)

Die erste Variation einer rektifizierbaren (n — 1)-Varifaltigkeit p ist gegeben durch

Su(E) = /Q divy, ,€(2) du(z) fiir € € CHORY),

Wir sagen, dass i lokal beschrinkte erste Variation und einen mittleren Kriimmungs-
vektor H,, hat, falls H, € L;,.(x1) ist und

loc

() = /Q —H,-&dp fiir alle € € CH(Q;R™)

gilt.

,Konvergenz als Varifaltigkeiten meint die Konvergenz der (zugeordneten) Radon-
maBe auf G"1Q. Fiir rektifizierbare (n—1)-Varifaltigkeiten folgt aus der Konvergenz
als Varifaltigkeiten die Konvergenz als Radonmafle auf €). Fiir integrale (n — 1)-
Varifaltigkeiten mit gleichméfig beschrinkter Masse und gleichméfig beschréankter
erster Variation ergibt sich umgekehrt mit Hilfe des Integral-Kompaktheitssatzes
von Allard [AIl72] aus der Konvergenz als RadonmaBe auf Q die Konvergenz als
Varifaltigkeiten.

Ist £ C () eine L™messbare Menge beschriankter Variation, so bezeichne 0*F den
reduzierten Rand, das ist die Menge der x € spt(|V Xg|), fir die die Radon-Nikodym-
Ableitung v(z) = %(m) mit |v(z)| = 1 existiert. Es ist |[VXg| = H"!| 9*F eine
integrale (mit Dichte 1) (n — 1)-Varifaltigkeit auf 2.

Wir betrachten nun Rénder von Caccioppoli-Mengen, die sich zu integralen Varifal-
tigkeiten mit einer hinreichend reguléren mittleren Kriimmung ergénzen lassen. Wir
zeigen, dass die mittlere Kriimmung auf dem reduzierten Rand dann unabhéngig
von der Erginzung ist. In diesen Sinne besitzt der reduzierte Rand selbst eine mitt-
lere Kriimmung.
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3.2 Proposition Seien 2 C R" offen, E C Q und X € BV (Q2). Es gebe integrale
(n — 1)-Varifaltigkeiten py, us auf Q, so dass fiir i = 1,2

O'E C spt(p;)

gilt und p; von lokal beschrédnkter erster Variation ist mit mittleren Kriimmungs-
vektor H,,,

ﬁ#i € Llsoc(lu’i)a §>n— ]-7 s> 2.
Dann ist
Hm = Huz
H"-fast iiberall auf O*E.

Der Beweis ergibt sich aus folgendem Lemma, das auf Argumenten in [Sch01] und
[Sch] beruht: Sind g und H , wie in der Proposition und ist eine Teilmenge des
Trégers von p als Graph gegeben, so ist auf dieser Teilmenge die mittlere Kriimmung
von p bereits durch die mittlere Kriimmung der Graphenfunktion bestimmt:

3.3 Lemma Sei p eine integrale (n — 1)-Varifaltigkeit mit lokal beschrénkter erster
Variation und mittlerem Kriimmungsvektor H,, € L} (u), s > n—1,s > 2. Ist dann

eine messbare Abbildung v : Y — R, Y C R"!, gegeben mit

U(y) == (y,9(y)) € spt(u)

fiiralley € Y, soist ¢ in L" '-fast allen y € Y zweimal approximativ differenzierbar
und es gilt

. B ‘ V) (—V¢(y>7 1)

Beweis. Sei ¥ = spt(u). Im Folgenden bezeichne w : R — R (durchaus verschiede-
ne) Funktionen mit w(p) — 0 (0 — 0).
Wir betrachten nun ein yy € Y mit

o = V(yp) generischer Punkt beziiglich , (3.1)
Ai=|vg- €, >0, vy LT, v =1, (3.2)
Y approximativ stetig in . (3.3)

Es sei tg := ¥(yo) und Ty := T, weiter 0y = 0" (u, xy) die (n — 1)-dimensionale
Dichte von p in xg und

V1=
N
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die ,,Steigung* von Ty beziiglich R*~! x {0}. Mit [Sim83] Lemma 17.11 folgt aus der
7o) mit s >n—1:

loc

Existenz von T, 1 und H w €L

1
lim (sup{édist(x, To + Tpopt) = x € By (20) N E}) - 0.

0—0

Damit konnen wir gy = go(A) > 0 wéhlen, so dass Z,, 3mg, (7o) CC 2 ist und fur
alle 0 < 0 < g gilt:

E M Zg,3mgo($0> C ZQ’QmQ(.I’()). (34)
Wir definieren dann die obere und untere Hohenfunktion
P+ - BZO_I(QO) - [—OO, OO)?
Y- Bgofl(?/O) - (_007 00]7
durch
o1 (y) = sup{t € (to — 3mpoo, to + 3moo) : (y,t) € L},
(10,(3/) = mf{t — (to — 3mQ0,t0 + 3mg0) . (y, t) I~ E}

Dann ist ¢, oberhalb- und ¢_ unterhalbstetig. Aus [Sch] Theorem 6.1 ergibt sich,
dass L™ '-fast iiberall auf BJ*(yo) die Hohenfunktion ¢, zweimal approximativ
differenzierbar ist und fiir £*~'-fast alle Punkte y € B! (yo) N {4 € R} gilt:

(. 0:)) = (V- Vo (=Ve(y) 1)

JVI1+ |Vga+|2)(y) VI+[Ver(y)P?

Da ¢, und ¢ messbar sind und mit [Fed69] 2.9.11 £"~!-fast alle Punkte der Menge
{¢p. = ¥} volle Dichte in dieser Menge haben, ergibt sich: In £"~!-fast allen Punk-
ten aus {¢, = ¥} ist auch ¢ zweimal approximativ differenzierbar und erfiillt die
Kriimmungsgleichung

(3.5)

Vlﬁ (_vw(y)vl) )
VIHIVYRT 1T+ [V (y))?

Wir wollen nun zeigen, dass ¢, = v in einer Umgebung von gy, mit voller Dichte ist.
Fir (y,¥(y)) € Zyy 3me, (T0) erhalten wir

o (y) < Uy) < vi(y). (3.7)

Zunéchst folgern wir mit Hilfe einer Version des Lipschitz-Approximationssatzes von
Brakke (siche Satz im Anhang) wie in [Sch01], dass die Menge

—

() = (V-

)(») (3.6)

Yo == {(y.¢£(y)) 1y € Bo M (wo), o+(y) = o-(y)}
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volle Dichte in z( beziiglich p hat. Dazu betrachten wir die skalierten Mafie 11, ,,

fo.o(A) = 07" u(zo + 0A).

Fiir 0 < p < 11ist puy,,, integrale (n — 1)-Varifaltigkeit in B?(0) und wir behaupten,
dass mit ¢ — 0 (vergleiche die Definitionen im Anhang)

Hz0,0(B7(0)) < 2w, 17",
lipapp,, ,(0,7,Ty) = lipapp,(zo, 70, T5) — 0

gilt. In der Tat erhalten wir aus der Existenz von Ty = 17,1t

/ dist(z, Tp)? djtey,, — dist(z, Tp)? d(OoH" | Tp)(z) = 0,
B2 (0) B2 (0)

und mit U, (zo) = {(z,5) € G"'Q : x € B.(x0), || Tepr — S|| <7}, 7 > 0,
@0 [ T TP duta)
B2, (xo)

:w< / 1qu(:1:,S))_1 / 1S — To|*dV,.(z, S)

(7o)t
Uz (o) Uz (o)
_>00 wn—1||Tx0M_TO||2 - 07

da (z,5) — ||S — Ty||* stetig auf G"'Q. Fiir den dritten Term der Lipschitz-
Approximationskonstanten ergibt sich

(7Q>n+3/ |ﬁ#|2du
B?,(@o)

<o [

<0((T0) " (B, (o)) (700

— 0.

2
[l dpr) (B (o))

7, (z0)

Die Voraussetzungen von Satz sind dann mit 6y = 0" (u, o) sowie Ty = Ty p
erfiillt und es gilt

lipapp,,, ,(0,7,75) — 0(¢ — 0).

Wir erhalten somit eine von p unabhéngige Konstante o, und 6, Lipschitzstetige
Funktionen

1 Bgofl(()) —R, i=1,..,6),
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so dass fiir die Menge Y aller y € B{~'(0) mit

0" g (1,1) = #(i2 f20) =1} fiwalle — 2 <t< o (38)

und die Menge
0 0 11
X = spt(fizg,e) N (Yy x (—5, 5))
gilt:
Hzo,0(Zso,1/2(0) \ X§) + L7 B3 H(0) \ Y') — 0(0 — 0). (3.9)

Verkleinern wir nun (falls nétig) dg, so dass

1
0 <y < —
< 0g 4m7
so gilt fiir alle 0 < p < 1
Z g60,2mo50 (To) C 2950,9/2(x0)7 (3.10)
Z060,0/2(%0) C Zgg 3meo (To)- (3.11)
Fiir z € (zo + 0X§) N{6" (n,.) = 6o}, x = (y, t), ist dann wegen (3.8
t=to+off(P=0) = o = to+off (52,
fo} = =0 ({y} x (to— 0/2,t0 + 0/2)). (3.12)

Aufgrund von (3.11)) erhalten wir x € Z,; 3mp, (7o) und daher ¢, (y),¢_(y) € R.
Weiterhin schlieflen wir mit (3.4)) und (3.10))

o+ (y);p-(y) € {y} x (to — 0/2,t0 + 0/2)

und es folgt aus (3.12), dass ¢_(y) = ¢+ (y) und x € ¥ ist.
Schlieflich berechnen wir mit ov = min(dy, 1/2) fiir alle 0 < o < go

1(Ba,(7o) \ o)
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wegen (3.9), der Voraussetzung (3.1]), die insbesondere volle Dichte beziiglich p in
o fiir die Menge {0 (u,.) = 6y} verlangt, und 6y = 0" (u, 7¢). Damit ist

(B, (20) \ Xo) < 0" 'w(o). (3.13)
Nun gilt wegen (|3.7))

L ({or #0INBy (o)) < L7 ({T & Zosmeo (0)})
+LTH{W € Z3meo (o) } N {4 # ¢-}).

Aus der approximativen Stetigkeit von ¢ in y, folgt

LY {Y & Zpsmeo(20)}) = 0" 'w(0)- (3.14)

Fiir die orthogonale Projektion 7 : R” — R""!x {0} und einen (n—1)-dimensionalen
Unterraum T = {v(T)}+ des R™ ergibt sich

Jrm = [v(T) - é,|.
Aus der Koflachenformel und der Ungleichung (3.4) erhalten wir dann mit
8 = 2max{2m, 1}

LY € Zysmn @)} 0 s 7 1) < £ (2((£0 Zysma(0)) \ 50) )

< [ pmaealie@
(EHZQ,QWQ(IO))\EO
< / Ldp
Bj,(z0)\Xo
n—1

= 0" w(o),
wobei hier (3.13) ausgenutzt wird. Insgesamt haben wir mit (3.14])

9“*1({90+ 7é w}ayO) = 07

insbesondere ist ¢ auf einer Menge voller £~ !-Dichte in y, zweimal approximativ
differenzierbar und es gilt (3.6]). Betrachten wir nun die Menge

G := {y €Y : ¢ ist in y zweimal approximativ differenzierbar und
erfiillt die Gleichung ({3.6))}.

Dann ist G nach [Fed69] 3.1.4 messbar. Fiir £"!-fast alle y € Y'\ G folgt mit [Fed69)]
2.9.11

0" 1(G,y) = 0. (3.15)
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Andererseits sind fiir £~ !-fast alle y € Y die Voraussetzungen (3.1])-(3.3)) erfiillt:
Mit der Koflachenformel folgt

L£rt ({y €Y  v(Tyyp) - €, = 0}> =0
und

£t ({y €Y : U(y) ist nicht generisch beziiglich u})

< ,u({x € X ist nicht generisch beziiglich u})

wobei wir die Rektifizierbarkeit von p und [Fed69] 2.9.11 benutzt haben. Weiterhin
ist 1) in £ !-fast allen Punkten y € Y approximativ stetig, da 1) messbar ist ([Fed69)
2.9.13).

Nach dem oben Gezeigtem gilt somit

0" (G y) =1
fiir £ !-fast alle y € Y \ G und wegen (3.15]) folgt schlussendlich
LY\ G) =0,

was den Beweis beschlief3t.
O

Wir kénnen nun die Proposition beweisen:
Beweis Proposition [3.2} Da nach Voraussetzung Xp € BV (12) ist und damit der
reduzierte Rand von E eine (n— 1)-rektifizierbare Menge ist, konnen wir 0*E bis auf
eine H" !-Nullmenge als Vereinigung abzihlbar vieler Lipschitz-Graphen darstellen
(siche etwa [AFP00], Proposition 2.76). Lemma sagt nun aus, dass auf jedem
dieser Lipschitz-Graphen die mittleren Kriimmungen ﬁm und H s bereits H" -
fast iiberall allein durch die Graphenfunktion eindeutig bestimmt und insbesondere
gleich sind. Es folgt damit

H, =H

p1 2
H™-fast iiberall auf 0*E.

Mit der Proposition [3.2]ist nun die folgende Definition gerechtfertigt:
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3.4 Definition Seien Q@ C R" offen, E C Q und Xy € BV (Q). Es existiere eine
integrale (n — 1)-Varifaltigkeit u auf €, so dass

O"E C spt(p),

1 von lokal beschrénkter erster Variation ist und einen mittleren Kriimmungsvektor
H, mit

H € Li(p),s>n—1,5>2

besitzt. Dann nennen wir

i i,

O*E
den verallgemeinerten mittleren Kriimmungsvektor von 0*FE

Verallgemeinerte Losungen (u, X') sollen das Gibbs-Thomson-Gesetz dann in der
Form erfiillen, dass die Phasengrenze 0*{X = 1} im Sinne der Definition eine
mittlere Kriimmung besitzt und diese H"!-fast iiberall auf 9*{X = 1} durch die
Spur von u als H= u|v g gegeben ist. Diese Formulierung ist sinnvoll und erweitert
die BV-Formulierung;:

3.5 Bemerkung Seien u € H'?(Q) und X € BV (Q).

1) Fiir H" !-fast alle z € Q existiert der Limes der Mittelwerte von u

lim /
m —
~0|B,(7)| J g, ()

In diesem Sinne existieren fiir alle (n—1)-rektifizierbaren Mengen H"~!-fast iiberall
Spurwerte von .

2) Ist n = 2,3 und erfiilllen u,X das Gibbs-Thomson-Gesetz in der BV-
Formulierung, so hat 0*{X = 1} eine mittlere Krﬁmmung im Sinne der Definition
und es gilt H" -fast iiberall auf 9*{X = 1}, dass H = u2%;

|VX| 1st.

3) Ist n = 2,3, weiter p = |VX| bereits eine integrale Varifaltigkeit mit lokal
beschréankter erster Variation und mittlerer Kriimmung H € Lj.(1n),s>n—1,
und gilt p-fast {iberall H = U5, so erfiillen u, X das Gibbs-Thomson-Gesetz in

IVX K
der BV-Formulierung.

Beweis. Die Existenz des Mittelwerte-Limes ergibt sich auf einer Menge von ver-
schwindender 2-Kapazitit und damit H"~!-fast iiberall mit [EG92], 4.7.2 und 4.8.
Sei jetzt n = 2,3. Fiir £ € C°(Q2) und p = |VX| gilt:

Su(E) = /Qdiszuf(az)du(a:) - /Q(v-g— ‘gi‘ . D¢ ;;)W){y
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Unter den Voraussetzungen von 2) folgt dann aus [SchOI] Theorem 1.3, dass
i von lokal beschrénkter erster Variation ist, einen mittleren Kriimmungsvektor
H, € L (1), s >n—1, besitzt und u € Lj (p) ist. Damit ergibt sich

loc loc

‘/Qﬁ“'fd“:/gzv'(“w = —/Qu%-édu

und die Behauptung.
Unter den Voraussetzungen von 3) folgt

S R AL
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Kapitel 4

Ein neuer Existenzsatz fir
das Stefan-Gibbs-
Thomson-Problem

In diesem Kapitel formulieren wir den angestrebten Existenzsatz. Wir miissen dabei
voraussetzen, dass der Dirichlet-Rand I'p positives Hausdorff-Mafl hat (siche da-
zu die Bemerkung [5.9)). Wir formulieren das Ergebnis hier fiir die Raumdimension
n=3.

4.1 Satz Sei Q C R3 offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand, T > 0, weiter
I'p C 092, H*(Tp) > 0 und Daten
ug € L(Q) N HY(Q),
Xo € BV (92;{0,1}),
up € HY () N L>(Q),
fel> )
gegeben. Dann existieren Funktionen

X € L>(0,T; BV (2:;{0,1})),
w € L*(0,T;M,,) N L>(0,T; LP(Q)) fiir alle 1 < p < oo,

so dass

/ (u+ X)p + / (wo+ X)p(0) — [ Vu-Vo=—[ fo (1)
Qr Q Qrp Qr

fiir alle ¢ € C®([0,T) x Q), ¢ = 0 auf'p gilt, und fiir fast alle t € (0,7)
der reduzierte Rand von E(t) = {X(t,.) = 1} einen verallgemeinerten mittleren
Kriimmungsvektor H (t) besitzt, der H*-fast iiberall auf 9* E(t) das Gibbs-Thomson-
Gesetz

H(t) = u(t)v(t) (4.2)

mit v(t) = |§§8\ auf O*E(t) erfiillt.

21
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Der Beweis des Existenzsatzes folgt in den néchsten Kapiteln.

4.2 Bemerkung

1) Wir erhalten auch fiir zeitabhingige Daten f € L>®(Q27) und up € H"*(Qr) N
L*>(Qr) Existenz von Losungen. Da die wesentlichen Teile des Existenzbeweises
aber von den nétigen Anderungen unbeeinflusst bleiben, setzen wir der iibersicht-
licheren Darstellung halber zeitunabhéngige Daten voraus.

2) Der Existenzsatz gilt auch fiir die Raumdimension n = 2, hier kann der Beweis
analog gefithrt werden. Dagegen versagt ein entsprechendes Verfahren in den Di-
mensionen n > 4, da die Regularitdtsvoraussetzungen des Konvergenzsatzes aus
[SchO01], den wir an entscheidender Stelle benutzen, dann nicht erfiillt sind.

3) In dieser Formulierung ist keine Aussage iiber den Kontaktwinkel zwischen Pha-
sengrenze und 02 enthalten. Da unsere Losungen keine Minimierungseigenschaft
wie die aus [Luc91] besitzen, scheint eine solche Aussage mit den zur Zeit zur
Verfiigung stehenden Mitteln auch nicht moéglich. Siehe dazu auch die Anmerkung
im zweiten Kapitel zu den Losungen aus [Luc91] und die Bemerkung [6.3]



Kapitel 5

Zeitdiskretisierung und
lokale Minimierung

Zur Konstruktion von Losungen des Stefan—Gibbs—Thomson-Problems bestimmen
wir zeitdiskrete Approximationen. Dabei benutzen wir dieselben Funktionale, die in
[Luc91] global minimiert werden, minimieren diese aber lokal.

Um zu einer vorgegeben Zeitschrittweite h > 0 Ndherungslosungen

u: (0,T) — M,, NL=(Q), X" (0,T) — BV(Q;{0,1})
zu erklaren, setzen wir
ul = ug, A =X, fir0<t<h

und bestimmen iterativ zu bereits bekannten u” , X", die Werte uf, X}

Wir definieren dazu Funktionale F/* : BV (€;{0,1}) — R durch

Flx) = /Q Vx| - /Q (Kh(uﬁ_h)x — %K(’;(X — X)X - Xﬁ_h)) (5.1

wobei K(v), K"(v) die Lésungen von
Ky (v) = hAKG(v) = v, Kj()lr, =0, VEj(v) - valoar, =0
K"v) — hAK"(v) = v, K"(0)lrp, =up, VE"(v)-valooar, =0  (5.2)

sind.
In [Luc9l] wird & als globaler Minimierer von F}* gewéhlt und

u = K"(uy,) — Ky (X — &) + hEg (f)
gesetzt. Einige Bemerkungen zu diesem Vorgehen:

e Die letzte Gleichung ist dquivalent zur zeitdiskreten Energiebilanzgleichung
oMl 4+ &M — Aut = f, ullr, = up,

was das Auftreten der Operatoren K", K motiviert.

23
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e Betrachten wir die erste Variation von F}; so ist diese fiir das erste Integral durch
die mittlere Kriimmung gegeben und wir erhalten fiir stationire Punkte von F
ein approximatives Gibbs—Thomson-Gesetz.

e Sind fiir h < t <ty die & stationdre Punkte der Funktionale F}* und ist zusétz-
lich Fl(xP) < FMX],), so bekommen wir eine Energieabschétzung

/|v /(uto //|Vh2t<C

unabhéngig von tg, h

e Der Term £ [, K{)‘(X — X" ,)(X — X, des Funktionals F* ist nichtnegativ und
,bestraft* in gewisser Weise die Entfernung von X/ ,. Dieser Strafterm ist aber
vergleichweise milde (zum Beispiel gleichméflig beschrénkt in A im Gegensatz zum
entsprechenden Term in der iiblichen Diskretisierung von Gradientenfliissen). Das
fiihrt einerseits dazu, dass bei einer globalen Minimierung von F}* die Grenzwer-
te der approximativen Losungen eine Minimierungseigenschaft behalten und ein
Massenverlust der Oberflichen ausgeschlossen werden kann. Andererseits werden
Spriinge der Losungen erleichtert.

Betrachten wir das Funktional F}* als eine Art Energie fiir unser System, so ist die
Wahl von X als globaler Minimierer thermodynamisch schwer zu rechtfertigen: Ein
globales Minimum von F}* kénnte weit entfernt von X", sein, ein grofer Betrag an
Energie konnte ,,dazwischen® liegen. Trotzdem wiirde ein globales Minimum einem
lokalen in der Nihe von X, mit eventuell nur geringfiigig groBerer Energie vor-
gezogen. Um diesen Bedenken Rechnung zu tragen, wollen wir statt eines globalen
Minimierers einen stationdren Punkt approximieren, der unter stdndiger Verringe-
rung der Energie F* erreicht werden kann.

Die Idee dazu ist, einen Fluss X (7),7 > 0, mit

X (0) = Xth—m
F(X (7)) monoton fallend in T,
X (1) — X, wobei X ein stationirer Punkt von F" ist,
durch eine zweite zeitdiskrete Evolution (/{)z')ieN anzunihern. Aufgrund dieses Vor-

gehens nennen wir die von uns erhaltenen Losungen , Losungen bei lokaler Mini-
mierung® im Gegensatz zu den ,Losungen bei globaler Minimierung®“ aus [Luc91].

5.1 Definition (Definition der X;)
Seien

(en)n>0 mit €, — 0(h — 0) ,Zeitschrittweiten®,

(An)nso mit A\, — oo (h — 0)  Strafparameter*.
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Wir bestimmen jetzt iterativ X; = )Et}fi € BV (£,{0,1}) mittels
¢X~0 - Xth_h,

X; minimiere das Funktional F; = Fthl,

Fi(X) = FMX) + /\h/ Ken(X — Xi_y)(X — Xi_y). (5.3)
Q

Dabei sei der Operator K¢+ fiir £, > 0 definiert durch
Ko (v) — e, AK® (v) = v, VK (v) - vgo = 0.

5.2 Bemerkung In der Definition des Funktionals Fj ist die Wahl des ,,Strafterms“
als Ay, fQ Ken (X —.)Ei_l)(X —22;-_1) nicht erzwungen. Dieser konnte zum Beispiel durch
einen Term S*(X — X;_;) > 0 ersetzt werden, wobei S* : BV(Q,{-1,0,1}) — R}
stetig beziiglich L'(2)-Konvergenz sei und die erste Variation von S im Punkt 0
verschwinden miifite. Aufgrund dieser Einschrankungen kénnen wir durch eine ge-
schickte Wahl des Strafterms die unten hergeleiteten Abschéatzungen fiir die Losun-
gen aber nicht verbessern. Allerdings bestimmt dieser Term den Begriff von ,,Ent-
fernung*, beziiglich der bestraft wird, und kann damit die Auswahl des stationédren
Punktes von F* beeinflussen.

5.3 Bemerkung Zu X, € BV(9;{0,1}) existiert ein Minimierer X; von F;. Nach
Anderung von X; auf einer £3-Nullmenge ist d{X; = 1} eine C'/2-Hyperfliiche.

Beweis. Die Existenz eines Minimierers folgt mit der direkten Methode der Varia-
tionsrechnung aus der L'(€2)-Prikompaktheit beschrinkter Mengen in BV (), der
Abgeschlossenheit von BV (€;{0,1}) in L'(Q) und der Unterhalbstetigkeit von F;
beziiglich Ll(Q) Konvergenz. Zum Nachweis der Regularitit des Randes zeigen wir,
dass X; einen ——Fast Minimalrand im Sinne von Almgren hat.

Se1dazuB()CQ Y € BV(;{0,1}) mit X; = ¢ in Q\ B,(x). Dann ist

1w [ 9ol

_/Q( K" (ul h)+;K"(X + =21, + MK (X + 1 — 2K 1))(?&—1#)
< (IR Gl ey + 5 + M s

(aus ul , € L*°(Q) und dem Maximumprinzip folgt K"(ul ,) € L>(Q2)). Nach
[Vis96] XI.8 heiBt das gerade, dass X; einen 3-Fast-Minimalrand hat. Aus einem

Regularititssatz von Almgren ([AIm76], [Vis96]) folgt, dass 8*{X = 1} eine zwei-
dimensionale C'/2-Fliche ist mit 9*{X; = 1} = d{X; = 1} nach Anderung von X;
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auf einer Menge vom Maf} 0 (siche dazu auch [Giu84] 3.1).

OJ
Wir zeigen nun, dass die X; fiir eine Teilfolge gegen einen stationédren Punkt von Fh
konvergieren.

5.4 Lemma (Grenziibergang i — o) .
Es gibt eine Teilfolge i, — oo und eine Funktion X, € BV (€;{0,1}), so dass

‘)E‘ik — ‘)Eoo in Ll(Q),
/’E'ik—l — ‘XN‘OO in Ll(Q>

Weiter ist
Fi(E,) + i [ EOE - B - B S PR 64)
und
FM(Xe) S FMX) + My | KX — Xoo) (X — X (5.5)

fiir alle X € BV(2;{0,1}).
Insbesondere ist X, (globaler) Minimierer von

F(X)=FMX)+ Ah/ Ko (X — X)) (X — X)

und {X,, = 1} hat nach Anderung auf einer £3-Nullmenge einen C'/>-Rand.

Beweis. Aus Fj(&;) < Fj(X;_,) und Summation iiber j folgt zunichst fiir beliebige
1€ N

<

R+ D00 [ R = &8 - &) < B, (56)
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und damit:

1 1
< [1val+g [+ 50
0 2 Ja 2
<C, (5.7)
unabhéngig von ¢ € N . Aus der gleichméBigen Beschrianktheit in BV () erhalten

wir nach zweimaligem Ubergang zu einer Teilfolge die Existenz von (i pmicy 00),
Xoo, XL € BV (€Q;{0,1}) mit
X, — Xy in LY(Q),
X, 1 — X in LY(Q),
und damit in jedem LP(Q),1 < p < oo. Aus und der Stetigkeit der Abbildung

Ker: L2(Q) — HM2(Q) folgt weiter
0= lim Ah/ﬂks"(?\?ik — X 1)( X — Xn)
= [ R = R = )
Y /Q R (A — 2% 1 e /Q VR (B, — B2

und daher X, = )Eéo Nun ist F* unterhalbstetig beziiglich L!-Konvergenz und
wir erhalten mit (5.6 die Abschitzung (5.4)). Fiir beliebiges & € BV (£2;{0,1}) ist
F,, (X)) < F;, (X) fir alle i, k € N, das heifit

FI (X,) + /\h/ Ko (X, — X 1)(X — &)
Q
<FIX) 4 [ KX = B - &),
Q
und Grenziibergang & — oo in dieser Gleichung liefert die Behauptung (/5.5)). Die

Regularitéit des Randes folgt wie in Bemerkung [5.3]
OJ
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5.5 Definition Wir setzen nun

Xl = X, fiir ein X, wie in Lemmal5.4,
= K"(uy ) — Ky (X" — &) + hEG(f). (5.8)

Aus u} , € L>=(Q) und dem Maximumprinzip fiir die Gleichung (5.8)) erhalten wir
ul € L*°(Q) und dariiber hinaus die folgende Aussage:

5.6 Lemma FEs gilt
FMaly < EMal), (5.9)
ul € M,, und schwach in H%?(()
Vul - vg =0 auf 9Q \ I'p, oyl — Aul = f. (5.10)

Die Funktion X} ist stationidrer Punkt von F}', so dass fiir alle ¢ € C*(Q,R?) mit

& - vq = 0 auf 0N gilt:
\E vl
V- - D val
/ ( $ A 5|wch\) vl

= /XthV' (uy —hKS(f))£>- (5.11)

Beweis. Die erste Behauptung folg t aus der Gleichung (5.4), die zweite ergibt sich
aus der Definition von K K" in . Bs ist X = X globaler Minimierer und
insbesondere stationédrer Punkt von

F(X)=FMX)+ Ah/ Ko (X — X)) (X — Xy).

Nun verschwindet die ersten Variation von X — Ay [, Ken(X — X)) (X — Xy) in
X, und wir erhalten, dass X/* auch stationérer Punkt von F}* ist. Fiir die Variation

von E!* ergibt sich:
V/Yh Xh
V- - D val
= [ (7 i D) T
/Xh Kh Ut ) — Kg(xth - Xth—h)) f)

und mit (5.8)) die Behauptung.

O
Wir bekommen nun alle Abschétzungen aus [Luc91], die nicht die globale Minimie-
rungseigenschaft der X voraussetzen. Insbesondere gelten die folgenden Aussagen,
die in [Luc91] nur aus (5.8)) und (5.9)) gefolgert werden:
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5.7 Lemma Die zeitdiskreten Losungen (X", u") erfiillen fiir beliebiges to € (0,T),
to = Mh die Energieungleichung

M
1 h
J1oxsieg [+ 305 [ (Vs + 195l
j=1
1

FEs ist dann

X" gleichméBig beschrinkt in L>=(0,T; BV (Q)),
u" gleichméBig beschrankt in L*(0,T; H**())
u" gleichmiBig beschrankt in L>(0,T; LP()) fiir alle 1 < p < oo,

Oy "(u" + X™") gleichméBig beschrénkt in L*(0,T; H *(Q)). (5.13)
Beweis. Siehe [Luc91].
O
Es ergibt sich weiterhin eine Abschéatzung fiir Zeitdifferenzen:
5.8 Lemma Fiir alle 0 < 7 < T gilt gleichméBig in h > 0:
T 1
/ / lul —ul |+ X — &t |de?dt < Crs.
0o Ja
Beweis. Der Beweis folgt ebenfalls aus den Rechnungen in [Luc91].
O

5.9 Bemerkung Im Beweis dieses Lemma geht die Voraussetzung H?(I'p) # 0 ein.
In [Luc91] wird die Behauptung auch fiir den Fall reiner Neumannrandwerte gezeigt,
dabei aber die globale Minimierungseigenschaft der X benutzt, um insbesondere
Oszillationen zwischen Zustdnden X und 1 — X auszuschlieBen. Bei einer lokalen
Minimierungsstrategie haben wir ein entsprechendes Argument nicht zur Verfiigung.
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Kapitel 5. Zeitdiskretisierung und lokale Minimierung




Kapitel 6

Konvergenz gegen

Losungen des Stefan-
Gibbs-Thomson-Problems

In diesem Abschnitt wollen wir die Existenz von Losungen des Stefan—Gibbs—
Thomson-Problems durch einen Grenziibergang in den Gleichungen und
beweisen. Entscheidend dabei ist die Konvergenz der approximativen Gibbs—
Thomson-Gleichungen. Wéhrend in [Luc91] wegen der globalen Minimierungseigen-
schaft der Losungen ein Massenverlust der Oberflichen ausgeschlossen und daher
mit dem Lemma von Reshetnyak [Res68] in der BV -Formulierung zur Grenze iiber-
gegangen werden kann, miissen wir hier anders argumentieren. Wir betrachten den
Limes der Oberflichenmafle |V X/"| und benutzen ein Konvergenzresultat aus [Sch01]
fiir Flachen, deren mittlere Kriimmung als Sobolev-Funktion im umgebenden Raum
dargestellt ist (siehe Anhang, Satz[A.2)). Zunéchst ergibt sich aus den Abschiitzungen
fiir die zeitdiskreten Losungen:

6.1 Lemma FEs existieren Funktionen

X € L=(0,T; BV(Q;{0,1})),
u € L*(0,T; M,,) N L>*(0,T; LP(Q2)) fiir alle 1 < p < oo,

und eine Teilfolge h — 0, so dass fiir alle 1 < p < oo gilt:

u" —ou, A - X in LP(Qr), (6.1)
u(t) — u(t), X"(t) — X(t)  in LP(Q) fiir fast allet € (0,T), (6.2)
u" — w in L*(0,T; HY*(Q)).

Beweis. Die Prikompaktheit in LP({)r) ergibt sich mit dem Satz von Frechet-
Kolmogorov-M.Riesz aus Lemma und Lemma Es folgt dann (6.2)) und mit
der Reflexivitit von L%(0,7; H'*()) und Lemma |5.7| die Behauptung (6.3)).

O
Im Folgenden seien u, X wie in Lemma und h — 0 eine Folge, fur die (6.1))- (6.3))

31
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gilt. Wir setzen dann
N { VY auf OBl
V. =

VX
0 sonst,

VX(t) ,
o) = {—VX(t)l auf 0*E(t),
0 sonst,

und definieren integrale 2-Varifaltigkeiten pu? auf Q durch

i) = [ nIV fix € C)
Der folgende Satz beweist dann den Existenzsatz [4.1}

6.2 Satz Fiir fast alle t € (0,T) gilt: Es existiert ein integrale 2-Varifaltigkeit ji;
mit

O*E(t) C spt(us) N {0*(u;) ungerade},
i hat lokal beschréinkte erste Variation mit einem mittleren Kriimmungsvektor
Hltt € L?oc(l”)?

und es gilt

plt — py als Varifaltigkeiten fiir eine Teilfolge hi(t) — 0 (i — c0)  (6.4)

ﬁut = u(t)v(t) pg — fast iiberall in .

Insbesondere besitzt 0*E(t) fiir fast alle t € (0,7) einen verallgemeinerten
Kriimmungsvektor im Sinne von Definition |3.4] und erfiillt das Gibbs-Thomson-

Gesetz (4.2).
Beweis. Wir beschrinken uns im Folgenden auf Punkte ¢ € (0,7), fiir die (6.2)
*(

gilt. Aus der gleichmiligen Beschriinktheit der «” in L2(0, T; H2(2)) (siche Lemma
5.12)) erhalten wir mit dem Lemma von Fatou
(t — Tim inf |[u" (¢, .)||H1,2(Q)) e L2(0,T)

und damit fiir fast alle ¢ € (0,7) die Existenz einer Teilfolge h;(t) — 0(i — o0)
sowie einer Funktion v € H?(Q) mit

ul = v schwach in H“3(Q).
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Aus dem Rellichschen Einbettungssatz sowie (6.2) folgt v = w(f) und mit
IREG ()l r29) — 0

ul + hi K (f) — u(t) schwach in H*(Q). (6.5)

Weiterhin sind die X" nach Lemma fir fast alle ¢ € (0,7") gleichméfig be-
schrinkt in BV (£2). Mit der schwach*-Prikompaktheit von Radonmafien erhalten
wir nach erneutem Ubergang zu einer Teilfolge von h; — 0 fiir fast alle t € (0,7)

RadonmaBe V; auf G%Q) mit
Vufi — V, als Varifaltigkeiten. (6.6)
Wegen der Kriimmungsgleichung gilt
H po= (ul + hiKg () v, (6.7)

Mit (6.2)), (6.5)), und (/6.7)) sind dann alle Voraussetzungen des Konvergenzsatzes
aus [SchO1] (siehe Anhang, Satz|A.2) nachgewiesen und wir erhalten die folgenden

Aussagen:
Es existiert eine integrale 2-Varifaltigkeit p, auf € | so dass gilt:

V;f = VMt?
(i — iy als Varifaltigkeiten.

Weiterhin ist 0*E(t) C spt(p;) und p; hat lokal beschrénkte erste Variation mit
mittlerem Kriimmungsvektor

Hut € L;Loc(:ut)v

der p-fast iiberall das Gibbs-Thomson-Gesetz

—

i, = u(tyv(t)

erfiillt. Ein Zusatz in [Sch01] (Theorem 1.2) liefert zusammen mit [EG92] 5.7 Lemma
2 noch

O*E(t) C {0*(is,.) ungerade},

was den Beweis vervollstandigt.

O
Die Lage der verdeckten Grenzflachen spt(u;) \ 0* E; bleibt in Satz (6.2 abhéngig von
der Teilfolgenauswahl in (6.4]), die wiederum vom jeweiligen Zeitpunkt ¢ € (0,7)
abhéngt. Das zeigt noch einmal die schlechte Kontrolle iiber die verdeckten Anteile
und die Bedeutung einer Definition von Kriimmung fiir den Rand 0*{X(t) = 1}.
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6.3 Bemerkung Wir wollen an dieser Stelle noch auf die Schwierigkeiten bei der
Formulierung einer Bedingung an den Kontaktwinkel zwischen der Phasengrenze
und 0N eingehen. Es gelte fiir t € (0,7). Wir betrachten nun die integralen
Varifaltigkeiten uf als Radonmafle auf G?R3. Aus der gleichmiifiigen Beschrinktheit
der Masse erhalten wir dann die Konvergenz einer Teilfolge h — 0 der Folge aus
gegen eine allgemeine Varifaltigkeit V, € G?R3,

(/ﬁnwziku?)du?Cr)-ﬁ n(x, ) dVi(z, S)
Q G2R3

fiir alle n € C2(G?R3). Wegen ((6.4) sind V; und g in Q gleich, das heifit

| e T dita) = [ e 8) vtz )

fir alle n € CY(G*Q). Wir erhalten mit (5.11) fiir die erste Variation von V; die
Gleichung

LX@V«M%)
i)
= /G?]R3 divgé(z)dVy(z, S)

- /Q divy, ., (@) dpe(z) + / divsé(z)dVi(z, S) (6.8)

G2(89)

fiir alle £ € C1(Q; R3) mit £-vg = 0 auf 9Q. Verschwindet der zweite Term der letzten
Zeile, so entspricht der Variationsformel der Losungen aus [Luc91], die
ja in gewissem Sinne die Kontaktwinkelbedingung ergab (siehe dazu die Bemerkung
2.1). Im Allgemeinen konnen wir aber keine Aussage iiber das Aussehen von V;
auf G?(992) machen, insbesondere ist nicht klar, ob V; rektifizierbar ist. Weiterhin
ist schon in [Luc91] durch die Variationsgleichung nicht ausgeschlossen, dass
mehrere Anteile von 0*{X(t) = 1} in einem Punkt auf den Rand treffen und nur die
Summe der jeweiligen dufleren Co-Normalen dieser Anteile senkrecht auf 0€) steht.
Bei unseren Losungen konnen noch zusétzlich ,verdeckte“ Anteile auf den Rand
treffen. Wir kénnen dann nur erwarten, dass die jeweiligen Co-Normalen aller Anteile
zu einem Vielfachen von vq addieren. Fiir die Phasengrenzen (die unverdeckten
Anteile) selbst muss dies nicht gelten.

Wir wollen in dieser Arbeit die lokale Behandlung des Gibbs-Thomson-Gesetzes
in den Vordergrund stellen und verzichten hier auf weitere Untersuchungen zum
Verhalten unserer Lésungen an 0.



Kapitel 7
Verhalten der Losungen

Wir wollen in diesem Abschnitt Eigenschaften der Losung durch das lokale Mini-
mierungsverfahren und Unterschiede zu den Losungen aus [Luc91] herausarbeiten.
Zuerst gehen wir auf die spezielle Minimierungseigenschaft der Losungen bei globaler
Minimierung ein.

7.1 Bemerkung Die Zeitdiskretisierung in [Luc91] ldsst noch einen zusétzlichen
Strafterm zu und minimiert fiir A > 0 die Funktionale

FAMX) = FM(X) + A / KE(X — XM )X — X,

Losungen (u, X) des Stefan—Gibbs-Thomson-Problems, die wir mittels einer glo-
balen Minimierung der Funktionale FtA’h konstruieren, erfiillen dann fiir alle Ver-
gleichsfunktionen ¢ € L>(0,7; BV (€2;{0,1})) die Ungleichung

/OT/Q]VX]—/QTuX
<[ frve- [ wrgen [ - 71)

Fiir fast alle ¢t € (0,7) ist damit X'(¢) globaler Minimierer von

/|VX| /u+X—%+2A(X—%)>(t))?

auf BV (€; {0, 1}).

Daraus ergeben sich zusétzliche Regularititseigenschaften. Da u € L>(0,T; LP(Q2))
fiir alle 1 < p < oo ist (vergleiche Lemma [5.7), folgt wie in Bemerkung [5.3] fiir fast
alle t € (0,7), alle B.(z) € Qund X € BV(Q;{0,1}) mit X = X(t) in Q\ B,(z)
die Abschéitzung

/ VX))~ / VA < (lulls=oram@y +Onap) (i) 2. (72)
Q Q

35
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Damit ist 0*{X(t) = 1} ein C**-Fast-Minimalrand fiir alle 0 < o < % und nach
Anderung von X (t) auf einer £3-Nullmenge ist 0{X (t) = 1} eine C**-Fliche. Wei-
terhin folgt aus einem Theorem von Tamanini ([Tam82|, siehe [Vis96] Theorem
XI1.8.5) die Existenz von ry > 0 und 0 < ¢y < 1 unabhéngig von t € (0,7, so dass

fiir alle 0 < r < rg gilt:
L2({X(t) = 1} N B, (z))

o < 3
wsr

S 1-— Co- (73)

Diese Regularitétseigenschaften beeinflussen das Verhalten der Losungen bei glo-
baler Minimierung. Es folgt bereits, dass zwei monoton wachsende Eiskugeln nicht
stetig zusammenstoflen konnen: Beriihren sich die Kugeln fiir ¢t " ty, so ist fiir t = ¢,
im Beriihrpunkt die Ungleichung verletzt. Sind die Bélle stetig gewachsen, fin-
den wir fiir alle ¢ in einem Zeitintervall (ty — €,t) Punkte, die verletzen. Im
Widerspruch dazu soll diese Ungleichung fiir fast alle ¢ € (0,7) gelten. Wir wer-
den diese Situation weiter unten noch genauer analysieren und sehen, wie sich die
Losungen bei lokaler Minimierung verhalten.

Losungen des Stefan-Gibbs-Thomson-Problems ohne die zusétzliche Minimierungs-
eigenschaft kénnen wir nicht durch eine Abhingigkeit A = A" mit A* — oo
in FtA’h bekommen. Die der Ungleichung bei unserem Verfahren entsprechende
zeitdiskrete Ungleichung enthélt aber einen unendlich wachsenden Strafpara-
meter.

Im folgenden betrachten wir die Losungen bei globaler und bei lokaler Minimierung
in zwei Beispielen. Wir beschrdnken uns dabei darauf, das Verhalten plausibel
zu machen. Insbesondere rechnen wir der FEinfachheit halber mit Neumann-
Nullrandwerten, obwohl unser Existenzresultat diesen Fall nicht abdeckt.

Beispiel 1
Bei unserem Verfahren werden lokale Minima extrem bevorzugt. Dazu be-

trachten wir wie in [Luc91] die folgende Situation: Sei 2 C R? offen und beschréinkt
mit Lipschitz-Rand, weiter

u0:_17
onoa
f=1

konstant in 2.
Beh.: Die globale Minimierung fiihrt auf die zeitdiskreten Losungen

3
XM =0, ul = —1+[t/h]h fiir t < 2 +A,

XM =1, ul = =2+ [t/h] h fﬁrt>g—|—/\,
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die lokale Minimierung dagegen auf
XM =0, ul' = —1+[t/h] h fir 0 <t < T.

Bew.: Sei t > 0 mit X" = Xy, u? = —1 + [r/h]h fiir 7 < t. Um das absolute
Minimum des Funktionals

@) = [ v+ a-mm [ X+ G [ K,

zu bestimmen, miissen wir nur die Funktionen Ay und X} = 1 betrachten: Das ist
offensichtlich fiir 1—[t/h|h & (—1/2—A,0). Ist 1—[t/h]h € (—1/2—A,0) so folgt dies
fiir [, |X| klein aus der isoperimetrischen Ungleichung und sonst aus K"(X) — X
in L?(Q). Durch Vergleich von F, (Xp) und F/, (X)) erhalten wir die angegebene
Losung.

Im Falle der lokalen Minimierung sei wieder ¢ > 0 wie oben und ¢ € N ( gegeben
mit )Ej = A fiir j <. Dann ist

Fi(X) =0 und

F(X) 2/Q|VX]+(1—T)/QXJr(%JrA)/QKh(X)XJr)\h/Qf(Eh(X)X.

Wieder kommen nur Xy und X; als absolute Minimierer in Frage, nun ist aber fiir

h < ho(T)

() > (W + (5 +4) + (=TI
>0

Wir sehen auch, dass die Losung bei lokaler Minimierung im Allgemeinen nicht
die globale Minimierungseigenschaft (7.1)) der Losungen aus [Luc91] besitzt, wie die
Vergleichsfunktion

0 fallst<2+A,
1 fallst >3 +A,

zeigt.

Das Verhalten der Losungen bei lokaler Minimierung scheint hier noch weniger als
das der Losungen bei globaler Minimierung physikalisch verniinftig. Andererseits
ist das Stefan—Gibbs—Thomson-Problem nur in der Néhe des Schmelzpunktes eine
angemessene Modellierung und betrachtet eine stark idealisierte Situation. Das
Vorhandensein von Kristallisationskeimen wird zum Beispiel nicht einbezogen.



38 Kapitel 7. Verhalten der Losungen

Beispiel 2

Wir betrachten in einem groBen Fliissigkeitscontainer zwei feste Bélle (Eisku-
geln), die mit der Zeit monoton wachsen. Wir wissen bereits aus Bemerkung |7.1}
dass die Losungen aus [Luc91] nicht stetig zusammenstofien kénnen. Wir wollen
zeigen, dass diese Losungen bei positiver Distanz eine Briicke bilden, wéhrend
Losungen bei lokaler Minimierung bis zur Beriihrung der Kugeln stetig wachsen.
Da Losungen aus [Luc91] fiir verschiedene Strafparameter A kein qualitativ anderes
Verhalten aufweisen, beschrinken wir uns hier auf A = 0.

Es sei Q@ = B(0), z_ = (0,0,—R) und 2 = (0,0,R) fir 0 < R < £ die
Mittelpunkte der festen Biille, zu r € (0, R) seien Kugellssungen X (r) durch

E(r) = By(v-) U By (z+) und X(r) = Xoyp)
definiert:

(71, 72)

Weiter sei f = 0, Neumann-Nullrandwerte fiir die Temperatur verlangt und An-
fangsradius 9 € (0, R) sowie Anfangstemperatur uy € HY2(2) N L>°(9) so gewéhlt,
dass die festen Bélle monoton wachsen miissen (wir setzen hier ohne Beweis voraus,
dass das moglich ist). Zur Analyse des qualitativen Verhaltens der verschiedenen

Losungen betrachten wir die Konkurrenz zwischen den Kugellssungen X (r) und
den durch ¢ (r, o),

SO' = {(xl,CCQ,l'g) : ’($1,$2)| < 0, —R < T3 < R},
U(r,0) = Xo\(B(r)us,), o € [0,7]

beschriebenen Briickenlosungen: (der von der gepunkteten Linie umschlossene Be-
reich stellt die Menge {¢(r,0) = 0} dar)
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Fiir die globale und die lokale Minimierung untersuchen wir jeweils die zeitdiskre-
ten Evolutionen. Bei der Minimierung der Funktionale F* beziehungsweise F; be-
schranken wir uns auf den Vergleich von Kugellésungen und Briickenlosungen der
Form X (r) und ¢ (r, o) fiir r , <r < R beziehungsweise 7;_; < r < R, da wir ein
monotones Wachsen der Eiskugeln vorausgesetzt haben. Wir behaupten nicht, dass
die Minimierer in BV (£2;{0,1}) tatsichlich von der Form X (r) oder #(r,o) sind.
Es ist aber plausibel, dass die Minimierer Briicken- beziehungsweise Kugel-dhnlich
sind, falls die Briickenlosungen gegeniiber den Kugellésungen bevorzugt werden be-
ziehungsweise umgekehrt.

Zu einer Zeitschrittweite h > 0 seien bis zu einem Zeitpunkt ¢ € (0,7) die Ku-
gellssungen bevorzugt, X" = X(r?) fiir 7 < ¢ und 7* monoton wachsend in 7. In
[Luc91] ist nun X/, als globaler Minimierer von

R = [ 9= [ (Kb - 0= - xoh)

zu bestimmen. Wir behaupten nun, dass es bei der globalen Minimierung zur Aus-
bildung von Briicken kommen muss: Fiir Radien nahe » = R sind bei der Mini-
mierung der zeitdiskreten Funktionale Briickenlésungen bevorzugt. Diese miissen
einen Mindestdurchmesser haben. Ist der Durchmesser dagegen zu klein, so sind die
Kugellosungen giinstiger.

7.2 Proposition Bei der globalen Minimierung kommt es bei einer positiven Di-
stanz zwischen den Fiskugeln zur Ausbildung einer Briicke. Es existieren > 0 und
oo > 0, so daB fiir alle h > 0,7 € (0,R) und r € (R — 6, R), r > r}", gilt:

min Fy,(Y(r,0)) < min FY, (6(r,0)) < FL(X(0).

o€l0,r] o€[0,00]
Weiterhin existiert o1 > 0, so dass fiir alle 0 < o < min (01, %(R — r))

Fl(X(r) = Fl,(@(r,0)) <0 (7.4)

erfillt ist.



40 Kapitel 7. Verhalten der Losungen

Beweis. Wir betrachten die Funktion

d(r,o) = d?-i-h(r?_U)
= Fp(X(r) = Fli(0(r,0))
= 4m (7" —rVi? =02 = (R—Vi? = o%)0 /K’"” ) Xs(0)\(r)

1 _ _
- /Q KM Xsonmm) (X () = X(r) + Xsonse) -

Es ist dann
0 T — O
- _ N/ ) oy hi( h 2
(‘)gd(r’ 0) =4n(Vr?—o +am R) - K" (ug) (y) dH(y)
- K" Xstronpm) + X(r}) — X(r)(y) dH?(y),

F’r,o‘

mit o = {y : [(y1,92)| = 0,93 € (-R+ Vr* — 0> R— Vr? —o*)}.

Zuerst bemerken wir, dass fiir » = R eine Briickenlosung giinstiger ist:
Beh. 1: Es ist max,¢jo 5 d(R, o) > 0.
In der Tat haben wir d(R,0) = 0 und

A(R,0) > 4r (B — RVRE = % — (R~ VEZ = 0)o)

4 Ar 1/2
R ) ( (R — ™2 4 2Ro” - ERB.)

2\ 3
—:d(R,0).

(e o amest - ).

Es ist dann o — d(R, o) € C?(0, R) mit

d(R,0) =0,
0 -
5-lo—od(R,0) =0
2

a 5 lood(R,0) > 0,

und es folgt d(R,0) > d(R,0) > 0 fiir ¢ > 0 klein genug. ~ OBeh.

Mit Stetigkeitsargumenten wollen wir nun schlieffen, dass auch fiir Radien nahe
r = R die Briickenlésungen minimieren.

Beh. 2: Fiir alle o € [0, 7] ist r +— d(r, o) stetig und fiir alle r € (0, R] ist 0 +— d(r, 0)
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gleichméfig in » Holderstetig.

Dabei ist die Stetigkeit in r ist klar. Zum Beweis der gleichméfiigen Holderstetigkeit
in o bemerken wir, dass fiir den ersten und dritten Term von d(r, o) die Ableitungen
gleichméfig in r und h abgeschétzt sind:

(T 0l = R = [ R s + 0D - RO )

<A R + 8TR>.

Fiir den zweiten Term von d(r, o) ist fir alle 0 < o9 < 07 <7r

‘ /Q K"(uf) Xsop\B(r) — /Q K" (u) Xs(oa)\Br)

< K" @)l 2 (1S(00) \ B(r)| = S(02) \ E@)])°

und die geforderte Holderstetigkeit ergibt sich aus der gleichméfligen Lipschitzste-
tigkeit von o +— |S(o) \ E(r)|. DOBeh.

Die erste Behauptung liefert uns nun ein o, € (0, R] mit
0 < my = d(R,0,),

weiterhin existiert wegen der gleichméafiger Holderstetigkeit von d(r,.) und wegen
d(r,0) = 0 ein oy > 0 unabhéngig von r mit

d(r,o) < % fiir alle o < 0y.
Aus der Stetigkeit von d(., 0, ) folgt ausserdem die Existenz von 6 > 0 mit
d(r,o.) > % fir alle r < R — 0.
Damit haben wir schlieflich fiir alle r < R — ¢

max d(r,c) > max d(r,o)
o€l0,r] a€[0,00]

> 0.
Zum Beweis von (7.4)) berechnen wir fiir r > rf

d(r, o) /\vx |—/|V¢7‘a|—/Khut (o))

< —H*(9(S(0) \ E(r))) + 2H* (OE(r) N S(0))
+||Kh(ut)||L4(Q)|S( )\ E(r) P,
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Nun existiert C' > 0 unabhéingig von ¢,k mit ||[K"(u}')||f1q) < C, denn es ist
ul € L®(L4(Q)) (siehe Lemma [5.7) und mit (5.8)

Ry = [ Rl = R VR )

3/4
< ( / Kh(u?)‘*) 21

Aus der isoperimetrischen Ungleichung folgt weiter

—H2(D(S(0) \ E(r)) + [|K" (W) |10y (£3(S(0) \ E(r)))**
< (<14 CHA(O(S(0) \ B(r)*) 12 (9(S(0) \ E(r)

Wir kénnen nun o; > 0 withlen, so dass fiir alle r > r', o < oy gilt:

2 1/8 1
H? (9(S(0) \ E(r)))"® < Yel
dann erhalten wir
d(r,o) < —%HQ (0(S(o) \ E(r))) + 2H> (OE(r)n S(o))

=~ H(@S(0) \ E(r)) + S (9B(r) N 5(0))

—m(R—Vr? —o%)o + 37?7“(7“ — V2 —o?)

< —m(R—r)o+3nr(r—(r — 21702))
< —g(R —r)o

fiir 0 < o < £(R —r), was den Beweis der Proposition beendet.

OJ
Wir untersuchen nun unter Einschrénkungen an die Anfangsdaten eine spezi-
elle Situation und zeigen (im Rahmen unseres Vergleichs zwischen Kugel- und
Briickenlosungen), dass es bei der lokalen Minimierung nicht zu einer Ausbildung
von Briicken kommen kann und die Briicken stetig zusammenstoflen miissen.

7.3 Proposition Seien Anfangsdaten 0 < 19 < R, ugp € H"“*(2) N L>*(Q) mit
ug > —1/2 gegeben. Dann bilden Lésungen des Stefan-Gibbs-Thomson-Problems
bei der lokalen Minimierungsstrategie keine Briicken, bevor sich die festen Bille
beriihrt haben.

Bei der lokalen Minimierungsstrategie haben wir zur Bestimmung von X%, induktiv

= t+h
Minimierer X; der Funktionale
Fi() = FN0) + 0w | K8 = o) (X = &)
Q
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zu bestimmen. Sei wieder X/ = X (r}) und X;_; = X (7;_1), wir setzen

di(r,0) = Fy(X(r)) = Fi(¢(r,0))
= d(r,o) — A /Q K (Xs(0)\5m)(Xsn e + 2X (Fimr) — 2X(r)).

In einem ersten Schritt wollen wir zeigen, dass die Briickenldsungen nur in einer
kleinen Umgebung von » = R konkurrieren kénnen, die mit A — 0 verschwindet:

7.4 Lemma Es existiert eine Funktion w : (0, hg) — R mit w(h) — 0(h — 0), s0
dass fiir alle ;1 <r < R—w(h) und 0 < o < r gilt:

FAX(r) < Fi((r,0)).
Beweis. Nach (7.4) ist fiir 0 < o1(r) := min (o1, 5(R — 7))
di(r,0) < d(r,0) < 0.
Fiir 0 > o1(r) berechnen wir mit d(r,o) < C(R) fiir alle r, o:
d;(r,0)
< C(R) = /Q K= (Xs o1\ B0) Xs (o1 )\ B
< C(R) — My /Q Kah(XBq(r)(O))XBal(r)(O)'

Nun folgen fiir & > 0 und 0 < m < L beliebig, ®, Fundamentallosung von (id —aA)
auf R? aus Eigenschaften der ®, und dem Maximumprinzip fiir

0= (id — @A) (K*(Xp,.(0)) — Xp,(0) * Pa) in Q,
0 S vq - V (KQ(XB"L(O)) — XBW(O) * (I)a) auf 89,

die Abschatzungen K*(Xg, (0)) > X3, (0) * Pas

/ K*(Xg,,0)) > / XB,.0) * Pas
m (0)

B (0)
=m’ XBl(O) * Doy —2
B1(0)
Damit ist
CL(T, U) < C(R) — An0O1 (7’) XBl(O) * (I)Ehﬂl(T) 2
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und insbesondere

di(ra U) < 0

fir r < R — w(h), falls wir w(h) > 0 so wahlen, dass

A ’ 0
noi(r)” — oo, o1 (r)? -
ist. Wegen
3 : 3 1 3
Apo1(r)? > min {)\hal, 2—7/\hw(h) }
und

Eh <max{8—h —ggh }
oy (r)* ~ ot w(h)?

kénnen wir w(h) so wahlen, dass w(h) — 0 (h — 0) gilt.

O

Lemma zeigt bereits, dass die Ausbildung einer Briicke bei positiver Distanz der
Kugeln einen Sprung des Radius erfordert. Das néchste Lemma besagt, dass dieser
Sprung der Radien nicht allein innerhalb einer der zweiten zeitdiskreten Evolutionen

{zﬁ»}ieN geschehen kann:

7.5 Lemma Falls zu t € (0,T) und einer Teilfolge h — 0 natiirliche Zahlen a(h)

existieren mit

Xthm(h)h = X (T?Jra(h)h)a

Xt}}ka(h)h 1, Ist Briickenldsung,
so gilt
Tragn — B (h—0).
Beweis. Nach Lemma [7.4] existiert eine Folge i(h), so dass
X amnitny = X Py ampnion)s
fllfz—i-a(h)h,i(h) > R—w(h).
Wir schreiben im Folgenden kurz

~h __ ~h ~h __ _.h
T = Tita(h)hi(h) o = Tita(h)h:
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Wiire die Behauptung des Lemmas falsch, so erhielten wir fiir eine Teilfolge h — 0

lim (7 = 7) > 0.

h—0 v

Daraus folgt

7

KMX(r}) — X(7g)) = X(77) — X (7p)

Wegen des Maximumprinzips fiir (5.8) und der Annahme, dass r monoton wéchst,

gilt K"(u) > infq ug. Im Widerspruch zu F;;a(h)h(f(f?)) < Ft};a(h)h(é\?(fg)) ergibt
sich daraus

G717 = 67y = [ K (ulap ) (RC7E) — (%)
+3 [ KMEGD - )R - 26h)

1 - _
> [ o+ IR - (6%
o @ 2
>0

nach der Annahme infq uy > —%.

O
Mit Hilfe der letzten beiden Lemmata konnen wir nun ausschliessen, dass unsere
Losungen springen oder eine Briicke bilden, bevor sich die Fliissigkeitskugeln beriihrt
haben. Dazu benutzen wir, dass (u + X) € C°(0,7T; LP(Q)) fiir alle 1 < p < oo ist
(siehe [Luc9l], [Lud), und dass ¢ — [, |VX(t)| + % [, u(t)* monoton fallend auf
(0,7) ist (die Konstante C(up, f,(2) aus verschwindet fiir T'p = (), f = 0).
Wir orientieren uns nun an folgender Idee: Falls eine wachsende Kugel zum Zeitpunkt
t springt, also

r(t+) = r(t=) = lm(r(t +8) = r(t = 8)) > 0

gilt, so folgt aus (u+ X) € C°(0,T; LP(QQ)), dass auch u springt:
u(t+) = u(t—) — (X(t+) — X(t—)).

Mit einem Maximumprinzip folgt weiterhin

1
u(t—) uéf Uy > 5

Dann ist aber
1

Ban(r(00)* = (=) + 5 [ (Wt = ut=)) >
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im Widerspruch zur Monotonie der Energie.

Diese SchluBBweise wollen wir nun auf unseren Fall iibertragen. Wir wissen dabei
aus Lemma [7.4] dass bei einer Briickenbildung vor dem Beriihren auch der Radius
springen muss, und aus Lemma [7.5] dass wir diesen Sprung der Radien auch in
Kugellosungen der zeitdiskreten Entwicklung X" wiederfinden miissen. Wir werden
zeigen, dass das der Monotonie der Energie widerspricht.

Wegen der LP(Q)-Konvergenz der ul, X fiir eine Teilfolge h — 0 und fast alle
t € (0,7)und (u+X) € C°0,T; LP(Q)) beschrinken wir uns auf folgende Situation:

Vor.: Es gelte fiir Teilfolgen A\, 0 und § \, 0

X3 x(t+6)  in LP(Q),

a2 a8 in LP(9Q),
X(t—106) — X(t—), X(t+06) — X(t+) in LP(Q),

Xty = X0y, X(t-0) = X(r(t—90), r(t—0) — rt-) < R.

(Falls r(t—) = R ist, so sind die Kugeln stetig zusammengestoflen und die Proposi-
tion ist bewiesen.)
Beh.: Dann existiert g > 0 mit

X(t+0) = X(r(t+0)) fiiralle § < &,
r(t+0) — r(t—).

Zum Beweis nehmen wir an, die Behauptung wire falsch. Es existiert dann eine
Teilfolge 6 — 0 und hs > 0, so dass

X' s fiir alle h < hs Briickenlosung, oder

r(t) =) = Jiglim(rt, — i) > 0.

Im ersten Fall bekommen wir wegen r(t—) < R und den vorangegangenen zwei
Lemmata die Existenz von afs‘ < 4, so dass

xXh o, = )E(rf+a§) fir alle h < hg, (lsi_r)r(l)}lli_)rré <T£L+oc§ —rh ) =R—r(t-) > 0.

Damit kénnen wir beide Félle analog zum Widerspruch zu fithren. Betrachten wir
etwa den zweiten Fall. Mit N = [§/h] + [a/h] ist wegen (/5.8))

N
U?Jrag = (Kh)N(U?fa) - Z(Kh)N_jH(Xt}iaﬂh - thi6+(jfl)h)‘ (7.5)

j=1
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Wir wollen [, (uf’, h — Jo(ul5)? abschétzen. Mit einer L?(Q)-Orthonormalbasis

{wg }ren, von Elgenvektoren

—Awy = uwy in Q,  Vwg - v = 0 auf 092,

Wo = 777> ,ukzov ,uk—>oo(k‘—>oo),

ergibt sich aus der Selbstadjungiertheit von K" und K"(wy) = (1 + huy) wy,

L = [ ey

-y ( /Q (K" (ug a>wk>2 -2 (/Q “?“5“}’“)2

= ; ((1+ hpa) ™ = 1) (/Q U?swk)Z

. ; (1 B 6_%1n(1+huk)) (/Q U?_(gwk)2
3T e (/Q u(t — 5)wk)2

k
6—0

~0 ) (7.6)

(es sind jeweils | [, quéwk’Q und | [, u(t — 5)wk’2 konvergente Majoranten).

Da wir voraussetzen, dass r monoton Wéchst bekommen wir die Abschéitzung
(K™MN(ul ) > infg ug, Welterhm ist [,(K")(g) = [yg fir l € N und g € L*(Q).
So erhalten wir

6—0 h—0

N
lim lim —2 / (Bl g) - SR T = X o)
j=1

N
> lim lim 1nfu E Kh N= J+1 xh -
= S0 D0 0 t S§+jh t—5+(]—1)h)

j=1
(mfuo (lslil(l”llli%/| rral — Xl

~2igfun) [ JE(R) - X(t-) (.7
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und

2

N
Z(Kh)N_]+1(Xt}l—§+jh — & 5 oun)

i=1

N
N /QZ(Kh)N_JH(Xth—Mjh - Xth—é—&-(j—l)h)wk
keN —1
N 2
- Z /Qz(l + hyuy) VAR +ih Xth—é—',-(j—l)h)wk:
keN =1

2

h,o
/ng (Xt}fi-a - Xth—cs)wk

mit einer Funktion gZ’é auf €,

N
g (X, — X)) = Z(l + Do) XL s — A s on)s

j=1
(14 hm)™ < gp° < 1.

Fiir eine Teilfolge h — 0 gilt dann fiir alle 1 < p < o0
9" (Xl = Xls) = gUX(R) — X(t - 9))
fiir ein e < ¢ < 1 und damit

N 2

h%ljélf/ﬂ Z(Kh)N_j+l(Xt]16+jh B Xth—6+(j—1)h>
j=1
~ 2
gk (X(R) — X(t — 0))uwy,

§—0
—

3 Q
:/ |X(R) — X(t—)].
Q

Es ergibt sich mit ([7.5)-(7.8)

limliminf/(u?+ag)2 — (ul5)? > 2(i%fu0)/ |X(R)—X(t-)] > 0
Q Q

6—0 h—0
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und schlieBlich mit ug > —%

1

. .. h h h h 2
0> (I;I_Iﬁl) hIthgf <6W3(Tt+ag)2 — 6wy (] 5)* + 3 /Q(utJrag)2 — (uy_g) )

> Gua(B — (1)?) + (inf uo) / (R) — X(t-)] + 5 / B(R) - X(1-)]
> 0.

Das widerspricht der Monotonie der Energie, was die Behauptung beweist.
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Kapitel 8
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein neues Existenzresultat fiir das Stefan-Problem mit Gibbs—
Thomson-Gesetz bewiesen. Im Unterschied zu einem Artikel von Luckhaus [Luc91],
in dem Langzeitexistenz und Uneindeutigkeit schwacher Lésungen dieses Problems
gezeigt wurden, verwenden wir hier eine lokale Minimierung zur Bestimmung zeitdis-
kreter Naherungslosungen. Dieses Vorgehen ist thermodynamisch besser motiviert
als die globale Minimierung in [Luc91]. Die Losungen, die wir erhalten, erlauben sin-
guldre Phasengrenzen, wie sie etwa beim Zusammenschluss mehrerer Anteile einer
Phase entstehen konnen. Durch zusétzliche Regularitiatseigenschaften der Losungen
bei globaler Minimierung waren solche Singularitédten bisher ausgeschlossen und ei-
ne angemessene Modellierung bestimmter physikalischer Situationen nicht moglich.
Wollen wir allgemeinere Phasengrenzen zulassen, ist eine Erweiterung der Formu-
lierung des Gibbs-Thomson-Gesetzes notig. Weiterhin kann bei der lokalen Mini-
mierung ein Verlust von Oberflichenmasse und das Auftreten verdeckter Anteile
der Grenzflichen im Limes der zeitdiskreten Approximationen nicht ausgeschlossen
werden. Um die damit verbundenen Schwierigkeiten zu iiberwinden, betrachten wir
den Grenzwert der Oberflichenmafle. Dieser liefert uns eine Ergédnzung der eventuell
singuldren Phasengrenzen zu einer integralen Varifaltigkeit, die in einem mafitheo-
retischen Sinne eine mittlere Kriimmung besitzt. Wir beweisen, dass letztere auf
dem unverdeckten Anteil der Oberfliche unabhéngig von der Ergédnzung ist. Mit
einem Konvergenzsatz von Schitzle aus [Sch01] zeigen wir fiir fast alle Zeiten, dass
diese mittlere Kriimmung der Phasengrenze das Gibbs-Thomson-Gesetz punktweise
H"!-fast iiberall erfiillt.

Das Existenzresultat ist auf die (physikalisch relevanten) Raumdimensionen
n = 2,3 beschrankt: Die mittlere Kriimmung ist fiir das Stefan—Gibbs—Thomson-
Problem natiirlicherweise als Spur einer H?(Q2)-Funktion (der Temperatur) gege-
ben. Die stetige Einbettung dieses Raums nach L*(I") fiir (n—1)-dimensionale Hyper-
flachen I' C €2 mit s > n — 1 ist eine wesentliche Voraussetzung fiir den verwendeten
Konvergenzsatz aus [SchO1]. Offen bleibt hier, ob das Existenzresultat auf den Fall
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reiner Neumannrandwerte ausgedehnt werden kann. Dazu muss eine Abschétzung
fiir Zeitdifferenzen der zeitdiskreten Néherungslosungen ohne die globale Minimie-
rungseigenschaft hergeleitet werden. Da in dieser Arbeit der Konvergenzbeweis fiir
das Gibbs—Thomson-Gesetz und die Einbeziehung von Methoden der geometrischen
Maftheorie im Vordergrund stehen soll, verzichten wir hier auf weitere Untersuchun-
gen zum Fall reiner Neumannrandwerte.

Aus dieser Arbeit ergeben sich einige interessante Fragestellungen. So bleibt hier
bei der lokalen Minimierung eine groffe Auswahl fiir den ,Strafterm* in der ,zwei-
ten“ zeitdiskreten Evolution. Letztere konnte man als Entwicklung auf einer feineren
Skala verstehen und nach einer physikalisch motivierten Wahl der Evolution fragen.
Weiterhin kann das Verhalten unserer Losungen an ) (insbesondere der Kontakt-
winkel) im Moment noch nicht beschrieben werden. Dazu wire eine Weiterentwick-
lung der in dieser Arbeit verwendeten Methoden und Sétze notig. Schliellich bieten
sich Untersuchungen des hier entwickelten Begriffs einer mittleren Kriimmung fiir
Rénder von Caccioppoli-Mengen an.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Vorgehen verspricht auch bei andere Proble-
men eine erfolgreiche Anwendung. Ein unbedingtes Langzeit-Existenzresultat fiir das
Mullins—Sekerka-Problem scheint damit in Reichweite. Eine erfolgreiche Anwendung
auf Probleme wie dem mittleren Kriimmungsfluss ist dagegen unwahrscheinlich. Die
Regularitét des Geschwindigkeitsfeldes reicht hier wohl nicht aus, da andernfalls die
mittlere Kriitmmung besser als quadratintegrierbar sein miisste, was im Allgemeinen
nicht der Fall ist.



Anhang A
Verwendete Satze

Wir geben hier die von uns benutzte Version des Lipschitz-Approximationssatzes
von Brakke ([Bra78] Theorem 5.4, siche auch [Sch]) und den Konvergenzsatz von
Schitzle aus [Sch01] an, den wir im Beweis unseres Existenzsatzes benutzen.

A.1 Lipschitz-Approximation

Fiir eine integrale (n — 1)-Varifaltigkeit p in @ C R™ offen, sowie zg € 2, ¢ > 0 mit
By (ro) C © und einen (n — 1)-dimensionalen Unterraum 7' C R" definieren wir

tilt,, (2o, 0,T) = 0" ! / dist(z — 20, T)* d(x),

By (20)

tiltex,, (2o, 0, T) = 0~ "*! / | Tt — T||* du(z),

By (20)

lipapp,, (7o, 0, T') = tilt, (o, 0, T) + tiltex, (zo, 0, T) + 93_”/ |ﬁu|2 du,
By (20)

wobei wir lipapp,, (2o, 0, T) = oo setzen, falls FIN & L*(u| By (x0)).

Wir wollen den Lipschitz- Approximationssatz von Brakke in einer Vereinfachung der
Version aus [Sch] benutzen: Wird eine integrale (n — 1)-Varifaltigkeit im Sinne der
oben definierten Lipschitz-Approximationskonstanten gut durch eine Hyperebene T’
angendhert, so lasst sie sich iiber jede auf T" nicht senkrecht stehende Ebene in einer
grossen Menge als Vereinigung von Lipschitzgraphen schreiben:
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A.1 Satz Sei i eine integrale (n—1)-Varifaltigkeit in B}(0), 0y € N und Ty = {vo}*+
ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum des R" mit

€, - o] > A > 0.
Die lineare Abbildung 7Ty : R"~! — R stelle Ty als Graph iiber R"~! x {0} dar:
(y,Toy) € Ty fiir alley € R™1
Ist dann
p(Br(0)) < T,

H(BE(0) < (B + )"0,
1

(6o — 5)% < u(Br(0)),
lipapp,,(0,7,Ty) < ¢,

so existieren von I'; \,n und 6, abhingige Konstanten 6, > 0 und ¢,C > 0, eine
Funktion w : R — R mit w(s) — 0 (s — 0), sowie 0y Lipschitzstetige Abbildungen

fi i BEH0) =R, i=1,..,6
mit
Lip(f;) < ¢, 1fi = %HLoo(BgO—l(o)) < w(e),

so dass gilt:
Die Menge Yy C Bj'(0) der Punkte y € B}~ '(0) mit der Eigenschaft

00, (5, ) = £{i: fily) =t} fiir alle — % ct< %

und die Menge
Xo = spt(p) N (Yo x (=1/2,1/2)) = {(y. fi(y)) = y € Yo, 1 <i < bo}

erfiillen die Abschétzung

M((Bg;;l(()) x <_1/2,1/2)) \XO) +L”’1<B§0’1(O)\Yb> < Ce.
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A.2 Konvergenz mittlerer Kriimmungen, die als Spur gegeben
sind.

Wir zitieren nun den Konvergenzsatz aus [Sch01]) fiir Hyperflichen, deren mittlere
Kriimmung als Spur einer Sobolevfunktion gegeben ist.

Vor.: Sei (2 C R" offen, n > 2. Fiir j € N seien Teilmengen F; C {2 mit endlichem
Perimeter gegeben und

VX
_ i aut O E..
Vag, O

Es sei angenommen, dass die integralen (n — 1)-Varifaltigkeiten p; eine mittlere

nj = |Vxgl, v

Kriitmmung ﬁﬂj besitzen, die als Spur von Funktionen uw; € H'?(Q), 2 < p < n
gegeben sei, das heifit

F[Hj = UjVj an 8*E]

im schwachen Sinne von
/(v Vs b VXEJ‘)WX | /X V- (um)
Q 77 |VXE]| 77|VXEJ| E] Q EJ 177
fiir alle n € C}(Q2;R™). Es gebe nun A > 0 mit
ooy, [ 1V2,| < A
Q

weiter v € HYP(Q2), E C  und ein Radonmaf$l V' auf G"1Q mit
u; — u schwach in H'?(Q)
Xp, — Xpin L'(Q),
Vi, — V als Varifaltigkeiten.

A.2 Satz Unter obigen Voraussetzungen gilt dann: Es ist V =V, fiir eine inte-
grale (n — 1)-Varifaltigkeit p mit lokal beschrédnkter erster Variation und mittlerem
Kriimmungsvektor

. n n—1
HM € L?oc(:u‘/% - E = - :

S

Weiterhin hat E endlichen Perimeter, es ist 0*E C spt(p) und der mittlere
Kriimmungsvektor von p erfiillt

—

H, = uvg p — fast iiberall,

wobel

VX .
vg(z) = {VXE|($) auf 0" I,

0 sonst.
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