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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Verwendung von Online-Algorithmen ist in den meisten Feldern der
Finanzwissenschaft unerlésslich. So sind beispielsweise die zukiinftigen
Verldufe von Devisen- und Aktienkursen oder kompletter Portfolios nicht
exakt vorhersagbar. Investoren kénnen bei der Gestaltung ihrer Investiti-
onsstrategien nur Informationen aus der Vergangenheit oder Gegenwart
einbeziehen. Eine laufende Uberpriifung oder Anpassung ihrer Online-
Strategien ist die Folge.

Oft wird versucht, diesen Mangel an Wissen iiber die Zukunft durch sta-
tistische Prognosen iiber die Entwicklung relevanter Informationen aus-
zugleichen.

Insbesondere bei der Bewertung derivativer Finanzinstrumente, deren
Laufzeit in der Regel hochstens einige Monate betréigt, haben sich so-
wohl in der wissenschaftlichen Literatur als auch in der Praxis Verfahren
durchgesetzt, die den modellrelevanten Parametern Wahrscheinlichkeits-
verteilungen — meist wird eine (Log-) Normalverteilung angenommen —
zugrunde legen [89, 93, 53, 106, 72]'.

Es ldsst sich aber beobachten, dass sich die Finanzmérkte in den letzten
Jahren nicht mehr in der gleichen Weise entwickelt haben wie in den ver-
gangenen Dekaden.

! Allerdings ist bereits die Bewertung lang laufender Derivate in der Praxis mittels
der iiblichen Verfahren nur noch eingeschrinkt moglich.
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Diese Entwicklung ist u. a. gekennzeichnet durch folgendes Verhalten an
Aktienmérkten?:

e schr hohe Volatilitiit der Aktienmérkte?
e {iberdurchschnittliche Anzahl von Jumps der Renditen

e Hiufigkeitsverteilung der Renditen, die weit von — der vielen Mo-
dellen zugrundeliegenden — Normalverteilung abweicht

Eine weitere wichtige Entwicklung betrifft das Verhalten von Korrelatio-
nen {iber mittel- bis langfristige Zeitraume. So sind beispielsweise die ho-
hen Korrelationen zwischen Aktien innerhalb eines Marktsegments teil-
weise stark zuriickgegangen? . Ferner lassen sich auch die weitgehend sta-
bilen Korrelationen zwischen unterschiedlichen Wertpapierklassen nicht
mehr wieder finden.

Die fiir eine Portfolio-Optimierung notwendige Berechnung von Korre-
lationen auf Basis historischer Daten ist nur mit Hilfe von immer kom-
plexeren Methoden u. a. bzgl. der Gewichtung dieser Daten auf die jeweils
aktuelle Marktsituation zu leisten.

Die Haufigkeit, mit der die Modelle fiir den gesamten Wertpapiermarkt
oder auch fiir einzelne Marktsegmente angepasst werden miissen, nimmt
daher stark zu. Daraus ergeben sich folgende Probleme:

e Die Vorhersagekraft der Modelle ist auf immer kiirzere Zeitperioden
eingeschrinkt. Es miissen immer haufiger die Modellparameter wie
z. B. die impliziten Volatilitdten und Korrelationen neu geschétzt
werden.

e Das Risiko nimmt zu, eine Adaptation des jeweils verwendeten Mo-
dells, die iiber eine blofle Parameteranpassung hinausgeht, zu spit
vorzunehmen. Friihwarnsysteme fiir sogenannte Modell-Shifts las-
sen sich nicht mehr unter Verwendung von Fundamentaldaten auf-
bauen.

?Diese Beobachtungen sind innerhalb der anderen Wertpapiermiirkte auch zu ma-
chen, haben aber nicht die gleichen Ausmafle erreicht.

3S0 ist z. B. die Volatilitit der DAX100-Aktien in dem Zeitraum von Juni 2002
bis Juni 2003 um den Faktor 2,5 angestiegen [13].

4Dies bedeutet, dass spezifische Risiken, d. h. Risiken, die sich nicht aufgrund von
allgemeinen Marktschwankungen erkliren lassen, an Bedeutung gewinnen werden.
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e Die Kosten fiir die Strukturierung von Portfolios wachsen dement-
sprechend iiberproportional an. Transaktionskosten steigen, da im-
mer hiufiger Umschichtungen — durch Modell-Anderungen indu-
ziert — innerhalb der Portfolios vorgenommen werden miissen. Per-
sonalaufwendungen fiir Fondsgesellschaften und Banken erhéhen
sich, da einfache passive Hedge-Strategien dynamisiert werden.

In diesem Marktumfeld finden daher Ansitze, die auf spezifische Modell-
annahmen verzichten, eine grofiere Beachtung [28, 85].

Ein solcher Ansatz fiir die Entwicklung und Bewertung erfolgreicher Stra-
tegien ist der der kompetitiven Analyse®. Hierbei wird auf die Annah-
me einer bestimmten stochastischen Verteilung der relevanten Informa-
tionen verzichtet. Die Ergebnisse einer Online-Strategie werden anhand
der Ergebnisse einer Benchmark-Strategie — z. B. der optimalen Offline-
Strategie — bewertet [91, 22].

Ausschlaggebend fiir die Bewertung von Online-Strategien mittels der
kompetitiven Analyse ist der Quotient von Online- und Benchmark-
Ergebnis im — fiir die Online-Strategie — ungiinstigsten Fall. Diese Kenn-
zahl, die als Giitemafl aufgefasst werden kann, wird Kompetitivititsrate
genannt.

Der Vorteil dieser Betrachtungsweise gegeniiber einer statistischen Ana-
lyse liegt vor allem darin, dass die Zusammenhinge in realen finanziellen
Anwendungen oftmals zu komplex sind, um sinnvolle Annahmen iiber
die stochastische Verteilung der Informationen machen zu koénnen.

Mit Hilfe der kompetitiven Analyse lassen sich eine Reihe von Problem-
stellungen im Finanzbereich wie z. B.:

e Leasing

o Immobilienfinanzierung

e Devisenhandel (Wihrungstausch)
untersuchen und kompetitive Online-Algorithmen ableiten [22, 26, 42].
In dieser Arbeit sollen Online-Strategien zur Portfolio-Optimierung vor-

gestellt werden, die nur wenige grundlegende Annahmen iiber die re-
levanten Informationen implizieren [28, 49, 52, 105]. Diese Annahmen

SWeitere Bewertungsmoglichkeiten werden in Kapitel 3 ausfiihrlicher betrachtet.
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lassen geniigend Spielraum, um robuste Strategien zu entwickeln, die
selbst plotzliche Kursstiirze, wie sie in der Realitdt moglich sind, zulas-
sen. Es lédsst sich zeigen, dass es moglich ist, unter verniinftigen Annah-
men Online-Strategien zu entwickeln, die kompetitiv zu der gewihlten
Benchmark sind.

Die in dieser Arbeit hauptséchlich verwendete Benchmark fiir die Online-
Strategien zur Portfolio-Optimierung ist nicht die optimale Offline-Stra-
tegie, sondern das beste konstant rebalancierte Portfolio. Die zu die-
ser Strategie kompetitiven Strategien mit gleicher exponentieller Wachs-
tumsrate werden auch als log-optimale oder universelle Portfolios be-
zeichnet [28].

1.2 Ziele der Arbeit

In den letzten Jahren haben sich unterschiedliche Ansétze fiir universelle
Algorithmen herausgebildet [28, 31, 33, 49, 105, 52]. Diese Ansétze wer-
den in der vorliegenden Arbeit vorgestellt, Unterschiede herausgearbeitet
und ein Zusammenfiihren der Ansétze und damit eine Generierung neuer
log-optimaler Algorithmen vorangetrieben.

Neben den bislang bekannten Online-Strategien zur Portfolio-Optimie-
rung sollen weitere Algorithmen entwickelt werden, deren Grundideen
bei anderen Problemstellungen zu erfolgreichen Online-Verfahren gefiihrt
haben.

Entlang der Behandlung dieser Online-Algorithmen zur Portfolio-Opti-
mierung soll der Zusammenhang zwischen dem verwendeten Giitemafl
der Kompetitivitdtsrate und den in der Finanzwissenschaft angewende-
ten Performance-Maflen herausgearbeitet werden.

Cover und Ordentlich [31] haben auf die Moglichkeit verwiesen, Zusatzin-
formationen in den von ihnen gewahlten Ansatz zu integrieren. In dieser
Arbeit wird dieses Verfahren aufgenommen und mit Methoden des Data
Mining [77, 46] kombiniert. Ziel ist hier zum einen das Erreichen einer
besseren Performance der auf diese Weise erweiterten Algorithmen, zum
anderen das Vermeiden von Transaktions- und Risikokosten durch eine
von den Grundalgorithmen abweichende Rebalancierung.

Die umfassende Beriicksichtigung von Kosten der Portfolio-Optimierung
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ist ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit. Neben den bereits bekannten
Methoden zur Modellierung und Integration von Kosten der Portfolio-
Optimierung werden wir mit der Verwendung von Assoziationsregeln
neue Techniken zur Verminderung von Kosten vorstellen.

Das Hauptaugenmerk der zu diesem Aspekt vorliegenden Arbeiten lag
bislang auf Untersuchungen hinsichtlich der Transaktionskosten [5, 21].
Diese Kosten sind sicherlich gerade bei Anséitzen, bei denen eine héiufige
Rebalancierung vorgenommen werden muss, von hoher Bedeutung, al-
lerdings konnen beispielsweise die in dieser Arbeit ndher untersuchten
Risikokosten (Eigenkapitalkosten) die Hohe der Transaktionskosten weit
iiberschreiten [76].

1.3 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist entlang der oben aufgestellten Ziele aufgebaut. Zunéchst
werden im folgenden Kapitel die fiir die weitere Arbeit grundlegenden Be-
griffe entlang des Portfolio-Management-Prozesses definiert. Es wird eine
Einfiihrung in géngige Marktmodelle und darauf aufbauende Strategien
zur Portfolio-Optimierung gegeben. Schliellich werden die wichtigsten
Risiko- und Performance-Mafle, mit denen eine Beurteilung der Giite der
verwendeten Investitionsstrategien erfolgen kann, vorgestellt.

Das dritte Kapitel enthilt eine allgemeine Einfiihrung in die Theorie der
Online-Algorithmen. Ferner werden mehrere Moglichkeiten zur Beurtei-
lung von Online-Algorithmen angegeben. Hierzu wird insbesondere der
Begriff der Unsicherheit ndher beleuchtet.

Das vierte Kapitel befasst sich mit Online-Algorithmen zur Portfolio-
Optimierung und fiihrt somit die in den vorherigen Kapiteln gelegten
Grundlagen zusammen. Es werden die theoretischen Grundlagen der An-
sitze herausgearbeitet, um Unterschiede und Gemeinsamkeiten deutlich
werden zu lassen. Aufbauend auf diese Konzepte werden die Moglich-
keiten der Zusammenfiihrung dieser Ansitze und der Schaffung neuer
Investitionsstrategien untersucht.

Auf die Verwendung von Zusatzinformationen wird im fiinften Kapi-
tel eingegangen. Zunichst werden Moglichkeiten beschrieben, inwiefern
zusitzliche Informationen in die Ansétze von Cover und Vovk sinnvoll
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als Eingangsparameter einflieen kénnen. Es werden hier den theore-
tisch schlechteren Kompetitivitdtsraten bessere praktische Ergebnisse ge-
geniiber gestellt. Ferner werden Verfahren des Data Mining mit den vor-
gestellten Investitionsstrategien verbunden. Dies kann zum einen iiber
die Generierung von Regeln geschehen, die dann in die Ansétze von Co-
ver [28] und Vovk [105] als Zusatzinformationen eingehen. Zum anderen
konnen mittels Data Mining-Techniken direkte Adaptionen in den beste-
henden Grundalgorithmen vorgenommen werden.

Hierauf aufbauend werden Ansitze zur Beriicksichtigung von Kosten —
Transaktions- und Risikokosten — der Portfolio-Strukturierung beleuch-
tet. Neben den bereits bekannten Techniken zur Verringerung von Trans-
aktionskosten wird ein neues Verfahren, das Assoziationsregeln zur Ver-
meidung von Transaktionskosten nutzt, vorgestellt.

Diesem Kapitel schliefit sich eine Zusammenfassung der wichtigsten Er-
gebnisse und ein Ausblick auf weitere Forschungsrichtungen an. Hier wer-
den insbesondere Erweiterungen auf andere Gegnermodelle wie auch die
Integration weiterer Finanzinstrumente, deren Bedeutung durch prak-
tische Resultate untermauert wird, motiviert.



Kapitel 2

Grundlagen der
Portfolio-Optimierung

In diesem Kapitel soll neben der Einfiihrung grundlegender Begriffe auch
der Rahmen der vorliegenden Arbeit festgelegt werden. Hierzu ist es not-
wendig, eben diesen Rahmen zuniichst etwas weiter zu fassen, um ne-
ben den in dieser Arbeit im Mittelpunkt stehenden kompetitiven Online-
Algorithmen andere Verfahren zur Portfolio-Optimierung zu skizzieren.

Die skizzierten Verfahren gehen jeweils von spezifischen Annahmen aus.
Dies betrifft insbesondere das zugrundeliegende Marktmodell, wie auch
die verwendeten Risikobegriffe.

Folgende modelltheoretischen Annahmen sind in der Regel fiir den Auf-
bau von Strategien zur Portfolio-Optimierung erforderlich:

e Marktmodell

e Modell des Investors bzw. der Investoren'

e Bildung eines Risikomafes

e Bildung eines Performancemafes

Bevor wir auf die gingigen Marktmodelle eingehen, die zu ihrer Beschrei-
bung notwendigen Begriffe vorstellen und entlang dieser Grundbegriffe
einige der wichtigsten Modelle zur Portfolio-Optimierung inklusive der
verwendeten Risikokennzahlen entwickeln, soll der — im Bankenbereich

LAuf die Modellierung des Investors werden wir in dieser Arbeit nur am Rande
eingehen.
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prinzipiell praktizierte — Portfolio-Management-Prozess beschrieben wer-
den.

2.1 Portfolio-Management-Prozess
Die Aufgabe der Portfolio-Optimierung ist in der Bankenpraxis eingebet-

tet in einen umfangreicheren Prozess, den wir im Folgenden Portfolio-
Management-Prozess (s. Abbildung 2.1) nennen wollen.

Controlling

Zielanalyse <

v Risikomanagement

Asset Allocation 1

Performance-Messung

A 4
Portfolio-Optimierung ~ [¢—

Abbildung 2.1: Portfolio-Management-Prozess

Der erste Prozess-Schritt ist die Zielanalyse des Investors. Insbesondere
werden folgende Zielkategorien betrachtet:

o Rentabilitdt
e Risikotoleranz und Risikotragfihigkeit
e Anlagehorizont

e Restriktionen?

Nachdem die Ziele des Investors und einzuhaltende Rahmenbedingungen
bekannt sind, muss eine Ubersetzung in eine Anlagestrategie erfolgen.



2.1 Portfolio-Management-Prozess

Anlageklassen

v

Traditionelle Anlagen

v

Nicht-Traditionelle Anlagen

| Aktien || Bonds || Geldmarkt || Derivate || Rohwaren || Hedge Funds || Securitized Products |

Abbildung 2.2: Portfolio-Management-Prozess

Zunichst ist das Vermogen auf Anlageklassen (s. Abbildung 2.2) zu ver-
teilen. Dies wird als Asset Allocation bezeichnet. Unter einer strate-
gischen Asset Allocation® wollen wir folgende Punkte subsummieren, wo-
bei wir mit der Integration der Definition der Benchmark {iber die von

Sharpe [89] vorgelegte Definition hinausgehen:

o Auswahl der Finanzmdrkte, in denen Investitionen getdtigt werden

sollen

e Auswahl der Finanzinstrumente bzw. Anlageklassen

o Auswahl der Benchmark

Der dritte Schritt des Portfolio-Management-Prozesses umfasst die Port-
folio-Optimierung, d. h.:

o Auswahl der betrachteten Wertpapiere

o Auswahl der Investmentstrategie

Wihrend passive Investitionsstrategien von einer hohen Informa-
tionseffizienz innerhalb der Finanzmirkte ausgehen, setzen aktive
Strategien zur Portfolio-Optimierung die Existenz {iber- bzw. un-

terbewerteter Anlagen voraus.

2Unter Restriktionen fallen u. a. gesetzliche Auflagen und Reglementierungen sowie

die jeweilige Steuergesetzgebung.

3Wihrend die strategische Asset Allocation aufgrund der langfristigen Perspekti-
ven des Investors festgelegt wird, kann im Hinblick auf Marktsituationen taktisch von
der strategischen Asset Allocation abgewichen werden. Man spricht hier von taktischer

Asset Allocation.
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Um die auf diese Weise getroffenen Entscheidungen zu beurteilen, wird
in den Prozess ein regelméfiges Controlling integriert, das sowohl Risi-
komanagement als auch Performance-Messung umfasst.

Die Ergebnisse dieser Controlling-Instrumente dienen der Riickkopplung
fiir die zuvor durchgefiihrten Prozess-Schritte und erméglichen auf diese
Weise eine Adjustierung des Gesamtprozesses.

Innerhalb dieser Arbeit wollen wir davon ausgehen, dass die Zielanaly-
se des Investors und die Festlegung auf Finanzmérkte und Assetklassen
bereits erfolgt ist. Zunéchst soll daher auf die Konstruktion von Bench-
marks eingegangen werden.

2.2 Konstruktion von Benchmarks

Innerhalb des Portfolio-Management-Prozesses iibernimmt das Bench-
marking eine herausragende Rolle. Erst mit der Festlegung einer Bench-
mark ist eine Performance-Analyse iiberhaupt moglich, da eine durch
eine Investitionsstrategie erzielte Rendite oder auch das Rendite-Risiko-
Profil allein noch nichts dariiber aussagt, ob dies positiv oder negativ zu
bewerten ist.

Bei der Konstruktion der Benchmark ist also zunéchst die Frage zu
kldren, ob die Benchmark die erwiinschten Rendite- und Risikoeigen-
schaften aufweist?.

Eine wesentliche Voraussetzung fiir den Einsatz von Benchmarks ist die
Festlegung auf einen spezifischen Benchmark vor der Investition. Die
Zusammensetzung und Berechnung der Benchmark sollte von einer un-
abhéngigen Stelle erfolgen und darf nicht dem einzelnen Portfolio-Mana-
ger iiberlassen werden.

Folgende prinzipielle Konstruktionsverfahren von Benchmarks sind denk-
bar:

e Eine Benchmark-Rendite mit einem festen Zinsatz von p% wird
vorgegeben. Eine solche Benchmark wird zwar hiufig in der Pra-
xis genutzt, allerdings wird hier die in dem Betrachtungszeitraum
beobachtete Marktentwicklung nicht beriicksichtigt.

“Im institutionellen Portfolio-Management dient vornehmlich die Rendite der
Benchmark als Performance-Ma$.
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e Die allgemeine Marktentwicklung selbst kann als eine Benchmark
aufgefasst werden. Bei diesem Ansatz ist allerdings zunéchst die
Frage nach der Messung der Marktentwicklung zu beantworten.
Héaufig dienen bei diesem Ansatz Wertpapierindizes als approxima-
tive Benchmark. Dieses Vorgehen hat allerdings mehrere Nachteile:

— Indizes werden unterschiedlich konstruiert und bewertet. So
werden z. B. nur bei Performance-Indizes wie dem DAX Er-
trage aus Dividenden beriicksichtigt.

— Fiir einen Markt existieren mehrere Indizes, die die Entwick-
lung dieses Marktes widerspiegeln sollen. Untersuchungen ha-
ben jedoch ergeben, dass diese Indizes deutlich unterschied-
liche langfristige Renditeentwicklungen aufzeigen [98].

e Ein mit dem betrachteten Portfolio vergleichbares Portfolio kann
ebenfalls als Benchmark eingesetzt werden. In der Praxis wird die-
se Art von Benchmark nur dann eingesetzt, wenn die Investitions-
strategie, die die Zusammensetzung des Benchmark-Portfolios be-
stimmt, bekannt ist.

Gerade vor diesem Hintergrund kénnten Investmentstrategien, die sich
vollsténdig durch Algorithmen beschreiben lassen, die Rolle von Bench-
marks iibernehmen.

2.3 Marktmodelle

Das den Verfahren zur Portfolio-Optimierung zugrundeliegende Modell
des Marktes ist ein kritischer Punkt innerhalb des gesamten Portfolio-
Management-Prozesses, da die an dieser Stelle getroffenen Annahmen
letztendlich nicht nur die Zusammensetzung des gewéhlten Portfolios be-
stimmen, sondern auch Einfluss auf die Verfahren selbst haben. Daher
soll kurz auf die wesenlichen Merkmale der angewandten Marktmodelle
eingegangen werden.

In den meisten Modellen zur Portfolio-Optimierung wird ein idealer Markt
vorausgesetzt, d. h.:

e Transaktionskosten bei An- oder Verkauf von Wertpapieren fallen
nicht an.

e Es werden keine Risikokosten beriicksichtigt.
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e Steuern auf den Verkauf von Wertpapieren werden nicht erhoben.

e Wertpapiere konnen in beliebiger Menge — es existiert keine Stiicke-
lung — gekauft oder verduflert werden.

o Wertpapiere konnen zu jedem Zeitpunkt zu dem gegenwértigen
Marktwert gehandelt werden.

e Das Verhalten von Investoren beeinflusst den Marktwert der Wert-
papiere nicht.

e Allen Marktteilnehmern stehen sidmtliche Informationen, die Aus-
wirkungen auf den Marktwert von Wertpapieren haben, gleichzeitig
zur Verfiigung®.

e Es fallen keine Dividendenzahlungen an. Die Renditen der Wertpa-
piere sind allein auf Kursverdnderungen zuriickzufiihren.

Reale Mérkte weichen erheblich von den oben skizzierten Modellannah-
men ab. Die Abweichungen sind teilweise so grof}, dass die auf diesen An-
nahmen beruhenden Modelle zur Portfolio-Optimierung nicht oder nur
sehr eingeschrinkt anwendbar sind:

e Bei dem Handel mit Wertpapieren entstehen Kosten, die an die
Kéufer und Verkaufer der entsprechenden Wertpapiere weitergege-
ben werden. Hierzu gehoren u. a. Kosten der Abwicklung der jewei-
ligen Transaktion, Gebiihren der jeweiligen Borse und der Makler,
die diese Transaktionen durchfiihren.

Die Hohe wie auch die Struktur der Kosten ist abhingig von un-
terschiedlichen Einflussfaktoren wie z. B. des Volumens der Trans-
aktion, der Liquiditdt der gehandelten Wertpapiere und der Art
der Borse. So konnen linear von dem Volumen abhéngige variable
Kostenanteile wie auch Fixkostenanteile existieren.

e Finanztitel werden in Stiickelungen gehandelt, ein Handel mit ei-
nem Wertpapier in einer beliebigen Groflenordnung findet nicht
statt. Die handelstiblichen Mindestgroflen kénnen zudem schwan-
ken.

5Man spricht hier auch von vollkommener Informationseffizienz.
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e In realen Mirkten ist nicht immer die oben geforderte hohe Liqui-
ditdt vorhanden. Eine geringe Liquiditidt von Wertpapieren kann
zum einen dazu fiihren, dass Bit-Ask-Spreads grofier werden, d. h.
hohere Transaktionskosten anfallen, zum anderen dazu, dass Fi-
nanztitel nicht mehr ge- oder verkauft werden kénnen. Besonders
problematisch ist in diesem Zusammenhang, dass sich die Liqui-
ditdt von Mérkten innerhalb von sehr kurzen Zeitspannen drama-
tisch dndern kann®.

e Marktteilnehmer kénnen insbesondere durch hochvolumige Trans-
aktionen die Marktpreise des jeweils gehandelten Wertpapiers —
und sogar eines Marktsegments — beeinflussen. Die in einem idealen
Markt existierende Informationseffizienz ist damit in realen Mark-
ten nicht gegeben [44, 89|

Eine weitere hiufig gemachte Modellannahme ist die der Log-Normalver-
teilung der relativen Anderungen der Marktpreise von Wertpapieren. Al-
lerdings lésst sich auch diese Annahme in realen Markten nicht veri-
fizieren, es existiert keine einhellige Meinung bzgl. der Giiltigkeit von
Verteilungsannahmen [48]. So weist die Verteilung von Aktienrenditen in
der Regel eine Links-Schiefe” auf. Ferner scheinen die Verteilungen der
Aktienrenditen eine hohe Kurtosis® zu besitzen [48, 92].

2.4 Strategien zur Portfolio-Optimierung
In diesem Abschnitt sollen mit den folgenden Strategien

e FEffiziente Portfolios (Harry Markowitz, 1952 [75])

e Indez-Modelle (Harry Markowitz, William Sharpe)

e Capital Asset Pricing Theory (William Sharpe, 1964 [88])

e Arbitrage Pricing Theory (Stephen Ross, 1976 [83])

einige der grundlegenden Prinzipien der Portfolio-Optimierung beschrie-
ben werden.

6Man denke beispielsweise an die Russlandkrise am Ende der neunziger Jahre. Der
gesamte russischen Ol- und Gasmarkt wurde in sehr kurzer Zeit illiquide, d. h. es
konnten praktisch keine Transaktionen mehr vorgenommen werden.

"Schiefe S einer ZufallsgroBe X: S(X) = EK};—;“)a]
4
8Kurtosis K einer Zufallsgrofe X: K (X) = EKX—Z“)]

g
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Diese Strategien sind zunéchst als Ein-Perioden-Modelle zur Portfolio-
Selektion entwickelt worden, lassen sich aber in Richtung von Mehr-
Perioden-Modellen erweitern und kénnen daher als komplexe Investiti-
onsstrategien angesehen werden.

Diesen Strategien werden mit
e Buy-and-Hold-Strategien und
e Konstant rebalancierten Portfolios

zwei einfache Anséitze gegeniiber gestellt, die wir im weiteren Verlauf als
Benchmark-Strategien verwenden werden®.

2.4.1 Notationen

Wir gehen in dem weiteren Verlauf der Arbeit von einem Universum
von m Wertpapieren aus. Investitionsstrategien besitzen einen endlichen
Anlagehorizont von n Handelsperioden. Sofern nichts anderes vereinbart
wird, soll in dieser Arbeit die Moglichkeit des Short Selling nicht vorhan-
den sein, d. h. es konnen keine Wertpapiere am Markt verkauft werden,
die man zum Zeitpunkt der Transaktion noch nicht besitzt.

Definition 2.1 (Relativer Kursvektor)

Sein mit n € INsq die Anzahl der Handelsperioden und m mit m € IN<g
die Anzahl der betrachteten Wertpapiere. Seip; ; (pij > 0) der Kurs eines
Wertpapiers j zum Zeitpunkt ¢ am Beginn der betrachteten Handelspe-
riode. Die relative Kursinderung x;; des Wertpapiers j innerhalb der
betrachteten Handelsperiode i ist dann definiert als:

Pi,j

xl:] =
Di-1,j

Der Vektor der relativen Kursinderungen aller betrachteten Wertpapie-
re Xi = (Ti1,Tig, ..., Tim) € IRT wird relativer Kursvektor innerhalb
der Handelsperiode i genannt. Die Folge X(® = (x1,X2,...,Xn) wird als
(relative) Kursentwicklung der betrachteten Wertpapiere im Investitions-
zeitraum bezeichnet.

Zur formalen Beschreibung von Investitionsstrategien benotigen wir noch
die folgende Definition:

Der von Roy [84] entwickelte Safety-First-Ansatz, der davon ausgeht, dass ein
Investor ein Unterschreiten einer von ihm festgelegten Mindestrendite als ein zu ver-
meidendes Risiko betrachtet, soll in dieser Arbeit nicht weiter behandelt werden [94].
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Definition 2.2 (Portfoliovektor)
Seim die Anzahl der verfiigbaren Anlagen. Ein Vektorb = (by, b, ..., by)
heifst Portfoliovektor, wenn gilt:

e b; >0 firallel <j<m

® Z;n:lb] — 1

Die Komponente b; gibt den relativen Anteil des in dem Wertpapier j
investierten Kapitals an.

Mit dem Begriff des Portfoliovektors kénnen wir den Raum aller zul&ssi-
gen Portfolios wie folgt definieren:

Definition 2.3 (Portfolioraum)
Sei m die Anzahl der verfiigbaren Wertpapiere. Mit

B={beRr":Y "

]:16321A6320v1§j§m} (21)

wird die Menge der méglichen Portfolios bezeichnet'.

Wir konnen jetzt — aufbauend auf den vorangegangenen Definitionen —
eine formale Beschreibung von Investitionsstrategien vornehmen:

Definition 2.4 (Investitionsstrategie)

Gegeben sei die Menge der moglichen Portfolios B. Eine Investitionsstra-
tegie 1S ist eine Abbildung, die einem Investitionszeitraum in Abhdngig-
keit der relativen Kursentwicklung X™ ein Portfolio zuordnet:

IS:{1,...,n} x {X®™:X®™ ¢ [R™} — B (2.2)

Jede Investitionsstrategie I.S kann damit als eine Folge von Portfoliovek-
toren b; verstanden werden:

IS: (bl,b2,...,bn) (23)

Mit obiger Definition ldsst sich der relative Gewinn einer Investitions-
strategie folgendermaflen beschreiben:

10Die Menge der moglichen Portfolios stellt damit den m—1-dimensionalen Einheits-
simplex dar und wird im weiteren Verlauf der Arbeit auch Portfolio-Raum genannt.
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Definition 2.5 (Relativer Gewinn einer Investitionsstrategie)

Bezeichne die Folge X = (X1,X2,...,Xy) die relative Kursentwicklung
der betrachteten Wertpapiere im Investitionszeitraum. Ferner sei IS =
(b1, ba,...,by) eine Investitionsstrategie. Dann ist der relative Gewinn
S dieser Investitionsstrategie definiert als:

Sp(I5,X® Hb X; (2.4)

2.4.2 Effiziente Portfolios

Grundlage der Arbeiten von Markowitz bilden Annahmen iiber das Ver-
halten von Investoren, die als rational handelnde, risikoaverse und nut-
zenmaximierende Akteure charakterisiert werden.

Die Préferenzen von Investoren werden durch strikt konkave Nutzenfunk-
tionen modelliert, d. h., dass der Investor nur dann ein grofleres Risiko
eingeht, wenn dies mit einer hoheren Rendite verbunden ist, und dass
der Investor sich bei gleicher Renditeerwartung fiir die risikodrmere An-
lagealternative entscheidet [55]. Es gilt dann fiir die Nutzenfunktion U:

e U'(b,X)>0
e U"(b,X) <0

Markowitz [75] klassifiziert dementsprechend Portfolios gemif der zu er-
wartenden Rendite und dem damit verbundenen Risiko und beschreibt
diese Eigenschaften mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie durch die
ersten beiden Momente der Verteilung der relativen Kursinderungen,
dem Erwartungswert und der Varianz. Man spricht daher bei diesem
Ansatz auch von Mean-Variance-Analyse.

Markowitz [75] hat darauf aufbauend das Problem der Portfolio-Opti-
mierung auf ein Optimierungsproblem, zu dem zwei Varianten existieren,
zuriickgefiihrt:

1. Variante 1:
Ziel ist die Minimierung des Risikos (d. h. der Varianz) des Portfo-
lios unter der Beriicksichtigung der Nebenbedingung, dass mindes-
tens eine gewiinschte Rendite S erzielt wird.
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2. Variante 2:
Ziel ist die Maximierung der Rendite des Portfolios unter Beriick-
sichtigung der Nebenbedingung, dass hichstens ein bestimmtes Ri-
siko V' eingegangen wird.

Das Modell von Markowitz kann dementsprechend folgendermaflen for-

muliert werden:

Der Vektor der relativen Kursinderungen x; wird durch einen Vek-
tor von Zufallsvariablen X; = (X;,...,X;,,) modelliert. Ferner
bezeichne b; = (b;1,...,b;m) die Portfoliovektoren. Der erwartete
relative Gewinn wird mit E[S(b;, X;)] bezeichnet und es gilt:

E[S(b;,X;)] = bi;E[X;] (2.5)
j=1
Fiir das Risiko des Portfolios ergibt sich dementsprechend:

V[S(b;, X;)] = E[(S(b;, Xi) — E[S(b;, X;)])’] (2.6)

Mit diesen Notationen lassen sich die oben skizzierten Varianten
wie folgt als quadratische Optimierungsprobleme formulieren:

bzw.

Die Losung dieses quadratischen Optimierungsproblems kann dann di-
rekt oder iterativ durchgefiihrt werden [90, 44, 89].

Auf diese Weise kann man z. B. durch Variation der zu erreichenden
Rendite die Menge der effizienten Portfolios erhalten, d. h. die Menge
der Portfolios, die bei einer vorgegebenen Rendite das geringste Risiko —
gemessen mit Hilfe der Varianz — aufweisen.

Das optimale Portfolio — das sich nach Markowitz innerhalb der Menge
der effizienten Portfolios befindet — ergibt sich erst aus der Nutzenfunk-
tion des jeweiligen Investors.
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2.4.3 Index-Modelle

Der Ansatz von Markowitz benotigt zur Bestimmung der Menge der ef-
fizienten Portfolios O(n?) Eingabeparameter. Um den Aufwand fiir die
Bereitstellung dieser Eingabeparameter zu reduzieren, schlug Markowitz
gemeinsam mit Sharpe vor, die Korrelationen zwischen den einzelnen An-
lagen nicht iiber den paarweisen Vergleich der Anlagen, sondern iiber die
Korrelation der Anlagen zu einem oder mehreren Indizes zu bestimmen.

Sharpe [89] nahm diese Idee weiter auf und entwickelte das sogenann-
te Single-Index-Modell. Dieses Modell benétigt nicht nur weniger un-
abhingig voneinander geschétzte Eingabeparameter, es fiihrt zudem zu
einer starken Vereinfachung des Algorithmus zur Bestimmung der Menge
der effizienten Portfolios.

In dem Single-Index-Modell werden die Anlagerenditen X;; mit den In-
dexrenditen X;; verkniipft und wie folgt modelliert:

Xij = aij+ 0 Xir+é
= i+ Bij- Xir (2.9)

wobei a; ; eine Zufallsvariable ist, die die Kurséinderungen der Anlage j
darstellt, die unabhéngig vom Index I sind und f; ; eine Konstante, die
die erwartete Anderung der Anlage j in Abhingigkeit von der relativen
Anderung des Indizes I angibt!!.

Man kann a;; schreiben als a;; = «;; + €, wobei a;; = FEla; ;] und
— () ictl2
E[Gi’j] =0 ist.

Damit gilt:
E[Xi’j] = ai,j + ﬂi,j . E[XZ’[] (210)
und
VXl = B - VIXig] + Vleiy] (2.11)

Die bei dem Modell von Markowitz nur sehr aufwendig zu schitzenden
Kovarianzen werden hier durch die Schétzung der Kovarianzen der ein-

""Die Werte fiir 3; ; liegen fiir Aktien in grofien Indizes von Industrieléindern in der
Regel zwischen 0,5 und 2, die Werte fiir a; ; konnen stérker schwanken.
12D, h. ¢;,; ist eine nullwertige Zufallsvariable.
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zelnen Anlagen zum Index I ersetzt, wodurch das Single-Index-Modell
an Stabilitiat gewinnt:

COU[Xi,j, Xz',I] = ﬁi,jﬁz’,[ . V[Xz',l] (2.12)

Auf diese Weise kann mit Hilfe von nur O(n) Eingabeparametern die
Menge der effizienten Portfolios bestimmt werden!?.

2.4.4 Capital Asset Pricing Modell (CAPM)

Die bislang vorgestellten Modelle zur Portfolio-Optimierung gingen von
der Frage aus, wie ein einzelner Investor sein Portfolio optimal struktu-
rieren kann.

Falls alle Investoren auf die gleiche Weise agieren, ist unter gewissen
zusitzlichen Voraussetzungen die Konstruktion eines Gleichgewichtsmo-
dells moglich.

Neben den bereits am Anfang des Kapitels genannten Annahmen hin-
sichtlich des Marktmodells miissen folgende zusétzliche Voraussetzungen
erfiillt sein:

e Alle Investoren optimieren ihre Portfolios hinsichtlich der Parame-
ter Frwartungswert der Rendite und Varianz. Dies bedeutet, dass
zumindest in der Ursprungsversion das CAPM auf das Modell von
Markowitz aufsetzt.

e Alle Investoren haben hinsichtlich der erwarteten Renditen und Ri-
siken der einzelnen Anlagen identische Erwartungen.

Treynor, Sharpe, Linter und Mossin [89] haben gezeigt, dass die Portfo-
lios aller Investoren unter diesen Annahmen als eine Linearkombination
aus dem sogenannten Marktportfolio M (bestehend aus allen risikobehaf-
teten Anlagen) und aus der risikolosen Anlage verstanden werden kénnen.

Dies wird auch als Tobin-Separation bezeichnet und kann wie folgt prézi-
siert werden:

13Eine natiirliche Erweiterung dieses Ansatzes stellen Multi-Index-Modelle dar. Hier
werden die Renditen einzelnder Anlagen iiber die Entwicklungen von mehreren Indizes
geschétzt. Man erhofft sich bei dieser Vorgehensweise eine adidquatere Berticksichti-
gung der Marktgegebenheiten.
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E[S] 4 Kapitalmarktlinie

Effizienzkurve
Marktportfolio

.
»

WIS

Abbildung 2.3: Effizienzkurve und Marktportfolio

e Alle Anleger halten nach Voraussetzung risikobehaftete Wertpa-
piere in der Zusammensetzung, die dem optimalen (Tangential-)
Portfolio entspricht. Das oben angenommene Gleichgewicht setzt
voraus, dass sdmtliche risikobehafteten Anlagen von irgendeinem
Investor gehalten werden.

e Dies bedeutet wiederum, dass zu jedem Zeitpunkt ¢ = ¢ das Tan-
gentialportfolio das Marktportfolio (s. Abbildung 2.3) widerspie-
geln muss, wobei die Gewichtung des einzelnen Wertpapiers j dem
Verhiltnis seines Marktwerts P; ; zum Gesamtmarktwert aller Wert-
papiere entspricht:

P .
b?‘é“’"kt = —=mL— (m: Anzahl der Wertpapiere)

> het Pik

Nur die Risikoneigung des einzelnen Anlegers (d. h. seine individuel-
len Priferenzen) bestimmt die Hohe des Anteils des Marktportfolios am
Portfolio.

Fiir die erwartete Rendite des Portfolios ergibt sich daher:
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E[S(bu Xz)] = Srisik:olos +
= (E[S(bil/larkt, Xz)] - Srisikolos) . ﬁb; )
wobei (p, = Cov[bMe* b;]/V[S(bMarkt X;)] ist.

Die Gerade Syisikoios + (E[S(bM™* X)) — Syisikotos) * B, wird auch als
Kapitalmarktlinie bezeichnet.

Dementsprechend bildet das Marktportfolio im theoretischen Rahmen
des CAPM die natiirliche Benchmark fiir Investitionsstrategien. Dieser
Ansatz wird in der Praxis allerdings kaum umgesetzt, da kein bekanntes
Portfolio als Marktportfolio allgemein anerkannt ist!?.

Globale Indizes kommen der Vorstellung eines Marktportfolios im Sinne
des CAPM relativ nahe, aber Untersuchungen wie z. B. von Stucki [98]
haben aufgezeigt, dass bereits innerhalb von Zeitrdumen von 5 — 10 Jah-
ren grofere Abweichungen zwischen den Renditen der unterschiedlichen
globalen Indizes existieren.

2.4.5 Arbitrage Pricing Theorie (APT)

Aufgrund der Schwichen des urspriinglichen CAPM wurden alternative
Ansétze entwickelt, die weniger restriktive Annahmen iiber das zugrunde
liegende Gleichgewicht des Kapitalmarktes erfordern.

So werden bei der Arbitrage Pricing Theory (APT), die 1976 von Ross [83]
entwickelt wurde, die Anlagen nicht relativ zu einem optimalen Markt-
portfolio bewertet, sondern relativ zu einer multivariaten Korrelations-
struktur der Anlagerenditen.

Bei der APT muss also keine Spezifikation eines Marktportfolios erfolgen,
stattdessen miissen die fiir die betrachteten Anlagen relevanten Rendite-
bzw. Risikofaktoren feststehen, d. h., dass beispielsweise die erwartete
Rendite jeder Anlage als eine lineare Funktion von Renditefaktoren f3;

!4Die Charakterisierung des Marktportfolios als Universum der vorhandenen risiko-
behafteten Anlagen wird als sehr problematisch angesehen. So ist es z. B. umstritten,
ob Bonds — von der Borsenkapitalisierung her wichtiger als Aktien — in dem Markt-
portfolio Beriicksichtigung finden sollen.
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interpretiert wird!®.

Fiir die erwartete Rendite gilt dementsprechend:

j=1

wobei gilt:

Ao = Srisikofrei
)‘j = E[S(bzpj ) Xz] - Srisikofrei

Damit kann sowohl das CAPM als auch das Multi-Index-Modell als Aus-
gangspunkt fiir das APT angesehen werden.

2.4.6 Buy-and-hold Strategien

Eine Buy-and-Hold-Strategie ist eine Strategie, in der das gesamte In-
vestitionskapital zu Beginn der ersten Handelsperiode in ein Portfolio
mit Portfoliovektor b investiert wird und bis zum Ende des Investitions-
zeitraums keine Umschichtungen innerhalb des Portfolios vorgenommen
werden!®:

Definition 2.6 (Buy-and-Hold-Strategie)

FEine Investitionsstrategie heifst Buy-and-Hold-Strategie BaHy, , wenn zum
Zeitpunkt t = 0 eine Investition in das Portfolio by = (b1, ...,b1.m)
vorgenommen wird und bis zum Zeitpunkt t = n keine Reinvestionen
stattfinden.

Es gilt folgendes Lemma:

Lemma 2.1

Sei BaHy, die Buy-and-Hold-Strategie, die zum Zeitpunkt t = 0 das Ka-
pital in das Portfolio by = (by1,...,b1,,) investiert hat. Ferner sei X ()
eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren. S;(ALG,X®)) bezeichne
den relativen Gewinn einer Strategie ALG zum Zeitpunkt t = i. Dann

15Leider werden von der APT keine Aussagen iiber die Art der Faktoren gemacht,
die die erwarteten Renditen bestimmen.

16Buy-and-Hold-Strategien werden sehr hiiufig in der Praxis eingesetzt. So stellen
z. B. oft Indizes eine Form von Buy-and-Hold-Strategien dar.
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gilt fir die Komponenten des Portfoliovektors b; = (bi1, ..., bim) mit
1<t <n:
il
by =by;- k=107 2.14
N 1,7 Si_1(BCLHb1,X(Z_1)) ( )

Ferner gilt fiir den relativen Gewinn der Strategie BaHy, :

m n

Sn(BCLHbl,X(n)) = Z(bl’j . H -Ti,j) (215)
i=1

j=1
Es ldsst sich leicht zeigen, dass die beste Buy-and-Hold-Strategie dieje-
nige Strategie ist, die ihr Vermdgen vollstdndig in die Anlage j investiert
hat, fiir die das Produkt []}", z; ; maximal wird.

2.4.7 Konstant rebalancierte Portfolios

In dem letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass Buy-and-Hold-Stra-
tegien zwar wiahrend des gesamten Investitionszeitraums das in ein Port-
folio investierte Vermogen nicht umschichten, dass sich aber — bedingt
durch die unterschiedlichen Entwicklungen der in dem Portfolio befind-
lichen Anlagen — der Portfoliovektor b in der Regel in jeder Handelspe-
riode dndert!7.

Strategien, deren Portfoliovektor innerhalb des gesamten Investitions-
zeitraums konstant bleibt, werden als konstant rebalancierte Algorith-
men bezeichnet. Dies bedeutet allerdings, dass — eine unterschiedliche
Entwicklung der Anlagerenditen vorausgesetzt — eine stindige Rebalan-
cierung notwendig ist'®.

Diese Strategien konnen wie folgt definiert werden:

Definition 2.7 (Konstant rebalancierte Algorithmen)

FEine Investitionsstrategie heifst konstant rebalancierter Algorithmus C RPy,
wenn zu jedem Handelszeitpunkt t = i eine Rebalancierung des Portfolios

durchgefiihrt wird, so dass fir den Portfoliovektor b; = b gilt.

Fiir den relativen Gewinn dieser Strategie gilt folgendes Lemma:

!"Eine Ausnahme bilden hier nur die kanonischen Buy-and-Hold-Strategien, die ihr
gesamtes Vermogen nur in eine Anlage investieren.

18Gtrategien, die ihr Vermogen komplett in eine Anlage investieren, gehoren eben-
falls in die Klasse der konstant rebalancierten Algorithmen.



24 Kapitel 2 Portfolio-Optimierung

Lemma 2.2
Gegeben sei ein konstant rebalanciertes Portfolio CRPy. Ferner sei X™

eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren. Dann ergibt sich fiir den
relativen Gewinn S, (b, X®):

n m

Sp(b, X™) = ﬁ bx; = [ by (2.16)
=1

i=1 j=1

Aufgrund der stdndigen Rebalancierung knnen auch in seitwérts gerich-
teten Mérkten mit konstant rebalancierten Algorithmen Gewinne erzielt
werden, wihrend dies mit Buy-and-Hold-Strategien nicht moglich ist.

Hierzu soll folgendes Beispiel angefiihrt werden:

Gegeben sei ein Anlageuniversum von nur zwei Anlagen. Der Markt-
wert der ersten Anlage bleibt innerhalb des betrachteten Investiti-
onszeitraums [0, n] konstant, wihrend sich der Marktwert, der zwei-
ten Anlage in jeder Handelsperiode abwechselnd verdoppelt bzw.
halbiert, d. h., dass sich die Folge von relativen Kursvektoren schrei-
ben ldsst als:

X = <(1,2),(1,%),...,(1,2), (1,%))

Der relative Gewinn der besten Buy-and-Hold-Strategie ist auf-
grund der Wahl von X gleich 1. Die beste konstant rebalancierte
Strategie C RPy- besitzt den Portfoliovektor b* = (1/2,1/2) und
erzielt hingegen einen mit n exponentiell wachsenden Gewinn:

. <n 1 1 .1 1 1\* /[9\°®

2.5 Risikobegriff im Portfolio-Management

Das Risikomanagement ist ein weiterer wichtiger Baustein im Portfolio-
Management-Prozess. Portfolios miissen laufend hinsichtlich ihrer Risi-
ken bewertet werden, um die von den Investoren angeforderten Zielgrofien
wie Risikotoleranz und Risikotragfihigkeit zu {iberwachen.
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Die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Modelle von Markowitz
(Effiziente Portfolios) und Sharpe (CAPM) nutzen z. B. mit der Stan-
dardabweichung bzw. der Varianz einen modellinhirenten Risikobegriff.

Mit einer zugrunde liegenden — angenommenen — Wahrscheinlichkeits-
verteilung stellt die Verwendung von Varianz bzw. Standardabweichung
eine Form der Average-Case-Analyse dar.

2.5.1 Asymmetrische Risikomafle

Der oben skizzierte Begriff des Risikos geht implizit davon aus, dass fiir
den Investor neben potenziellen Verlusten auch mogliche Gewinne ein Ri-
siko darstellen. Es ist daher versucht worden, diese Schwachstelle durch
Einsatz asymmetrischer Risikomafie (wie z. B. den Lower Partial Mo-
ments) zu beheben.

Ein einfaches asymmetrisches Risikomaf stellt die Semivarianz dar'®:
Viems[S(B™, XM)] = E[min(0, (S(b;, X;) — B[S(b;, X;)]))?]  (2.17)

Allgemein sind die Lower Partial Moments der Ordnung & wie folgt de-
finiert:

Definition 2.8 (Lower Partial Moments)
Sei B™ eine Folge von Portfoliovektoren, X™ eine Folge von relativen
Kursvektoren und S(B™, X™) der relative Gewinn. Dann bezeichnet

LPM[S(B™ XM = E[min(0, (S(b;, X;) — E[S(b;, X)) (2.18)
das Lower Partial Moment der Ordnung k mit k > 1.

Falls eine symmetrische Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anlagerendi-
ten vorliegt, fiihrt die Verwendung der Semivarianz zu gleichen Ergeb-
nissen wie die Verwendung der Varianz als Risikomaf [92].

2.5.2 Verlustpotenzial

Die bislang beschriebenen Risikomafle gehen davon aus, dass die rela-
tiven Renditen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung — meistens einer Log-
Normalverteilung — geniigen. Andere Risikomafle wie z. B. das absolute
Verlustpotenzial gehen von Worst-Case-Annahmen aus; verzichten also

19Die Semivarianz stellt das Lower Partial Moment der Ordnung 2 dar.
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auf explizite Annahmen hinsichtlich einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Aufgrund dieser Worst-Case-Annahmen findet das Verlustpotenzial nur
bei sehr risikoaversen Investoren Anwendung. Dieses Risikomaf} kann al-
lerdings durch eine Begrenzung auf ausgewihlte Szenarien in Richtung
Szenario-Optimierung erweitert werden.

Das Value-at-Risk stellt ebenfalls eine Erweiterung des Konzepts des Ver-
lustpotenzials dar und wird aufgrund seiner hohen aufsichtsrechtlichen
Bedeutung niher beschrieben.

2.5.3 Value-at-Risk

Die bislang vorgestellten Risikomafle dienen vornehmlich Investoren zur
Ein- und Abschétzung des in ihrem Portfolio enthaltenen Risikos. Das
Konzept des Value-at-Risk [57] besitzt dariiber hinaus eine weitere Be-
deutung. Bankenaufsichtliche Regelungen schreiben Finanzinstituten ei-
ne Messung ihrer Marktpreisrisiken mit Hilfe des Value-at-Risk vor.

Der Value-at-Risk ist wie folgt definiert:

Definition 2.9 (Value-at-Risk)

Die Kennzahl Value-at-Risk (VaR) gibt den mdglichen Verlust an, den
das betrachtete Portfolio innerhalb eines vorgegebenen Zeitraums At mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit o betragsmdfiig nicht diberschreitet.

Die mit dieser Risikokennzahl gemessenen Risiken miissen — multipliziert
mit einem Faktor — mit Eigenkapital unterlegt werden?’. Dieses Eigen-
kapital kann von den Finanzinstituten nicht eingesetzt werden, sondern
muss dauerhaft verfiigbar sein.

Dementsprechend hat die Hohe des Value-at-Risk einen direkten Einfluss
auf die Hohe des Eigenkapitals von Finanzinstituten. An die Eigenkapital-
quote von Finanzinstituten werden von unterschiedlichen Seiten Anfor-
derungen gestellt [76]:

20Djes trifft auf alle Banken zu, die ein vom BAFin anerkanntes internes Modell zur
Steuerung ihrer Risiken einsetzen. Alle anderen Finanzinstitute miissen gemaf einer
sogenannten Standardmethode ihr benétigtes Eigenkapital bestimmen. Da diese Me-
thode fiir alle Finanzinstitute gleichermaflen gilt, kénnen spezifische Portfolio-Risiken
nicht berticksichtigt werden. Dementsprechend wurde ein Risikopuffer in diese Me-
thode eingebaut.
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e Die regulatorischen Anforderungen an eine Mindesteigenkapital-
quote sind seit der Verdffentlichung des ersten Baseler Akkords
(Basel I) auf ein international geltendes Mindestniveau angehoben
worden [15].

e Rating-Agenturen machen das Rating von Finanzinstituten u. a.
von einer angemessenen Eigenkapitalquote abhingig?!.

e Das interne Risiko-Management hat weitere oder von den Rating-
Agenturen abweichende Anforderungen an die Hohe des Eigenkapi-
tals und an die Eigenkapitalstruktur. Dies ist u. a. darin begriindet,
dass das interne Risiko-Management nicht nur auf mittel- bis lang-
fristige Verdnderungen des Eigenkapitalbedarfs angemessen reagie-
ren und steuernd eingreifen muss, sondern auch den kurzfristigen
Eigenkapitalbedarf steuert.

Dies bedeutet allerdings, dass innerhalb des Finanzsektors ein Portfolio-
Management ohne Beriicksichtigung der Eigenkapital-Kosten, d. h. oh-
ne Beriicksichtigung des Value-at-Risk nicht mehr denkbar ist. Dies gilt
nicht nur fiir die Portfolio-Steuerung auf Gesamtbankebene, sondern auch
auf Einzel-Portfolio-Ebene, da die Eigenkapital-Zuordnung innerhalb ei-
nes Finanzinstituts auf einer niedrigeren Ebene ansetzt??.

2.6 Performance-Begriff im Portfolio-Ma-
nagement

Unter Performance versteht man allgemein eine ex-post ermittelte Er-
folgsgrofle, die sich oftmals auf eine Benchmark bezieht und dabei das
tatsdchlich eingegangene Risiko beriicksichtigt.

Das wichtigste Ziel der Performance-Messung ist die Kontrolle der voran-
gegangenen Entscheidungen im Portfolio-Management-Prozess. Das Er-
gebnis der zu bewertenden Portfolios wird in Relation zu dem Ergebnis
eines Benchmark-Portfolios gesetzt.

21Das Rating ist die bestimmende Groéfe fiir die Refinanzierungskosten eines Un-
ternehmens.

22Wir werden daher im Kapitel 5 dieser Arbeit in die noch zu beschreibenden
Online-Algorithmen zur Portfolio-Optimierung die Kennzahl des Value-at-Risk inte-
grieren.
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Falls eine aktive Investitionsstrategie verfolgt wird, findet nach der Per-
formance-Messung gegebenenfalls eine Readjustierung der Zusammenset-
zung des Portfolios statt.

In einem der vorigen Abschnitte haben wir unterschiedliche Ansétze zur
Portfolio-Optimierung kennen gelernt. Darauf aufbauend wurden einige
der wichtigsten Risikomafle vorgestellt. Aus diesen Risikomaflen lassen
sich Performance-Mafe fiir die unterschiedlichen Modelle zur Portfolio-
Optimierung ableiten.

Performance-Mafle versuchen, Investitionsstrategien iiber eine Kennzahl
vergleichbar zu machen, um Investoren eine Entscheidung iiber die geeig-
nete Strategie zur Portfolio-Optimierung zu ermdéglichen. In dem folgen-
den Kapitel werden wir Giitemafle fiir Online-Algorithmen ableiten, die
ebenfalls eine Vergleichbarkeit von Algorithmen bzw. Strategien ermdg-
lichen und somit auch als Performance-Mafle im finanzwissenschaftlichen
Sinne dienen koénnen.

Im Folgenden sollen nur die am meisten verwendeten Performance-Mafle
genannt werden. Insbesondere auf eine Vertiefung von asymmetrischen
Performance-Maflen, die man auf Basis der in dem vorherigen Abschnitt
behandelten Risikomafien entwickeln kann, wird hier verzichtet?3.

2.6.1 Sharpe-Ratio

Die Sharpe-Ratio ist fiir ein Portfolio mit dem Portfoliovektor b definiert

als:

S(b, X(n)) - Srisik:olos
VIV (5. X))

Damit kann die Sharpe-Ratio als Uberschussrendite pro Risikoeinheit
aufgefasst werden.

Psharpe(b) = (2.19)

Mit Hilfe der Sharpe-Ratio lassen sich also unterschiedlich strukturierte
Portfolios — inklusive einer eventuell vorhandenen Benchmark — in eine
Reihenfolge bringen. Eine Schwachstelle der Sharpe-Ratio ist allerdings,
dass keine Unterscheidung zwischen dem unsystematischen und systema-
tischen Risiko vorgenommen wird [92].

23 An dieser Stelle seien die LPM-Performance-Mafe sowie auch die stochastische
Dominanz erwihnt [92].
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2.6.2 Treynor-Ratio

Bei der Treynor-Ratio [103] erfolgt die Risikoadjustierung nicht mit Hilfe
des Gesamtrisikos des Portfolios, vielmehr wird das Portfolio-Beta (s.
Single-Index-Modell o. CAPM) als Risikoparameter genutzt:

S(b7 X(n)) - Srisikolos
PTreynor(b) - ﬁb )

wobei B, = Cov[bMarkt b /V[S(bMerkt X,)] ist.

(2.20)

Die Treynor-Ratio ermittelt somit die realisierte Risikoprimie je Ein-
heit systematischen Risikos. Da aber insbesondere bei aktiv gemanagten
Portfolios nicht immer von einer ausreichenden Diversifikation ausgegan-
gen werden kann, ist es moglich, dass diese Portfolios einen hohen Anteil
an unsystematischem Risiko besitzen, das bei Verwendung der Treynor-
Ratio unberiicksichtigt bleibt.

2.6.3 Jensen-Maf}

Sowohl die Sharpe-Ratio als auch die Treynor-Ratio kommen ohne expli-
zite Benchmark aus. Das Jensen-Maf} [58], das auf der Idee des Single-
Index-Modells aufsetzt, benotigt eine Benchmark:

PJensen = (S(b; X(n))_Srisikolos)_ﬁb(s(bBENa X(n))_srisikolos) ) (221)
wobei B, = Cov[bMarkt b /V[S(bMerkt X,)] ist.

Das Jensen-Maf} ermittelt also den risikoadjustierten Mehrertrag des
Portfolios gegeniiber der Benchmark [92].

2.6.4 RAPM auf Basis des Value-at-Risk

Unter risikoadjustierter Performance-Messung (RAPM?*) wird allgemein
die Messung und der Vergleich des Erfolgs verschiedener Portfolios auf
der Basis von Rentabilititskennziffern, die den Erfolg pro eingesetztem
Kapital messen, verstanden.

In Verbindung mit der Kennziffer des Value-at-Risk kann folgendes Per-
formance-Maf} angegeben werden:

S(b,X™)
VaR
24RAPM: Risk Adjusted Performance Measurement

RAPM = (2.22)
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Dieses Performance-Maf} findet in der Arbeit weitere Verwendung, da
es eine — wie bereits in diesem Kapitel aufgezeigt — fiir Finanzinstitute
iiber die reine Performance-Messung hinausgehende Bedeutung besitzt.
Die Integration des Value-at-Risk in ein Performance-Maf§ ermoglicht es
Finanzinstituten, eine Performance-Ermittlung einzelner Portfolios unter
Einbeziehung von Risikokosten vorzunehmen.



Kapitel 3

Online-Algorithmen

Investitionsstrategien sollen also mittels Performance-Maflen — die man
auch als Giitemafle bezeichnen kann — vergleichbar gemacht werden, um
Entscheidungen iiber die geeignete Strategie zur Portfolio-Optimierung
zu ermoglichen. In diesem Kapitel wird der Gedanke des Giitemafles
im Rahmen von Online-Algorithmen wieder aufgenommen und weiter-
gefiihrt.

Zunichst werden die grundlegenden Begriffe, die fiir die Behandlung
von Online-Algorithmen benétigt werden, definiert. Anschlieend werden
Giitekriterien fiir Online-Algorithmen auf Basis von entscheidungstheo-
retischen Uberlegungen entwickelt. Hierbei ist insbesondere der Begriff
der Unsicherheit von grofler Bedeutung, da sich je nach Verstindnis von
Unsicherheit andere Entscheidungskriterien anbieten, die zur Benutzung
von unterschiedlichen Giitemaflen fiihren.

Um einen anderen und umfassenderen Blick auf Online-Algorithmen zu
erhalten, gehen wir auf Request-Answer-Games ein. Im Rahmen dieses
aus der Spieltheorie stammenden Konzepts lassen sich verschiedene Geg-
nermodelle entwickeln, auf die wir im Laufe der Arbeit zuriickkommen
werden.

3.1 Motivation

In der klassischen kombinatorischen Optimierung werden Probleme be-
handelt, bei denen die zur Bearbeitung notwendigen Daten bereits zu
Anfang vollsténdig vorliegen.

Auf diese Weise konnen Algorithmen entwickelt werden, die aufbauend

31
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auf diesem vollstindigen Wissen — zumindest approximativ — die opti-
male Losung fiir das jeweilige Problem finden.

Héaufig spiegelt jedoch diese Offline-Optimierung nur unzureichend Si-
tuationen im Anwendungskontext wider. Eine Vielzahl der in der Praxis
auftretenden Probleme sind Online-Probleme, d. h. es werden Entschei-
dungen von Algorithmen gefordert, bevor die zur optimalen Lésung er-
forderlichen Daten vollsténdig vorliegen. Dies ist insbesondere dann gege-
ben, wenn die zur optimalen Bearbeitung eines Problems erforderlichen
Daten erst an zukiinftigen Zeitpunkten zur Verfiigung stehen.

Ein typisches und auch eingéngiges Online-Problem stellt das Paging-
Problem dar:

Gegeben sei ein Speichersystem bestehend aus einem schnellen Spei-
cher (bspw. dem Cache) mit k& Speichereinheiten (Seiten) und einem
langsamen Speicher (bspw. der Festplatte) mit n >> k Speicherein-
heiten. Ein Paging-Algorithmus hat die Aufgabe, immer die gerade
benétigten Seiten im schnellen Speicher vorzuhalten.

Falls sich die angefragte Seite nicht im schnellen Speicher befindet,
muss sie bei Entstehung von Kosten von dem langsamen in den
schnellen Speicher transferiert werden. Man spricht in diesem Fall
von Seitenfehlern. Ein optimaler Paging-Algorithmus minimiert al-
so die Anzahl von Seitenfehlern, wobei allerdings zu beachten ist,
dass die zukiinftigen Seitenanfragen nicht bekannt sind [47].

Die Frage, die sich nun stellt, ist die nach der Bewertung von Paging-
Algorithmen. Einerseits ist die Anwendung der klassischen Worst-Case-
Analyse nicht zielfiihrend, da zu jedem Paging-Algorithmus eine Anfra-
gesequenz der Linge m gefunden werden kann, die m Seitenfehler produ-
ziert. Eine einfache Average-Case-Analyse ist auch nicht ohne Schwierig-
keiten durchfiihrbar, da ein — bspw. statistisches — Modell fiir die Folge
der Anfragen benotigt wird.

Sleator und Tarjan [91] haben diese Beobachtung aufgegriffen und das
Konzept der kompetitiven Analyse vorgeschlagen. Bei der kompetitiven
Analyse wird die Losung eines Online-Algorithmus mit einem Benchmark-
Algorithmus — hier wird meist der optimale Offline-Algorithmus als Ver-
gleichsmaflstab herangezogen — verglichen.
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Das Verhiltnis dieser Losungen wird als Kompetitivitédtsrate bezeichnet
und stellt ein Giitemaf fiir den Online-Algorithmus dar!.

Im folgenden seien einige weitere Problemstellungen genannt:

e k-Server-Problem

Sei S ein metrischer Raum mit anfinglich von n Servern sq,...,s,
besetzten Punkten ay,...,a,. Ferner bezeichne o = (oy,...,0p)
eine Folge von Anfragen, wobei o; einen Punkt aus S bezeichnet,
der von einem der Server bedient werden muss. Eine Deplazierung
des Servers a; verursacht Kosten von d(a;,0;). Hierbei ist d eine
Distanzfunktion auf dem metrischen Raum S.

Ziel ist es, die Anfragen der Folge o so zu bedienen, dass die Summe
der dabei entstehenden Kosten minimiert wird [73].

e Scheduling-Problem

Seien n Prozessoren vorhanden, die eine Folge 0 = (Jy, ..., J,,) von
ankommenden Jobs online bearbeiten sollen. Jeder Job J; bendtigt
eine Bearbeitungszeit ¢;, die a priori bekannt ist.

Ziel ist es, jeden ankommenden Job J; online einem Prozessor zu-
zuordnen, so dass die Bearbeitungszeit der Jobfolge ¢ minimiert
wird [4].

Neben den oben skizzierten Online-Problemen lassen sich insbesondere
im Finanzbereich Anwendungen fiir Online-Algorithmen finden:

e Kapitalinvestionen

Ein Unternehmen produziert mit Hilfe von Maschinen Giiter. Die
Maschinen koénnen kostenseitig durch Produktionskosten p; (pro
hergestelltes Gut) und Kapitalkosten ¢; (einmaligen Anschaffungs-
kosten) charakterisiert werden. Das Unternehmen muss sich ent-
scheiden, zu welchen Zeitpunkten ¢; Maschinen m; = (¢;, ¢;, p;) ge-
kauft werden sollen.

Ziel fiir das Unternehmen ist es, die Gesamtkosten zu minimieren
[11].

'Bereits an dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass durch Verwendung eines (be-
grenzten) Look-Aheads weitere Online-Algorithmen mit interessanten Eigenschaften
generiert werden konnen [3].
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e Hausfinanzierung

Ein Investor benotigt zur Finanzierung einer Immobilie einen Kre-
dit einer bestimmten Hohe k. Er kann zum Kaufzeitpunkt einen
Kredit mit Kreditzinsen von p(0)% iiber die Hohe k& aufnehmen
und zu bestimmten Zeiptunkten ¢ eine Umschuldung des Kredits
vornehmen, wobei die neuen Kreditzinsen p(i) sich gemif des all-
gemeinen Zinsniveaus dndern.

Die Umschuldung des Kredits stellt allerdings eine aufwendige Trans-
aktion dar, deren Kosten eine nicht zu vernachlissigende Grofie?
darstellen.

Ziel ist es, die Gesamtkosten, die zur Finanzierung der Immobilie
aufgewendet werden miissen, zu minimieren [43].

e Leasing

Ein Investor benétigt ein Wirtschaftsgut fiir eine, ihm noch un-
bekannte, Anzahl von Zeitperioden. Am Beginn jeder Zeitperiode
besitzt der Investor die folgenden Mdoglichkeiten:

— Zahlung einer Leasinggebiihr [ fiir das Wirtschaftsgut
— Kauf des Wirtschaftsguts

Ziel ist es auch hier, die Gesamtkosten des Investors zu minimieren
[42].

e Devisenhandel

Ein Unternehmen muss zum Zeitpunkt ¢, Kapital in einer anderen
als seine eigene Wihrung halten, um ein Wirtschaftsgut zu kaufen?.
Das Unternehmen hat vom Zeitpunkt ¢; (5 > ¢;) an die Moglich-
keit, Kapital in der eigenen Wihrung in die andere Wiahrung zu
tauschen.

Ziel ist es fiir das Unternehmen, den Umtausch des Kapitals so
vorzunehmen, dass zum Zeitpunkt 5 moglichst viel Kapital in der
anderen Wahrung vorliegt bzw. mit moglichst wenig Kapital die
geforderte Menge an der anderen Wihrung erhalten wird [26].

2Im Verlauf der Arbeit werden wir noch niher auf Transaktionskosten eingehen.

3 Als ein typisches Beispiel ist eine Mineralolfirma, die nicht in den USA ansissig
ist, zu sehen. Dieses Unternehmen muss sémtliche Ollieferungen auf dem Weltmarkt
mit USD bezahlen.
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e Portfolio-Optimierung
Ein Investor investiert zum Zeitpunkt ¢; Kapital in ein Portfolio
bestehend aus m unterschiedlichen Anlagen. Innerhalb des (end-
lichen) Investitionszeitraums kann der Investor Umschichtungen in-
nerhalb seines Portfolios vornehmen, er darf allerdings kein Kapital
abziehen oder hinzufiigen®.

Ziel des Investors ist die Anwendung einer optimalen Investitions-
strategie.

Mit dieser Problemstellung werden wir uns in den kommenden Ka-
piteln ausfiihrlicher beschéftigen.

3.2 Grundlagen und Notationen

Wir werden zunichst ausgehend von klassischen Optimierungsproble-
men Online-Optimierungsprobleme charakterisieren und Algorithmen,
die diese Problemstellungen bearbeiten, als Online-Algorithmen definie-
ren.

Ein Optimierungsproblem kann wie folgt definiert werden:

Definition 3.1 (Optimierungsproblem)
FEin Optimierungsproblem P ist ein Tripel (Z,£,S) mit den folgenden
Bedeutungen:

e T ist die Menge von Informationen (FEingaben)

e & in die Menge von zulissigen Entscheidungen bzw. Aktionen oder
Antworten fir die Fingabe I € T

e SmitS:7T xE& — IR ist die zu optimierende Zielfunktion

Ein Algorithmus ALG fiir ein Optimierungsproblem P berechnet bei ge-
gebener Eingabe I € T eine Losung ALG(I) € £. Falls es sich um ein Mi-
nimierungsproblem handelt, spricht man hiufig von Kosten K und sucht
dementsprechend den Ausdruck K(ALG, I) zu minimieren, um einen op-
timalen Algorithmus zu erhalten. Bei Maximierungsproblemen sprechen
wir von der zu maximierenden Gewinnfunktion S(ALG, I).

4Strategien, die diese Bedingungen erfiillen, heifien selbstfinanzierend.
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Als ein Online-Problem wollen wir ein Optimierungsproblem bezeichnen,
bei dem jede Eingabeinstanz [ in Form einer Folge von zeitlich nach-
einander zur Verfiigung stehenden Informationen gegeben ist. Fiir eine
endliche Eingabesequenz schreiben wir auch I = (I, ..., I,). Die In-
formation I; wird damit dem Algorithmus — einem Online-Algorithmus
— zum Zeitpunkt ¢ = 7 mitgeteilt.

Ein Online-Algorithmus ist also ein Algorithmus, der bei der Verarbei-
tung der endlichen Eingabesequenz nach jeder neuen Information eine
Entscheidung generieren muss. Die Generierung der Ausgabe erfolgt also
ohne Kenntnis der kompletten Folge von Eingaben; eine bereits getétigte
Ausgabe bzw. Entscheidung ist irreversibel.

Online-Algorithmen sind dementsprechend wie folgt definiert:

Definition 3.2 (Online-Algorithmus)
Ein Online-Algorithmus fiir ein Optimierungsproblem P erzeugt aus einer

Folge von Eingaben I™ schrittweise eine zulissige Folge von Ausgaben
(E\,...,E,), die den Algorithmus ALG(I™) charakterisiert.

Falls ein Algorithmus hingegen erst nach Kenntnis der gesamten Einga-
besequenz I™ diese Informationen verarbeiten muss, um Entscheidungen
zu treffen, sprechen wir von einem Offline-Algorithmus:

Definition 3.3 (Offline-Algorithmus)

FEin Offline-Algorithmus fir ein Optimierungsproblem P erzeugt aus ei-
ner Folge von Eingaben I'™ eine Ausgabe ALG(I™) = (E,, ..., E,). Die
Generierung der Ausgabe erfolgt unter Kenntnis der kompletten Einga-
besequenz.

Dementsprechend definieren wir einen optimalen Offline-Algorithmus fiir
ein Maximierungsproblem wie folgt:

Definition 3.4 (Optimaler Offline-Algorithmus)
Der Algorithmus OPT heifst optimaler Offline-Algorithmus fir ein Op-
timierungsproblem P, falls gilt:

OPT(I™) = max S(ALG, My vimer (3.1)

Bei den oben definierten Online-Algorithmen handelt es sich um deter-
ministische Algorithmen. Durch Randomisierung kann man eine weitere
Klasse von Online-Algorithmen generieren, die sich wie folgt charakteri-
sieren ldsst:
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Definition 3.5 (Randomisierter Online-Algorithmus)

Gegeben sei ein Optimierungsproblem P und eine Menge M von (deter-
ministischen) Online-Algorithmen ALG; fiir das Problem P. Ein rando-
misierter Online-Algorithmus ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung dber
der Menge M.

In dem weiteren Verlauf der Arbeit werden wir uns in der Regel mit
deterministischen Online-Algorithmen befassen.

3.3 Entscheidungstheoretische Grundlagen

3.3.1 Begriff der Unsicherheit

Bei dem Konzept der Online-Algorithmen wird die Betonung auf Pro-
blemstellungen gelegt, die irreversible Entscheidungen zu einem Zeit-
punkt verlangen, an dem die fiir eine — ex post — optimale Entscheidung
notwendigen Informationen nicht oder nur unvollstindig vorliegen.

Im allgemeinen lassen sich Problemstellungen — je nach Struktur der feh-
lenden Informationen — in die folgenden Klassen einteilen:

e Sicherheit:

Entscheidungen unter Sicherheit sind Entscheidungen, bei denen
zum Zeitpunkt der Entscheidung alle fiir die Entscheidung notwen-
digen Informationen zur Verfiigung stehen. Bei dieser Problemklas-
se existiert kein Entscheidungsproblem im eigentlichen Sinn; die
Aufgabe besteht lediglich in der Identifikation der besten Aktion,
d. h. diese Problemklasse korrespondiert mit der der klassischen
Optimierung, bei der die Berechnung dieser besten Aktion im Vor-
dergrund steht?.

e Unsicherheit:

Entscheidungen unter Unsicherheit sind Entscheidungen, bei denen
zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ = ¢ noch nicht alle fiir die Entschei-
dung relevanten Informationen zur Verfiigung stehen. Eine weitere
Unterteilung dieser Problemklasse nach Struktur der Unsicherheit
kann vorgenommen werden:

5Dementsprechend kénnen Entscheidungsprobleme unter Sicherheit mit Offline-
Algorithmen bearbeitet werden.
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— Risiko:
Eine Entscheidung unter Risiko wollen wir als solche bezeich-
nen, bei denen die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von
fiir die Entscheidung relevanter Informationen bekannt ist.

— Plausibilitit (Modellunsicherheit):

Bei einer Entscheidung unter Plausibilitéit unterliegen die In-
formationen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Dieses Wahr-
scheinlichkeitsmodell ist jedoch dem Entscheider nicht bekannt,
so dass er aus einer Klasse von Modellen ein ihm plausibel
erscheinendes Modell spezifizieren muss, das er den Informa-
tionen zugrunde legt, um in einem zweiten Schritt basierend
auf diesen Informationen Entscheidungen treffen zu kénnen

[107).

— Strikte Unsicherheit:

Bei einer Entscheidung unter strikter Unsicherheit ist keine
Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer fiir
die Entscheidung relevanten Information mdoglich.

3.3.2 Giitekriterien

Zur Bewertung der Ergebnisse von Online-Algorithmen existieren unter-
schiedliche Ansétze, deren Einsatz u. a. von der Entscheidungsproblem-
klasse abhiingen. In der Folge sollen die wesentlichen Giite- bzw. Ent-
scheidungskriterien fiir die oben skizzierten Problemklassen beschrieben
werden:

Definition 3.6 (Entscheidungskriterium)

Gegeben sei ein Entscheidungsproblem P = (Z,E,S). Fin Entscheidungs-
kriterium ist eine vollstandige und transitive Ordnungsrelation (oder auch
Praferenzrelation) <p tber £.

Mit dieser Definition kann ein fiir ein gegebenes Problem P optimaler
Algorithmus ALG, € £ als der Algorithmus definiert werden, fiir den
gilt:

ALG* <p ALG VYV ALG € €&
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3.3.2.1 Kriterien fiir die Entscheidung unter Risiko bzw. Plau-
sibilitat
An dieser Stelle sollen mit der Average-Case-Analyse und der Mean-

Variance-Analyse zwei wichtige Entscheidungskriterien beschrieben wer-
den:

e Average-Case-Analyse

Bei der Average-Case-Analyse werden Annahmen {iiber die statis-
tische Verteilung von Eingabeparametern I; (i = 1,...,n) getrof-
fen. Das Ergebnis des betrachteten Online-Algorithmus stellt dann
eine von den iiber Zufallsvariablen modellierten Eingabeparameter
abhingige Zufallsvariable dar. Der Erwartungswert dieser Zufalls-
variable wird fiir die Bewertung des Online-Algorithmus herange-
zogen.

e Mean-Variance-Analyse

Die Mean-Variance-Analyse nutzt zur Bewertung von Online-Algo-
rithmen die ersten beiden Momente der angenommenen Vertei-
lungsfunktion und stellt somit eine natiirliche Erweiterung der Ave-
rage-Case-Analyse dar.

Die Mean-Variance-Analyse wird — wie bereits in dem vorangegan-
genen Kapitel ausgefiihrt — fiir Investitionsstrategien wie die effizi-
enten Portfolios von Markowitz [75] oder das CAPM von Sharpe
et al. [89] angewendet. Diese Strategien konnen in ihrer Erweite-
rung auf Mehr-Perioden-Modelle als Online-Algorithmen aufgefasst
werden.

3.3.2.2 Kriterien fiir die Entscheidung unter strikter Unsicher-
heit

Im folgenden Abschnitt werden Kriterien fiir Entscheidungen unter strik-
ter Unsicherheit definiert. Auf einige dieser Kriterien werden wir im wei-
teren Verlauf der Arbeit zuriickgreifen.

o Kompetitivitditsrate

Die Kompetitivititsrate eines Online-Algorithmus ALG ist wie folgt
definiert®:

®Neben der hier aufgefiihrten Definition existiert eine weitere Definition [18], die
zusétzlich eine additive Konstante zulésst, die insbesondere bei Verwendung kleinerer
Eingabesequenzen sinnvoll ist.
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Definition 3.7 (Kompetitivitétsrate)

Gegeben sei ein Optimierungsproblem P = (Z,£,S) und ALG be-
zeichne einen Online-Algorithmus fir dieses Optimierungsproblem.
Ferner sei BEN ein weiterer Algorithmus fir das Problem P, der
als Vergleichsmafstab (Benchmark) dienen soll.

Dann ist die Kompetitivititsrate c,(ALG, BEN) definiert als

S(BEN, I)
(ALG, BEN) = sup 224 7)
en(ALG, BEN) = sup 5 2re

Man sagt, dass der Online-Algorithmus ALG ¢,(ALG, BEN)-kom-
petitiv zu dem Benchmark-Algorithmus BEN ist”.

Auf die kompetitive Analyse von Online-Algorithmen werden wir
in dem néchsten Abschnitt ausfiihrlicher eingehen.

o Minimaz-Regret

Der Minimax-Regret eines Online-Algorithmus ALG ist folgender-
mafen definiert:

Definition 3.8 (Minimax-Regret)

Gegeben sei ein Optimierungsproblem P = (Z,E,S). ALG bezeich-
ne einen Online-Algorithmus fir dieses Optimierungsproblem. Fer-
ner seit OPT der optimale Offline-Algorithmus fiir das Problem P.

Dann ist der Minimaz-Regret r(ALG,OPT) definiert als

r(ALG,OPT) = sup {S(OPT, I) — S(ALG, I)}

IeT

e Pessimismus-Optimismus-Index

Der Pessimismus-Optimismus-Index wurde von Hurwitz entwickelt
[40):

Definition 3.9 (Pessimismus-Optimismus-Index)
Gegeben sei ein Optimierungsproblem P = (Z,&,S) und ALG be-
zeichne einen Online-Algorithmus fir dieses Optimierungsproblem.

"Die an dieser Stelle verwendete Definition weicht von der iiblichen Definition in-
sofern ab, als dass nicht automatisch der optimale Offline-Algorithmus als Benchmark
definiert wird.
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Ferner bezeichne o € [0, 1] den sogenannten Pessimismus-Indez.

Der Pessimismus-Optimismus-Index p(ALG) ist definiert als:

p(ALG) = a - suprerS(ALG,I) + (1 — o) - infrez S(ALG, I)

Die beiden oben aufgefiihrten Entscheidungskriterien Kompetitivititsra-
te und Minimaz-Regret sind eng miteinander verwandt. Es besteht der
folgende Zusammenhang:

Theorem 3.1

Gegeben sei ein Optimierungsproblem P = (Z,€,S), ALG bezeichne
einen Online-Algorithmus und OPT den optimale Offline-Algorithmus
fiir das Problem P. Das verwendete Entscheidungskriterium sei die Kom-
petitivititsrate. Ferner sei P' = (I,£,S") ein weiteres Optimierungs-
problem und OPT' bezeichne den optimalen Offline-Algorithmus fir das
Problem P'. Fir die Zielfunktion S" gelte: S'(ALG,I) = log S(ALG,I).
Bei dem Optimierungsproblem P’ werde Minimax-Regret als Entschei-
dungskriterium verwendet.

Dann sind die beiden Probleme P und P' dquivalent in dem folgenden

Sinne, dass fir alle Algorithmen ALG;, ALG; gilt:
ALG; <p ALG] & ALG; <pr ALG]

Ferner sind die Strategien OPT und OPT" identisch.

Beweis:
Der Beweis folgt direkt aus der Definition der Optimierungsprobleme P
und P’ und der Definition der beiden Entscheidungskriterien. O

Insbesondere ist der fiir das Problem P optimale Online-Algorithmus
ALG?, identisch mit dem optimalen Online-Algorithmus ALG?%, fiir das
Problem P’.

Bevor wir weiter auf die kompetitive Analyse von Online-Algorithmen
eingehen, soll der Begriff des Benchmark-Algorithmus mit Hilfe des aus
der Spieltheorie stammenden Konzepts des Request-Answer-Games aus-
fithrlicher untersucht werden.
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3.4 Gegnermodelle

Bei der kompetitiven Analyse wird die Giite eines Online-Algorithmus
durch den Vergleich des Ergebnisses des Online-Algorithmus mit dem ei-
nes anderen Algorithmus, der als Benchmark dient, ermittelt.

Man kann diese kompetitive Analyse auch im Rahmen von Request-
Answer-Games verstehen. Hierbei wihlt der Gegner im allgemeinen Fall
sowohl die Folge von Informationen als auch den Benchmark-Algorithmus
aus.

Es ergeben sich, je nach Restriktion fiir den Gegner, unterschiedliche
Gegnermodelle, deren wichtigste Klassen wie folgt charakterisiert werden
kénnen:

e Kenntnis des Online-Algorithmus

Der Gegner kann Kenntnis iiber die Aktionen des Online-Algorith-
mus besitzen und dementsprechend die Folge von Informationen so
generieren, dass der Online-Algorithmus eine moglichst schlechte
Kompetitivitit erreicht.

e Auswahl der Informationen

Der Gegner kann die Folge von Informationen nicht frei wéhlen.
Der Informationsraum kann eingeschrénkt werden oder kann z. B.
statistischen Restriktionen geniigen.

o Auswahl der Benchmarks

Der Gegner kann den Benchmark-Algorithmus nicht aus der Menge
aller Algorithmen auswéhlen, sondern muss den Benchmark aus
einer bestimmten Algorithmus-Klasse heraussuchen.

Damit ergeben sich u. a. folgende Gegnermodelle:

e Blinder Gegner

Ein blinder Gegner (oblivious adversary) muss die vollstéindige Fol-
ge von Informationen zum Zeitpunkt ¢ = 0 wéhlen. Dabei hat er
kein Wissen iiber die Entscheidungen des Online-Algorithmus.

Bei der Verwendung von randomisierten Online-Algorithmen be-
sitzt der Gegner zwar Kenntnis von dem Online-Algorithmus, nicht
aber iiber die von ihm genutzte Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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e Statistischer Gegner

Ein statistischer Gegner kann nur Folgen von Informationen aus-
wihlen, die bestimmten statistischen Eigenschaften geniigen®.

o Adaptiver Gegner

Man spricht von einem adaptiven Gegner, wenn dieser bei Kenntnis
der bis zum Zeitpunkt ¢; vom Online-Spieler getroffenen Entschei-
dungen eine neue Information [, liefern kann.

An dieser Stelle kann eine weitere Unterteilung dieses Gegnermo-
dells vorgenommen werden:

— Adaptiver Offline-Gegner
Ein adaptiver Offline-Gegner bearbeitet die von ihm generierte
Folge von Informationen erst zum Zeitpunkt ¢t = 7" am Ende
des Investitionszeitraums, d. h. mit dem optimalen Offline-
Algorithmus.

— Adaptiver Online-Gegner

Ein adaptiver Online-Gegner bearbeitet die von ihm generierte
Folge von Informationen online.

Zwischen den oben genannten Gegnermodellen besteht hinsichtlich deren
Kompetitivitdt u. a. folgender Zusammenhang:

Theorem 3.2

Gegeben sei ein Optimierungsproblem P. Wenn fir das Optimierungs-
problem P ein randomisierter Online-Algorithmus, der mit der Kom-
petitivitdsrate ¢ kompetitiv gegeniiber jedem adaptiven Online-Gegner ist,
existiert, dann existiert — gegentiber dem optimalen Offline-Algorithmus —
ein mit der Kompetitivititsrate ¢ kompetitiver deterministischer Online-
Algorithmus.

Beweis:
Der Beweis ist [18] zu entnehmen. O

In den folgenden Kapiteln dieser Arbeit werden wir uns auf determi-
nistische Online-Algorithmen beschrinken. Es werden als Gegner (bzw.
Benchmark) Offline-Algorithmen genutzt, die innerhalb einer Klasse von
Algorithmen optimal sind.

8An dieser Stelle beginnt die Grenze zwischen Modellunsicherheit und strikter
Unsicherheit aufzuweichen. So kénnte z. B. der statistische Gegner nur auf eine der
Normalverteilung gentigende Folge von Informationen zuriickgreifen diirfen.
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Kapitel 4

Online-Portfolio-Optimierung

4.1 Allgemeine Problemstellung

Ein Portfolio-Manager méochte fiir einen bestimmten Zeitraum [0, n] ein
Vermégen in eine endliche Anzahl von Finanzinstrumenten investieren.
Er kann nur zu bestimmten Zeitpunkten 0,1,...,n Transaktionen vor-
nehmen, um Umschichtungen innerhalb des Portfolios zu erreichen, d. h.
der Zeitraum [0, n] ldsst sich fiir den Investor in n + 1 Zeitpunkte unter-
teilen.

Da die zukiinftige Kursentwicklung der betrachteten Finanzinstrumente
dem Portfolio-Manager nicht bekannt ist, er aber zu jedem Zeitpunkt ¢
eine Entscheidung bzgl. der Umschichtung innerhalb des Portfolios tref-
fen muss, stellt diese Aufgabe ein typisches Online-Problem dar.

Auf die statistische Modellierung der zukiinftigen Wertdnderungen der
betrachteten Finanzinstrumente soll verzichtet werden, d. h. wir betrach-
ten ein Entscheidungsproblem unter strikter Unsicherheit.

In den vorherigen Kapiteln wurden einerseits die grundlegenden Begrif-
fe und Verfahren der Portfolio-Optimierung behandelt, andererseits mit
den Online-Algorithmen eine Klasse von Algorithmen eingefiihrt, die sich
gut zur Losung der bei der Portfolio-Optimierung auftretenden Fragestel-
lungen eignet.

Der kompetitiven Analyse kommt bei diesen Problemstellungen eine gro-
e Bedeutung zu, da diese Analyse durch einen Vergleich von Investitions-
strategien zu vorher festgelegten Benchmarks die Giite dieser Investiti-
onsstrategien ermittelt. Ein Vorgehen, das — wie in Kapitel 2 beschrieben

45
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— insbesondere bei 6konomischen Problemstellungen Verwendung findet.

In diesem Kapitel werden zunichst Online-Algorithmen fiir eine stark
vereinfachte Form der Portfolio-Optimierung entwickelt, um einige der
Schwierigkeiten, die mit dieser Problemstellung — dies betrifft u. a. die
Wahl einer geeigneten Benchmark — verbunden sind, deutlich hervorzu-
heben.

Erst dann werden die Grundkonzepte der bisher bekannten Online-Algo-
rithmen fiir die allgemeine Problemstellung beschrieben, die sich durch
die Eigenschaft der Log-Optimalitdt auszeichnen. Es werden aufbauend
auf die Gemeinsamkeiten der vorgestellten Investitionsstrategien Moglich-
keiten der Zusammenfiihrung der beschriebenen Ansétze diskutiert und
ein auf den bestehenden Online-Investitionsstrategien aufbauender On-
line-Algorithmus entwickelt.

4.2 Investition in eine risikobehaftete An-
lage

In diesem Abschnitt soll das Problem der Portfolio-Optimierung auf die
Optimierung eines Portfolios mit nur einer risikobehafteten Anlage redu-
ziert werden®.

Die Problemstellung entspricht damit der eines Investors, der

e seine bereits getiitigte Investitition in ein Wertpapier? innerhalb
eines definierten Zeitraums verduflern mochte,

e wihrend dieses definierten Zeitraums die Moglichkeit besitzt, An-
teile an diesem Wertpapier zu verkaufen oder sich wieder einzu-
decken und

e am Ende des betrachteten Zeitraums die gehaltenen Wertpapiere
vollsténdig verkauft.

Die Aufgabe der Verteilung der betrachteten Wertpapiere in dem Portfo-
lio des Investors wird auf diese Weise auf die Frage nach dem optimalen
Investitionszeitpunkt reduziert.

'Dieses Problem ist analog dem in [26] beschriebenen Problem des Devisenhandels.
20.B.d.A. hilt der Investor einen Anteil an der risikobehafteten Anlage.
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4.2.1 Unidirektionaler Handel

Um die oben skizzierte Problemstellung der Investition in eine einzige
Anlage noch weiter zu vereinfachen, soll zunéchst ein Wiederankauf von
zuvor verauflerten Anteilen an der risikobehafteten Anlage nicht zuge-
lassen werden. Ferner soll der Portfolio-Manager zum Zeitpunkt 7' nicht
mehr in der Anlage investiert sein, d. h. sein Investitionshorizont fillt
mit dem Zeitpunkt 7" zusammen.

Der Investor macht keine statistischen Annahmen iiber den Kursverlauf
der risikobehafteten Anlage, schitzt aber eine untere und obere Schranke
Py resp. p, fiir den Kursverlauf in dem betrachteten Zeitraum.

4.2.1.1 Problembeschreibung

Sei die Folge P = (p1,...,p,) mit p; € IR" der Kursverlauf der risikobe-
hafteten Anlage und p, resp. p, die vom Investor geschitzte untere resp.
obere Schranke®. Bezeichne OPT die optimale Offline-Strategie, ALG
einen Online-Algorithmus und K (OPT, P™) resp. K(ALG,P™) das
Kapital, das die jeweilige Strategie am Ende des Investitionszeitraums
besitzt. Fiir die Kompetitivitdtsrate ¢, p, », des Online-Algorithmus ge-
geniiber dem Benchmarkalgorithmus OPT gilt:

K(OPT, P™)
Cn,pmpo = Sup K' (n)
piny K(ALG, P(™)

Da der Offline-Algorithmus Kenntnis von dem gesamten Kursverlauf der
risikobehafteten Anlage in dem Investitionszeitraum besitzt, verkauft die-
ser Algorithmus sdmtliche Anteile an der Anlage zu dem Zeitpunkt, an
dem der Kurs in dem betrachteten Zeitraum maximal ist. Fiir das Kapital
K(OPT, P) gilt damit:

K(OPT,P™) = max p;

1<i<n

4.2.1.2 Threat-basierter Online-Algorithmus

In diesem Abschnitt soll eine Online-Strategie vorgestellt werden, die
zusétzlich zu den Annahmen iiber den Kursverlauf eine Angabe iiber die
zu erreichende Kompetitivitdtsrate erhélt [26]. Die minimale Kompeti-
tivitdtsrate kann darauf aufbauend in einem weiteren Schritt abgeleitet

3Wir wollen in der Folge davon ausgehen, dass diese geschiitzten Schranken den
wahren Schranken entsprechen. Es gelte ferner p, < po.



48 Kapitel 4 Online-Portfolio-Optimierung

werden.

Der Threat-basierte Online-Algorithmus T BO kann iiber die drei folgen-
den Regeln definiert werden:

e Regel 1:
Am Ende des vorgegebenen Zeitraums hilt der Investor kein Kapi-
tal mehr in der risikobehafteten Anlage.

o Regel 2:
Mit Ausnahme der ersten Regel werden nur zum Zeitpunkt ¢ = k
Anteile an der risikobehafteten Anlage verkauft, wenn der Kurs p,
héher als jeder bisher aufgetretene Kurs p; V 1 <14 < k ist.

e Regel 3:
Wenn der Kurs der Anlage ein neues Maximum erreicht, werden
gerade genau so viele Anteile an der Anlage verkauft, dass — fiir
den Fall, dass der Kurs anschlieBend auf den Wert der (geschitzten)
unteren Schranke p, féllt und dort bis zum Ende des betrachteten
Zeitraums verweilt — die vorgegebene Kompetitivitdtsrate erzielt
wird*.

Der durch diese drei Regeln beschriebene Algorithmus 7'BO garantiert
die vorgegebene Kompetitivititsrate, falls diese iiberhaupt erreichbar ist.

Wir benétigen fiir die Analyse der Kompetitivitdtsrate des Online-Algo-
rithmus T'BO weitere Notationen:

Sei q1,...,qr (1 < k < n) die Folge der nacheinander auftretenden —
neuen — Kursmaxima®. Ferner bezeichne A(g;) den Anteil an der risi-
kobehafteten Anlage, die der Investor zu dem Zeitpunkt héilt, an dem
der Kurs erstmals den Wert ¢; erreicht hat. Analog sei K(g;) das Ka-
pital, das der Investor zu diesem Zeitpunkt bereits besitzt. Die Anteile
der Anlage, die zum Kurs ¢; verkauft werden, sollen in der Folge mit
d; = A(g;) — A(gi—1) bezeichnet werden. O. B. d. A. gelte fiir den Wert
der geschiitzten unteren Schranke p, = 16.

4Aus dieser Regel leitet sich der Name Threat-basierter Online-Algorithmus ab.

SUnter diesen neuen Kursmaxima wollen wir das jeweils zum aktuellen Zeitpunkt
aufgetretene Maximum der Kurse verstehen.

Dies impliziert, dass fiir siimtliche Kursmaxima ¢; (1 <1 < k) gilt: ¢; > 1.
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Wir nehmen im Folgenden an, dass die Kursfolge P(™ monoton von p;
nach p,, der geschétzten oberen Schranke, wéchst und eine erreichbare
Kompetitivitét c,p, ,, vorgegeben ist. Fiir den Threat-basierten Algo-
rithmus lassen sich dann aus den Regeln folgende Bedingungen herleiten
[26):

1. A(g)) =1 N K(g;) =0, falls ¢; < cnpyp, * Pu

2. A(g) + K(¢:) = Gi/Cnpup.r falls ¢ € [Cnp,po * Pus Dol
3. q;-d; = K(Qz‘) - K(Qiq)

Durch Subtraktion der Gleichung A(¢i—1) + K(¢i—1) = ¢i—1/¢npy p, VOR
der Gleichung A(g;) + K(¢;) = ¢i/cnp,.p, und Einsetzen der Gleichungen
fiir d; erhdlt man

1 — Cp 1 : — Qi—
dl — . ql sPusPo und dZ — A q q 1

C”:pu:po a1 — 1 Cn,pu,po q; — 1

firl<i<ek.

Die vorgegebene Kompetitivititsrate ¢y, ,, ist aber genau dann erreich-
bar, wenn Zle d; < 1 gilt, d.h. hochstens die anfangs verfiigharen Antei-
le an der risikobehafteten Anlage verkauft werden. Die minimale erreich-

bare Kompetitivititsrate erhélt man somit aus der Losung der Gleichung
Zle d; = 1. Es gilt daher:

k
g —1 G — Qi1

o p— (4.1)

Crpupo = L T
i=2
Der Offline-Gegner wird den fiir den Online-Spieler schlechtesten Kurs-
verlauf ¢y, ..., q; wie folgt wihlen:

;— 1
k=n, qn:poundLl:const. fir 2 <17 <n.
qi—1 —

Diesen Kursverlauf vorausgesetzt, erhélt man fiir die Kompetitivitédtsra-

te:
1/(n—1)
g —1 Ch—l)
Crpupe = 1+ n—1)-11-— ) 4.2
— >( = ) (42)

Der Offline-Gegner wird nun im schlechtesten Fall den Anfangskurs ¢,
so wihlen, dass die erreichbare Kompetitivititsrate maximal ist. Fiir
n > 2 erhilt man damit die kleinste erreichbare Kompetitivitdtsrate
Cnpup, durch die folgende Gleichung [26]:
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c* -1 1/n
c =n-|1- M) . 4.3
N,PusPo < ( Do — 1 ) ( )

Es lésst sich leicht zeigen, dass der Threat-basierte Online-Algorithmus
im Falle des Worst-Case-Verlaufs bei jedem neuen Kursmaximum den
gleichen Anteil an der risikobehafteten Anlage verkauft, d.h. es gilt

1
n
Es zeigt sich, dass die Kompetitivitéitsrate bei wachsendem n steigt. Fiir

den Grenzwert cu p, p, 1= iy 00 Cpp, po gilt:

b Pl
00,PusPo Coo’pu’po -1 :
Die Kompetitivitétsrate ¢ p, p, 1St aufgrund der Definition der Kompe-

titivitdtsrate und der Konstruktion (p, < p,) groBer als 1.

Man kann nun zeigen, dass diese Kompetitivitit fiir alle Online-Strategien
minimal ist. Es gilt das folgende Theorem:

Theorem 4.1

Bezeichne n die Linge des Investitionszeitraums, p, die untere und p, die
obere Schranke fiir den Kursverlauf. Dann ist die vom Threat-basierten
Online-Algorithmus TBO erreichte Kompetitivitdtsrate c, p, p, optimal,
d. h. es existiert kein weiterer Online-Algorithmus ONL mit geringerer
Kompetitivitdtsrate.

Beweis:

Bezeichne d; resp. e; den Anteil der risikobehafteten Anlage, der von
der Strategie T'BO resp. ONL zum Zeitpunkt ¢t = ¢ verkauft wird. Sei
a = min{i | x; # s;} der erste Zeitpunkt, an dem die beiden Strategien
unterschiedlich viele Anteil an der risikobehafteten Anlage verduflern.
Man kann nun folgenden Kursverlauf P™ = p,, ..., p, konstruieren:

1. Sei ¢y, ...,q, das oben skizzierte Worst-Case-Szenario. Man wéhlt
aufbauend auf diesem Kursverlauf:

Di = q; firl <:<a

2. Fallse, < d, :

Di = Pu fira<i<n
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3. Falls e, > d, :

B:=min{k |es+ ...+ e <do+...+ds},

Di ‘= q; fiira < i < und
Di = Dy fiir g <i <n.

Fiir den so konstruierten Kursverlauf P(™ gilt offensichtlich:

K(ONL,P™) < K(TBO, P™)

4.2.2 Bidirektionaler Handel
4.2.2.1 Problembeschreibung

Bei dieser Problemstellung soll es dem Investor wihrend des Investitions-
zeitraums moglich sein, Anteile an seiner Anlage wieder zuriick zu kau-
fen. Wiederum muss der Investor am Ende des betrachteten Zeitraums
seine noch gehaltenen Anteile an der risikobehafteten Anlage komplett
verduflern.

Die optimale Offline-Strategie fiir diese Problemstellung agiert wie folgt:

e Siamtliche Anteile der Anlage werden verkauft, wenn der Kurs p;
ein lokales Maximum erreicht.

e Séamtliches Kapital wird zum Kauf von Anteilen an der Anlage
verwendet, wenn der Kurs p; ein lokales Minimum erreicht.

e Transaktionen finden nur statt, wenn der Kurs sich an einem lokalen
Extremum befindet.

Der Investor, der diese Strategie verfolgen kann, besitzt am Ende des
Investitionszeitraums das folgende Kapital:

n—1
K(OPT, P™) = [ [ maz{1,pi/pis1} (4.4)
i=1
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4.2.2.2 FErweiterter Threat-basierter Algorithmus

Die in dem vorangegangenen Abschnitt definierte Online-Investitions-
strategie T'BO kann fiir den bidirektionalen Handel wie folgt erweitert
werden:

e In jeder monoton steigenden Kursfolge p;,...,p; mit p; < ... <
p;j > pj+1 verkauft der Investor Anteile an der risikobehafteten An-
lage gemafl des Threat-basierten Algorithmus T'BO mit der vor-
gegebenen Kompetitivitatsrate ¢y, ,,. Zum Kurs p;4 werden die
verbliebenen Anteile verkauft.

e In jeder monoton fallenden Kursfolge p;,...,p; mit p; > ... >
pj < pj+1 kauft der Investor Anteile an der risikobehafteten Anlage
geméifl des Threat-basierten Algorithmus T'BO mit der vorgegebe-
nen Kompetitivitétsrate ¢, p, p,. Er kauft zum Kurs p;;; von seinem

kompletten restlichen Vermégen Anteile an der Anlage.

Hinsichtlich der Kompetitivitit dieses erweiterten Online-Verfahrens lésst
sich folgende Aussage machen:

Theorem 4.2

Sei p, die untere und p, die obere Schranke fir den Kursverlauf P™ der
Anlage in dem angegebenen Zeitintervall. Ferner besitze der Kursverlauf
in diesem Zeitraum k lokale Extrema. Dann besitzt der erweiterte Threat-
basierte Online-Algorithmus ET BO die Kompetitivititsrate (cnp, p,)*-

Beweis:

In jeder der monotonen Teilfolgen wird der T"BO, der die Kompetiti-
vitdtsrate ¢, p, p, besitzt, angewandt. Da es laut Voraussetzung nur k
monotone Teilfolgen innerhalb des Investitionszeitraums gibt, miissen die
auf den Teilfolgen erzielten Kompetitivitdtsraten nur miteinander mul-
tipliziert werden, um die Kompetitivititsrate des erweiterten Threat-
basierten Online-Algorithmus zu ergeben. O

Die Existenz einer unteren Schranke fiir die Kompetitivitdt ergibt sich
aus folgendem

Theorem 4.3

Bezeichne p, die untere und p, die obere Schranke fir den Kursverlauf.
Die Anzahl der lokalen Ezxtrema im Kursverlauf sei durch k gegeben.
Dann gilt fiir jede c-kompetitive Online-Strategie: ¢ > (Coo py po) /%
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Beweis:

Die beste Online-Strategie wird innerhalb einer aufsteigenden Kursfol-
ge ausschlieflich Anteile an der Anlage verkaufen. Da sich diese Stra-
tegie wihrend einer solchen Kursfolge wie der Threat-basierte Online-
Algorithmus T BO verhilt, kann man eine Kursfolge P™=Y = py, ..., pn_1
mit p; > ... > p,_1 konstruieren, so dass der relative Kapitalzuwachs
der optimalen Offline-Strategie mindestens um den Faktor ¢y, ,, grofler
ist, als der der Online-Strategie. Am Ende der Kursfolge P~V fillt der
Kurs auf p, und beide Strategien werden von ihrem gesamten Kapital
Anteile an der risikobehafteten Anlage kaufen.

Auf diese Weise ldsst sich eine Kursfolge mit & lokalen Extrema und einer
unteren Schranke von ¢ > (¢, p, »,)¥/? generieren. Fiir steigendes n ergibt
sich die Schranke ¢ > (oo p, po )2 0

4.3 Investition in mehrere risikobehaftete
Anlagen

In diesem Abschnitt wird der bereits vorgestellte Online-Algorithmus
ETBO auf mehrere risikobehaftete Anlagen erweitert.

4.3.1 Threat-basierte Algorithmen fiir drei risiko-
behaftete Anlagen

Zunichst soll betrachtet werden, wie eine Erweiterung auf drei risikobe-
haftete Anlagen A; (i = 1, 2, 3) vollzogen werden kann, um dann in einem
néchsten Schritt eine Erweiterung auf m Anlagen (m > 3) vorzunehmen.

Die Problemstellung lautet dementsprechend:

Ein Investor mochte sein Kapital fiir einen vorgegebenen Zeitraum
[0, n] in drei Finanzinstrumente anlegen. Es diirfen wiederum nur zu
den Zeitpunkten 0,...,n Transaktionen durchgefiihrt werden, die
zu Umschichtungen des Portfolios fithren. Ferner wird innerhalb
des Investitionszeitraums kein Kapital aus dem Portfolio entnom-
men oder neu in das Portfolio investiert”.

"Man spricht an dieser Stelle von einer selbstfinanzierenden Strategie.
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Um einen Online-Algorithmus fiir dieses Problem entwickeln zu kénnen,
benétigen wir zunéchst einige Notationen:

o j(”) = (p1,j,---,Pn,;) sei der Kursverlauf der risikobehafteten An-

lage A;.

° Qg)l} = (¢14k0}> - - - » On {kyy) Sei der Kursverlauf der Anlage Ay, be-
zogen auf den Kursverlauf Anlage A; (k # [). Fiir ¢; 5,y gilt dann:
Qi {k,1} = pi,k/pi,l-

® . ; resp. p,; mit j € {1,2,3} seien die jeweiligen Schitzungen fiir
die unteren resp. oberen Schranken fiir die Anlagen A;.

Mit obigen Notationen lassen sich Schétzungen fiir die Schranken der
Folgen QF{Z)I} ableiten. Es gilt:

Puk/Poy < Gifkiy < Posk/Pu

Wir vereinbaren daher folgende zusétzliche Notation:

Qu ik} = pu,k/po,l
Qo{k)} = DPok/Pui

Der Unterschied zu dem in dem vorherigen Abschnitt behandelten Pro-
blem mit nur einer risikobehafteten Anlage liegt in der Ersetzung der
risikolosen Anlage® durch eine weitere risikobehaftete Anlage. Diese Er-
setzung stellt eine andere Interpretation des Algorithmus dar, die an den
Eigenschaften der in dem vorherigen Abschnitt entwickelten Algorithmen
nichts dndert.

Strategien zur Portfolio-Optimierung, die mit den Folgen QF{Z)I} als Fin-
gangsdaten operieren, halten dementsprechend zu jeder Handelsperiode
i Anteile a; ;, und a;; der risikobehafteten Anlagen A; und A;. Die Folgen

Q%TI)Z} und Qgg} werden wir auf diese Weise interpretieren.

Die Folge Qg)?)} wollen wir als den Kursverlauf des Portfolios PF} be-
stehend aus den Anlagen A; und A, bezogen auf den Kursverlauf des
Portfolios PF, bestehend aus den Anlagen A; und As auffassen:

qi,{2,3} = pz',2/pi,3
= Pi,2/pi,1 : pi,l/pi,3
= qz‘,{1,3}/Qi,{1,2}

8In der Regel geht man hier von der Hauswithrung aus.
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Damit kann die Folge Qf{g)i,)} als Eingangssequenz fiir eine Portfolio-Stra-
tegie gesehen werden, die auf risikobehafteten Anlagen operieren, welche
ihrerseits wiederum aus Portfolios bestehen.

Wir wollen aufbauend auf dieser Idee einen kaskadenférmigen Algorith-
mus K EBTO generieren, der in jedem Handelsschritt:

1. eine Gewichtung der Anlagen A; innerhalb der Portfolios PF; und
PF5 vornimmt und

2. eine Gewichtung bzgl. der beiden Portfolios PF; und PF, durch-
fiihrt.

Die Gewichtungen werden jeweils geméfl der im vorigen Abschnitt defi-
nierten Strategie ET' BO vorgenommen.

Um zeigen zu konnen, dass der Algorithmus KETBO kompetitiv zu
dem optimalen Offline-Algorithmus OPT ist, benttigen wir folgendes
Theorem:

Theorem 4.4 (Optimaler Offline-Algorithmus fiir drei Anlagen)
Gegeben seien die Anlagen A; mit ihren Kursfolgen Pi(n) (1=1,2,3). Fer-
ner seien die Folgen Q?Z)l} (k,1=1,2,3;k # 1) wie oben definiert. Dann
kann der fir drei risikobehaftete Anlagen optimale Offline-Algorithmus
OPT als kaskadenfiormiger Algorithmus KOPT dargestellt werden.

Beweis:

Der Algorithmus OPT ist zu jedem Zeitpunkt vollstindig in die Anlage
investiert, die innerhalb der ndchsten Handelsperiode den grofiten relati-
ven Gewinn erwirtschaftet.

Bei dem Algorithmus KOPT wird zunéchst die Strategie OPT auf die
Portfolios PF; und PF, angewandt. Auch hier ist die Algorithmus O PT
jeweils in die Anlage des Portfolios PF| resp. PF, investiert, die den
héchsten relativen Gewinn in der néichsten Handelsperiode erzielt. Eben-
so agiert die Strategie O PT innerhalb von KO PT bezogen auf das Port-
folio { PFy, PF,}.

Dies bedeutet, dass fiir drei Anlagen die Strategien KOPT und OPT
identisch sind.
O
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Nun koénnen wir die Kompetitivitdt des Online-Algorithmus K ETBO
gegeniiber der optimalen Offline-Strategie KOPT zeigen:

Theorem 4.5 (Kompetitivitidt des Algorithmus K ETBO)

Seien Ay, Ay und Az die betrachteten risikobehafteten Anlagen. Ferner
sei. KETBO der oben definierte kaskadenformige Online-Algorithmus,
KOPT bezeichne den optimalen Offline-Algorithmus.

Dann gilt fir die Kompetitivititsrate c,, des Online-Algorithmus K ET BO:

cn < )k2’3/2 '

(CH7Qu,{2,3}7QO,{2,3}

max{(c, )]““’2/2 k1’3/2}

sqQu,{1,2}590,{1,2} ? (Cn7Qu,{l,3}7QO,{l,3})

Beweis:

Der Algorithmus ET BO ist — angewandt auf das Portfolio bestehend aus
den Anlagen A, und As — mit der Kompetitivititsrate (cn,g, .00 0.5) %
kompetitiv zu OPT, d. h. die beiden Algorithmen ETBO und OPT in-
duzieren zu jedem Zeitpunkt unterschiedliche Anteile an den Portfolios
PF| und PF;.

Die Zusammensetzung der Portfolios PF; resp. PF, differiert je nach
Verwendung der Strategien EBT'O bzw. OPT). Die unterschiedlichen
Zusammensetzungen der Portfolios spiegeln sich in den Kompetitivitéits-

raten ( k12/2 resp. ( )k13/2 wider.

C”:Qu,{l,2}7‘]o,{l,2}) CnaQu,{l,S}aqo,{l,?’}

Damit gilt fiir die Kompetitivititsrate der Online-Strategie K E'T' BO:

k23/2
Cn S (Cn7Qu,{2,3}7QO,{2,3})

)k1,2/2,( k1,3/2}.

max{(c,

qu,{1,2}:90,{1,2} C”:Qu,{l,S}:Qo,{l,S})

O

4.3.2 Threat-basierte Algorithmen fiir m risikobe-
haftete Anlagen

Die Idee des kaskadenformigen Algorithmus aufgreifend, kann mittels Re-
kursion ein threat-basierter Algorithmus fiir m (m > 3) generiert werden.

So ist in der Abbildung 4.1 dargestellt, wie ein kaskadenférmiger Algo-
rithmus, der von einem Anlage-Universum von fiinf Anlagen ausgeht,
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| 9,2 | | 91,3 || It | | 91,4 | | A2 | | A3 || 91,2 | | ) |

Abbildung 4.1: Kaskadenférmiger Algorithmus (am Beispiel von fiinf An-
lagen)

generiert werden kann®.

Hinsichtlich der Kompetitivitit des vorgestellten Algorithmus gilt das
folgende Theorem:

Theorem 4.6 (Kompetitivitit des Algorithmus K ET BO)

Seien A; (1 < j < m) die risikobehafteten Anlagen und KETBO der
oben definierte kaskadenformige Online-Algorithmus, KOPT bezeichne
den optimalen Offline-Algorithmus. ¢y 9, m—o bezeichne die Kompetiti-
vitdtsrate des Online-Algorithmus KETBO, der auf ein Portfolio, das
aus den Anlagen Ay, Ay, ..., A,,_o besteht, aufsetzt'°.

Dann gilt fir die Kompetitivititsrate c,, des Online-Algorithmus K ET BO:

P
Cn S (CnaQu,{m—l,m}7QO,{m—1,m}) " m

max{

k

~2m-1/2,
(Cn7Qu,{m—2,m—1}7q0,{m—2,m—1}) " " maX{Cly2a---am_27 Cl)"-am_37m_1}7

km—2,m/2 |
(Cnaqy,,{mflm}7QO,{m72,m}) " " maX{CIaZV--:m*Z’Cl:---ymf?’:m}

}

Beweis:
Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis der Kompetitivitit des Algo-

9Die umrandeten Bereiche tauchen mehrfach innerhalb dieses Bindrbaumes auf,
miissen aber nur einmal berechnet werden.

10 Analog seien die Kompetitivitétsraten i 2. m—3,m-—1 etc. definiert.

.....
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rithmus fiir drei Anlagen. O

Der oben dargestellte Algorithmus bietet erstmals eine Ubertragung von
threat-basierten Algorithmen auf das allgemeine Portfolio-Optimierungs-
problem.

Es werden bei diesem Ansatz keine Annahmen an die statistischen Eigen-
schaften der zugrundeliegenden Anlagen bendétigt, allerdings findet eine
Einschrinkung der Kursverldufe auf Kursbédnder statt, deren Rinder a
priori nicht bekannt sind, und daher geschétzt werden miissen.

Die angegebenen Kompetitivitdtsraten gelten daher nur fiir den Fall,
dass sich die Kurse der Anlagen innerhalb der angegebenen Kursbédnder
bewegen.

4.3.2.1 Parallelisierung des Algorithmus K ETBO

Der vorgestellte Algorithmus K ET BO ist aufgrund seiner Konstruktion
einfach zu parallelisieren.

Im sequenziellen Fall miissen folgende Berechnungsschritte durchgefiihrt
werden:

e Zunichst muss die Zusammensetzung simtlicher Portfolios, die aus
zwei Anlagen bestehen, berechnet werden. Hierzu sind m-(m—1)/2
Schritte erforderlich. In jedem Schritt wird die Zusammensetzung
eines Portfolios aus zwei Anlagen vorgenommen.

e Anschlielend erfolgt die Verteilung des Vermogens auf die einzel-
nen Portfolios. Im sequenziellen Fall betrigt die Anzahl der Be-
rechnungsschritte 2™ 1.

Durch Parallelisierung kann eine Beschleunigung der Berechnung auf ein-
fache Weise erzielt werden:

e Die Zusammensetzung samtlicher Portfolios, die aus zwei Anlagen
bestehen, kann in einem Schritt parallel berechnet werden.

e Die anschliefende Verteilung des Vermogens auf die einzelnen Port-
folios kann in m — 1 Berechnungsschritten erfolgen®!.

(m — 1) entspricht der Anzahl der Ebenen im Bindrbaum.
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4.4 Universelle Algorithmen

Die in dem vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Verfahren zur Port-
folio-Optimierung bendtigen Annahmen {iber die Kursverldufe der sich
im Portfolio befindlichen Anlagen.

Wir werden in der Folge untersuchen, unter welchen Bedingungen ein
Wegfall der Restriktionen an die Kursverldufe der zugrunde liegenden
risikobehafteten Anlagen eine Generierung kompetitiver Algorithmen er-
moglicht.

Zunéchst soll gezeigt werden, dass ohne Annahmen an die Kursverldufe
der betrachteten Anlagen die Kompetitivitatsrate jedes Online-Algorith-
mus gegeniiber der optimalen Offline-Strategie exponentiell in der Anzahl
der Handelszeitpunkte n wichst. Daher miissen andere Benchmarks, wie
die z. B. von Cover betrachteten konstant rebalancierten Portfolios, fiir
die zu entwickelnden Online-Algorithmen in Betracht gezogen werden.

Der in dem vorigen Abschnitt entwickelte Algorithmus leistet erstmals
eine Ubertragung von Threat-basierten Algorithmen auf das allgemeine
Optimierungsproblem, allerdings ldsst sich zeigen, dass die Kompetiti-
vitatsrate jedes Online-Algorithmus gegeniiber der optimalen Offline-
Strategie exponentiell in n wichst.

Um zu zeigen, dass die optimale Offline-Strategie als Benchmark nicht
geeignet ist, bendtigen wir zunéchst die Ausgestaltung des Algorithmus
OPT:

Lemma 4.7 (Optimale Offline-Strategie)

Bezeichne X™ = (x4, ...,%,) eine Folge relativer Kursvektoren und m
die Anzahl der risikobehafteten Anlagen. Der relative Gewinn der opti-
malen Offline-Strategie OPT ist gegeben durch:

n

(n)y — .
Sn(OPT,X\") = 1] max i (4.5)

Beweis:
Sei ALG eine beliebige Strategie mit den Portfoliovektoren by, ..., b,.
Fiir den einperiodigen relativen Gewinn von ALG gilt:

m
b, ;x; : < max x; ;
E , bt = L Vi

j=1
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Daraus folgt direkt:

S.(ALG, X™) < S, (OPT,X™)
O

Dies bedeutet, dass die Strategie O PT zu jedem Zeitpunkt ¢ in die Anlage
das vollstindige Vermdgen investiert, deren relativer Gewinn innerhalb
der folgenden Handelsperiode maximal bzgl. des betrachteten Anlage-
Universums ist.

Man kann nun folgendes Theorem einfach ableiten:

Theorem 4.8
Bezeichne X™ = (xi,...,%,) eine Folge relativer Kursvektoren und m
die Anzahl der risikobehafteten Anlagen. Sei ONL eine beliebige Online-

Strategie mit den Portfoliovektoren by, ..., by,. Dann gilt fir die Kompe-
titivitdtsrate ¢,(ONL,OPT):

S,(OPT, X™)
co(ONL,OPT) = su ’
( ) xtoemn Su(ONL, X )

> m"

Beweis:

An dieser Stelle mochten wir wieder auf die im vorangegangenen Ka-
pitel beschriebenen Request-Answer-Games zuriickkommen. Der Offline-
Gegner OPT bestimmt bei diesem Spiel die Komponenten des relativen
Kursvektors zu jedem Handelszeitpunkt ¢ wie folgt:

1 bi,j S bi,k mit 1 S k S m
€XT: o =
" € : sonst mit €>0

Fiir b; ; gilt nach Konstruktion b; ; < 1/m. Daraus folgt fiir den relativen
Gewinn S, (ONL, X™):

S, (ONL,X™) < (i + = 16>

_ (1+ (m — 1)e>"

Damit ergibt sich bei € — 0 und mit S,(OPT,X™) = 1 fiir die Kompe-
titivitdtsrate ¢,(ONL, OPT):
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cn(ONL,OPT) > m"
]

Eine kompetitive Analyse mit der Benchmark optimale Offline-Investi-
tionsstrategie erscheint fiir die Bearbeitung der allgemeinen Fragestellung
nur bedingt sinnvoll.

Durch eine Einschrinkung der Menge aller Investitionsstrategien auf ei-
ne Untermenge soll daher versucht werden, eine Benchmark fiir Online-
Investitionsstrategien zu finden, die eine kompetitive Analyse ermoglicht.

Cover [28] schligt vor, das Universum der Investitionsstrategien auf die
Klasse der konstant rebalancierten Portfolios, die wir bereits im Kapitel
2 kennengelernt haben, einzuschridnken.

Hier ist insbesondere die Investitionsstrategie innerhalb dieser Klasse von
Strategien als Benchmark interessant, die den hochsten relativen Gewinn
erwirtschaftet. Diese Strategie besitzt den folgenden Portfoliovektor:

b* = argmax S, (b, X™)
€

Die Strategie, die durch den Portfoliovektor b* definiert ist, wird mit bes-
tes konstant rebalanciertes Portfolio BC RP bezeichnet. Das durch diese
Investitionsstrategie erwirtschaftete Kapital S, (BCRP, X (™) ist gegeben
durch:
S,(BCRP,X") = max Sn(b, X™)
€

= 5,(b*,X™)

Fiir die quantitative Analyse ist ferner die exponentielle Wachstumsrate
des Kapitals S, (b, X() von Bedeutung. Diese wird mit W, (BC RP, X(™)
bezeichnet:

Definition 4.1 (Exponentielle Wachstumsrate)

Sei X = (x1,...,%,) eine beliebige Folge relativer Kursvektoren. Fer-
ner bezeichne S,(ALG,X") den relativen Gewinn der Strategie ALG in-
nerhalb des Investitionszeitraums. Dann wird die exponentielle Wachs-
tumsrate wie folgt definiert:

Wo(ALG,X™) .= ! log S, (ALG,X™) (4.6)
n
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Aufbauend auf diesen Definitionen kann nun der fiir diese Arbeit zentrale
Begriff der universellen Algorithmen eingefiihrt werden:

Definition 4.2 (Universelle Algorithmen)

Sei X = (x1,...,X,) eine beliebige Folge relativer Kursvektoren. Be-
zeichne BCRP das optimale konstant rebalancierte Portfolio, ALG eine
Investitionsstrategie und W,(BCRP,X™) resp. W,(ALG,X™) deren
Wachstumsraten. Die Strategie ALG heifit universell bzw. log-optimal,
wenn deren exponentielle Wachstumsrate gegen die des BCRP konver-
giert, d. h. wenn gilt:

lim (W, (BORP,X™) — W, (ALG, X)) =0

Mit Hilfe der Kompetitivitéitsrate konnen ebenfalls universelle Algorith-
men charakterisiert werden. Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 4.9

Sei XM = (x1,...,X,) eine beliebige Folge relativer Kursvektoren. Fer-
ner sei ONL ein Online-Algorithmus zur Portfolio-Optimierung, BCRP
bezeichne das beste konstant rebalancierte Portfolio. ON L st ein univer-
seller Algorithmus, falls ONL ein polynomielle Kompetitivititsrate be-
Sitzt:

S,(BCRP,X™)
cn(ONL,BCRP) = su
( ) X(”)EI?RT Sp(ALG, X))

= 00 (4.7)

Beweis: Es gelten die Voraussetzungen aus 4.7. Dann folgt — mit einer
Konstante a — fiir beliebige Folgen von relativen Kursvektoren X(™:

S, (BCRP,X™)/S,(ALG,X™) <n®
& 1/n (log Sp(BCRP,X™) —1/nlog S,(ONL,X™)) < (1/n)alogn
& W, (BCRP,X™) — W, (ONL,X®) < (1/n)alogn

Damit gilt fiir n — oo:

lim W,(BCRP,X™) - W,(ONL,X™) =0

n—o0

Aufgrund von Definition 4.2 ist die Strategie ON L universell. O
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4.5 Universal Portfolios

Cover stellt in seinem Artikel eine Online-Strategie (by, ..., by) zur Port-
folio-Optimierung vor, die asymptotisch die gleiche exponentielle Wachs-
tumsrate wie das Benchmarkportfolio mit dem Portfoliovektor b* besitzt.

Diese Investitionsstrategie wird als Universal Portfolio bezeichnet und
ldsst sich wie folgt beschreiben:

1. Starte mit dem Portfoliovektor by

2. Berechne zu Beginn der (n+1)-ten Handelsperiode fiir alle konstant
rebalancierten Portfolios b das nach den ersten n Tagen erzielte
Kapital S, (b, X(™). Berechne daraus

fBbS (. X))

b, ;
T s Salb, X0 du(b)
wobei die Integration iiber die Menge der (m — 1) dimensionalen
Portfolios
B:{bEJRm:bjz(),ijzl}
7=1

erfolgt und p ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
Damit ergibt sich folgende Definition fiir das Universal Portfolio:

Definition 4.3 (Universal Portfolio)
Sei B C IR™ ' die Menge der mdéglichen Portfoliovektoren und p ein be-

liebiges Wahrscheinlichkeitsmap iiber B. Ferner sei X™ = (xq,%1, ..., X,)
eine beliebige Folge relativer Kursvektoren mit xo = (1,...,1). Die In-
vestitionsstrategie UP, ist eine Folge von Portfoliovektoren (by,...,b,),

fiir die gilt:

. fB bSl_l(b,X(Z*I))du(b)
C S (b, X0 D) du(b)

=1,....,n

Das auf diese Weise definierte Universal Portfolio ist damit von zwei
Parametern abhéngig. Einerseits bestimmt die Folge von relativen Kurs-
vektoren X den Portfoliovektor b;. Andererseits ist der Portfoliovektor
b; abhiingig von der Wahl der Maf)funktion p, die man als Gewichtungs-
funktion iiber dem Portfolioraum B interpretieren kann.
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Fiir das Startkapital So(b, X(?)) ergibt sich durch die Wahl von x:
So(b, X)) =1

Cover et al. [28, 31] konzentrieren sich im Wesentlichen neben Dirichlet-
verteilten auf uniform gewichtete Universal Portfolios:

Definition 4.4 (Uniform gewichtetes Universal Portfolio)
Sei u das durch die Gleichverteilung aller Portfolios tiber B induzierte
Maps, fir dessen Dichtefunktion p(b) dementsprechend gilt:

1

_ __—_vbeB.
Vo) 'PEb

p(b)

Der durch dieses Maf$ p induzierte Algorithmus wird uniform gewichtetes
Universal Portfolio UP,,; genannt.

Lemma 4.10
Sei UP,,; das uniform gewichtete Universal Portfolio. Ferner bezeichne
XM = (X0,X1,...,Xy,) eine beliebige Folge relativer Kursvektoren mit

xo = (1,...,1). Dann gilt fir den Portfoliovektor by:

s bS; (b, X(~D)db

bi - ; )
[+ Si1 (b, XG=D)db

1=1,...,mn.

Beweis:
Der Beweis folgt direkt aus 4.3 und 4.4. O

Lemma 4.11
Sei UP, = (by,...,by,) ein p-gewichtetes Universal Portfolio. Dann gilt
fiir den Startvektor by :

bi = [ bdu(b) = £, bl

Fiir symmetrische Maffunktionen gilt insbesondere:

1 1
b1: (-,...,-)
m m
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Beweis:
Mit Sp(b, X(™) = 1 und du(b) = p(b)db ergibt sich

Ji DSo(b, X(™)dja(b)
fB So(b, XM)dpu(b)

= [ bau(p)

_ /B bp(b)db

= E,[b]

b,

|

Da wir das Startkapital Sy(b, X(?)) mit 1 normiert haben, kann das fol-
gende Lemma direkt abgeleitet werden:

Lemma 4.12
Sei UP, = (by,...,b,) ein u-gewichtetes Universal Portfolio und X™
eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren. Dann gilt fiir den relati-

ven Gewinn S, (UP,, X™):
SuUPLX®) = [ 5,(b.X)du(b)
B

= B, [Sn(ba X(n))]

Beweis:

Su(UP,XM) = ] bix

fBbxz i-1(b, X V)dp(b)
H " Si1(b, XG-D)dp(b)

_ ﬁ IBIB )du(b)

Si-1( b Xt= 1)du(b)
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S Su (b, X)) dpu(b)
J So(b, X®)dyu(b)

= / Sn (b, X™)dpu(b)

Da p als ein Wahrscheinlichkeitsmaf} definiert ist, gilt:

PuS,0.X)] = [ 5,0.X)aufo)
B
= S,(UP,X™)
|

Das p-gewichtete Universal Portfolio besitzt einige interessante Eigen-
schaften, u. a. gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.13
Sei UP, ein p-gewichtetes Universal Portfolio und p ein symmetrisches

Wahrscheinlichkeitsmaf$ iber B. Dann entspricht der relative Gewinn
S, (UP,, X™) mindestens dem Value-Line-Index:

Sp(UP,, X™) > (H sn(ek,xw)l/m)
k=1

Beweis: Auf den Beweis dieses Lemmas, der [28, 33, 37] entnommen
werden kann, wird hier verzichtet. O

4.5.1 Kompetitive Analyse des Universal Portfolio

Wir wollen in diesem Abschnitt mit der Kompetitivitidt des Universal
Portfolios bzgl. des besten konstant rebalancierten Portfolios auf eine
wichtige Eigenschaft des Univeral Portfolios eingehen. Hierzu formulieren
wir das folgende Theorem:

Theorem 4.14
Sei UP,,; das uniform gewichtete Universal Portfolio und X™ eine belie-
bige Folge von relativen Kursvektoren. Ferner sei b* der Portfoliovektor
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des bezogen auf die Kursfolge X™) besten konstant rebalancierten Portfo-
lios. Dann gilt fir die Kompetitivitit des uniform gewichteten Universal
Portfolios:

S, (BCRP,X™)

<(n+1)™!

Beweis:
Die an dieser Stelle verwendete Beweisskizze ist analog zu [21].

Fiir den relativen Gewinn eines Portfolios b in einer Handelsperiode gilt
folgende Ungleichung:

bx > A(b) - b*x  mit A(b) = min{b;/b;} (4.8)
j
Also gilt fiir den relativen Gewinn S, (b, X(®):
Sp(b, X™) > \(b)"S, (b*, X™) (4.9)
Damit lisst sich S, (U Py,i, X™) abschitzen durch:
Sp(UP,ni, X™) > E [\(b)"] S, (b*, X™)) (4.10)

Wenn man A(b) als eine Zufallsvariable auffasst, kann man schreiben:

E[(Ab)"] = / Prob{(A(b))" > y}dy (4.11)

Um den Wert dieses Integrals zu bestimmen, bendtigt man die Menge
B aller Portfolios b mit A(b) > y'/" d. h. b lisst sich schreiben als
b = yl/n -b* + (1 o yl/n) b,

Das Verhiltnis des Volumens von B zu dem Volumen des Simplexes B
entspricht dann der gesuchten Wahrscheinlichkeit:

Prob{(A(b))" >y} > Vol(B)/Vol(B) > (1 — y*/™)™! (4.12)
Damit gilt fiir den Erwartungswert E [(A(b))"]:

E[(A\b)"] > / (1 — yH/mym=tdy (4.13)

1
= / N1 — 2Nz omit 2z =y (4.14)
0

nF(n)F(m)
['(n+m)

> (n+1)m (4.16)

(4.15)
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In Verbindung mit der Gleichung 4.10 folgt die Behauptung. a

Diesem Theorem schlieft sich direkt die asymptotische Log-Optimalitit
des uniform gewichteten Universal Portfolios an:

Lemma 4.15
Sei UP,,; das uniform gewichtete Universal Portfolio und X™ eine belie-
bige Folge von relativen Kursvektoren. Ferner sei b* der Portfoliovektor
des bezogen auf die Kursfolge X™ besten konstant rebalancierten Port-
folios. Dann ist der Algorithmus U P,,; asymptotisch log-optimal und es
qgilt:

lim (W, (b*,X™) — W, (UPypni, X)) =0

n—o0

Beweis:
Das Lemma ergibt sich direkt aus dem Theorem 4.14 und dem Lemma
4.9. O

Mit zusétzlichen Annahmen konnen noch bessere Kompetitivitatsraten
fiir das Universal Portfolio angegeben werden. Hierzu ist die Definition
einer aktiven Anlage erforderlich:

Definition 4.5 (Aktive Anlage)

Sei X = (X1,...,Xpn) eine beliebige Folge von Kursvektoren. Dann
heifit eine risikobehaftete Anlage k aktiv, wenn es einen universellen Al-
gorithmus'? mit Portfoliovektor b* gibt, so dass b}, > 0.

Mit dieser Definition lésst sich folgendes Theorem formulieren:

Theorem 4.16

Bezeichne X(®) = (X1, Xa2,...) eine unendlich lange Folge von relati-
ven Kursvektoren mit vollem Rang, so dass fir alle x; € [x,,x,]™ und
0 <z, <1z, < 00 gilt. Ferner seien alle m risikobehafteten Anlagen
aktiv und es existiere eine konvergente Folge by, b3, ... mit Grenzwert
b:, € B, so0 dass S;(bf,X®) = S;(b,X™) fir alle i = 1,2,... und
bso,; > 0 fir alle 1 < j <m.

Dann gilt:

k
Sn(b, X®) = N S,(b*, X™) |k = const. (4.17)
n

12hspw. das beste konstant rebalancierte Portfolio BCRP
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Beweis:
Der Beweis ist [56] zu entnehmen. O

Fiir den Fall von nur zwei Anlagen lésst sich folgendes Theorem for-
mulieren, dass aus der Kenntnis der vollstindigen Folge der relativen
Kursvektoren eine Ableitung ermdoglicht, ob eine Anlage aktiv ist:

Theorem 4.17
Gegeben sei B C IR? und eine Folge von relativen Kursvektoren X =
(X1,...,Xn). Die Anlagen Ay und Ay sind genau dann aktiv, wenn gilt:

n

min{l/nZi

i=1 b

i

2

n
1 T2
,1/n —1>1 4.18
/ ;:1 m} (4.18)

Beweis:
Wir betrachten zuniichst die exponentielle Wachstumsrate W, (b, X(™):

1 n
Wa(b, X™) = —3 Jlog(b-x;)
i=1

1 n
= - Zlog(bl xii+ (1 —=b1) - x55)
i=1

Fiir den Portfoliovektor b* des BCRP gilt:

b* = argmax W, (b, X™)

Zuniichst werden wir zeigen, dass die Funktion W, (b, X(™) konkav ist.
Hierzu bilden wir ihre 2. Ableitung:

82Wn(b7X(n)) _ lii i1t — Ti2
86% n i1 8[)1 bl TN + (1 — bl) “Ti2

n 2
_ 1 Z ( Til — Tio )
n i1 b1 * T + (1 - bl) *Ti2

Da W/ (b, X(™) < 0 und damit W, (b, X(™) konkav ist, bleibt, um nach-
zuweisen, dass das Maximum der Funktion im Innern von B liegt, nur
noch zu zeigen, dass die 1. Ableitung von W, (b, X)) an der Stelle b; = 0
positiv und an der Stelle b = 1 negativ ist.
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Es gilt einerseits:

OW,, (b, X(™)
ob,

n

_ 1 Z Ti1 — Ti2
by

by =0 n i1 c T + (1 — bl) “Ti2 by =0

n

1 Z Til — Tip
n T2

=1

Ferner gilt:

oW, (b, X))
ob,

1 Z Til — Tio
b =1 n i1 b1 * T + (1 - bl) *Ti2 by=1

n
_ 1 Z Ti1l — Ti2
n Ti1

i=1 ?

O

Das Ergebnis dieses Theorems deutet darauf hin, dass mit Hilfe von Zu-
satzinformationen'® bzgl. des Aktivitiitsniveaus eine bessere Kompetiti-
vitdtsrate erreicht werden kann.

4.5.2 Implementierung des Universal Portfolio

Die Berechnung der Portfoliovektoren b; des Universal Portfolios U P ist
insbesondere bei Portfolios, die auf ein grofleres Anlageuniversum zuriick-
greifen, nicht unproblematisch'.

Die Schwierigkeit liegt in der Bestimmung des gewichteten Mittels, da
zu dessen Berechnung ein (m — 1)-dimensionales Integral ausgewertet
werden muss:

. fB bSZ’_l(b, X(Zil))db

b; _
[14Si1(b, XE1)db

13Zusatzinformationen werden in dem folgenden Kapitel behandelt.
14In der Folge soll ausschlieBlich das uniform gewichtete Portfolio U P,,,; betrachtet
werden.
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_ Jsb [T, b - x4db
Js 2_:11 b - xydb

Die Berechnung der Portfoliovektoren b; erfordert somit Lebegue-Inte-
grationen multivariater Polynome iiber dem (m — 1)-dimensionalen Sim-
plex B.

Wir wollen in der Folge neben der von Cover und Ordentlich [31] vor-
geschlagenen rekursiven Berechnung der Portfoliovektoren b; Approxi-
mationsverfahren aufzeigen, die eine deutlich geringere Zeitkomplexitit
besitzen.

4.5.2.1 Rekursiver Ansatz

Um eine rekursive Berechnung der Portfoliovektoren b; zu erméglichen,
ist es zunéchst erforderlich, das Universal Portfolio als einen sogenannten
extremen Misch-Algorithmus darzustellen. Ausgehend von dieser Darstel-
lungsweise werden wir dann eine rekursive Berechnungsmethode skizzie-
ren [31, 80, 37].

Hierzu wird zunéchst ein extremaler Algorithmus — eine Investitionsstra-

tegie, die zu jedem Zeitpunkt ¢ das komplette Vermogen in eine Anlage
J; investiert — definiert:

Definition 4.6 (Extremaler Algorithmus)
Sei m die Anzahl der betrachteten Anlagen und X™ eine beliebige Folge
relativer Kursvektoren. Ferner sei j™ = (ji,...,7,) € {1,...,m}", e,
bezeichne den m-dimensionalen Einheitsvektor mit ey = 1.
Ein extremaler Algorithmus EXT;w) ist definiert als

EXTim = (€5, .., ¢€5,) (4.19)

Fiir den relativen Gewinn ergibt sich dementsprechend:
Sn(EX Ty, X™) =[] #is, (4.20)
i=1

Ein extremaler Misch-Algorithmus entsteht aus der Kombination von un-
terschiedlich gewichteten extremalen Algorithmen:
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Deﬁnition 4.7 (Extremaler Misch-Algorithmus)
Sei XM eine beliebige Folge relativer Kursvektoren, EXTjx) bezeichne

einen extremalen Algorithmus. Ferner bezeichne w(5™) das Gewicht der
Strategie EXT;w mit:

e 0<w(iM) <1

® > im w(i™) =1
Ein extremaler Misch-Algorithmus MI1X,, = (b{WX, o 7b7]¥HX) ist defi-
niert durch:
> i €5:Si 1 (EX Tjmn, XOD) - ()
Zj(n) Si 1((EXTji-v, X (=1 - qp(5(m)

pMIX

(4.21)

Fiir den relativen Gewinn gilt:

Sp(MIX,, XM) = 3" 8, (EX Ty, XM) - w(j™)  (4.22)

](n)
= > (H) cw(j™) (4.23)
]‘(n) =1

An dieser Stelle kénnen wir einen Zusammenhang zwischen extremalen
Misch-Algorithmen und dem Universal Portfolio feststellen:

Lemma 4.18
Das Universal Portfolio ldsst sich als extremaler Misch-Algorithmus dar-

stellen. Mit .
= / []v;.db
B -1

entspricht die Strategie M1X,, dem Universal Portfolio UP.

Beweis:
Um dieses Lemma zu beweisen, betrachten wir den relativen Gewinn des
Universal Portfolios:

5,UPX") = [ 5,(b,X")
B
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= /ﬁib]xz,]db
B

=1 j=1

= / Zﬁb]le,]zdb
B

j(n) i=1

= Z/ - bjixi,jidb
Bi=1

j(m) )

= Zﬁx%h/bﬂzdb

jn) i=1 B

= > [#w(™)
j(n) i=1

= S, (MIX,,X™)

O

Durch Umgruppierung kann nun erreicht werden, dass sich die Portfolio-
vektoren b; durch eine Rekursionsformel berechnen lassen:

SoUP,XM) = N Xo(ln,. oo L)Wl L) (4.24)
li+...Hm=n

= > Q) (4.25)
li+...Hm=n

wobei X, (l1,..., L) und W,,(ly,...,1,) wie folgt definiert sind:

Xo(ly, .o lm) = > :ﬁ%, (4.26)

FMei(M iy, (i(M)=1y 1<k<my =1
g (50))e={izj; =k,1<i<n}|

Wa(ly,. . ly) = /Hbﬁ.idb (4.27)
B =1
Es gilt:

1 l;+1
bn.j = e Qua(ly, ... L) (4.28
J S‘n_l(UP,X(n—U)hJr ;:n_ln+m_1Q 14 ) ( )
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1. Initialisierung
1:=1
Q0(0,...,0):=1
by :=(1/m,...,1/m)

2. Firallely,...,1, >0 mit 37", I; = i berechne:
Qi(lla"'alm)l =
Z;n:l ZEiJ' HmﬁQi—l(ll’ e ,lj_l,lj — l,l]’+1, cey lm)

3.i=1+1

4. Fiir alle 7 = 1 bis m berechne:
_ 1 l;+1 .
bi,j — Si_l(UP7x(i—1)) le-l,-___-l,-lm:i—l Z’+Jm_1 Ql—l(l17 .. alm)

5. Falls ¢ < n, gehe nach 2.

Abbildung 4.2: Algorithmus zur rekursiven Berechnung des U P

Damit ergibt sich folgende Rekursionsformel:

m

l.
Qully, .y lp) = ;xn,jm—%_l%(zl, Y P P I PR

(4.29)
Aus den Gleichungen (4.28) und (4.29) lisst sich dann ein Algorithmus

(s. Abbildung 4.2) zur Berechnung des Universal Portfolios ableiten.

Lemma 4.19 (Zeitkomplexitéit des rekursiven Algorithmus)

Der oben dargestellte rekursive Algorithmus zur Berechnung des Univer-
sal Portfolios (s. Abbildung 4.2) besitzt eine Zeitkomplexitit von O(n™).

Beweis:
Die Anzahl der Rechenoperationen fiir den zweiten und vierten Schritt

des Algorithmus wird im Wesentlichen bestimmt von der Kardinalitit K
der Menge {(l1,...,lm) : iy oyl > 0, D700 1 = i}

+m—1
K:(ZJFW )g(iﬂ)m—l
7

Bei n Handelsperioden ergibt sich daher eine Zeitkomplexitit von O(n™).
]
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4.5.2.2 Quantisierung

Da die exakte Bestimmung insbesondere gréflerer Portfolios zu lange dau-
ert, bieten sich Approximationsverfahren an.

Dieses Verfahren beruht auf der Annidherung des Integrals einer Funk-
tion durch die Auswertung dieser Funktion an Punkten eines Gitters Gy,
wobei 1/d den Abstand zweier Gitterpunkte bezeichnet:

Ga={(b1,-. .\ bp) by, by € {1/d:0<T<d}AD by =1}
j=1

Mit dieser Idee ergibt sich folgendes Verfahren:
Definition 4.8 (Approximation des UP durch Quantisierung)

Sei X eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren, ferner bezeichne
Gy ein Gitter innerhalb des Simplex B:

Ga={(br,-. .\ bp) by, by € {1/d:0<T<d}AD by =1}
7=1

Dann gilt fiir die Portfoliovektoren b; des Approximationsalgorithmus
UPQuant(d) : )
 Ybeq, PSimi(b,X07)

T ZbeGd Sifl(b’ X(i_l))

Man kann folgendes Lemma formulieren:

Lemma 4.20

Sei XM eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren. Ferner bezeichne
UP das Universal Portfolio und UPgyani(q) das oben beschriebene Ver-
fahren zur Approximation des Universal Portfolios. Dann gilt:

lim S, (U Pguant(a): XMy =g, (UP,X™M) (4.30)
—00

Beweis:

Der Beweis folgt direkt aus der Definition 4.8. a

Die Kardinalitdt der Menge G4 bestimmt die Zeitkomplexitéit des Algo-
rithmus 4.3. Es gilt:
t+m—1
i - ()

< (i+1)mt.

Die Zeitkomplexitit des gesamten Algorithmus liegt daher in O(nm d™1).
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1. Initialisierung
1:=1
Fiir alle b € G definiere S(b, X)) := 1

2beay bS;_1(b, X" 1)

2. Berechne b; = Svea, Si1(BXT 1)

3. Setze fiir alle b € Gy4: S(b,X®) = S(b, X)) . bx;
4. i:=i+1

5. Falls ¢ < n, gehe nach 2.

Abbildung 4.3: Algorithmus zur Berechnung des U P durch Quantisierung

4.5.2.3 Monte-Carlo-Verfahren
Definition 4.9 (Approximation des UP durch MC-Simulation)

Sei XM eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren. Ferner seien
bMC .. bNC unabhingig voneinander gleichverteilte zufillige Portfolio-
vektoren. Dann gilt fiir die Portfoliovektoren b; des Approrimationsalgo-
rithmus UPyro(ny:

L S NBYS (b, X )
T NS (b X)

Lemma 4.21

Sei XM eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren. Ferner bezeichne
UP das Universal Portfolio und UPyc(ny das oben beschriebene Verfah-
ren zur Approximation des Universal Portfolios. Dann gilt:

Prob { Tim S,(UParogn), X)) = S,(UP, X<”>)} —1 (4.31)
— 00

Beweis:
Der Beweis ergibt sich direkt aus der Definition 4.9 und dem Gesetz der
groflen Zahlen. a
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1. Initialisierung
1:=1
Setze S(bM¢ X)) :=1firk=1,...,N

2. Generiere N zufillig verteilte Portfoliovektoren
pMC | pMC

3. Berechne b; = ket P Sia (B0 XC71)
2 ZkN:1 Si,1(bko,X“_1))

4. Setze fiir alle k = 1,...,N: S(bMC X®) =
S(bMC X)) .pMCx,;

5. 1:=1+1

6. Falls ¢ < n, gehe nach 3.

Abbildung 4.4: Algorithmus zur Berechnung des U P durch MC-Verfahren

Man erhélt fiir dieses Approximationsverfahren (s. Abbildung 4.4) eine
Konvergenzgeschwindigkeit von O(1//n).

Bei Verwendung von — analog konstruierten — Quasi-Monte-Carlo-Ver-
fahren zur Approximation des Universal Portfolios kann die Konver-
genzgeschwindigkeit, die in O((logn)™/n) liegt, insbesondere fiir kleinere
Portfolios erh6ht werden [86, 72].

4.5.2.4 Numerische Integrationsverfahren

Eine weitere Moglichkeit der Approximation des Universal Portfolios be-
steht in der Verwendung von numerischen Integrationsverfahren. Man
kann das (m — 1)-dimensionale Integral annihern, indem man den In-
tegranden an Stiitzstellen auswertet und eine gewichtete Summe bildet
133, 37].

So benoétigt die folgende Integrationsformel fiir multivariate Funktionen
iiber dem (m —1)-dimensionalen Simplex [95] nur m + 1 Stiitzstellen, um
das Universal Portfolio anzunéhern:
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p1= (r,r,...,r,r)

VA
~—

P2 = (8787"'787

Pm+1 = (8787"'787t)
mit
1 1 ; 3
r = —- S = ——m = —
m+3’ m+5"’ m+5
Die Gewichtung dieser Stiitzstellen erfolgt mit:
9 2 3 3
Cl:_w , = (m+) V(ZSkSm),
4(m + 2) 4(m+1)(m + 2)

wobei mit V' das Volumen des Portfolioraums B bezeichnet wird.

Um die Integrationsformel anwenden zu kénnen, miissen wir die Stiitz-
stellen p; in Portfoliovektoren b transformieren:

byl =piy (1<j<m—1)
m—1
bim =1-> 0" Pij

Hiermit ergibt sich folgende Approximationsformel fiir die Portfoliovek-
toren b;:

LS ab) S (b X))
S S ), X6 )

und damit der in der Abbildung 4.5 beschriebene Algorithmus.
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1. Initialisierung
Bestimme die Stiitzstellen p; und deren Gewichtung ¢;
1:=1
Setze S(by, X)) :=1firk=1,...,N

2. Transformiere die Stiitzstellen in N Portfoliovektoren

NI NI
bi'',...,by
XA aby TS (b XY
3. Berechne b; = T S (b, XGD)
4. Setze fiir alle ¥ = 1,...,N: S(bIIgVI7X(i)) =

S(bYT,X0) b1,
5. 4:=1+1

6. Falls ¢ < n, gehe nach 3.

Abbildung 4.5: Algorithmus zur Berechnung des UP durch numerische
Approximation

4.6 Online-Lernalgorithmen

4.6.1 Einfiihrung

Neben dem oben beschriebenen Ansatz von Cover existieren weitere An-
sétze fiir die Generierung log-optimaler Investitionsstrategien, deren Ur-
sprung in der Computational Learning Theory liegt [77].

In dem folgenden Abschnitt soll das Konzept der Vorhersage durch Ex-
perten vorgestellt werden. Dieses Konzept kann durch einige Modifika-
tionen auf das Problem der Online-Portfolio-Optimierung iibertragen
werden [20].

In der Folge soll ein Algorithmus als lernend bezeichnet werden, wenn er
aufbauend auf eine zuriickgekoppelte Bewertung seiner Entscheidungen
beziiglich einer Aufgabe(-nklasse) diese Entscheidungen in die Richtung
einer besseren Bewertung dndert und damit verbessert.

Prinzipiell kann sich damit ein Online-Lernalgorithmus auf diese Weise
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beschreiben lassen:

i) Zu dem Zeitpunkt i = 1 erhélt der Online-Lernalgorithmus eine
Information I;'® und trifft, basierend auf dieser Information I; eine
Entscheidung E,'6.

ii) Nachdem der Algorithmus die Entscheidung F; getroffen hat, wird
ihm die optimale Entscheidung E} bekannt gegeben.

iii) Zu den Zeitpunkten i = 2,...,n erhilt der Online-Lernalgorithmus
wiederum jeweils eine Information I; und trifft basierend auf den
dann vorhandenen Informationen Ii,...,I; und den bereits be-
kannten optimalen Entscheidungen E7, ..., E} , eine neue Entschei-
dung E;.'7

Formal ldsst sich dementsprechend ein Online-Lernalgorithmus wie folgt
definieren:

Definition 4.10 (Online-Lernalgorithmus)
Gegeben sei eine Folge von Informationen (I, ..., I,) und eine Folge von
optimalen Entscheidungen (EY, ..., EY).

Ein Online-Lernalgorithmus OLG ist eine Abbildung, die ausgehend von
der Folge (I, EY, ..., I;_1, E |, I;) eine neue Entscheidung trifft:

Ei - OLG(Il, ET, e ;Ii—laE;(_laIi)

Ein einfacher Algorithmus, der nach dem oben skizzierten Prinzip ar-
beitet und sich einer Menge von Experten bedient, ist der sogenannte
Weighted-Majority-Algorithmus [71], der in seiner Grundversion fiir die
Ergebnismenge {0,1} (s. auch Abbildung 4.6) wie folgt funktioniert:

Der Weighted-Majority-Algorithmus liefert eine Vorhersage, die auf
den gewichteten Vorhersagen einer Anzahl von Experten beruht.
Nach Kenntnis der korrekten Antwort wird eine Halbierung der
Gewichte der Experten vorgenommen, die eine falsche Vorhersage
gemacht haben.

Fiir den Weighted-Majority-Algorithmus ldsst sich folgendes Theorem
formulieren [20]:

I5Diese Information wird im Bereich des Maschinellen Lernens auch mit Beispiel
bezeichnet.

16Beim Maschinellen Lernen spricht man auch von Schitzung.

'"Die bisherigen Entscheidungen des Online-Lernalgorithmus kénnen ebenfalls als
Grundlage spéterer Entscheidungen dienen. Sie lassen sich allerdings aus den bereits
vorhandenen Informationen und optimalen Entscheidungen herleiten.
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1. Initialisierung der Gewichtungen der Experten:
wy =1lLwe :=1,...,wy :=1

2. Erhalt des Problems
3. Bestimme die Vorhersagen der N Experten

4. Berechne die Vorhersage des Algorithmus durch:

s = { Lo falls Zi:si=1 w; Z Zi:sizo w;

0 : : sonst

5. Erhalt der richtigen Antwort a
6. Fiir alle Experten @ mit s; # a : w; = w;/2

7. Gehe nach 2.

Abbildung 4.6: Weighted-Majority-Algorithmus

Theorem 4.22

Gegeben sei eine Aufgabe, fir die mit {0,1} zwei mdgliche Lésungen
existieren. Bezeichne N die Anzahl der Experten, W = N bezeichne das
anfingliche Gesamtgewicht der FExperten. Ferner bezeichne M die An-
zahl der Fehler des Weighted-Majority-Algorithmus und m die Anzahl
der Fehler des besten Experten. Dann gilt die folgende Beziehung:

(m +1g N) (4.32)

1
M= @)

Beweis:

Falls der Algorithmus eine falsche Vorhersage gemacht hat, bedeutet
dies, dass mindestens die Hélfte der gewichteten Experten ebenfalls eine
falsche Vorhersage gemacht haben. Dies bedeutet im néichsten Schritt ei-
ne Reduktion des Gesamtgewichts W um einen Faktor von 1/4.

Falls der Algorithmus M Fehler gemacht hat, gilt fiir das Gesamtgewicht
der Experten W:
W < N(3/4)M (4.33)
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Falls der beste Experte m falsche Vorhersagen gemacht hat, ist das
Gewicht dieses Experten auf (1/2)™ geschrumpft. Damit gilt:

W > (1/2)™ (4.34)

Aus den Gleichungen 4.33 und 4.34 kann die folgende Gleichung abgelei-
tet werden:

(12" < N@E/HY

= M

1
< Tgtaz "N

O

Um das Problem der Portfolio-Optimierung angehen zu kénnen, muss
die Menge {0, 1} der moglichen Schitzwerte der Experten o. B. d. A. auf
das Intervall [0, 1] erweitert werden.

In diesem Fall muss eine sogenannte Verlustfunktion spezifiziert werden,
welche die Giite der Online-Lernalgorithmen bzw. der einzelnen Experten
misst:

Definition 4.11 (Verlustfunktion)

Gegeben sei eine Folge von Informationen (I, ..., I,) und eine Folge von
optimalen Entscheidungen (EY, ..., E"). Seien ferner F;, i =1,...,n die
Entscheidungen eines Online-Lernalgorithmus OLG.

Die Verlustfunktion L;(Ef, E;) ist dann definiert als Abstand der optima-
len Entscheidung E; zu der von dem Online-Lernalgorithmus getroffenen
Entscheidung E; mit den folgenden Figenschaften:

o Li(Ef,E)=0 YV E: E;mitEf =F;

4.6.2 Aggregierende Algorithmen zur Online-Port-
folio-Optimierung
Vovk und Watkins [105] haben auf Basis des oben skizzierten Weighted-

Majority-Algorithmus einen Algorithmus zur Online-Portfolio-Optimie-
rung entwickelt.
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Der Ansatz verwendet einen stetigen Expertenpool, wobei jeder Experte
einem Portfoliovektor b, d. h. einem konstant rebalancierten Portfolio,
entspricht!®.

Die Verlustfunktion L;(b*,b), die den Anteil der jeweiligen Experten-
meinung an der vom Algorithmus zu treffenden Entscheidung steuert, ist
definiert durch:

L;(b*,b) = In(b* - x;) — In(b - x;) (4.35)

Um eine Ubersteuerung zu vermeiden, kann die Adaptation der Exper-
tenmeinungen mit einer gewissen Dampfung erfolgen. Hierzu verwenden
Vovk und Watkins [105] bei diesem Ansatz eine Lernrate n € [0, 1], mit
deren Hilfe die Geschwindigkeit gesteuert wird, mit welcher der Online-
Algorithmus gegen das zu lernende Element b* der Vergleichsklasse der
konstant rebalancierten Portfolios konvergiert.

Die Gewichtsfunktion ergibt sich mit 3 = e~ aus:

Py(db) = pgL®"P) . p_(db) Y1<i<n (4.36)

Mit den obigen Definitionen lassen sich aggregierende Algorithmen [104,
105] als Strategie zur Portfolio-Optimierung einsetzen:

Definition 4.12 (Aggregierender Algorithmus)
Sei B C IR™ ' die Menge der mdéglichen Portfoliovektoren und X =
(x1,...,Xy,) eine beliebige Folge relativer Kursvektoren. Die Investitions-
strategie AA, p, ist eine Folge von Portfoliovektoren (by,...,b,), fir die
qgilt:
_ JsPITy 87 P Py (db)

Js oy B2 Py (db)

3

Eine mogliche Implementierung des Aggregierenden Algorithmus ist in
Abbildung 4.7 dargestellt.

Beziiglich der Kompetitivitit des Aggregierenden Algorithmus kann fol-
gendes Theorem formuliert werden:

130. B. d. A. soll im Folgenden jeweils das Maximum der relativen Kurse auf 1
normiert werden.
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1. Initialisierung
1:=1

2. Generiere N zufillig verteilte Portfoliovektoren
BMC | pMC

3. Berechne b; = ==L % k=1 *( e )
j=1 11x—1 BLk(b*,b})

4. 1:=1+1

5. Falls ¢ < n, gehe nach 3.

Abbildung 4.7: Aggregierender Algorithmus (uniforme Verteilung)

Theorem 4.23

Sei AA, p, ein Aggregierender Algorithmus mit Lernrate n und X™ eine
beliebige Folge von relativen Kursvektoren. Ferner sei b* der Portfolio-
vektor des bezogen auf die Kursfolge X™ besten konstant rebalancierten
Portfolios. Dann ist der Aggregierende Algorithmus universell und es gilt
fiir dessen exponentielle Wachstumsrate Wn(AAn,pO,X(”)) folgende Un-
gleichung:

1 /m-1
(n)y _ )y <« —
W, (BCRP,X'™) Wn(AAn,pO,X ) < - <21n277 lnn+k(77,m)> ,

wobei k(n,m) eine Konstante in Abhdngigkeit von n und m ist.

Beweis:
Auf den Beweis, den man in [105] findet, wird an dieser Stelle verzichtet.
]

Damit ist gezeigt, dass der Aggregierende Algorithmus log-optimal ist.

4.6.3 Gradienten-basierte Ansitze
4.6.3.1 Einfiihrung

Helmbold et al. [52] haben ein Verfahren entwickelt, das ebenso wie das
Verfahren von Vovk auf den Weigthed-Majority-Algorithmus zuriickgeht,
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sich allerdings nicht direkt an dem besten konstant rebalancierten Port-
folio orientiert.

Das Verfahren versucht eine Approximation an das BCRP, indem eine
Optimierung des Portfolios bzgl. des letzten Kursvektors unter Beriick-
sichtigung der Distanz zu dem vorigen Portfoliovektor vorgenommen
wird.

Uber die Beriicksichtigung des Abstands zum letzten Portfoliovektor wird,
wenn man dieses Argument rekursiv anwendet, auch bei diesem Verfah-
ren die komplette Kurshistorie der sich im Portfolio befindlichen Wert-
papiere in die Berechnung des aktuellen Portfoliovektors einbezogen. Die
Relevanz der Kurshistorien kann durch einen Lernparameter gesteuert
werden.

Der Portfoliovektor b; soll zwei unterschiedliche Bedingungen erfiillen:

e b;.; soll nicht stark von dem vorherigen Portfoliovektor b; abwei-
chen.

e b, soll, den relativen Kursvektor x; vorausgesetzt, einen moglichst
hohen Ertrag erzielen.

Aus diesen Bedingungen heraus ldsst sich ein Online-Lernalgorithmus
generieren, der wie folgt definiert ist:

Definition 4.13 (Strategie von Helmbold et al.)
Sei B C IR™" die Menge der mdglichen Portfoliovektoren und X =
(x1,...,X,) eine beliebige Folge relativer Kursvektoren. Die Investitions-
strategie MU, ist eine Folge von Portfoliovektoren (by,...,by), fir die
qgilt:

bii1 = ar%renBaxnlog(b -x3) — D(b, b;) (4.37)

Man kann diese Strategie aus dem im vorherigen Abschnitt skizzierten
Konzept des Online-Lernens ableiten.

Hierbei betrachten wir die folgende Funktion:

Ki(bit1) =nLiy1(b*, biy1) + D(b, by) | (4.38)
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wobei die Funktion L;,1(b*, b;,;) eine Verlustfunktion und D(b, b;) eine
Abstandsfunktion darstellt.

Mit der Verlustfunktion L;,1(b* b;i1) = log(b* - x;) — log(b;11 - x;), die
in analoger Weise auch fiir die Aggregierenden Algorithmen verwendet
wurde, erhdlt man:

Ki(biy1) = n (log(b* - x;) — log(b;y1 - xi)) + D(b, b;) (4.39)
Fiir den Portfoliovektor der Online-Strategie gilt damit:

b1 = ar%gllgin K;(b)
= arggllgin (—nlog(bis1 - xi) + D(b, by))
= argmax (nlog(bit1 - xi) — D(b, by)) (4.40)

Um das Maximierungsproblem in eine geschlossene Form fiir ein Update
des Portfoliovektors b; zu iiberfiihren, kann die Funktion

KQ(bi+1) = 7’]10g(bi+1 . Xi) — D(b, bl) (441)
in eine Taylor-Reihe um den Punkt b; entwickelt werden:

(biy1 — bi)x;

b;x; + ) — D(b,b;) (4.42)

Ky(biy1) =1 <10g(bi -xi) +
Durch eine Taylor-Approximation erster Ordnung von Ky (b, ;) erhalten
wir die folgende Funktion:

(bir1 = bi)x;

Ky(bis1) =1 (log(bi i) ) —D(b,b)  (4.43)

Die Nebenbedingung

Z bi,j =1
j=1

kann durch Einfiihrung eines Lagrange-Multiplikators beriicksichtigt wer-
den, d. h.:

Ky(bis1) = ’7<10g(bi'Xi)+M>

b;x;

_D(bi-l—l) bl) + Yy <Z bi-l—l,j — 1) (444)
7=1
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4.6.3.2 Verwendung der relativen Entropie als Abstandsfunk-
tion

Im folgenden Abschnitt soll mit der relativen Entropie eine mogliche Ab-
standsfunktion vorgestellt und motiviert werden.

Die relative Entropie oder Kullback-Leibler-Divergenz [67, 61] ist ein
Maf fiir den Unterschied zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen P und
@ iiber den gleichen Zufallsvariablen und ist wie folgt definiert:
Definition 4.14 (Relative Entropie)

Seien Ei, Fs, ..., E, die mdglichen FErgebnisse eines Versuchs und be-
zeichnen pi,pa,...,p, die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten ihres Auftre-

tens. Seien q1, qo, - . ., qn Schdtzer der Wahrscheinlichkeiten pi, pa, ..., pp.

Die relative Entropie ist dann wie folgt definiert:

- qi
Erelativ(pla s Pnsqiy e, Qn) = Z q; IOg p_ (445)

Es wird zudem vereinbart, dass 0log0 = 0 und ¢;log(q;/0) = oo gelte.
Es gilt das folgende fiir uns wichtige Theorem [50]:

Theorem 4.24

Seien Ei, Fs, ..., E, die mdglichen FErgebnisse eines Versuchs und be-
zeichnen py,pa, ..., pn die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten ihres Auftre-

tens. Seien q1, qo, . . ., qn Schitzer der Wahrscheinlichkeiten py,pa, ..., pp.

Dann gilt fir die relative Entropie Ereiativ(D1y- -+ Prs @iy -+ -+ qn):

Erelati'u(pla'"7pn7QI7"'7qn) Z 0 ) (446)

wobei die Gleichheit genau dann existiert, wenn fiir alle i gilt p; = q;.

Beweis:
Es gilt logx < x — 1, wobei die Gleichheit nur fiir z = 1 existiert.

Daher gilt fiir die relative Entropie:

Erelativ(pla"'7pn7QI7"'7QTL Zqzlog_
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= _ZQZlOg_
~ (pi_
Zqz(@ 1)

i=1 v

n n
= Z%‘ - Zpi =0
i=1 i=1

v

O

Durch Verwendung der relativen Entropie erhélt man fiir das Problem
der Online-Portfolio-Optimierung folgende Abstandsfunktion:

bis1,b Z biyy;log Z* L (4.47)

Damit ergibt sich fiir Ky (b;1):

. b; .
Ka(bii1) =1 (log(bi'xi) +(“—> Zblﬂjlog LI (4.48)

Durch Bildung der ersten Ableitung und anschlielendes Nullsetzen erhélt
man fiir die Komponenten des Portfoliovektors b;,:

bi,j exp (77.?;)
. (4.49)
> ket iy €xp (%Sﬁ)

Damit ergibt sich die folgende Definition:

bi-l—l,j =

Definition 4.15 (Algorithmus mit multiplikativem Update)

Sei B C IR™" die Menge der mdglichen Portfoliovektoren und X =
(x1,...,X,) eine beliebige Folge relativer Kursvektoren. Die Investitions-
strategie AA, p, ist eine Folge von Portfoliovektoren (by, ..., by,), fir die
qgilt:

bi,j exp (77%)

m o xi,]‘
Zk:l bZ;] exp (nbixi

biy1; =

)

Fiir diese Strategie ldsst sich zeigen, dass sie kompetitiv zu dem besten
konstant rebalancierten Portfolio ist und die gleiche Wachstumsrate wie
das BCRP besitzt:
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1. Initialisierung:
Bestimme n > 0
1:=1
by =(1/m,...,1/m)

2. Berechne fiir j = 1 bis m:

*i,j

bi,j exp (77 B )
i

¥ )
%4

bit1,j =

=

Sy bi exp (15

3.i:=1+1

4. Falls ¢ < n, gehe nach 2.

Abbildung 4.8: Algorithmus mit multiplikativem Update (relative Entro-
pie)

Theorem 4.25

Sei X = (x,...,x,) eine Folge relativer Kursvektoren, fiir die jeweils
gelte max; x;; = 1 und x;; > r > 0. Ferner sei MU, = (by,...,b,)
das oben beschriebene Verfahren von Helmbold et al. mit n = 2 -1 -

V2-logm/n, by = (1/m,...,1/m) und der relativen Entropie als Ab-
standsfunktion. Weiterhin bezeichne b* den Portfoliovektor des bezogen
auf X™ besten konstant rebalancierten Portfolios.

Dann gilt fir die logarithmische Wachstumsrate W, (MU,, X(”)) folgende
Ungleichung:

1 /1
W,(BCRP,X™) — W, (MU,, X™) < = ;gm (4.50)
r ‘n
Beweis:
Auf den Beweis, den man beispielsweise in [90] findet, wird an dieser
Stelle verzichtet. O

Um zu zeigen, dass diese Strategie — ohne Einschrinkungen hinsichtlich
der Kursvektoren und auch der Lernrate 1 — universell ist, ist allerdings
erforderlich, dass der Algorithmus in Stufen arbeitet, wobei zu Beginn
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jeder Stufe der Portfoliovektor neu mit dem uniformen Portfoliovektor
b = (1/m,...,1/m) initialisiert wird. Bei dem Beweis auf Universalitt
der vorgestellten Strategie sei auf [52, 90] verwiesen.

Der vorgestellte Ansatz ist insbesondere vom Gesichtspunkt der Zeit-
komplexitét her interessant, da diese in O(n) liegt (s. auch Abbildung
4.8).

4.6.3.3 Optimierung der Lernrate

Der in dem oben vorgestellten Ansatz verwendete Lernparameter n geht
als eine Konstante in die Online-Strategie ein.

Eine kleine Lernrate n bewirkt, dass sich der Portfoliovektor b;,; nur
geringfiigig gegeniiber dem vorherigen Portfoliovektor b, &ndert, da die
Abstandsfunktion ein grofieres relatives Gewicht erhilt. Wenn wir von ei-
ner anfinglichen Gleichverteilung der Portfoliogewichte ausgehen, heif3t
dies, dass auch nach n Handelsperioden eine dhnliche Verteilung der Port-
foliogewichte vorliegt.

Eine grofle Lernrate verringert das Gewicht der Abstandsfunktion und
erlaubt somit, dass der Online-Algorithmus stirkere Umschichtungen in-
nerhalb des Portfolios vornehmen kann. Dies ist insbesondere dann wich-
tig, wenn sich herausstellt, dass nur einige der betrachteten Anlagen
aktiv sind. Dann hat der Algorithmus durch schnelles Umschichten die
Moglichkeit, in diese aktiven Anlagen vermehrt zu investieren. Bei einer
niedrigen Lernrate kann dies nicht erreicht werden.

Eine Moglichkeit, eine Anpassung der Lernrate n an die jeweilige Markt-
situation zu erreichen, ist die Verwendung eines Algorithmus, der nach
jeder Handelsperiode a posteri die Lernrate n* bestimmt, die in der letz-
ten Handelsperiode den hochsten Gewinn erzielt hat.

Diese Lernrate n* ist auch in der nichsten Handelsperiode zu verwenden.
Diese Strategie geht daher implizit davon aus, dass sogenannte Markt-
Shifts, die lingerfristige Trends darstellen, vorhanden sind.

Die Erweiterung des Algorithmus mit multiplikativem Update (s. Abbil-
dung 4.9) ist ebenfalls kompetitiv zu dem besten konstant rebalancierten
Portfolio.
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1. Initialisierung:
Bestimme n1,...,m >0
1:=1
by =(1/m,...,1/m)

2. Berechne fiir k =1 bis [:

Berechne fiir j = 1 bis m:
bij exp (m g )

=L
k=1 bij exp (W b;;(]i)

bi+1,j(77k) =

3. Bestimme b;; = argmary,, (y,) (Piv1(nk) - Xit1)
4. i:=1+1

5. Falls ¢« < n, gehe nach 2.

Abbildung 4.9: Algorithmus mit multiplikativem Update und optimierter
Lernrate

Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 4.26

Sei XM = (x1,...,X,) eine Folge relativer Kursvektoren. Ferner sei
MU, = (by,...,b,) mit n = (m,...,m) das oben beschriebene Verfah-
ren. Weiterhin bezeichne b* den Portfoliovektor des bezogen auf X
besten konstant rebalancierten Portfolios.

Dann gilt fir die logarithmische Wachstumsrate W, (MU,, X(”)) folgende
Ungleichung:

lim W, (BCRP,X™) — W, (MU,,X™) =0 (4.51)

n—oo

Beweis:
Der Beweis dieses Lemmas ergibt sich direkt aus dem Theorem 4.25. O
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4.6.3.4 Agenten-basierte Online-Strategien mit multiplikati-
vem Update

Die oben beschriebenen Verfahren konnen als agenten-basierte Verfahren
aufgefasst werden, auf die an dieser Stelle kurz eingegangen werden soll,
da sich durch diese Darstellungsweise einfacher weitere universelle Algo-
rithmen ableiten lassen.

Es sollen hier zwei unterschiedliche Ansétze von agenten-basierten Algo-
rithmen ndher untersucht werden:

e adaptive Verfahren
e kooperative Verfahren

Adaptive Verfahren zeichnen sich in diesem Fall dadurch aus, dass jeder
Agent Agy (k € N>!) unabhingig von den Entscheidungen der anderen
Agenten eine eigene Strategie verfolgt, deren Ergebnisse in eine iiberge-
ordnete Strategie einflieflen.

Beispielsweise konnten die jeweiligen Agenten Online-Strategien mit un-
terschiedlichen Lernraten 7 einsetzen. Das agenten-basierte Verfahren
bestimmt — analog zu dem Algorithmus von Cover et al. — das gewichte-
te Mittel aus den Einzelstrategien der Agenten Ag, und erhilt auf diese
Weise den neuen Portfoliovektor.

Aufgrund der Konstruktion wird gewéhrleistet, dass die iibergeordnete
Strategie die erfolgreicheren Einzelstrategien stidrker gewichtet. Ferner
bleibt das skizzierte adaptive Verfahren universell. Dies folgt direkt aus
der Tatsache, dass die Einzelstrategien jeweils universell sind, was auch
fiir das gewichtete Mittel dieser universellen Strategien gilt.

Bei kooperativen Verfahren arbeiten die Agenten Ag, (k € IN>') nicht
mehr unabhéngig voneinander, sie kénnen vielmehr durch wechselseiti-
ge Kommunikation schneller auf bessere Strategien umschwenken. Bei-
spielsweise kann ein Agent Ag, nach jeder Investitionsperiode ¢ mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit p; € [0;1] die Strategie des Agenten
Agopt, der in der letzten Investitionsperiode (i — 1) den grofiten relativen
Gewinn aufweist, verwenden.

Auch fiir das oben beschriebene kooperative Verfahren kann — mit Hil-
fe der gleichen Begriindung wie bei den adaptiven Verfahren — gezeigt
werden, dass es universell ist.
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4.7 Verfahren der stochastischen Optimie-
rung

Der Ansatz von Gaivoronski und Stella [49] zur Generierung von univer-
sellen Algorithmen zur Portfolio-Optimierung baut auf der Beobachtung
auf, dass die Folge von Portfoliovektoren fiir das jeweils bis zum Zeit-
punkt ¢ optimale konstant rebalancierte Portfolio BC'RP; bei groflen n
kaum noch Schwankungen unterliegt.

Das Verfahren approximiert zum Zeitpunkt 7 den Portfoliovektor by, ,
des BORP;;; durch den Portfoliovektor b; des BC'RPF;, der bereits zum
Zeitpunkt ¢ z. B. durch Methoden der stochastischen Optimierung be-
rechnet werden kann.

Die auf diese Weise konstruierte Investitionsstrategie wird als Successive
Constant Rebalanced Portfolio (SC'RP) bezeichnet.

Definition 4.16 (Successive Constant Rebalanced Portfolio)

Sei B C IR™ ' die Menge der méglichen Portfoliovektoren. Die Investi-
tionsstrategie SCRP st eine Folge von Portfoliovektoren (by, ..., by,),

fiir die gilt:
1 1
b1 = (-,...,-) (452)

m m

b, = ar%mBaXSi_l(b,X(i_l)) Vi<i<n (4.53)
€

Diese Definition fithrt zu dem in Abbildung 4.10 dargestellten Algorith-
mus.

Wir wollen zeigen, dass die Strategie SC'RP universell ist, d. h. die Stra-
tegien SCRP und BCRP asymptotisch die gleiche Wachstumsrate be-
sitzen. Um dies zu beweisen, benttigen wir Eigenschaften von streng
konkaven Funktionen, die wir wie folgt definieren wollen:

Definition 4.17 (Streng konkave Funktionen)

Sei X eine konvexe Menge. Die Funktion f(x) mit x € X heifit streng
konkave Funktion, wenn ein 6 > 0 existiert, so dass fir alle x,y € X
qgilt:

F&x) = fy) < fxly) - (x—y) = 0/2 || x -y | (4.54)
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1. Initialisierung
b’ = b, 1
w>e>0

2. Falls keine p, ¢ existieren mit

o n—1 , o n—1 ,
ab,p Z log(b Xn—1 2 ab,q Z log(b ) anl) Rl
k=1 k=1
gehe nach 5.

3. Berechne:

n—1
/\*;: max 10 bl+/\e _e X,
[O,min{l—b'p,b'q}]kz:; g( ( P q) 1)
4. b =Db'+ (e, —e,)
5. pi=p/2
6. Falls i > €, gehe nach 2.

7. b, :=b’

Abbildung 4.10: Algorithmus zum Berechnung des SCRP
Mit Hilfe dieser Definition lésst sich folgendes Lemma konstruieren:

Lemma 4.27

X sei eine kompakte konvexe Menge, die Funktion f(x) sei konkav auf
einer Menge X mit X C X und streng konkav auf der Menge X mit
einer Konstante § > 0. Ferner sei die Funktion 1)(x) konkav auf X und
es gelte:

supsex || Px(x) [[< K <00

Dann ist die Funktion f (x) = f(x) + e(x) fir genigend kleine € > 0
ebenfalls streng konkav auf X mit der Konstante §.
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Ferner besitzen die Funktionen f(x) und f.(x) mit x resp. X jeweils ein
einziges Maximum auf der Menge X und es gilt:

2K
| x°—x[|< e (4.55)
Beweis:
Auf den Beweis wird an dieser Stelle verzichtet, es sei auf [49] verwiesen.

O

Mit Hilfe dieser Eigenschaft ldsst sich zeigen, dass das SC'RP universell
ist:

Theorem 4.28

Bezeichne B die Menge aller Portfolios, (by,...,by,) bezeichne die Folge
der Portfoliovektoren der Strategie SCRP. Ferner sei

1 n
Wa(SCRP,X™) =~ "log(b;, x;)
k=1

die Wachstumsrate des SCRP.

Unter den Voraussetzungen, dass gilt
e W,(SCRP,X™) ist streng konkav auf B
o log(b,x;) ist fir suppep1<i<n || 10g(b,x;) [|= K < o0,

besitzt das SCRP die folgende Figenschaft:
lim W, (b*, X)) — W, (SCRP,X™) =0 (4.56)

n—0o0

Beweis:
Der folgende Beweis ist angelehnt an [49].

Wir definieren zunéchst:

d; = W,(b*,X®™) - W,(SCRP,X™)
1 1
= —logS(b, X)) — ~log S(SCRP, X (™)

Es gilt:
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1 1
—log S(b*,X™) — —log S(SCRP,X™)
n n

n+1

n+1

1
_|_—
n +

n
n—+1

n
n+1

n+1

log Xz - log b*xz
2 Tog(bi Z

( Zlog (byx;) — Zlog (b:x;) )
1 (log(b:HXnH) - log(bfzxn-l—l)) (4.57)
1 k *
dyt g K[ b = by | (1.58)
+ ! L 2K (4.59)
n+1l nn+1) § .

Fiir d; mit 1 < j < n lésst sich eine analoge Ungleichung aufstellen:

-1 11 2K’
d=2"= =

G- 0 (4.60)

Mit 4.59 und 4.60 lésst sich d,,;1 schreiben als:

dn+1

B n n—1 P 1 2K? 1 2K?
 on+1 "I h—1n 4 nn+1) ¢
- 2K? 1 o
— d L L
a2 (S 1154
7j=t+1
B N 2K? 1
a1l T4l 0 &
< + 2K 1+/n1d (4.61)
= n+1 ' " n+l 6 — ., T v '
< d + 252 1 4 1ogn) (4.62)
. (0] .
= n+l ' n+l 6 &

Damit haben wir gezeigt, dass fiir d,, asymptotisch gilt:
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lim d, =0 (4.63)
n—oo
Also ist die Strategie SC RP universell. O

4.8 Zusammenfithrung der Ansitze

Die in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten kompetitiven Al-
gorithmen sind allesamt unterschiedlich motiviert. Es ldsst sich aller-
dings zeigen, dass trotz unterschiedlicher Ausgangspunkte starke Zusam-
menhénge zwischen diesen Verfahren existieren und dass sich diese In-
vestitionsstrategien teilweise - jedenfalls unter gewissen Parameterein-
stellungen - ineinander iiberfiihren lassen.

Das Verfahren von Cover et al. ldsst sich auch als Experten-basiertes
Verfahren auffassen, bei dem eine iiberabzéhlbare Anzahl von Experten
Strategien in Form von konstant rebalancierten Portfolios einsetzen, um
Gewinne zu erzielen. Die Experten werden nach den erzielten Gewinnen
beurteilt, d. h. die Hohe der zugewiesenen Ressourcen erfolgt analog der
erzielten Rendite.

Man kann daher das Universal Portfolio [28] als einen Spezialfall der von
Vovk [105] entwickelten aggregierenden Algorithmen auffassen. Es gilt
das folgende Lemma:

Lemma 4.29
Sei AA, ein aggregierender Algorithmus' und bezeichne UP, das p-ge-
wichtete Universal Portfolio. Dann gilt fir n = 1:

Sp(AA;, XMy =S, (UP,, X™) (4.64)

Beweis:
Der Beweis ergibt sich direkt aus den Definitionen 4.12 und 4.3. O

Das Verfahren von Gaivoronski und Stella [49] orientiert sich im Ge-
gensatz zu den anderen Online-Investitionsstrategien an dem konstant
rebalancierten Portfolio b}, das bis zum letzten Handelszeitpunkt n die
héchste Rendite erwirtschaftet hétte.

19Es soll anfangs eine uniforme Gewichtung der Portfoliovektoren in B vorhanden
sein.
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Durch Verwendung des Dirac-Mafes ldsst sich folgender Zusammenhang
zwischen dem Ansatz von Gaivoronski et al. und dem Universal Portfolio
von Cover herstellen:

Lemma 4.30 Bezeichne SCRP die Investitionsstrategie von Gaivoron-
ski und Stella. Die Parameter seien so gewdhlt, dass der Portfoliovektor
zum Zeitpunkt n. mit dem Portfoliovektor des bis zum Zeitpunkt n—1 be-
sten konstant rebalancierten Portfolios iibereinstimmt. Bezeichne ferner
UPDz‘mc(b;) das Universal Portfolio mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf§ p,
das der Dirac-Verteilung entspricht, fir die gilt:

Pros) = { g | L
Dann gilt:
Sp(SCRP,X™) = S, (UPpirae, X™) (4.65)
Beweis:

Der Beweis ergibt sich direkt aus der Definition der beiden Strategien
UP (Definition 4.2) und SCRP (Definition 4.16) sowie der Definition
der Dirac-Verteilung. O

Im Prinzip bedeutet die Verwendung der Dirac-Verteilung nichts anderes
als die Fokussierung des Universal Portfolios auf genau einen Experten.
Dies ist erforderlich, da das Verfahren von Gaivoronski und Stella nicht
als eine Experten-basierte Investitionsstrategie aufgefasst werden kann.

Durch die sukzessive Integration von Elementen aus den Experten-ba-
sierten Verfahren ldsst sich allerdings eine Verbindung zu den anderen
skizzierten Algorithmen herstellen.

Um dies herausarbeiten zu konnen, ist die Definition eines iibergeordne-
ten Ansatzes erforderlich:

Definition 4.18 (Mixed Approach)

Sei B C IR™" die Menge der mdéglichen Portfoliovektoren und 1 ein be-
liebiges Wahrscheinlichkeitsmaf dber B. Die Investitionsstrategie M A, 4 p
ist eine Folge von Portfoliovektoren (by, ..., by,), fir die gilt:

b, = argmax 1 (Z g(i)log(bxi)> — D(b,by)
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Wir wollen zunéchst zeigen, dass dieses Verfahren bei geeigneter Para-
meterwahl sowohl dem SCRP von Gaivoronski et al. als auch dem Ver-
fahren MU von Helmbold et al. entspricht. Dann soll gezeigt werden,
dass dieses Verfahren auch bei der Wahl anderer Parameter kompetitiv
zum BCRP ist.

Lemma 4.31

Gegeben sei eine Folge von relativen Kursvektoren X = (X1,...,Xn)
und die Menge der mdglichen Portfoliovektoren B C IR™'. Bezeichne
b; (1 <i < mn) die Portfoliovektoren der Strategie M A mit:

bni1 = ALGUIAX 1) (Z g(i)log(bxi)> — D(b,by). (4.66)

Dann gilt:

i) Sei g(i) =0 Vi< nAg(n)=1. Dann entspricht der Mized Ap-
proach dem Algorithmus von Helmbold et al. und es gilt:

Sp(MA, 5 p, X" = S, (MU, p, X™)

i) Sei g(i) =1 ¥V i < n und D(b;,b;) = 0 V by, b;. Dann entspricht
der Mized Approach dem Algorithmus von Gaivoronski et al. und
es gilt:

S.(MA, . 5, XMy =8, (SCRP,X™)

n,4,D>
Beweis:

i) Der Beweis ergibt sich direkt aus der Konstruktion des Mixed Ap-
proachs und aus der Definition 4.13.

ii) Der Beweis ergibt sich ebenfalls unmittelbar aus der Konstruktion
des Mixed Approachs und aus der Definition 4.16.

Es gilt ferner das folgende Theorem:

Theorem 4.32

Gegeben sei eine Folge von relativen Kursvektoren X®™ = (xy,...,Xpn)
und die Menge der mdglichen Portfoliovektoren B C IR™'. Weiterhin
bezeichne b; (1 <i < n) die Portfoliovektoren der Strategie M A mit:

bpi1 = argmax 1) (Z g(i)log(bxi)> — D(b, by). (4.67)
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Sei ferner 0 < g(i) <1 Vi < n und D(b;,b;) = 0. Dann ist der Mi-
zed Approach kompetitiv zum optimalen konstant rebalancierten Portfolio

BCRP.

Beweis:
Zunichst soll gezeigt werden, dass das Verfahren M A kompetitiv zum
SCRP ist. Hierzu betrachten wir die Funktion

=3 (i) log(bx)

die im Falle g(i) = 1 fiir 1 <7 < n der (logarithmischen) Wachstumsrate
entspricht.

Es gilt:

> g(0)log(bx)

_ % Z(g(l) +g(i) — g(1)) log(bx;)

= %g(l) Zlog(bxi)
23 (9(2) — g(1) + g(6) — (2)) ()

23 (900) — 9(2)) ()
= L)Y togtx
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- (9(3) — 9(2)) Y log(bx)

F(gln—1) = g(1—2)) Y log(bx)

—|—%(g(n) —g(n — 1)) log(bxy)

Wir definieren:

fi(b) leogbxZ . ( (j—1)—g(y Zlogbxl

Yi(b) = ) log(bx;)

Gb) = (ol +1) - g()

Ferner sei:
bi = argmazyes f;(b)
b = argmazpes f;(b) + €;1;(b)

Nach Konstruktion sind f;(b) und ¥,(b) streng konkave Funktionen. Es
gilt daher:
i e (1< 285
| b; — by, [[< o,
Damit gilt fiir || by — b,_, || folgende Ungleichung:

I b= b |
<[5y = b [+ (D5 = b, [+t [ iy — by |
< 2K, n +2Kn,1
—c€ . €n—

= 51 1 5n71 1
2K, s 1 1

< S (g(2) - g(1) + - (9(3) — 9(2) +
1
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2K o 1

6min n

Mit k := 2K,00/Omin gilt also:

* € K
I b by < - (4.65)

Da sowohl bj als auch bf _; Portfoliovektoren sind, gilt fiir deren Kom-
ponenten 0 < bik < 1lresp. 0< b;—l,k <lfirl<k<n.

Mit 4.68 gilt daher:

'ﬁka

| DL =0 <

SI=

wobei (3 eine Konstante mit 0 < 3, < 1 ist.

Sei 0.B.d.A. b7 . < bj,_, , dann gilt:

€ *
bnfl,k - bl,k <

x 3=

= by < ” + by,

K
= bt = - + b7 mit 1y, € O(1/n)

= Mo =08 B e (LB = )
Mit o, = K/n - B und 2, = 1+ b, — nnﬁ -1y gilt:
-1k = (L — )i, + o - 2
Sei o = maxi<p<my. Dann lisst sich by, _; schreiben als:
1 =(1—a)bl+az, (4.69)

wobei nach Voraussetzung oo € O(1/n).

Damit gilt fiir den jeweiligen relativen Gewinn:
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S(be

n—1

X™) > (1—a)"S(bt,XM) (4.70)

= (1-=)"S(b;,X") (4.71)
n
Mit n — oo gilt also:

S(b_,,X™)

v

exp ' S(b*,X™) | d. h (4.72)
S(SCRP,X™) > exp™ S(b*,X™) (4.73)

Somit ist der Online-Algorithmus M A kompetitiv zur Strategie SCRP
und damit auch kompetitiv zum besten konstant rebalancierten Portfolio.
O

4.9 Kaskadenférmige Universal Portfolios

Die in diesem Kapitel entwickelten Anséitze stellen bereits ein umfang-
reiches Instrumentarium dar, um universelle Algorithmen, d. h. Algorith-
men, welche die gleiche exponentielle Wachstumsrate wie das beste kon-
stant rebalancierte Portfolio besitzen, zu konstruieren. Allerdings wurde
bislang noch nicht untersucht, inwieweit sich die im Zusammenhang mit
den Threat-basierten Algorithmen entwickelten Techniken (s. Abschnitt
4.2) auf universelle Algorithmen iibertragen lassen.

In diesem Abschnitt soll eine Ubertragung der Techniken unter Verwen-
dung einer anderen Benchmark stattfinden. Hierbei gehen wir von nur
drei risikobehaftetn Anlagen aus; eine Verallgemeinerung ist analog zu
dem Vorgehen in Abschnitt 4.2 moglich®.

Zunichst wird daher der Benchmark skizziert und in Relation zu bereits
verwendeten Benchmarks wie dem BC'RP gebracht. Dann wird die Stra-
tegie des kaskadenférmigen Universal Portfolios vorgestellt und — auch
anhand von einigen Beispielen — gezeigt, dass diese Strategie kompetitiv
zu der Benchmark ist.

20Die unten aufgefiihrten Theoreme lassen sich ebenfalls auf eine endliche Anzahl
m von Anlagen im Portfolio {ibertragen.
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4.9.1 Kaskadenformige beste konstant rebalancier-
te Algorithmen fiir drei Anlagen

Kaskadenformige beste konstant rebalancierte Algorithmen sind Strate-
gien, die zur Berechnung ihrer Portfoliovektoren stufenweise vorgehen
und hierbei immer nur zwei Anlagen bzw. Portfolios gleichzeitig betrach-
ten (s. Abbildung 4.11). Innerhalb der einzelnen Stufen verhalten sich
diese Algorithmen analog zum BCRP.

Xl XZ >_(3

l v__ v l

BCRP,, ,, BCRP,, 5,
BCRP{{1,2}1{1,3}}

Abbildung 4.11: Kaskadenférmiges bestes konstant rebalanciertes Port-
folio fiir drei Anlagen

Man kann zeigen, dass die auf diese Weise konstruierte Offline-Strategie
KBCRP asymptotisch einen hoheren relativen Gewinn wie die beste
Anlage im Portfolio erzielt. Es gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.33

Gegeben sei eine Folge von relativen Kursvektoren X = (X1,...,Xn)-
Weiterhin bezeichne BCRP das beste konstant rebalancierte Portfolio,
KBCRP das kaskadenférmige beste konstant rebalancierte Portfolio und
BBaH das beste Buy-and-Hold Portfolio. Dann gilt:

Sp(BCRP,X™) > S, (KBCRP,X™) > S, (BBaH,X™)  (4.74)

Beweis:
Bezeichne b# resp. b? den Portfoliovektor des besten konstant rebalan-
cierten Portfolios bestehend aus den Anlagen A; und A, resp. A; und
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Ajs. Fiir deren relative Gewinne gilt:

Su(bh,XM) = T]bx (4.75)
i=1

Su(b?, X)) = T[b"x (4.76)
=1

Wir definieren y; — und dementsprechend Y™ = (y,,...,y,) — wie folgt:

bAXi

Laut Konstruktion gilt dann fiir einen beliebigen Portfoliovektor b®":
S, Y™) = [[b%y:
i=1

n

= [0 b i + b bPx;
=1

= [0 0win + b5in) + 65 (0P win + b5 i 3)
=1

= JJOUb + 05 0P )2is + b b + b b5 25
i=1
n Wwfgw

= 1] b b X;
i=1 b5 bl

= [[p"x (4.78)
i=1

Wihlt man b = (), erhilt man also:

S, (b, Y™) = 5, (b”", X) = 35, (b, X™) (4.79)
Wihlt man hingegen b” = ((1]), erhilt man auf die gleiche Weise:

S,(bY, Y®) = 5, (bP' X)) = 5, (B XM) (4.80)
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Da die Gleichungen 4.79 und 4.80 fiir konstant rebalancierte Portfolios
gelten, kdnnen fiir das beste rebalancierte Portfolio K BCRP mit Port-
foliovektor b folgende Ungleichungen formuliert werden:

S,(KBCRP,X™) > S, (b4 X™) > S, (BBaH,X™) (4.81)
Sp(KBCRP,X™) > S, (b? X)) > S, (BBaH,X™) (4.82)

Da aufgrund der Gleichung 4.78 das K BC'RP ein konstant rebalanciertes
Portfolio innerhalb des Portfolioraums B fiir drei Anlagen darstellt, gilt:

S,(BCRP,X™) > S (KBCRP,X™) (4.83)
O

4.9.2 Kaskadenférmige Universal Portfolios fiir drei
Anlagen

Wir wollen nun — analog zur Konstruktion der Benchmark — ein kaska-
denformiges Universal Portfolio KU P entwickeln. Wiederum werden die
Portfoliovektoren stufenweise berechnet, wobei immer nur zwei Anlagen
bzw. Portfolios gleichzeitig betrachtet werden (s. Abbildung 4.12). In-
nerhalb jeder einzelnen Stufe findet eine zum Universal Portfolio analoge
Berechnung der Portfoliovektoren statt.

UpP

{{1,2}.{1.3}}

Abbildung 4.12: Kaskadenférmiges Universal Portfolio

Man kann zeigen, dass die oben skizzierte Online-Strategie zur Portfolio-
Optimierung kompetitiv zu dem — entsprechenden — K BCRP ist.
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Theorem 4.34

Gegeben sei eine Folge von relativen Kursvektoren X® = (x4,...,Xp)
fiir drei Anlagen Ay, Ay und As. Weiterhin bezeichne K BCRP das kas-
kadenfirmige beste konstant rebalancierte Portfolio und KUP das kas-
kadenférmige Universal Portfolio (s. Abbildungen 4.11 und 4.12).

Dann gilt fir die Kompetitivititsrate ¢,,(KUP, K BCRP):

S, (K BCRP,X™)
co(KUP, KBOCRP) = su ’
( ) xemn  Su(KUP,X®)

= n°W (4.84)

Beweis:

Bezeichne b{ resp. b? den Portfoliovektor des Universal Portfolios U Py 2
resp. U Py 3y zum Zeitpunkt ¢ bestehend aus den Anlagen A; und A, resp.
A; und As. Ferner bezeichne b? resp. b? den Portfoliovektor des besten
konstant rebalancierten Portfolios BCRPy; 5y resp. BCRPy; 5y bestehend
aus den Anlagen A; und As resp. A; und As.

Aufgrund des Theorems 4.14 und des Lemmas 4.15 gilt:
cn(UP19y, BORPp ) = n°W (4.85)
ca(UPpi 3, BORPp 3) = n°W (4.86)

Fiir den Portfoliovektor b§ des Universal Portfolios KU P gilt:

A [~} bz;db

be = - , (4.87)
s IT;= bz;db
wobei der Vektor z; — und dementsprechend Z™ = (zy,...,z,) — wie
folgt definiert ist:
bix;
z; = ( béx; ) (4.88)

Das in dem Beweis des Theorems 4.14 verwendete Argument kann an
dieser Stelle analog angewandt werden, so dass gilt:

S (KUP,Z™)
<n+1 4,
S (KUp,Ym) =" (4.89)

Zusammen mit 4.85 und 4.86 folgt daraus die Aussage des Theorems.
O
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4.9.3 Praktische Beispielportfolios aus dem Dow Jo-
nes Index

An dieser Stelle sollen einige Beipiele die Stéirke der vorgestellten Online-
Strategien zur Portfolio-Optimierung verdeutlichen.

Zunichst soll der relative Gewinn des besten konstant rebalancierten
Portfolios dem des kaskadenférmigen besten konstant rebalancierten Port-
folios gegeniibergestellt werden (s. Abbildung 4.13).

~

w

——BCRP
—KBCRP

relativer Gewinn

N

1.03.98

01.03.93

01.09.93 +
01.03.94 +
01.09.94 +
01.03.95 +
01.09.95 +
01.03.96 -
01.09.96 +
01.03.97 +
01.09.97 +
01.09.98 +
01.03.99 +
01.09.99 +
01.03.00 +
01.09.00 +
01.03.01 +
01.09.01 +
01.03.02

01.09.02

0.

Handelstage

Abbildung 4.13: Vergleich der relativen Gewinne von BCRP und KBCRP
(Alcoa, Coca Cola, Exxon)

Die hier gezeigten Unterschiede sind darauf zuriickzufiihren, dass zu den
Zeitpunkten der auftretenden Abweichungen alle Anlagen in dem Port-
folio aktiv sind.

Falls nur eine Anlage im Portfolio aktiv ist, sind die relativen Gewinne
aufgrund der Konstruktion von BCRP und K BCRP identisch (s. Ab-
bildung 4.13.
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relativer Gewinn

D)5 -+ r el

01.03.93
01.09.93 +
01.03.94 +
01.09.94 +
01.03.95 +
01.09.95 +
01.03.96 +
01.09.96 -
01.03.97 +
01.09.97 +
1.03.98
01.09.98 +
01.03.99 +
01.09.99 +
01.03.00 +
01.09.00 +
01.03.01 +
01.09.01 +
01.03.02 +
01.09.02

0

Handelstage

Abbildung 4.14: Vergleich der relativen Gewinne von UP und KUP (Al-
coa, Coca Cola, Exxon)

Die Abbildung 4.14 zeigt die relativen Gewinne des Univeral Portfolios
UP und des kaskadenférmigen Portfolios KUP. Auch hier sind — ge-
ringere — Unterschiede in den erzielten relativen Gewinnen aufgrund der
Konstruktion der beiden Strategien erkennbar.

Die Online-Strategie KU P besitzt allerdings den Vorteil einer im Verhilt-
nis zum U P niedrigeren Zeitkomplexitdt, da nur Portfoliovektoren von
Portfolios, die aus zwei Anlagen bestehen, berechnet werden miissen.

In Abbildung 4.15 wird schliellich der relative Gewinn des Universal
Portfolios mit dem der sich im Portfolio befindlichen Anlagen verglichen.

An diesem Beispiel kann man erkennen, dass das Universal Portfolio nicht
immer die z. B. in [28] angegebenen im Vergleich zur besten Anlage im
Portfolio relativen Gewinne erreichen kann.
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Abbildung 4.15: Vergleich der relativen Gewinne vom Universal Portfolio
und den Anlagen Alcoa, Coca Cola und Exxon

Erst durch Verwendung geeigneter Anlagen die im Vergleich zu den im
Porfolio befindlichen Anlagen viel héheren Gewinne realisiert werden.



Kapitel 5

Kosten der
Portfolio-Strukturierung

5.1 Einfiihrung

Bislang blieben in dieser Arbeit die mit der Verwendung der aufgezeig-
ten Investitionsstrategien verbundenen Kosten unberiicksichtigt. Erst ei-
ne Integration der relevanten Kostenfakoren in die betrachteten Stra-
tegien zur Portfolio-Optimierung erlauben Aussagen hinsichtlich deren
Anwendbarkeit in der Praxis.

Es sind die folgenden zwei Kostenfaktoren, die einen bedeutenden Ein-
fluss auf die Wahl der Investitionsstrategie ausiiben?® :

o Transaktionskosten
Die in dieser Arbeit betrachteten Online-Strategien stellen dyna-
mische Strategien dar, die laufend Portfolio-Umschichtungen erfor-
dern. Der damit direkt verbundene Kostenfaktor ist der der Trans-
aktionskosten, dessen Beriicksichtigung ein nicht-triviales Problem
darstellt und in der Literatur deutlich an Bedeutung gewinnt [5,
10, 35, 38, 65, 68, 78].

o Risikokosten
Die Modellierung von Risikokosten ist insofern notwendig, da eine
Beziehung zwischen dem Marktrisiko des Portfolios und dem Eigen-
kapital des jeweiligen Instituts besteht. Haufig stellen die Risiko-
kosten fiir Fondsgesellschaften und Banken den dominanten Ko-
stenfaktor dar [59].

!'Weitere Kosten der Portfolio-Strukturierung wie Sach- und Personalkosten sollen
in der Folge unberiicksichtigt bleiben.

111
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Eine Integration von Kosten in die aufgezeigten Online-Strategien ist auf
unterschiedliche Weise realisierbar:

1. Preprocessing
Eine Integration von Kosten kann {iber einen der eigentlichen Stra-
tegie zur Portfolio-Optimierung vorgeschalteten Algorithmus er-
folgen. Beispielsweise kann der Eingabestrom durch die Verwen-
dung von Zusatzinformationen gefiltert werden, so dass nur relevan-
te Marktdaten als Eingangsparameter fiir den Online-Algorithmus
dienen.

2. Adaptation des Algorithmus
Eine Modellierung von Kosten kann durch Adaptation der verwen-
deten Online-Verfahren erfolgen. Hierbei wird in der Regel zunéchst
eine Anderung der Zielfunktion vorgenommen, die dann eine Ande-
rung der Online-Strategie impliziert.

3. Postprocessing
Eine weitere Moglichkeit besteht in einer Korrektur der durch den
Online-Algorithmus erzielten Ergebnisse. Die Integration dieser Kos-
ten erfolgt somit im Anschluss an die Schritte zur Berechnung des
jeweiligen Portfoliovektors.

Da wir fiir die erste der oben skizzierten Verfahrensweisen Zusatzinfor-
mationen benétigen, werden wir zunéchst auf Methoden zur Integration
und Generierung von zusétzlichen Informationen eingehen. Dies erfolgt
am Beispiel des Universal Portfolios von Cover [31].

Im Anschluss daran werden die oben skizzierten Verfahren auf die Pro-
blemstellungen der Integration von Transaktionskosten und abschlieflend
auf die Integration von Risikokosten angewendet.

5.2 Integration von Zusatzinformationen

Die in dieser Arbeit vorgestellten Online-Strategien zur Portfolio-Opti-
mierung benutzen als Eingabedaten ausschliefllich Kurshistorien; weitere
Informationsquellen sind nicht vorgesehen, d. h. man stellt sich impli-
zit auf den Standpunkt, dass jegliche allgemein zugéngliche Information
iiber eine Anlage in dem jeweiligen Kurs der Anlage enthalten ist.
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Daher konnen beispielsweise subjektive Eindriicke bzgl. der Entwicklung
einzelner Anlagen oder hinsichtlich des zukiinftigen Marktverhaltens kei-
ne Beriicksichtigung in den bislang vorgestellten Verfahren finden.

Eine einfache — wenn auch eingeschriankte — M6glichkeit, Zusatzinforma-
tionen in die vorgestellten Online-Algorithmen zu integrieren, besteht in
der Reprisentation dieser Information als natiirliche Zahl [31]. Hierzu
bendtigen wir die folgende Definition:

Definition 5.1 (Status einer Zusatzinformation)

Der Status einer Zusatzinformation ist eine natirliche Zahl z mit z €
Z =A{1,...,k}. Die Zahl z; € Z bezeichnet dementsprechend den Status
der Zusatzinformationen tm Handelszeitraum i = 1,...,n.

Entsprechend dieser Definition héngt der Portfoliovektor b; einer Online-
Strategie zur Portfolio-Optimierung nicht mehr nur von den vergange-
nen relativen Kursvektoren X(® = (x;,...,x; ;) ab, sondern zusitz-
lich von zu diesem Zeitpunkt verfiigharen Zusatzinformationen Z¢-1 =
(21, ey Zi—l)a d. h.: bz = bi(X(i_l), Z(Z_l))

Demzufolge miissen sowohl die weiteren grundlegenden Definitionen wie
auch die Online-Algorithmen zur Portfolio-Optimierung erweitert wer-
den:

Definition 5.2 (Relativer Gewinn)
Sei XM eine beliebige Folge relativer Kursvektoren und Z™ eine belie-
bige Folge von Zusatzinformationen. Ferner sei ALG ein beliebiger Algo-

rithmus zur Portfolio-Optimierung. Dann wird der relative Gewinn der
Strategie ALG mit S,(ALG,X™ | Z™) bezeichnet.

Um zu ermoglichen, dass die Zusatzinformationen in den vorgestellten
Online-Strategien Beriicksichtigung finden, wird eine Erweiterung der
Klasse der konstant rebalancierten Portfolios bendtigt:

Definition 5.3 (Status-konstant rebalanciertes Portfolio)

Sei B C IR™ " der Raum aller Portfoliovektoren, X™ bezeichne eine
beliebige Folge von relativen Kursvektoren. Ein status-konstant rebalan-
ciertes Portfolio CRPy, spezifiziert k Portfolios b(1),...,b(k) € B und
wdhlt zum Zeitpunkt i das Portfolio b(z;) aus, wenn die Zusatzinforma-
tion zu diesem Zeitpunkt den Wert z; € Z mit Z = {1,...,k} annimmt.
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Damit ergibt sich fiir den relativen Gewinn dieses status-konstant reba-
lancierten Portfolios:

Sp(b(-), XM | Z() = Hb(zi) L X;
i=1
Definition 5.4 (Universal Portfolio mit Zusatzinformationen)

Sei X eine beliebige Folge relativer Kursvektoren und Z™ eine belie-
bige Folge von Zusatzinformationen, die jeweils k Zustinde annehmen
kdénnen.

Die Online-Strategie Universal Portfolio mit Zusatzinformationen U Py, =
(by,...,by) ist eine Folge von Portfoliovektoren, fir die gilt:
b — JzbSi(b | 2, X@)db
e Silb [2,XO)db

(5.1)

wobei S;(b | z,X) den relativen Gewinn des konstant rebalancierten
Portfolios b fiir die Teilfolgen von Zeitpunkten {j < i:z; = 2,2 € Z}
darstellt, fiir den gilt:

Si(b | z,X®) .= H b-xy .

1<k<i:zp=2

Analog zu dem Universal Portfolio ohne Zusatzinformationen kann ge-
zeigt werden, dass unter Verwendung von Zusatzinformationen das Uni-
versal Portfolio kompetitiv zu dem besten status-konstant rebalancierten
Portfolio ist. Es gilt das folgende Theorem [31, 37]:

Theorem 5.1 (Kompetitivitéitsrate)

Sei X(™ eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren, Z™ mit Z") €
{1,...,k}" eine beliebige Folge von Zusatzinformationen. Ferner bezeich-
ne BCRP, das hinsichtlich X™ und Z™ beste konstant rebalancierte
Portfolio mit:

Su(BORPg, x™ | Z™) = max S, (b, X" | Z)
beB

Dann gilt fir die Kompetitivititsrate des Universal Portfolios:

S, (BCRP;,,X™ | Z™)

¢n(U Py, BORPy) S (U P, X | Z()

S (n_i_l)k-(mfl)
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Beweis:
Analog zum Lemma 4.12 gilt:

v

S, (BCRP,,X™ | Zz()
(n+ 1)k-(m71)

O

Auf die oben vorgestellte Weise lassen sich zwar Zusatzinformationen
in die Verfahren von Cover [28, 31] und Vovk [105] integrieren, aller-
dings verschlechtert sich mit wachsender Kardinalitédt & der Menge Z die
Kompetitivitdtsrate der jeweiligen Online-Algorithmen. Dies ergibt sich
anschaulich aus der Tatsache, dass die Anzahl der Freiheitsgrade um den
Faktor & zunimmt und dementsprechend das beste status-konstant reba-
lancierte Portfolio bessere Chancen fiir einen héheren relativen Gewinn
besitzt als ein Online-Algorithmus, der ein gewichtetes Mittel iiber alle
Portfoliovektoren bildet.

5.3 Generierung von Zusatzinformationen

In dem vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, wie Zusatzinformationen in
Online-Strategien zur Portfolio-Optimierung integriert werden konnen.

Diese Zusatzinformationen kénnen subjektiver Natur sein, d. h. person-
liche Préaferenzen von Investoren reflektieren oder Annahmen iiber ein
gewisses Marktverhalten bzw. das Verhalten einer einzelnen Anlage wi-
derspiegeln.
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Eine interessante Moglichkeit zur Generierung dieser Zusatzinformationen
ist durch die Verwendung von Verfahren aus dem Bereich des Data Mi-
ning gegeben.

Zunéchst werden wir Assoziationsregeln einfithren und gehen auf deren
Generierung ein. In einem weiteren Schritt werden die hier vorgestellten
Verfahren der Gewinnung von Assoziationsregeln auf die Problemstellung
der Portfolio-Optimierung angepasst.

5.3.1 Verfahren des Data Mining

Man kann die Generierung von Zusatzinformationen als eine Form der
Wissensentdeckung innerhalb grofier Datenmengen auffassen®. Hier geht
man davon aus, dass das in den Daten inhdrente Wissen verdeckt ist, so
dass Strukturen oder Zusammenhénge kaum erkennbar sind. Viele Me-
thoden zur Wissensentdeckung in Datenbanken stammen aus den Gebie-
ten der Statistik, der Mustererkennung oder des maschinellen Lernens.
46, 77|

Der Prozess des Data Mining umfasst normalerweise neben der eigent-
lichen Wissensentdeckung weitere Schritte wie z. B. das Preprocessing,
in dem die Daten selektiert und aufbereitet werden, oder das Postpro-
cessing, in dem eine Riicktransformation der gewonnenen Ergebnisse in
interpretierbare Aussagen stattfindet [77].

In der Folge m&chten wir uns ausschliefSlich mit dem eigentlichen Schritt
der Wissensentdeckung, dem Data Mining, befassen.

Die im Data Mining verwendeten Verfahren unterscheiden sich in einigen
relevanten Merkmalen, anhand derer sich eine Klassifizierung ableiten
lédsst.

Diese Verfahren dienen hauptséchlich der Losung der folgenden Problem-
stellungen, wobei die verwendeten Algorithmen in der Lage sein sollen,
auf groffen Datenmengen zu operieren und iiberwacht® oder uniiberwacht
ablaufen kénnen:

?Hierfiir hat sich weitgehend der englischsprachige Begriff Knowledge Discovery in
Databases (KDD) in der Literatur durchgesetzt [46].

Bei iiberwachten Lernverfahren findet ein Lernen anhand von Trainingsdaten
statt. Eine inkorrekte Entscheidung des Verfahrens erzeugt hier als Feedback die rich-
tige Losung, die dann von dem Verfahren beriicksichtigt wird.



5.3 Generierung von Zusatzinformationen 117

e Data Clustering
e Klassifikation
e Assoziation

Ferner kann eine Unterscheidung danach vorgenommen werden, ob den
Verfahren zum Zeitpunkt des Beginns ihres Einsatzes bereits sdmtliche
Daten fiir die Untersuchung zur Verfiigung stehen (nicht-inkrementelle
Verfahren), oder ob wihrend der Untersuchung weitere Daten hinzukom-
men (inkrementelle Verfahren).

Fiir den Rahmen, den wir uns bzgl. der Portfolio-Optimierung gegeben
haben, kommen insbesondere inkrementelle uniiberwachte Lernverfahren
in Betracht. Da aus vorhandenen Daten zuséitzliche Informationen gewon-
nen werden sollen, werden vornehmlich Assoziationsverfahren des Data
Mining — inklusive der darauf aufbauenden Sequenzanalysetechniken —
betrachtet.

Beim Assoziationslernen werden Abhéngigkeiten zwischen Attributen von
Datensétzen gesucht. Das Ergebnis kann z. B. in Form von Bayes-Netzen
oder — hauptséichlich verwandt — in Form von Assoziationsregeln darge-
stellt werden.

5.3.2 Generierung von Assoziationsregeln

Formal bendtigen wir zuerst eine Definition der Datenbasis [54]:
Definition 5.5 (Datenbasis)

Sei A = {Ay,..., A} eine Menge von Attributen diber nominal- oder
kardinalskalierte Wertebereiche dom(Ay), . ..,dom(A,,). Ferner seien Da-

tensdtze dy,...,d, mit Elementen a;; € dom(A;) fir 1 < i < n und
1 <75 <m gegeben.

Dann wird die Gesamtheit der Datensdtze als Datenbasis D bezeichnet.

Dementsprechend liegt der in der Abbildung 5.1 dargestellte Aufbau der
Datenbasis D vor, den wir in der Folge verwenden werden.

Jetzt konnen wir den Begriff der Assoziationsregeln definieren:
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A ... Ay
d; a1 ai,m
dn Gnp,1 An,m

Abbildung 5.1: Datenbasis

Definition 5.6 (Assoziationsregel)

Gegeben sei eine Menge von Attributen A und eine Datenbasis D. Ferner
seien P und @) nichtleere Teilmengen von A. Cp resp. Cq seien boolesche
Ausdricke tiber Attributen aus P resp. Q. Dann heifit eine Regel der
Form Cp — Cq Assoziationsregel dber D, die aus

e Regelrumpf Cp und
o Regelkopf Cq

besteht.

Ein Datensatz d € D erfillt die Assoziationsregel Cp — Cq, falls (Cp U
Co) fir d wahr ist.

Um zu geeigneten Regeln, die iiber die Zusammenhéinge von Daten Aus-
kunft geben konnen, zu gelangen, sind die Kennzahlen Konfidenz und
Support von hoher Bedeutung.

Der Support einer Assoziationsregel ist folgendermaflen definiert:

Definition 5.7 (Support einer Assoziationsregel)

Gegeben sei eine Menge von Attributen A und eine Datenbasis D. Ferner
set Cp — Cq eine Assoziationsregel. Der Support dieser Assoziationsre-
gel ist wie folgt definiert:

| {d € D | (Cp — Cg) ist wahr fir d |
| {d]deD}|

support(Cp — Cgq) = (5.2)

Neben dem Support einer Assoziationsregel benétigen wir noch deren
Konfidenz:
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Definition 5.8 (Konfidenz einer Assoziationsregel)
Gegeben sei eine Menge von Attributen A und eine Datenbasis D. Ferner
sei Cp — Cq eine Assoziationsregel. Die Konfidenz dieser Assoziations-
regel ist wie folgt definiert:

| {deD|Cp— Cq ist wahr fiir d |

d C Co) = 5.3
confidence(Cp = Co) | {d € D | Cp ist wahr fir d | (5:3)

Aufbauend auf diesen Definitionen ldsst sich ein Assoziationsproblem wie
folgt formulieren:

Definition 5.9 (Assoziationsproblem)

Gegeben seien neben einer Menge A von Attributen und einer Datenbasis
D die Werte fiir den minimalen Support Sy, und die minimale Konfi-
denz Cin*. Gesucht ist die Menge der Assoziationsregeln Cp — Cq, fiir
die die beiden folgenden Figenschaften gelten:

1. support(Cp — Cgq) > Smin

2. confidence(Cp — Cg) > Chin

5.3.2.1 Apriori Algorithmus zum Finden von Assoziationsre-
geln

Zunichst soll in diesem Abschnitt ein (Basis-) Algorithmus von Agrawal
et al. [2] vorgestellt werden, der effizient Boolesche Assoziationsregeln in
groflen Datenmengen findet. Im Anschluss daran wird skizziert, wie die-
ser Algorithmus auf kategoriale bzw. klassifikatorische Assoziationsregeln
erweitert werden kann.

Hinter dem Algorithmus von Agrawal et al. steht folgende Idee:
e Schritt 1:

Bestimmung aller Attribut-Mengen mit einem vorgegebenen Min-
dest-Support Sp,i,. Diese Menge wird als Menge der haufigen Attri-
but-Mengen bezeichnet.

o Schritt 2:

Bildung aller Assoziationsregeln aus der Menge der hdufigen Attri-
but-Mengen, die die Mindest-Konfindenz C,,;,, nicht unterschreiten.

4Die Werte fiir Spin > 0 und Cpin > 0 werden vom Anwender vorgegeben. Da
Smin > 0 ist, kann der Nenner in der Gleichung 5.8 nicht Null werden.
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Um den ersten Schritt vollziehen zu kénnen, berechnen wir zunéichst suk-
zessive die haufigen Attribut-Mengen F mit i = 1,2, 3, ... Elementen. Wir
fassen dann die haufigen Attribut-Mengen mit 7 Elementen zur Menge
H; zusammen:

H; := {E | Eist hiufige Attribut-Menge A |E| =i} (5.4)
Wir benétigen fiir den ersten Schritt nun das folgende Lemma:

Lemma 5.2
Sei E eine hdufige Attribut-Menge. Dann besitzt E folgende Eigenschaf-
ten:

(i) Fir F C E gilt: support(F') > support(E).

(ii)) Wenn E eine hdufige Attribut-Menge ist, dann ist dies auch jede
Teilmenge F' C E.

(111) Fiir E € Hy.1 gilt, dass alle n-elementigen Teilmengen von E sind
hiufig sind.

Beweis:
Den Beweis dieses Lemmas findet man in [2]. O

Aus H, lasst sich mit dem obigen Lemma H,,, wie folgt bestimmen:

e Erweiterung der n-elementigen haufigen Attribut-Mengen um je-
weils ein Element.

e Finfiigung dieser Menge in H,, 4, falls die auf diese Weise erzeugte
(n + 1)-elementige Attribut-Menge hiufig ist.

Auf diese Weise lassen sich alle Attribut-Mengen mit einem vorgegebe-
nen Support S, erzeugen.

Das folgende Lemma kann eingesetzt werden, um haufige Attribut-Mengen
mit einer vorgegebenen Konfindenz C,,;, zu bestimmen:

Lemma 5.3
Gegeben sei eine Assoziationsregel P — @, dann gilt:

support(P — Q)

confidence(P — Q) = support(P)

(5.5)

Dies bedeutet, dass die Konfidenz einer Assoziationsregel aus dem Sup-
port der haufigen Attribut-Mengen berechnet werden kann.
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1. Initialisierung
Eingabe von Sy,in
n:=1
H:=
I, .= {{4;} | ist ein Attribut }

2. Bestimme in D fiir alle I € I,, den Support

3. H,:={I €I, | support(I) > Siin}
H:=HUH,

4. Falls H, = (), gebe das Ergebnis H aus
5. In+1 = {{Ail,...,AinJrl} | Vimitl <j<n+1:
{AZ1,7AZ’H.}\{A7‘]} € Hn}

n:=n+1

6. gehe nach 2.

Abbildung 5.2: Algorithmus zur Konstruktion haufiger Attribut-Mengen

Beweis:
de D ]| (P d
confidence(P — Q) = A |E{d E|I() |;g)d]%| H (5.6)
support(P — Q) | D |

| D | support(P) (5:7)

_ support(P — Q)
B support(P) (5:8)
O

Aus den Mengen H,, (s. Abbildung 5.2) lassen sich iiber das Lemma 5.3
samtliche Assoziationsregeln zu einer vorgegebenen Konfidenz C,,;, her-
leiten.
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Lemma 5.4

Sei n die Kardinalitdt der grifsten hdufigen Attribut-Menge. Dann bend-
tigt der oben skizzierte Algorithmus (s. Abbildung 5.2) n Durchliufe. Da
jeder einzelne Durchlauf unabhdngig von n ist, liegt die Laufzeit des Al-
gorithmus in O(n).

Beweis:
Auf den Beweis dieses Lemmas, der [2] entnommen werden kann, wird
an dieser Stelle verzichtet. a

Der oben vorgestellte Apriori-Algorithmus kann wie folgt auf kategoriale
Assoziationsprobleme erweitert werden®:

Man kann die kategoriale Datenbasis DX in eine Boolesche Daten-
basis D? transformieren, indem man zu jeder Kategorie a;; eines
Attributs A € DX ein Boolesches Attribut AP; € DP erzeugt.

Dieses Attribut AP; besitzt innerhalb eines Datensatzes d” € D
genau dann den Wert 1, wenn das Attribut AX innerhalb des kor-
respondierenden Datensatzes d® € D den Wert a;; besitzt. An-
sonsten besitzt das Attribut Afj den Wert 0.

5.3.3 Verwendung von Assoziationsregeln als Gene-
rator fiir Zusatzinformationen

Um Assoziationsregeln fiir das Problem der Portfolio-Optimierung nut-
zen zu konnen, miissen sowohl die vorhandenen Daten bzgl. der relativen
tdglichen Marktwertveranderungen der betrachteten Anlagen in geeigne-
ter Weise transformiert, als auch eine Adaptation der oben beschriebenen
Verfahren vorgenommen werden.

5.3.3.1 Anpassung der Daten

Die vorhandenen Daten bzgl. der tiglichen Anderungen der Marktwerte
miissen zunéchst in angemessener Weise diskretisiert werden, damit die
Algorithmen zur Generierung von Assoziationsregeln anwendbar sind.

Hierzu sind prinzipiell zwei unterschiedliche Vorgehensweisen moglich:

’Eine weitere Moglichkeit ist durch die Verwendung von Attribut-Werte-
Tupelmengen gegeben [54].
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e statische Diskretisierung
Eine Diskretisierung der Daten findet vor der Generierung der As-
soziationsregeln statt. Dies kann z. B. durch Ersetzung der nume-
rischen Werte durch Bereiche oder Intervalle erfolgen.

e dynamische Diskretisierung
Bei der dynamischen Diskretisierung erfolgt die Diskretisierung der
Daten erst innerhalb des Prozesses der Assoziationsregel-Generie-
rung. Dies erméglicht eine Optimierung der Zuordnung zu Inter-
vallen bzw. Bereichen hinsichtlich zusétzlich geforderter Nebenbe-
dingungen.

Wir wollen im Folgenden auf eine dynamische Diskretisierung verzich-
ten und eine einfache Zuordnung der numerischen Werte auf Intervalle
vornehmen. Hierzu benotigen wir die folgende Definition:

Definition 5.10 (Diskretisierung)

Gegeben sei eine Folge von relativen Kursvektoren X™ = (X1, .0y Xp).
Ferner seien Iy, ..., 1, Intervalle mit Ij, = [lg; ry[, fir die gilt: I, U I, U
... UI, = IR>".

Dann bezeichnet X = (X4y,...,X,) eine Diskretisierung von X™ ynd
es gilt:
Tij = k, f(l”S T € I, (59)

5.3.3.2 Anpassung der Algorithmen zur Generierung von As-
soziationsregeln

Bislang blieb die zeitliche Dimension der zugrunde liegenden Daten in
den behandelten Algorithmen zur Generierung von Assoziationsregeln
unberiicksichtigt.

Bei dem Problem der Portfolio-Optimierung mochten wir nur Regeln
betrachten, die folgende Form besitzen:

Definition 5.11 (Temporale Assoziationsregel)

Gegeben sei eine Menge von Attributen A und eine Datenbasis D, die
aus zeitlich aufeinander folgenden Datensdtzen d, besteht. Ferner sei-
en P und @) nichtleere Teilmengen von A. Cp resp. Cq seien Boolesche
Ausdriicke tiber Attributen aus P und Q. Weiterhin bezeichne T eine
vorgegebene Zeitspanne, innerhalb der Cp und Cq wahr seien.
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Dann heifst eine Regel der Form (Cp — Cql|T) temporale Assoziations-
regel iber D.

Indem wir die Datenbasis D = X verwenden, kénnen wir nun Asso-
ziationsregeln fiir die Problemstellung der Portfolio-Optimierung formal
beschreiben.

Wir benétigen zunéchst noch die Definition des Supports einer tempora-
len Assoziationsregel:

Definition 5.12 (Support einer temporaler Assoziationsregel)
Sei X™ eine beliebige diskretisierte Folge von relativen Kursvektoren und
Cp — Cg eine Assoziationsregel. Ferner bezeichne T die festgelegte ma-
zimale Zeitspanne zwischen dem Auftreten von Cp und Cg.

Der Support dieser Assoziationsregel ist dann definiert als Anteil der
Transaktionen aus XM, die diese Assoziationsregel erfillen:

support(Cp — Co|T) =

x; € X(r p st wahr fir X; A 15t wahr fir x; € X
Xm | C h Co h ;ex\
{%; ]| % € X} ’

(1) . x % 6
wobei X\ = {Xip1, ..., Kigy147}°-

Ferner miissen wir die Definition der Konfidenz einer Assoziationsregel
anpassen:

Definition 5.13 (Konfidenz einer temporalen Assoziationsregel)
Sei X™ eine beliebige diskretisierte Folge von relativen Kursvektoren und
Cp — Cg eine Assoziationsregel. Ferner bezeichne T die festgelegte ma-
zimale Zeitspanne zwischen dem Auftreten von Cp und Cg.

Die Konfidenz dieser Assozéationsregel st dann definiert als das Verhdlt-
nis der Transaktionen aus X, die diese Regel erfiillen, zur Gesamtheit
aller Regeln, die den Regelrumpf Cp erfiillen:

support(Cp — Co|T)
support(Cp)

con fidence(Cp — Co|T) =

6 Allgemein kann hier anstelle von X; eine Funktion f(%;) (1 < j < n) eingesetzt
werden.
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Aufbauend auf diesen Definitionen l&sst sich ein temporales Assoziations-
problem wie folgt formulieren:

Definition 5.14 (Temporales Assoziationsproblem)

Sei XM eine beliebige diskretisierte Folge von relativen Kursvektoren und
Cp — Cq eine Assoziationsregel. Ferner bezeichne T die festgelegte ma-
zimale Zeitspanne zwischen dem Auftreten von Cp und Cq. Ferner seien
die Werte fiir den minimalen Support Spyin und die minimale Konfidenz
Cnin vOTgegeben.

Gesucht ist die Menge der Assoziationsregeln (Cp — Cq|T), fir die die
beiden folgenden Figenschaften gelten:

1. support(Cp — Co|T) > Smin

2. confidence(Cp — Cq|T) > Chin
Falls man den Apriori-Algorithmus von Agrawal et al. [2] als Basis-
Algorithmus auffasst und hinsichtlich der oben dargestellten temporalen
Assoziationsregeln erweitert, haben wir ein Verfahren, dass eine Gene-

ration von Zusatzinformationen und der Integration in die vorgestellten
Online-Strategien zur Portfolio-Optimierung ermdoglicht.

5.4 Modellierung von Transaktionskosten

Bei Umschichtungen von Anlagen innerhalb von Portfolios entstehen
Transaktionskosten, die wir bei der Generierung von Strategien zur Port-
folio-Optimierung bislang noch nicht beriicksichtigt haben.

Transaktionskosten lassen sich allgemein wie folgt aufschliisseln:

e Fixkosten pro Transaktion
e variable Kosten bei jeder Transaktion in Abhéngigkeit von

— Volumen
— Liquiditédt des Wertpapiers
— Markt

Es existieren eine Reihe von unterschiedlichen Ansétzen zur Modellierung
von Transaktionskosten bzw. zur Integration von Transaktionskosten in
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bereits bestehende Strategien zur Portfolio-Optimierung.

In diesem Kapitel soll neben bereits bekannten Verfahren zur Beriick-
sichtigung von Transaktionskosten ein Verfahren vorgestellt werden, das
Informationen, die aus Verfahren des Data Mining gewonnen werden,
nutzt, um Umschichtungen innerhalb des Portfolios zu vermeiden, falls
die zur Umschichtung erforderlichen Transaktionskosten die geschitzten
zukiinftigen Gewinne {ibersteigen.

An dieser Stelle sollen zwei weitere Klassen von Verfahren Erwdhnung
finden, die ebenfalls interessante Ansédtze zur Integration von Trans-
aktionskosten anbieten.

Zunéchst seien Verfahren genannt, die durch Impulskontrolle eine Steue-
rung der Transaktionen vornehmen [65, 35, 38]. Bei diesen Verfahren
ist die Modellierung der Transaktionskosten nicht auf variable Anteile
beschréinkt, sie setzen aber einige stochastische Annahmen an die unter-
liegenden Prozesse voraus, die in dieser Arbeit nicht explizit gefordert
werden.

Ferner sollen in dieser Arbeit Verfahren unberiicksichtigt bleiben, die den
Algorithmus von Helmbold et al. [52] dahingehend erweitern, dass durch
Aufbau einer geeigneten Distanz und damit durch Adaption der multipli-
kativen Update-Regel ein kompetitiver Algorithmus generiert wird, der
anfallende (variable) Transaktionskosten beriicksichtigt [68].

5.4.1 Integration von Zusatzinformationen in beste-
hende Strategien

Im Folgenden sollen variable und ausschliefllich vom Transaktionsvolu-
men abhéngige Kosten von Transaktionen betrachtet werden.

Dies bedeutet, dass bei einem Transaktionsvolumen V' absolute Trans-
aktionskosten in einer Hohe von C'y = c¢p - V anfallen, wobei ¢y mit
0 < ¢y < 1 relative Transaktionskosten darstellen.

Wir bezeichnen S, (ALG,X™) resp. S, (ALG,X™) als den Wert des
Portfolios direkt vor resp. nach Durchfiihrung der Rebalancierung. b;,j
bezeichnet den Anteil der Anlage j nach dem Ende der Handelsperiode
1, bevor eine neue Rebalancierung einsetzt.
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Da wir auch an dieser Stelle von selbstfinanzierenden Strategien zur
Portfolio-Optimierung ausgehen wollen, miissen anfallende Kosten mit
Anteilen aus dem investierten Kapital beglichen werden.

Um eine kostenminimale Rebalancierung vorzunehmen, muss der Wert
AS,(ALG,X™) = S, (ALG, X™) — S (ALG,X™)
minimiert werden.

Ferner miissen von der Anlage j

1S, (ALG,X™) - by ; — Sp(ALG, X™) - b, |

%)

Anteile verkauft resp. angekauft werden, wenn

S (ALG,X™) by < Sp(ALG, X)) -, .

5]

resp.
S (ALG,X™) by > S, (ALG, X)) - b, .

J
gilt.

Aus dieser Uberlegung heraus ergeben sich die absoluten Transaktions-
kosten Cr durch:

Cr(b,b) =cr Y |S,(ALG,XM) - b; — S,(ALG,X™) - b;] ,  (5.10)

7j=1
wobei zuséitzlich gemafl Konstruktion gelten muss:
Cr(b,b) = S, (ALG,X™) — S (ALG,X™) (5.11)

Durch ein Einsetzen der Gleichung 5.11 in Gleichung 5.10 kann mit
S (ALG,X™) der fiir die kostenminimale Rebalancierung relevante Pa-
rameter ermittelt werden [37, 21].

Das beste konstant rebalancierte Portfolio kann — analog zu dem Fall
ohne Transaktionskosten — durch den Portfoliovektor by = charakterisiert
werden:

b, = Argriax Sp.er (b, XM) (5.12)

Das Universal Portfolio unter Transaktionskosten konnen wir wie folgt
definieren:
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Definition 5.15 (Universal Portfolio unter Transaktionskosten)

Sei B C IR™ ' die Menge der mdéglichen Portfoliovektoren. Ferner sei
XM = (xg,X1,...,%,) eine beliebige Folge relativer Kursvektoren mit
xo = (1,...,1). Auftretende variable relative Transaktionskosten werden
mit cp bezeichnet. Die Investitionsstrategie U P, ist eine Folge von Port-
foliovektoren (by, ..., by,), fir die gilt:

_ JsPSiier (b, XUV dp(b)
Z fB i lcT(b X (=1 )dﬂ(b)

Mit dieser Definition kénnen wir nun iiber die Kompetitivitit des Uni-
versal Portfolio unter Transaktionskosten folgende Aussage machen [31]:

Li=1,...,n (5.13)

Theorem 5.5

Sei UP,, das Universal Portfolio unter variablen relativen Transaktions-
kosten cr und X™ eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren. Fer-
ner sei by, der Portfoliovektor des bezogen auf die Kursfolge X™) besten
konstant rebalancierten Portfolios.

Dann gilt fiir die Kompetitivitdt des uniform gewichteten Universal Port-
folios:

S.(BCRP,,,X™

S”(UPCT, (n)) ) < [(1 + CT) -n + 1]m71

¢o(UP,,,BCRP, ) =

cT)

Beweis:

Bezeichne Cr(by, by) die Hohe der Transaktionskosten, die bei der kos-
tenminimalen Umschichtung des Portfolios b; in das Portfolio by ent-
stehen. Ferner bezeichne b; resp. b; die Verteilung des Kapitals einer
beliebigen Strategie vor resp. nach Ablauf der Handelsperiode «.

Der relative Gewinn, der in der Investitionsperiode von der Strategie
erwirtschaftet wird, betréigt nach der Rebalancierung:

Wir definieren:
Abi) i= min{bis/b,} (5.15)
j

Mit A(b;) kann b; mit Hilfe des Portfoliovektors des BCRP b* eines
geeignetem Portfoliovektor b beschrieben werden:
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Fiir den relativen Gewinn innerhalb einer Investitionsperiode S;_;, gilt
damit:

(1 — Cp(b;, by))bix;
> (1 — Cp(b*',b;))A(b;)b*x;
> (1— [Cr(b*',b*) + (1 — C7(b*', b*))Cr(b*, b)]) A(b;)bix;
= (1 — Cp(b*', b)) (1 — Cr(b*', b;))A(b;)b*x;

Da fiir beliebige Portfoliovektoren by und by bei beliebigen o € [0; 1] gilt:
CT(bl, (]_ - Ck)bl + CYbQ) S cra, (517)

konnen wir durch o := 1 — A(b;) mit Gleichung 5.16 folgende Unglei-
chungen ableiten:

’

(1 - Cp(b,,b))bix; > (1 —Cp(b*,b*)(1 —cra))- A(by) - b*x;

> (1 —Cp(b*',b*)(1 — a)T)A(b;) - b*x;

= (1 — C’T(b>k ,b*)) . )\(bi)1+CT . b*XZ‘

Damit ergibt sich fiir den relativen Gewinn des Universal Portfolios:

S, (UP,,,X™)

CcT)>

E[S,(CRPy,., X™)]
> E[\(by)U*ern|S, (BCRP,,, X™)

cT)

1
= / Prob{\(b)+em)" > y1dy . S, (BCRP,,, X™)
0

Um die obige Wahrscheinlichkeit abschitzen zu kénnen, benétigen wir
nur das Verhéltnis der Volumina der Porfoliordume B. Es gilt:

1 m—1
Prob {\(b)Fer)m >y} > Vol(B') /Vol(B) = (1 — y—(1+CT)n) (5.18)

Damit gilt fiir den relativen Gewinn des Universal Portfolios:

CcT)

1
S,(UP,., XMy > / (1 — yTFerm)m=Igdy . S, (BCRP,,, X™)
0

_ T +er)n)-T(m) "
- L((1+ cr)n+m) Su(BCRF., X1)
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-1
_ <(1+c:r)n+m—1> . S,(BCRP,., X"

m—1 .

> ((1+ep)n+1)4™ .S (BCRP,,,X™)

cT)

O

Mit diesem Theorem konnte gezeigt werden, dass das urspriingliche Ver-
fahren des Universal Portfolios auch unter Beriicksichtigung von Transak-
tionskosten kompetitiv zu dem besten konstant rebalancierten Portfolio
ist.

In den folgenden Abschnitten wird untersucht, ob durch Anderung der
Online-Strategien ebenfalls universelle Algorithmen entwickelt werden
kénnen.

5.4.2 Einsatz von Assoziationsregeln zur Vermei-
dung von Transaktionskosten

In dem vorherigen Abschnitt wurde eine Modellierung von Transaktions-
kosten vorgenommen, so dass die in dieser Arbeit vorgestellten Online-
Algorithmen weiterhin asymptotisch die gleiche exponentielle Wachs-
tumsrate wie das beste konstant rebalancierte Portfolio besitzen und da-
mit universell sind.

Allerdings wurden die Kosten, die durch die Umschichtungen innerhalb
des Portfolios entstehen, nicht bei dem Design der Online-Strategien zur
Portfolio-Optimierung beriicksichtigt, sondern in einem nachfolgenden
Schritt in den entsprechenden Algorithmus aufgenommen.

Neben dieser Vorgehensweise gibt es ferner Moglichkeiten, durch Verwen-
dung von Zusatzinformationen eine Reduktion von Transaktionskosten
zu erreichen.

An dieser Stelle mochten wir nicht ndher auf das bereits in Abschnitt 5.2
skizzierte Verfahren von Cover et al. [31], das ebenfalls zur Integration
von Transaktionskosten genutzt werden kann, eingehen.

Stattdessen wird in diesem Abschnitt ein von den zuvor behandelten
Verfahren zur Integration von Transaktionskosten abweichendes Vorge-
hen entwickelt. Der gewahlte Ansatz beruht auf der Beobachtung, dass
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die vorgestellten Online-Investitionsstrategien Transaktionen auch dann
induzieren, wenn die relativen Renditen nur kleinen Schwankungen un-
terliegen.

Diese Beobachtung aufgreifend kann in eine der vorgestellten Online-
Investitionsstrategien ein Filter eingebettet werden, der aufgrund von —
noch néher zu spezifizierenden — Zusatzinformationen die urspriingliche
Strategie an die neue Rahmenbedingung, d. h. der Integration von Trans-
aktionskosten, adaptiert. Im Folgenden gehen wir von einer Erweiterung
des urspriinglichen Universal Portfolios von Cover aus. Ein analoges Vor-
gehen ist auch bzgl. der anderen in dieser Arbeit vorgestellten Strategien
moglich.

Wie bereits in diesem Kapitel gezeigt, konnen Zusatzinformationen iiber
Anwendung von Algorithmen des Data Mining gewonnen werden. Auch
an dieser Stelle kann ein Verfahren zur Generierung von Assoziations-
regeln genutzt werden, um Eingangsdaten fiir die verwendete Online-
Investitionsstrategie aufzubereiten.

Wir werden ein einfaches Verfahren vorstellen, das auf die Vermeidung
von zu hohen Transaktionskosten durch eine selektive Aussetzung der Re-
balancierung abzielt. Um die Kompetitivitéit des Algorithmus zu gewéhr-
leisten, miissen allerdings bestimmte Voraussetzungen an die Assozia-
tionsregel erfiillt sein.

Ein einfaches Aussetzen des Rebalancierens kann dazu fiihren, dass der
auf diese Weise mittelbar modifizierte Algorithmus nicht mehr univer-
sell ist. Daher miissen Assoziationsregeln, die zu einem Aussetzen des
Rebalancierens fiihren, wie folgt aufgebaut sein:

Cp(B™, X™) - Cp(B™, X ™) (5.19)
Hierbei ist Cp(B™, X ™) ein Regelrumpf, der Hinweise darauf gibt, ob
sich eine Rebalancierung rentiert. Co(B(™ X™) hingegen garantiert,

dass die wesentlichen theoretischen Eigenschaften des zugrunde gelegten
Algorithmus wie z. B. dessen Universalitéit weiterhin erhalten bleibt.

Definition 5.16 (Universal Portfolio mit Assoziationsregeln)

Sei X™) eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren, UP das uniform
gewichtete Universal Portfolio, dessen Portfoliovektoren mit b; (1 < i <
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n bezeichnet werden, und BCRP mit dem Portfoliovektor b* das be-
zogen auf die Kursfolge X beste konstant rebalancierte Portfolio. b
bezeichne den Portfoliovektor am Ende der Handelsperiode i, bevor ei-
ne erneute Rebalancierung vorgenommen wird. Des Weiteren bezeichne
Cp(BM XM — Cp(B™, XM) eine Assoziationsregel mit den oben be-
schriebenen Eigenschaften. CQ(B("), X ™) sei ferner wie folgt definiert:

CoBM, XM+ max |b; — b;_y ;| < o
] b

Die erweiterte Investitionsstrategie UPDM mit den Portfoliovektoren
bd™ ist dann wie folgt definiert:

’

bim = b, falls Cp(B™ XM) = Cn(B™, X™)

bi™ = b; sonst
wobei o anhand eines Parameters k > 1 wie folgt definiert wird:

a=1-—(1/k)" (5.20)

In einem ersten Schritt wird gezeigt, dass die vorgeschlagene Investiti-
onsstrategie, ohne Beriicksichtigung von Transaktionskosten kompetitiv
zum BCRP ist. Dann wird in einem zweiten Schritt nachgewiesen, dass
auch nach der Einfiihrung von Transaktionskosten die vorgeschlagenen
Investmentstrategie zum BCRP kompetitiv ist.

Fiir den ersten Schritt bendtigen wir das folgende Theorem:

Theorem 5.6

Sei X eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren, BCRP das be-
ste konstant rebalancierte Portfolio und UPDM die um die Assoziati-
onsregeln erweiterte Strategie. Dann ist die Investitionsstrategie UP D M
kompetitiv zum BCRP, und es gilt fiir die Kompetitivitditsrate:

co(UPDM, BCRP) < [k(n 4 1)](™~D. (5.21)

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass die Investitionsstrategie UP DM kompetititv
zu dem Universal Portfolio U P ist:
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S,(UPDM,X™) S (UPDM, X )pimx,

Y

S, 1(UPDM,X™)(1 - a)b,x,

Y

Sn o(UPDM, X" 2)(1 — a)*b,x,bp 1%, 1

v

(]_ - CY)n ﬁ biXi
=1

> (1—a)"S,(UP,X™)

Mit Gleichung 4.14 kann nun gezeigt werden, dass UP DM kompetitiv
zum BCRP ist. Es gilt:

S,(UPDM,X™) > (1—-a)"S,(UP,X™
> (1—a)"(n+1)"m VS, (BORP,X™)
Mit der Definition von « gilt fiir 1 — a:
(1—a)=1/k)"  mit k>1 (5.22)
und dementsprechend fiir den relativen Gewinn S, (UPDM, X™):

S, (UPDM,X™) > [k(n +1)]"™Ys, (BCRP,X™) (5.23)
Also gilt fiir die Kompetitivititsrate ¢, (UPDM, BCRP):

S, (BCRP,X™)
WUPDM,BCRP) =
ol ) = S (UPD, X))

= [k(n+ 1))m=Y (5.24)

Damit ist gezeigt, dass dieses erweiterte Verfahren — ohne die Integration
von Transaktionskosten — kompetitiv zu dem BCRP ist. O

Aufgrund der Konstruktion der Strategie UPDM entsprechen die ent-
stehenden Transaktionskosten hochstens den Transaktionskosten, die bei
der Umsetzung der Strategie UP erforderlich sind. Dies kann durch Ver-
wendung der Dreiecksungleichung gezeigt werden.
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In den Abbildungen 5.3 und 5.4 sollen anhand eines konkreten Beispiels
Ergebnisse des oben entwickelten Algorithmus vorgestellt und mit denen
des Universal Portfolios verglichen werden.
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Abbildung 5.3: Vergleich der relativen Gewinne von UP und UPDM (Al-
coa, Boeing, Microsoft)

Es wurde hier die folgende (temporale) Assoziationsregel verwendet”:
Cp(B™,X™) + (|zi-11] <0,5) A
(|zic12] <0,5) A
(|zi-13] <0.5) (5.25)

Co(B™,X™)  (|bis11 — biy| <0,01) A
(Ibis12 — byl <0,01) A

(1bi1,2 = byl <0,01) (5.26)

Der Support dieser Assoziationsregel liegt bei 11, 5%, die Konfidenz be-
triagt 94, 5%.

"Durch eine geeignete Diskretisierung der relativen Kurse und der Portfoliovekto-
ren (s. Definition 5.10) kann man diese Assoziationregel in die in der Definition 5.11
angegebenen Form bringen.
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Abbildung 5.4: Vergleich der relativen Anteile von Boeing an dem von
den Strategien UP und UPDM induzierten Portfolios (Alcoa, Boeing,
Microsoft)

Die Abbildung 5.3 macht deutlich, dass der relative Gewinn der Online-
Strategie U PD M aufgrund der geringeren Transaktionskosten gegeniiber
dem relativen Gewinn des Universal Portfolios U P hoher ausfillt. In Ab-
bildung 5.4 sind die jeweilgen Portfoliovektoren dieser beiden Online-
Algorithmen im Verlauf des Investitionszeitraums zu sehen. Die Abwei-
chungen hinsichtlich der Portfolio-Zusammensetzung treten erwartungs-
gemaf nur kurzfristig zu den Zeitpunkten auf, an denen die Strategie
UPDM auf eine Rebalancierung verzichtet.

5.5 Modellierung von Risikokosten

Neben Transaktionskosten sind Risikokosten der wichtigste Kostenfaktor
bei der Portfoliostrukturierung. Risikokosten entstehen fiir Finanzinsti-
tute durch Investition in risikobehaftete Anlagen oder allgemeiner in ri-
sikobehaftete Portfolios.

Diese eingegangenen Risiken miissen von den Finanzinstitutionen mit Ei-
genkapital unterlegt werden [15]. Die aufsichtsrechtlichen Anforderungen
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sehen eine Mindesthohe des Eigenkapitals vor, die in Relation zu dem
eingegangenen Risiko steht®.

Einerseits zieht ein Unterschreiten der geforderten Eigenkapitalquote nicht
unerhebliche aufsichtsrechtliche Konsequenzen nach sich. Andererseits
bindet ein zu hohes Figenkapital zu viel Kapital, das von dem Finanz-
institut nicht investiert werden kann, sondern téglich zur Verfiigung ste-
hen muss, um Schaden von dem Unternehmen abzuwenden, falls ein Ri-
siko schlagend wird.

Die von den Finanzaufsichtsbehorden zur Ermittlung des Marktpreisrisi-
kos vorgegebene Methodik des Value-at-Risks (s. Abschnitt 2.5.3) kann
auf unterschiedliche Arten berechnet werden. Die am h#ufigsten in der
Praxis verwendeten Verfahren sind im Folgenden aufgefiihrt [57):

e Varianz-Kovarianz-Ansatz
e Monte-Carlo-Simulation
e Historische Simulation

Die beiden ersten Berechnungsmethoden setzen explizit eine Verteilungs-
annahme hinsichtlich der betrachteten Anlagen voraus. Wir méchten da-
her in der Folge das Verfahren der historischen Simulation nutzen, um
nicht an dieser Stelle h6here Anforderungen an das verwendete Markt-
modell stellen zu miissen.

Ferner wird im Folgenden vorausgesetzt, dass die Eigenkapital- bzw. Ri-
sikokosten auf Portfolio-Ebene iiber dynamische VaR-Limite gesteuert
werden. Dies ermoglicht eine Modellierung von (Marktpreis-) Risikokos-
ten, die proportional zu dem jeweils errechneten Value-at-Risk sind [59].

Aufgrund der Struktur von Risikokosten kann eine Modellierung nicht
vollstindig entlang der vorgestellten Verfahren zur Integration von Trans-
aktionskosten vorgenommen werden. Es werden daher nur die folgenden
Moglichkeiten genauer untersucht:

e Verwendung von Zusatzinformationen zur Verminderung von Risi-
kokosten

e Adaptation der Zielfunktion zur Integration von Risikokosten

8Bei Anwendung ausgereifter interner Risikomodelle stehen eingegangenes Risiko
(z. Z. gilt dies nur fiir das in dieser Arbeit betrachtete Marktpreisrisiko) und Eigen-
kapital des Finanzinstiuts in einem direkten Verh&ltnis zueinander.
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5.5.1 Verwendung von Zusatzinformationen

Durch den Einsatz von Zusatzinformationen soll erreicht werden, dass
Portfolios, die einen hoheren Value-at-Risk aufweisen, eine geringere Ge-
wichtung im Universal Portfolio erhalten. Hier kann die in diesem Kapitel
vorgestellte Methode des Universal Portfolios mit Zusatzinformationen
verwendet werden:

Ein moglicher Ansatzpunkt ist durch den Zusammenhang zwischen
der Korrelation jeweils zweier Anlagen und dem Value-at-Risk des
Portfolios gegeben. Zwei Anlagen, die in den vergangenen d Tagen
eine hohe Korrelation aufgewiesen haben, kénnen einen sehr unter-
schiedlichen Beitrag zum Value-at-Risk und damit zur Performance
des Portfolios liefern.”

Der Status einer Zusatzinformation kann an dieser Stelle als eine
natiirliche Zahl k mit k = m - (m — 1) wie folgt modelliert werden:

Die Zahl z; mit z; € Z = {1,...,k} kennzeichnet einerseits das
Paar von Anlagen, das eine vorgegebene Korrelation iiberschreitet
und gleichzeitig die Anlage, welche die hochsten Auswirkungen —
im Sinne einer Verringerung — auf das Value-at-Risk des Portfolios
besitzt. Diese Anlage erhilt dann ein héheres Gewicht innerhalb
des Portfolios.

Ein Nachteil des oben skizzierten Verfahrens ist die um den Exponent &
verschlechterte Kompetitivitit gegeniiber dem urspriinglichen Verfahren
(z. B. gegeniiber dem Universal Portfolio).

5.5.2 Adaptation der Zielfunktion

Ein anderer Ansatz beruht auf der Anderung der fiir die Online-Strategien
verwendeten Zielfunktion S, (1S, X ™).

Fiir die Berechnung (mit historischer Simulation) des Value-at-Risks werden in
der Regel 200 bzw. 250 Handelstage benétigt, fiir die Korrelation von (liquiden) An-
lagen sind dies normalerweise 30 - 60 Tage.
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Hierzu greifen wir auf die in Kapitel 2 erwidhnten risikoadjustierten Per-
formance-Mafe zuriick. Da unter bestimmten — oben aufgezeigten — Rah-
menbedingungen eine Modellierung von Risikokosten {iber die Kennzif-
fer des Value-at-Risks moglich ist, konnen wir die relative Performance
P,(IS,X™) einer Investitionsstrategie als Zielfunktion nutzen.

Mit VaR(b, X™) méchten wir in der Folge einen relativen Value-at-Risk
bezeichnen, der — eine historische Simulation voraussetzend — die Form
(1 —x4)-b (n—p < q<n) besitzt, wobei p der Anzahl der Tage ent-
spricht, die fiir den Einsatz der historischen Simulation bené6tigt werden.

Die relative Performance P, (IS, X (™) ist dabei wie folgt definiert:

Definition 5.17 (Relative Performance einer Strategie)
Bezeichne die Folge X = (X1,X2,...,X,) die relative Kursentwick-
lung der betrachteten Wertpapiere im Investitionszeitraum. Ferner sei
IS = (by,bs, ..., by) eine Investitionsstrategie.

Dann ist die relative Performance P, dieser Investitionsstrategie definiert
als:

(n)y _ [[;_ bix;
P,(IS, X )_VaR([S,X(n))) (5.27)

Aufbauend auf die relative Performance einer Strategie konnen wir neben
der darauf aufbauenden Offline-Strategie des besten konstant rebalancier-
ten Portfolios BC RPp,, ¢ mit Portfoliovektor b*:

b* = argmax P,(b,X™)
€

das Universal Portfolio wie folgt definieren:

Definition 5.18 (Universal Portfolio U Pp,, )
Sei B C IR™ ' die Menge der mdéglichen Portfoliovektoren. Ferner sei
XM = (xg,X1,...,%,) eine beliebige Folge relativer Kursvektoren mit

xo = (1,...,1). Die Investitionsstrategie U Pp., s ist eine Folge von Port-
foliovektoren (by, ..., by,), fir die gilt:

[z bPii(b, X )db

bi - ; )
[P +(b, XE-D)db

1=1,...,n

Mit dieser Definition kénnen wir das folgende Theorem formulieren:
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Theorem 5.7

Set UPpe, s das oben definierte uniform gewichtete Universal Portfolio
und XM eine beliebige Folge von relativen Kursvektoren. Ferner sei b*
der Portfoliovektor des bezogen auf die Kursfolge X™ besten konstant
rebalancierten Portfolios.

Dann gilt fiir die Kompetitivitdt des uniform gewichteten Universal Port-
folios:

m—1

P,(BCRPp;,X™) -
n

Cn(UPPerf;BCRPPerf) - P (UPP ; X(n)) >

Beweis:
Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis des Theorems 4.14.

Es gilt:
Pub,X®) - S,(b,X")  VaR(b XW) o
P,(b*, X)) — VaR(b,XM™) G, (b* Xn) '
_ Su(b, X)) VaR(b*, X™) (5.20)
T S,(b, X)) VaR(b,X™) '
Mit Gleichung 4.9 gilt:
P, (b, X™) VaR(b*,X™)
M2 > A(b)". ! .
Ao xm = PR xm) (5.30)
(]. - Xk,)b*
= \Xb)* . ———— 31
O s (5.31)
(1—x,,)b*
> Ab)" s —— .32
> ) (53
wobei gilt:
. (1 —x)b*
X,, = arg min ——~—— 5.33
xeg{xk.,xl} (]_ — X)b ( )
Es gilt folgende Ungleichung:
P, (b, X™) X, b/A(b) — 1
> n., .34

v

A(b)! (5.35)
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Somit gilt fiir die Performance des Universal Portfolios:

Pn(UPPerf7 X(n))

Po(BCRPpeyy, XM) — E[(b)"] (5.36)
> /0 (1—ya=1)™ ldy (5.37)
_ L(n—1)I'(m)
= (n- 1)m (5.38)
> oD (5.39)

Dann gilt fiir die exponentielle Wachstumsrate die folgende Gleichung:

lim (W, (BCRP pey, X™) = W,y (U Ppery, X)) = 0

n—o0
Damit ist gezeigt, dass die Online-Strategie U Pp,, ¢ log-optimal ist. O
Auf diese Weise haben wir einen Online-Algorithmus entwickelt, der Risi-

kokosten beriicksichtigt und kompetitiv gegeniiber dem besten konstant
rebalancierten Portfolio BCRPp,, s ist.



Kapitel 6

Zusammenfassung und
Ausblick

6.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden nicht-klassische Ansétze zur Portfolio-Optimie-
rung untersucht, die auf der kompetitiven Analyse von Online-Algorith-
men beruhen. Diese Verfahren verzichten auf eine stochastische Model-
lierung der zugrunde liegenden Finanzmaérkte. Dies hat u. a. zur Folge,
dass die vorgestellten Online-Verfahren robust gegen Fehleinschétzungen
hinsichtlich des Marktverhaltens (z. B. hinsichtlich moglicherweise auf-
tretender Markt-Shifts) sind.

Zunichst wurden mit den Threat-basierten Verfahren Online-Algorith-
men zur Portfolio-Optimierung vorgestellt, fiir die gezeigt werden konnte,
dass sie zwar gegeniiber der besten Buy-and-Hold-Strategie log-optimal
sind, aber nicht die gleiche exponentielle Wachstumsrate wie das bes-
te konstant rebalancierte Portfolio aufweisen und damit nicht universell
sind.

Ein Schwerpunkt dieser Arbeit lag auf der Entwicklung und Implementie-
rung dieser universellen Algorithmen. Hier konnte gezeigt werden, dass
die bereits existierenden unterschiedlich motivierten Ansétze in einem
iibergeordneten Verfahren zusammengefiihrt werden kénnen.

Ferner wurden verschiedene Methoden zur Modellierung und Integration
von Kosten in bestehende Online-Verfahren zur Porfolio-Optimierung ge-
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neriert’. Damit wurde ein wichtiger Schritt in Richtung Anwendbarkeit
der vorgestellten Verfahren gemacht.

6.2 Ausblick

Aufgrund ihrer interessanten theoretischen Figenschaften, die sich teil-
weise eindrucksvoll in der Praxis bestétigen lassen [28, 37, 8], bieten die in
dieser Arbeit vorgestellten Online-Algorithmen eine wichtige Ausgangs-
basis fiir weitere Strategien zur Portfolio-Optimierung.

Die von den klassischen Modellen der Portfolio-Optimierung abweichen-
den Online-Strategien bieten eine Fiille von Erweiterungen, von denen
mit der Verwendung anderer Gegnermodelle und der Integration weiterer
Finanzinstrumente nur zwei der wichtigsten moglichen Entwicklungen
genannt werden sollen.

6.2.1 Verwendung anderer Gegnermodelle

In der vorliegenden Arbeit wurde hauptséchlich das beste konstant re-
balancierte Portfolio als Gegnermodell verwendet. Damit wird den in
dieser Arbeit betrachteten Online-Algorithmen ein Représentant einer
bestimmten Klasse von Offline-Gegnern gegeniibergestellt.

Gegnermodelle, die einen begrenzten Look-Ahead? erlauben, kénnen wei-
tere Erkenntnisse hinsichtlich der Relevanz von (frithzeitiger) Information
liefern.

Ein Ausgangspunkt dieser Arbeit war der (weitgehende) Verzicht auf
Annahmen hinsichtlich der Verteilung der Inputdaten, d. h., dass die
Kompetitivitétsrate iiber

S,(ONL,X™)
(ONL, BEN) = i
ol )= P 5, (BEN, X)

definiert wurde.

'In der Arbeit wurden exemplarisch anhand des Universal Portfolios mit der Mo-
dellierung von Transaktions- und Risikokosten die beiden wichtigsten Kostenfaktoren
untersucht.

2Bislang wurden Online-Algorithmen mit begrenztem Look-Ahead hauptséchlich
auf klassische Online-Probleme wie das Paging [3, 23] angewendet.
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Um von diesem Entscheidungsproblem unter strikter Unsicherheit zu ei-
nem Entscheidungsproblem unter Plausibilitit (Modellunsicherheit) zu
gelangen, kann die obige Definition wie folgt abgewandelt werden?:

B[S, (ONL,X™)]
cnA(ONL,BEN) = sup
A( ) X(m)eA E[SH(BEN, X(n))]

Hierbei geht man davon aus, dass die Verteilung der Eingangsdaten zu
einer Klasse von Verteilungen A gehort.

Bereits am Anfang des vierten Kapitels dieser Arbeit wurde diskutiert,
inwieweit Annahmen an die Kursverldufe zu anderen Online-Strategien
zur Portfolio-Optimierung fiihren kénnen. Die an dieser Stelle verfolgten
Anséitze konnten mit Gewinn in Richtung einer Szenario-Optimierung
verfeinert werden. Hierbei wiirde der Raum der Portfoliovektoren auf
einen — vom Investor vorgegebenen — Szenarioraum eingegrenzt werden,
ohne explizite statistische Annahmen an die Eingangsdaten machen zu
miissen [85].

Andererseits kann durch eine konsequente Erweiterung der Gegnermo-
delle in Richtung einer stochastischen Modellierung eine engere Ver-
kniipfung zu klassischen Mean-Variance-Verfahren hergestellt werden.

6.2.2 Integration weiterer Finanzinstrumente

Die Untersuchungen von Online-Strategien zur Portfolio-Optimierung fo-
kussieren fast ausschliefilich auf Aktienmérkte [28, 33, 60], wobei auf wei-
tergehende Analysen der verwandten Anlagen meist verzichtet wurde.

Die fruchtbaren Arbeiten von Blaedel et al. [19] und Andrée [8] haben
allerdings gezeigt, dass statistische Analysen der in den Portfolios vorhan-
denen Anlagen wertvolle Hinweise auf gute Bedingungen fiir den Einsatz
von Online-Strategien zur Portfolio-Optimierung geben kénnen.

Die oben genannten Untersuchungen deuten u. a. darauf hin, dass Online-
Strategien zur Portfolio-Optimierung auch in seitwérts gerichteten Mérk-
ten hohe Gewinne ausweisen kénnen, wenn sie mit Portfolios operieren,
die wenigstens teilweise aus sehr volatilen Anlagen — hier sind volatile

3Ein &hnlicher Ansatz wurde fiir das Paging-Problem von Koutsoupias et al. [66]
vorgeschlagen.
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Bondmirkte nicht ausgenommen — zusammengesetzt sind?. Erste Ana-
lysen von Portfolios, die (volatile) derivative Finanzinstrumente beinhal-
ten, scheinen diese Vermutungen zu bestétigen.

“Das im vierten Kapitel eingefiihrte Aktivitéitsniveau scheint hierbei eine hohe
Relevanz zu besitzen [56].



Literaturverzeichnis

1]

3]

9]

R. Agrawal, H. Mannila, R. Srikant, H. Toivonen, and A.I. Ver-
kamo. Fast discovery of association rules. In U.M. Fayyad,
G. Piatetsky-Shapiro, P. Smyth, and R. Uthurusamy, editors, Ad-

vances in Knowledge Discovery and Data Mining, pages 307-328,
AAAT Press, Cambridge, USA, 1996.

R. Agrawal and R Srikant. Fast algorithms for mining association
rules. In Proceedings of the 20th VLDB Conference, pages 487-499,
Morgan Kaufmann, Santiago de Chile, 1994.

S. Albers. The influence of lookahead in competitive paging algo-
rithms. In Proceedings of the 1st European Symposium on Algo-
rithms, pages 1-12, Springer, Berlin, 1993.

S. Albers. Better bounds for on-line scheduling. In Proceedings of
the 29th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages
130-139, ACM Press, El Paso, Texas, 1997.

S. Albeverio, L. Lao, and X. Zhao. On-line portfolio selection with
prediction in the presence of transaction costs. Mathematical Me-
thods of Operations Research, 54(1):133 — 161, 2001.

P. Algoet. Universal schemes for prediction, gambling and portfolio
selection. The Annals of Probability, 20(2):901-941, 1992.

P. Algoet and T.M. Cover. Asymptotic optimality and asymptotic
equipartition of log-optimum investment. The Annals of Probabi-
lity, 16(2):876-898, 1988.

N. Andrée. Erweiterung der Universellen Portfolio Selektion mittels
derivativer Instrumente und anderer Assetklassen. Diploma Thesis.
Universitit Bonn, 2003.

P. Artzner, F. Delbaen, and D. Eber, J.-M. Heath. A characteri-
zation of measures of risk. Technical report, ETH Ziirich, 1996.

145



146

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

LITERATURVERZEICHNIS

C. Atkinson and P. Wilmott. Portfolio management with fixed
transaction costs: An analysis of the Morton and Pliska model.
Mathematical Finance, 5(4):357-367, 1995.

Y. Azar, Y. Bartal, E. Feuerstein, A. Fiat, S. Leonardi, and A. Ro-
sen. On capital investment. Technical report, Tel Aviv University,
1997.

L.F. Bachelier. Théorie de la spéculation. Annales Scientifiques de
I’Ecole Normale Supérieure, 17:21-86, 1900.

Bank fiir Internationalen Zahlungsausgleich. BIZ Quartalsbericht.
Basel, 2003.

A. Barron and T.M. Cover. A bound on the financial value of in-
formation. IEEE Transactions on Information Theory, 34(5):1097—
1100, 1988.

Basle Committee on Banking Supervision. Amendment to the Ca-
pital Accord to incorporate Market Risk. Basel, 1996.

B. Bell and T.M. Cover. Competitive optimality of logarithmic in-
vestment. Mathematics of Operation Research, 5(2):161-166, 1980.

R. Bell and T.M. Cover. Game-theoretic optimal portfolios. Ma-
nagement Science, 34(6):724-733, 1988.

S. Ben-David, A. Borodin, R.M. Karp, G. Tardos, and A. Wig-
derson. On the power of randomization in on-line algorithms. In

Proceedings of the 22th ACM Symposium on Theory of Computing,
pages 379-386, ACM Press, Baltimore, Maryland, 1990.

M. Blaedel, B. Huge, and D. Lando. On long run portfolio opti-
mization using universal portfolios. Technical report, University of
Copenhagen, 1998.

A. Blum. On-line algorithms in machine learning. Technical report,
Carnegie Mellon University, 1994.

A. Blum and A. Kalai. Universal portfolios with and without
transaction costs. In Proceedings of the Tenth Annual Conference
on Computational Learning Theory, pages 309-313, Morgan Kauf-
mann, Nashville, 1997.



LITERATURVERZEICHNIS 147

22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

R. Borodin, A. El-Yaniv. Online Computation and Competitive
Analysis. Cambridge University Press, New York, 1998.

D. Breslauer. On competitive on-line paging with lookahead. Tech-
nical report, University of Aarhus, 1996.

N. Cesa-Bianchi. Analysis of two gradient-based algorithms for
online regression. In Proceedings of the Tenth Annual Conference
on Computational Learning Theory, Morgan Kaufmann, Nashville,
1997.

N. Cesa-Bianchi, Y. Freund, D.P. Helmbold, D. Haussler, R.E.
Schapire, and M.K. Warmuth. How to use expert advice. In Pro-

ceedings of the 25th Annual ACM Symposium of Computing, pages
382-391, ACM Press, San Diego, 1993.

A. Chou, J. Cooperstock, R. El-Yaniv, M. Klugerman, and
T. Leighton. The statistical adversary allows optimal money-
making trading strategies. In Proceedings of the 6th Annual ACM-
SIAM Symposium on Discrete Algorithms, pages 467-476, ACM
Press, San Francisco, 1995.

T.M. Cover. An algorithm for maximizing expected log investment
return. IEEFE Transactions on Information Theory, 30(2):369-373,
1984.

T.M. Cover. Universal portfolios. Mathematical Finance, 1(1):1-29,
1991.

T.M. Cover. Universal data compression and portfolio selection. In
37th IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, pages
534-538, IEEECSP, Burlington, 1996.

T.M. Cover and D. Gluss. Empirical Bayes stock market portfolio.
Advances in Applied Mathematics, 7(1):170-181, 1986.

T.M. Cover and E. Ordentlich. Universal portfolios with side infor-
mation. IEEE Transactions on Information Theory, 42(2):348-363,
1996.

T.M. Cover and J.A. Thomas. Elements of Information Theory.
John Wiley and Sons, New York, 1991.



148

33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

LITERATURVERZEICHNIS

A.B. Cremers, C. Hundack, and J. Liissem. Portfoliooptimierung
mit Verfahren aus der Informatik. Technical Report IAI-TR-98-15,
Universitit Bonn, 1998.

A.B. Cremers, C. Hundack, and J. Liissem. How to determine
large log-optimal portfolios. In Proceedings of the 23rd meeting of
the EURO Working Group on Financial Modelling, pages 105-117,
Progress and Business, Krakau, 2000.

M.H.A. Davis and A.R. Norman. Portfolio selection with tran-
saction costs. Mathematics of Operations Research, 15(4):676-713,
1990.

P.J. Davis and P. Rabinowitz. Methods of Numerical Integration.
Academic Press, New York, 1984.

N. Dubben. Online-Portfolio-Selektion. Diploma Thesis. Univer-
sitdt Bonn, 1998.

J.E. Eastham and K.J. Hastings. Optimal impulse control of port-
folios. Mathematics of Operations Research, 13(4):588-605, 1988.

R. El-Yaniv. Competitive solutions for online financial problems:
A survey. Technical report, Hebrew University of Jerusalem, 1996.

R. El-Yaniv. Is it rational to be competitive? On the decision-
theoretic foundations of the competitive ratio. Technical report,
Hebrew University of Jerusalem, 1996.

R. El-Yaniv, A. Fiat, R Karp, and G. Turpin. Competitive analysis
of financial games. In Proceedings of the 33rd Symposium on Foun-
dations of Computer Science, pages 327-333, IEEECSP, Alamitos,
1992.

R. El-Yaniv, R. Kaniel, and N. Linial. Competitive optimal on-line
leasing. Algorithmica, 25:116-140, 1999.

R. El-Yaniv and R Karp. Nearly optimal competitive online repla-
cement policies. Mathematics of Operation Research, pages 814—
839, 1997.

E.J. Elton and Gruber M.J. Modern portfolio theory and invest-
ment analysis. John Wiley and Sons, New York, 1995.



LITERATURVERZEICHNIS 149

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

G. Evans. Practical numerical integration. John Wiley and Sons,
New York, 1993.

U.M. Fayyad, G. Piatetsky-Shapiro, P. Smyth, and R. Uthurusamy.
Advances in Knowledge Discovery and Data Mining. AAAI Press,
Menlo Park, 1996.

A. Fiat, R.P. Karp, M. Luby, L.A. McGeoch, D.D. Sleator, and
N. Young. Competitive paging algorithms. Journal of Algorithms,
12:685-699, 1991.

J. Franke, W. Hirdle, and C. Hafner. FEinfihrung in die Statistik
der Finanzmdrkte. Springer, Heidelberg, 2001.

A.A. Gaivoronski and F. Stella. Nonstationary optimization ap-
proach for finding universal portfolios. Technical report, University
of Trondheim, 1997.

R. M. Gray. Entropy and Information Theory. Springer, New York,
1990.

P.C. Hammer and A.H. Stroud. Numerical integration over sim-
plexes. Math. Tables Aids Computation, 10:137-139, 1956.

D.P. Helmbold, R.E. Schapire, Y. Singer, and M.K. Warmuth. On-
line portfolio selection using multiplicative updates. In Machine
Learning: Proceedings of the Thirteenth International Conference,
pages 23-51, Morgan Kaufmann, San Francisco, 1996.

J. C. Hull. Options, Futures, and other Derivatives. Prentice Hall,
New Jersey, 1998.

U. Husemeyer. Heuristische Diagnose mit Assoziationsregeln. PhD
Thesis. Universitit Paderborn, 2001.

J. E. Ingersoll. Theory of Financial Decision Making. Rowman
and Littlefield, Totowa, New Jersey, 1987.

F. Jamshidian. Asymptotically optimal portfolios. Mathematical
Finance, 2(2):131-150, 1992.

B. Jendruschewitz. Value at Risk: Ein Ansatz zum Management
von Bankrisiken. Bankakademie-Verlag, Frankfurt am Main, 1999.

M. C. Jensen. The performance of mutual funds in the period 1945
- 1964. Journal of Finance, 23:389-416, 1968.



150

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

LITERATURVERZEICHNIS

L. Johanning. Begrenzung von Aktienkursrisiken mit VaR-Limiten.
2. Dresdner Risikotutorium, Universitit Dresden, 1999.

P. S. Kalev and F. C. Kebaner. An Australian evidence for the uni-
versal portfolio. Technical report, University of Melbourne, 1994.

J. N. Kapur. Mazimum entropy models in science and engineering.
John Wiley and Sons, New York, 1989.

J.L. Kelly. A new interpretation of information rate. Bell System
Tech. Journal, 35:917-926, 1956.

J. Kivinen and M.K. Warmuth. Additive versus exponentiated
gradient updates for linear prediction. In Proceedings of the 27th
Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 209-218,
ACM Press, New York, 1995.

J. Kivinen and M.K. Warmuth. Exponentiated gradient versus
gradient descent for linear predictors. Inform. Computation, 132:1—
63, 1997.

R. Korn. Optimal Portfolios. World Scientific, Singapur, 1997.

E. Koutsoupias and C. Papadimitriou. Beyond competitive analy-
sis. In Proceedings of the 35th IEEE Symposium on Foundations of
Computer Science, pages 394-400, IEEECSP, New York, 1994.

S. Kullback. Information Theory and Statistics. John Wiley and
Sons, New York, 1959.

L. Lao. Portfolio-selection with transaction costs. Phd Thesis.
Universitat Bonn, 2001.

R. Lauffer. Interpolation mehrfacher Integrale. Archiv der Mathe-
matik, 6:159-164, 1955.

N. Littlestone. Learning quickly when irrelevant attributes abound:
A new linear-threshhold algorithm. Machine Learning, 2:285-318,
1988.

N. Littlestone and M.K. Warmuth. The weighted majority algo-
rithm. Technical report, University of California, 1992.

J. Liissem and J. Schumacher. Simulation-based option pricing. In
W. Hérdle, T. Kleinow, and G. Stahl, editors, Applied Quantitative
Finance, Springer Verlag, Heidelberg, 2002.



LITERATURVERZEICHNIS 151

73]

[74]

[75]

[76]

[77]
[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

M.S. Manasse, L..A. McGeoch, D.D. Sleator, and N. Young. Com-
petitive algorithms for server problems. Journal of Algorithms,
11:208-230, 1990.

H. Mannila, H. Toivonen, and A.I. Verkamo. Improved methods for
finding association rules. Technical report, University of Helsinki,
1994.

H. Markowitz. Portfolio selection. Journal of Finance, 8:77-91,
1952.

C. Matten. Managing Bank Capital. John Wiley and Sons, New
York, 1998.

T.M. Mitchell. Machine Learning. McGraw-Hill, New York, 1997.

S.R. Morton, A.J. Pliska. Optimal portfolio management with fixed
transaction costs. Mathematical Finance, 5(4):337-356, 1995.

R. Motwani and P. Raghavan. Randomized Algorithms. Cambridge
University Press, New York, 1995.

E. Ordentlich and T.M. Cover. The cost of achieving the best
portfolios in hindsight. Technical report, University of Stanford,
1996.

E. Polak. Optimization: Algorithms and Consistent Approximati-
ons. Springer, New York, 1997.

R. Raghavan. A statistical adversary for on-line algorithms. DI-
MACS Series in Dicrete Mathematics and Theoretical Computer
Science, 7:79-83, 1992.

S. Ross. The arbitrage pricing theory of capital asset pricing. Jour-
nal of Economic Theory, 12:343-362, 1976.

A. D. Roy. Safety first and the holding of assets. Econometrica,
20:431-449, 1952.

D. Saunders. Application of optimization to mathematical finance.
Diploma Thesis. University of Toronto, 1997.

J. Schumacher. Monte-Carlo- und Quasi-Monte-Carlo-Methoden
zur Optionsscheinbewertung. Diploma Thesis. Universitit Bonn,
2000.



152

[87]

88

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

100]

LITERATURVERZEICHNIS

C. E. Shannon. A mathematical theory of communication. Bell
Systems Tech. Journal, 27:379-423, 1948.

W. F. Sharpe. Capital asset pricing model: A theory of market
equilibrium under condition of risk. Journal of Finance, 20:425—
442, 1964.

W. F. Sharpe. Portfolio theory and capital markets. McGraw-Hill,
New York, 1970.

D. Simon. Portfolio-Selektion mit multiplikativem Update. Diplo-
ma Thesis. Universitit Bonn, 1998.

D. D. Sleator and R. E. Tarjan. Amortized efficiency of list update
and paging rules. Communications of the ACM, 28(2):202-208,
1985.

B. Stahlhut. Messung und Analyse der Performance von Aktien-
portfolios. Bankakademie-Verlag, Frankfurt am Main, 1997.

M. Steiner and C. Bruns. Wertpapiermanagement. Schéffer-
Poschel-Verlag, Stuttgart, 1998.

T. Stemmler. Ein Abriss grundlegender Portfoliomodelle. Technical
report, Unverdffentlichtes Manuskript, 2002.

A.H. Stroud. Some approximate integration formulas of degree 3
for an n-dimensional simplex. Numerische Mathematik, 9:38—45,
1966.

A.H. Stroud. Approzrimate calculation of multiple integrals. Pren-
tice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1971.

A.H. Stroud. A fifth degree integration formula for the n-simplex.
Siam J. Numer. Anal., 6(1):69-98, 1971.

T. Stucki. Die Rolle der Benchmark im Portfolio Management.
Finanzmarkt und Portfolio Management, 10(2):181-196, 1996.

G. Studer. Maximum loss for measurement of market risk. PhD
Thesis. ETH Ziirich, 1997.

J. Tobin. Liquidity preference as behaviour towards risk. Review
of Economic Studies, 25:68-75, 1958.



LITERATURVERZEICHNIS 153

[101] J. Tobin. The theory of portfolio selection. In F.B.R. Brechling
and F.H. Hahn, editors, The theory of interest rates, Macmillan,
London, 1965.

[102] H. Toivonen. Sampling large databases for association rules. In
Proceedings of the 22nd VLDB Conference, Morgan Kaufmann,
Mumbei, India, 1996.

[103] J.L. Treynor and Black F. How to use security analysis to improve
portfolio selection. Journal of Business, 46:66—86, 1973.

[104] V. Vovk. Aggregating strategies. In Third Annual Workshop on
Computational Learning Theory, pages 371-383, ACM Press, Ro-
chester, 1990.

[105] V. Vovk and C. Watkins. Universal portfolios with slow learning
rates. Technical report, University of London, 1997.

[106] P. Wilmott. Paul Wilmott on Quantitative Finance. John Wiley
and Sons, New York, 2000.

[107] J. Zimmermann. Learning in program space. PhD Thesis. Univer-
sitdt Bonn, to be published, 2003.



Danksagung

Mein Dank gilt an erster Stelle Herrn Prof. Dr. Cremers, der mich durch
das langanhaltende Interesse an der Thematik bestirkt und durch viele
Diskussionen zur Bearbeitung interessanter Fragestellungen angeregt hat.

Herrn Prof. Dr. Albeverio mochte ich ebenfalls fiir seine zielfiihrenden
Kommentare danken, die zu einer Préizisierung der theoretischen Ergeb-
nisse beigetragen haben.

Herzlich bedanken mochte ich mich bei Herrn Jiirgen Schumacher, der
mir durch die gute Kooperation insbesondere im Bereich der Lehre an
der Universitdt Bonn in den Phasen mit erh6htem Arbeitsvolumen den
Riicken freigehalten hat und mir immer ein hilfreicher Ansprechpartner
fiir fachliche Diskussionen war.

Bei Herrn Jorg Zimmermann mochte ich mich fiir die fruchtbaren Dis-
kussionen zum Thema Modelle und Modellbildung und fiir das sicherlich
nicht einfache Korrekturlesen bedanken.

Fiir die fast unendliche Geduld und den groflen Riickhalt m&chte ich mei-
ner Familie danken.



