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The influence of KD and KK̄ mesonic molecules in selected reactions

The attractive potential of the Jülich meson exchange model in the KK̄-channel

causes formation of a scalar isoscalar molecule. We investigate this observation from

different points of view. First we look at the dependence of pion production in the

peripheral reaction π−p → π0π0n on the momentum transferred at the nucleus.

Accounting for the production via π and a1 emission in a consistent way, we are

able to explain the momentum dependence using the Jülich model. Furthermore we

investigate how a measurement of dd → αKK̄ close to threshold may contribute

to our knowledge on KK̄ interaction and the f0(980). The Jülich model links the

properties of the f0(980) to the a0(980). We will use this information to learn about

the dK̄-interaction in pp → dKK̄. The recent discovery of the D∗
sJ(2317) offers a

different perspective on the dynamical generation of poles, since it may be connected

to the KD-threshold nearby. We construct a SU(4)-extention of the Jülich model

including isospin violation. Within this extention a dynamical resonance is formed,

which only may explain the D∗
sJ(2317) if isoscalar production is assumed. Special

interest is paid to the predicted width of the D∗
sJ(2317) associated with a dynamical

interpretation.

Auswirkung der im KD- und KK̄-Kanal gebildeten mesonischen Mo-

leküle in verschiedenen Reaktionen

Im Jülicher Modell sind die Potentiale im KK̄-Kanal attraktiv genug, um ein skala-

res isoskalares Molekül zu erzeugen. Wir untersuchen diesen Effekt aus verschiedenen

Blickwinkeln. Zunächst untersuchen wir die Abhängigkeit der Pionproduktion in der

peripheren Reaktion π−p → π0π0n von dem Impulsübertrag auf das Nukleon. Wir

stellen fest, dass bei konsistenter Beachtung der Produktionen via π- sowie via a1-

Emission am Nukleon die Impulsabhängigkeit der Produktion durch das Jülicher Mo-

dell erklärt werden kann. Weiterhin haben wir untersucht, ob eine schwellennahe Ver-

messung der Reaktion dd→ αKK̄ Informationen über die KK̄-Wechselwirkung und

das f0(980) liefern kann. Das Jülicher Modell setzt die Eigenschaften des f0(980) zu de-

nen des a0(980) in Bezug. Wir nutzen dies, um Informationen zur dK̄-Wechselwirkung

aus der Reaktion pp→ dK+K̄0 zu extrahieren. Einen neuen Blickwinkel auf die dyna-

mische Generation von Resonanzen bietet das D∗
sJ(2317), da für diese Resonanz eine

KD-Molekülstruktur diskutiert wird. Folglich haben wir eine SU(4)-Erweiterung des

Jülicher Modells konstruiert, die eine Betrachtung der KD-Streuung inklusive Isospin-

brechung erlaubt. Die Wechselwirkung ist stark genug, um eine dynamische Resonanz

zu generieren, welche die gemessenen Massenspektren jedoch nur unter der Annahme

eines isoskalaren Produktionsoperators erklären kann. Insbesondere analysieren wir

die Breite des D∗
sJ(2317) unter Annahme einer molekularen Struktur.
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Kapitel 1

Einleitung

Seit Yukawa das Pion postulierte, um die Kraft zwischen den Nukleonen zu er-

klären [180], sind die Physik der Mesonen und die Physik der starken Wechselwirkung

eng verwoben. Von diesem Ausgangspunkt aus hat sich unser Verständnis für die star-

ke Wechselwirkung und unser Wissen über das Mesonenspektrum weiterentwickelt

und grundlegend geändert. Dem heutigen Kenntnisstand nach wird die starke Wech-

selwirkung durch eine nichtabelsche Eichtheorie, die Quantenchromodynamik(QCD),

beschrieben [85]. Da diese Theorie asymptotisch frei ist, d.h. die starke Kopplungs-

konstante αS bei großen Impulsüberträgen klein wird, kann sie im Hochenergiebe-

reich mithilfe der Störungstheorie entwickelt werden. Die nichtabelsche Struktur der

QCD bewirkt jedoch, dass αS im Nieder- und Mittelenergiebereich groß wird, was

einen direkten pertubativen Zugang verhindert. Im Niederenergiebereich wurde die-

se Problematik erfolgreich durch die Entwicklung einer effektiven Feldtheorie, der

chiralen Störungstheorie, angegangen. Diese beschreibt die Niederenergiephysik un-

ter Beachtung der Symmetrien der zugrunde liegenden QCD auf der Grundlage der

in diesem Energiebereich relevanten Freiheitsgrade, i.e. die Pionen und Nukleonen

und nicht die Quarks und Gluonen. Die Entwicklung in der Kopplungskonstante αs,

welche die QCD-Rechnungen bei niedrigen Energien verhindert, wird in der chira-

len Störungstheorie durch eine Entwicklung in den (kleinen) Energien der beteiligten

Teilchen ersetzt. Will man jedoch das Mesonenspektrum –also die mittlere Energien–

betrachten, so verlässt man auch den Konvergenzbereich dieser Theorie. In diesem

nichtpertubativen Bereich der QCD wollen wir die Meson-Meson Streuung betrach-

ten. Der Abstand zwischen den Streupartnern ist dort so groß, dass die farbneutralen

Mesonen und Baryonen die relevanten Freiheitsgrade bilden. In diesem Sinne vermit-

telt das Jülicher Modell die Kraft zwischen den Streupartnern durch den Austausch

von Mesonen. Diese sind jedoch nicht als fundamentale Träger der Wechselwirkung

zu verstehen, wie dies Yukawa tat, sondern als effektive Beschreibung der Wech-
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selwirkung über die im Energiebereich relevanten Freiheitsgrade. Für die Nukleon-

Nukleon Wechselwirkung wurde dieses Konzept zum Beispiel im Rahmen des Bonn-

Potentials angewendet [125]. Ein anderes erfolgreiches phenomenologisches Konzept

bieten die Konstituenten-Quark-Modelle, die eine gute Beschreibung des mesonischen

Spektrums liefern. Diese modellieren Einflüsse der Gluonen, Teile der Quarkdyna-

mik und die etwaige Wechselwirkungen der vorhergesagten farbneutralen Teilchen

untereinander effektiv durch eine Wechselwirkung unter Konstituenten-Quarks, de-

ren Massen diese Effekte berücksichtigen. Andere QCD-motivierte Modelle hingegen

benutzen genau diese Freiheitsgrade, um Resonanzen im mesonischen Spektrum zu

erklären, die nicht durch ein naives Konstituenten-Quark-Modell erklärt werden. Ei-

ne solche Situation findet man zum Beispiel im skalaren isokalaren Spektrum, in wel-

chem mit den Resonanzen f0(600), f0(980), f0(1370), f0(1500), f0(1710), . . . [64] mehr

Zustände existieren als das naive Quark-Modell aufweist. So sind für die isoskalaren

Resonanzen Szenarien von einfachen qq̄-Zuständen über Tetraquarks in verschiedenen

Farbzuständen [46,171] und mesonische Moleküle [123] bis hin zu exotischen Vorher-

sagen wie halb gebundene Zustände [34] formuliert worden. Interessant sind in diesem

Zusammenhang die BNL-E852 [88] und GAMS [10, 12] Experimente, die für die La-

dungsaustauschreaktion π−p → π0π0n das ππ-Massenspektrum in seiner Abhängig-

keit vom Impulsübertrag auf das Nukleon vermessen haben. Es zeigt sich, dass das

f0(980), welches im Spektrum bei niedrigen Impulsüberträgen als Minimum zu sehen

ist, sich bei hohem Impulsübertrag als Maximum manifestiert. In Kapitel 2 wollen wir

prüfen, welche Auswirkung diese Beobachtung auf die Interpretation des f0(980) im

Rahmen des Jülicher Mesonen-Austausch-Modells hat. Die experimentellen Daten der

letzten Jahre bieten uns jedoch noch eine weitere Chance, die Frage nach Molekülbil-

dung in Meson-Meson Kanälen zu vertiefen. In den von BaBar [21], Cleo [33] und

Belle [2] vermessenen D+
s π

0 Massenspektren findet sich mit der DsJ(2317) eine weite-

re Resonanz, die als Kandidat für ein Meson-Meson Molekül identifiziert [28] wurde.

In Kapitel 3 werden wir daher das Jülicher Mesonen-Austausch-Modell hin zu den

charmanten Mesonen erweitern, um die KD-Streuung und das DsJ(2317) untersu-

chen zu können. Weitere Chancen auf Einblicke in die Struktur der skalaren Mesonen

um 1 GeV versprechen die an COSY vermessene Reaktion pp → dK+K̄0 [110] und

die Reaktion dd→ αKK̄, die wir in den Kapiteln 4 und 5 betrachten werden.



Kapitel 2

Das Jülicher

Mesonen-Austausch-Modell

In diesem Kapitel wollen wir kurz das Jülicher Mesonen-Austausch-Modell beschrei-

ben und verschiedene etablierte Parametrisierungen zitieren, die wir im Rahmen un-

serer Untersuchungen der Reaktionen pp → dK+K̄0 (Kapitel 4) und dd → αKK̄

(Kapitel 5) verwenden. Danach werden wir das Modell um den a1π- und den ρρ-Kanal

erweitern, um mit diesem Modell die Endzustandswechselwirkung in der peripheren

Reaktion π−p→ π0π0n zu modellieren.

Das Jülicher Mesonen-Austausch-Modell geht auf Arbeiten von D. Lohse et al. [123]

und G. Janßen et al. [100] zurück. Im Jülicher Modell werden Streuprozesse auf der

Grundlage hadronischer Freiheitsgrade behandelt. In den Berechnungen wird hierzu

eine dreidimensionale Reduktion der Bethe-Salpeter Gleichung verwendet. Dies war

in den ersten Arbeiten die zeitgeordnete Störungstheorie und in den jüngeren Arbei-

ten die auch von uns verwendete Blankenbeclar-Sugar Reduktion, welche in Anhang

C.2 beschrieben ist. Als Potentialkern für die Integralgleichung werden anstelle der

Summe aller Zweiteilchen irreduziblen Graphen Einteilchen-Austausch-Graphen so-

wie Kontaktterme verwendet. Die in dieser Arbeit verwendeten Potentiale haben wir

in Abbildung 2.1 zusammengestellt. Ihr explizites Aussehen werden wir zusammen

mit den entsprechenden Lagrange-Funktionen in den folgen Abschnitten darstellen.
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Abbildung 2.1: Graphische Darstellung aller im Rahmen des Jülicher Mesonen-

Austausch-Modells verwendeten Potentiale. (Einzelne Parametrisierungen kommen

mit einer Untermenge dieser Graphen aus.)
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2.1 Motivation zur expliziten Darstellung der

Lagrange-Funktion

Wie man den Isospin-Anteil unserer Wechselwirkung und die Relationen zwischen

den Kopplungskonstanten der einzelnen SU(2) Untergruppen aus der Forderung nach

SU(4)-Symmetrie bestimmt, ist in Anhang B an dem Beispiel eines Vertex erläutert.

Wir wollen hier die Struktur der Lagrange-Funktion im Fall von SU(2) Symmetrie mo-

tivieren und danach die von uns benutzten Anteile der Lagrange-Funktion auflisten.

Die zu beachtenden Symmetrietransformationen sind die Rotation im Isospinraum

ψ → ei~α~τψ (τi sind die Generatoren der Rotationsgruppe und ~α ist ein beliebiger

Vektor) i.e. SU(2)V und die zur SU(2)A gehörenden Transformationen ψ → eiγ5~α~τψ.

Dass die Symmetrie der Vektorgruppe auf der hadronischen Ebene nur gering ge-

brochen ist, erkennt man zum Beispiel an den fast identischen Massen innerhalb der

Isospin-Multipletts. So beträgt die Abweichung innerhalb des Tripletts der Pionen nur

≈ 3%. Die Symmetriegruppe SU(2)A ist hingegen durch die von Null verschiedenen

Massen gebrochen, weshalb der assoziierte Axialvektorstrom nur teilweise erhalten

ist(PCAC). Diese Beobachtung, sprich der spontane Zusammenbruch der chiralen

Symmetrie (SU(2)L × SU(4)R = SU(2)V × SU(2)A → SU(2)V ), erklärt auch über

das Goldstone Theorem [80] die geringe Masse der Pionen als Masse der mit dieser

Symmetriebrechung assoziierten Goldstone Bosonen.

Ausgehend von diesen Symmetrieüberlegungen formuliert [36] die folgende Lagrange-

Funktion für das nichtlineare Sigma-Modell:

Lnls =
1

2
(∂µ~π)2 − 1

2
m2
π~π

2 +
1

4f 2
π

~π2(∂µ~π · ∂µ~π) − m2
π

8f 2
π

(~π2)2 (2.1)

Das Rho-Meson (sowie das a1-Meson) kann man im Rahmen dieses Modells als Eich-

boson einer versteckten lokalen Eichsymmetrie einfügen. Dies bedingt die folgenden

Zusatzterme in der Lagrange-Funktion [130, 172].

Lgauge = −1

2
m2
ρ~ρ

2
µ + gππρ~ρµ · (~π × ∂µ~π) +

g2
ππρ

2m2
ρ

(~π × ∂µ~π)2 (2.2)

Dabei haben wir die KSFR-Relation [107, 155] benutzt, um die Kopplungskonstante

des letzten Terms in die zitierte Form zu bringen. Das Eichboson der Axialvektor-

Gruppe hat zwei Ankopplungsstrukturen [177]:

La1πρ =gρma1 (~π × ~aµ1) ~ρµ (2.3)

La1πρ =
gρ

2ma1

[~π × (∂µ~ρν − ∂ν~ρµ)] [∂
µ~aν1 − ∂ν~aµ1 ] (2.4)
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In der Tradition des Jülicher Modells verwenden wir nur die zweite Struktur [99], da

nichtderivative Kopplungen in Verbindung mit den hier verwendeten Formfaktoren

oft zu Überbetonungen von schweren Resonanzen an der Schwelle der angekoppelten

Kanäle führt. Bei der Wahl der Kopplungskonstante folgen wir dem Jülicher Modell

für die Meson-Nukleon Streuung [115] und wählen gρ ≈ gρNN ≈ 3.25(In Bezug auf die

ρ-Universalität sei angemerkt, dass wir gegenüber der konventionellen Formulierung

der Lagrange-Funktion einen Faktor 1/2 in die Kopplungskonstante gezogen haben.).

Ferner ist zu beachten, dass die Rhos als Eichbosonen der nichtabelschen Gruppe

SU(2)V auch untereinander wechselwirken können. Diese Wechselwirkung entspringt

dem kinetischen Term (2.5) [36].

Lkin = − 1

4
~Fµν ~F

µν (2.5)

mit ~Fµν =∂µ~ρν − ∂ν~ρµ + gρ(~ρµ × ~ρν)

Die Lagrange-Funktion des für unser Modell relevanten ρρρ-Vertex lautet somit:

Lρρρ = −1

2
gρ(∂µ~ρν − ∂ν~ρµ)(~ρ

µ × ~ρν) (2.6)

Es verbleibt den zum ωπρ-Vertex gehörenden Teil der Lagrange-Funktion zu definie-

ren, welcher seinen Ursprung in der anomalen Wess-Zumino-Witten Wirkung [178]

hat. Wir zitieren ihn in der durch [32] gegebenen Form:

L =
gωρπ
mω

εµαλν∂
α~ρµ∂λ~πων (2.7)

Hierbei ist gωρπ =
3g2ρππmω

8π2fπ
= 11.2, wobei wir gρππ = 6.04 gewählt haben.

Da in Anhang B ausführlich beschrieben ist, wie man die hier angeführten Kopplun-

gen auf die restlichen Mesonen in den jeweiligen SU(4)-Multipletts verallgemeinert,

skizzieren wir hier nur kurz das Prinzip, wie es zum Beispiel durch [164] auf zwei

Baryon-Oktette und ein Meson-Oktett und durch [134] auf zwei Oktette pseudoska-

larer Mesonen und ein Vektor-Meson Oktett angewendet wurde. Zur Definition des

Flavouranteils der Drei-Meson-Wechselwirkung koppelt man drei Repräsentationen

von SU(4) (i.e. der Mesonen) zu einem Singulett. Hierzu koppelt man zunächst zwei

15-pletts(Singulette bilden einen einfachen Spezialfall, den wir hier nicht beschreiben)

und reduziert das Produkt aus. Man erhält:

{15} ⊗ {15} = {84} ⊕ {45} ⊕ {45∗} ⊕ {20′′} ⊕ {15D} ⊕ {15F} ⊕ {1} (2.8)

Koppelt man noch ein drittes 15-plett an, so enthalten nur die Produktgruppen von

{15D}⊗{15} und {15F}⊗{15} Singulette. Im Prinzip müssen wir also zwei Kopplungs-

konstanten gD und gF festlegen, um die Kopplungskonstanten für alle in den SU(4)
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Darstellungen enthaltenen Isospin-Multipletts festzulegen. Macht man sich nun klar,

dass die G-Parität gππω8
= 0 verlangt und vergleicht dies mit dem entsprechenden

Ausdruck aus den SU(4) Relationen (B.22.54), so erhält man gD = 0. Wir beenden

diesen Abschnitt mit einer Aufzählung der expliziten Formen der von uns verwende-

ten Lagrange-Funktion, wobei wir die Erörterung der Ankopplung an die D-Mesonen

auf Kapitel 3.2.1 verschieben. Aus dem Eichterm gππρ~ρµ(~π × ∂µ~π) ergeben sich die

folgenden Terme für die Lagrange-Funktion:

P

P

V

Lππρ = gππρ(~π × ∂µ~π)ρµ

LπKK∗ = gπKK∗

(

∂µ~π(K~τK∗
µ) − ~π(∂µK~τK∗

µ)
)

LKKρ = gKKρ(K~τ∂µK)~ρµ

LKKω = gKKω(K∂µK)ωµ

LKKφ = gKKφ(K∂µK)φµ

Hierbei bestehen zwischen den Kopplungskonstanten die in Tabelle 2.1 genannten

Beziehungen. In dieser Tabelle findet man auch die Beziehungen zwischen Kopp-

lungskonstanten für zwei Pseudoskalare, die an ein skalares bzw. an ein Tensor-Meson

koppeln. Die zugehörigen Lagrange-Funktionen lauten:

P

P

S, T

Lππf0 =
gππf0
mπ

(∂µ~π∂µ~π)φf0

LKKf0 =
gKKf0
mK

(∂µK∂µK)φf0

Lππf2 =
gππf2
mπ

(∂µ~π∂ν~π − ~π∂µ∂ν~π)φµνf2

LKKf2 =
gKKf2
mK

(∂µK∂νK −K∂µ∂νK)φµνf2

Zur Motivation dieser Wahl sei auf die Beschreibungen des Jülicher Modells in

[122, 153, 156] verwiesen. Im Rahmen des Jülicher Modells wird ferner die Konver-

genz der Integrale in der Streugleichung durch die Verwendung von Formfaktoren an

den Vertices erreicht. Die Definition dieser Faktoren wird nach der Auflistung der

Mesonen-Austausch-Potentiale beschrieben. Diese Potentiale haben für skalare Teil-

chen im Ein- und Ausgangskanal die folgende Form:

• Austausch eines skalaren Mesons:

Vt =
4C

m2
P

k1µk
µ
3k2νk

ν
4

t−M2

Vs =
4C

m2
P

k1µk
µ
2k3νk

ν
4

s−M2
0
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Vertex SU(3)-Relation

ππρ freier Parameter

πKK∗ gπKK∗ = gπK̄K̄∗ = −1
2
gππρ

KKρ gKKρ = gK̄K̄ρ = 1
2
gππρ

KKω gKKω = gK̄K̄ω = −1
2
gππρ

KKφ gKKφ = gK̄K̄φ = − 1√
2
gππρ

ππf0 freier Parameter

KKf0 freier Parameter

ππf2 freier Parameter

KKf2 gKKf2 = gK̄K̄f2 = 2
3
gππf2

Tabelle 2.1: SU(3) Relationen für die Kopplungskonstanten der SU(2) invarianten

Lagrange-Funktion [114]

M0

k1

k2

k3

k4

M

k1

k2

k3

k4

Abbildung 2.2: Bezeichnung der ein- und auslaufenden Impulse für s- und t-Kanal

Meson-Austausch. Im s-Kanal werden durch die Streugleichung Schleifendiagramme

generiert, die zur Selbstenergie des ausgetauschten Mesons beitragen. Dies gilt nicht

für die im t-Kanal ausgetauschten Mesonen, weshalb wir für s-Kanal-Mesonen eine

nackte Masse M0 verwenden, während wir im t- und u-Kanal mit der physikalischen

Masse M des Mesons rechnen.
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• Austausch eines Vektormesons:

Vt = C
∑

λ

(k1 + k3)
µ(k2 + k4)

νε∗µεν

t−M2

Vs = C
∑

λ

(k1 − k2)
µ(k3 − k4)

νε∗µεν

s−M2
0

• Austausch eines Tensormesons:

Vt =
C

m′2
P

∑

λ

(k1 + k3)
µ(k1 + k3)

ν(k2 + k4)
σ(k2 + k4)

τ
ε∗µνεστ

t−M2

Vt =
C

m′2
P

∑

λ

(k1 − k2)
µ(k1 − k2)

ν(k3 − k4)
σ(k3 − k4)

τ
ε∗µνεστ

s−M2
0

Hierbei sind die Impulse wie in Abbildung 2.2 gewählt und es gelten die folgenden

Bezeichnungen: εµ bzw. εµν stehen für den in Anhang A.1 beschriebenen Polarisa-

tionsvektor bzw. -tensor. Der Faktor C = g1g2F
I
isonF1F2 setzt sich aus den Kopp-

lungskonstanten g1, g2, dem Isospinanteil des Potentials F I
iso(Anhang B.2), dem Nor-

mierungsfaktor n sowie den später beschriebenen Formfaktoren Fi zusammen. Ferner

steht mP für
√
m1m2m3m4 mit mi, den Massen der gestreuten Teilchen. Der Winkel θ

ist in Anhang A.1 definiert und bezeichnet den Winkel zwischen den Relativimpulsen

der einlaufenden und auslaufenden Teilchen. Die Impulse sind im Schwerpunktsystem

für die Blankenbecler-Sugar reduzierte Bethe-Salpeter Gleichung durch:

k1 =

(√
s

2
+ c,~k

)

k2 =

(√
s

2
− c,−~k

)

k3 =

(√
s

2
+ c′, ~k′

)

k4 =

(√
s

2
− c′,−~k′

)

gegeben, wobei c = (m2
1 −m2

2)/
√

4s und c′ = (m2
3 −m2

4)/
√

4s ist. Der Normierungs-

faktor n erklärt sich aus der Normierung von Zuständen zweier identischer Teilchen

wie zum Beispiel π+, π− und π0, wenn wie hier der Isospin-Formalismus benutzt wird.

(n(ππ → ππ) = 1√
2

1√
2
, n(ππ → KK̄) = 1√

2
1, n(KK̄ → KK̄) = 1 ·1, . . . um nur einige

Beispiele zu nennen.) Im Zusammenhang mit Kanälen identischer Teilchen sei hier auf

die Möglichkeit hingewiesen, u- und t-Kanalaustausch durch Symmetrie zu berück-

sichtigen, da der Übergang zwischen t- und u-Kanal einer Ersetzung cos θ ↔ − cos θ

plus Umkopplung des Isospins entspricht. Beachtet man die Relationen

PJ(− cos θ) = (−1)JPJ(cos θ)

〈I2m2I1m1|IIZ〉 = (−1)I1+I2+I 〈I1m1I2m2|IIZ〉



10 Kapitel 2: Das Jülicher Mesonen-Austausch-Modell

für die Legendre-Polynome und die Clebsch-Gordan-Koeffizienten, so ergibt sich

V IJ
ππ,u = (−1)J+IV IJ

ππ,t . (2.9)

Somit können u-Kanal-Graphen durch folgende Gleichung zusammen mit den t-Kanal-

Graphen berücksichtigt werden.

V IJ
ππ,t + V IJ

ππ,u =







2V IJ
ππ,t für I + J ∈ 0, 2, 4, ...

0 für I + J ∈ 1, 3, 5, ...
(2.10)

Da die Vier-Pion-Kontaktwechselwirkungen aus der ungeeichten Lagrange-Funktion

des nichtlinearen Sigma-Modells und aus dem Eichterm der lokalen SU(2)V sich nicht

in Impuls- und Isospinanteil zerlegen lassen, geben wir die entsprechenden Potentiale

V IJ hier explizit an:

π

π

π

π Lmass =
m2
π

8f 2
π

(~π2)2

Lnls = − 1

4f 2
π

~π2(∂µ~π · ∂µ~π)

Lgauge =
g2
ππρ

2m2
ρ

(~π × ∂µ~π)2

(2.11)

V 00
mass =

5m2
π

f 2
π

F ct(k)F ct(k′)

V 20
mass =

2m2
π

f 2
π

F ct(k)F ct(k′)

V 00
nls = − 1

f 2
π

(3s− 2k2 − 2k′2)F ct(k)F ct(k′)

V 20
nls = − 1

f 2
π

(−2k2 − 2k′2)F ct(k)F ct(k′)

V 11
nls = − 1

f 2
π

(4kk′ cos θ)F ct(k)F ct(k′)

V 00
gauge = 2

g2
ππρ

m2
ρ

(2s+ 2k2 + 2k′
2
)F ct(k)F ct(k′)

V 20
gauge = −g

2
ππρ

m2
ρ

(2s+ 2k2 + 2k′
2
)F ct(k)F ct(k′)

V 11
gauge =

g2
ππρ

m2
ρ

(4kk′ cos θ)F ct(k)F ct(k′)

Im Jülicher Mesonen-Austausch-Modell für die ππ-Streuung gehört zu der Beschrei-

bung eines Vertex auch die Angabe eines empirischen Formfaktors, der die Konvergenz

des Integrals in der Streugleichung garantiert. Diese lauten:
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• im s-Kanal

F s(k) =

(

2Λ2 +M2

2Λ2 + 4ω2(k)

)2

• im t-Kanal

F t(k, k′) =

(

2Λ2 −M2

2Λ2 + (~k − ~k′)2

)2

• für Kontaktgraphen

F ct(k) =

(

2Λ2 − 4m2
π

2Λ2 + 4k2

)

Zur Rechtfertigung der hier gewählten nicht Lorentz-invarianten Form der Formfak-

toren sei auf [98, 125] verwiesen.

Da wir das Jülicher Mesonen-Austauschbild der ππ-Streuung auch dazu benutzen wol-

len, um die Endzustandswechselwirkung der auslaufenden Pionen in der peripheren

Reaktion π−p→ π0π0n zu modellieren, in der –zumindest bei hohen Impulsüberträgen

auf das Nukleon– die Produktion via Emission eines a1 am Nukleon eine prominente

Rolle spielt [7], erweitern wir das Modell um den a1π-Kanal. Damit können wir dann

die Produktionen via Pion-Emission und via a1-Emission am Nukleon auf der glei-

chen Grundlage behandeln. Um die entsprechenden Mesonen-Austausch-Potentiale

zu berechnen, müssen wir zunächst die Lagrange-Funktionen für den a1K
∗K̄-, den

a1πf0- und den ρρf0-Vertex festlegen, wobei mit dem a1K
∗K̄-Vertex gleichzeitig der

ladungskonjugierte Vertex einhergeht und mit dem f0 ein beliebiges genuines isoska-

lares Skalar gemeint ist.

La1πf0 =ga1πf0 (∂µ~π · ~aµ1 ) f0 (2.12)

Lρρf0 =gρρf0mρ (~ρµ · ~ρ µ) f0 (2.13)

La1K∗K̄ =
gρ

2ma1

(∂µK~τ~a1ν − ∂νK~τ~a1µ) (∂µK∗ν − ∂νK∗µ) (2.14)

Wir führen die entsprechenden Potentiale in der Helizitäts-Basis an. Die Transforma-

tion in die JLS-Basis erfolgt gemäß Formel D.10.

V a1π→a1π
f0−s−Kanal = g2

a1πf0
nF isoF1F2

kµπin
εµ(ka1in

, λa1in
)kνπout

ε∗ν(ka1out , λa1out)

s−M2
0f0

(2.15)

V πa1→πa1
ρ−s−Kanal =

g2
ρ

m2
a1

nF isoF1F2

−
(

kρexµk
µ
a1in

εν(ka1in
, λa1in

) − kρexµε
µ(ka1in

, λa1in
)kνa1in

)

s−M2
0ρ

·
(

kρexγk
γ
a1out

ε∗ν(ka1out , λa1out) − kρexγε
∗γ(ka1out , λa1out)ka1outν

)

1
(2.16)
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V πa1→πa1
ρ−u−Kanal =

g2
ρ

4m2
a1

nF isoF1F2

−
(

kρexµk
µ
a1in

εν(ka1in
, λa1in

) − kρexµε
µ(ka1in

, λa1in
)ka1in

)

u−m2
ρ

·
(

kρexγk
γ
a1out

ε∗ν(ka1out , λa1out) − kρexγε
∗γ(ka1out , λa1out)ka1outν

)

1
(2.17)

V ππ→πa1
ρ−t−Kanal = gρgρππ

ma1
nF isoF1F2

i(kνπout
+ kνπin1

)
(

kρµk
µ
a1ε

∗
ν(ka1, λa1) − kρµε

∗µ(ka1 , λa1)ka1ν
)

t−m2
ρ

(2.18)

Da wir später auch den ρρ-Kanal ankoppeln wollen, geben wir schon hier die entspre-

chenden Potentiale an:

V πa1→ρρ
π−t−K = −gρgρππ

ma1
nF isoF1F2

i
(

kρ1µk
ν
a1
ε∗ν(ka1 , λa1) − kρ1µε

∗µ(ka1 , λa1)k
ν
a1

)

εν(kρ1 , λρ1)

t−m2
π

· (kπγ + kπexγ) ε
γ(kρ2, λρ2) (2.19)

V ρρ→ππ
a1−t−Kanal =

g2
ρ

m2
a1

nF isoF1F2

(

kρ1µk
µ
a1ex

εν(kρ1, λρ1) − kµa1ex
εµ(kρ1 , λρ1)kρ1ν

)

t−m2
a1

·
(

kνρ2εγ(kρ2, λρ2)k
γ
a1ex

− εν(kρ2 , λρ2)kρ2γk
γ
a1ex

)

(2.20)

V ρρ→ππ
ω−t−Kanal =

−g2
ωρπ

m2
ω

nF isoF1F2

kαρ1ε
µ(kρ1 , λρ1)k

λ
π1
εµαλνε

µ̃α̃λ̃νkρ2α̃εµ̃(kρ2 , λρ2)kπ2λ̃

t−m2
ω

(2.21)

V ρρ→ππ
π−t−Kanal = g2

ρππnF
isoF1F2

(

2kµπ1
εµ(kρ1, λρ1)

) (

2kνπ2
εν(kρ2 , λρ2)

)

t−m2
π

(2.22)

V ρρ→ρρ
f0−s−Kanal = g2

ρρf0nF
isoF1F2

4 (εµ(kρin1
, λρin1

)εµ(kρin2
, λρin2

))

s−M2
0f0

· (ε∗ν(kρout1 , λρout1)ε
∗
ν(kρout2, λρout2)) (2.23)

V ρρ→ρρ
ρ−s−K = g2ρnF

isoF1F2

−(εν(ρin1)εν(ρin2)(kµ
ρin1

−kµ
ρin2

)+2εν(ρin1)εµ(ρin2)kν
ρin2

−2εµ(ρin1)εν(ρin2)kν
ρin1

)

s−M2
0ρ

· (ε∗γ(ρout1)ε∗γ(ρout2)(kρout1µ−kρout2µ)−2ε∗µ(ρout1)ε∗γ(ρout2)kρout1γ +2ε∗γ(ρout1)ε∗µ(ρout2)k
γ
ρout2) (2.24)

V ρρ→ρρ
ρ−t−Kanal =

g2
ρ

4

nF isoF1F2

t−m2
ρ







−
∑

λρex

∑

(a,b,c)∈A
2
(

εaµε
∗b
ν (kµc ε

∗cν − kνc ε
∗cµ)
)

·
∑

(d,e,f)∈B
2
(

εdγε
∗
eδ(k

γ
f ε
δ
f − kδfε

γ
f )
)







(2.25)
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In dieser Aufzählung beschreiben n, F iso und Fi wie schon für die anderen Potentia-

le den Normierungsfaktor, den Isospin-Faktor und die Formfaktoren. Wir haben A
als Kurzschreibweise für die Menge der geraden Permutationen über (ρin1, ρout1, ρex)

gewählt und B für die Menge der geraden Permutationen über (ρin2, ρout2, ρex). Wir

benutzen weiterhin
∑

λ ε
∗
ν(λ)εµ(λ) = −gνµ, wobei die Polarisationsvektoren in Anhang

A.1 definiert sind. Die Indizes an den Impulsen k und Helizitäten λ bezeichnen die

jeweiligen Teilchen nach Eingangskanal, Ausgangskanal und Austauschteilchen, falls

die Zuordnung nicht eindeutigt ist. Die Impulsstruktur des Potentials V πa1→KK̄
K∗,K̄∗−t,u−Kanal

ist nicht explizit aufgeführt, da sie unter Beachtung der Beziehung zwischen u- und

t- Kanal aus der Struktur des Potentials V πa1→πa1
ρ−u−Kanal ablesbar ist. Ebenfalls haben wir

auf eine explizite Darstellung der s-Kanal-Potentiale mit unterschiedlichen Ein- und

Ausgangskanälen verzichtet, weil ihre Impulsstruktur separiert und somit leicht aus

den hier gegeben Strukturen mit identischem Ein- und Ausgangskanal zu ersehen ist.

(Die Isospin-Faktoren sind dennoch in Tabelle B.2 angegeben.) Zu einer vollständigen

Beschreibung des Modells fehlt noch die Festlegung der freien Kopplungskonstanten

und der Abschneideparameter Λ. Da wir diese jedoch in den verschiedenen Parame-

trisierungen anpassen, werden wir ihre Werte in den jeweiligen Kapiteln angeben.

2.2 Der ππ-KK̄-πη Sektor

In diesem Kapitel stellen wir das Jülicher Mesonen-Austausch-Modell in einer auf den

ππ-, KK̄- und πη-Kanal beschränkten Version vor. Diese Version wird uns in den Ka-

piteln 4 und 5 als Grundlage für unsere Untersuchungen der Reaktionen pp→ dK+K̄0

und dd → αKK̄ dienen. Es ist hierzu besonders geeignet, da es durch eine große

Datenmenge bei relativ geringer Parameterzahl bestimmt wird. Unsere bevorzugte

Parametrisierung fußt auf der Analyse in [116]. Ihre Vertex-Parameter sind in Ta-

belle 2.2 zusammengefasst. Aus den so definierten Vertices bauen wir die folgenden

Potentiale auf: V ππ↔ππ
ρ−s/t−Kanal, V

KK̄↔KK̄
ρ−s/t−Kanal, V

ππ↔KK̄
ρ−s−Kanal, V

ππ↔ππ
mass/nlc/gauge−Kont., V

KK̄↔KK̄
ω/φ−t−Kanal,

V
ππ/KK̄↔ππ/KK̄
f0/2−s−Kanal , V ππ↔KK̄

K∗−t−Kanal und V πη↔KK̄
K∗−t−Kanal. Um dem Leser einen ersten Eindruck

zu geben, inwieweit dieses Modell die experimentellen Daten reproduziert, zeigen wir

in Abbildung 2.3 die in [150] und [82] gemessenen Y -Momente der ππ-Streuung zu-

sammen mit den Vorhersagen dieses Modells. Die Übereinstimmung erscheint befriedi-

gend, wenn man die Unsicherheit in den Daten beachtet. In Bezug auf die Analyse der

ππ-Streuung merkten Zou et al. in [179] an, dass ein Verständnis für den isotensoriellen

Teil der Wechselwirkung entscheidend für einen Analyseerfolg sei und diesbezüglich

der t-Kanalaustausch eines isoskalaren Tensorteilchens eine besondere Rolle spielt. In

Abbildung 2.4 zeigen wir daher die Auswirkung, die der t-Kanalaustausch des f2(1270)

im Rahmen des Jülicher Modells hat. Gerade im isotensoriellen Verhalten erkennt man
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Vertex gt gs gc Λt Λs Λc M0

in MeV in MeV in MeV in MeV

ρππ 6.040 5.317 — 1355 3300 — 1126

f0(≈ 1300)ππ — 0.082 — — 1850 — 1520

f2(1270)ππ — 1.005 — — 2320 — 1615

ππππ — — L — — 352 —

K∗Kπ, K̄∗K̄π SU(4) — — 1900 — — —

ρKK,ρK̄K̄ SU(4) SU(4) — 1850 2000 — 1126

ωKK,ωK̄K̄ SU(4) — — 2800 — — —

φKK, φK̄K̄ SU(4) — — 2800 — — —

f0(≈ 1300)KK, . . . — -0.082 — — 2500 — 1520

f2(1270)KK, . . . — SU(4) — — 2800 — 1615

K∗Kη, K̄∗K̄η SU(4) — — 2600 — — —

Tabelle 2.2: Definition der Vertex-Parameter für das auf ππ, KK̄ und πη beschränkte

Jülicher Mesonen-Austausch-Modell. L verweist auf eine Festlegung der Kopplungs-

konstante z.B. durch den Ursprung des Terms als Eichterm. SU(4) verweist auf eine

Festlegung durch die in Tabelle 2.3 angeführten Relationen. Die Spalte M0 bezieht

sich jeweils auf das Vektor- bzw. Skalar-Teilchen im Vertex und gibt die für seinen

s-Kanal-Austausch verwendete nackte Masse an.
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Vertex SU(4)-Relation

ππρ freier Parameter

πKK∗ gπKK∗ = gπK̄K̄∗ = −1
2
gππρ

KKρ gKKρ = gK̄K̄ρ = 1
2
gππρ

KKω gKKω = gK̄K̄ω = −1
2
gππρ

KKφ gKKφ = gK̄K̄φ = − 1√
2
gππρ

KKf2 gKKf2 = gK̄K̄f2 = 2
3
gππf2

ηKK∗ gηKK∗ = −gηK̄K̄∗ = −
√

3
2
gππρ

Tabelle 2.3: SU(4)-Relationen für die Kopplungskonstanten der Vertices in Tabelle

2.2.
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Abbildung 2.3: Von links nach rechts, oben nach unten sind die Vorhersagen des

Jülicher Mesonen-Austausch-Modells für die Y -Momente Y 0
1 , Y 0

2 , Y 0
3 und Y 0

4 in der

ππ-Streung dargestellt. Die Daten stammen aus den experimentellen Analysen von

[150] (rot) und von [82] (grün).
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Abbildung 2.4: Auswirkung des t-Kanalaustausches eines f2(1270) auf verschiedene

Phasen und Inelastizitäten der ππ-Streuung. Die gestrichelte Linie zeigt die Berech-

nung im Rahmen des Jülicher Modells, also ohne f2-t-Kanalaustausch und die durch-

gezogene Linie zeigt unsere Rechnung mit f2-t-Kanalaustausch. Die Daten stammen

aus [71, 72](Froggatt), aus [150](Protopopescu) und aus [129](Martin)

eine Abweichung. Wenn das t-Kanal-Diagramm beachtet wird, fällt die Phase nicht

mehr monoton sondern fängt bei Energien oberhalb von ≈ 1500 MeV wieder zu steigen

an. Dies entspricht nicht den Daten im Bereich bis zu 1400 MeV und deshalb ignorie-

ren wir, da wir an Energien um ein GeV interessiert sind, den t-Kanalaustausch des

f2(1270). Wir machen dies, obwohl wir wissen, dass es experimentelle Daten [92] gibt,

die oberhalb von 1.6 GeV ein ansteigendes Verhalten bevorzugen. Da nun das Mo-

dell festgelegt ist, mit dem wir Vorhersagen über die Auswirkungen der Meson-Meon

Endzustandswechselwirkung in den Reaktionen pp → dKK̄ und dd → αKK̄ treffen,

wollen wir uns die Vorhersagen dieses Modells im skalaren isoskalaren und skalaren

isovektoriellen Kanal ansehen und zwei weitere Referenzmodelle für Vergleiche defi-

nieren. Auch wenn die Datenlage im isoskalaren Kanal üppig ist, so ist sie leider nicht

eindeutig, wie man aus Abbildung 2.5 erkennen kann. Die dargestellten Parametrisie-

rungen des Jülicher Mesonen-Austausch-Modells entsprechen der oben beschriebenen

Parametrisierung (@1022), einer Parametrisierung (@981) mit verstärkter Bindung

(Λt−ρKK = 2180 MeV) und einer tief gebundenen Parametrisierung (@971) ohne genu-

ines f0(1370) (Λt−ρKK = Λt−ωKK = Λt−φKK = 3300 MeV). Hierbei ist die letztere Pa-

rametrisierung durch die ersten Untersuchungen im Jülicher Mesonen-Austauschbild

inspiriert, die das f0 als tief gebundenen KK̄-Zustand darstellte aber einen genui-

nen Pol bei 4000 MeV besaß, der eine sehr starke Massenrenormierung aufweist. Die

Bezeichnungen der Parametrisierungen beziehen sich auf den Realteil der Polpositi-
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Abbildung 2.5: Die Phasenverschiebungen und Inelastizitäten in der J = 0, I = 0 Par-

tialwelle sind für die ππ-Streuung dargestellt. Die Modelle sind mit @aaa MeV durch

den Realteil ihrer f0(980) Polposition gekennzeichnet. Die experimentellen Daten sind:

proto c1 [150], takam [165], ochs [137], bnl [87], kdf [106](down flat), kuf [106](up flat),

frog [71, 72], hyams [94], cason [44]

on des f0(980) in MeV. Für diese Modelle zeigen wir die Polpositionen der skalaren

isoskalaren Resonanzen in Abbildung 2.6. Die entsprechenden Zahlen sind in Tabelle

2.4 aufgelistet. Aus den Polpositionen und Residuen erkennt man zunächst, dass die

σ- bzw. f0(600)-Resonanz im Rahmen aller Modelle dynamisch generiert wird und

seine Eigenschaften erwartungsgemäß von der Kopplung im KK̄-Kanal unabhängig

sind. Das dynamisch generierte f0(980) zeigt sich oberhalb der Schwelle relativ breit

und wird dann schmaler je weiter wir es unterhalb der Schwelle parametrisieren. Mit

diesen Erläuterungen wollen wir die Betrachtung der unterschiedlichen Parametri-

sierungen beenden und zwei weitere Eigenschaften des Hauptmodells anführen. Das

a0(980) in den frühen Versionen des Jülicher Modells (z.B. Abb.4.6 @971) ist ein

reiner Schwelleneffekt, da die Isospinfaktoren dafür sorgen, dass nur noch ω- und

φ-Austausch attraktiv sind und nicht mehr der ρ-Austausch. Auch wenn die neuen

Versionen (z.B. Abb.4.6 @981, @1022) des Jülicher Modells das f0 schwächer binden

und daher eine niedrigere Polposition für das a0 zulassen, so bleibt die Charakteri-

stik eines durch das Schwellenverhalten dominierten a0 dennoch erhalten. (Der Pol

wandert von seiner ursprünglichen Position bei 1151− 63i MeV über 1128− 63i MeV

zu 1067 − 92i MeV.) Generieren wir durch einen sehr steifen Formfaktor ΛK∗Kη bis

zu 4 GeV weitere Attraktion im isovektoriellen Kanal, so können wir in Abbildung

2.7 beobachten, wie das a0 den Charakter einer durch die Schwelle verzerrten Reso-

nanzstruktur bekommt. (Der a0-Pol ist hier bis auf 1000 ± 92i MeV bzw. 964 ± 98i
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Abbildung 2.6: Polpositionen und Residuen der T -Matrix für die Reaktionen ππ ↔
ππ, ππ ↔ KK̄ und KK̄ ↔ KK̄. Alle Pole befinden sich auf den jeweiligen nichtphy-

sikalischen Blättern. Die Kreise deuten den Absolutbetrag und die Pfeile die Phase

des jeweiligen Residuums an. Das @1022-Modell ist blau, das @981-Modell grün und

das @971-Modell rot.
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@1022 @981 @971

Pol- Position Residuum Position Residuum Position Residuum

name in MeV in GeV2 in MeV in GeV2 in MeV in GeV2

f0(600) 398± i288 −130∓ i25 400± i285 −135∓ i22 382± i331 −117∓ i5

f0(980) 1022± i20 −43± i96 981± i86 −247∓ i13 971± i7 −6∓ i8

f0(1370) 1219± i313 604∓ i1039 1232± i225 703∓ i839 — —

Tabelle 2.4: Polpositionen und Residuen der verschiedenen Modelle. (Alle Pole befin-

den sich auf dem nichtphysikalischen Blatt)

Lebensdauer (×10−18 Sekunden)

Grundzust. 1. Anreg. 2. Anreg. 3. Anreg.

Reines KK̄ 3.1 24 81 191

Mischzustand 1.1 8.9 30 71

Tabelle 2.5: Lebensdauern von Kaonium für ein rein dynamisches f0(980) (aK+K− =

−(1.943 − 1.247i)M−1
K ) und für ein wie im Jülicher Modell gemischtes f0(980)

(aK+K− = −(1.156 − 3.268i)M−1
K ) zitiert nach [117]

MeV abgesenkt.) In Bezug auf Abbildung 2.7 wollen wir festhalten, dass unsere Pa-

rametrisierung auch im isovektoriellen Kanal akzeptabel ist, obwohl ein attraktives

Potential bevorzugt zu sein scheint. Bevor wir den Abschnitt über das ursprüngliche

Jülicher Modell schließen, wollen wir die in diesem Rahmen berechneten effektiven

Reichweitenparameter aI=0 = −(2.165 − 4.592i)M−1
K , aI=1 = −(0.147 − 1.944i)M−1

K ,

rI=0 = (0.151 − 0.404i)M−1
K und rI=1 = (0.151 − 0.404i)M−1

K erwähnen. (M−1
K be-

zeichnet hier die inverse Kaonen-Masse und das Vorzeichen von a ist in (3.31) fest-

gelegt.) Eine interessante Beobachtung bezüglich dieser Vorhersagen kann man zum

Beispiel machen, wenn man die aus ihnen resultierende Lebensdauer für Kaonium

im Grundzustand und in seinen angeregten Zuständen betrachtet. Das im Jülicher

Modell vorhergesagte f0(980) als Überlagerung eines KK̄-Moleküls und eines genui-

nen Zustandes führt, verglichen mit einem rein molekularen f0(980), zu weit kürzeren

Lebensdauern, wie man in Tabelle 2.5 sieht [117].
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Abbildung 2.7: Das durch [20] gemessene π+η-Massenspektrum im Vergleich mit der

Vorhersage unseres Modells (durchgezogene Linie). Die gestrichelte und gepunkte Li-

nie zeigen Varianten des Modells mit attraktiver gestaltetem Potential.

2.3 π−p→ π0π0n im erweiterten Jülicher Modell

Bevor wir uns der Pion-Produktion in der Reaktion π−p → π0π0n zuwenden, sei

angemerkt, dass die Erweiterung des Jülicher Mesonen-Austauschbildes um den πa1-

Kanal die Observablen der ππ-Streuung kaum beeinflusst. Anders sieht es im Fall

des ρρ-Kanals aus. Betrachtet man diesen zunächst in der Form von zwei stabilen

ρ-Mesonen, d.h. ignoriert man die Ankopplung des ρ an zwei Pionen und die damit

verbundenen physikalischen Schnitte, so beobachtet man Strukturen ähnlich der Mo-

lekülbildung im KK̄-Kanal. Als erste Annäherung an die zu erwartende Physik, wenn

die ρ-Mesonen des ρρ-Kanals in je zwei Pionen zerfallen können und auf diese Weise

ππρ- und 4π-Schnitte entstehen, betrachten wir einen ρρ-Kanal bestehend aus einem

stabilen Rho und einem Rho mit durch Pionen-Schleifen generierter Breite. Für diesen

Fall sind bereits Techniken zur Beschreibung der Streuung durch eine dreidimensio-

nale effektive Zweiteilchen-Streugleichung entwickelt worden. An dieser Stelle zitieren

wir nur die entsprechende Streugleichung 2.26 und verweisen für eine Herleitung auf

die Arbeiten [1, 8, 98]

〈q′|T (s)|q〉 = 〈q′|B(s)|q〉 +

∫

d3p

(2π)32ωp
〈q′|B(s)|p〉D(σp) 〈p|T (s)|q〉 (2.26)

D(σp) =
1

σp −m2
0ρ −

∫

d3p′

(2π)3ωp′

f2

(σp−4ω2
p′

)

(2.27)
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Abbildung 2.8: Auswirkungen eines ρΓ=0MeVρΓ=149MeV-Kanals auf die Inelastizitäten

der ππ-Streuung in den Kanälen (I = 1, J = 1) und (I = 0, J = 2). Die rote Linie

entspricht der Rechnung ohne ρρ-Kanal, die grüne Linie beinhaltet ihn. Die experi-

mentellen Daten stammen von Protopopescu [150], Hyams [94] und Froggatt [71,72].

Hierbei steht B für das nun nicht mehr reelle Potential und σ für das invariante

Massenquadrat des ρ bzw. des entsprechenden ππ-Systems. Für eine Erläuterung der

Vertexfunktion f im Selbstenergieterm sei auf das Lee-Modell in Anhang C.4 ver-

wiesen. Wie erwartet verwaschen die Strukturen und die Schwellenenergie sinkt von

2mρ = 1542 MeV auf 2mπ+mρ = 1041 MeV. In Abbildung 2.8 zeigen wir dies exemp-

larisch. Man erkennt, wie sich im isovektoriellen Vektorkanal die Übereinstimmung mit

den Daten bis zur ωω-Schwelle (≈ 1565 MeV) hin verbessert. Oberhalb dieser Schwelle

geht die Inelastizität nicht mehr schnell genug zurück. Unser Modell bietet jedoch für

den Tensorkanal keine Verbesserung. Wir nehmen dies zum Anlass, bei unseren Be-

trachtungen der peripheren Reaktion π−p→ π0π0n nicht das rechenzeitintensive Mo-

dell mit ρρ-Kanal Ankopplung zu verwenden, um die ππ-Endzustandswechselwirkung

zu modellieren. Stattdessen parametrisieren wir alle schweren skalaren isoskalaren Re-

sonanzen und die 4π-Zustände in unserem Modell durch effektive Resonanzen f0(1370)

und f0(1500), die wir an die ππ-, KK̄-, πη-, a1π-Kanäle ankoppeln. Die Parameter

hierfür lauten gf0(1370)KK̄ = 0.551, gf0(1370)a1π = 0.268 und gf0(1500)ππ = gf0(1500)KK̄ =

0.188.

Bevor wir die Pion-Produktion modellieren, wollen wir kurz die experimentellen Er-

gebnisse zusammenfassen, die eine Untersuchung im Rahmen eines Modells mit dy-

namisch generierten Resonanzen interessant erscheinen lassen. In verschiedenen Ex-



22 Kapitel 2: Das Jülicher Mesonen-Austausch-Modell

� ��� �����
	��


 �
� �
� �

�����
� �
� �
��

����  ��� !�"� #��� $�

�%�&�'�'�&�

�%�&�'�'�

�(�'�'�

�%�'�

)+*

,

-

,

-

-

.�/ 0 1 2

3
-

,

-

,

-

-

.4/ 576 2 8:9(;5 <

3

=?>A@ �(�CB � ���
	ED �
=GF 1 @IH B � ���
	ED �

Abbildung 2.9: Die Ereigniszahl der π0π0-Produktion ist als Funktion des Quadrates

t des Impulsübertrages auf das Nukleon aufgetragen. Diese Daten werden zur Anpas-

sung der Steigungsfaktoren b herangezogen. Die durchgezogene Linie zeigt die Berech-

nung im Mesonen-Austauschmodell unter Beachtung der Meson-Meson Wechselwir-

kung im Ausgangskanal wie durch die Feynman-Diagramme im Einschub erläutert.

Die Kreuze zeigen die BNL-E852 Daten [88].

perimenten wurde die Abhängigkeit der Pion-Produktion in π−p → π0π0n von dem

Impulsübertrag t auf das Nukleon vermessen. (z.B. das BNL E852 Experiment bei 18.3

GeV Strahlenergie [88] und GAMS Experimente bei 38 GeV [10] und 100 GeV [12]

Strahlenergie.) Es wurde beobachtet, dass die Struktur der S-Wellenamplitude sich

stark mit dem Impulsübertrag auf das Nukleon ändert. Dies kann man zum Bei-

spiel in Abbildung 2.10 erkennen. Besonderes Interesse rief die Struktur um 1 GeV

hervor, die bei niedrigen Impulsüberträgen −t < 0.1 GeV2 als scharfes Minimum

zu erkennen ist, während sie sich bei großen Impulsüberträgen −t > 0.4 GeV2 als

Maximum zeigt. Mehrere Arbeiten haben dieses Verhalten als Argument gegen eine

KK̄-Struktur im f0(980) angeführt [17,19,111,112]. Wir wollen nun untersuchen, ob

ein solches Verhalten mit dem Jülicher Modell vereinbar ist, welches das f0(980) zum

größten Teil als KK̄-Molekül darstellt. In unserer Modellierung der Produktionsreak-

tion π−p→ π0π0n machen wir uns zunutze, dass bei den verwendeten ultrarelativisti-

schen Strahlenergien die Reaktion peripher verläuft und wir somit nach der Produk-

tion die Wechselwirkung der Mesonen mit dem Nukleon vernachlässigen dürfen aber

die Endzustandswechselwirkung der auslaufenden Mesonen betrachten müssen. Unse-

re Parametrisierung der Produktionsmechanismen ist diagrammatisch im Einschub in

Abbildung 2.9 zu sehen. Zur Auswahl der Reaktionsmechanismen ist zu sagen, dass

nur Isovektor-Mesonen als Urheber der Ladungsaustauschreaktion in Frage kommen.

Das ρ kann wegen seiner G-Parität nicht beitragen und somit kommen nur das Pion

und das a1 als t-Kanal-Austauschteilchen mit Parität P = (−1)(J+1) in Frage und
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nicht das a2, welches die Quantenzahlen JP = 2+ besitzt. Die Wichtigkeit des a1 als

Austauschteilchen in peripheren πN -Reaktionen ist allgemein akzeptiert [7,105]. Weil

die Reaktion bei hohen Strahlenergien vermessen wurde, werden wir den initialen

Pion- bzw. a1-Austausch durch die entsprechenden Regge-Trajektorien beschreiben.

Da in der ultrarelativistischen Pionen-Produktion die Wirkungsquerschnitte mit dem

Impulsübertrag t exponentiell abfallen, werden wir wie in den meisten Datenanalysen

die Produktionsvertices mit sogenannten Steigungsfaktoren ebπ(t−m2
π) versehen. Die

BNL Daten verlangen zwei unterschiedliche Steigungsfaktoren, die wir als effektive

Formfaktoren des pnπ- und des pna1-Vertex auffassen. Wie man aus Abbildung 2.9

erkennen kann, reproduziert eine Wahl mit bπ = 10 GeV−2 und ba1 = 5 GeV−2 die ex-

perimentellen Steigungen bis −t = 2 GeV2. Die vollständige t-Abhängigkeit ist durch

(2.28) gegeben.

∂2σ

∂mππ∂t
= Aπ

−t
(t−m2

π)
2
ebπ(t−m2

π) |Tππ→ππ(mππ, t)|2

+ Aa1(1 + tC)2eba1 t |Ta1π→ππ(mππ, t)|2 (2.28)

Hierbei ist zu beachten, dass Aπ und Aa1 –wie in Anhang E beschrieben– nicht kon-

stant sind und dass aufgrund der Helizitätsstruktur die Absolutquadrate addiert wer-

den und nicht die Amplituden. C ist in dieser Formel als freier Parameter zu verste-

hen, den wir in Übereinstimmung mit [7] durch C = −4.4 GeV−2 festlegen. Ferner

haben wir den Steigungsfaktor für das a1 wie in [7] ohne den konstanten Faktor

e−ba1m
2
a1 formuliert. Es ist anzumerken, dass unsere Formfaktoren, die wir identisch

im isoskalaren und isotensoriellen Kanal verwenden, in etwa mit der Wahl von Acha-

sov et al. [7] für ihre isoskalaren Formfaktoren übereinstimmen( bI=0
π = 9.4 GeV−2,

bI=0
a1

= 5.4 GeV−2).

In Abbildung 2.10 vergleichen wir unser Modell mit den experimentellen Daten für

den S-Wellenanteil der Pionen-Produktion. Im oberen Teil der Abbildung wurden die

Daten über ein Impulsübertrag von 0.01 < −t < 0.1 GeV2 integriert. Man erkennt

eine breite Verteilung der Produktion von der Schwelle bis ca. 1.5 GeV, die von einem

scharfen Minimum bei einem GeV unterbrochen wird. Unser mikroskopisches Modell

reproduziert dieses Verhalten wie folgt. Bei den niedrigen Impulsüberträgen des obe-

ren Teils in Abbildung 2.10 dominiert der initiale Pion-Austausch das Spektrum. Da

die Phase der S-Welle bis 1 GeV linear auf ca. 100◦ angewachsen ist, ist die ent-

sprechende Partialwellenamplitude im Bereich um mππ = 980 MeV negativ, was eine

destruktive Interferenz mit der Amplitude, die das f0(980) beschreibt, bedingt, wo-

durch das beobachtete Minimum entsteht. Bei noch höheren Massen zeigt das f0(1500)

ein ähnliches Verhalten. Bei hohen Impulsüberträgen hingegen ist das Minimum ver-

schwunden und an seiner Stelle ist eine Spitze bei einem GeV zu beobachten. In
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Abbildung 2.10: Der S-Wellenbeitrag zum Gesamtwirkungsquerschnitt der Pionen-

Produktion ist als Funktion der invarianten ππ-Masse aufgetragen. Durchgezogene

Linie: Das Mesonen-Austausch-Modell; Gepunktete Linie: Beitrag aus der Emission

eines Pions am Nukleonenvertex; Gestrichelte Linie: Beitrag aus der Emission eines a1

am Nukleonenvertex. Die Daten stammen aus [88] und wurden nach den Maßgaben

von [106] skaliert. Im oberen Teil wurde der S-Wellenbeitrag zur Produktion über die

Impulsüberträge 0.01 < −t < 0.1 GeV2 gemittelt, im unteren Teil über 0.4 < −t <
1.5 GeV2.
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Abbildung 2.11: Darstellung des S-Wellenbeitrags zur Pionen-Produktion als Funk-

tion der invarianten ππ-Masse. Die Übergangspotentiale, die an den KK̄-Kanal via

t-Kanal-Mesonaustausch koppeln, wurden mit einem Skalierungsfaktor λmultipliziert.

Lang gestrichelt: λ = 0.0; Gepunktet: λ = 0.75; Strichpunktiert: λ = 0.88; Durchge-

zogen λ = 1.0. Die gezeigten Daten stammen aus [88]. Der obere Graph entspricht

kleinen und der untere Graph großen Impulsüberträgen(siehe Abb. 2.10).

diesem kinematischen Bereich (untere Hälfte von Abbildung 2.10) ist die Produktion

via Pion-Emission am Nukleon im Rahmen unseres Modells zu vernachlässigen und

die Produktion verläuft über die initiale Produktion eines a1, was durch die Wahl

der Steigungsfaktoren bedingt ist. Da in diesem Fall der resonante Beitrag in Phase

mit dem nichtresonanten Hintergrund ist, beobachtet man nun ein Maximum. Es sei

erwähnt, dass im betrachteten kinematischen Bereich die Produktion durch ein Pion

dominant den Spin des Nukleons dreht, während die Produktion durch ein a1 den

Spin des Nukleons erhält. Aus diesem Grund können wir Interferenzeffekte zwischen

den beiden Prozessen vernachlässigen.

Wir möchten betonen, dass wir im Gegensatz zu empirischen Analysen, die einen

flachen Untergrund annehmen, zu welchem sie eine parametrisierte Resonanz addie-

ren [7,19], den Hintergrund konsistent innerhalb unseres Modells bestimmen. In Abbil-

dung 2.11 wollen wir dies demonstrieren, indem wir die t-Kanal-Austauschdiagramme

des KK̄-Kanals, die sowohl für den Hintergrund als auch für die Molekülbildung ver-

antwortlich sind, mit einem Faktor λ ∈ [0; 1] skalieren. Im Falle von λ = 0 kann der

KK̄-Kanal also nur über s-Kanal-Graphen wechselwirken. In diesem Fall sieht man

für kleine Impulsüberträge (oberer Teil von Abbildung 2.11) nur noch eine breite Ver-

teilung von der Schwelle bis 1.5 GeV. Schalten wir nun die Wechselwirkung wieder
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Abbildung 2.12: Die obere kinematische Grenze von t ist in Abhängigkeit der produ-

zierten invarianten Masse des Pion-Systems mππ für vier Strahlenergien dargestellt.

Diese Energien entsprechen: GAMS 100 GeV, GAMS 38 GeV, BNL 18.3 GeV und

KEK 12 GeV. Zum Vergleich sind die obere und die untere Grenze gezeigt, die bei

der Analyse im Fall kleiner Impulsüberträge gewählt wurden.

ein, d.h. λ geht gegen 1, so entwickelt sich das Minimum bei einem GeV. Im glei-

chen Maße entsteht für große Impulsüberträge (unterer Teil von Abbildung 2.11) das

Maximum bei einem GeV. In Abbildung 2.11 erkennt man ferner, dass die Betonung

bei invarianten Massen um die 500 MeV ohne Ankopplung des KK̄-Kanals zu stark

ausfällt. Mit zunehmender Ankopplung λ wird die relative Stärke der Strukturen bei

500 MeV und bei 980 MeV jedoch gut reproduziert. Wir möchten anmerken, das die-

ses Verhalten auf natürliche Weise den ππ-Phasen entspringt, wenn die Produktion

durch Regge-Amplituden parametrisiert wird. In unserem Fall ist der (1+ tC)2 Anteil

in (2.28), der schon in frühen Analysen von πN → ππN Streudaten [108] zu finden

ist, für das Niederenergieverhalten bei großen Impulsüberträgen verantwortlich.

An dieser Stelle wäre ein Vergleich mit Experimenten bei anderen Strahlenergien und

mit anderer Einteilung der Impulsübertragsintervalle interessant. In unserem Fall sind

diese jedoch wenig aufschlussreich. Um diese Behauptung zu erklären, schauen wir

uns zunächst an, welchen Einfluss die Strahlenergie auf die Masseverteilung hat. Zum

einen bewirkt sie einen Skalierungsfaktor 1
q2Strahlsges

, den wir nicht beobachten können,

da die Daten nicht normiert sind, zum anderen gibt sie die kinematischen Grenzen

für die t-Integration vor. Dies ist in Abbildung 2.12 zusammen mit den durch die

Analyse für kleine Impulsüberträge gewählten Grenzen (0.01 < −t < 0.2 GeV2) dar-

gestellt. Man erkennt für invariante Zweipion-Massen unter 1.8 GeV, dass für die
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Abbildung 2.13: Der S-Wellenbeitrag zur Pionproduktion ist als Funktion der in-

varianten Zweipion-Masse mππ aufgetragen. Die obere Hälfte zeigt unsere Vorher-

sage für 0.01 < −1 < 0.20 GeV2 zusammen mit experimentellen Daten, die bei

verschiedenen Strahlenergien gewonnen wurden. Kreuze: 100 GeV GAMS [12]; Vier-

ecke: 38 GeV GAMS [10]; Kreise: 18.3 GeV BNL [88]. Das untere Panel vergleicht

zwei unterschiedliche t Intervalle und die entsprechenden Vorhersagen: Kreise und

durchgezogene Linie: 0.3 < −t < 1.5 GeV2 [88]. Vierecke und unterbrochene Linien:

0.3 < −t < 1.0 GeV2 [10]. Die gestrichelte Linie zeigt unser Modell, die gepunktet

Linie eine Berechnung mit an die GAMS Daten angepasste Kopplung des f0(1370).

Strahlenergien, zu denen experimentelle Daten verfügbar sind, die Grenzen durch die

Schnitte in der Analyse beschränkt sind und nicht durch die Kinematik. Dies gilt

insbesondere, da wir die bei 12 GeV gemessenen KEK Daten nicht betrachten, weil

sie nur als Extrapolation zum Pionpol verfügbar sind. All dies bedeutet, dass für

mππ < 1.8 GeV die Daten bis auf Skalierung identisch sein sollten. Wir betrach-

ten der Gültigkeitsgrenze unseres Modells entsprechend nur invariante Massen bis

1.5 GeV, was bedeutet, dass in dem von uns betrachteten Bereich die Messungen

bei unterschiedlichen Strahlenergien gleiches Verhalten zeigen sollten. Unter diesem

Gesichtspunkt vergleichen wir in Abbildung 2.13 die bei 100 GeV und 38 GeV Strah-

lenergie gewonnenen GAMS Daten mit den bei 18.3 GeV Strahlenergie gewonnen

BNL Daten. Das obere Panel zeigt die BNL Daten (ausgefüllte Kreise) zusammen

mit den GAMS Daten bei 100 GeV Strahlenergie (Kreuze) und mit den GAMS Da-

ten bei 38 GeV Strahlenergie (offene Vierecke) jeweils integriert über Impulsüberträge

0.01 < −t < 0.20 GeV2. Wir sehen, dass die Daten bis auf Skalierung gut überein-

stimmen. Nur die GAMS Daten bei 38 GeV Strahlenergie weichen in ihrer Form in
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den Regionen mππ ≈ 0.8 − 1.0 GeV und mππ > 1.2 GeV leicht ab. Für den Fall

großer Impulsüberträge ist ein Vergleich nicht so leicht zu bewerkstelligen, da BNL

nur eine t-Einteilung 0.4 < −t < 1.5 GeV2 anführt, während GAMS ein t-Intervall

0.3 < −t < 1.0 GeV2 angibt. Nichtsdestotrotz erscheint ein Vergleich lohnend, da ein

Blick auf unterschiedliche Mittelungsintervalle auch einen Blick auf eine unterschiedli-

che Gewichtung der Produktionsoperatoren bedeutet. Um zumindest eine gemeinsame

obere Grenze in t zu haben, vereinigen wir im Fall der BNL Daten zwei t-Intervalle,

um ein Impulsübertragsintervall 0.3 < −t < 1.5 GeV2 zu erhalten, welches wir dann

gemeinsam mit den GAMS Daten für 0.3 < −t < 1.0 GeV2 und mit unseren entspre-

chenden Rechnungen zeigen. Mit der gemeinsamen oberen t-Grenze und dem Wissen,

dass die Produktion hauptsächlich bei niedrigen |t| stattfindet, können wir diesen Ver-

gleich rechtfertigen. In der unteren Hälfte von Abbildung 2.13 erkennt man, dass die

so gewonnenen Daten bis ca 1.05 GeV übereinstimmen, von wo ab sie stark vonein-

ander abweichen. Es wäre denkbar, diesen Unterschied der Produktion im Intervall

1.0 < −t < 1.5 GeV2 zuzuschreiben und das f0(1370) als ein kompaktes Objekt

aufzufassen, welches auch noch bei hohen Impulsüberträgen produziert wird. Unsere

Berechnungen deuten jedoch auf ein anderes Verhalten: Die BNL Daten werden durch

unsere Rechnung recht gut beschrieben (Kreis im Vergleich zur durchgezogenen Li-

nie), aber unser Modell sagt eine viel zu große Produktion oberhalb von 1.05 GeV

für die GAMS Daten vorher, wie man an der gestrichelten Linie im Vergleich zu den

Vierecken erkennen kann. Im Folgenden wollen wir herausstellen, dass die BNL Da-

ten und die GAMS Daten inkonsistent sind. Da wir nicht beurteilen können, welche

Daten korrekter sind, führen wir eine zweite Anpassung (gepunktete Linie) ein, die

den GAMS Daten entspricht. Dies geschieht, indem wir die Ankopplung des f0(1370)

an den a1π-Kanal abschwächen, wodurch das Verhalten bei kleinem Impulsübert-

rag nicht verändert wird. Diese zweite Anpassung stimmt gut mit den GAMS Daten

überein. Dies gilt auch in anderen t-Intervallen (Abbildung 2.14). Damit ist klar, dass

die Eigenschaften unseres f0(980) inklusive seines großen Molekülanteils mit beiden

Datensätzen verträglich sind. Die Eigenschaften des f0(1370) hingegen sind zu hin-

terfragen. Um zu der Schlussfolgerung zu gelangen, dass die GAMS und BNL Daten

inkonsistent sind, schauen wir uns das höchste t-Intervall an, für welches Daten so-

wohl von BNL als auch von GAMS existieren (0.3 < −t < 0.4 GeV2). Wir zeigen

diese Daten in der oberen Hälfte von Abbildung 2.14, wobei wir die GAMS Daten

aus der Differenz zweier Datensätze in [10] generiert haben. Die assoziierten Fehler

haben wir um einen Faktor 4 herunterskaliert, sodass sie in etwa der Bandbreite der

Daten entsprechen, die wir in diesem Fall für ein glaubwürdiges Fehlermaß halten.

Auch hier sieht man schon die Abweichung oberhalb von 1.05 GeV, obwohl nur ein

Skalierungsfaktor die beiden Sätze unterscheiden sollte. Man erkennt, dass das dem je-

weiligen Datensatz angepasste Modell die entsprechende t-Abhängigkeit gut reprodu-
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Abbildung 2.14: Der S-Wellenbeitrag zur Pionproduktion ist als Funktion der invari-

anten Zweipion-Masse mππ aufgetragen. In beiden Panelen sind BNL Daten [88] mit

Kreisen und GAMS Daten [10] mit Vierecken gekennzeichnet. Die GAMS Daten wur-

den aus der Differenz von zwei Datensätzen bestimmt und die gezeigten Fehler sind

um einen Faktor 4 kleiner als die berechneten. Die durchgezogenen Linien entspre-

chen dem an die BNL Daten angepassten Modell, die gepunkteten Linien dem an die

GAMS Daten angepassten Modell. Die obere Hälfte zeigt das Impulsübertragsinter-

vall 0.3 < −t < 0.4 GeV2 und die untere 0.2 < −t < 0.4 GeV2(Hierzu gibt es keine

Daten von GAMS).

zieren kann, aber wir haben keine Handhabe ein Modell zu bevorzugen. Ein Vergleich

unseres Modells mit Daten bei mittleren Impulsüberträgen ist problematisch, da un-

sere Vorhersagen in diesem Bereich sehr stark von den Steigungsfaktoren für π- und

a1-Produktion abhängen, die wir nicht entsprechend genau an der dσ
dt

-Verteilung fest-

machen können. Das Problem hat seinen Ursprung in der starken Abhängigkeit, den

der Punkt gleicher Produktionsstärke via π und a1 in Bezug auf die Steigungspara-

meter hat. Eine Anpassung in diesem Impulsübertragsbereich entspricht folglich einer

Feinabstimmung der Steigungsparameter. Für ein mikroskopisches Modell wie unse-

res ist eine solche Feinabstimmung unangebracht. Nichtsdestotrotz zeigen wir unsere

Ergebnisse für das Intervall 0.2 < −t < 0.4 GeV2 in der unteren Hälfte von Abbildung

2.14, um zu demonstrieren, dass auch hier eine starke Abhängigkeit unserer Vorhersa-

ge von den Parametern des f0(1370) besteht. Eingedenk der Diskrepanz, die auch hier

zwischen den Daten zu erwarten wäre, stellen wir fest, dass unser Modell die Daten

noch akzeptabel reproduziert.

Abschließend wollen wir die Vorhersagen unseres Modells für die Kaonenproduktion
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Abbildung 2.15: Beiträge der S-Welle zu der Produktion π−p → K0K̄0n als Funkti-

on der invarianten KK̄-Masse. Gestrichelte Line: Unser Modell, das wegen fehlender

4π-Zerfälle die Produktion überschätzt. Durchgezogene Linie: Modell, das 4π-Zerfälle

durch einen σσ-Kanal nachbildet. Die Daten stammen aus [65], wobei wir die Mas-

seneinteilung in 50 MeV Schritten nicht zeigen.

in der Reaktion π−p → K0K̄0n mit den in [65] veröffentlichten Daten vergleichen.

Unser Modell reproduziert die Daten nur bis etwa 1.2 GeV. Darüber hinaus wird die

Produktion neutraler Kaonen stark überschätzt(gestrichelte Linie in Abbildung 2.15).

Diese Überschätzung kann man verstehen, wenn man unsere effektiven Kopplungen an

die f0(1370) und die f0(1500) Resonanz mit den entsprechenden Zerfallskonstanten

aus [64] vergleicht. Wir haben starke Kopplungen an den KK̄-Kanal benutzt, um

Zerfälle zu simulieren, die in Wirklichkeit in 4π-Kanäle gehen. Die durchgezogene Linie

in Abbildung 2.15 zeigt ein Modell, in welchem dies dadurch korrigiert wurde, indem

wir einen σσ-Kanal eingefügt haben, der die entsprechenden 4π-Zerfälle absorbiert. In

diesem Modell erhalten wir auch oberhalb von 1200 MeV eine gute Übereinstimmung

mit dem Experiment.

2.4 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt haben wir ein minimales Modell der ππ-KK̄-πη-Streuung im

Rahmen des Jülicher Mesonen-Austauschformalismus entwickelt, das geeignet ist, um

in einem Produktionsprozess die Entzustandswechselwirkungen eines auslaufenden

Mesonenpaares für invariante Massen bis zu 1.2 GeV zu beschreiben. Die Eigen-

schaften der skalaren Resonanzen innerhalb dieses Modells wurden beschrieben. Das
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Jülicher Mesonen-Austausch-Modell wurde erfolgreich um den a1π-Kanal erweitert,

sodass ein konsistentes Modell für die periphere Pionen-Produktion in π−p → π0π0n

formuliert werden konnte, welches auf einer initialen Produktion via Pion- und

a1- Emission am Nukleon beruht. Die initialen Produktionen werden hierbei durch

Regge-Amplituden parametrisiert. Im Rahmen dieses Modells ist es möglich, die Im-

pulsübertragsabhängigkeit der durch das f0(980) hervorgerufenen Struktur im inva-

rianten Massenspektrum der Pionen auf natürliche Weise zu erklären. Bei der An-

kopplung des ρρ-Kanals ist anzumerken, dass einer erfolgreichen Modellierung in

diesem Fall die Beachtung der 4π-Schnitte und die Beachtung z.B. des nahe gele-

genen ωω-Kanals im Wege standen. Deshalb verzichten wir in Modellierungen von

Produktionsamplituden weiterhin auf den ρρ-Kanal und bevorzugen stattdessen eine

phenomenologische Parametrisierung durch Resonanzen.



Kapitel 3

Das D∗
sJ(2317) im Rahmen der

KD-πD+
s -ηD+

s Streuung

3.1 Einordnung der experimentellen Beobachtung

In 2003 veröffentlichte die BaBar Kollaboration in [21] ihre Beobachtung einer schma-

len Resonanz (D∗
sJ) bei 2317 MeV, die nach D+

s π
0 zerfällt, sowie des ladungskonju-

gierten Zustandes. Diese Beobachtung wurde in mehreren Experimenten bestätigt. In

Tabelle 3.1 sind die Ergebnisse einiger Experimente angeführt. Da der Zerfallskanal

Dsπ Isospin I = 1 hat –das Ds ist ein Isoskalar– lag es nahe, auch nach den mögli-

chen Isospinpartnern des Zustands in D+
s π

+ und in D+
s π

− zu suchen, aber weder

CDF [160] noch BaBar [22] hat in diesen Kanälen eine Resonanz beobachtet, was

zu der Annahme führt, dass das D∗
sJ(2317) Isospin Null besitzt. Bevor wir eine kur-

ze Zusammenfassung der in der Literatur diskutierten Erklärungen des beobachteten

Zustandes geben, wollen wir kurz die von den verschiedenen Experimenten gemesse-

nen D+
s π

0 Massenspektren betrachten. In Abbildung 3.1 sind diese zusammengestellt.

Wenn man beachtet, dass die Form der Resonanz bei allen Experimenten der Ant-

wortfunktion des jeweiligen Detektors für eine unendlich schmale Resonanz entspricht,

so sind die Messungen in guter Übereinstimmung. Aus diesem Grund werden wir un-

sere Ergebnisse nur mit den neuen noch vorläufigen Daten der BaBar Kollaboration

aus [22] vergleichen. Diese bieten neben der besten Statistik auch eine Abschätzung für

den Hintergrund unter der D∗
sJ(2317)-Resonanz, der aus dem DsJ(2460)+ → D+

s πγ

Zerfall stammt.

Da wir nun die experimentelle Situation des D∗
sJ(2317) beschrieben haben, wollen

wir kurz anreißen, was an diesem Zustand zunächst überraschte. Schaut man sich die

Vorhersagen von Konstituenten-Quark-Modellen für die Eigenschaften des beobachte-
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Kollaboration m(D∗
sJ) ± stat. ± syst. Γ(D∗

sJ) Datenumfang

BaBar [21] 2316.8 ± 0.4 ± 3.0 MeV/c2 Γ < 10 MeV/c2 91 fb−1

[22] 2318.9 ± 0.3 ± 0.9 MeV/c2 — 125 fb−1

Cleo [33] 2318.5 ± 1.2 ± 1.6 MeV/c2 Γ < 7 MeV/c2 13.5 fb−1

Belle [2] 2317.2 ± 0.5 ± 0.9 MeV/c2 Γ = 7.6 ± 0.5 MeV/c2 87 fb−1

FOCUS [170] 2323.0 ± 2.0 MeV/c2 — —

Tabelle 3.1: Experimentelle Beobachtungen des D∗
sJ(2317). Zu der von der Belle Kol-

laboration angegebenen Breite sei angemerkt, dass diese konsistent mit der Detek-

torauflösung ist.
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Abbildung 3.1: Vergleich der D+
s π

0-Massenspektren aus den Messungen von [33] (N),

[2] (�), [21] (◦), [22] (/) und [22] (�). Die Form der Resonanz entspricht bei allen

gezeigten Daten der Antwortfunktion des jeweiligen Detektors für eine Resonanz mit

Γ = 0
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Abbildung 3.2: Vergleich der Resonanzpositionen mit Vorhersagen aus dem relativi-

stischen Konstituenten-Quark-Modell von Merten et al. [133] und mit den Vorher-

/Nachhersagen aus dem chiralen Dopplerszenario [27, 58].

ten Zustandes an, so liegt die vorhergesagte Masse weit über der DK-Schwelle sowie

der beobachteten Masse. Wegen dieser hohen Masse erwartete man einen Zustand

großer Breite, da der Isospin erlaubte Zerfall nach KD auch kinematisch erlaubt

wäre. Solche Vorhersagen im Rahmen eines relativistischen Konstituenten-Quark-

Modells [133] vergleichen wir in Abbildung 3.2 mit den Vorhersagen über chirale

Dopplerzustände von [27, 58] und mit den experimentellen Beobachtungen. Man er-

kennt, dass das Konstituenten-Quark-Modell den niedrigsten Jπ = 0+ Zustand um

die 2450 − 2580 MeV erwarten lässt. Dies ist mit dem jetzt entdeckten Zustand bei

2317 MeV nicht kompatibel. Der niedrigste vorhergesagte Jπ = 1+ Zustand reprodu-

ziert im Übrigen den niedrigsten zum Zeitpunkt der Veröffentlichung bekannten Zu-

stand, aber nicht den kürzlich von CLEO beobachteten Zustand bei 2460 MeV [33],

für den bis jetzt eine Zuordnung der Quantenzahlen Jπ = 1+ wahrscheinlich erscheint.

Im Rahmen eines konventionellen qq̄-Schemas scheinen also die neuen Zustände schwer

erklärbar zu sein. Gittereichrechnungen konnten zu dieser Frage, ob das D∗
sJ(2317)

möglicherweise qq̄ ist, bisher noch nicht beitragen. Es gibt sowohl Rechnungen, die

diesen Zustand als qq̄-darstellen [60], als auch solche, die dies ausschließen [26]. Je-

doch schon vor der Entdeckung der neuen Zustände durch BaBar und Cleo machten

zunächst M.A. Nowak et al. [136] und später auch M. Di Pierro und E. Eichten [58]

eine auf der Vereinigung von chiralem Grenzwert und Isgur-Wise Grenzwert beru-

hende Vorhersage über die Existenz von (0+, 1+) Partnerzuständen zu den Zuständen

(0−, 1−) des Konstituenten-Quark-Modells. Auch wenn die Vorhersagen, wie in Ab-

bildung 3.2 zu sehen ist, anfangs oberhalb der neu entdeckten Zustände lagen, so
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führt eine nachträgliche Verbesserung der Betrachtung doch zu einer ansehlichen

Übereinstimmung mit dem Experiment, wie man in derselben Abbildung sieht. Wir

wollen kurz die Idee hinter dieser Vorhersage skizzieren, wobei wir den Ausführun-

gen von M.A. Nowak [135] folgen. Betrachtet man die Strommassen der Quarks im

MS-Schema bei µ ≈ 2 GeV im Fall der leichten Quarks und bei µ = mQ im Fall

der schweren Quarks, also (mu, md, ms) = (1.5 − 4.0, 4 − 8, 80 − 130 MeV) so-

wie (mc, mb, mt) = (1.15 − 1.35, 4.1 − 4.4 , 169 − 179 GeV), so liegt es nahe, die

Quarks in leichte Quarks mit Massen unter ΛQCD ≈ 220 MeV und in schwere Quarks

zu unterteilen und die folgenden Grenzwerte

ml

ΛQCD

→ 0

ΛQCD

mh
→ 0

(3.1)

zu betrachten. Der Grenzwert der verschwindenden leichten Quarkmassen(ml) ist der

chirale Limes der als Grundlage der chiralen Störungstheorie intensiv studiert wurde.

Der Grenzwert unendlich schwerer Quarkmassen für die schweren Quarks(mh) erzeugt

die aus der Schwere-Quarks-Effektiven-Feldtheorie(HQEFT) bekannte Symmetrie des

schweren Quark (Heavy Quark Symmetry) und ist unter dem Namen des Isgur-Wise

Limes [95,161,162] bekannt. In diesem Grenzfall stellt man fest, dass die Dynamik des

schweren Quarks unabhängig von seinem Spin und seiner Masse wird. Insgesamt be-

deuten diese Grenzwerte dann, dass für jeden Gesamtdrehimpuls des leichten Quarks

ein Energie entartetes Quartett von Zuständen Jπ = (0−, 1−, 0+, 1+) existiert. Die

endliche Masse des schweren Quarks bedingt jedoch, dass die Isgur-Wise Symmetrie

gebrochen ist und sich zwei entartete Paare Jπ = (0−, 1−), (0+, 1+) ergeben. Diese

Paare haben ihren Ursprung in der Forderung nach festgelegter Chiralität im leich-

ten Sektor für das Meson aus leichtem und schwerem (Anti-)Quark. M. Nowak [135]

formuliert diese Jπ-Paare als

H+ =
1+ 6 v

2
(γµD∗

µ + iγ5D) H− =
1+ 6 v

2
(γµγ5D̃

∗
µ + iD̃), (3.2)

wobei v die Vierergeschwindigkeit des schweren Quarks darstellt. Anstelle der D-

Mesonen können im Rahmen dieser Gleichung auch andere physikalischen Teilchen

behandelt werden, die einem qQ-Zustand (q ∈ {u, d, s}, Q ∈ {c, b, t}) entsprechen.

Für diese Zustände leitet M. Nowak die Massenaufspaltung (3.3) her, indem er den

m0
h Beitrag zur Masse des Leicht-Schwer-Systems in der Einschleifennäherung als das

Diagramm aus Abbildung 3.3.b) identifiziert [135].

mH±Tr
(

H±H̄±) ∝ Tr

(
∫ Λ

ε

d4Q

(2π)4
Pl

Σ

Q2 − Σ2
H±Ph

6 v
v ·QH̄

±
)

lim
mQ
Λ

→∞
mH±Tr

(

H±H̄±) = ∓Σχ

(3.3)
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Abbildung 3.3: a)Darstellung zweier Quartette Jl = 1
2
, 3

2
mit ihrer Aufspaltung nach

Parität Σχ und nach Spin des schweren Quarks ( 1
mh

). Es sind jeweils experimen-

tell beobachtete Resonanzen und die Quantenzahlen Jπ für die Zustände angeführt.

b)Bildliche Darstellung der zu erster Ordnung für die Massenaufspaltung zwischen

den chiralen Partnern verantwortlichen Schleifenfunktion. (Siehe Gleichung (3.3)) Die

Form der chiralen Zustände H± findet sich in (3.2).

Hier steht die Spur für die Spurbildung im Flavour- und im Spinraum und Pl, Ph
sind die Projektoren für die Propagatoren der leichten und schweren Quarks, wobei

der Propagator (6p−mh)
−1 mittels p = mhv+Q entsprechend der Foldy-Wouthuysen

Transformation [70] in 6 v/(v · Q) überführt wurde. Ferner beschreibt Q den in der

qQ-Schleife (Abb. 3.3.b)) umlaufenden Impuls, der durch den ultravioletten Ab-

schneideparameter Λ und die infrarote Grenze ε ∝ Λ2/mh begrenzt ist, sowie Σ die

Konstituenten-Masse der leichten Quarks, die –wie zum Beispiel in [181] beschrieben–

von der Propagation durch das nichttriviale Vakuum herrührt. Der springende Punkt

für die Massenaufspaltung nach der Parität ist das Verhalten H± 6 v = ∓H±, wel-

ches dafür sorgt, dass die Brechung der chiralen Symmetrie zu einer Aufhebung der

Entartung der beiden Dubletts führt. Damit ergibt sich für jedes Paar qQ die in Ab-

bildung 3.3.a) dargestellte Vielfalt von Zuständen. Hierbei ist besonders der von der

SELEX Kollaboration gefundene Zustand D+
sJ(2632) [66] zu beachten, welcher genau

die Lücke des erwarteten Jπ = 1− Zustandes füllt.

Neben dem chiralen Dopplerszenario und der sehr ähnlichen Ũ(12)-Klassifikation von

Ishida [96] bietet, wie im Fall der f0(980) Resonanz, auch die Meson-Meson Dynamik

der angekoppelten Kanäle eine Erklärung für die beobachteten Resonanzen. Da wir

in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels genau diese Möglichkeit untersuchen

wollen, seien an dieser Stelle nur kurz verschiedene Ausprägungen dieses Erklärungs-
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musters angeführt. So beschreiben Barnes et al. [28], Lipkin [121] und van Beveren et

al. [35] die Resonanz als KD-Molekül, das seinen Ursprung in der Unitarisierung einer

attraktiven Wechselwirkung hat. Ferner kann eine qq̄ Resonanz mit der so gebildeten

Resonanz mischen, um die physikalischen Zustände zu erhalten [41]. Anders ausge-

drückt verschiebt die Präsenz der Meson-Meson Kontinuumzustände die Polposition

der qq̄-Resonanz [93]. Die soeben beschriebenen Meson-Meson Moleküle sind jedoch

nicht die einzige Möglichkeit, um Tetra-Quark Zustände zu bilden. So ist auch die

Betrachtung der beobachteten Zustände als tief gebundene Tetra-Quark Zustände,

die sich nicht durch zwei (qq̄) Farb-Singulette darstellen lassen, verbreitet [166].

3.2 Modellierung der KD-Streuung

Um unsere Untersuchung der KD-Dynamik zu motivieren, wollen wir zunächst die

Ähnlichkeit des KD-Systems zum KK̄-System, in welchem die Möglichkeit der Mo-

lekülbildung lange etabliert ist [100,142,176], erläutern. Wie in Kapitel 2 beschrieben,

ist die Isospinstruktur des ρ-, ω- und φ-Austauschs für die Formation des Moleküls

im Isospin I = 0 Kanal und nicht im I = 1 Kanal verantwortlich. Beachtet man,

dass sowohl der Isospininhalt des K̄ als auch der des D einem Antidublett (ū, d̄)

entspricht, so erwartet man ein ähnliches Verhalten der beiden Kanäle in Bezug auf

den Isospin. Dies ist in Abbildung 3.4.a1) und 3.4.a2) dargestellt, in der man erkennt,

dass die Gluonenlinien Diagramme für den ρ- bzw. für den ω-Austausch im KK̄-Kanal

identisch sind zu den entsprechenden Diagrammen im KD-Kanal. Abbildung 3.4.b/c)

zeigt den auf der unterschiedlichen Seltsamkeit von K und D beruhenden Unterschied

im Falle des φ-Austausches. Diese Manifestation der OZI-Unterdrückung [140] ergibt

sich in unserem Modell automatisch aus der SU(4)-Struktur der Lagrange-Funktion

(Anhang B). Auch der J/ψ-Austausch zwischen einem K und einem D erzeugt ein

Diagramm, das sich durch das Zerschneiden von Gluonenlinien zerlegen lässt. Die

Struktur ist in diesem Fall in Abbildung 3.4.d) abzulesen, wobei der Unterschied zu

3.4.c) darin liegt, dass der auf dem Gluonenaustausch / den Seequarks beruhende

Vertex hier auf der Seite des Kaons liegt. Somit verhalten sich der KK̄- und der

KD-Kanal vom Gesichtspunkt der Isospinstruktur des Potentials sehr ähnlich. Be-

trachtet man jedoch den Isospin der angekoppelten Kanäle (Tabelle 3.2), so erkennt

man, dass der KD-Kanal unter den Kanälen mit Isospin I = 0 die niedrigste Schwel-

le hat. Bildet sich also in diesem Kanal ein isoskalares Molekül, so kann dieses nur

Isospin verletzend zerfallen und hat somit eine geringe Breite, die typischer Weise in

der Größenordnung von Γ = 10−4Γstark liegt. Daher müssen wir in unserem Modell

ein besonderes Augenmerk auf die Isospin brechenden Mechanismen legen, wenn wir

Aussagen über die Breite des beobachteten Zustands machen wollen.
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ū, d̄
c

u, d

s̄

u, d

s̄

D D

K K

1√
2
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Abbildung 3.4: a1)& a2) Identische Quarklinientopologie für den t-Kanalaustausch

von ρ und ω für die Kanäle KK̄ und KD. b) Quarklinientopologie für den φ-t-

Kanal Austausch im KK̄-Kanal. c),d) Das φ,J/ψ-t-Kanal Austauschdiagramm im

KD-Kanal ist OZI unterdrückt.

Isospinbasis Teilchenbasis Schwelle

πD+
s (I = 1, Iz = 0) π0D+

s 135.0 + 1968.5 = 2103.5 MeV

KD(I = 0/1, Iz = 0)







K+D0

K0D+

493.7 + 1864.5 = 2358.2 MeV

497.7 + 1869.3 = 2367.0 MeV

ηD+
s (I = 0, Iz = 0) ηD+

s 547.3 + 1968.5 = 2515.8 MeV

Tabelle 3.2: Lage der Schwellen für die an das KD-System gekoppelten Kanäle.

Für den KD-Kanal sind anstelle der Isospin gemittelten Schwelle die physikalischen

Schwellen in der Teilchenbasis angegeben.
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3.2.1 Streugleichung und Potential

Bei unseren Untersuchungen verwenden wir zunächst ein Spielzeugmodell mit

punktförmigen Vertices, um einen kurzen Einblick in die Struktur der Streuung zu

erhalten. Danach benutzen wir die in Anhang C beschriebene Blankenbecler-Sugar

Streugleichung, um auch die Impulsabhängigkeit der Potentiale zu berücksichtigen.

Bei der Berechnung der Potentiale gehen wir von der Lagrange-Funktion (B.1) aus.

Der für die Kopplung an das D-Meson relevante Teil liest sich:

LDDω =gDDω(D∂µD)ωµ

LDDρ =gDDρ(D~τ∂µD)~ρµ

LDDJ/ψ =gDDJ/ψ(D∂µD)J/ψµ

LD+
s D̄K̄∗ =gD+

s D̄K̄∗

(

D+
s (∂µD̄K̄∗

µ) − ∂µD+
s (D̄K̄∗

µ)
)

LKDDs0 =
gKDDs0√
mKmD

(∂µK∂µD)Ds0

LηD+
s Ds0

=
gηD+

s Ds0√
mηmD+

s

(∂µη∂µD
+
s )Ds0

(3.4)

Hierbei steht Ds0 für ein explizit in das Modell eingefügtes skalares isoskalares Teil-

chen. Vergleicht man (3.4) mit dem vollständigen Ausdruck für die Lagrange-Funktion

(zum Beispiel (B.22.46) und (B.22.51)) so erkennt man, dass der Ausdruck (3.4) nur

für den Fall einer verschwindenden D-Kopplung gD = 0 gilt, welchen wir in dieser

Arbeit verwenden. Die F- und D-Kopplung gF und gD sind in Anhang B definiert,

wo man auch eine Herleitung der SU(4) Relationen für die Kopplungskonstanten, die

wir in Tabelle 3.3 angeben, findet. Wie schon anhand der Quarklinienbilder 3.4.c)

erläutert, verschwinden in unserem Modell die Kopplungen DDφ sowie KKJ/ψ. Da-

mit haben wir das verwendete Potential bis auf etwaige Formfaktoren und die Beiträge

aus πη- und ρω-Mischung –die wir in Abschnitt 3.2.2 erläutern– in der Isospinbasis

festgelegt. Die Form des Potentials im Impulsraum war schon in Kapitel 2 beschrieben

und die Isospinfaktoren sind in Tabelle B.3 aufgelistet. Zusammenfassend zeigen wir

eine grafische Darstellung des verwendeten Potentials in Abbildung 3.5. Um auch die

Isospinbrechung durch den Massenunterschied zwischen den geladenen und den neu-

tralen Mitgliedern der jeweiligen Isospin-Multipletts zu beschreiben, transformieren

wir das Potential in die Teilchenbasis bevor wir die Streugleichung für das Potenti-

al lösen. So können wir die physikalischen Massen anstelle der Isospin gemittelten

Massen verwenden und indem wir die Streumatrix T wieder in die Isospinbasis trans-

formieren, erhalten wir den Isospin brechenden Anteil von T .

Um unsere Spielzeugmodellunitarisierung aus Kapitel 6 für einen ersten Einblick in

das KD-System zu verwenden, müssen wir zunächst die verwendeten Potentiale nach
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Abbildung 3.5: Grafische Darstellung des Potentials für die Berechnung der KD-

Streuung im Rahmen gekoppelter Kanäle. Die Sterne stehen stellvertretend für Isospin

brechende Prozesse, deren Parametrisierung in Abschnitt 3.2.2 beschrieben ist.
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Vertex SU(4)-Relation

ππρ freier Parameter

DDρ gDDρ = gD̄D̄ρ = 1
2
gππρ

DDω gDDω = gD̄D̄ω = −1
2
gππρ

DDJ/ψ gDDJ/ψ = gD̄D̄J/ψ = 1√
2
gππρ

D+
s D̄K̄

∗ gD+
s D̄K̄∗ = gD−

s DK∗ = 1√
2
gππρ

ηDD∗ gηDD∗ = −gηD̄D̄∗ = 1
2
√

3
gρππ

KDDs0 freier Parameter

ηD+
s Ds0 freier Parameter

Tabelle 3.3: SU(4)-Relationen zwischen den verwendeten Kopplungskonstanten. Die

SU(3)-Relationen sind eine Teilmenge und werden hier nach der Auflistung in Tabelle

2.3 nicht erneut aufgeführt. (Relationen gelten nur im Fall gD = 0)

Partialwellen (Anhang D) zerlegen. Da wir die ρ0ω- und die π0η-Mischung wie in

Absatz 3.2.2 durch einen konstanten Mischungswinkel nähern können, genügt es, die

Partialwellenzerlegungen des Vektor-Mesonen-Austausches im t- und s-Kanal sowie

das s-Kanal Potential für skalare Mesonen zu berechnen. Die Potentiale in der 2., 3.

und 5. Reihe der Abbildung 3.5 ergeben sich dann durch Anwendung der Mischung-

matrix. Die nach Partialwellen zerlegten Potentiale lauten:

Ṽ JI
V,t =

1

2

∫

d cos θdJ00(cos θ)F I
isog

2
∑

λ

(k1 + k3)
µ(k2 + k4)

νε∗µ(λ)εν(λ)

t−M2

=
1

2

∫

d cos θdJ00(cos θ)F I
isog

2−(k1 + k3)
µ(k2 + k4)µ

t−M2

=



















F I
isog

2
(

−1 + (a+ b) 1
2
ln b+1

b−1

)

fürJ = 0

F I
isog

2
(

(a + b) − (a+ b) b
2
ln b+1

b−1

)

fürJ = 1

F I
isog

2
(

−3(a+b)b
2

+ (a+ b)2b2−1
2

ln b+1
b−1

)

fürJ = 2

(3.5)
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Ṽ JI
V,s =

1

2

∫

d cos θdJ00(cos θ)F I
isog

2
∑

λ

(k1 − k2)
µ(k3 − k4)

νε∗µ(λ)εν(λ)

s−M2
(0)

=
1

2

∫

d cos θdJ00(cos θ)F I
isog

2−(k1 − k2)
µ(k3 − k4)µ

s−M2
(0)

=F I
iso

g2

3

4(kk′)

s−M2
(0)

δ1J (3.6)

Ṽ JI
S,s =

1

2

∫

d cos θdJ00(cos θ)F I
iso

g2

√
m1m2m3m4

k1µk
µ
2k3νk

ν
4

s−M2
(0)

=F I
iso

g2

√
m1m2m3m4

(

s
4
− c2 + k2

) (

s
4
− c′2 + k′2

)

s−M2
(0)

δ0J (3.7)

Hierbei haben wir
∑

λ εµ(λ)εν(λ) = −gµν verwendet. a und b sind durch

a =
(c+ c′)2 − s− k2 − k′2

2kk′
(3.8)

b = − k2 + k′2 +M2

2kk′
(3.9)

mit c =
m2

1 −m2
2

2
√
s

und c′ =
m2

3 −m2
4

2
√
s

definiert. Die Definitionen der übrigen Variablen sind in Kapitel 2 nachzulesen, wobei

statt eines beliebigen Impulses hier gemäß den Regeln des Spielzeugmodells jeweils der

Impuls auf der Massenschale zu verwenden ist und die Impulsraumstruktur etwaiger

u-Kanal Austausch-Diagramme durch Umnummerierung der Ausgangszustände ge-

geben ist. Damit sind alle Potentiale in der Isospinbasis erklärt und wir können die

Potentialmatrix, wie in Anhang B.3 beschrieben, in die Teilchenbasis transformieren,

um die explizite Form von

Ṽ J(s) =

















π0D+
s ↔ π0D+

s π0D+
s ↔ ηD+

s π0D+
s ↔ K0D+ π0D+

s ↔ K+D0

ηD+
s ↔ π0D+

s ηD+
s ↔ ηD+

s ηD+
s ↔ K0D+ ηD+

s ↔ K+D0

K0D+ ↔ π0D+
s K0D+ ↔ ηD+

s K0D+ ↔ K0D+ K0D+ ↔ K+D0

K+D0 ↔ π0D+
s K+D0 ↔ ηD+

s K+D0 ↔ K0D+ K+D0 ↔ K+D0

















(3.10)

zu erhalten.

3.2.2 Isospinbrechung

Bisher gingen wir davon aus, dass die Isospinzustände die Eigenzustände der Hamil-

tonfunktion sind. Dies ist jedoch nur eine Näherung, da sowohl die elektromagne-
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Abbildung 3.6: a)Isospinbrechung über Ankopplung eines skalaren Isovektors, der

an das Vakuum koppelt b)Isospinbrechung durch den Photonenstrom c)Beispiel ei-

nes Isospin brechenden Prozesses auf mesonischer Ebene, der seine Ursache sowohl

in ∆m als auch in der EM-Wechselwirkung hat. (Dieser Prozess ist schon in der

Kaulquappendiagramm-Parametrisierung aus a) enthalten.)

tische Wechselwirkung als auch die Up-Down Massendifferenz die Isospinsymmetrie

brechen. Beide Effekte sind nummerisch betrachtet von der Ordnung O(α). Wir fol-

gen in unserer Beschreibung der Isopinbrechung Coleman und Glashow, wobei wir

für eine modernere Analyse auf Gasser und Leutwyler [74] verweisen. Coleman und

Glashow [49,50] zerlegten zum Beispiel den elektromagnetischen Anteil der ρ0
I-ωI- bzw

π0
I -ηI-mischenden Wechselwirkung 〈ρ0

I |Hem|ωI〉 = 〈ρ0
I |HIV |ωI〉 + 〈ρ0

I |HJJ |ωI〉 in einen

Anteil, der den ∆I = 1 Übergang durch starke –Isospin erhaltende– Ankopplung ei-

nes isovektoriellen Skalars vermittelt, welcher dann elektromagnetisch in das Vakuum

zerfällt und in einen Anteil, der durch Photonenaustausch [81, 119] vermittelt wird.

Diese Anteile sind in Abbildung 3.6 grafisch dargestellt, wobei es für die von Coleman

und Glashow vorgebrachten Argumente keine Rolle spielt, ob der isovektorielle Skalar

ein qq̄-Zustand, eine Tetraquark oder eine Kaonenkorrelation ist, solange er eine reso-

nante Struktur aufweist. Da die Massenaufspaltung zwischen geladenen und neutralen

Mesonen ihren Ursprung zum einen im Elektromagnetismus und zum anderen in der

Up-Down Massendifferenz hat, ist die in Abbildung 3.6.c) gezeigte Schleife zum Bei-

spiel ein Prozess, desen Isospin brechender Anteil durch beide Mechanismen erzeugt

wird. Für unsere weiteren Betrachtungen ist jedoch die mikroskopische Realisierung

der Überlappe 〈ρ0
I |H�I |ωI〉 und 〈π0

I |H�I |ηI〉 unerheblich. Ihre Stärke entnehmen wir

verschiedenen Veröffentlichungen, die wir in Tabelle 3.4 angeben. –Es sei angemerkt,

dass sich der skalare ρω-Überlapp durch
〈

ρ0
µ|H�I |ων

〉

= (−gµν + kµkν/k
2) 〈ρ0

I |H�I |ωI〉
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definiert. Diesbezüglich ist zu beachten, dass wir im Rahmen des Jülicher Mesonenaus-

tauschmodells
∑

λ εµ(λ)εν(λ) = −gµν verwenden.– Damit sind die Nebendiagonalele-

mente des Propagators unter Vernachlässignung etwaiger Breiten in der Isospinbasis

festgelegt (3.11).

Gρ0IωI
=

〈ρ0
I |H�I |ωI〉

(s−M2
ρ )(s−M2

ω)
=

〈ρ0
I |H�I |ωI〉

M2
ρ −M2

ω

(

1

s−M2
ρ

− 1

s−M2
ω

)

(3.11)

≈ sin θρω cos θρω

(

1

s−M2
ρ

− 1

s−M2
ω

)

Gπ0
IηI

=
〈π0

I |H�I |ηI〉
(s−M2

π)(s−M2
η )

= . . . (3.12)

In (3.11) haben wir die Nebendiagonalelemente des Propagators in der Isospinbasis

mit den Nebendiagonalelementen des rotierten Propagators der physikalischen Teil-

chen identifiziert. Die Rotation definert sich durch Gleichung (3.13).





|ρ0
I〉

|ωI〉



 =





cos θρω − sin θρω

sin θρω cos θρω









|ρ0〉
|ω〉



 (3.13)

Hierbei gehen zwei Näherungen ein. Zum einen gehen wir davon aus, dass 〈ρ0
I |H�I |ωI〉

bzw. 〈π0
I |H�I |ηI〉 reell sind. Da auch Pionenschleifen zur ρ0ω-Mischung beitragen, ist

diese Annahme nur näherungsweise erfüllt. Zum anderen nehmen wir an, dass die

Überlappelemente konstant sind, worauf wir am Ende dieses Abschnittes genauer

eingehen. Diese Einschränkung kann jedoch leicht durch die Formulierung eines q-

abhängigen Mischungswinkels θ(q) aufgehoben werden. Der Propagator in der Iso-

spinbasis lautet somit:

GI
ρω =





cos θρω − sin θρω

sin θρω cos θρω









1
s−M2

ρ
0

0 1
s−M2

ω









cos θρω sin θρω

− sin θρω cos θρω





=







cos2 θρω

s−M2
ρ0

+ sin2 θρω

s−M2
ω

cos θρω sin θρω(M2
ρ−M2

ω)

(s−M2
ρ )(s−M2

ω)

cos θρω sin θρω(M2
ρ−M2

ω)

(s−M2
ρ )(s−M2

ω)
cos2 θρω

s−M2
ω

+ sin2 θρω

s−M2
ρ






(3.14)

=







cos2 θρω

s−M2
ρ0

+ sin2 θρω

s−M2
ω

〈ρ0I |H�I |ωI〉
(s−M2

ρ )(s−M2
ω)

〈ρ0I |H�I |ωI〉
(s−M2

ρ )(s−M2
ω)

cos2 θρω

s−M2
ω

+ sin2 θρω

s−M2
ρ







Zerlegt man die Nebendiagonalelemente wie in (3.11) geschehen nach Partialbrüchen,

so lässt sich der Isospin brechende Propagator als Überlagerung der Propagatoren

in der Teilchenbasis formulieren, was für die Betrachtung des Isospin brechenden
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〈

ρ0
I |H�I |ωI

〉

in MeV2
〈

π0
I |H�I |ηI

〉

in MeV2

a0 → X; ω → π+π− (VMD)

S.A. Coon et al. [52], [53] −4520 MeV2, −6830 MeV2 ≈ (−)
〈

ρ0
I |H�I |ωI

〉

γC → π+π−C; γC → e+e−C

P.J. Biggs et al. [37, 38] −2600 Mev2

γBe → e+e−Be

H. Alvensleben et al. [14, 15] −3200 MeV2

e+e− → π+π−

D. Benaksas et al. [30, 31] −5500 MeV2

A. Quenzer et al. [151] −3700 MeV2

S. Gardner et al. [73] −3860 MeV2, −4000 MeV2

QCD-Summenregeln

C. Chan et al. [45] 3800 MeV2

Hadronisches Modell

K. Maltman et al. [127] 4200 MeV2

Chirale Störungstheorie

R. Urech [169],

J. Gasser et al. [74] −3910 ± 300 MeV2

T. Hatsuda et al. [91],

J. Gasser et al. [75–77] 4132 MeV2

pd→3 Heπ0

A.M. Green et al. [83] 2950 ± 1470 MeV2

Tabelle 3.4: Auflistung unterschiedlicher Abschätzungen für die Stärke von 〈ρ0
I |H�I |ωI〉

und 〈π0
I |H�I |ηI〉. (In einigen Arbeiten enthaltene Impulsabhängigkeiten wurden nicht

berücksichtigt.)
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t-Kanal-Potentials nützlich ist. Die Rotation im Isospinraum (3.14) macht es be-

sonders einfach, die Mischung zwischen Pi-Meson und Eta-Meson zu berücksich-

tigen, indem man anstelle des Propagators GI = RGR−1 die Isospinpotentiale

V = RV IR−1 rotiert, wodurch der Propagator weiterhin diagonal bleibt. Im Falle

des t-Kanalaustauschs des Rho-/Omega-Mesons stellt man zunächst fest, dass die

Potentiale V D+K0↔D0K+
, die den D+K0- mit dem D0K+-Kanal verbinden, nur durch

den Austausch eines geladenen Rho-Mesons vonstatten gehen können, weshalb es hier

keinen Beitrag durch die ρ0ω-Mischung gibt. Für die Potentiale auf der Diagonalen

ergibt sich eine besonders einfache Struktur, denn die Teilchenfaktoren des ρ- und des

ω-Austauschs im D+K0- und im D0K+-Kanal sind identisch(F Teilchen
DK↔DK = −1), was

dazu führt, dass der Isospin erhaltende Anteil des (ρ + ω)-t-Kanal Potentials keine

Abhängigkeit vom Mischungswinkel aufweist. Das Potential lautet somit:




VD+K0→D+K0 VD+K0→D0K+

VD0K+→D+K0 VD0K+→D0K+



 =





(1 + 2cs)Ṽ J
ρ0,t + (1 − 2cs)Ṽ J

ω,t 2Ṽ J
ρ±,t

2Ṽ J
ρ±,t (1 − 2cs)Ṽ J

ρ0,t + (1 + 2cs)Ṽ J
ω,t



 (3.15)

Hierbei sind cs = cos θρω sin θρω und Ṽ J
V,t = Ṽ JI

V,t (F
I
iso = −1). Auch wenn die drei

Strukturmerkmale des Isospin brechenden Anteils dieses Potentials weitgehend trivial

sind, so sei ihr Ursprung hier doch kurz erwähnt. Das relative Vorzeichen zwischen

den Potentialen mit M 2
ρ - bzw M2

ω-Pol stammt aus der Partialbruchzerlegung (3.11),

das relative Vorzeichen V�I
D+K0→D+K0 = −V�I

D0K+→D0K+ gilt per Definition für jedes

Isospin brechende Potential in diesen Kanälen (siehe Umkopplungskoeffizienten in

Anhang B.3) und der Faktor 2 hat seinen Urspung im Isospinraum (Tabelle B.3).

Die Notwendigkeit einer k2 Impulsabhängigkeit von Πρω = 〈ρ0
I |H�I |ω〉 wurde z.B. von

O’Connell et al. [138] in einer modellabhängigen Betrachtung über die Transversität

von Πµν =
〈

ρ0µ
I |H�I |ων

〉

motiviert. Berechnet man nämlich im Rahmen dieses Modells1

den Propagator inklusive des Selbstenergieanteils [138]

Dµν(k
2) =

−gµν +
(

1 − Π(k2)
k2

)

kµkν

M2

k2 −M2 + Π(k2)
(3.16)

und vergleicht diesen mit seiner Spektraldarstellung [154]

Dµν(k
2) = F (k2)gµν + (F (0) − F (k2))

kµkν

k2
(3.17)

1Im Rahmen dieses Modells sind für Vektormesonen nur lokale Kopplungen an erhaltene Ströme,

die den gleichen Kommutatorrelationen gehorchen wie die QCD, erlaubt und explizite Massen-

Mischungsterme in der Lagrange-Funktion werden nicht betrachtet.
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so stellt man fest, dass Π(0)(k2 −M2 + Π(k2)) = 0 für alle k2 gelten muss und somit

Π(0) = 0 ist. Damit ist klar, dass alle nicht verschwindenden Überlappe eine k2-

Abhängigkeit aufweisen müssen. An dieser Stelle seien kurz zwei Parametrisierungen

dieser Abhängigkeit erwähnt, anhand derer wir in unserem Modell die Unterschiede zu

konstant gewähltem Πρω untersuchen wollen. Einerseits kann man für jedes in Tabelle

3.4 aufgelistete 〈ρ0
I |H�I |ω〉 (k2 = M2

V ) die Vorhersage Πρω(k
2 = 0) = 0 heranziehen und

eine Gerade Πρω(k
2) =

Π(k2=M2
V )

M2
V

k2 durch diese zwei Punkte legen. Betrachtet man je-

doch wie Hatsuda et al. [91] zum Beispiel QCD-Summenregeln, so ergibt sich eine La-

ge des Nulldurchgangs bei k2 ≈ 0.4m2
ρ, was wir durch Πρω(k

2) =
Π(k2=M2

ρ )

0.6M2
ρ

(k2−0.4M2
ρ )

berücksichtigen. Auch die k2-Abhängigkeit des πη-Überlapps ist Gegenstand vieler

Studien und wurde zum Beispiel in führender Ordnung der chiralen Störungstheorie

(Maltman [126]) und mit Hilfe von QCD-Summenregeln (Chan et al. [45]) berech-

net. Nichtsdestotrotz werden wir die k2-Abhängigkeit des Mischungswinkels θπη der

pseudoskalaren Mesonen vernachlässigen. Diese Näherung wurde zum Beispiel von

Coleman et al. [51] untersucht und für angemessen erachtet.

Eine weitere Abweichung zwischen den einfachen Drehungen, mit denen wir hier die

ρω- beziehungsweise die πη-Mischung beschreiben, und der physikalischen Mischung

der jeweiligen Teilchen ergibt sich aus der Vernachlässigung des Imaginärteils des

Überlapps. Sowohl das Pion als auch das Eta haben sehr geringe Breiten, sodass diese

Näherung hier angebracht ist. Für das Rho-Meson ist diese Annahme, auch wenn wir

es im t-Kanal als scharfe Resonanz behandeln, apriori nicht haltbar, da es eine Breite

von Γρ ≈ 150 MeV aus der Ankopplung an den ππ-Kanal erhält. Um einen Eindruck

von dem zu erwartenden Fehler zu bekommen, schauen wir uns die verallgemeinerte

Mischungsmatrix [139] unter der Annahme Γω � Γρ und ohne k2-Abhängigkeit an:





ρ0

ω



 =





1 −ε
ε 1









ρ0
I

ωI



 (3.18)

ε ≈ <(Πρω)

m2
ω −m2

ρ

− i
gωIππ

gρIππ

m̂ρΓρ
m2
ω −m2

ρ

m2 =m̂2 − im̂Γ

Setzt man hier die Parameter aus [128] mit <(Πρω) ≈ −6827 MeV2, gωIππ/gρIππ ≈
0.102, m̂ρ ≈ 764 MeV und Γρ ≈ 145 MeV ein, so stellen wir fest, dass wir einen

Imaginärteil in der Größenordnung des Realteils vernachlässigen. Diese Unsicherheit

ist daher in zukünftigen Rechnungen zu beachten.
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3.3 Resultate

3.3.1 Das Spielzeugmodell

Um abzuschätzen, ob sich –wie vermutet– ein Molekül im isoskalaren DK-Kanal

bildet, verwenden wir zunächst das in Kapitel 6 vorgestellte Spielzeugmodell, um

das auf Baumniveau formulierte Potential zu unitarisieren. Durch Rückkopplung von

der Teilchenbasis in die Isospinbasis können wir auch in diesem Modell die Isospin

brechenden Amplituden eindeutig identifizieren. Ferner liefert das Modell eine ana-

lytische Beschreibung der T -Matrix, die jedoch, da 4x4 Matrizen invertiert werden,

etwas länglich ist. Weil wir nur eine grobe Orientierung über die Polstruktur der Iso-

spinamplituden wünschen, sparen wir uns die Rückkopplung von K0D+, K+D0 zu

KDI=0, KDI=1 und betrachten stattdessen die Amplituden in den Kanälen D+
s π

0

und (analytisch fortgesetzt) D+
s η, die bestimmten Isospin (I = 1, I = 0) haben. Im

Rahmen unserer Untersuchung haben wir für die Massen der physikalischen Teilchen

die Angaben der Particle Data Group [64] verwendet. Durch die schon angeführten

SU(4)-Relationen sind –wenn wir, wie in Abschnitt 2.1 erläutert, die D-Kopplung

vernachlässigen– mit der Kopplungskonstante gρππ auch die Kopplungskonstanten an

den übrigen Vertices bis auf Korrekturen durch Beimischung von Teilchen, die we-

der zum Vektor- noch zum pseudoskalaren 15-plett gehören, bestimmt. Ein Beispiel

für solche Korrekturen sind die Kopplungen an das Eta, welches Beiträge aus dem

pseudoskalaren Singulett aufweist. Die Identifikation des Etas als reinen η8-Zustand

ist im Rahmen des Jülicher Mesonen-Austausch-Modells üblich und die daraus fol-

genden Kopplungskonstanten haben sich im SU(3)-Sektor bis hin zu Untersuchungen

der Isospinbrechung bewährt [99, 114, 123]. Die aus der Beimischung resultierende

Unsicherheit für den im u-Kanal Diagramm enthaltenen ηDD∗-Vertex sollte unse-

re Vorhersagen nur unerheblich beeinflussen, da das relevante Potential wegen der

hohen Masse des ausgetauschten D∗ unterdrückt ist. Wir haben dies überprüft und

tatsächlich nur einen geringen Einfluss des D∗-Austausches ausgemacht, der leicht

durch eine Anpassung der Subtraktionskonstante kompensiert werden kann. Aus die-

sem Grund werden wir diesen Austausch nur im Spielzeugmodell berücksichtigen. Die

von uns verwendete Festlegung der Kopplungskonstante mit

gρππ = 6.040 (3.19)

ist dem an die ππ-Streuung angepassten Jülicher Modell aus Kapitel 2 bzw. aus [114]

entlehnt. Es verbleibt die Subtraktionskonstanten für die vier gekoppelten Kanäle

festzulegen. Hierbei nehmen wir an, dass die Subtraktionskonstante in allen Kanälen

gleich ist und passen ihren Wert an die Masse des D∗
sJ(2317) an. Wir erhalten einen
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Minimum Maximum unsere Wahl

θρω 8.5◦ 25.8◦ 12.8◦

θπη −1.42◦ −0.30◦ −0.84◦

Tabelle 3.5: Spannbreite der aus Tabelle 3.4 extrahierten πη- und ρω-Mischungswinkel

Wert von

a(λ = 770 MeV) = 0.1128 ± 0.0001 (3.20)

Hierbei gibt der Fehler an, welche Variationen in der Subtraktionskonstante nötig

sind, um bei unterschiedlichen Parametrisierungen der Isospin brechenden Potentiale

die Masse des D∗
sJ(2317) konstant zu halten.

In der Diskussion über die Natur der D∗
sJ(2317)-Resonanz spielen Vorhersagen für die

Breite, die mit ΓD∗
sJ
< 7− 10 MeV bisher nur durch eine obere Grenze experimentell

bestimmt ist, eine entscheidende Rolle. In unserem Modell wird die Breite durch die

Isospin brechende Ankopplung des D∗
sJ(2317) an den πD+

s -Kanal erzeugt. Betrachtet

man Tabelle 3.4, so sieht man, dass diese Ankopplung mit einer großen Unsicher-

heit behaftet ist. Wir betrachten daher die in Tabelle 3.5 aufgeführte Bandbreite an

Mischungswinkeln, die den Überlappwerten aus Tabelle 3.4 entspricht.

In Abbildung 3.7 ist der Absolutbetrag der T -Matrizen Tπ0D+
s →π0D+

s
, TηD+

s →π0D+
s

und

TηD+
s →ηD+

s
für unsere Wahl der Mischungsparameter gezeigt. Wenn wir wie in b) ge-

schehen einen Ausschnitt von wenigen MeV betrachten, so kann man in allen Kanälen

die Resonanzstruktur erkennen und die Breite ablesen. (ΓD∗
sJ

≈ 226 keV) Um die

Breite für die drei Reaktionskanäle gleichzeitig zu zeigen, haben wir die Kurven zu

|Tπ0D+
s →π0D+

s
|, 1

500
|TηD+

s →π0D+
s
| und 1

5002 |TηD+
s →ηD+

s
| skaliert. Da die Resonanz im iso-

skalarenKD-Kanal gebildet wird, sind zwei Isospin brechende Übergänge nötig, damit

die Resonanz zur Reaktion π0D+
s → π0D+

s beitragen kann. Ein Isospin brechender

Übergang weniger ist nötig, damit die Resonanz zu ηD+
s → π0D+

s beitragen kann.

ηD+
s → D∗

sJ → ηD+
s verläuft ungehemmt. Genau diesen Mechanismus haben wir

durch unsere Umskalierung aufgehoben. Durch die Beobachtung, dass |Tπ0D+
s →π0D+

s
|

(durchgezogene Linie) leicht geneigt gegenüber den anderen Reaktionen erscheint,

können wir darauf schließen, dass in diesem Kanal der durch die Resonanz laufende

Beitrag zunächst konstruktiv mit dem Hintergrund interferiert, um dann nach dem

Resonanzdurchgang eine destruktive relative Phasenlage aufzuweisen. Dies ist noch

besser in Teil a) der Abbildung zu sehen. Hier ist ein breiterer Energieausschnitt zu

sehen und wir haben uns darauf beschränkt, das Verhalten in den Flanken der Reso-

nanz zu zeigen. Man sieht deutlich, wie sich die Interferenzverhältnisse zwischen der
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Abbildung 3.7: In beiden Diagrammen wurde der Absolutbetrag der Transfermatrix

T gegen die Energie in MeV aufgetragen. Linie durchgezogen= |Tπ0D+
s →π0D+

s
|, dünn

gestrichelt= 1
500

|TηD+
s →π0D+

s
| und fett gestrichelt= 1

5002 |TηD+
s →ηD+

s
|. In a) wurde der

Ausschnitt so gewählt, dass das Verhalten der jeweiligen T -Matrix in den Flanken

der Resonanz zu erkennen ist. In b) wurde der Ausschnitt so gewählt, dass die Reso-

nanzbreite sichtbar wird.

isoskalaren Resonanz und der Streuamplitude aus dem isovektoriellen Kanal ändern.

Es sei angemerkt, dass die Vorhersage einer relativ starken isovektoriellen Streuam-

plitude mit einem großen Fragezeichen behaftet ist, da sie stark von der Wahl der

Subtraktionskonstante im π0D+
s Kanal abhängt, die ihrerseits nur einen sehr geringen

Einfluss auf die Polposition des gebildeten KD-Moleküls hat. Auch die ηD+
s → π0D+

s

Amplitude wird bei Änderung dieser Subtraktionskonstante nur schwach skaliert und

ändert ihre Form nicht. Das Caveat folgt nun aus der Tatsache, dass die Subtrakti-

onskonstanten von der Impulsabhängigkeit der Potentiale bestimmt sind und somit

unsere Annahme gleicher Subtraktionskonstanten nur für Kanäle mit ähnlichen Po-

tentialen zutrifft. Aber gerade die Ankopplung des Pions als leichtes Teilchen fällt in

dieser Beziehung aus dem Rahmen. Betrachtet man aus diesem Blickwinkel die Sub-

traktionskonstanten, die in Kapitel 6 im Rahmen der ππ-Streuung angepasst wurden,

so kann man hier starke Variationen erwarten. Im Rahmen des Jülicher Mesonen-

Austauschbildes wird dieses Verhalten durch Formfaktoren parametrisiert. Da diese

in etwa der Skala entsprechen, von der an die entsprechenden physikalischen Prozesse

ignoriert werden, hat man in diesem Modell eine bessere Chance zu erkennen, wo

der physikalisch sinnvolle Parameterbereich endet. Wir verschieben daher die Bespre-

chung der Streuung im isovektoriellen Kanal auf die Darstellung unserer Ergebnisse

im Rahmen der nummerischen Rechnungen. Der isoskalare und der Isospin brechende

Kanal weisen neben der dominaten Resonanz noch eine breite Betonung im Bereich

von ca 2350 MeV bis 2425 MeV auf. Darauf aufgeprägt erkennt man zwischen den
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Abbildung 3.8: Der Absolutbetrag der π0D+
s → π0D+

s T -Matrix ist für unterschied-

liche Isospinbrechungen gezeigt. Die Kurven sind so skaliert, dass sie im Maximum

übereinstimmen. Zur Isospinbrechung tragen folgende Prozesse bei: kurz gestrichelt:

Massendifferenz(MD); lang gestrichelt: ρω-Mischung θρω ≈ 25◦ & MD; kurzlang ge-

strichelt: πη-Mischung θπη ≈ −1.4◦ & MD; durchgezogen: θρω ≈ 25◦ & θπη ≈ −1.4◦

& MD

Schwellen des K+D0- und des K0D+-Kanals bei 2360 MeV die aus [4] bekannte Ta-

felbergstruktur der Isospinbrechung, die aus den unterschiedlichen Schwellen für die

verschiedenen Ladungszustände resultiert.

Um die Unsicherheit, die unserer Vorhersage für die Breite des KD-Moleküls inne-

wohnt, zu bestimmen, schauen wir uns zunächst für maximal gewählte Isospinbre-

chungsparameter die Zusammensetzung der Breite an. Man erkennt, wie die Isospin-

brechung via Massenaufspaltung für eine relativ kleine Breite von 24 keV (kurz gestri-

chelte Linie in Abbildung 3.8) sorgt. Da wir bei der Berechnung der Isospinbrechung

durch ρω- bzw πη-Mischung weiterhin mit den physikalischen Massen gerechnet ha-

ben, ist diese Breite Bestandteil aller gezeigten Breiten. Man erkennt aus Abbildung

3.8, dass die Hinzunahme der ρω-Mischung (lang gestrichelt) einen ähnlich großen

Breitenzuwachs von ca 44 keV liefert, während die maximal gewählte πη-Mischung

einen Breitenzuwachs von 312 keV ergibt. In Tabelle 3.6 sind für die von uns verwen-

deten Zentralwerte der Mischungsparameter sowie für deren maximale und minimale

Werte die erzeugten Breiten angeführt. Es zeigt sich, dass alle drei Mechanismen

in der gleichen Größenordung zu der Isospinbrechung und somit zur Breite des Zu-

standes beitragen. Bei diesen Betrachtungen haben wir die Breite aus der möglichen

Ankopplung an den D∗+
s γ- und den D∗+

s π+π−-Kanal vernachlässigt. Um den Fehler

aus dieser Annahme abzuschätzen, zitieren wir hier die von BaBar [22] gemessenen
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Isospinbrechungs- Zentralwert Max Min

mechanismus θρω = 12.8◦ θρω = 25.8◦ θρω = 8.5◦

θπη = −0.84◦ θπη = −1.42◦ θπη = −0.30◦

Massendifferenz (MD) 24 keV 24 keV 24 keV

ρω-Mischung & MD 50 keV 68 keV 40 keV

πη-Mischung & MD 152 keV 336 keV 64 keV

ρω- & πη-Mischung & MD 226 keV 448 keV 98 keV

Tabelle 3.6: Zusammensetzung der D∗
sJ-Breite im Molekülbild für verschiedene πη-

/ρω-Mischungsszenarien.

Zerfallskanal [27] [23] [79] [47, 48] [67]

D∗
sJ → Dsπ

0 21.5 129 ± 43; 109 ± 16 ≈ 10 7 ± 1 16

D∗
sJ → D∗

sγ 1.74 < 1.4 1.9 0.85 ± 0.05 0.2

Tabelle 3.7: Zusammenstellung von Vorhersagen unterschiedlicher Modelle für die

Zerfallsbreiten des DsJ(2317) in keV.

oberen Grenzen für die Verzweigungsverhältnisse:

Br(D∗
sJ(2317)+ → D∗+

s γ)

Br(D∗
sJ(2317)+ → D+

s π
0)
< 0.17 (3.21)

Br(D∗
sJ(2317)+ → D∗+

s π+π−)

Br(D∗
sJ(2317)+ → D+

s π
0)

< 0.002 (3.22)

Damit schätzen wir ab, dass aus den vernachlässigten Kanälen nur Korrekturen bis

20% zu erwarten sind. Dies ist ein kleiner Effekt, wenn man die Unsicherheit unse-

rer Vorhersage betrachtet. In Tabelle 3.7 zitieren wir nach [55] die Breiten, welche für

verschiedene Szenarien des DsJ(2317) vorhergesagt worden sind. Die angeführten Zer-

fallsbreiten wurden berechnet unter der Annahme eines konventionellen cs̄ Zustandes

[79], den Annahmen der Schweres-Quark-Effektiven-Feldtheorie(HQET) [47, 48, 67],

der Annahme eines chiralen Dopplerszenarios [27] und unter rein phenomenologi-

schen Annahmen [23]. Es zeigt sich, dass die in unserem Modell erwartete Zerfalls-

breite von ΓD∗
sJ

≈ 220+110
−120 keV die aus Sicht der phenomenologischen Analyse aus [23]

erwarteten Werte leicht übertrifft. Die auf einer qq̄-Annahme beruhenden Vorhersa-
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gen weisen jedoch alle eine weitaus schmalere Breite auf als sie von uns erwartet wird.

Selbst mit extrem geringen Mischungswinkeln erwarten wir für das KD-Molekül noch

immer mehr als die vierfache Breite verglichen mit [27]. Da jedoch die von verschiede-

nen Autoren bevorzugten qq̄, qqq̄q̄, . . . Zustände auch an die Meson-Meson-Dynamik

ankoppeln, ist festzustellen, dass die starke Attraktion im KD-Kanal zu einer star-

ken Massenrenormierung für diese Zustände führen kann. Die Anwesenheit solcher

Zustände verändert ebenfalls die Vorhersagen unseres Modells. So mischt ein solcher

Zustand mit unserem Molekülzustand und das zusätzliche s-Kanalpotential verstärkt

mittels πη-Mischung auch die Isospinbrechung, was zu einer größeren Breite führt. Ei-

ne Diskussion dieser Effekte verschieben wir auf unsere nummerischen Berechnungen

im Rahmen des erweiterten Jülicher Modells.

3.3.2 Das erweiterte Jülicher Modell

Im Rahmen des Jülicher Modells wird die Streugleichung (C.10) durch die Verwendung

von Formfaktoren in den einzelnen Potentialen regularisiert. Diese müssen wir noch

für die Vertices aus den Diagrammen in den 5 oberen Reihen der Abbildung 3.5

definieren. (Wir vernachlässigen hier den Beitrag aus dem u-Kanalaustausch des D∗

wegen der großen Masse des D∗(2010) verglichen mit dem K∗(892).) Da es nur wenige

Observablen gibt, an die wir anpassen können, ist es uns möglich, mit genau einem

Abschneideparameter

ΛPPV = 5.2 GeV (3.23)

für alle Vertices zu arbeiten. Dieser Wert liegt leicht über die im SU(3)-Sektor des

Jülicher Modells üblichen Werten von Λt-Kanal ≈ 3-4 GeV [114,122]. Um zu verstehen,

warum im Fall des D∗
sJ(2317) steifere Formfaktoren zur Reproduktion der experimen-

tellen Observablen nötig sind, ist ein Blick auf die Behandlung des Meson-Meson

Propagators unterhalb seiner Schwelle in der ursprünglichen Version des Jülicher

Mesonen-Austauschmodells [114] aufschlussreich. Der Propagator wurde nicht wie

in unseren Untersuchungen analytisch unterhalb der Schwelle fortgesetzt sondern un-

terhalb der Schwelle auf seinen Wert bei verschwindendem Impuls fixiert. Folgen wir

diesem Beispiel, dann erhalten wir ähnlich weiche Formfaktoren. Denselben Effekt

können wir im Rahmen unseres Modells erreichen, indem wir die Übergangspoten-

tiale zum D+
s η-Kanal durch weiche Formfaktoren stark abschneiden. So liefern zum

Beispiel auch die Abschneideparameter

ΛPPK∗ = 2.2 GeV; ΛPPρ = ΛPPω = 3.2 GeV (3.24)

eine mit den experimentellen Beobachtungen vereinbare Polposition für das gebildete

KD-Molekül. Es muss jedoch klar sein, dass eine solche Parametrisierung auch ei-

ne unterdrückte Ankopplung an den D+
s π

0-Kanal und somit eine zu schmale Breite
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Abbildung 3.9: Grafische Darstellung der D+
s π

0-Produktion

der Resonanz bedingt. Da wir die Breite des isosklaren KD-Moleküls schon im Rah-

men des Spielzeugmodells diskutiert haben und sie ohnehin nicht vom Experiment

aufgelöst wird, falten wir unsere berechneten Wirkungsquerschnitte mit der experi-

mentellen Breite von 10 MeV und ignorieren sie in der weiteren Diskussion.

Die in den experimentellen invarianten D+
s π

0-Massenspektren (Abbildung 3.1) auf-

tretende D∗
sJ(2317)-Resonanz kann entweder durch eine initiale Produktion eines Iso-

skalars oder durch die Produktions eines Isovektors, der Isospin brechend an den iso-

skalaren Kanal koppelt, produziert werden. Wir modellieren daher die in Abbildung

3.9 dargestellte Produktion durch zwei konstante Produktionsoperatoren. Einer pro-

duziert isosklare KD-Paare (CProd
KD,I=0), der andere erzeugt isovektorielle KD-Paare

(CProd
KD,I=1). Die Endzustandswechselwirkung innerhalb des produzierten KD-Paares

berücksichtigen wir in Form der KD → D+
s π

0-T -Matrix. Wechselwirkungen des K-

bzw. D-Mesons mit eventuell produzierten anderen Teilchen vernachlässigen wir. Da-

mit ergibt sich für die Produktionsamplitude:

M =

∫

d3k′′CProd
KD,I=1Gl(~k

′′;E)TKD,I=1→D+
s π0(~k′′, ~k;E)

+

∫

d3k′′CProd
KD,I=0Gl(~k

′′;E)TKD,I=0→D+
s π0(~k

′′, ~k;E) (3.25)

Hierbei ist G der Propagator der Blankenbecler-Sugar Gleichung, die auch bei der

Berechnung der T -Matrix verwendet wird. Schauen wir uns nun die zwei Extremfälle

CProd
KD,I=0 = 0 bzw. CProd

KD,I=1 = 0 in Abbildung 3.10 an, so erkennen wir, dass bei rei-

ner isovektorieller Produktion ein KD-Molekül die experimentellen Daten nicht zu

beschreiben vermag, während dies bei isoskalarer Produktion möglich ist. Der Grund

hierfür war schon in Abschnitte 3.3.1 beschrieben. Bei isoskalarer Produktion ist eine

Isospinbrechung weniger nötig, damit das KD-Molekül zum Produktionsprozess bei-

tragen kann. Damit ist das Verhältnis von der Stärke der Resonanz zu der Auswirkung

des sich öffnenden KD-Kanal um einen Faktor von ≈ 500 zugunsten der Resonanz

verschoben. Betrachtet man zusätzlich die Produktion über den D+
s π

0- bzw. über

den D+
s η-Kanal, so verhalten sich diese Kanäle analog der isovektoriellen bzw. der

isoskalaren Produktion.
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Abbildung 3.10: D+
s π

0-Massenspektrum für eine isoskalare (durchgezogene Linie) und

eine isovektorielle Produktion (gepunktete Linie). Die experimentellen Daten entspre-

chen der Messung durch die BaBar Kollaboration [22], dargestellt mit unterschiedli-

cher Rasterung der Masse. Hierbei haben wird den in [22] abgeschätzten Hintergrund

subtrahiert.

Als nächstes wollen wir den Einfluss untersuchen, den die Präsenz eines weiteren Pols

z.B. eines qq̄-Zustandes auf die Vorhersagen unseres Modells hat. Dies ist besonders

interessant, wenn Experimente Breiten größer 460 keV ergeben, die wir in unserem

Modell nur mit Hilfe von weiterer Isospinbrechung –z.B. aus π0η-Mischung bei der

Ankopplung an eine weitere genuine Resonanz– erklären können. Eine genauere Be-

stimmung der π0η- und ρ0ω-Mischungswinkel kann dazu führen, dass wir schon bei

kleineren Breiten die Präsenz eines weiteren Isoskalars folgern müssen. Da wir hier

eine Streugleichung mit zwei isosklaren Polen betrachten, ist es interessant wie die-

se mischen, um die physikalischen Zustände zu formen. Um Gleichung (3.14) auch

zur Bestimmung des Mischungswinkels zwischen dem KD-Molekül und einer genui-

nen Resonanz verwenden zu können, betrachten wir die Streumatrix am dynamischen

Pol. Dort und nur dort lässt sie sich eindeutig nach Pol- und Nichtpolanteil zerlegen

und als

M(s;~k,~k′) = Γ(s;~k)
1

s−M2
KD

Γ̄(s;~k′) + R(s;~k,~k′) (3.26)

schreiben. Hierbei ist M 2
KD die komplexe Polposition des KD-Moleküls und Γ = N Γ̃

kann als Eigenwert der Systemgleichung

Γ̃(s;~k) =

∫

d3k′V (s;~k,~k′)G(s;~k′)Γ̃(s;~k′) (3.27)
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berechnet werden(siehe Anhang C.1). Mithilfe dieser Zerlegung können wir nun am

dynamischen Pol das Übergangspotential zwischen dem KD-Molekül und dem genu-

inen Zustand bestimmen:

〈

DKD
s0 |H|Dqq̄

s0

〉

=

∫

d3kΓ(M2
KD;~k)G(M2

KD;~k)VDqq̄
s0→KD (3.28)

Hierbei ist VDqq̄
s0→KD durch die Lagrange-Funktion (3.4) zusammen mit dem entspre-

chenden Isospin- und Formfaktor (Λ = 3580 MeV;M = 2317 MeV) bestimmt. An-

statt diese Wahl des s-Kanal-Formfaktors zu rechtfertigen, sei angemerkt, dass der

dynamische Pol bei allen Rechnungen in der Nähe von 2317 MeV liegt und somit der

Formfaktor nur minimale Modifikationen bewirkt. Die Normierung N des Molekülzu-

standes ist durch (3.26) gegeben, da wir jedoch Γ̃ als Eigenwert der Systemmatrix

berechnen, benutzen wir zur Normierung des Molekülzustandes Gleichung (3.29), de-

ren Herleitung man in [86] findet.

|N |−2 =

∣

∣

∣

∣

−
∫

d3k ˜̄Γk
∂Gk

∂s

∣

∣

∣

∣

0

Γk −
∫

d3k

∫

d3k′ ˜̄ΓkGk
∂Vk,k′

∂s

∣

∣

∣

∣

0

Gk′Γk′

∣

∣

∣

∣

(3.29)

Wenn wir nun die Auswirkungen der Beimischung eines genuinen Pols berechnen, ver-

nachlässigen wir neben der k2-Abhängigkeit des Mischungswinkels θ(q2) auch etwaige

Imaginärteile im Übergangspotential(z.B. D+
s π

0-Beimischung im KD-Molekül). Un-

ter dem Gesichtspunkt dieser Vereinfachungen bevorzugen wir eine Berechnung in der

Isospinbasis ohne Ankopplung des D+
s η-Kanals. Hierbei wählen wir einen generellen

Abschneideparameter Λ = 3.3 GeV. Mit diesem Parameter hat dann die Wellenfunk-

tion des KD-Moleküls ohne Beimischung einer zweiten Resonanz die Wellenfunktion

(3.30) im Impulsraum, die wir in Abbildung 3.11 zeigen.

ψKD(k) = NG(M2
KD, k)Γ(M2

KD, k) (3.30)

Hierbei ist N die in [86] definierte Normierungskonstante.

Mit den durch (3.11) und (3.28) definierten Mischungswinkeln zwischen dem Mo-

lekülzustand und einem beliebigen isoskalaren Zustand ohne Meson-Meson Anteil

können wir nun quantifizieren zu welchem Anteil ein in Anwesenheit einer genuinen

Resonanz erzeugter Zustand aus der Meson-Meson Dynamik entspringt. In [29] ha-

ben Baru et al. in Anlehnung an das Weinberg-Argument über die nicht elementare

Struktur des Deuterons [173–175] einen anderen Zugang gewählt, um die effektive

Reichweitenparametrisierung der Streumatrix (3.31) mit der Struktur einer Resonanz

in Verbindung zu setzen.

M =
1

1
a

+ 1
2
rk2 − ik

(3.31)
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Abbildung 3.11: Die Wellenfunktion eines reinen KD-Moleküls und die Aufenthalts-

wahrscheinlichkeit im Orts- und Impulsraum.

Die Autoren merken an, dass eine große Beimischung eines Zustandes, dessen Ur-

sprung außerhalb der Meson-Meson Dynamik liegt, mit großen (im Vergleich zu der

Reichweite der Kräfte) negativen Streulängen r einhergeht. In unserem Fall koppelt

der betrachtete Zustand nur schwach an die offenen Kanäle und hat somit geringe

Breite. Dies ermöglicht uns, nicht auf die durch Baru et al. erschlossenen Analy-

semöglichkeiten für zerfallende Teilchen zurückzugreifen sondern in guter Näherung

direkt Weinbergs Argumente über stabile Teilchen zu verwenden, die zu der glei-

chen Aussage führen. Ohne die Herleitungen aus [173–175] zu wiederholen, skizzieren

wir die für uns relevanten Aussagen. Man betrachte den Zustandsraum als Zusam-

mensetzung aus Kontinuumzuständen |KD(q)〉 und einem oder mehreren diskreten

Zuständen |D∗i
s0〉. –Die Namen lehnen sich an die KD-Streuung an, sind aber als Platz-

halter für ein beliebiges System zu sehen.– Man definiert den Renormalisierungsfaktor

Z durch

Z =
∑

i

∣

∣

〈

D∗i
s0|D∗

sJ(2317)
〉∣

∣ , (3.32)

was dem Anteil der nackten Zustände in der betrachteten Resonanz entspricht. Die

entscheidende Beobachtung ist nun das Verhalten Z → 0 im Grenzfall einer unend-

lichen nackten Masse H0 |D∗
s0〉 = E0 |D∗

s0〉 des diskreten Zustandes. Dieses Verhalten

zeigt sich in der Streulänge und in der effektiven Reichweite:

a =
2(1 − Z)

2 − Z
R + O

(

1

β

)

(3.33)

r = − Z

1 − Z
R + O

(

1

β

)

(3.34)
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Hierbei ist 1/β die Reichweite der Kräfte und R = 1/
√

2µε mit der reduzierten Masse

µ und der Bindungsenergie ε. Den Bezug zwischen dem Grenzfall der unendlichen

nackten Masse und einem Bindungszustand liefert nun die Feststellung, dass man

zu einer Theorie ohne elementare Teilchen und mit einem Potential V zwischen den

Kontinuumzuständen durch Wahl einer Vertexfunktion Γ eine Theorie mit einem Qua-

siteilchen |D∗
s0〉 und einem reduzierten Potential Ṽ konstruieren kann.

〈

KDq′|Ṽ |KDq

〉

= 〈KDq′ |V |KDq〉 − 〈KDq′ |V |Γ〉
〈

Γ̄|V |KDq

〉

(3.35)
〈

KDq′ |Ṽ |D∗
s0

〉

=
√

E0

(〈

Γ̄|V |Γ
〉

− 1
)

〈KDq′|V |Γ〉 (3.36)
〈

D∗
s0|Ṽ |D∗

s0

〉

= − E0

〈

Γ̄|V |Γ
〉

(3.37)

Soll die neue Theorie identische physikalische Vorhersagen liefern, dann muss das ein-

gefügte Quasiteilchen unendliche nackte Masse haben und der Renormierungsfaktor

für ein solches Teilchen verschwinden. Die Forderung nach unendlicher nackter Masse

kann man sich anhand unseres Modells veranschaulichen, wenn man ein elementares

Teilchen mit der Masse M des Moleküls einfügt. Man betrachte den Selbstenergiebei-

trag für ein Elementarteilchen:

Σ(s = M2) =

∫

d3kf(k)G(s, k)f(k)

+

∫

d3k

∫

d3k′f(k′)G(s, k′)T ns(s; k′, k)G(s, k)f(k) (3.38)

Hierbei ist f(k) die Vertexfunktion mit der das Elementarteilchen an den Meson-

Meson Kanal koppelt und G der Meson-Meson Propagator. Die Existenz eines Mo-

leküls bedeutet nun aber, dass die ohne s-Kanalpotential berechnete T -Matrix T ns

einen Pol bei der Masse M des Moleküls besitzt und somit m2
0 − Σ(M2) = M2 eine

unendliche nackte Masse für das Elementarteilchen fordert.

In Abbildung 3.12 zeigen wir die inversen isoskalaren KD-Streuamplituden für un-

terschiedliche Realisierungen des D∗
sJ(2317). Dabei haben wir folgende Parametrisie-

rungen benutzt:

a) Feinabstimmung des Abschneideparameters Λ = 3.336 GeV zur Anpassung des

dynamischen Pols an die Masse des D∗
sJ(2317). (Zur Berechnung der Polpara-

meter sei auf Anhang C.1 verwiesen.)

b) Die Bindung des KD-Moleküls durch Λ = 2.3 GeV verringert und einen genu-

inen Quarkzustand mit gKDDs0 = 0.3861 und M 0
Ds0

= 2.48 GeV angekoppelt.

Nach (3.28) entspricht dies einem Mischungswinkel θ = 5.4◦.
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Abbildung 3.12: Inverse isoskalare KD-Streuamplituden: Fett durchgezogen: rei-

nes KD-Molekül; Fett gestrichelt: elementares D∗
sJ(2317)(dünn gestrichelt=9% KD-

Molekülbeimischung); gepunktet: elementares D∗
sJ(2317) mit dynamischem KD-Pol

oberhalb der KD-Schwelle

Modell a) b) c) d)

1/a −200 MeV −480 MeV −1100 MeV −1910 MeV

r −0.001 MeV−1 −0.068 MeV−1 −0.061 MeV−1 −0.508 MeV−1

Tabelle 3.8: Effektive Reichweitenparameter für die Modelle a)–d). Die Parameter a

und r sind in (3.31) erklärt.

c) Durch eine Reduktion des t-Kanal-Potentials (gρππ = 0.1 ∗ 6.040) wurde die

Bildung eines Moleküls verhindert und stattdessen ein Elementarteilchen mit

gKDDs0 = 1.5445 und M 0
Ds0

= 2.607 GeV angekoppelt.

d) Die Polposition des dynamischen Pols wurde mittels Λ kurz oberhalb der KD-

Schwelle gewählt und ein Elementarteilchen mit gKDDs0 = 1.61 und M0
Ds0

= 2.63

GeV angekoppelt.

Durch fitten an diese Kurven erhalten wir die in Tabelle 3.8 angegebenen Parameter

für die effektive Reichweitenentwicklung. Man erkennt, dass in den Fällen eines reinen

KD-Moleküls a) und eines reinen Elementarteilchens Weinbergs Vorhersagen über die

effektiven Reichweiten (3.33,3.34) gut erfüllt sind. In den Fällen b) und d) haben wir

eine andere physikalische Situation erzeugt, indem wir einen zweiten Pol in Kauf

genommen haben, der näher an der Schwelle des KD-Kanals liegt als die Resonanz,
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Abbildung 3.13: Vergleich der durch unterschiedliche k2-Abhängigkeit des Mischungs-

winkels erzeugte Breiten. Durchgezogen: θρω = 12◦; gestrichelt: Πρω(k
2) =

Π(k2=M2
ρ )

M2
ρ

k2;

gepunktet: Πρω(k
2) =

Π(k2=M2
ρ )

0.6M2
ρ

(k2 − 0.4M2
ρ ). Für die k2-abhängigen Mischungswinkel

gilt jeweils Πρω(k
2 = Mρ2) = −3800 MeV2

die wir untersuchen wollen. So liegt zum Beispiel der dynamisch erzeugte Pol in b)

bei 2360 MeV. In Abbildung 3.12 erkennt man sofort die durch die neue Situation

entstandenen Nullstellen der Amplitude, die als Pole zu erkennen sind.

In Abschnitt 3.3.1 hatten wir die k-Abhängigkeit der ρω-Mischung vernachlässigt.

Jetzt wollen wir mit Hilfe der Parametrisierungen Πρω(k
2) =

Π(k2=M2
V )

M2
V

k2 und

Πρω(k
2) =

Π(k2=M2
ρ )

0.6M2
ρ

(k2 − 0.4M2
ρ ) bestimmen, wie groß der Unterschied zu der Pa-

rametrisierung durch einen konstanten Mischungswinkel ist, insbesondere da die Ex-

trapolation des Mischungswinkels bei der Verwendung in t-Kanalpotentialen über

die Nullstelle der Parametrisierung hinausgeht. Wir haben in Abbildung 3.13 zwei

Beispiele für die Parametrisierung der Überlappfunktionen dargestellt. Das relative

Verhalten zwischen den beiden k2-abhängigen Parametrisierungen rührt aus der Tat-

sache, dass die Mischung bei negativem k2 in die Rechnung eingeht. Weil die Stärke bei

Πρω(k
2 = Mρ2) fixiert ist, führt die Verlagerung des Nulldurchgangs hin zu positiven

k2 zu einer stärkeren Mischung im relevanten raumartigen Bereich, was man deut-

lich an der größeren Breite erkennt. Argumente im Vergleich mit einem konstanten

Mischungswinkel sind problematisch, da die Annahme einer konstanten Mischung zu

einer anderen Phasenlage relativ zu den übrigen Isospin brechenden Potentialen führt.

Es sei daher nur darauf hingewiesen, dass die Breite aus der konstanten Mischung im

Rahmen der Breiten aus den k2-abhängigen Überlappelementen bleibt und dass deren

Streuung (28 keV) verglichen mit den in Tabelle 3.6 berechneten Bandbreiten eine
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untergeordnete Rolle spielt. Wir dürfen also davon ausgehen, dass sich die Ergebnisse

aus unserem Spielzeugmodell nicht signifikant ändern, falls wir eine k2-Abhängigkeit

des ρω-Mischungswinkels berücksichtigen.

Auch wenn andere Autoren ihrer Erwartung Ausdruck verliehen haben, dass die Wech-

selwirkung für die D-Mesonen noch eher zur Molekülbildung neigt als dies schon für

die Kaonen der Fall war [56], so müssen wir uns doch abschließend die Frage stellen,

ob die aus den SU(4)-Relationen gewonnenen Kopplungskonstanten eine der Physik

angemessene Näherung darstellen. Dies gilt insbesondere, da die SU(4)-Symmetrie

im Massensektor offensichtlich sehr stark gebrochen ist. Während die Particle Data

Group [64] für die Zerfallsbreiten des D∗0(2007) und des D∗
s nur obere Grenzen zitiert,

stehen mit der Messung durch CLEO [16] für das D∗±(2010) partiale Zerfallsbreiten

zur Verfügung (Tabelle 3.9). Wir wollen diese nutzen, um unsere Abschätzung für die

Kopplungskonstanten des D∗± an Dπ zu testen. Hierzu setzen wir den Imaginärteil

der Selbstenergie mit der Zerfallsbreite durch (3.39) in Verbindung

Γ = −=Σ(s = M2
R)

MR

. (3.39)

Wir nehmen nun an, dass unser Potential in guter Näherung separabel ist und wir

den Imaginärteil der Selbstenergie –wie in Anhang C.4 erläutert– als

=Σ(M2
R) = −2

3

g2

4π

k3(M2
R;m1, m2)

MR

nFiso (3.40)

berechnen können. Hierbei sind n, Fiso und g2 die aus dem Vektormeson-s-Kanal-

Austauschpotential zu bestimmenden Normierungsfaktoren, Isospinfaktoren und

Kopplungskonstanten und MR die Masse des ausgetauschten/zerfallenden Vektor-

mesons sowie k(M 2
R;mi

1, m
i
2) der Relativimpuls der Zerfallsprodukte mit den Mas-

sen m1 und m2. Vergleicht man den ρππ-Vertex (B.22.63) mit den DπD∗-Vertices

(B.22.33),(B.22.39), so erhält man für das Produkt g2nFiso:

g2nFiso =







2g2
ρππ für D∗+ → D0π+

1g2
ρππ für D∗+ → D+π0

(3.41)

Mit diesen Formeln berechnen wir die in Tabelle 3.9 aufgeführten Zerfallsbreiten.

Man erkennt, dass die Vorhersagen mit den Messungen im Rahmen der experimen-

tellen Fehler im Einklang stehen bzw. diese unterschätzen. Dies gilt insbesondere,

wenn man sich die Vorhersagen für gsρππ = 5.3 ansieht. Zwar rechnet man im Rah-

men des Jülicher Mesonen-Austauschbildes mit einem Wert von gρππ = 6.04, den

man aus der Zerfallsbreite des ρ-Mesons ermittelt, aber man verwendet für s-Kanal

Pol-Graphen eine reduzierte Kopplungskonstante um gsρππ = 5.3. Ingesamt können
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Zerfallskanal experimentelle Breite gtρππ = 6.04 gsρππ = 5.3

D∗+ → D0π+ 64 ± 18 keV 52 keV 38 keV

D∗+ → D+π0 29 ± 8 keV 26 keV 19 keV

Tabelle 3.9: SU(4) Vorhersagen für die Zerfallsbreiten des D∗+(2010) im Vergleich mit

den experimentellen Werten aus [16]. Die Spalten mit den SU(4)-Vorhersagen sind

mit der verwendeten Kopplungskonstante gρππ beschriftet.

wir also davon ausgehen, dass unsere Abschätzung der Kopplungskonstanten durch

SU(4)-Symmetrie Werte der richtigen Größenordnung liefert und vielleicht sogar die

wahren Kopplungen unterschätzt. Außerdem ist anzumerken, dass eine reduzierte

Kopplungsstärke zwar die Polposition verschiebt, die Vorhersage einer Molekülbil-

dung jedoch lange stabil bleibt.

3.4 Zusammenfassung

Wir haben gezeigt, dass das Mesonen-Austauschpotential im isoskalaren KD-Kanal

attraktiv genug ist, um ein KD-Molekül zu bilden. Dies ist im isovektoriellen Kanal

nicht der Fall. Die zugrunde gelegte Abschätzung der Kopplungskonstanten erscheint

aus der Perspektive der bisher gemessenen Zerfallsbreiten von D∗-Mesonen vernünftig

gewählt. Wollen wir die von BaBar, Cleo und Belle gemessene Struktur bei 2317 MeV

in den D+
s π

0-Massenspektren aus Elektron-Positron-Annihilation nur durch das ge-

formte Molekül erklären, so müssen wir eine dominante isoskalare primäre Produktion

annehmen, da im Fall einer dominanten isovektoriellen Produktion die Molekülstruk-

tur durch Isospinerhaltung so stark unterdrückt wird, dass ihre Auswirkung auf das

Massenspektrum im Vergleich zu den Auswirkungen der KD-Schwelle klein ist. Fer-

ner haben wir die Auswirkung von Isospin brechenden Prozessen auf die Struktur des

Moleküls betrachtet und erhielten für die Zerfallsbreite eine Abschätzung von 100-

450 KeV. Dies liegt im Rahmen anderer phenomenologischer Abschätzungen aber

um mehr als einen Faktor 5 über den Vorhersagen von Modellen, welche die be-

obachtete Resonanz durch qq̄ unterschiedlicher Ausprägung beschreiben. Für die im

Rahmen von chiralen-Doppler-Szenarien und Konstituenten-Quark-Modellen vorher-

gesagten Zustände des untersuchten Massenbereichs ist anzumerken, dass der durch

die Unitarisierung entstehende Pol in der KD-Streumatrix TKD dafür sorgt, dass diese

Zustände einer starken Renormierung ihrer Masse unterworfen sind. Die Verwendung

von Konstituenten-Quarks parametrisiert zwar einen großen Teil der Wechselwirkung
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aber die vorhergesagten Objekte sind nicht wechselwirkungsfrei und somit der hier

beschriebenen Dynamik unterworfen. Eine Betrachtung der KD-Streuung im isoska-

laren Kanal kann im Fall eines schwach gebundenen KD-Moleküls nicht durchgeführt

werden, da dann der entsprechende Pol zwischen der zu untersuchenden Resonanz und

der KD-Schwelle liegt. Eine Messung der Breite ist aus unserer Sicht sehr interessant,

da eine Breite von mehr als 450 keV stark auf die Präsenz einer nicht aus der Meson-

Meson Dynamik stammenden Resonanz deutet, die zu weiterer Isospinbrechung führt.

Die niedrigen Breiten für die nichtmolekulare Realisierung der D∗
sJ(2317), obwohl die

von uns betrachteten Isospin brechenden Prozesse präsent sind, erklärt sich dadurch,

dass diese schwächer als unser Molekül an den KD-Kanal ankoppeln.



Kapitel 4

Das a0(980) in der Reaktion

pp→ dK+K̄0

4.1 Modellierung der Produktion

Wir wollen uns den Einfluss der Meson-Meson Endzustandswechelwirkung in der Re-

aktion pp → dK+K̄0 ansehen, wobei wir ein besonderes Augenmerk auf den Ein-

fluss des a0(980) legen. Dieser Zustand wird im Rahmen des Jülicher Mesonen-

Austauschmodells weder als genuine qq̄-Resonanz noch als Bindungszustand der

Meson-Meson Wechselwirkung sondern als Schwelleneffekt beschrieben(Eine genauere

Beschreibung findet sich in Abschnitt 2.2). Um dieses Ziel zu erreichen, müssen wir

zunächst eine Parametrisierung der Produktion angeben. In diesem Zusammenhang

wird oft das Zweischrittmodell von M.A. Abolins [3, 84] verwendet. Wenn man sich

jedoch die beitragenden Prozesse (Abbildung 4.1) ansieht, so stellt man fest, dass

eine Verwendung unseres Modells für die Endzustandswechselwirkung zusammen mit

dieser Parametrisierung der Produktion zu einer Vernachlässigung der dominanten

Beiträge führen würde. Unser Modell enthielte nämlich nur die nichtresonanten Pro-

zesse, weil das a0(980) als reiner Effekt der Endzustandswechselwirkung parametri-

siert ist. Somit entfielen die Prozesse a),b) und c) aus Abbildung 4.1. Es verblieben

die Prozesse 4.1.d) und 4.1.e). In [84] wurde nun aber die relative Bedeutung der fünf

verschiedenen Produktionsmechanismen untersucht. Es zeigte sich, dass bis zu einer

Überschussenergie von bis zu 100 MeV die resonanten Beiträge (Abbildung 4.1a,b &

c) dominant sind. Die π-K∗-π-, K- und π-K∗-η-Austauschbeiträge sind nur für 0.2%

bis 10% des Wirkungsquerschnittes verantwortlich. Folglich hätten wir die dominan-

ten Terme vernachlässigt. Um diese dominanten Beiträge auch in unserem Modell

zu berücksichtigen, benutzen wir drei-Meson-zwei-Baryon sowie vier-Meson Kontakt-
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Abbildung 4.1: Diagramme, die im Rahmen des Zweischrittmodells zur Reaktion pp→
dKK̄ beitragen.
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Abbildung 4.2: Gezeigt sind die Diagramme, die in der Beschreibung der Produkti-

on pp → dKK̄ durch das unitarisierte chirale Modell [145] berücksichtigt wurden.

Die Auslassung steht für eine Gruppe mit identischen Graphen, in denen die beiden

Baryonen ihre Rollen vertauscht haben.

wechselwirkungen. Hierzu bilden wir nicht den Grenzwert eines unendlich schweren

a0(980) sondern machen uns zunutze, dass die relevanten Amplituden schon im Rah-

men des unitarisierten chiralen Modells berechnet wurden und somit eine effektive

Parametrisierung für diese Produktion zur Verfügung steht. Der Vollständigkeit hal-

ber zitieren wir an dieser Stelle nicht nur das in [145] gegebene Ergebnis für die

Produktionsamplitude sondern skizzieren darüber hinaus die getroffenen Annahmen.

Die Autoren von [145] gehen von den in Abbildung 4.2 dargestellten Graphen aus. Die

Auslassung steht hier für die gleiche Gruppe von Graphen mit vertauschten Rollen

für die beiden Baryonen. Die funktionale Form des drei-Meson-zwei-Baryon Vertex

wurde in [132] explizit angegeben. Der in unserem Fall relevante Teil lautet:

L(B)
1 =

5

8

(

n̄γµγ5u
(21)
µ p + p̄γµγ5u

(11)
µ p

)

(4.1)

mit

u(21)
µ ∝ 3√

2
π0
(

∂µK
0K− − ∂µK

−K0
)

+
√

6∂µηK
0K− (4.2)

u(11)
µ ∝ ∂µπ

+K0K− + π+K−K0 − 2π+∂µK
0K− (4.3)

Die vollständige Form der SU(3)-Matrix uµ findet sich in [132]. Daraus ergibt sich,

dass sich Prozesse, die dem Diagramm a) aus Abbildung 4.2 entsprechen, im Grenzfall

nichtrelativistischer auslaufender Teilchen als Kombination von Amplituden der in
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Gleichung 4.4 aufgeführten Form darstellen lassen.

a) σ1p1σ2(pK+ − pK̄0) + σ1(pK+ − pK̄0)σ2p1

b) −σ1p1σ2pd − σ1pdσ2p1 (4.4)

Hier bezeichnet p1 den Impuls eines einlaufenden Protons und σ1/2 bezieht sich auf

die obere bzw. untere Nukleonenlinie des Diagramms 4.2a). Der in 4.2b) dargestellte

Produktionsprozess hat ebenfalls die aus Gleichung 4.4b) bekannte Form, sodass wir

die Kaonenproduktion in der Reaktion pp→ dK+K̄0 durch diese beiden Amplituden

parametrisieren werden, obgleich uns bewusst ist, dass dies nicht die allgemeinste

Form ist. Beide Amplituden haben die Form:

M = σ1p1σ2Q + σ1Qσ2p1 mit







Q = pK+ − pK̄0 für a)

Q = −pd für b)
(4.5)

Projiziert man diese Form auf Zustände mit definiertem Gesamtspin S,Sz, so ergibt

sich die in 4.6 gegebene Form.

〈S = 1, Sz = α|M |S = 1, Sz = β〉 = ηαβ
4
√
π√
3

|pq| |Q|Y1,α−β(Q̂) (4.6)

Hierbei ist Q̂ der Einheitsvektor in Richtung Q und Yl,m die Kugelflächenfunktion

sowie ηReihe,Spalte die Matrix mit den Einträgen:

η =











+1 −1 0

+1 −1 +1

0 −1 +1











(4.7)

Man erkennt hieraus, dass Beiträge mit der Struktur von Amplitude 4.5a) einer Pro-

duktion der Kaonen in relativer P -Welle entsprechen während die Struktur der Am-

plitude 4.5b) Kaonen in relativer S-Welle produziert, wobei eine relative P -Welle zwi-

schen dem Kaon-Antikaon System und dem auslaufenden Deuteron vorliegt. (Relative

S-Welle bei Amplitude a) )

Bevor wir zu unserem eigentlichen Ziel der Meson-Meson Endzustandswechselwirkung

kommen, gilt es noch die Wechselwirkung der Kaon-Deuteron Systeme zu behandeln.

Da die Wechselwirkung von K+ und Neutron sowie die Wechselwirkung von K+

und Proton schwach sind [102, 103], können wir diese vernachlässigen. Im Gegensatz

hierzu findet man im K̄0n-Kanal die Λ(1405) Resonanz knapp unterhalb der Schwel-

le [54, 146]. Daraus resultiert eine relativ starke K̄0n-Wechselwirkung, die z.B. durch
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a b c

4.32 · 10−4 MeV−3 −1.55 · 10−2 MeV−2 0.13 MeV−1

b′ c′

1.1 · 10−3 MeV−2 −1.5 · 10−1 MeV−1

Tabelle 4.1: Parameter der TK̄d-Extrapolationsformel(4.8). Die Parameter a,b und b′

wurden anhand der theoretischen Überlegungen aus [146] fixiert.

Oller und Meißner im Rahmen des unitarisierten chiralen Modells berechnet wur-

de [141]. Auf dieser Grundlage wurde zum Beispiel durch [104] eine K̄d-Streulänge von

−1.615+ i1.909 fm berechnet, die von [145] bis zum kinematischen Bereich schwellen-

naher Experimente extrapoliert wurde. Die verwendete Formel ist in Gleichung (4.8)

gegeben und wird von uns als Startpunkt für unsere Untersuchungen verwendet(die

Konstanten sind Tabelle 4.1 zu entnehmen). Es ist jedoch anzumerken, dass aktuel-

le Analysen [163](und enthaltene Referenzen) neuerer Daten [110] anscheinend viel

geringere Streulängen bevorzugen.

TK̄d(m̃K̄n) =







tK̄d(m̃K̄n) für mK̄n < 1.45 GeV

tK̄d(1.45 GeV) für mK̄n < 1.45 GeV

< tK̄d(m̃K̄n) = a(m̃K̄n −m0)
2 + b(m̃K̄n −m0) + c

= tK̄d(m̃K̄n) = b′(m̃K̄n −m0) + c′ (4.8)

Um noch eine Abschätzung für den Kaon-Deuteron Propagator GK̄d zu erhalten,

folgen wir wiederum der Argumentation aus [145] und nähern, obwohl die Rückstoß-

korrekturen wegen der hohen Kaon-Masse groß sind, den Kaon-Deuteron Propagator

durch den Antikaon-Nukleon Propagator GK̄N , der in [147] mit dem Ausdruck aus

Gleichung (4.9) angegeben ist.

Gl = i2Ml

∫

d4q

(2π)4

1

(P − q)2 −M2
l + iε

1

q2 −m2
l + iε

=
2Ml

16π2

{

al(µ) + 2 ln
ml

µ
+
M2

l −m2
l + s

2s
2 ln

Ml

ml

+
q̄l√
s

[

ln
m2
l +M2

l − s− 2q̄l
√
s

m2
l +M2

l − s+ 2q̄l
√
s

+ iπ

]}

(4.9)

In der zitierten Arbeit wurde die Subtraktionskonstante innerhalb einer N/D-
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Rechnung für den K̄N -Kanal zu aK̄N(µ = 630MeV ) = −1.84 bestimmt. Aufgrund

der oben angeführten Rückstoßkorrekturen sollten wir jedoch für diesen Wert eine

Unsicherheit von ca. 30% annehmen. Unter Berücksichtigung dieser Annahmen wis-

sen wir nun, dass die Amplitude MS
K̄d

durch die Endzustandswechselwirkung nach

der Gleichung

MS
K̄d → (1 +GK̄d(s̃K̄n)TK̄d(

√

s̃K̄n))MS
K̄d (4.10)

modifiziert wird. Hierbei ist s̃K̄n = (pK̄0 + pd/2)2 das Quadrat der invarianten Anti-

Kaon-Neutron Masse. Es verbleibt also, den Anteil der Amplitude mit K̄ und d in

relativer S-Welle zu isolieren. Im Folgenden wird diese Zerlegung zunächst für die

Kaonenproduktion in relativer P -Welle und dann für die Kaonenproduktion in re-

lativer S-Welle vorgenommen. Da wir nur experimentelle Daten in Schwellennähe

auswerten wollen, können wir den nichtrelativistischen Grenzfall verwenden und von

der Gallileo-Invarianz ausgehen. Somit folgert man, dass für den Relativimpuls 2q der

Kaonen im Gesamt-Schwerpunktsystem und für den Relativimpuls 2q′ der Kaonen im

K̄d-Schwerpunktsystem 2q = pK+ − pK̄0 = 2q′ gilt. So ergibt sich die Möglichkeit, die

K̄d-S-Welle mit Hilfe der Identität

2|q|Y1(α−β)(q̂) = 2|q′|Y1(α−β)(q̂
′) = |p′K+|Y1(α−β)(p̂

′
K+) − |p′K̄0|Y1(α−β)(p̂

′
K̄0) (4.11)

zu isolieren. Zunächst seien jedoch einige Beziehungen zwischen den Impulsen im

Gesamtschwerpunktsystem und im gestrichenen K̄d-Schwerpunktsystem gegeben.

p′K+ =
Md + 2mK

Md +mK
pK+

p′K̄0 = pK̄0 +
mK

Md +mK
pK+

pd = − Md

Md + 2mK
p′K+ − p′K̄0 = −pK+ − pK̄0 (4.12)

Mithilfe der Beziehungen aus 4.12 rechnet man nun für die Produktion in relativer

P -Welle:

MP ∝ fPKK̄|pin||2q|Y1(α−β)(q̂)

(4.11)
= fPKK̄|pin|

[

|p′K+|Y1(α−β)(p̂
′
K+) − |p′K̄0|Y1(α−β)(p̂

′
K̄0)
]

(4.10)→ fPKK̄|pin|
[

(1 +GK̄dTK̄d)|p′K+|Y1(α−β)(p̂
′
K+) − |p′K̄0|Y1(α−β)(p̂

′
K̄0)
]

(4.12)
= fPKK̄|pin|

[

(1 +GK̄dTK̄d)
Md + 2mK

Md +mK

|pK+|Y1(α−β)(p̂K+)

− mK

Md +mK
|pK+|Y1(α−β)(p̂K+) − |pK̄0|Y1(α−β)(p̂K̄0)

]

(4.12)
= fPKK̄|pin|

[

|pK+|
(

2 +
Md + 2mK

Md +mK
GK̄dTK̄d

)

Y1(α−β)(p̂K+)

−|pd|Y1(α−β)(p̂d)
]

(4.13)
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Für die beiden letzten Gleichungen wurde noch die Tatsache benutzt, dass die letzte

Identität aus (4.11) für Summen beliebiger Vektoren gilt. Analog berechnet man für

die Produktion der Kaonen in relativer S-Welle:

−MS ∝ fSKK̄|pin||pd|Y1(α−β)(p̂d)

(4.10,4.12)→ fSKK̄|pin|
[

(1 +GK̄dTK̄d)
−Md

Md + 2mK
|p′K+|Y1(α−β)(p̂

′
K+)

−|p′K̄0|Y1(α−β)(p̂
′
K̄0)
]

(4.12)
= fSKK̄|pin|

[

|pd|Y1(α−β)(p̂d) −GK̄dTK̄d|pK+|Y1(α−β)(p̂K+)
]

(4.14)

Mit den Gleichungen (4.13) und (4.14) haben wir eine Beschreibung für die Modifi-

kation der Produktionsamplitude durch die K̄d-Wechselwirkung im Endzustand.

Wie angekündigt, wollen wir die Endzustandswechselwirkung der beiden Mesonen im

Rahmen des Jülicher Mesonen-Austauschbildes [99] beschreiben. Obwohl das Poten-

tial des Jülicher Modells nicht auf der Massenschale faktorisiert und somit die Ver-

wendung von skalaren Schleifenfunktionen nicht exakt ist, so zeigen die Berechnungen

im Kapitel 6 doch, dass die Annahme von punktförmigen Vertices und damit einher-

gehend skalaren Schleifenfunktionen als Propagatoren zu einer guten Annäherung an

die experimentellen Daten führt. Dies ist nicht verwunderlich, da diese Eigenschaft

für dem Jülicher Modell ähnliche Modelle bewiesen wurde [142]. Wir haben also die

Möglichkeit, die zusätzliche Komplikation durch die Integration über den Impuls der

Mesonen im Zwischenzustand zu vermeiden, indem wir die vollständigen Propaga-

toren durch skalare Schleifenfunktionen annähern. Die hierbei nötige Anpassung der

Subtraktionskonstanten an die im Rahmen des Jülicher Modells verwendeten Ab-

schneideparameter ist in Kapitel 6 beschrieben. Trotz alledem benutzen wir bei der

Berechnung der Meson-Meson Wechselwirkung weiterhin die im Jülicher Modell ge-

troffene Wahl für das Verhalten außerhalb der Massenschale. Da für die Antikaon-

Deuteron Wechselwirkung kein Verhalten abseits der Massenschale definiert wurde,

sollte diese Beschränkung auf den observablen Teil der Meson-Meson T -Matrix nicht

als Schwachpunkt des Modells gewertet werden. Somit ist die Modifikation im Rahmen

der Meson-Meson Endzustandswechselwirkung gegeben durch:

MJ
mm → MJ

mm +
∑

ii∈{πη,KK̄}
T Jii→mmIiiMJ

ii mit mm ∈
{

πη,KK̄
}

(4.15)

Hierbei steht Iii für die in Kapitel 6 beschriebene Meson-Meson Schleifenfunktion.

In unserem Modell betrachten wir zunächst nur die Wechselwirkungen von Meso-

nen in einer relativen S-Welle. Eine Erweiterung des Modells zur Berücksichtigung

von P -Wellen ist trivial, erfordert jedoch aufgrund der im Jülicher Modell verwen-

deten unterschiedlichen Abschneideparameter in den unterschiedlichen Kanälen ei-

ne Bestimmung der Subtraktionskonstanten für die Schleifenfunktion mit Mesonen



4.2 Vergleich mit experimentellen Daten 71

in relativer P -Welle. Damit sind wir nun in der Lage, die Produktionsamplituden

niederzuschreiben(4.16,4.17). In diesem Zusammenhang wird in [145] angemerkt, dass

die Struktur der πη-Produktion in pp→ πηd nur mit der Struktur aus Gleichung 4.4b)

erfolgen kann und somit als Spezialfall der hier beschriebenen Produktion betrachtet

werden sollte.

MK+K̄0 = ηαβ
4
√
π

3
|pin|

{

|pd|Y1(α−β)(p̂d)

×
[

fPKK̄ − (1 + T SKK̄→KK̄IKK̄)fSKK̄ − T Sπη→KK̄Iπηf
S
πη

]

+|pK+|Y1(α−β)(p̂K+)

[

Md

Md +mK
TK̄d(

√

s̃K̄n)GK̄d(s̃K̄n)f
S
KK̄

+

(

2 +
Md + 2mK

Md +mK

TK̄d(
√

s̃K̄n)GK̄d(s̃K̄n)

)

fPKK̄

]}

(4.16)

Mπη = −ηαβ
4
√
π

3
|pin||pd|Y1(α−β)(p̂d)

×
[

T SKK̄→πηIKK̄f
S
KK̄ + (1 + T Sπη→πηIπη)f

S
πη

]

(4.17)

Die hier beschriebenen Amplituden stimmen modulo der Parametrisierung der Meson-

Meson Endzustandswechselwirkung mit den Amplituden aus [145] überein.

4.2 Vergleich mit experimentellen Daten

Für die Reaktion pp→ dK+K̄0 liegen Daten der ANKE-Kolaboration [110] sowohl für

die differentiellen Wirkungsquerschnitte dσ/dmK+K̄0, dσ/dmdK̄0 als auch für die Win-

kelverteilungen der Winkel θpk (Strahl zu Deuteron), θpq (Strahl zum Relativimpuls

der beiden Kaonen) und θkq (Deuteron zum Relativimpuls der beiden Kaonen) vor. Die

Definition der jeweiligen Impulse und Winkel ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Für die

Reaktion pp→ dηπ+ ist in naher Zukunft nur die Messung von sechsfachdifferentiellen

Wirkungsquerschnitten zu erwarten [68]. Wenn man mit unserem Produktionsmodell

die Deuteron-Antikaon Streulänge bestimmen möchte, sind diese jedoch sehr wertvoll.

Sie erlauben die Stärke der Produktion via πη in relativer S-Welle mithilfe der Ampli-

tude (4.17) zu bestimmen. Dies ist wichtig, da wir die Produktion mittels πη-S-Welle

nicht durch die Antikaon-Deuteron Endzustandswechselwirkung renormalisieren. Da-

durch haben wir immer die Möglichkeit, eine zu große dK̄0-Streulänge mithilfe einer

übertrieben großen πη-Produktion zu kompensieren. Es wäre also wünschenswert,

den Beitrag dieser Amplitude in einem zukünftigen Experiment zu bestimmen1. In

1Eine Möglichkeit hierzu wäre eine WASA-Installation an COSY
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Abbildung 4.3: Darstellung der Kinematik für die Reaktion pp→ dK+K̄0. Die einge-

zeichneten Winkel entsprechen den Observablen des Experimentes [110]

ähnlicher Weise erschwert das relativ geringe Wissen über die dK̄0-Wechselwirkung

die Analyse. Es ist daher nützlich, sich vor Augen zu führen, welche Informationen

uns zur Verfügung stehen um die Wahl der dK̄0-Streulänge einzuschränken. Die dK̄0-

Endzustandswechselwirkung transformiert nämlich auf natürliche Weise Beiträge aus

anfänglicher KK̄-S-Wellenproduktion in P -Wellenbeiträge. Diese können dann als

initiale P -Wellenproduktion fehlinterpretiert werden. In einer Analyse der über die

dK̄-Wechselwirkung bekannten Daten stellten z.B. Sibirtsev et al. [163] fest, dass

für <(adK̄) keine Einschränkungen bestehen wohingegen die Unitarität =(adK̄) > 0

verlangt. Eine Extrapolation der K−d-Streudaten liefert mit Hilfe des optischen Theo-

rems

=(f(0)) =
Qσtot

4π
, a = lim

Q→0
{f(0)} (4.18)

sogar eine untere Grenze für den Imaginärteil, der von [163] mit

=(adK̄) > 1.0 fm (4.19)

angegeben wird. Damit haben wir eine untere Grenze für die dK̄0-Streulänge und

dadurch auch eine Abschätzung für den P -Wellen-Anteil in der renormalisierten Pro-

duktionsamplitude, der selbst bei einer inertial reinen S-Wellenproduktion anwesend

wäre. In diesem Sinne starten wir unsere Analyse der Daten mit einer reinen Produk-

tion in relativer K+K̄0-S-Welle (fS
KK̄

= 1, fP
KK̄

= 0, fSπη = 0), was einem geringen

P -Wellenanteil entspricht.
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Doch zunächst wollen wir die Vorhersage unseres Modells für die Winkelverteilun-

gen |cos(pk)| und |cos(pq)| betrachten, da diese Verteilungen unabängig von den

restlichen Verteilungen sind. Sie werden durch die relative Stärke der Komponen-

ten unterschiedlicher Spinprojektionen dominiert. Unser Modell macht durch ηαβ
eine starke Aussage über die Winkelverteilung |cos(pk)|. Dies ist zum Beispiel im

Fall von reiner S-Wellenproduktion mit geringer Endzustandswechselwirkung im

dK̄-Kanal leicht zu sehen. Aus der Amplitude liest man sofort ein Verhalten von

3 cos2(θkp)+4/2 sin2(θkp) = 2+cos2(θkp) ab. Dieses Verhalten ist auch in dσ/d|cos(pq)|
(Abbildung4.4) zu erkennen, doch schon die dσ/d|cos(pk)| Verteilung deutet eher ein

sin2(pk)-Verhalten an. Diese Diskrepanz wollen wir kurz erläutern. Wir weisen je-

doch darauf hin, dass dies keine Auswirkung auf unsere Untersuchung der Endzu-

standswechselwirkung hat, da die relevanten Observablen über den Einfallswinkel des

Protons integriert sind. Die relative Wichtung der Produktionsamplituden für unter-

schiedliche Spinprojektionen ist in unserem Modell für die Produktion in relativer P -

und für die Produktion in relativer S-Welle identisch. (ηSαβ = ηPαβ. Dies hat zur Folge,

dass wir die Produktionsamplitude aus Gleichung (4.16) wie folgt ausdrücken können:

MK+K̄0 = ηαβ
4
√
π

3
|pin||apd + bpK+|Y1(α−β)

̂(apd + bpK+)

= ηαβ
4
√
π

3
|pin||(a− b/2)pd + bq|Y1(α−β)

̂((a+ b/2)pd + bq) (4.20)

a = fSKK̄ − (1 + T SKK̄→KK̄IKK̄)fSKK̄ − Tπη→KK̄Iπηf
S
πη

b =
Md

Md +mK
TK̄dGK̄df

S
KK̄ +

(

2 +
Md + 2mK

Md +mK
TK̄dGK̄d

)

fKK̄P

Weder a noch b besitzen eine Abhängigkeit vom Winkel Ω1 = (θ1, φ1) des einlaufenden

Protons. Damit ist die Integration des Wirkungsquerschnittes dσ ∝ Y1α−βY
∗
1α−β über

Ω1 trivial. Gleichung 4.20 zeigt jedoch, dass die Winkelverteilungen dσ/d|cos(pk)| und

dσ/d|cos(pq)| tendenziell die gleiche, durch die Koeffizienten in ηαβ bestimmte Form

aufweisen, die ein Artefakt unserer eingeschränkten Wahl des Produktionsoperators

ist und zu Problemen bei der Analyse der Winkelverteilungen relativ zum Strahl

führt. Man liest nämlich aus (4.20) ab, dass a− b/2 � b zu einer Unterdrückung der

Winkelabhängigkeit in cos(pk) und a − b/2 � b zu einer Unterdrückung der Win-

kelabhängigkeit in cos(pq) führt. Diese Beobachtung führt zu dem ungewöhnlichen

Schluss, dass a−b/2 � b sein muss, um die Winkelverteilungen in Abbildung 4.4 eini-

germaßen zu reproduzieren. Dies würde jedoch eine dominante Produktion in relativer

KK̄-P -Welle bedeuten, was nicht mit dem Spektrum der invarianten KK̄-Masse in

Abbildung 4.4 vereinbar ist. Eine offensichtliche Lösung zu diesem Widerspruch wäre

eine Modifikation des Produktionsoperators für die Kaonen in S-Welle hin zu einer Be-

vorzugung von Produktionsprozessen mit ∆Sz = ±1, um eine sin2(pk)-Abhängigkeit
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Abbildung 4.4: Winkelverteilungen und Massenspektren der Reaktion pp→ dK+K̄0.

Die Punkte mit Fehlerbalken zeigen die Daten der ANKE Kollaboration [110]. Die

Dreiecke deuten an, wie ein kinematischer Fit die Zentralwerte der Daten möglicher-

weise verschiebt [109]. Die Linien zeigen die Vorhersagen für eine hauptsächlich in

KK̄-P -Welle verlaufende Produktion, wie sie für die Anpassung an dσ/d|cos(pk)|
und dσ/d|cos(pq)| notwendig ist, wenn man unsere eingeschänkte Wahl des Produk-

tionsoperators zugrunde legt.

zu erreichen unter Beibehaltung der jetzigen Gewichtung der Spin-Projektionen für

den P -Wellenanteil. Eine Untersuchung der Produktionsamplitude ohne experimen-

telle Daten über die Amplituden unterschiedlicher Polarisationszustände hat jedoch

keine Aussicht auf Erfolg.

Betrachten wir jetzt dσ/d cos(kq), dσ/dmKK̄ und dσ/dmdK̄ so enthält Gleichung 4.21

alle nötigen Informationen.

d2σ

dsKK̄dsdK̄
∝ |pin|2|pd|2

∣

∣fPKK̄ − (1 + TKK̄IKK̄)fSKK̄ − fSπη
∣

∣

2
(4.21)

+|pin|2|pK+|2
∣

∣

∣

∣

Md

Md +mK
TdK̄GdK̄f

S
KK̄

+

(

2 +
Md + 2mK

Md +mK
TdK̄GdK̄

)

fPKK̄

∣

∣

∣

∣

2

+|pin|22|pK+||pd| cos θdK+<
{[

fPKK̄ − (1 + TKK̄IKK̄)fSKK̄ − fSπη
]∗

[

Md

Md +mK
TdK̄GdK̄f

S
KK̄ +

(

2 +
Md + 2mK

Md +mK
TdK̄GdK̄

)

fPKK̄

]}

Diese Gleichung zeigt im Zusammenhang mit der experimentellen cos(qk)-Verteilung

(Abbildung 4.4), dass die Beiträge für die Produktion der Kaonen in S- bzw. P -

Welle nicht die gleiche Größenordnung haben können, da die Gleichung für diesen
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Fall eine größere Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie vorhersagt. Wir können also von

der Dominanz eines Beitrages und von nur circa 15% Verzerrung der Massenspek-

tren durch Interferenz ausgehen. Also dürfen wir aus der dσ/dmKK̄-Verteilung mit

ihrem Maximum bei niedrigen invarianten Massen auf eine dominante Produktion

der Kaonen in relativer S-Welle schließen. Welche Vorhersagen für eine derartige

Produktion liefert nun die in Abschnitt 4.1 beschriebene Parametrisierung der dK̄-

Endzustandswechselwirkung? Hierzu sei zunächst angemerkt, dass die Parametrisie-

rung aus zwei separaten Vorhersagen besteht. Zum einen spiegelt sie in den Parame-

tern c und c′ die Vorhersage adK̄ = −1.61+ i1.91 fm, die Kamalov et al. [104] im Rah-

men einer Faddeev Rechnung für die Streulänge getroffen haben, zum anderen para-

metrisiert sie die Abhängigkeit der K̄N -T -Matrizen von der Schwerpunktsenergie wie

sie durch Oset und Ramos im Rahmen eines chiralen unitarisierten Modells berechnet

wurde [146]. Ein Blick auf das dK̄0-Massenspektrum in Abbildung 4.5 suggeriert nun,

dass diese Endzustandswechselwirkung einen zu starken P -Wellenanteil produziert,

der zu einer Verschiebung des dK̄-Massenspektrums zu niedrigen invarianten Mas-

sen führt. Auch in [163] wurde schon analysiert, dass die in dieser Parametrisierung

verwendete Streulänge nur ein χ2 = χ2
min + 3 im Vergleich mit den hier verwendeten

experimentellen Daten erzielt. Dieser Analyse entspricht die gestrichelte Linie aus Ab-

bildung 4.5, bei deren Berechnung wir die Parametrisierung modifiziert haben, indem

wir die von der Schwerpunktsenergie abhängigen Terme vernachlässigten. Das Ergeb-

nis (gestrichelte Kurve in Abbildung 4.5) reproduziert die experimentellen Spektren

noch schlechter. Die nun vernachlässigten Terme hatten für eine Reduktion der dK̄0-

T -Matrix bei hohen invarianten Massen gesorgt und somit die Produktion bei hohen

mKK̄ unterdrückt.

Um besser zu verstehen, was zu der falschen Struktur der Kurven führt, betrachten

wir den für uns relevanten Teil (4.22) des doppelt differentiellen Wirkungsquerschnitts

(4.21).

d2σ

dsKK̄dsdK̄

∣

∣

∣

∣

fS
πη=fP

KK̄
=0

∝ |pin|2|pd|2
∣

∣−(1 + TKK̄IKK̄)fSKK̄
∣

∣

2

+|pin|2|pK+|2
∣

∣

∣

∣

Md

Md +mK
TdK̄GdK̄f

S
KK̄

∣

∣

∣

∣

2

+|pin|22|pK+||pd| cos θdK+<
{[

−(1 + TKK̄IKK̄)fSKK̄
]∗

[

Md

Md +mK

TdK̄GdK̄f
S
KK̄

]}

(4.22)

Man erkennt die Modifikation durch die dK̄-Streuung sowie die Impulsabhängigkeiten,

die durch die S- bzw. P -Wellenproduktion erzeugt werden, wobei wir hier nur den
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Abbildung 4.5: Invariante Massenspektren für die Reaktion pp → dK+K̄0. Daten

siehe Abbildung 4.4. Die durchgezogene Linie zeigt eine Modellrechnung mit einer

Parametrisierung der dK̄-T -Matrix nach [145]. Die gestrichelte Linie zeigt das Ergeb-

nis für eine konstante T -Matrix mit der Streulänge adK̄ = −1.62+i1.91 fm [104] (Wir

haben eine relative Skalierung zwischen den berechneten Kurven für das KK̄ und für

das dK̄ Spektrum zugelassen, da ca. 8% der Daten des KK̄ Spektrums außerhalb des

kinematisch zulässigen Bereichs liegen.)



4.2 Vergleich mit experimentellen Daten 77

800 850 900 950 1000 1050
mπη in MeV

0

πη
 s

ca
tte

ri
ng

 e
ve

nt
s

@1022 MeV
@981 MeV
@971 MeV

Abbildung 4.6: Wirkungsquerschnitt der πη-Streuung. Die Kreise zeigen Daten aus

[20] und die Dreiecke Daten aus [78]. Die Kurven zeigen die Vorhersagen des Jülicher

Modells bei unterschiedlich starker KK̄-Wechselwirkung. Die Beschriftungen entspre-

chen dem Realteil der Polposition im isoskalaren Kanal. Je tiefer dieser Pol liegt, desto

betonter wird der repulsive Anteil der KK̄-Wechselwirkung im hier gezeigten isovek-

toriellen Fall.

aus der Endzustandswechselwirkung resultierenden P -Wellenanteil betrachten. Au-

ßerdem wird die Verteilung durch die KK̄-Wechselwirkung bestimmt. Um ein Gefühl

dafür zu bekommen, ob die aus dem Jülicher Modell gewonnene Streumatrix ein rea-

listisches Abbild dieser Wechselwirkung ist, schauen wir uns die Vorhersagen für die

πη-Streuung an und finden eine akzeptable Übereinstimmung mit den verfügbaren ex-

perimentellen Daten (Abbildung 4.6). Ferner haben wir die Vorhersagen für die Streu-

phasen und Inelastizitäten aus unserem Modell mit den Vorhersagen des chiralen uni-

tarisierten Modells [144] verglichen und fanden weitgehende Übereinstimmung. In die-

sem Zusammenhang sei nochmals auf die Asymmetrie in der dσ/d cos(kq)-Verteilung

hingewiesen, die auf die relative Phase der beiden Endzustandswechselwirkungen sen-

sitiv ist(4.22).

Die Vorhersage für Meson-Meson Wechselwirkung sollte also als solide betrachtet wer-

den. Es besteht aber eine Unsicherheit, die aus der Möglichkeit einer Feinabstimmung

resultiert. Während es offensichtlich ist, dass das K+K̄0-Massenspektrum nur mini-

malen Raum für P -Wellenbeiträge hat, so ist die Ursache hierfür nicht klar. Entweder

sind tatsächlich die beiden Beiträge (Modifikation der S-Welle durch die Endzustands-

wechselwirkung sowie direkte P -Wellenproduktion) klein oder sie löschen sich gegen-

seitig weitgehend aus. Um diesen zweiten Fall zu untersuchen, führen wir nun eine
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Abbildung 4.7: Winkelverteilungen und Massenspektren der Reaktion pp→ dK+K̄0.

Daten wie in Abbildung 4.4. Die Linien zeigen die Vorhersagen für Produktion mit

fS
KK̄

= c cos θ, fP
KK̄

= c sin θ und fSπη = 0. Durchgezogen: θ = −15◦, gestrichelt:

θ = 11◦, gepunktet: θ = −8◦.

P -Welle ein, die etwa in der Größenordnung der gestreuten S-Welle liegt. Dies wirkt

sich selbstverständlich beträchtlich auf die Vorhersage für die Vorwärts-Rückwärts-

Asymmetrie in der cos(kq)-Verteilung aus. Vollständige Auslöschung führt zu einer

flachen Verteilung (Abbildung 4.7). Interessant sind hingegen Verteilungen, die leicht

von diesem Fall abweichen. Hierbei kommt es entweder zu einer Betonung von klei-

nen oder großen Winkeln. Die cos(kq)-Verteilung aus Abbildung 4.7 zeichnet hier

eher ein indifferentes Bild, wären da nicht die geringen Fehler, die den Messwerten

bei positivem cos(kq) mehr Gewicht verleihen und somit eine Verteilung mit geringer

Produktion bei hohem cos(kq) fordern. Schaut man sich dies nun im Vergleich zu den

Vorhersagen für das dK̄0-Massenspektrum an, so drängt sich einem das gegenteilige

Bild mit einer Betonung großer invarianter Massen auf. Dies entspricht einer star-

ken Produktion bei hohen cos (qk). Legt man also beide Verteilungen zugrunde, so

scheint hier eine fast vollständige Auslöschung bevorzugt zu sein. Dass man von die-

sen Unterschieden im invarianten Massenspektrum der Kaonen nichts bemerkt, liegt

daran, dass die hier relevanten Terme quadratisch von dem durch die Feinabstim-

mung unterdrückten Term abhängen (Abbildung 4.7). Neben der hier vorgestellten

Möglichkeit die Vorwärts-Rückwärts-Asymmetrie durch Minimierung des unkonju-

gierten Faktors im S-P -Wellen-Interferenzterm zu unterdrücken, ist dies natürlich

auch durch eine Auslöschung des konjugierten Faktors möglich. Dies führt jedoch zu

einer dominanten P -Welle, die mit dem beobachteten K+K̄0-Massenspektrum nicht

vereinbar ist. Nachdem wir diesen Fall einer zufälligen Feinabstimmung betrachtet ha-

ben, wollen wir unter Vernachlässigung von direkter P -Wellenproduktion und unter
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Ref. [84] [168] [57] [57]

adK̄ [fm] −0.78 + i1.23 −1.34 + i1.04 −0.75 + i1.12 −0.85 + i1.10

Ref. [57] [57] [104] [24, 25]

adK̄ [fm] −0.01 + i1.75 −0.47 + i1.60 −1.615 + i1.909 −1.02 + i1.58

Tabelle 4.2: Zusammenstellung verschiedener Vorhersagen für die dK̄-Streulänge (zi-

tiert nach [163]).

Vernachlässigung der Unsicherheit in unserer KK̄-Amplitude uns einer kurzen Zusam-

menstellung weiterer Analysen und Vorhersagen für aK̄n (Tabelle 4.2 – man beachte

das relative Vorzeichen verglichen mit unserer Definition–) zuwenden. Wir wählen

adK̄ = (0.0 + i1.9), (−1.0 + i1.0) fm als exemplarische Werte für die in der Tabelle

4.2 aufgeführten Streulängen sowie den bevorzugten Wert adK̄ = (0.0 + i1.0) fm aus

der Analyse in [163]. Diese Werte sind mithilfe von

TdK̄ = −4π(mK +Md)

Md

adK̄ (4.23)

in die Parameter c, c′ umzurechnen. Zunächst vernachlässigen wir die aus den elemen-

taren Streumatrizen stammende 5%-Modifikation [146] der dK̄-T -Matrix bei höheren

Schwerpunktsenergien, was der Wahl a = b = b′ = 0 entspricht. Die Resultate sind in

Abbildung 4.8 dargestellt. Man sieht, dass unser Modell — falls keine zufällige Feinab-

stimmung vorliegt — in Einklang mit der Betrachtung aus [163] eine Streulänge von

adK̄ = (0 + i1.0) fm bevorzugt. Die zugehörigen Massenspektren sind in Abbildung

4.8 als durchgezogene Linie dargestellt und reproduzieren gleichzeitig dσ/dmK+K̄0 und

dσ/dmdK̄0. Während die Hinzunahme eines Realteils von −1 fm nur zu einer Abwei-

chung in der dK̄0-Verteilung führt (gestrichelte Linien in Abbildung 4.8), so vermag

man mit einer angenommenen Streulänge von adK̄ = (0.0 + i1.9) fm weder die KK̄-

noch die dK̄-Verteilung zu reproduzieren (gepunktete Kurve in Abbildung 4.8). Die

hiermit getroffene Aussage über eine obere Grenze für die dK̄-Streulänge wäre jedoch

selbst in dem Fall, dass eine Untersuchung der Produktionsoperatoren eine zufällige

gegenseitige Aufhebung ausschließt, durch die unbestimmte Beimischung einer Pro-

duktion durch πη einer gewissen Unsicherheit unterworfen. Dies ist der Fall, da die

Abweichung zwischen den Daten und der Berechnung im Fall großer Streulängen

hauptsächlich auf der Unterschätzung bei niedrigen invarianten K+K̄0-Massen be-

ruht. Gerade bei diesen Massen trägt aber die Produktion via πη-Schleifen bei, deren
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Abbildung 4.8: Invariante Massenspektren für die Reaktion pp → dK+K̄0. Daten

siehe Abbildung 4.4. Die Kurven repräsentieren unterschiedliche Stärken für die TdK̄-

Streumatrix. Linie durchgezogen: adK̄ = (0.0 + i1.0) fm , gestrichelt: adK̄ = (−1.0 +

i1.0) fm , gepunktet: adK̄ = (0.0 + i1.9) fm .

Form in unserem Modell nicht durch die Meson-Baryon Endzustandswechselwirkung

modifiziert wird. Abbildung 4.9 zeigt das invariante Massenspektrum für eine solche

Produktion, die nur über den πη-Zwischenzustand erfolgt. Das dK̄-Massenspektrum

und mit ihm die Winkelverteilung cos(qk) –nicht abgebildet– ist mangels eines Inter-

ferenzterms zwischen S- und P -Welle nicht besonders aufschlussreich und liegt nahe

dem Phasenraum beziehungsweise ist konstant. Das KK̄-Massenspektrum ist hinge-

gen durch die Endzustandswechselwirkung stark zu niedrigen invarianten Massen hin

verschoben. Wir haben in der Abbildung 4.9 auch die Unsicherheit dargestellt, die sich

aus der Verwendung der skalaren Schleifenfunktion ergibt. Wir zeigen als durchgezo-

gene Linie die Berechnung für eine optimal an das Jülicher Mesonen-Austauschmodell

angepasste Subtraktionskonstante und als gestrichelte Linie eine Rechnung mit einer

an die Daten aus Abbildung 4.6 angepassten Subtraktionskonstanten. In beiden Fällen

sieht man eine starke Betonung von niedrigen invarianten Massen. Diese Tendenz ist

besonders ausgeprägt, wenn wir die Subtraktionskonstante konsistent zum Jülicher

Modell wählen.

Obwohl wir nun gesehen haben, dass eine Beimischung von Produktion durch einen

anfänglichen dπη-Zustand die Auswirkungen einer starken Endzustandswechselwir-

kung kompensieren kann, so ist dennoch klar, dass eine Anpassung dieses Produkti-

onsmechnismus eine Überinterpretation der Daten wäre, die schon ohne diesen Bei-
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Abbildung 4.9: Die gezeigten Daten entsprechen Abbildung 4.4. Die Berechnung ent-

spricht einer Produktion, die nur nach dem Schema pp→ dπη → dKK̄ verläuft. Für

die durchgezogene Linie wurde die Subtraktionskonstante der πη-Schleifenfunktion an

das Jülicher Modell angepasst (a(770 MeV) = −0.004). Für die gestrichelte Rechnung

wurde diese Konstante an die Daten aus Abbildung 4.6 angepasst (a(770 MeV) =

0.006).

trag mit einem χ2/dof ≈ 1 angepasst sind. Aus diesem Grund vernachlässigen wir bei

der Betrachtung der Auswirkung der Endzustandswechselwirkung zwischen den aus-

laufenden Mesonen diesen Produktionsmechanismus. Das a0 wurde bereits im Rah-

men des Jülicher Modells untersucht und hierbei als reiner Schwelleneffekt klassifi-

ziert [100]. Dieser Klassifizierung liegt folgende Beobachtung zugrunde. Im isoskalaren

Kanal sind ω-, φ- sowie ρ-t-Kanal-Austausch attraktiv und formen wie schon in Kapi-

tel 2 besprochen ein Meson-Meson Molekül. Im isovektoriellen Kanal hingegen wirkt

der ρ-Austausch repulsiv, sodass sich kein Molekül formt. Deswegen betrachten wir

vier Fälle, in denen wir die Stärke des repulsiven ρ-Austausches mithilfe des Form-

faktors varieren. Dabei sind 3 Formfaktoren so gewählt, dass sie im isoskalaren Kanal

Polpositionen im Bereich der experimentellen Beobachtungen liefern. Bei der vierten

Rechnung haben wir den Formfaktor noch schneller abfallen lassen, um ein Molekül

nahe der Schwelle zu produzieren. Die Berechnungen in allen vier Fällen varieren nur

minimal und reproduzieren allesamt die Daten (Abbildung 4.10). Die experimentellen

Daten werfen also wenig Licht auf die Natur des a0(980).

Wir wollen uns nun auch noch die zu vier verschiedenen Parametrisierungen gehören-

den Dalitz-Abbildungen (Abbildung 4.11) ansehen, um Strukturen zu identifizieren,

die unter Umständen in den Projektionen verloren gegangen sind. Man erkennt, dass
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Abbildung 4.10: Die gezeigten Daten entsprechen Abbildung 4.4. Die Kurven zeigen

verschiedene Bindungsstärken im isovektoriellen KK̄-Kanal. Grau: stärkste Bindung

(Λρ = 1350MeV , mit dem Jülicher Modell nicht vereinbar.) Durchgezogene Linie: vom

Jülicher Modell bevorzugte Potentialstärke(Λρ = 1850MeV ). Unterbrochene Linien:

weitere im Rahmen des Jülicher Modells mögliche Potentialstärken(Λρ = 2250MeV ,

Λρ = 3300MeV ).

sich die Modifikation der dK̄-Endzustandswechselwirkung erheblich in der durch die

Energieabhängigkeit von TNK̄ zu erwartenden Weise in den Dalitz-Abbildungen nie-

derschlägt. Die Abbildung 4.11d) zeigt eine Rechnung, die nur eine ausschließlich

durch die Streulänge charakterisierte dK̄-Wechselwirkung betrachtet, wohingegen in

c) auch noch die zu erwartende Energieabhängigkeit [146] von TdK̄ berücksichtigt wur-

de. Schon hier beobachtet man eine Verschiebung hin zu niedrigen invarianten KK̄-

Massen. Beachtet man ferner die KK̄-Endzustandswechselwirkung (b)), so tritt nur

noch eine leichte Modifikation auf, die einer Hervorhebung von niedrigen dK̄-Massen

entspricht. Bis hierhin haben wir reine S-Wellenproduktion betrachtet, aber –wie wir

schon wissen– führt diese zu einem Maximum bei zu niedrigen Energien, wenn man

das dK̄-Massenspektrum betrachtet. Diese Verschiebung ist auch im Dalitz-Diagramm

zu beobachten, wenn wir die Parameter der Produktion so wählen, dass der Interfe-

renzterm minimiert wird. Darüber hinaus sieht man, wie diese Feinabstimmung der

Produktionsamplituden auch die Betonung bei mittleren sKK̄ zu niedrigen sdK̄ auf-

hebt. Es ist insgesamt festzustellen, dass Dalitz-Diagramme nützlich wären, um das

genaue Zusammenspiel der Endzustandswechselwirkungen zu studieren.
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Abbildung 4.11: Die vier Abbildungen zeigen dσ
ds12ds23

, wobei s12 das Quadrat der invari-

anten Kaon-Antikaon Masse und s23 das Quadrat der invarianten Deuteron-Antikaon

Masse ist. a) zeigt unsere optimale Anpassung, b)-d) reine S-Wellenproduktionen. b)

mit Endzustandswechselwirkung c) nur dK̄-Endzustandswechselwirkung d) nur kon-

stante dK̄-Endzustandswechselwirkung
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Abbildung 4.12: Die zwei Abbildungen zeigen dσ
ds12ds23

, wobei s12 das Quadrat der

invarianten Pion-Eta Masse und s23 das Quadrat der invarianten Deuteron-Eta Mas-

se ist. a) zeigt den Fall, in dem zunächst ein πη-Zwischenzustand produziert wird,

wohingegen bei b) zunächst ein Kaon-Antikaon Paar produziert wird.

4.3 Vorhersagen für pp→ dπ+η

In unserem Modell bleiben, wie man in Gleichung (4.24) sieht, die Wechselwirkungen

der produzierten Mesonen mit dem Deuteron unberücksichtigt.

d2σ

dsπηdsdη
∝ |pin|2|pd|2

∣

∣(1 + TπηIπη)f
S
πη + TKK̄→πηIKK̄f

S
KK̄

∣

∣

2
(4.24)

Damit beruhen die Modifikationen des dπ- und des dη-Massenspektrums nur auf der

sπη-Abhängigkeit der Streumatrix. Diese Eigenschaft, die sich auch in der Winkelver-

teilung dσ/d cos(θqk) widerspiegelt, kann man z.B. in den Dalitz-Diagrammen (Abbil-

dung 4.12) erkennen, die in sdπ- bzw. sdη-Richtung konstant sind. Unsere Vorhersagen

hängen also nur von der im Jülicher Modell berechneten Meson-Meson Wechselwir-

kung sowie der relativen Stärke und Phase der Produktionsmechanismen via initialer

πη- bzw. KK̄-Produktion ab. Letztere können wir jedoch nicht aus den bisherigen

Betrachtungen fixieren. Es sei angemerkt, dass die Verteilungen dσ/d cos(θkp) und

dσ/d cos(θkp) hauptsächlich durch die Einträge in ηαβ bestimmt sind, die für die Pro-

duktionen via πη bzw. KK̄ identisch sind und somit keine Information über das

Verhältnis der beiden Beiträge liefern. Nichtsdestotrotz wären diese Verteilungen ein

wichtiger Anhaltspunkt, um die Gültigkeit unseres Produktionsmodells zu überprüfen.

Abbildung 4.13 zeigt die πη- und dη-Massenspektren zum einen für ein reines Phasen-
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Abbildung 4.13: In den Invariantemassespektren der πη-Produktion sind die funktio-

nalen Formen für unterschiedliche Produktionsmechanismen dargestellt. Die relative

Skalierung ist frei, da die Kopplungskonstanten nicht bekannt sind. Linie fett durch-

gezogen: Produktion via anfänglichem πη-Zwischenzustand, fett gestrichelt: Produk-

tion via anfänglichem KK̄-Zwischenzustand, fett gepunktet: Produktion ohne End-

zustandswechselwirkung, dünn: Beispielhafte Darstellung konstruktiver bzw. destruk-

tiver Interferenz.

raumverhalten zum anderen für eine Produktion via KK̄- bzw. πη-Zwischenzustand

unter Berücksichtigung der Meson-Meson Wechselwirkung. Der deutlichste Unter-

schied zwischen den beiden Produktionsmechanismen zeigt sich in der Nähe der KK̄-

Schwelle. Mit dem hier verschwindenden Relativimpuls der beiden Kaonen verschwin-

det auch das KK̄-πη-Übergangsmatrixelement und so entsteht ein Minimum an dieser

Schwelle. Die Produktion via einer πη-Schleife verhält sich jedoch anders. Sie hat ihr

breites Maximum nahe unterhalb der KK̄-Schwelle und knickt dann an der Schwelle

ab, um für invariante Massen oberhalb der Schwelle schnell zu verschwinden. Dieses

Verhalten ermöglicht, die relative Stärke der beiden Beiträge mit einer schwellenna-

hen Messung zu bestimmen. Auch die Berechnungen mit einer konstruktiven bzw. mit

einer destruktiven Interferenz weisen auf ein deutlich unterscheidbares Verhalten hin,

wie man in Abbildung (4.13) sieht. Dies kann teilweise Aufschluss über die relative

Phase der beiden Produktionsmechanismen geben.
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4.4 Fazit

Wir haben gesehen, dass bei fast jedem fest vorgegebenen Produktionsverhältnis sehr

kleine dK̄-Streulängen bevorzugt werden. Dies liest man an den drei Observablen

dσ/dmK+K̄0, dσ/dmdK̄0 und dσ/d coskq ab. Die geringe Variation in dσ/d coskq, die

sich auch in der Struktur von dσ/dmdη spiegelt, zeigt, dass der Interferenzterm von

Produktion in relativer S- und P -Welle klein sein muss. Wenn man die dσ/dmπη-

Verteilung in die Betrachtung einbezieht, so ist klar, dass die Produktion in relativer

P -Welle klein sein muss. Will man aus der πη-Produktion die absolute Größe von fS
KK̄

und fSπη mithilfe unseres Modells bestimmen, so sollte man auf jeden Fall zunächst an-

hand von Dalitz-Diagrammen überprüfen, ob die Meson-Deuteron Wechselwirkungen

wirklich zu vernachlässigen sind. Auch wenn diese beiden Produktionsmechanismen

fixiert sind, müssen wir leider feststellen, dass eine starke Deuteron-Meson Endzu-

standswechselwirkung zwar einen mit den Daten nicht verträglichen P -Wellenanteil

liefert, wir diesen jedoch –solange wir fP
KK̄

anpassen dürfen– immer mithilfe die-

ses Produktionsmechanismus auslöschen können. Natürlich kann diese Auslöschung,

wenn die initialen Produktionsoperatoren keine allzu starken Energieabhängigkeiten

aufweisen, nur in einem begrenzten Gebiet des Dalitz-Diagramms auftreten, was eine

vollständige Messung dieser Verteilung interessant macht.



Kapitel 5

Das f0(980) in der Reaktion

dd→ αKK̄

5.1 Modellierung der Produktion

Der Phasenraumanteil der KK̄-Produktion in dd→ αKK̄ ist durch

d2σ

ds12ds13
=

B

64|~pcmd |s3/2

π

(2π)5

∫ 2π

0

dφ1

∫ 1

−1

d cos (θ1)|M |2cmKK
(5.1)

gegeben. Die Lage der Winkel φ1 und θ1 ist aus Abbildung 5.1 zu erkennen. Sie

spezifizieren die Lage der Reaktionsebene zu den einlaufenden Deuteronen. s12, s13

stehen für das Quadrat der invarianten KK̄-Masse, Kd-Masse, s für die entsprechen-

de Mandelstam-Variable und ~p cmd für den Deuteronimpuls im Schwerpunktsystem

der einlaufenden Teilchen. B = 1/n! ist der Bose-Faktor mit n gleich der Anzahl

identischer Teilchen im Ausgangszustand. Zur Definition der in Abbildung 5.2 gra-

phisch dargestellten Produktionsamplitude M gehen wir für den zu untersuchenden

Energiebereich bis zu 40 MeV oberhalb der Kaonenschwelle von konstanten Produkti-

onsoperatoren aus. Dieser Energiebereich entspricht der maximalen Überschussener-

gie, die das von der ANKE-Kolaboration an COSY geplante Experiment erreichen

kann [42, 43]. In einer weiteren Näherung gehen wir davon aus, dass der Produkti-

onsoperator und die Endzustandswechselwirkung die gleiche Reichweite besitzen und

nehmen insbesondere Punktförmigkeit an. Damit können wir die Integration in Glei-

chung (5.2) eliminieren.

M = Cprod

KK̄
+

∫

d4kKK̄ C
prod

KK̄
GKK̄(kKK̄)TKK̄→KK̄ +

∫

d4kππC
prod
ππ Gππ(kππ)Tππ→KK̄

(5.2)
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Abbildung 5.1: Reaktionskinematik der Reaktion dd → αKK̄ mit Festlegung der

Winkelbezeichnungen.
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Abbildung 5.2: Für die Kaonenproduktion dd→ αKK̄ betrachtete Beiträge.
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Abbildung 5.3: Kaonenproduktion in dd → αKK̄ unter Vernachlässigung des Real-

teils der Pionen-/Kaonenschleife. Man beachte das unterschiedliche Verhalten nahe

der Schwelle, welches durch das Verschwinden des Imaginärteils der Kaonenschleife

entsteht. Linie durchgezogen: Phasenraumverhalten, gepunktet: nur initiale Pionen-

produktion, gestrichelt: nur initiale Kaonenproduktion.

Hierbei sollte klar sein, dass eine K-Matrix-Näherung in diesem Zusammenhang nicht

zulässig ist, da in dieser Näherung nur der Imaginärteil des Integrals berücksichtigt

wird. Damit wird in der Nähe einer Schwelle automatisch eine große Impulsabhängig-

keit generiert. Dies führt zu einem unterschiedlichen Verhalten der Näherungen für

das erste und das zweite Integral in (5.2), das nicht aus der Struktur der Integrale bzw.

Integranden stammt sondern aus der gewählten Näherung. Dies kann man in Abbil-

dung 5.3 erkennen, in der die zwei Produktionsmechanismen unter Vernachlässigung

des Realteils des Propagators – Gleichung (5.3) – dargestellt sind.

∫

d4kxx C
prod
xx Gxx(kxx)Txx→KK̄

K-Matrix⇒ Cprod
xx

i(2π)ωx√
sxx(2π)3

konxxT
on
xx→KK̄ (5.3)

ωx =
√

k2
x +m2

x

Die Produktion über eine Kaonenschleife zeigt eine deutliche Unterdrückung relativ

zum reinen Phasenraumverhalten bei niedrigen invarianten Massen, da von der Kao-

nenschleife nur der Imaginärteil betrachtet wird und dieser an der Kaonenschwelle

verschwindet. Für die Produktion über eine Pionenschleife ist jedoch der Phasenraum

weit offen und der Imaginärteil des Propagators ist somit nur schwach energieabhängig

und das Verhalten der Produktionsamplitude ist durch die Endzustandswechselwir-

kung dominiert, was zu einer im Vergleich zum Phasenraum verstärkten Produktion

nahe der Schwelle führt. Aus diesen Beobachtungen darf man jedoch nicht auf eine
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starke Abhängigkeit der Kaonenproduktion vom Produktionsoperator schließen. Die

Beobachtungen zeigen vielmehr, dass eine K-Matrix-Näherung für die Untersuchung

der Reaktion ungeeignet ist. Stattdessen verwenden wir die in Kapitel 6 beschriebe-

ne Schleifenfunktion. Da diese im betrachteten Energiebereich weitgehend konstant

ist, stammt die Energieabhängigkeit hauptsächlich aus der Endzustandswechselwir-

kung. Um diese zu modellieren, verwenden wir das Jülicher Mesonen-Austausch-

Modell [99,122] mit den in Kapitel 2 beschriebenen Parametern, um die Meson-Meson

Wechselwirkung zu beschreiben, und vernachlässigen die Wechselwirkung zwischen

dem α-Teilchen und den Mesonen. Somit sind die Dalitz-Diagramme in mαK- bzw.

mαK̄-Richtung konstant, was zu nur geringfügig vom Phasenraum abweichenden mαK

und mαK̄ Spektren bzw. Winkelverteilungen führt.

5.2 Betrachtung des Isospinanteils der Wechsel-

wirkung

Besonderes Interesse gilt der Reaktion dd→ αKK̄ aufgrund ihrer Isospinstruktur. Da

sowohl das Deuteron als auch das Alphateilchen Isospin Null besitzen (Id = Iα = 0),

ist unter der Annahme der Isospinerhaltung auch der Isospin des KK̄-Paares zu

IKK̄ = 0 bestimmt. Damit haben die auslaufenden Kaonen nahe der Schwelle über-

wiegend die Quantenzahlen des f0. Die Produktion von Endzuständen mit den Quan-

tenzahlen des a0 ist nur durch Isospin brechende Prozesse möglich. Dies gilt zum

Beispiel für die Produktion von πη-Endzuständen. Hier muss man grundsätzlich so-

wohl die Produktion durch Isospinbrechung im Produktionsoperator (z.B. Abbildung

5.4.a) ) als auch die Produktion via Isospinbrechung in der Endzustandswechselwir-

kung (Abbildung 5.4.b) ) betrachten. Skalenargumente, welche wir im letzten Absatz

dieses Abschnittes ausführlich beschreiben, zeigen, dass die in Diagramm 5.4.a) darge-

stellte Isospinbrechung im Produktionsoperator stark gegenüber der Isospinbrechung

in der Endzustandswechselwirkung (Diagramm 5.4.a)) unterdrückt ist. Aus diesem

Grund beschränken wir uns auf die initiale Produktion von korrelierten Kaonen-

/Pionenpaaren mit Isospin Null, was dem f0 entspricht, und betrachten somit nur die

Brechung der Isospinsymmetrie in der Endzustandswechselwirkung. Ferner betrach-

ten wir die Massendifferenz zwischen den geladenen und den ungeladenen Kaonen

als einzige Quelle zur Brechung der Isospinsymmetrie in der Mesonenwechselwirkung.

Zur Rechtfertigung dieser Annahmen zitieren wir hier kurz die Betrachtung aus [90]

und [4]. Achasov et al. vergleichen in ihrer Arbeit [4] die Größe von Isospinsymmetrie

brechenden Beiträgen aus der elektromagnetischen Wechselwirkung mit der Größe

von Beiträgen aus der Massendifferenz der Kaonen. Die Abschätzung ergibt, dass der
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Abbildung 5.4: Brechung der Isospinsymmetrie in der Reaktion dd→ αKK̄. a) zeigt

beispielhaft Isospinsymmetriebrechung im Produktionsoperator und b) zeigt die Sym-

metriebrechung durch Endzustandswechselwirkung.
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Abbildung 5.5: Graphische Darstellung der Kaonenschleifen zu führender Ordnung.

Dies entspricht dem Hauptbeitrag zur Brechung der Isospinsymmetrie.

in Abbildung 5.5 dargestellte Anteil aus den Kaonenschleifen, der in der Ordnung√
α beiträgt, den Anteil aus der elektromagnetischen Wechselwirkung dominiert. Die

Abschätzung des Schleifenanteils (5.4) beinhaltet in führender Ordnung nur den Pha-

senraum der Kaon-Antikaon Systeme und ist somit modellunabhängig.

〈f0|T |a0〉 =
√
sMf0a0 = i

1

16π
gf0KK̄ga0KK̄ (ρK0K̄0 − ρK+K−)+O

(

ρ−
K0K̄0ρK+K−

)

(5.4)

Hierbei sind die Kopplungskonstanten definiert als ΓxKK̄ =
g2

xKK̄

16π
√
s

und die Entwick-

lungsparameter als ρK0K̄0 =

√

1 − 4
m2

K0

s
bzw. ρK+K− =

√

1 − 4
m2

K+

s
. Dies führt zu

der bekannten Tafelbergstruktur für den Betrag der Mischungsamplitude 〈f0|T |a0〉.
Eine ausführliche Betrachtung der f0-a0-Mischung im Rahmen des Jülicher Mesonen-

Austausch-Modells ist zum Beispiel in [116] zu finden. Im Rahmen dieser Untersu-

chung wurde ferner festgestellt, dass die unterschiedlichen Massen der geladenen und

neutralen Pionen keinen signifikanten Einfluss auf die hier betrachtete Isospinbre-

chung haben. Diese Beobachtung erlaubt uns, auch im Isospin brechenden Modell
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die Pion-Pion Zustände weiterhin in der Isospinbasis zu beschreiben. (Der Zwei-Pion

Zustand mit Quantenzahlen J = 0, I = 1 kann aus Symmetriegründen ohnehin nicht

existieren.) An dieser Stelle sollte angemerkt werden, dass unser Modell eine mikro-

skopische Beschreibung / Erklärung für die Eigenschaften des f0 und des a0 liefert

und diese miteinander korreliert. Andere Modelle verstehen diese Eigenschaften als

freie Parameter und passen diese an die experimentellen Daten an. Für die Reaktion

ππ → πη, die einen Teilaspekt der hier betrachteten Reaktion darstellt, ist eine solche

Untersuchung der Auswirkungen von unterschiedlichen Resonanzmassen und -breiten

auf die Verteilung zum Beispiel in [4] diskutiert.

Zur Abschätzung der relativen Stärke der in Abbildung 5.4 dargestellten Isospin bre-

chenden Prozesse geht man zunächst von den Annahmen aus, dass die πη-Mischung

eine vernünftige Abschätzung für die Isospinbrechung im Produktionsoperator liefert

und dass die f0a0-Mischung mindestens von der gleichen Ordnung ist wie die πη-

Mischung. Die letzte Annahme ist, wenn man die oben angeführte Verstärkung in

der Nähe der Schwelle betrachtet, mit Sicherheit erfüllt. Damit läuft die Abschätzung

der relativen Stärke auf einen Vergleich der Propagatoren bei den typischen Impul-

sen heraus. Dies ergibt dann in der Nähe der skalaren Resonanzen einen Faktor von
1

t−m2
η
≈ −1

MdmKK̄
für den Prozess aus Abbildung 5.4a) und 1

m2
KK̄

−m2
f0

+imf0
Γf0

≈ 1
imKK̄Γf0

für den Prozess aus Abbildung 5.4b). Somit ist die Isospinbrechung in der Produktion

gegenüber der Isospinbrechung in der Endzustandswechselwirkung um einen Faktor

von
Γf0

Md
≈ 100 MeV

1875 MeV
= 0.05 unterdrückt [89]. Dadurch ist unsere Annahme einer aus-

schließlichen Isospinbrechung in der Endzustandswechselwirkung gerechtfertigt. Für

die vorgebrachten Argumente spielt es keine Rolle, ob die Resonanzen f0(980) und

a0(980) als korrelierte Kaonenzustände, Tetraquarks, qq̄-Zustände, . . . zu verstehen

sind. Die Notation f0 bzw. a0 sollte daher als Platzhalter für eine beliebige mikrosko-

pische Darstellung der betrachteten Resonanz aufgefasst werden.

5.3 Resultate

Zunächst betrachten wir die Ergebnisse für die Isospin erhaltende Reaktion dd →
α(KK̄)I=0. Da die relative Größe und Phase der Produktionsoperatoren nicht bekannt

ist, muss der Einfluss dieser Größen auf die Observablen bestimmt werden. Hierzu

haben bei fest gewähltem Parametersatz der Endzustandswechselwirkung die relative

Gewichtung der Produktionskonstanten Cprod aus Gleichung (5.5) variiert.

M(s) = Cprod

KK̄I=0
ImK

(s)T on,I=0

KK̄→KK̄
(s) + Cprod

ππI=0
Imπ(s)T on,I=0

ππ→KK̄
(s)

≈ C̃prod

KK̄I=0
T on,I=0

KK̄→KK̄
(s) + C̃prod

ππI=0
T on,I=0

ππ→KK̄
(s) (5.5)
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Abbildung 5.6: Für die Reaktion dd→ αKK̄ ist der differentielle Wirkungsquerschnitt

dσ/dsKK̄ in beliebiger Einheit dargestellt. Die Bänder verdeutlichen jeweils die aus

dem Produktionsoperator stammende Unsicherheit für unterschiedliche Endzustands-

wechselwirkungen. Dargestellt sind Endzustandswechselwirkungen mit Polpositionen

bei 1022 MeV (durchgezogen), bei 981 MeV (gestrichelt) und bei 951 MeV (gepunk-

tet). Das reine Phasenraumverhalten ist als fette Linie dargestellt.

Natürlich ist in dem schmalen Energiebereich, den wir betrachtet haben, die Varia-

tion der Meson-Meson Schleifenfunktionen I aus Kapitel 6 so gering, dass man –wie

in Gleichung (5.5) angedeutet– das Produkt aus Produktionsoperator und Schleifen-

funktion als konstant betrachten darf. Dennoch haben wir bei unseren Rechnungen die

funktionale Form der Schleifenfunktion berücksichtigt. Wollen wir die Produktionen

zu unterschiedlichen Produktionskonstanten bei fester Endzustandswechselwirkung

vergleichen, so müssen wir Faktoren, die zu einer Skalierung ohne Veränderung der

funktionalen Form führen, eliminieren. Da die Endzustandswechselwirkung nahe der

Kaon-Antikaon Schwelle durch die Präsenz der f0(980)-Resonanz besonders stark ist,

erscheint es sinnvoll, nur die Wirkungsquerschnitte dσ/dsKK̄ nahe der oberen kine-

matischen Grenze der invarianten KK̄-Masse zur Normierung heranzuziehen. Dies ist

in Abbildung 5.6 geschehen. Die dort für drei unterschiedliche Modelle der Endzu-

standswechselwirkung dargestellten Bänder entsprechen den typischen Variationen,

die durch Anpassung der Produktionsverhältnisse zu erreichen sind. Man erkennt,

dass die Variation der Produktionsparameter in etwa einer Änderung ±5% entspricht

während die unterschiedlichen f0-Polpositionen der einzelnen Endzustandswechselwir-

kungen eine Variation von etwa 40% liefern. Wenn man sich die Vorhersagen unseres

Modells zur Kaonenproduktion ansieht, so sollte a priori klar sein, dass aufgrund der

Struktur unseres Modells Observablen wie dσ/dsKd, dσ/d cos (Θ~q~pK
), dσ/d cos (Θ~q~pα)

und dσ/d cos (Θ~pK~pα) uninteressant erscheinen müssen, da die Vorhersagen hier nur

wenig vom Phasenraum abweichen werden. Diese Eigenschaft ist in der Vernachlässi-
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Abbildung 5.7: a)Dalitz-Diagramm dσ/ds12ds13 bei
√
s = 4.76 GeV für die Reak-

tion dd → K1K̄2α3 für die Endzustandswirkung mit f0(980)-Pol bei 1022 MeV.

b)Projektion des Dalitz-Diagramms auf die sKα-Achse für drei Endzustandswechsel-

wirkungen mit unterschiedlicher Polposition des f0(980): durchgezogen: 1022 MeV,

gestrichelt: 981 MeV, gepunktet: 971 MeV

gung der Wechselwirkung zwischen den Kaonen und dem α-Teilchen und in der relativ

schwachen sKK̄-Abhängigkeit der Endzustandswechselwirkung begündet. Gerade die-

se Eigenschaft bedeutet jedoch, dass eine Beobachtung von Abweichungen zwischen

unseren Vorhersagen und dem Experiment besonders interessant sind, da aus ihnen

Aussagen über die Stärke der αK- bzw. αK̄-Streuung gewonnen werden können. In

Abbildung 5.7a) kann man im Dalitz-Diagramm die durch die Endzustandswechsel-

wirkung induzierte sKK̄-Abhängigkeit der Kaonenproduktion erkennen, die im Ver-

gleich zur sπη-Abhängigkeit der Isospin brechenden Produktion (Abbildung 5.10) eher

schwach ausfällt. In derselben Abbildung ist auch die sKd-Projektion des Wirkungs-

querschnitts zu sehen. Diese Observable wird nur in geringem Maße durch die Endzu-

standswechselwirkung der auslaufenden Mesonen beeinflusst und ist daher geeignet,

um den Einfluß von Kα- bzw. K̄α-Wechselwirkung zu untersuchen. Um dies zu ver-

anschaulichen, haben wir dσ/dsKd für drei unterschiedliche Polpositionen des f0(980)

berechnet. Die analogen Aussagen gelten für die in Abbildung 5.8a) dargestellten

Winkelverteilungen, die –wie man aus Zeichung 5.8b) erkennen kann– eigentlich nur

Rephrasierungen ein und derselben Winkelverteilung sind. Die Umrechnung zwischen

den einzelnen Winkelverteilungen ist in Anhang E dargestellt. Die Winkelverteilungen

in Bezug auf die einlaufenden Deuteronen sind unabhängig von den gezeigten Vertei-

lungen und aufgrund unserer Wahl von konstanten Produktionsoperatoren trivial.

Nachdem die in Abbildung 5.6 gezeigten Berechnungen auf die Möglichkeit hindeu-
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Abbildung 5.8: a)Winkelverteilungen dσ/d cos (Θxy) bei
√
s = 4.76 GeV für die Re-

aktion dd → K1K̄2α3 für drei Endzustandswechselwirkungen mit unterschiedlicher

Polposition des f0(980): durchgezogen: 1022 MeV, gestrichelt: 981 MeV, gepunktet:

971 MeV b) Definition der verwendeten Winkel Θxy.

ten, die Polposition des f0(980) zu bestimmen, verbleibt zu klären, inwieweit die

Polposition schon durch das Experiment bestimmt ist und ob die an ANKE erreich-

bare Überschussenergie von ca. 40 MeV geeignet ist, um eine solche Bestimmung

durchzuführen. Hierzu vergleichen wir die Vorhersagen für das dσ/dsKK̄-Spektrum

bei 40 MeV (Abbildung 5.6), bei 16 MeV sowie bei 100 MeV Überschussenergie (Ab-

bildung 5.9). Hierbei wurde 16 MeV als Vergleichswert gewählt, da dies der Maximal-

wert für ein Experiment mit dem WASA-Detektor im COSY-Ring wäre [43], da WASA

nicht direkt in Vorwärtsrichtung messen kann. Man erkennt, dass eine Überschussener-

gie von 100 MeV eine deutlichere Trennung der zu unterschiedlichen Polpositionen

gehörenden Vorhersagen liefert, diese sich jedoch nicht signifikant von der Trennung

bei 40 MeV unterscheidet. Anders sieht es hingegen für den mit dem WASA-Detektor

erreichbaren Q-Wert aus. Hier liegen die unterschiedlichen Vorhersagen schon so dicht

beieinander, dass bei der zu erwartenden Statistik eine Unterscheidung kaum möglich

sein wird.

Schauen wir uns nun die Ergebnisse für die Isospin brechende Reaktion dd→ απη an,

so variiert die Endzustandswechselwirkung stark im betrachteten invarianten Mas-

senfenster, was dazu führt, dass die dσ/dsπd- bzw. dσ/dsηd-Verteilungen stark vom

Phasenraum abweichen. Eine signifikante Isospinbrechung in der Endzustandswechsel-

wirkung tritt nur nahe der Kaonenschwellen bzw. nahe der a0(980)-, f0(980)-Resonanz

auf. Somit ist zwar der kinematisch erlaubte Bereich für die dd→ απη Reaktion größer

als im Fall der Kaonenproduktion, aber die relevante Physik spielt sich in einem noch

kleineren invarianten Massenfenster ab. Dies erlaubt uns, weiterhin von konstanten
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Abbildung 5.9: Die Graphen zeigen die Massenspektren dσ/dmKK̄ für verschiedene

Polpositionen des f0(980). a)Q = 16 MeV b)Q = 100 MeV

Produktionsoperatoren auszugehen, die wir –wie in Abschnitt 5.2 erläutert– Isospin

erhaltend formulieren.

M(s) = Cprod
ππI=0

Imπ(s)T on,I:0→1
ππ→πη (s) (5.6)

− 1√
2

(

Cprod
KK̄I=0

ImK±
(s)T onK+K−→πη(s) + Cprod

KK̄I=0
ImK0

(s)T onK0K̄0→πη(s)
)

Man beachte, dass wir in Gleichung (5.6) auch in den Schleifenfunktionen der Kaonen

die unterschiedlichen Massen von geladenen und ungeladenen Mesonen berücksich-

tigt haben und somit konsistent zu den bei der Berechnung der T -Matrix gemach-

ten Annahmen bleiben. Betrachten wir nun zunächst unsere Vorhersage für die πη-

Produktion mit den im Jülicher Mesonen-Austausch-Modell bevorzugten Parametern

für die Endzustandswechselwirkung. Wie erwartet zeigt das Dalitz-Diagramm (Abbil-

dung 5.10) nur einen sehr schmalen Streifen, in dem der Hauptanteil der Produktion

vonstatten geht. In diesem Zusammenhang sollte klar sein, dass wir am Produkti-

onsmaximum das Verhältnis von Produktion via Isospinbrechung in der Produktion

zur Produktion via Isospinbrechung in der Endzustandswechselwirkung mit 1:10 ab-

geschätzt haben und dann die Isospinbrechung in der Produktion vernachlässigt ha-

ben. Bewegen wir uns in Bereichen mit Produktionsvorhersagen von weniger als 10%

der Maximalproduktion, so ist diese Annahme einer Dominanz der Isospinbrechung

in der Endzustandswechselwirkung nicht mehr durch die Argumente aus Abschnitt

5.2 gedeckt, da hier die invariante πη-Masse weit von den Massen des f0(980) und des

a0(980) entfernt liegt. Betrachtet man nun die Projektionen der Dalitz-Diagramme

auf die mπη- sowie mαπ-Achse, so erwartet man für die dσ/dmπη-Verteilung einen

deutlichen Peak nahe der Kaonenschwelle, da der Wirkungsquerschnitt im Bereich
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Abbildung 5.10: Dalitz-Diagramm für dd→ π1η2α3 mit Cprod
ππI=0

= Cprod

KK̄I=0
= 1 und der

vom Jülicher Modell favorisierten Endzustandswechselwirkung.

von ca. 950—1010MeV durch die Endzustandswechselwirkung dominiert ist. Beob-

achtet man im Experiment deutliche Strukturen außerhalb dieses Energiebereichs, so

deutet dies z.B. auf Isospinbrechung in den Produktionsoperatoren bzw. Wechselwir-

kungen zwischen den Mesonen und dem Alphateilchen hin. Auch für die Projektion

auf die invarianten πα-Massen lassen sich die Bereiche, die durch die Meson-Meson

Wechselwirkung dominiert sind, von den Bereichen, in welchen die in unserem Modell

vernachlässigte Physik die Hauptrolle spielt, klar trennen. In den durch Gleichung

(5.7) bestimmten Gebieten wird das Verhalten durch die Meson-Meson Endzustands-

wechselwirkung dominiert, da hier die Phasenraumgrenze im Bereich der invarianten

πη-Massen mit der stärksten Produktion liegt.

smax /min
πη =

(

Ecmπα

π + Ecmπα

η

)2 −
(

√

(ecmπα

π )2 −m2
π ±

√

(Ecmπα

η )2 −m2
η

)2

≈ (2mK)2 ≈ m2
f0

≈ m2
a0

(5.7)

Ecmπα

π =
sπα +m2

π −m2
α

2
√
sπη

Ecmπα

η =
s− sπα −m2

η

2
√
sπα

Für eine Überschussenergie von ca 330 MeV wären dies ungefähr die Intervalle mπα ∈
[3950, 4020] MeV bzw. mπα ∈ [4140, 4190] MeV, wie man in Abbildung 5.12b) gut

erkennen kann. In diesen Intervallen steigt bzw. fällt die Produktion in einer steilen
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Abbildung 5.11: Produktion dd → απη bei 330 MeV Überschussenergie für unter-

schiedliche Produktionskonstanten. Die grau hinterlegte Kurvenschar gehört zum ab-

gesenkten skalaren isoskalaren Pol und das schwarze Band (nur als Linie erkennbar)

gehört zur vom Jülicher Mesonen-Austausch-Modell bevorzugten Polposition. Die Pol-

position des a0 (1128−63iMeV bzw. 1067−92iMeV) spielt eine untergeordnete Rolle.

Flanke, deren Form durch die Endzustandswechselwirkung bestimmt ist. Zeigt das

Massenspektrum außerhalb dieser Flanken eine deutliche Variation, so ist dies ein

deutlicher Hinweis auf das Verhalten im Produktionsoperator oder in der α-Meson-

Wechselwirkung.

Wenn wir nun eine Abschätzung für die aus der mangelnden Information über die

Produktionsoperatoren resultierende Unsicherheit in unserer Vorhersage für die πη-

Produktion treffen wollen, so ist zunächst anzumerken, dass im Fall der bevorzugten

Endzustandswechselwirkung mit f0-Pol bei 1022 MeV das Massenspektrum nur aus

einem Gipfel besteht, dessen Form dominant durch die Massendifferenz zwischen ge-

ladenen und ungeladenen Kaonen bestimmt ist. Die vorhandene Unsicherheit wird

erst deutlich, wenn man durch einen steiferen Formfaktor des ρ-Austauschpotentials

(Λ = 2180 MeV) die Polpositionen der skalaren Mesonen verschiebt und diese unter-

halb der Kaonenschwelle sichtbar werden. In diesem Fall ist der aus den Kaonenschlei-

fen stammende Gipfel klar von der Physik der Resonanzen getrennt und die Unsicher-

heit aus den Produktionsoperatoren mit ihrer unterschiedlichen Ankopplung an die

Resonanzen wird offensichtlich. In Abbildung 5.11 haben wir dies für eine Auswahl

von unterschiedlichen Produktionskonstanten dargestellt. Wie zu erwarten und zu er-

kennen ist, bezieht sich die Unsicherheit nur auf die relative Stärke der beiden Gipfel,

die zusätzlich von der modellabhängigen Ankopplung der Meson-Meson Zustände an

die Resonanzen abhängt. Die relative Lage der beiden Gipfel ist stabil. In Abbildung

5.12 betrachten wir die Produktion zu festen Cprod
ππ /Cprod

KK̄
= 9, was in etwa dem obe-
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Abbildung 5.12: Für die favorisierte Endzustandswechselwirkung (Linie durchgezogen:

Λρ = 1850 MeV) sowie für eine Endzustandswechselwirkung mit Λρ = 2180 MeV (ge-

strichelt) sind die differenziellen Wirkungsquerschnitte a) dσ/dmπη und b) dσ/dmπα

für die Reaktion dd→ απη dargestellt. (Jeweils 330 MeV Überschussenergie)

ren Ende der Bänder aus Abbildung 5.11 entspricht. Im invarianten Massenspektrum

der auslaufenden Mesonen haben wir uns auf den Bereich beschränkt, in dem die Iso-

spinbrechung über die Endzustandswechselwirkung dominiert. Im dσ/dmπη-Spektrum

erkennt man sowohl für die Parameter des Jülicher Modells als auch für das verstärk-

te ρ-Austauschpotential den durch die Kaonenmassen verursachten Tafelberg. Für

die Parameter des Jülicher Modells fällt der Gipfel der f0-Resonanz mit dem Maxi-

mum der Isospinbrechung über die Kaonenschleifen zusammen. Bei der zu niedrigeren

Energien verschobenen Polposition sind die beiden Strukturen schon getrennt, was zu

einer deutlich geringeren Intensität der Isospinbrechung führt. Letzteres entspricht in

etwa den Verhältnissen bei der Isospinbrechung im Falle des DsJ(2317), das in Kapitel

3 beschrieben ist. Da der Mechanismus der Isospinbrechung über die Kaonenschlei-

fen in führender Ordnung modellunabhängig berechnet werden kann, bietet sich die

Reaktion dd → απη an, um die Parameter der skalaren Resonanzen zu bestimmen.

Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass im Rahmen des Jülicher Modells das a0(980)

sich nicht als ein Pol sondern als ein Schwelleneffekt manifestiert. Die hier gezeigten

Rechnungen beinhalten also nur den dynamisch generierten Pol einer f0-Resonanz

und ein zweiter schwellennaher Pol könnte nötig werden, um zukünftige experimen-

telle Beobachtungen zu erklären. In der dσ/dmαπ-Verteilung 5.12b) findet sich an

den Flanken der Verteilung im Prinzip die gleiche Information jedoch zusammen mit

Produktionen aus Bereichen des Phasenraums, in denen Prozesse beitragen, die unser

Modell nicht behandelt. Die Plateaus der Verteilung bieten jedoch eine Möglichkeit,

den Einfluß dieser Prozesse abzuschätzen. Zwar erzeugt in diesem kinematischen Be-
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reich die Isospinbrechung über die Meson-Meson Endzustandswechselwirkung einen

großen Untergrund aber zum Ausgleich dafür werden die vernachlässigten Prozesse

über einen großen Phasenraum integriert. Dies erkennt man gut im Dalitz-Diagramm

aus Abbildung 5.10

5.4 Fazit

Der Deuteron-Deuteron Eingangszustand zusammen mit dem α-Teilchen im Endzu-

stand bietet die Möglichkeit bei definiertem Isospin zu messen. So befinden sich in

der Reaktion dd → αKK̄ die beiden Kaonen hauptsächlich in einem Isospin I = 0

Zustand. Damit eignet sich die Reaktion besonders, um die Eigenschaften der f0(980)-

Resonanz zu bestimmen. Dies gilt vorallem, da die von der Particle Data Group

gegebenen Parameter für diese Resonanz reine Schätzwerte sind, in die keine der

bisherigen Messungen explizit eingeht [64]. Die Analysen der verfügbaren experimen-

tellen Daten variieren von 955± 10 MeV [11] (pp→ ppπ0π0) bis 1037± 31 MeV [167]

(π−C → K0
SK

0
SK

0
LX). Selbst wenn man nur Analysen der jüngeren Vergangenheit mit

kleinen Fehlerbalken betrachtet, streuen die Analyseergebnisse in ähnlicher Weise. So

ergibt eine Analyse von Anisovich [18] einen Zentralwert von 1031 ± 8 MeV. Auch

wenn diese Übersichtsanalyse aus dem Jahr 2003 beiweitem auf der größten Grund-

lage unterschiedlicher Reaktionen beruht, so sei jedoch kritisch angemerkt, dass hier

die K-Matrix Methode zur Analyse verwendet wurde. Diese Näherungsmethode raubt

der Streugleichung die Möglichkeit dynamische Pole zu erzeugen, doch gerade diese

Pole wurden von verschiedenen Autoren zur Erklärung der skalaren ππ-Streuphasen

herangezogen [122, 142, 176]. Eine Analyse, die zwar nur auf einer Untermenge der

in [18] verwendeten Reaktionen fußt aber diese Dynamik berücksichtigt, findet man

z.B. in [142]. Die Autoren schließen hier auf eine weit niedrigere Masse von ≈ 993.5

MeV. Eine weitere aktuelle Präzisionsmessung der f0(980)-Masse stammt aus der

Messung von φ-Zerfällen φ → π0π0γ. Die KLOE-Kollaboration extrahiert aus ihren

Messungen [13] Werte von mf0(980) = 962 ± 4 MeV bzw. mf0(980) = 973 ± 1 MeV für

Anpassungskurven mit bzw. ohne f0(600), wobei für das f0(600) Parameter aus [9]

gewählt wurden. In Bezug auf diese Messung ist anzumerken, dass die Phasenlage der

Zerfallsprozesse Abbildung 5.13a) und Abbildung 5.13b) durch die Parametrisierung

aus [5] festgelegt wurde. Die Auswirkung einer Variation der Phasenlage auf die ex-

trahierte Masse wäre also interessant. Eingedenk dieser Unsicherheiten ist klar, dass

eine Messung der Reaktion dd → αKK̄ zur Präzisierung der Parameter der f0(980)-

Resonanz beitragen kann. Sie bietet darüber hinaus die Chance, Produktionspara-

meter, die zur Berechnung der Isospin brechenden Reaktion dd → απ0η nötig sind,

einzuschränken. Zusammen erlauben die Reaktionen einen Zugang zur a0-f0-Mischung
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Abbildung 5.13: Diagramme zur Modellierung der Reaktion φ → ππγ, wie in der

Analyse von [13] verwendet. a) beinhaltet neben der Photonenemission am Antikaon

auch die Emission am Kaon aber keinen φγKK̄-Vertex wie z.B. die Analyse in [6]

und zu den Parametern der beiden skalaren Resonanzen. Insbesondere geben sie Auf-

schluss darüber, ob das a0 als schwellennahe Resonanz aufgefaßt werden muss oder

ob eine Erklärung durch die Präsenz der Kaonenschwellen wie im Jülicher Modell

genügt.



Kapitel 6

Der Meson-Meson Propagator

Um die Komplikationen zu vermeiden, welche sich aus der Integration über den Impuls

ergeben, wollen wir den Meson-Meson Propagator weiter vereinfachen. Eine weit ver-

breitete Methode hierzu ist die K-Matrix-Näherung. Die Verwendung dieser Methode

verbietet sich jedoch im Rahmen unseres Modells, da wir die im Rahmen des Jülicher

Mesonen-Austausch-Modells dynamisch generierten Resonanzen untersuchen wollen.

Die K-Matrix-Näherung kann solche Resonanzen jedoch nicht erzeugen, da der Real-

teil des Propagators durch Null genähert wird. Um diese Inkonsistenz zu vermeiden,

verwenden wir dimensional regularisierte skalare Schleifenfunktionen als Annäherung

an die wahren Propagatoren. Dieses Vorgehen impliziert die Annahme, dass das ver-

wendete Potential nur von der Energie abhängt, die Vertices also punktförmig sind.

(Um etwaige Winkelabhängigkeiten zu berücksichtigen, ist eine Partialwellenzerle-

gung –wie in Anhang D beschrieben– zu verwenden.) Dass diese Annahmen vertret-

bar sind, kann man z.B. daran sehen, dass sie im Rahmen der “unitarisierten chiralen

Störungstheorie” erfolgreich eingesetzt wurden, um dynamische und qq̄-Resonanzen

zu untersuchen. Wenn wir nun die dimensionale Regularisierung verwenden, um die

skalare Schleifenfunktion zu berechnen, müssen wir eine Verbindung zu physikali-

schen Observablen herstellen, um die Subtraktionskonstante zu fixieren. Zu diesem

Zweck berechnen wir die Phase δ1
1 der Pion-Pion Streuung in einem Spielzeugmodell

und passen die Subtraktionskonstante so an, dass die Phasen in der Nähe des ρ(770)

reproduziert werden.

Wir wollen nun kurz unser Spielzeugmodell beschreiben. Die Meson-Meson Schlei-

fenfunktion (Abbildung 6.1) kann auf dem üblichen Weg berechnet werden und das

Ergebniss ist in diversen Arbeiten wie zum Beispiel [69] nachzulesen.

I(s) =
1

i

∫

ddl

(2π)d
1

(l2 −m2
a)((l +

√
s)2 −m2

b)
(6.1)
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Abbildung 6.1: Diagrammatische Darstellung der skalaren Schleifenfunktion.
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Hierbei sind ma,b die Massen der umlaufenden Mesonen und λ die Skala der di-

mensionalen Regularisierung. Da die im Rahmen unseres Modells berechneten Ob-

servablen nicht, wie es sein sollte, invariant unter der Renormierungsgruppe sind,

müssen wir eine Wahl für λ treffen. Wir orientieren uns bei unserer Wahl an den von

E. Oset et al. [144, 146] λ = 750 MeV beziehungsweise von J.A. Oller et al. [144]

λ = 1200 MeV gewählten Werten und wählen λ = 770 MeV, was in der Größen-

ordnung der niedrigsten Resonanz liegt. Die Abkürzungen δ(s) und L(λ) stehen für

δ(s) = −s2 + 2s(m2
a +m2

b)− (m2
a −M2

b )
2 und L(λ) = λd−4

16π2

(

1
d−4

+ 1
2
(γE − 1 − ln 4π)

)

,

wobei γE = 0.5772157 die Eulerzahl ist. Um diese Formel im Fall der ρ-Resonanz

im Pion-Pion Kanal anwenden zu können, müssen wir sie für den Grenzfall gleicher

Massen anpassen, was dann die folgende Identität ergibt.

Ima=mb=m(s) =
1

i

∫

ddl

(2π)d
1

(l2 −m2)((l +
√
s)2 −m2)

(6.3)
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32π2
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=a(λ) +
1

16π2

(

1 − ln
m2

λ2
− r ln

∣

∣

∣

∣

1 + r

1 − r
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− irπ
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für s > 4m2

An dieser Stelle ist r =
√

∣

∣1 − 4m2

s

∣

∣ lediglich eine bequeme Umformulierung des δ aus

dem Fall ungleicher Massen.

Bevor wir nun das Spielzeugmodell formulieren, mit dessen Hilfe wir die Subtraktions-

konstante der Schleifenfunktion bestimmen wollen, sei darauf hingewiesen, dass die

im Jülicher Modell in der Partialwellenzerlegung (Anhang D) gewählte Normierung

zur Anwendung zusammen mit einer dimensionalen Regularisierung ungeeignet ist.

Wir verwenden daher die Zerlegung:

T̃ J(λ3, λ4, |~k′|, k′0, λ1, λ2, |~k|, k0) =

∫

dΩ~k′~k

4π
DJ
λλ′(Ω~k′,~k, 0)T (λ3, λ4, ~k

′, k′0, λ1, λ2, ~k, k0)

(6.6)

Die Symbole sind in Anhang D erklärt. Nun berechnen wir die Pion-Pion Streuung,

indem wir Gleichung (6.7) verwenden, um das in Baumordnung formulierte Potential

zu regularisieren, wobei wir nur die Abhängigkeit des Partialwellen zerlegten Poten-

tials von s = k2
0 − ~k2 beachten, wenn wir die Integration über den Schleifenimpuls

ausführen.

T̃ J(q′, q) = Ṽ J(q′, q) +

∫ ~k2d|~k|dk0

4π3
Ṽ J(q′, |~k|, k0)G(|~k|, k0)T̃

J(|~k|, k0, q) (6.7)

<≈>T̃ J(q′, q) = Ṽ J(q′, q) + Ṽ J(q′, .)T̃ J(., q)

∫

d4l

(2π)4
G(l)

<=>T̃ J(s) =
Ṽ J(s)

1 − Ṽ J(s)I(s)

Das beschriebene Schema wurde schon im Rahmen vieler Untersuchungen angewendet

und so ist die Anzahl gut verstandener Potentiale groß. Um ein Beispiel zu nennen,

seien hier die Amplituden aus der chiralen Störungstheorie (χPT) im Grenzfall ei-

ner hohen Anzahl der Farbfreiheitsgrade (Nc) angeführt. Hierbei wird ausgenutzt,

dass die Quantenchromodynamik in diesem Grenzfall Beiträge aus Schleifen unter-

drückt [62, 131, 143]. Da wir jedoch die skalaren Schleifenfunktionen als Näherung

für den Propagator des Jülicher Mesonen-Austausch-Modells benutzen wollen, um an

eine Endzustandswechselwirkung anzukoppeln, die wir ebenfalls im Jülicher Modell

berechnen, ist es sinnvoll, die Subtraktionskonstante unter Verwendung dieses Poten-

tials zu bestimmen. Dieses Vorgehen liefert uns gleichzeitig eine Abschätzung für die

mit diesem Vorgehen verbundenen Unsicherheiten.

Das entsprechende Potential auf Baumniveau für das I = 1, J = 1 Pionenpaar stammt

hauptsächlich vom s-Kanal-Austausch des ρ-Mesons und lautet (Man beachte den
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Faktor 1/2 wegen der identischen Teilchen):

Ṽ (I=1,J=1) = g2
ρππ

4

3

qq′

s− m̃2
ρ

(6.8)

In dieser Formulierung haben wir die Formfaktoren gleich eins gesetzt, weil das von

ihnen verursachte Verhalten jenseits der Massenschale in diesem Ansatz sowieso igno-

riert wird. Wenn wir dieses Potential mit dem im Rahmen der χPT bestimmten

Potential (Gl.(6.9)) vergleichen, so können wir unsere Wahl der Parameter in ih-

rer Abweichung zur KSFR [107, 155]-beziehung m2
ρ = 2f 2

πg
2
ρππ beurteilen. Die Rho-

Kopplung des Jülicher Modells gρππ = 5.84 ≈ gKSFR
ρππ = 771.1 MeV√

2·87.3 MeV
= 6.25 zeigt sich

mit der KSFR-Relation verträglich.

Ṽ
(I=1,J=1)
χPT,∞ (s) = −2

3

p2
ππ

f 2
π

m2
ρ + (g2

v − 1)s

m2
ρ − s

(6.9)

mit der Pionzerfallskonstante fπ = 87.3 MeV

und g2
v = 1 bei erfüllter KSFR-Relation

Wir können nun a(λ) bestimmen, indem wir an die ππ-Phasen anpassen, die zum

Beispiel von Froggatt et al. in [71, 72] veröffentlicht sind. Diese Anpassungen ha-

ben wir sowohl für den Parameter gρππ = 5.837 (Jülich) und für ein freies gρππ
(Es resultiert gρππ = 9.355) durchgeführt. Die Qualitäten dieser Anpassungen, die

a(771.1 MeV) = 0.117 und a(771.1 MeV) = 0.039 entsprechen, sind in Abbildung

6.3 dargestellt. Es sei angemerkt, dass die Verwendung der KSFR-Relation entspre-

chenden Kopplungskonstante (→ a(771.1 MeV) = 0.095) die Breite des Rhos schon

besser wiedergibt als die Kopplungskonstante des Jülicher Modells, aber auch diese

Rechnung muss die Breite unterschätzen, da wir z.B. mit dem ρ-t-Kanalaustausch

einen Großteil der Wechselwirkung vernachlässigen. In diesem Vergleich wurden die

theoretischen Kurven entsprechend

SJ = e2iδ
J

= 1 − iq

4π
√
s

1

(Ṽ J)−1 − I(a(λ))
, (6.10)

berechnet, wobei q den Impuls des Pions auf seiner Massenschale bezeichnet. Hätten

wir an dieser Stelle die Partialwellenzerlegung in ihrer Form aus Anhang D verwendet,

so müssten wir die Normierung des Volumenelementes in I korrigieren.

Da wir dieses Verfahren anwenden wollen, um die Kaon-Antikaon Produktion in der

Reaktion dd → αKK̄ zu berechnen, benötigen wir auch die Subtraktionskonstan-

ten für den Pion-Pion Propagator mit den Pionen in relativer S-Welle und für den

Kaon-Antikaon Propagator in relativer S-Welle. Eigentlich wären diese Konstanten

schon durch unsere obige Anpassung bestimmt, aber die Vertexfunktionen sind nicht,
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Abbildung 6.2: Die δ1
1 Pion-Pion Phasenverschiebungen wie sie in der Festlegung der

Subtraktionskonstante der skalaren Schleifenfunktionen verwendet wurden. Die ge-

strichelte Linie entspricht der Anpassung für die Parameter des Jülicher Modells in

etwa entsprechend der KSFR-Relation und die durchgezogene Linie entspricht dem

an die Breite angepassten Parameter. Zum Vergleich sind die experimentellen Daten

aus [71, 72] als Kreise dargestellt.

wie von uns angenommen, konstant. Im Gegenteil, wir verwenden Vertices mit unter-

schiedlichen Impulsabhängigkeiten und unterschiedlichen Abschneideparametern Λ,

weshalb es nötig ist, die Subtraktionskonstanten a(λ) in jedem Kanal anzupassen.

Bei dieser Anpassung sehen wir auch, dass sich der Kern unserer Streugleichung stark

von den nackten Potentialen der unitarisierten χPT-Modelle unterscheidet. Um die-

sen Punkt zu verdeutlichen, zeigen wir in Gleichung 6.11 das durch die chirale Theorie

bei großer Anzahl der Farbfreiheitsgrade NC inspirierte Potential, welches Oller et al.

zur Berechnung des skalaren isoskalaren Kanals in ihrer unitarisierten Rechnung [143]

verwenden.

T∞
ππ→ππ =

2s−m2
π

2f 2
π

+
3

2

(α1)
2

M2
1 − s

+
3

2

(β(0)1)
2

M2
8 − s

(6.11)

T∞
ππ→KK̄ =

√
3

4

s

f 2
π

+
√

3
α1α2

M2
1 − s

+
√

3
β(0)1β(0)2

M2
8 − s

T∞
KK̄→KK̄ =

3

4

s

f 2
π

+ 2
(α2)

2

M2
1 − s

+ 2
(β(0)2)

2

M2
8 − s

. . . und weitere Potentiale des ηη-Kanal

Die exakte Form von αi und β(0) findet man in [143]. Hierbei wurden M1 =

1032 MeV und M8 = 1003(±600) MeV (genau wie M ′
1 = 1000(±600) MeV und

M ′
8 = 1379 MeV) als Parameter behandelt, die dann als die Massen von zu zwei
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Abbildung 6.3: Die δ0
0 Pion-Pion Phasenverschiebungen, wie sie zur Festlegung der

Subtraktionskonstante im skalaren Schleifenintegral benutzt wurden, sind zusammen

mit den experimentellen Daten aus [71,72] (Kreise) gezeigt. In den Rechnungen wurde

ein vom Jülicher Modell abgeleitetes Potential verwendet, wobei die gestrichelte Linie

einem verstärkten K∗-t-Kanal Austauschpotential entspricht. Auch wenn diese Para-

metrisierung keine eins zu eins Übersetzung (durchgezogene Kurve) der Parameter

des Jülicher Modells ist, so ergibt sie doch eine bessere Annäherung an das Jülicher

Modell. Dies wird klar, wenn man bedenkt, dass in diesem Modell die Abschneidepa-

rameter für das Übergangspotential schwach abschneidend gewählt wurden, um die

Breite der f0(980)-Resonanz zu reproduzieren.

Nonetten gehörenden Teilchen interpretiert wurden (jeweils Singulett und Oktett).

In diesem Zusammenhang ist es interessant anzumerken, dass sowohl Γ8 als auch Γ′
1

sehr schmal sind und die Massen M8 und M ′
1 einer großen Unsicherheit von etwa

600 MeV unterworfen sind. Bei dieser Anzahl von freien Parametern ist es auch klar,

warum wir mit unserem Potential (6.8) im Rahmen dieses Spielzeugmodells keine gute

Anpassung bieten können.
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


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V m1m2→m3m4
t (M, g2, F ) = Fg2

(

1 − (c(m1,m2)+c(m3,m4))2−M2−s−2k2(m1 ,m2)−2k2(m3 ,m4)
4k(m1,m2)k(m3,m4)

·

· ln (k(m1 ,m2)−k(m3 ,m4))2+M2

(k(m1 ,m2)+k(m3 ,m4))2+M2

)

(6.13)

V m1m2→m3m4
s (M, g2, F ) = Fg2√

m1,m2,m3,m4

1
M2−s

(

s
4
− c2(m1, m2) + k2(m1, m2)

)

·
·
(

s
4
− c2(m3, m4) + k2(m3, m4)

)

(6.14)

c(ma, mb) =
m2
a −m2

b

2
√
s

(6.15)

k(ma, mb) =

√

(s− (ma +mb)2)(s− (ma −mb)2)

4s
(6.16)

Hierbei beschreibt F die Zusammenfassung von Faktoren aus dem Isospinraum, aus

SU(3)-Relation sowie aus der Symmetrisierung von identischen Teilchen und s das

invariante Massenquadrat des Systems. Die Kopplungskonstanten wurden mit gρππ =

6.04 und gππf0 = gKK̄f0 = 2.448 dem Jülicher Modell entsprechend gewählt. Damit

erhalten wir für die Subtraktionskonstanten Werte von:

a(λ)(ππS) = − 3.9 · 10−3 (6.17)

a(λ)(KK̄S) = 4.0 · 10−3 (6.18)

Unsere Betrachtung der Meson-Meson Schleifenfunktion wollen wir mit dem Hinweis

abschließen, dass bei unserer Anpassung mit verstärktem Übergangspotential sich ein

a(λ)(KK̄S) = 4.5 · 10−3 ergab, was zeigt, dass wir unsere Substraktionskonstanten

nur als eine Abschätzung der Größenordnung auffassen dürfen. Diese Feststellung ist

natürlich bei den Fehlerabschätzungen in den Kapiteln 4 und 5 berücksichtigt.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Wir haben das Jülicher Mesonen-Austausch-Modell mit Hilfe von SU(4)-Relationen

um die Wechselwirkung mit Charm behafteten Mesonen erweitert. In diesem Mo-

dell haben wir die Meson-Meson Dynamik in den gekoppelten KD-, πD+
s - und

ηD+
s -Kanälen untersucht. Wir konnten beobachten, dass sich aufgrund der t-Kanal-

Austauschdiagramme des ρ- und des ω-Mesons im skalaren isoskalaren KD-Kanal ein

Molekül bildet. Betrachtet man die Kanäle an die das Molekül koppelt, so ist klar,

dass es nur Isospin verletzend zerfallen kann und damit schmal sein muss. Dies gilt

insbesondere, da das KD-Molekül tiefer gebunden ist als das aus dem Jülicher Mo-

dell der ππ-Streuung bekannte KK̄-Molekül, was bedeutet, dass es weiter von dem

Schwellenbereich des Kanals entfernt ist, in welchem die Isospinbrechung schon in der

Ordnung
√
α beitragen kann. Auch wenn es uns möglich ist, unter der Annahme ei-

ner isoskalaren initialen Produktion die Beobachtungen einer Resonanz bei 2317 MeV

im D+
s π

0- Kanal durch BaBar [21], Cleo [33] und Belle [2] mithilfe dieses Moleküls

zu erklären, so müssen wir dennoch feststellen, dass wir die Existenz eines genuinen

Quarkzustandes in der Nähe der KD-Schwelle nicht ausschließen können. In diesem

Zusammenhang haben wir Vorhersagen für die Breite des Moleküls unter Beachtung

der πη- und der ρω-Mischung getroffen. Diese liegen um einen Faktor 4 über den Er-

wartungen für genuine Quarkzustände. Eine Messung der Breite des DsJ(2317) wäre

hilfreich, um die Natur dieser Resonanz zu klären.

Rückblickend auf das Jülicher Mesonen-Austausch-Modell im SU(3)-Sektor haben

wir die periphere Produktion von Pionen in relativer S-Welle in der Reaktion

π−p→ π0π0n untersucht. Die von BNL-E852 [88] und GAMS [10,12] in dieser Reak-

tion beobachtete Abhängigkeit der ππ-Massenspektren von dem Impulsübertrag auf

das Nukleon wurde von einigen Autoren als Argument gegen eine dominant moleku-

lare Struktur des f0(980) angeführt [17,112]. Wir haben gezeigt, dass bei konsistenter

Berücksichtigung der Produktion via π- und a1-Emission am Nukleon (hier in der
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Form von Regge-Amplituden) das Jülicher Mesonen-Austausch-Modell sehr wohl in

der Lage ist zu erklären, dass sich das f0(980) bei kleinen Impulsüberträgen als Mini-

mum manifestiert, während es bei großen Impulsüberträgen als Maximum erscheint.

Aufgrund der Inkonsistenz zwischen den BNL-E852 und den GAMS Daten war es

uns nicht möglich, Aussagen über die Struktur der schweren skalaren Resonanzen

zu treffen. Es sei jedoch hervorgehoben, dass wir im Rahmen des Jülicher Modells

auch die Kaonen-Produktion π−p → K0K̄0n mithilfe der für die Pionen festgelegten

Produktionsamplituden beschreiben können.

Ferner haben wir eine minimalistische Version des Jülicher Mesonen-Austausch-

Modells verwendet, um die Reaktionen pp → dK+K̄0 und dd → αKK̄ zu model-

lieren. In Bezug auf die Reaktion pp → dK+K̄0 mussten wir feststellen, dass wir bei

Modellierung der initialen Produktion eine zu kleine Auswahl an möglichen Produk-

tionsoperatoren getroffen haben, was sich in unseren Vorhersagen für Winkelvertei-

lungen bezüglich des Strahles spiegelt. Für unsere Untersuchung der Meson-Deuteron

Endzustandswechselwirkung spielt dies jedoch keine Rolle. Wir stellen fest, dass die

Produktion der Kaonen hauptsächlich in relativer S-Welle erfolgt. Dies führt dazu,

dass eine Untersuchung, welche die initialen Produktionsparameter fixiert, nur kleine

dK̄-Wechselwirkungen zulassen wird. Stimmen wir jedoch die Parameter der initialen

Produktion so ab, dass sich die Beiträge zur Produktion der Kaonen in relativer P -

Welle nach der Endzustandswechselwirkung wegheben, so steht keine der in Tabelle

4.2 zitierten Streulängen im Widerspruch zu den experimentellen Daten aus [110]. Bei

unserer Betrachtung der Reaktion dd→ αKK̄ konnten wir zum einen beobachten, wie

die Polposition des f0(980) die Produktion der Kaonen beeinflusst. Wir haben ferner

Vorhersagen für die Isospin brechende Reaktion dd → απη getroffen. In diesem Zu-

sammenhang wäre es interessant, wenn ein zukünftiges Experiment Daten liefert, die

der hier angewendeten Interpretation des a0(980) als Schwelleneffekt widersprechen.



Anhang A

Definitionen1

In diesem Kapitel zitieren wir der Vollständigkeit halber die üblicherweise im Jüli-

cher Mesonen-Austausch-Modell getroffenen Konventionen und die Definitionen der

Observablen.

A.1 Allgemeines

1. Das Koordinatensystem für die ππ-Streuung:

6

-

x

z-��
�

�
���

�
�

�
��	

~k′

−~k′

~k −~kθ

2. Die Metrik:

gµν =

















1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

















1Die verwendeten Konventionen sind identisch zu denen in [114] bzw. [157].
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3. Dirac- und Pauli-Matrizen:

γ0 =





I2 0

0 −I2



 ~γ =





0 ~σ

−~σ 0



 γ5 =





0 I2

I2 0





σ1 =





0 1

1 0



 σ2 =





0 −i
i 0



 σ3 =





1 0

0 −1





4. Produkte der Polarisationsvektoren und Polarisationstensoren:

a) Für ~k parallel zur z-Achse:

εµ(~k, λ = ±1) =
1√
2

















0

∓1

−i
0

















, εµ(~k, λ = 0) =
1

m

















k

0

0

ω(k)

















b) Für ein um θ gegen ~k verdrehtes ~k′:

(εµ)∗(~k′, λ = ±1) =
1√
2

















0

∓ cos θ

i

± sin θ

















, (εµ)∗(~k′, λ = 0) =
1

m

















k′

ω(k′) sin θ

0

ω(k′) cos θ

















Damit ergibt sich für die Summe über die Polarisationen:

Pµν :=
∑

λ

εµ(λ)ε∗ν(λ) = −gµν +
kµkν
m2

. (A.1)

Für die Polarisationstensoren gilt:

∑

λ

εµν(λ)ε∗στ (λ) =
1

2
(PµσPντ + PµτPνσ) −

1

3
PµνPστ . (A.2)

5. Dirac-Spinoren: In der Helizitätsdarstellung lauten die auf ū(~k, λ)u(~k, λ) = 2m

normierten Spinoren eines Spin- 1
2

Teilchens der Masse m:

u(~k, λ) =
√

Ek +m





1

~σ~k
Ek+m



 |λ〉 (A.3)
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Hierbei beschreibt |λ〉 die Eigenzustände des Helizitätsoperators ~σ~k
2k

zu den Ei-

genwerten ± 1
2
. Ihre explizite Form für einen beliebigen Vektor ~k(θ, φ) lautet:

∣

∣

∣

∣

λ = +
1

2

〉

=





cos
(

θ
2

)

e−i
φ
2

sin
(

θ
2

)

ei
φ
2





∣

∣

∣

∣

λ = −1

2

〉

=





− sin
(

θ
2

)

e−i
φ
2

cos
(

θ
2

)

ei
φ
2





6. Das Vorzeichen des vollständig antisymmetrischen Tensors in vier Dimensionen

εαβγδ ist gegeben durch:

εαβγδ =



















−1 für gerade Permutationen von 0123

1 für ungerade Permutationen von 0123

0 sonst

(A.4)

A.2 Berechnung der Observablen

Um aus der T -Matrix die S-Matrix zu berechnen, aus der wir dann die Streuphasen

und Inelastizitäten extrahieren, benötigt man die Zustandsdichte ρ. Zur Berechnung

der Zustandsdichte betrachtet man die Gleichungen C.6 und C.7 in Partialwellen

zerlegter Form mit ausintegrierter Energiekomponente (A.5, A.6) für den On-Shell-

Impuls kon, um aus deren Vergleich A.7 zu erhalten.

T J(s+) − T J(s−) =

∫

k2dkT J(s+)discG(k; s)T J(s−) (A.5)

T Jon(s) −
(

T Jon(s)
)†

= −2πiρonT
J
on(s)

(

T Jon(s)
)†

(A.6)

discG(k, s) = −2πi

k2
on

ρonδ(k − kon) (A.7)

Im Fall des Blankenbecler-Sugar-Propagators C.11 rechnet man damit unter Verwen-

dung der Hauptwertbeziehung C.12 nach:

disc G =
ω1(k) + ω2(k)

(2π)32ω1(k)ω2(k)

(

1

(ω1 + ω2)2 − s− iε
− 1

(ω1 + ω2)2 − s+ iε

)

=
ω1(k) + ω2(k)

(2π)32ω1(k)ω2(k)
(−2πi)δ

(

(ω1 + ω2)
2 − s

)

= (−2πi)
1

(2π)34k(ω1(k) + ω2(k))
δ(k − kon) .
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Die letzte Identität beruht auf der Substitutionsregel für die Deltafunktion:

δ(f(k)) =
1

∣

∣

∣

df
dk

∣

∣

k=kon

∣

∣

∣

δ(k − kon) für f(kon) = 0 ,

δ
(

(ω1 + ω2)
2 − s

)

=
ω1ω2

2(ω1 + ω2)2k
δ(k − kon) .

Daraus folgt:

ρ =
1

(2π)3

kon
4(ω1 + ω2)

.

Da die physikalisch messbaren Größen für Teilchen auf ihrer Massenschale gelten,

bezeichnen wir im Folgenden mit S und T die jeweiligen Massenschalenwerte der

Operatoren. Mit Definition A.8 gehen wir von der T -Matrix zur dimensionslosen τ -

Matrix über

τ := −πρT S = 1 + 2iτ . (A.8)

Schaut man sich nun wiederum Gleichung A.6 an, so macht man die nach der Her-

leitung der Streugleichung nicht weiter verwunderliche Beobachtung A.9, dass die

S-Matrix für elastische Streuung auf dem Unitaritätskreis liegt.

τ − τ † = 2iττ †

SS† = (1 + 2iτ)(1 − 2iτ †) = 1 (A.9)

A.2.1 Streuphasen und Inelastizitäten

Aus der Parametrisierung A.10 der S-Matrix erhält man – indem man das oben

Gesagte einbezieht – die Gleichungen A.11, A.12 zur Bestimmung der Inelatizitäten

η und Phasen δ:

S(s) = η(s)e2iδ(s) (A.10)

η cos (2δ) = 1 − 2Im(τ)

η sin (2δ) = 2Re(τ)

η =
√

1 − 4|τ |2 (A.11)

δ =
1

2
arctan

2Re(τ)

1 − 2Im(τ)
(A.12)

A.2.2 Wirkungsquerschnitt und Y M
J -Momente

Ausgehend von der Formel für den differentiellen Wirkungsquerschnitt aus [101] (µ

und ν sind hier Kanalindizes und somit nicht zu summieren)

dσµν
dΩ

=
(4π)2

k2
in

|τµν |2 (A.13)
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erhält man bei Partialwellenzerlegung von τ [40]:

dσµν
dΩ

=
1

k2
in

∑

J,J ′

(2J + 1)(2J ′ + 1)DJ
00(Ω) τJµν D̄

J ′

00 (Ω)(τJ
′

µν)
∗ . (A.14)

Mithilfe der folgenden Relationen für die Rotationsmatrizen DJ
λλ′ [40] lässt sich diese

Formel ausintegrieren und man erhält A.15 als Ausdruck für den totalen Wirkungs-

querschnitt:

DJ
λλ′(Ωab, 0) =

(

DJ
λ′λ(Ωba, 0)

)∗
= D̄J

λ′λ(Ωba, 0)
∫

dΩ
(

DJ
λλ′(Ω, 0)

)∗
DI
γγ′(Ω, 0) =

4π

2J + 1
δIJδλγδλ′γ′

σµν =
4π

k2
in

∑

J

(2J + 1)|τµν|2 . (A.15)

Um die
〈

Y M
J

〉

-Momente zu erhalten, vergleicht man die in der Experimentalphysik

übliche Zerlegung des Wirkungsquerschnitts nach Kugelflächenfunktionen Y JM (A.16)

mit der Zerlegung in Formel (A.14). Hierbei beachten wir die Invarianz des Systems

unter Rotationen in φ.

dσµν
dΩ

(θ, E) =
∑

J

〈

Y M=0
J

〉

µν
(E)Y J0(θ)σµν(E) (A.16)

Benutzt man nun die Formel für das Produkt zweier Rotationsmatrizen unter Ver-

wendung der Clebsch-Gordon-Koeffizienten sowie die explizite Darstellung von Rota-

tionsmatrizen aus [63]:

DJ1

M ′
1M1

(Ω)DJ2

M ′
2M2

(Ω) =
∑

JM ′M

〈J1M
′
1J2M

′
2|JM ′〉 〈J1M1J2M2|JM〉DJ

MM ′(Ω) ,

(A.17)

DJ
M0(Ω) = (−1)M

√

4π

2J + 1
Y JM(Ω) (A.18)

so erhält man:

dσµν
dΩ

=
1

kin

∑

JJ1J2

(2J1 + 1)(2J2 + 1) 〈J10J20|J0〉2 τJ1
µν

(

τJ2
µν

)∗
DJ

00(Ω) . (A.19)

Ein Koeffizientenvergleich ergibt:

〈

Y 0
J

〉

µν
=

1

kinkout

√
4π

σµν

∑

J1J2

(2J1 + 1)(2J2 + 1)√
2J + 1

〈J10J20|J0〉2 τJ1
µν

(

τJ2
µν

)∗
. (A.20)

In unseren Berechnungen setzen wir alle τ J mit J ≥ 4 gleich Null in der Annahme,

dass höhere Partialwellen keine Rolle spielen, was für kleine Energien sicher gegeben

ist. Eine explizite Darstellung der unter dieser Annahme resultierenden Formeln findet

sich in [150].



Anhang B

Der SU (4) Anteil der

Wechselwirkung

B.1 Festlegung des Flavour Lagrangians

Nachdem wir die Form der Lagrange-Funktion im Ortsraum durch die Gleichung B.1

festgelegt haben, wollen wir SU(4)flavour-Symmetrie annehmen, um den Flavour-Anteil

der Lagrange-Funktion zu bestimmen, den wir hier in der herkömmlichen Tensorno-

tation mit []10 andeuten:

LPPV = gV [φP∂µφPφ
µ
V ]10 (B.1)

Hierbei benutzen wir die SU(4) Clebsch-Gordan-Koeffizienten, die man unter ande-

rem in [152] nachlesen kann, um die Mitglieder von drei SU(4)-Darstellungen, wie zum

Beispiel {15}⊗{15}⊗{15}, {15}⊗{15}⊗{1}, . . . , zu einem SU(4)-Flavour Singulett

zu koppeln. Um die Mitglieder einer Darstellung der SU(4)-Gruppe mit den beob-

achtbaren physikalischen Zuständen in Verbindung zu bringen, müssen wir zunächst

eine Phasekonvention festlegen. Im Prinzip ist es hierbei möglich, ein beliebiges Tripel

aus den sechs Leiteroperatoren I±, U±, K±, V±, L± and M±(Abb.B.1) auszuwählen,

von dessen Elementen man dann verlangt, dass sie positiv sind. Mit dieser Wahl hat

man dann die Phase zwischen den verschiedenen SU(2)-Darstellungen, die in der

SU(4)-Darstellung enthalten sind, festgelegt. In der Physik haben sich hierbei zwei

Konventionen etabliert. V. Rabl [152] definiert zum Beispiel genau wie wir I±,U± und

K± als positiv, wohingegen J.J. de Swart I± und V± als positiv definiert, um die relati-

ven Phasen zwischen den in der SU(3)-Repräsentation enthaltenen Repräsentationen

von SU(2) zu definieren. Letzteres entspricht der in [122] verwendeten Konvention.

Nachdem wir unsere Phasenkonvention gewählt haben, können wir die Mesonen mit

der 15-plett und der Singulett-Darstellung der SU(4) identifizieren. Hierbei gehen



117

U3 V3

I3

M3

K3

L3

Abbildung B.1: Die Lage der Leiteroperatoren innerhalb der SU(4) ist anhand des 15-

pletts exemplarisch dargestellt. Die schattierten Gebiete zeigen verschiedene SU(3)-

Untergruppen der SU(4)-Darstellung, die sich in ihrem Charm-Inhalt unterscheiden.

wir von den kleinsten nicht trivialen Darstellungen der SU(4) –dem Quartett und

dem Antiquartett– aus, welche wir mit den Quarks bzw. Antiquarks identifizieren. In

Abbildung B.2 haben wir grafisch dargestellt, wie sich up, down, strange and charm

(Anti-)Quarks in das (Anti-)Quartett einordnen. Koppeln wir nun diese beiden Dar-

stellungen, so erhalten wir zwei Darstellungen 4 ⊗ 4̄ = 15 ⊕ 1, die geeignet sind die

Mesonen ihrem Quark-Antiquark Inhalt nach aufzunehmen. In Abbildung B.3 zei-

gen wir diese Identifikation der unterschiedlichen Mitglieder des 15-pletts sowohl für

die Pseudoskalaren-Mesonen als auch für die Vektor-Mesonen, wobei wir in dieser

diagrammatischen Darstellung die Phasen vernachlässigt haben. (Die Phasen können

aus Tabelle B.1 abgelesen werden.) Der Bequemlichkeit halber haben wir den Singu-

lettzustand im Zentrum des Diagramms zusammen mit den Mitgliedern des 15-pletts,

die seine Quantenzahlen teilen, dargestellt. Ohnehin entsprechen die physikalischen

Zustände im Zentrum nicht den Mitgliedern der SU(4)-Darstellung.

η1, ω1 =
1√
4

(

uū+ dd̄+ ss̄+ cc̄
)

(B.2)

η8, ω8 =
1√
6

(

uū+ dd̄− 2ss̄
)

η15, ω15 =
1√
12

(

uū+ dd̄+ ss̄− 3cc̄
)

Stattdessen müssen wir die Mischung unter den Zuständen mit Isospin I = 0 beachten.

Im Fall der Pseudosklaren-Mesonen bedeutet dies, dass sich die zwei Mitglieder des 15-

pletts mit verschwindendem Isospin, Hyperladung und Charm, also das η8 und das η15,

sowie der Singulettzustand η1 mischen, um die physikalischen Mesonen zu bilden. Im



118 B.1 Festlegung des Flavour Lagrangians

C

I3

Y

ud

s

c
C

I3

Y

ū d̄

s̄

c̄

Abbildung B.2: Die vier leichtesten Quarks bzw. Antiquarks sind als Mitglieder der

zwei fundamentalen SU(4)-Darstellungen 4 and 4̄ dargestellt.

η

η′
π0

ηc π+π−

K+K0

K̄0
K−

D+D0

D+
s

D−
s

D̄0D−

ω
φ

ρ0

J/ψ ρ+ρ−

K∗+K∗0

K̄∗0
K∗−

D∗+D∗0

D∗+
s

D∗−
s

D̄∗0D∗−

Abbildung B.3: Einordnung der Pseudoskalaren-Mesonen und der Vektor-Mesonen in

zwei SU(4) 16-pletts.(Die Phasen wurden hier nicht dargestellt.)
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SU(4)-Zustand Pseudoskalare-Mesonen Vektor-Mesonen

{15, 8}
(

1
2
, 1

2
, 1
)

−K+ −K∗+

{15, 8}
(

1
2
,−1

2
, 1
)

−K0 −K∗0

{15, 8} (1, 1, 0) −π+ −ρ+

{15, 8} (1, 0, 0) −π0 −ρ0

{15, 8} (1,−1, 0) π− ρ−

{15, 8} (0, 0, 0) η8 ω8

{15, 8}
(

1
2
, 1

2
,−1

)

−K̄0 −K̄∗0

{15, 8}
(

1
2
,−1

2
,−1

)

K− K∗−

{15, 3}
(

1
2
, 1

2
, 0
)

D̄0 D̄∗0

{15, 3}
(

1
2
,−1

2
, 0
)

D− D∗−

{15, 3} (0, 0,−1) D−
s D∗−

{15, 3∗}
(

1
2
, 1

2
, 0
)

D+ D∗+

{15, 3∗}
(

1
2
,−1

2
, 0
)

−D0 −D∗0

{15, 3∗} (0, 0, 1) −D+
s −D∗+

s

{15, 1} (0, 0, 0) −η15 −ω15

{1, 1} (0, 0, 0) η1 ω1

Tabelle B.1: Phasendefinition für das Multiplett der Pseudoskalaren-Mesonen und für

das Multiplett der Vektor-Mesonen
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Fall der Vektor-Mesonen gehen wir der Einfachheit halber von einer idealen Mischung

aus. Somit haben die drei physikalischen Mesonen den folgenden Quark-Antiquark

Inhalt.

ω = 1√
2

(

uū+ dd̄
)

=
1√
3

(

ω8 +
1√
2
ω15 +

√

3

2
ω1

)

(B.3)

φ = (ss̄) = −
√

2

3

(

ω8 −
1√
8
ω15 −

√

3

8
ω1

)

J/ψ = (cc̄) =
1√
4

(

ω1 −
√

3ω15

)

Genau diesen Zusammenhang haben wir in Gleichung B.4 in Form von Mischungswin-

keln rephrasiert. Zum Beschreiben einer allgemeinen Mischung wären natürlich drei

Winkel nötig, da es aber in unserem Spezialfall möglich ist, beschränken wir uns auf

die Verwendung von zwei Winkeln. Desweiteren entnimmt man aus Gleichung B.4 für

den Fall der Vektor-Mesonen die Mischungswinkel θ8 = 54.7◦ sowie θ15 = 60.0◦. Im

Vergleich zu experimentellen Beobachtungen wie zum Beispiel θ8 = 37◦ [149] ist die

Übereinstimmung hinreichend.










ω

φ

J/ψ











=











cos θ8 sin θ8 cos θ15 sin θ8 sin θ15

− sin θ8 cos θ8 cos θ15 cos θ8 sin θ15

0 − sin θ15 cos θ15





















ω8

ω15

ω1











(B.4)

=











cos θ8 sin θ8 0

− sin θ8 cos θ8 0

0 0 1





















1 0 0

0 cos θ15 sin θ15

0 − sin θ15 cos θ15





















ω8

ω15

ω1











=











cos θ8 sin θ8 0

− sin θ8 cos θ8 0

0 0 1





















1 0 0

0
√

1
4

√

3
4

0 −
√

3
4

√

1
4





















ω8

ω15

ω1











=











cos θ8 sin θ8 0

− sin θ8 cos θ8 0

0 0 1





















ω8

ω
SU(3)
1

J/ψ











=











√

1
3

√

2
3

0

−
√

2
3

√

1
3

0

0 0 1





















ω8

ω
SU(3)
1

J/ψ











Bestimmt man im Fall der Pseudoskalaren-Mesonen den Mischungswinkel, indem man

die Massenmatrix diagonalisiert [149], so muss man zumindest bei der Mischung zu

η und η′ von der Annahme der idealen Mischung abweichen. Der Grund hierfür liegt
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in der UA(1)-Anomalie, die es dem SU(3)-Singulett der Pseudoskalaren-Mesonen η ′

verwehrt ebenfalls ein Goldstone Boson zu sein [59]. Wir gehen in unserer Rechnung

desweiteren von einem ideal gemischten ηc = cc̄ (θ15 = 60.0◦) aus, verwenden nur

für die Mischung innerhalb der SU(3)-Untergruppe den Mischungswinkel aus [61] i.e.

θ8 = 10.0◦.










η

η′

ηc











=











cos θ8 sin θ8 0

− sin θ8 cos θ8 0

0 0 1





















1 0 0

0 cos θ15 sin θ15

0 − sin θ15 cos θ15





















η8

η15

η1











(B.5)

=











cos θ8 sin θ8 0

− sin θ8 cos θ8 0

0 0 1





















η8

η
SU(3)
1

ηc











≈











0.98 0.17 0

−0.17 0.98 0

0 0 1





















η8

η
SU(3)
1

ηc











Aus Gleichung B.5 erkennt man nun, dass η hauptsächlich aus η8 besteht. Da die

Kopplung des η1 über die Flavourkopplung [{15} ⊗ {15} ⊗ {1}]10 erfolgt und da das

experimentelle Wissen über das η′ recht begrenzt ist, führt diese Beimischung von

η
SU(3)
1 zu einer weiteren freien Kopplungskonstante im Modell. Der kleine Mischungs-

winkel erlaubt uns, die Näherung von η durch η8 zu machen und auf diese Weise den

Einfluss des η1 zu ignorieren.

Mit den jetzt festgelegten Konventionen kann man die SU(4)flavour Lagrange-Funktion

bestimmen. Hierzu koppeln wir zunächst die SU(4)-Darstellungen zu einem Singulett

und benutzen dann die SU(4) und SU(3) Clebsch-Gordan-Koeffizienten, um eine Dar-

stellung zu erhalten, die zwar noch immer SU(4)flavour-symmetrisch ist aber formal nur

noch die Isospinsymmetrie zeigt. In Gleichung B.7 ist dies für den Fall der Kopplung

von zwei D-Mesonen an das ρ explizit durchgeführt. Hierbei haben wir die folgenden

Abkürzungen verwendet: ν1 = (0, 1
2
, Iz1), ν2 = (0, 1, Iz2) und ν0 = (0, 0, 0). Die Nota-

tion ( : : : )SU(n) steht für den SU(n) Clebsch-Gordan-Koeffizienten und ( : : | : )SU(n)

für den SU(n− 1)-Singulett Faktor wie [152] in Anlehnung an die isoskalaren Fakto-

ren formuliert, was dem SU(n) : SU(n − 1) reduzierten Wigner-Koeffizienten in der

Sprache von [124] entspricht. Damit gilt die in Gleichung (B.7) ausgenutzte Identität

(B.6) per Defintion.





A B C

aα bβ cγ





SU(n)

=





A B

a b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C

c





SU(n)





a b c

α β γ





SU(n−1)

(B.6)

Die Zustände innerhalb der einzelnen SU(n)-Darstellungen (A,B,C) haben wir jeweils

durch ihre Zugehörigkeit zu einer bestimmten SU(n − 1)-Untergruppe (a,b,c) und
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ihre Quantenzahlen (α, β, γ) innerhalb dieser Untergruppe charakterisiert. Im Fall

der SU(3) haben wir die einzelnen Isospin-Untergruppen mit Hilfe des Tupels I, Y

identifiziert.

gDρDD~τ~ρD =
∑

Iz1Iz2Iz











gD





15 15 15D

3∗ν1 8ν2 3∗ν





SU(4)





15 15 1

3∗ν 3 − ν 1ν0





SU(4)

(B.7)

+gF





15 15 15F

3∗ν1 8ν2 3∗ν





SU(4)





15 15 1

3∗ν 3 − ν 1ν0





SU(4)











M3∗ν1M8ν2M3−ν

=
∑

Iz1Iz2Iz

gF





15 15 15F

3∗ 8 3∗





SU(4)





3∗ 8 3∗

ν1 ν2 ν





SU(3)




15 15 1

3∗ 3 1





SU(4)





3∗ 3 1

ν −ν ν0





SU(3)

M3∗ν1M8ν2M3−ν

=
∑

Iz1Iz2Iz

gF
1√
3
(− 1√

5
)





3∗ 8 3∗

ν1 ν2 ν





SU(3)





3∗ 3 1

ν −ν ν0





SU(3)

M3∗ν1M8ν2M3−ν

=
∑

Iz1Iz2Iz

−gF
1√
15





3∗ 8 3∗

1
2
0 10 1

2
0





SU(3)

〈

1

2
Iz11Iz2

∣

∣

∣

∣

1

2
Iz

〉





3∗ 3 1

1
2
0 1

2
0 00





SU(3)

〈

1

2
Iz

1

2
− Iz

∣

∣

∣

∣

00

〉

DIz1
ρIz2D−Iz

=
∑

Iz1Iz2Iz

−gF
1√
15

3

4

〈

1

2
Iz11Iz2

∣

∣

∣

∣

1

2
Iz

〉

√

2

3

〈

1

2
Iz

1

2
− Iz

∣

∣

∣

∣

00

〉

DIz1
ρIz2D−Iz

=
1

2

1√
60
gFD~τ~ρD =

1

2
gππρD~τ~ρD

mit ν = (Y, I, Iz) und − ν = (−Y, I,−Iz)

Damit verbleibt es, die letzten beiden Identitäten aus Gleichung (B.7) und das

Verschwinden der D-Kopplung zu erläutern. Die Annahme gD = 0 ist in [122] durch

die Betrachtung der G-Parität für die SU(3)-Lagrange-Funktion begründet. Sie ist

auch aus unserer Lagrange-Funktion (B.22) abzulesen, wenn man bedenkt, dass π

und ω negative G-Parität haben und mithin gππω8
= 0 gelten muss. Der Summand

(B.22.54) verrät nun gππω8
= 1

3
√

5
gD = 0. Obwohl es Hinweise für gD 6= 0 gibt, haben

wir diese Einschränkung nicht aufgeweicht. Ein Vergleich von (B.22.63) mit der Iso-

spinstruktur von Lππρ = gππρ(~π×∂µ~π) ·~ρµ erklärt nun die Identifikation 1√
60
gF = gρππ.

Der Zusammenhang zwischen den SU(2) Clebsch-Gordan-Koeffizienten und der

üblichen Darstellung der Lagrange-Funktion im Isospinraum (vorletzte Identität aus
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(B.7)) ist in Abschnitt B.2 angeführt und wird hier nicht erläutert.

B.2 Der Isospinanteil des Potentials

Die Struktur der Wechselwirkung im Isospinraum lässt sich auf verschiedene Arten

darstellen. In diesem Kapitel wollen wir dem Leser Formeln an die Hand geben,

um die Darstellung mittels Isospinvektoren und die Darstellung via Clebsch-Gordan-

Koeffizienten miteinander in Beziehung zu setzen. Ferner geben wir für Potentiale, in

denen der Impulsraumanteil vom Isospinanteil separiert, die Isospinfaktoren an. Die

hierzu verwendeten Vorschriften wurden ausführlich in [114, 159] beschrieben.

Zur Berechnung der Isospinfaktoren (F I
iso) definieren wir die folgenden Isospineigen-

funktionen:

χl, χ
†
l : ein- bzw. auslaufendes Teilchen mit Isospin 1

2
, l = ±1

2

χ̄†
l , χ̄l : ein- bzw. auslaufendes Antiteilchen mit Isospin 1

2
, l = ±1

2

φl, φ
∗
l : ein- bzw. auslaufendes Teilchen mit Isospin 1, l = 0,±1

Zu diesen Definitionen sei präzisiert, dass die Bezeichnung Teilchen bzw. Antiteilchen

sich abweichend vom allgemeinen Sprachgebrauch nur auf die Zugehörigkeit zu einer

bestimmten SU(2)-Darstellung bezieht. Damit sind in diesem Zusammenhang D0 und

D+, die genau wie K̄0 und K− eine 2̄ Darstellung der SU(2) bilden, als Antiteilchen

aufzufassen, während D− und D̄0 in unserem Sinn zu den Teilchen zählen. Wie diese

Konvention mit der expliziten Darstellung der Flavour-Lagrange-Funktion einhergeht,

kann man zum Beispiel im Vergleich der Clebsch-Gordan-Koeffizienten aus den Kopp-

lungen (B.22.45), (B.22.50), (B.22.61) und (B.22.64) ablesen. Mithilfe der am Ende

des Abschnitts angeführten Rechenregeln (B.9-B.14) und unter Beachtung etwaiger

Vorzeichen aus dem Impulsanteil kann man nun die Isospinfaktoren (B.8) berechnen

und zwischen den einzelnen Darstellungen umrechnen. In den Tabellen B.2 und B.3

sind die entsprechenden Werte für die in dieser Arbeit verwendeten Streupotentiale

aufgeführt.

F I
iso = ±〈IIz|Viso |IIz〉 (B.8)

= ±
∑

m1,m2m3,m4

〈IIz| I1m1I2m2〉 〈I1m1I2m2|Viso |I3m3I4m4〉 〈I3m3I4m4 |IIz〉

Bei der Berechnung von (B.8) ist es geschickt, die Invarianz unter Rotation im Iso-

spinraum zu nutzen und in der gestreckten Isospinbasis zu arbeiten. In dieser Basis



124 B.2 Der Isospinanteil des Potentials

nehmen die meisten Clebsch-Gordan-Koeffizienten den Wert Null an.

χ̄l = (−1)l+
1
2χ−l (B.9)

χ†
lχm = δl,m (B.10)

χ†
l τφmχn =

√
3

〈

1

2
n1m

∣

∣

∣

∣

1

2
l

〉

(B.11)

φ∗
l = (−1)lφ−l (B.12)

φlφm = (−1)lδl,−m (B.13)

φl × φm =
∑

n=0,±1

i
√

2 〈1l1m| 1n〉φn (B.14)

Prozess Matrixelement F I
iso

I=0 I=1 I=2

ρ –t −∑m[φm1
× φ∗

m3
]φm[φm2

× φ∗
m4

]φ∗
m −2 −1 1

f0–t φm1
φ∗
m3

φm2
φ∗
m4

1 1 1

f2–t φm1
φ∗
m3

φm2
φ∗
m4

1 1 1

ρ(0)–s
∑

m[φ∗
m3

× φ∗
m4

]φm[φm1
× φm2

]φ∗
m 0 2 0

f
(0)
0 –s φ∗

m3
φ∗
m4

φm1
φm2

3 0 0π
π
→

π
π

f
(0)
2 –s φ∗

m3
φ∗
m4

φm1
φm2

3 0 0

K∗–t −i∑m χ
†
m3
τφm1

χm χ†
mτφm2

χ̄m4

√
6 2 −

ρ(0)–s −∑m χ
†
m3
τφmχ̄m4

[φm1
× φm2

]φ∗
m 0 2 −

f
(0)
0 –s χ†

m3
χ̄m4

φm1
φm2

−
√

6 0 −

π
π
→

K
K̄

f
(0)
2 –s χ†

m3
χ̄m4

φm1
φm2

−
√

6 0 −

ρ –t −∑m χ
†
m3
τφmχm1

χ̄†
m2
τφ∗

mχ̄m4
−3 1 −

ω–t −χ†
m3
χm1

χ̄†
m2
χ̄m4

−1 −1 −
φ–t −χ†

m3
χm1

χ̄†
m2
χ̄m4

−1 −1 −
f0–t −χ†

m3
χm1

χ̄†
m2
χ̄m4

−1 −1 −

K
K̄

→
K
K̄

f2–t −χ†
m3
χm1

χ̄†
m2
χ̄m4

−1 −1 −
Tabelle B.2 wird auf der nächsten Seite fortgesetzt . . .
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Fortsetzung von Tabelle B.2 . . .

ρ(0)–s
∑

m χ
†
m3
τφmχ̄m4

χ̄†
m2
τφ∗

mχm1
0 2 −

f
(0)
0 –s χ†

m3
χ̄m4

χ̄†
m2
χm1

2 0 −

K
K̄

→
K
K̄

f
(0)
2 –s χ†

m3
χ̄m4

χ̄†
m2
χm1

2 0 −

π
η

K∗–t
∑

m χ
†
m3
τφm1

χm χ†
mχ̄m4

−
√

2 −

ρ
ρ

ρ–s −i∑m(φm1
× φm2

)φ∗
m χ†

m3
τφmχ̄m4

− 2 −

π–t
∑

m(φ∗
m3

× φ∗
m)φm1

(φ∗
m4

× φm)φm2
2 1 −1

a1–t
∑

m(φ∗
m3

× φm1
)φ∗

m (φ∗
m4

× φm2
)φm 2 1 −1

ω–t φm1
φ∗
m3

φm2
φ∗
m4

1 1 1

ρ
ρ
→

π
π

ρ–s
∑

m(φm1
× φm2

)φ∗
m (φ∗

m3
× φ∗

m4
)φm − 2 −

ρ–t
∑

m(φm1
× φ∗

m3
)φ∗

m (φm2
× φ∗

m4
)φm 2 1 −1

ρ
ρ
→
ρ
ρ

ρ–s
∑

m(φm1
× φm2

)φ∗
m (φ∗

m3
× φ∗

m4
)φm − 2 −

π–t
∑

m(φ∗
m × φm1

)φ∗
m3

(φm × φ∗
m4

)φm2
−2 −1 1

ρ
ρ
→
a
1
π

ρ–s
∑

m(φm1
× φm2

)φ∗
m (φ∗

m4
× φm)φ∗

m3
− 2 −

K∗–t
∑

m χ
†
m3
τφm1

χm χ†
mτφm2

χ̄m4
6 −2 −

a
1
π
→
K
K̄

ρ–s −i∑m(φm1
× φm2

)φ∗
m χ†

m3
τφmχ̄m4

− 2 −

ρ–u
∑

m(φm1
× φ∗

m3
)φ∗

m (φm2
× φ∗

m4
)φm 2 −1 −1

a
1
π
→
a
1
π

ρ–s
∑

m(φm1
× φm2

)φ∗
m (φ∗

m3
× φ∗

m4
)φm − 2 −

ρ–t
∑

m(φm1
× φ∗

m3
)φ∗

m (φm2
× φ∗

m4
)φm 2 1 −1

π
π
→
a
1
π

ρ–s
∑

m(φm1
× φm2

)φ∗
m (φ∗

m3
× φ∗

m4
)φm − 2 −

Tabelle B.2: Isospinmatrixelemente und -faktoren für die ππ-Streuung. Hierbei steht

πη abkürzend für πη → KK̄, sowie ρρ abkürzend für ρρ → KK̄. Zum Teil wurden

Faktoren i aus dem Impulsanteil in die Isospinfaktoren übernommen.
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Prozess Matrixelement F I
iso

I=0 I=1 ∆I=1

η
D

+ s

DsJ–s 1 − −

π
D

+ s

DsJ–s − − 1α2
πη

DsJ–s χm1
χ̄†
m2

√
2 − −

K∗–t −∑m χ
†
m3
τφm1

χm χ†
mχ̄m4

− − −
√

2απη

K∗–t −∑m χ
†
m3
χm χ†

mχ̄m4
−
√

2 − −
D∗–u −∑m χ̄m4

τφm1
χ̄†
m χ̄mχ

†
m3

− − −
√

2απη

K
D

→
η
D

+ s

D∗–u −∑m χ̄m4
χ̄†
m χ̄mχ

†
m3

−
√

2 − −

DsJ–s χm1
χ̄†
m2

− −
√

2απη

K∗–t −∑m χ
†
m3
χm χ†

mχ̄m4
δm10 − − −

√
2απη

K∗–t −∑m χ
†
m3
τφm1

χm χ†
mχ̄m4

− −
√

2 −
D∗–u −∑m χ̄m4

χ̄†
m χ̄mχ

†
m3

δm10 − − −
√

2απη

K
D

→
π
D

+ s

D∗–u −∑m χ̄m4
τφm1

χ̄†
m χ̄mχ

†
m3

− −
√

2 −

ρ–t −∑m χ
†
m3
τφmχm1

χ̄†
m2
τφ∗

mχ̄m4
−3 1 −

ω–t −χ†
m3
χm1

χ̄†
m2
χ̄m4

−1 −1 −
DsJ–s χ†

m3
χ̄m4

χ̄†
m2
χm1

2 − −

K
D

→
K
D

ρ0/ω–t −χ†
m3
τφ0χm1

χ̄†
m2
χ̄m4

− χ†
m3
χm1

χ̄†
m2
τφ∗

0χ̄m4
− − −2αρω

Tabelle B.3: Isospinmatrixelemente und -faktoren für die D+
s π-Streuung. Hierbei

steht in der ersten Spalte ηD+
s bzw. πD+

s stellvertretend für ηD+
s → ηD+

s bzw.

πD+
s → πD+

s . Die Annotationen αρω und απη stehen als Erinnerung an die Unter-

drückung dieser Prozesse durch die Isospinbrechung. Diese Unterdrückung entsteht

im Impulsanteil des Potentials und soll an dieser Stelle nur verdeutlichen, welcher

Prozess beschrieben wird.
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B.3 Umkopplung zwischen Isospin- und Teilchen-

basis

Die Isospinsymmetrie ist durch die Massendifferenz zwischen neutralen und geladenen

Mesonen sowie durch den Elektromagnetismus gebrochen. Um die Massendifferenz zu

berücksichtigen, wollen wir die Potentiale in der Teilchenbasis berechnen. Die Regeln

hierzu werden hier erläutert. Eine explizite Darstellung der Umformungsmatrizen, die

aus diesen Regeln resultieren, kann man zum Beispiel in [114] nachlesen. Um das

Potential in der Teilchenbasis zu berechnen, fügt man zunächst in Gleichung (B.15)

einen vollständigen Satz von Zuständen ein.

〈ab|V |cd〉 =
∑

I1,I2

I1
∑

I1z=−I1

I2
∑

I2z=−I2

〈ab|I1I1z〉 〈I1I1z|V |I2I2z〉 〈I2I2z|cd〉 (B.15)

Hierbei stehen a, b, c, d für die SU(2)-Quantenzahlen der jeweiligen Mesonen. Be-

trachtet man die physikalischen Eigenschaften des Potentials, so ist klar, dass man

in bestimmten Fällen nur einen wesentlich kleineren Teil der Basis zu transformieren

braucht. Zum einen erhält das Potential die Ladung, zum anderen ist es invariant

unter Rotation im Isospinraum. Somit hat V selbst im Isospin brechenden Fall genau

wie die in Gleichung (B.16) definierte Transformationsmatrix U eine blockdiagonale

Struktur.

Vteilchen = U tVisoU Viso = UVteilchenU
t (B.16)

Im Fall des ππ-Kanals mit Isospinprojektion Iz = 0 genügt es also, zum Beispiel die

folgenden Blöcke der Potentialmatrizen zu betrachten:

Vteilchen =











V +−
+− V +−

00 V +−
−+

V 00
+− V 00

00 V 00
−+

V −+
+− V −+

00 V −+
−+











Viso =











V 0→0 V 0→1 V 0→2

V 1→0 V 1→1 V 1→2

V 2→0 V 2→1 V 2→2











(B.17)

In unserem Ansatz ist das Potential zunächst Isospin erhaltend formuliert. Das heißt,

Viso ist diagonal. Erst nach der Umkopplung in die Teilchenbasis brechen wir die Iso-

spinsymmetrie durch die Verwendung der physikalischen Massen für geladene und

neutrale Teilchen. Bei der Rückkopplung in die Isospinbasis führen die Massenunter-

schiede dann zu einem Isospin brechenden Anteil i.e. nicht verschwindende Nebendia-

gonalelemente in (B.17), da sich die etwaigen Potentiale nicht mehr exakt wegheben.

Es sei noch auf zwei Stolpersteine hingewiesen, die bei der Berechnung der unitären

Transformationsmatrix U auftreten. Zum einen verwandelt die Transformation unter
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Umständen identische Teilchen in unterscheidbare Teilchen und umgekehrt, zum an-

deren ist es möglich, die Symmetriezusammenhänge zwischen unterschiedlichen Zwei-

teilchenzuständen zu nutzen, was dann jedoch zu einer Drehimpulsabhängigkeit der

Transformationsgleichungen führt. Ein Beispiel für die erste Anmerkung ist der Zu-

stand identischer Pionen |ππ〉 in der Isospinbasis, wenn er zu einem Zustand unter-

scheidbarer Pionen |π+π−〉 in der Teilchenbasis transformiert wird. Hier muss dann

das Potential mit einem Faktor
√

2 multipliziert werden, um die Normierung der

identischen Pionen im Isospinraum zu kompensieren. Für die inverse Transformation

ist dieser Sachverhalt durch einen Faktor 1/
√

2 zu berücksichtigen. Zur Erläuterung

des zweiten Hinweises sei auf die Symmetrierelation für die Vertauschung von zwei

Mesonen im Eingangszustand hingewiesen, die sich aus der Symmetrie der Legendre-

Polynome –Gleichung (B.18)– ergibt:

PJ(− cos θ) = (−1)JPJ(cos θ) (B.18)

Damit ergibt sich für das Potential

V
+−/00
−+ = (−1)JV

+−/00
+− V −+

+−/00 = (−1)JV +−
+−/00 , (B.19)

was zusammen mit der Symmetrie der Clebsch-Gordan-Koeffizienten dazu führt,

dass in einer Formulierung der Transformation, die konsequent die Symmetrie der

Meson-Meson Zustände ausnutzt, eine Drehimpulsabhängigkeit der Transformations-

gleichung auftritt. Als Beispiel hierfür wiederholen wir hier die expliziten Formeln für

die Transformation des Pion-Pion Potentials von der Teilchenbasis (mit durch Sym-

metrie eliminierten π−π+-Zuständen) in die Isospinbasis. (Diese und die expliziten

Formeln für weitere Meson-Meson Kanäle können in [114] nachgelesen werden.)

V 0→0 =
1

3
(2s+

J V
+−
+− +

√
8V +−

00 + V 00
00 )

V 1→1 =s−J V
+−
+−

V 2→2 =
1

3
( s+

J V
+−
+− −

√
8V +−

00 + V 00
00 )

V 0→1 =0

V 1→0 =0 (B.20)

V 2→0 =

√

2

9

(

s+
J V

+−
+− −

√

1

2
s+
J V

00
+− − V 00

00

)

V 0→2 =

√

2

9

(

s+
J V

+−
+− −

√

1

2
s+
J V

00
+− − V 00

00

)

V 2→1 = −
√

2

3
s−J V

+−
00
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V 2→1 = −
√

2

3
s−J V

+−
00

Hierbei definieren wir s±j als:

s+
J =

{

1 für J = gerade

0 für J = ungerade
s−J =

{

0 für J = gerade

1 für J = ungerade
(B.21)

B.4 Explizite Form der LSU(4)
Flavour-Funktion

Zur Veranschaulichung der in Abschnitt B.1 angeführten Erklärungen zum Flavour-
anteil der Lagrange-Funktion sei hier die Kopplung der drei SU(4)-16-pletts zu einem
SU(4)-Singulett explizit niedergeschrieben.

Lflavour = . . . (Auslassung von Kopplungen an das pseudoskalare SU(4)-Singulett) . . .
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Anhang C

Die Streugleichung

In diesem Anhang erläutern wir einige Eigenschaften der von uns verwendeten Streu-

gleichung. Als erstes beschreiben wir die Molekülbildung als allgemeine Eigenschaft

der in Abbildung C.1 grafisch dargestellten Bethe-Salpeter Gleichung. Danach er-

klären wir die hier verwendete dreidimensionale Reduktion der Streugleichung nach

Blankenbecler und Sugar, deren Regularisierung wir einen eigenen Abschnitt widmen,

indem wir auch auf die Vielblattstruktur der Streugleichung eingehen. Zum Schluss

betrachten wir noch kurz die Streugleichung im Falle eines seperablen Potentials,

um den Imaginärteil der Selbstenergie zu berechnen, den wir in Abschnitt 3.3.2 zur

Abschätzung der Zerfallsbreite benutzen.

C.1 Molekülbildung

In Abschnitt 3.3.2 haben wir schon mit Gleichung (3.26) demonstriert, dass sich die T -

Matrix an einer Polstelle zerlegen lässt. In diesem Kapitel wollen wir nun erläutern,

wie innerhalb der Bethe-Salpeter Gleichung dynamische Pole erzeugt werden und

wie wir deren Position und Vertexfunktion bestimmen. Die Bethe-Salbeter Gleichung

T = V +

g2

g1

V T

Abbildung C.1: Grafische Darstellung der Bethe-Salpeter Gleichung mit der Streuma-

trix T , dem Integralkern/Potential K und den Propagatoren gi
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Γ =

g2

g1

V Γ

Abbildung C.2: Grafische Darstellung der Eigenwertgleichung für Bindungszustände

(Abbildung C.1)

T (k, k′; s) = V (k, k′; s) +

∫

d4k′′V (k, k′′; s)G(k′′; s)T (k′′, k′; s) (C.1)

erzeugt die sogenannten Leiterdiagramme, die sich dann als Bornserie wie folgt lesen:

T (k, k′) = V (k, k′) +

∫

d4k′′V (k, k′′)G(k′′)V (k′′, k′)

+

∫

d4k′′V (k, k′′)G(k′′; s)

∫

d4k′′′V (k′′, k′′′)G(k′′′)V (k′′′, k′) (C.2)

+

(
∫

d4qV (s)G(s)

)

V (s)

Diese Serie konvergiert nur für genügend schwache Potentiale. Formuliert man die

Integrale als diskrete Summe, so erhält man eine Potenzreihe, die man formal “ana-

lytisch” fortsetzen kann.

T = V
∞
∑

n=0

(GV)n = V (1 − GV)−1 (C.3)

Aus dieser Gleichung liest man nun ab, dass die Existenz eines Eigenvektors von

GV mit dem Eigenwert eins zu der Existenz eines dynamischen Pols äquivalent ist.

Damit können wir die Eigenwertintegralgleichung (3.27) (bzw. Abbildung C.2) für den

gebundenen Zustand formulieren. Zur nummerischen Bestimmung der Polpositionen

formuliert man diese um:

det [1 − VG] (s) = 0 (C.4)

Bei der Diskretisierung des Integraloperators sind etwaige Polstellen, welche die Defor-

mation der Integration beeinflussen, zu berücksichtigen, was zu einer Vielblattstruktur

der s-Ebene führt. Diese Besonderheit werden wir nach der dreidimensionalen Reduk-

tion der Bethe-Salpeter Gleichung diskutieren. Das Residuum Ri an der Polstelle Pi
ist durch das Schleifenintegral in der s-Ebene um die Polstelle (C.5) definiert.

Ri =
1

2πi

∮

Pi

Tab→cd(s)ds (C.5)
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C.2 Dreidimensionale Reduktion

Wollen wir die Systemmatrix (1−VG) direkt aus der Bethe-Salpeter Gleichung ablei-

ten, so müssen wir ein vierdimensionales Integral diskretisieren, was selbst bei niedri-

ger Stützstellenzahl kaum handhabbar ist. Daher werden wir den räumlichen Anteil

der Integration mit Hilfe der Partialwellenzerlegung in Anhang D auf ein eindimen-

sionales Integral reduzieren. Hier wollen wir mit der Blankenbeclar-Sugar(BbS) Re-

duktion [39] eine Möglichkeit vorstellen, um die Bethe-Salpeter Gleichung auf eine

dreidimensionale Integralgleichung zu reduzieren, die im Rahmen des Jülicher Mo-

dells angewendet wird. Für eine Beschreibung der ebenfalls im Rahmen des Jüli-

cher Modells verwendeten zeitgeordneten Störungstheorie (TOPT) sei auf [122] ver-

wiesen. Die TOPT mit ihrer inhärenten dreidimensionalen Struktur, die durch die

Energieverletzung an den einzelnen Vertices –der vollständige Prozess ist natürlich

energieerhaltend– erkauft wird, definiert, anders als die im Rahmen dieser Arbeit ver-

wendete BbS Reduktion, die jeweiligen Zwischenzustände auf ihrer Massenschale. Bei

der BbS-Reduktion wählt man im Rahmen der Bethe-Salpeter Gleichung eine Nähe-

rung für den Propagator G, die es erlaubt die Integration der Energiekomponente ex-

plizit auszuführen. Bei dieser Wahl kann man der Näherung des Propagators beliebige

Funktionen hinzufügen, die entlang des positiven Verzweigungsschnittes von s nicht

singulär sind. Die Wahl von Blankenbecler und Sugar für den Zwei-Teilchen Propaga-

tor fußt auf der expliziten Berücksichtigung der Unitaritätsrelation SS† = S†S = 1.

Ausgehend von der Bethe-Salpeter Gleichung (Abbildung C.1)

T (k′, k) = K(k′, k) +

∫

d4k′′ T (k′, k′′)G(k′′)K(k′′, k)

stellt man für den Fall eines reell symmetrischen Potentials fest, dass für die Diskon-

tinuität am Zweiteilchenschnitt (C.6), (C.7) gilt: [114], [1]

Tij(s
+) − Tij(s

−) =
∑

l

∫

d4k Til(s
+)
[

G̃l(s
+) − G̃l(s

−)
]

Tlj(s
−) (C.6)

= i
∑

l

∫

d4kTil(s
+)

[

2
∏

n=1

2πδ+(k2
n −m2

n)

]

Tlj(s
−) (C.7)

Hierbei ist δ+(k2 −m2) = δ(k2 −m2)θ(k0), s+ = s+ iε und s− = s+∗
. Ferner bezeich-

nen k1,2 die Viererimpulse und m1,2 die Massen der Teilchen im Zwischenzustand. Die

zusätzliche Matrixstruktur erhält die Gleichung durch die Verwendung von Kanalin-

dizes i, j, l zur Beschreibung der gekoppelten Kanäle ππ und KK̄. Die letzte Identität

obiger Gleichung geht aus der Unitaritätsrelation der S-Matrix hervor, wenn man die

Definitionsgleichung der S-Matrix

Sij = δij + (2π)4iδ4(Pf − Pi)Tij
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und die Zweiteilchenphasenraumdichte benutzt,

d(2)ρ = (2π)4δ4(Pj − k1 − k2) d
4k1d

4k2 4π2δ+(k2
1 −m2

1)δ
+(k2

2 −m2
2) .

Aus dem Vergleich von C.6 und C.7 leitet man mithilfe einer Dispersionsrelation

folgenden Propagator ab:

G̃l(s) =
1

2πi

∫ ∞

m1+m2

ds′
1

s′ − s

i

(2π)2
δ+(k2

1 −m2
1)δ

+(k2
2 −m2

2) (C.8)

= δ(k0 − 1

2
ω1 +

1

2
ω2)

ω1 + ω2

(2π)32ω1ω2

1

(ω1 + ω2)2 − s
(C.9)

In letzterer Formel steht ω1/2 für
√

k2 +m2
1/2 und k für den Relativimpuls

∣

∣

∣

1
2
(~k1 − ~k2)

∣

∣

∣

der beiden Teilchen. Integriert man nun die Energiekomponente aus, so erhält man

die Blankenbecler-Sugar Streugleichung:

Tij(~k′, ~k;E) =Vij(~k′, ~k;E) +
∑

l

∫

d3k′′Vil(~k′, ~k′′;E)Gl( ~k′′;E)Tlj( ~k′′, ~k;E) (C.10)

Gl(~k;E) =
ω1(k) + ω2(k)

(2π)32ω1(k)ω2(k)

1

E2 − (ω1(k) + ω2(k))2
(C.11)

Da sowohl einlaufende als auch auslaufende Teilchen auf ihrer Massenschale liegen

müssen, besteht für die Teilchen im Anfangs- bzw. Endzustand zwischen Energie E

und Relativimpuls ~k, ~k′ der Teilchen folgende Beziehung:

E =
√

k2 +m2
1 +

√

k2 +m2
2

Nach Invertierung dieser Beziehung erhält man die folgende Formel für den On-Shell-

Impuls:

k0 =

√

(E2 − (m1 +m2)2)(E2 − (m1 −m2)2)

4E2

Es ist diese Wurzel, in der die in Abschnitt C.3.1 beschriebene Vielblattstruktur der

T -Matrix ihren Ursprung hat.

C.3 Diskretisierung der Integralgleichung

Bei der Lösung der Blankenbecler-Sugar Gleichung (D.9) ist zu beachten, dass der

Zweiteilchenpropagator eine Singularität auf der reellen Impulsachse k besitzt. Um

hiermit verbundene nummerische Probleme zu vermeiden, sind zwei Verfahren üblich.

Zum einen kann man die Integrationskontur deformieren, um die Pole zu vermeiden,



136 C.3 Diskretisierung der Integralgleichung

zum anderen kann man den singulären Anteil des Propagators subtrahieren und diesen

Anteil dann analytisch integrieren. Hierzu verwendet man die Hauptwertbeziehung

(C.12).

1

x± iε
= P

(

1

x

)

∓ iπδ(x) (C.12)

Im Folgenden beschreiben wir beide Verfahren, wobei wir im Rahmen der Kontur-

deformation auf die Vielblattstruktur eingehen werden. Wollte man diesen Einfluss

auch im Rahmen des Haftel-Tabakin Verfahren berücksichtigen, so müsste man die

Verzweigungsschnitte der natürlichen Logarithmen beachten und auf die Verwendung

der nicht analytischen Betragsfunktion verzichten. Da wir die Haftel-Tabakin Regu-

larisierung nur auf der reelen Achse verwenden, ignorieren wir diese Komplikationen

und folgen in unserer Darstellung den Rechungen in [156].

C.3.1 Die Konturdeformation

In unserer Erläuterung zu der Konturdeformation betrachten wir nur die dreidimen-

sionale Reduktion (C.10) der Streugleichung. Eine ausführliche Beschreibung des Zu-

sammenhangs zwischen den Polen der Bethe-Salpeter Gleichung und den Polen einer

Auswahl ihrer dreidimensionalen Reduktionen findet man in [118]. Bei unserer Be-

schreibung der Rotation in der komplexen s-Ebene (Abbildung C.3) betrachten wir

nur die Singularitäten aus dem Meson-Meson Propagator. Bei der Wahl der deformier-

ten Integrationskontur müssen wir jedoch gleichermaßen auf die Polstellen im Poten-

tial achten. Diese liegen zum Beispiel auf der imaginären Achse. Um einen möglichst

großen Abstand zu den Singularitäten zu haben, deformieren wir die Integrationskon-

tur gemäß q → e±iα mit | tanα| = 0.3, was empirisch dem Wert für α entspricht, an

dem sich die Integration am stabilsten verhält. Die Relevanz des Vorzeichens für α

wollen wir anhand der Polbewegung bei Rotation in der komplexen s-Ebene erläutern,

wie sie z.B. in [148] dargestellt ist (ein seperables Potential wird vorausgesetzt). Die

Polbewegung haben wir in Abbildung C.3 für den Fall zweier masseloser Mesonen

dargestellt. Die am Rand in Rot dargestellte Bewegung soll nur den Stand der Ro-

tation von s verdeutlichen und findet verglichen mit den anderen Elementen der Ab-

bildung in einer anderen komplexen Ebene statt. Zunächst wollen wir uns anhand

von Gleichung (C.11) vergegenwärtigen, welche Integrationskontur für ein s auf dem

Top-Blatt zu wählen ist. Der physikalische Fall entspricht einer Energie E mit infini-

tesimalem positivem Imaginärteil +iε. Damit liest man aus (C.2) ab, dass der Pol k0

im physikalischen Fall in der oberen Hälfte der k-Ebene liegt. Also ist es möglich, die

Integrationskontur C von der reellen Achse weg in die untere Halbebene zu rotieren

ohne einen Pol einzufangen (Abb. C.3.a) ). Erreicht man nun bei der Rotation von s
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Abbildung C.3: Darstellung der Rotation in der komplexen s-Ebene unter Berück-

sichtigung des Einfangens der Singularitäten des Meson-Meson Propagators, die eine

Zweiblattstruktur pro offenem Kanal bedingt. Die grüne Integrationskontur liegt wie

die Pole des Propagators in der komplexen k-Ebene. Die Rotationsbewegung von s

verläuft zunächst in a) und b) auf dem physikalischen (Top) Blatt und wechselt dann

beim Übergang von b) nach c) auf das unphysiklische (Bottom) Blatt, von dem sie

nach Durchlaufen von d) wieder in e) auf das physikalische Blatt wechselt. C repräsen-

tiert die jeweilige Wahl der Integrationskontur.
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die untere Halbebene, so kommt der Pol −k in den Bereich der Integrationskontur aus

Abb. C.3.a). Es ist aber möglich, dem Pol –wie in Abb. C.3.b) gezeigt– auszuweichen,

ohne dass man den Integrationspfad verbiegt. Mit dem Übergang zu Abb. C.3.c) hat

man nun den Verzweigungschnitt gequert und befindet sich auf dem unphysikalischen

Blatt. Will man wieder die Integrationskontur in der unteren Halbebene wählen, so

bleibt der Pfad bei der Deformation an der Polstelle bei −k hängen und wir müssen das

Residuum an dieser Stelle berücksichtigen. Dieses Residuum bedingt den Zusatzterm

(C.13) in der Berechnung des Impulsintegrals auf dem unphysikalischen Blatt. Bei

weiterer Rotation müssen wir zunächst wieder nur dem Pol in der unteren Halbebe-

ne ausweichen (Abb. C.3.d) ). Kreuzen wir beim Übergang von Abb. C.3.d) zu Abb.

C.3.e) erneut den Verzweigungsschnitt, so schließt unser deformierter Integrationsweg

auch noch den Pol bei k ein. Mit V (k, k) = V (−k,−k) stellt man fest, dass sich die

beiden Residuen wegheben und man sich in einer Situation äquivalent zu Abb. C.3.a)

befindet. So ergibt sich, wie man schon aus der Wurzel in Gleichung (C.2) vermuten

konnte, eine 2n-Blattstruktur für die T -Matrix bei n gekoppelten Kanälen, wobei der

Verzweigungsschnitt in einem Meson-Meson Kanal mit den Massen m1 und m2 bei

s = (m1 +m2)
2 beginnt. Für eine ausführliche Beschreibung dieser Struktur verweisen

wir auf [114]. Wir führen an dieser Stelle lediglich die Auswirkung der Blattstruktur

auf das Integral in (D.9) bzw. (C.10) an [148]:
∫

dqq2V J(k′, q; s)GBbS(q; s)T J(q, k; s) =

∫

C̃

V J(k′, q; s)GBbS(q; s)T J(q, k; s)

+







2π k0
4(2π)3

√
s
V J(k′,−k0; s)T

J(−k0, k; s) unphysikal. Blatt

0 physikal. Blatt
(C.13)

Hierbei bezeichnet C̃ die in Abbildung C.3 gezeigten Integrationspfade ohne die durch

die Pole bedingten “Umwege”.

C.3.2 Das Haftel-Tabakin Verfahren

In Anlehnung an den Bericht [134], in dem die Haftel-Tabakin Regularisierung auf

den Zweiteilchenpropagator der TOPT ohne die Betrachtung eines globalen Ab-

schneideparameters angewendet wird, beschreiben wir hier die Regularisierung des

Blankenbecler-Sugar Propagators unter Beachtung eines globalen Cutoffs Λ. Das zu

regularisierende Integral der Streugleichung (D.9) lautet:

I =

∫ Λ

0

k′′
2
dk′′V J

il (k
′, k′′;E)Gl(k

′′;E)T Jlj (k
′′, k;E)

=

∫ Λ

0

V J
il (k

′, k′′;E)
ω1(k

′′) + ω2(k
′′)

(2π)32ω1(k′′)ω2(k′′)

k′′2dk′′

E2 − (ω1(k′′) + ω2(k′′))2
T Jlj (k

′′, k;E)
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Nach der Variablensubstitution ω = ω1 + ω2;
dω
dk′′

= k′′ω
ω1ω2

erhält man:

I =

∫ ω(Λ)

m1+m2

k′′dω

(2π)32

1

E2 − ω2
V J
il (k

′, k′′;E)T Jlj(k
′′, k;E)

=

∫ ω(Λ)

m1+m2

f(k′′)dω

ω(E − ω)

Hierbei haben wir zwar durch das Einführen von

f(k′′) =
k′′ω

(2π)32(E + ω)
V J
il (k

′, k′′;E)T Jlj(k
′′, k;E)

eine willkürliche Singularität bei ω = 0 eingeführt, die jedoch außerhalb des Integra-

tionsweges liegt. Wir benutzen –wie oben angedeutet– die Hauptwertbeziehung und

erhalten:

I =

∫ ω(Λ)

m1+m2

f(k′′) − f(k′′on)

ω(E − ω)
dω +

∫ ω(Λ)

m1+m2

f(k′′on)

ω(E − ω)
dω

−iπ
∫ ω(Λ)

m1+m2

f(k′′)

ω(k′′)
δ(E − ω)dω

=

∫ ω(Λ)

m1+m2

f(k′′) − f(k′′on)

ω(E − ω)
dω +

f(k′′on)

E
ln

∣

∣

∣

∣

∣

E
m1+m2

− 1
E

ω(Λ)
− 1

∣

∣

∣

∣

∣

+







−iπ f(k′′on)
ω(k′′on)

für E < Λ

0 für E > Λ

Nach der Resubstitution ergibt sich:

I =

∫ Λ

0

k′′2dk′′ω

(2π)32ω1ω2(E2 − ω2)
V J
il (k

′, k′′;E)T Jlj(k
′′, k;E)

−
∫ Λ

0

k′′onk
′′ωondk

′′

(2π)32ω1ω2(E + ωon)(E − ω)
V J
il (k

′, k′′on;E)T Jlj (k
′′
on, k;E)

+
f(k′′on)

E
ln

∣

∣

∣

∣

∣

E
m1+m2

− 1
E

ω(Λ)
− 1

∣

∣

∣

∣

∣

+







−iπ f(k′′on)
ω(k′′on)

für E < Λ

0 für E > Λ
(C.14)

Diskretisiert man nun die Integrale mit Hilfe der Stützstellen und Gewichte ki..N ,

dki..N und setzt ferner kN+1 = kon, so kann man das Integral in der Gestalt C.15

darstellen:

I =

N+1
∑

b=1

gbV
J
il (k

′
a, k

′′
b ;E)T Jlj (k

′′
b , kc;E) . (C.15)
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Hierbei definiert man die Gewichte gb wie folgt:

gb=1..N =
k′′bωbdk

′′
b

(2π)32ωb1ω
b
2(E

2 − ω2
b )

,

gN+1 = −
∑

b

k′′onk
′′
bωondk

′′
b

(2π)32ωb1ω
b
2(E + ωon)(E − ωb)

+
k′′onωon

(2π)32(E + ωon)E



ln

∣

∣

∣

∣

∣

E
m1+m2

− 1
E

ω(Λ)
− 1

∣

∣

∣

∣

∣

+







−iπ : E < Λ

0 : E > Λ



 .

Damit erhält die Streugleichung die Matrixstruktur (C.16) und wir können die Be-

trachtungen aus Abschnitt C.1 anwenden. (Die Stützstellen erhalten neben dem Zähl-

index auch noch einen weiteren Index für den verwendeten Kanal, da man im Prinzip

unterschiedliche Stützstellen in den verschiedenen Kanälen benutzen kann.)

T Jij(k
′
a,i, kc,j;E) = V J

ij (k
′
a,i, kc,j;E) +

∑

l

N+1
∑

b=1

gb,lV
J
il (k

′
a,i, k

′′
b,l;E)T Jlj(k

′′
b,l, kc,j;E) (C.16)

Abschließend wollen wir anmerken, dass bei beiden Verfahren Vorsicht geboten ist,

wenn effektive Reichweitenparameter extrahiert werden. Bei der gewählten Kontur-

deformation sind Berechnungen nahe der Schwelle problematisch, da die Integrati-

onskontur dort noch nicht weit von der reellen Achse entfernt ist und somit in der

Nähe des Pol des Meson-Meson Propagators verläuft. Das Haftel-Tabakin Verfahren

hingegen ist zumindest im Prinzip dazu geeignet, um Berechnungen nahe der Schwelle

durchzuführen. Die regularisierte Funktion hat jedoch offensichtlich eine Nullstelle am

Pol und das nummerische Integral wird somit instabil, wenn keine Stützstelle unter-

halb der Polstelle liegt. Der Funktionswert von oberhalb der Polstelle wird in diesem

Fall als Abschätzung für die Funktionswerte an der Schwelle missbraucht.

C.4 Seperable Potentiale (Lee Modell)

Hier wollen wir den in Kapitel 3 beschriebenen Zusammenhang zwischen der Zer-

fallsbreite eines Teilchens und dem Imaginärteil seiner Selbstenergie herleiten. Dabei

folgen wir den Ideen des Lee-Modells [115,120] und machen die Annahme eines sepa-

rablen Potentials (C.17).

V J(k′, k) = fJ(k′)
1

s−M2
0

(fJ(k))† (C.17)
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Damit lässt sich die Partialwellen zerlegte Streugleichung als Fredholmsche Integral-

gleichung 2. Art formulieren:

T J(k′, k) = fJ(k′)
1

s−M2
0

(fJ(k))† +

∫

dqq2fJ(k′)
1

s−M2
0

(fJ(q))†G(q)T J(q, k)

(C.18)

Hierbei impliziert das Integral gleichzeitig eine Summe über angekoppelte Meson-

Meson Kanäle und etwaige diskrete Quantenzahlen z.B. die Helizität. Die Lösung

dieser Gleichung lautet:

T J(k′, k) =fJ(k′)
1

s−M2
0

(fJ(k))† +
∞
∑

n=0

(
∫

dqq2fJ(q)
1

s−M2
0

(fJ(q))†G(q)

)n

(C.19)

=
fJ(k′)(fJ(k))†

s−M2
0 −

∫

dqq2fJ(q)(fJ(q))†G(q)
(C.20)

Daraus lesen wir die Selbstenergie ab:

Σ(s) =

∫

dqq2fJ(q)(fJ(q))†G(q) (C.21)

Benutzen wir nun das s-Kanal-Potential des Vektormesonaustausches im

Pseudoskalar-Pseudoskalar Kanal

V J=1
V (k′, k) = (2π)2 16

3

g2
PPV

4π
nFiso

kk′

s−M2
0

(C.22)

um fJ=1
q zu bestimmen und setzen wir dann den Blankenbecler-Sugar Propagator für

G(q) ein, so erhalten wir Gleichung (C.23) als expliziten Ausdruck für die Selbstener-

gie.

Σ =

∫

dqq2 ω1 + ω2

(2π)32ω1ω2

1

s− (ω1 + ω2)2
(2π)2 16

3

g2

4π
q2nFiso (C.23)

Hierbei stehen n und Fiso für den Normierungsfaktor aus dem Meson-Meson Kanal

und für den Isospinfaktor. Unter Zuhilfenahme von Gleichung (C.14) identifiziert man

den Imaginärteil von Σ als:

=Σ(M2
R) = −g

2
PPV

4π

2

3

K3
0(M

2
R)

MR
Fiso (C.24)

Hierbei bezeichnet MR den Realteil der renormalisierten Masse der betrachteten Re-

sonanz. Mithilfe von Γ = −=Σ(M 2
R)/MR erhalten wir die Beziehung (C.25) für die

Zerfallsbreite eines Vektormesons in zwei pseudoskalare Mesonen.

Γ =
g2
PPV

4π

2

3

K3
0 (M2

R)

M2
R

Fiso (C.25)



Anhang D

Partialwellenzerlegung

D.1 Definitionen

In unserer Definition für die Partialwellenzerlegung des Potentials V und der Streu-

matrix T halten wir uns an die Konvention des Jülicher Modells für die Pion-Nukleon

Streuung [115].

〈

λ3λ4
~k′|V J |λ1λ2

~k
〉

=

∫

dΩ~k′~kD
J
λλ′(Ω~k′~k, 0)

〈

λ3λ4
~k′|V |λ1λ2

~k
〉

(D.1)

Hierbei beschreiben die λi die Helizitäten der ein- und auslaufenden Teilchen, wel-

che die relativen Impulse ~k und ~k′ tragen. Die Rotationsmatrizen DJ
λλ′(Ω~k′~k, 0)

sind in ihrer Abhängigkeit von dem Raumwinkel Ω~k′~k zwischen den Relativim-

pulsen der ein- bzw. auslaufenden Teilchen über den Rotationsoperator DJ =

exp(−iαJz) exp(−iβJy) exp(−iγJz) wie folgt definiert:

DJ
λλ′(α, β, γ) =

〈

Jλ′|DJ(α, β, γ)|Jλ
〉

= e−iαλ
′

dJλλ′(β)e−iγλ (D.2)

In dieser Definition steht dJλλ′(β) mit λ = λ1 − λ2, λ
′ = λ3 − λ4 für die reduzierte

Rotationsmatrix, die zum Beispiel in [40] definiert ist. Die Winkel α, β und γ sind die

Eulerwinkel, die den Koordinatensystemwechsel durch Rotation beschreiben. In unse-

rem Fall benötigen wir nur eine Rotation, die einen Vektor in einen anderen überführt.

Wir können daher einen Euler-Winkel fest wählen (γ = 0). In den Gleichungen (D.3)–

(D.6) zitieren wir aus [40] noch einige Relationen zwischen den DJ
λλ′ und definieren



143

die Abkürzung D̄J
λλ′ :

DJ
λλ′(Ω~k~k′, 0) =

(

DJ
λ′λ(Ω~k′~k, 0)

)∗
= D̄J

λ′λ(Ω~k′~k, 0) (D.3)

DJ
λλ′(Ω2Ω1, 0) =

∑

γ

DJ
λγ(Ω1, 0)DJ

γλ′(Ω2, 0) (D.4)

∫

dΩD̄J
λλ′(Ω, 0)DI

γγ′(Ω, 0) =
4π

2J + 1
δJIδλγδλ′γ′ (D.5)

∫

dΩ~q~kD̄
J ′

γλ′(Ω~k′~q, 0)D̄J
λγ(Ω~q~k, 0) =

4π

2J + 1
D̄J
λλ′(Ω~k′~k, 0)δJ ′J (D.6)

Hier ist Gleichung (D.6) redundant, denn sie folgt aus den anderen drei Gleichungen.

Da die DJ
λλ′ einen vollständigen Satz von Funktionen bilden, können wir nun auch die

Umkehrung zu (D.1) formulieren.

〈

λ3λ4
~k′|T |λ1λ2

~k
〉

=
1

4π

∑

J

(2J + 1)D̄J
λλ′(Ω~k′~k, 0)

〈

λ3λ4k
′|T J |λ1λ2k

〉

(D.7)

Die Streugleichung (hier in einer dreidimensionalen Reduktion) lässt sich mithilfe der

Partialwellenamplituden als (D.8) formulieren und dann auf eine beliebige Partialwelle

projezieren (D.9).

〈

λ3λ4
~k′|T |λ1λ2

~k
〉

=
1

4π

∑

J

(2J + 1)D̄J
λλ′(Ω~k′~k, 0)

〈

λ3λ4k
′|T J |λ1λ2k

〉

=
1

4π

∑

J

(2J + 1)D̄J
λλ′(Ω~k′~k, 0)

〈

λ3λ4k
′|V J |λ1λ2k

〉

+
1

(4π)2

∑

γ1γ2

∑

JJ ′

(2J + 1)(2J ′ + 1)

∫

dqq2

∫

dΩ~q~kD̄
J
γλ′(Ω~k′~q, 0)D̄J

λγ(Ω~q~k, 0)

〈

λ3λ4k
′|V J |γ1γ2q

〉

G(q)
〈

γ1γ2q|T J
′|λ1λ2k

〉

=
〈

λ3λ4
~k′|V |λ1λ2

~k
〉

+
∑

γ1γ2

∫

d3q
〈

λ3λ4
~k′|V |γ1γ2~q

〉

G(~q)
〈

γ1γ2~q|T |λ1λ2
~k
〉

(D.8)

〈

λ3λ4k
′|T J |λ1λ2k

〉

=
〈

λ3λ4k
′|V J |λ1λ2k

〉

+
∑

γ1γ2

∫

dqq2
〈

λ3λ4k
′|V J |γ1γ2q

〉

G(q)
〈

γ1γ2q|T J |λ1λ2k
〉

(D.9)

D.2 Auswahlregeln in Helizitäts- und JLS-Basis

Da wir die Streugleichung in Abschnitt D.1 in der Helizitäts-Basis beschrieben haben,

aber die ρρ-Streuung in der experimentell üblichen JLS-Basis angeben wollen, seien



144 D.2 Auswahlregeln in Helizitäts- und JLS-Basis

hier die Transformationsformeln angeführt. In dieser Basis werden die Zustände durch

den Bahndrehimpuls L und den Gesamtspin S zusammen mit dem Gesamtdrehimpuls

J und dem Relativimpuls k beschrieben. Das Einfügen eines vollständigen Systems

von JLS-Zuständen, deren L und S mit dem Gesamtimpuls vereinbar ist, ergibt:

|JMλ1λ2〉 =
∑

LS

|JMLS〉 〈JMLS|JMλ1λ2〉 (D.10)

Hierbei lassen sich die Transformationsmatrixelemente durch die Clebsch-Gordan-

Koeffizienten ausdrücken [97]:

〈JMLS|JMλ1λ2〉 =

√

2L+ 1

2J + 1
〈L0Sλ|Jλ〉 〈S1λ1S2 − λ2|Sλ〉 (D.11)

Hiermit folgt die Streugleichung in der JLS-Basis:

〈

L′S ′k′|T J |LSk
〉

=
〈

L′S ′k′|V J |LSk
〉

+
∑

L′′S′′

∫

dqq2
〈

L′S ′k′|V J |L′′S ′′q
〉

G(q)
〈

L′′S ′′q|T J |LSk
〉

(D.12)

Bevor wir uns die Auswahlregeln für die Parität ansehen, sei noch angemerkt, dass

die Paritätsinvarianz via

〈

−λ3,−λ4|V J | − λ1,−λ2

〉

=
η3η4

η1η2
(−1)S3+S4−S1−S2

〈

λ3λ4|V J |λ1λ2

〉

(D.13)

die Anzahl der unabhängigen Helizitäts-Zustände reduziert [97]. Hierbei bezeichnen

die Si die Spins der beteiligten Teilchen i und die ηi deren innere Parität. Die Parität

der Meson-Meson Zustände ist in der JLS-Basis durch (D.14) bestimmt.

ηges = η1η2(−1)L (D.14)

Damit ist klar, dass die Differenz der Bahndrehimpulse ∆L = L − L′ für Anfangs-

und Endzustände gleicher intrinsischer Parität η = η1η2 gerade sein muss und für

unterschiedliche Paritäten im Anfangs- und Endzustand ungerade sein muss, damit

das Potential nicht verschwindet. Betrachtet man auch Zustände zweier identischer

Mesonen, so reduziert sich die Wechselwirkung noch weiter, da Zustände zweier iden-

tischer Bosonen mit L+ S + I = ungerade nicht existieren. All dies bedeutet im Fall

des von uns untersuchten ρρ-Sytems, dass für beliebiges J und I die in Tabelle D.1

mit Null gekennzeichneten Übergänge verschwinden.
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ρρ
→
ρρ

|J
−

2,
2〉

|J
−

1,
1〉

|J
−

1,
2〉

|J
,0
〉

|J
,1
〉

|J
,2
〉

|J
+

1,
1〉

|J
+

1,
2〉

|J
+

2,
2〉

|J − 2, 2〉 0 0 0 0 0

|J − 1, 1〉 0 0 0 0 0 0 0

|J − 1, 2〉 0 0 0 0 0 0 0

|J, 0〉 0 0 0 0 0

|J, 1〉 0 0 0 0 0 0 0 0

|J, 2〉 0 0 0 0 0

|J + 1, 1〉 0 0 0 0 0 0 0

|J + 1, 2〉 0 0 0 0 0 0 0

|J + 2, 2〉 0 0 0 0 0

Tabelle D.1: Explizite Darstellung der Auswahlregeln für die ρρ-Streuung. Die Nul-

len kennzeichnen die Potentialteile, die generell verschwinden. Für festgelegten Iso-

spin und Drehimpuls können weitere Übergänge verboten sein. Die Kets bezeichnen

Zustände |LS〉.



Anhang E

Dalitz-Diagramme und ihre

Projektionen

In der Analyse von Streuprozessen AB → 123 mit drei Teilchen im Endzustand hat

sich die Darstellung als Dalitz-Diagramm etabliert, da sie den Phasenraum flach dar-

stellt. In Experimenten mit wenigen Ereignissen in der Analyse ist es jedoch nicht

möglich, diesen zweifach differentiellen Wirkungsquerschnitt zu bestimmen. Daher

werden in solchen Fällen oft die Projektionen des Dalitz-Diagramms auf seine Ach-

sen und die Winkelverteilungen zwischen den einzelnen Teilchenimpulsen betrachtet,

um eine hinreichend große statistische Grundgesamtheit zu haben. Hier sollen da-

her die Formeln zur Berechnung der entsprechenden Observablen angegeben werden.

In der Darstellung folgen wir dabei weitestgehend [64, 86, 158]. Ausgehend von dem

Übergangsmatrixelement M(pA, pB, p1, p2, p3) = 〈1, 2, 3|M|A,B〉 definiert man den

differentiellen Wirkungsquerschnitt durch:

dσ = (2π)4δ4

(

−pA − pB +

3
∑

i=1

pi

)

B
|~jin|

3
∏

i=1

d3pi
(2π)32Epi

|M|2 (E.1)

In dieser Formel steht B = 1/n! für den Bose-Symmetriefaktor, der die Normierung

für n identische Teilchen im Ausgangszustand herstellt. |~jin| steht für den einlaufen-

den Teilchenfluss, Ei für die Energie der Teilchen auf ihrer Massenschale und pi für

den Impuls des im Subskript bezeichneten Teilchens. Das überstrichene Übergangs-

matrixelement steht für die Mittelung über die möglichen Spinkombinationen der ein-

laufenden Teilchen und die Summe über die möglichen Spinzustände der auslaufenden

Teilchen (Gleichung (E.2)).

|M|2 =
1

(2sA + 1)

1

(2sB + 1)

sA
∑

sz
A=−sA

sB
∑

sz
B=−sB

s1
∑

sz
1=−s1

s2
∑

sz
2=−s2

s3
∑

sz
3=−s3

|M|2 (E.2)
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z

x

y
~p3 ~p1

~p2

~pB

~pA

θ1

φ1

Abbildung E.1: Festlegung der Winkel φ1 und θ1. Das Koordinatensystem ist im

Schwerpunktsystem der auslaufenden Teilchen 1 und 2 definiert mit der z-Achse in

Strahlrichtung und dem Impuls des auslaufenden Teilchens 3 in der xz-Ebene

Hierbei bezeichnet si, s
z
i den Spin, die Spinprojektion von Teilchen i. Um nun den

totalen Wirkungsquerschnitt zu erhalten, muss man über die Impulse der auslaufen-

den Teilchen integrieren. Die Deltafunktion sorgt dafür, dass man vier Integrationen

trivial ausführen kann. Da wir nur unpolarisierte Observable betrachten, ist unser

System ferner rotationssymmetrisch um die Strahlachse und wir können eine weitere

Integration ausführen. Damit erhalten wir den totalen Wirkungsquerschnitt als Funk-

tion der in Abbildung E.1 beschriebenen Winkel und der Invarianten s12 = (p1 + p2)
2

und t = (pB − p3):

σ =
B

4|~pcmAB
A |√s

1

(2π)5

∫

d3p1

2E1

∫

d3p2

2E2

∫

d3p3

2E3

δ4

(

pa + pB −
3
∑

i=1

pi

)

|M|2

=
B

16s|~pcmAB
A |2

π

(2π)5

∫ smax
12

smin
12

ds12

∫ tmax

tmin

dt

∫ 2π

0

dφ1

∫ 1

−1

d cos θ1

[ |~p1|
4
√
s12

|M|2
]cm12

(E.3)

Hierbei geben die Indizes von cmxy jeweils an, auf welches Ruhesystem von zwei

Teilchen xy sich eine Größe bezieht und s = (pB + pB)2 ist das Quadrat der Gesamt-

energie des Systems. Die Grenzen der Phasenraumintegration sind entweder durch die

jeweiligen experimentellen Gegebenheiten inklusive von Schnitten, die bei der Analyse
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gemacht werden, definiert oder sie stimmen mit den Grenzen des Phasenraums, die

in den Gleichungen (E.4)-(E.7) angeführt sind, überein.

smin12 = (m1 +m2)
2 (E.4)

smax12 = (
√
s−m3)

2 (E.5)

tmin = m2
B +m2

3 − 2Ecm
B Ecm

3 − 2|~pcm3 ||~pcmB | (E.6)

tmax = m2
B +m2

3 − 2Ecm
B Ecm

3 + 2|~pcm3 ||~pcmB | (E.7)

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die hier aufgeführten Grenzen für t eine implizite

Abhängigkeit von s12 über die Variablen pcm3 und Ecm
3 aufweisen.

Damit erhalten wir direkt den einfachdifferentiellen Wirkungsquerschnitt dσ/ds12

(E.8) und analog auch dσ/d cos θ1 sowie dσ/dφ1.

dσ

ds12
=

B
16|~pcmAB

A |2s
π

(2π)5

∫ tmax

tmin

dt

∫ 2π

0

dφ1

∫ 1

−1

d cos θ1

[ |~p1|
4
√
s12

|M|2
]cm12

(E.8)

Gleiches gilt für dσ/dt (Gleichung (E.9)) nur muss man hierbei auf die t-Abhängigkeit

der Grenzen in der ds12-Integration achten.

dσ

dt
=

B
16|~pcmAB

A |2s
π

(2π)5

∫ s̃max
12

s̃min
12

ds12

∫ 2π

0

dφ1

∫ 1

−1

d cos θ1

[ |~p1|
4
√
s12

|M|2
]cm12

(E.9)

Hierbei definiert

s̃
max/min
12 =

1

2m2
B

[

(m2
B −m2

3)(s−m2
B) +m2

A(m2
B +m2

3) + (s+m2
B −m2

A)t

±2
√
s|~pcmA |

√

(t− (mB +m3)2)(t− (mB −m3)2)
]

die Grenzen s̃max12 und s̃min12 .

Eine weitere übliche Darstellung für die Wirkungsquerschnitte einer AB → 123 Streu-

reaktion ist das Dalitz-Diagramm. Zur Formulierung der hierzu verwendeten differen-

tiellen Wirkungsquerschnitte ist es sinnvoll, die Winkel φ und θ neu zu definieren.

Die neue Lage der Winkel ist in Abbildung E.2 zu sehen. Mit dieser Definition folgt

nun für den im Dalitz-Diagramm dargestellten differentiellen Wirkungsquerschnitt

dσ/ds12ds13 Gleichung (E.10).

dσ

ds12ds13
=

B
64|~pcmA |√s3

π

(2π)5

∫ 2π

0

dφ̃1

∫ 1

−1

d cos θ̃1

[

|M|2
]cm12

(E.10)

Die Phasenraumgrenzen für s12 haben wir schon in (E.4) und (E.5) angeführt und es
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z

x

y

~p3

~p1

~p2

~pB

~pA

θ̃1

φ̃1

q

−q

θ

Abbildung E.2: Festlegung der Winkel φ̃1 und θ̃1. Das Koordinatensystem ist im Ge-

samtschwerpunktsystem definiert mit der z-Achse in Strahlrichtung und dem Impuls

des auslaufenden Teilchen 3 in der xz-Ebene

verbleibt, die Phasenraumgrenzen für s13 und ihre Abhängigkeit von s12 zu erläutern:

s
max/min
13 = (Ecm12

1 + Ecm12
3 )2 −

(

√

(Ecm12
1 )2 −m2

1 ∓
√

(Ecm12
3 )2 −m2

3

)2

(E.11)

Ecm12
1 =

s12 +m2
1 −m2

2

2
√
s12

(E.12)

Ecm12
3 =

s− s12 −m2
3

2
√
s12

(E.13)

Die Projektion dσ/ds12 bzw. dσ/ds13 berechnet man nun durch Ausintegrieren des

jeweils anderen invarianten Massequadrates. Die etwaige Abhängigkeit der Grenzen

zu s12 von s13 erhält man durch Umbenennung der Teilchen in (E.12) und (E.13). Mit

den bisherigen Formeln ist die Berechnung von Winkelverteilungen in den Winkeln θ1,

θ̃1, φ1 sowie φ̃1 bereits hinreichend erklärt. Den Fall von Verteilungen bezüglich der

Winkel zwischen den auslaufenden Teilchen wollen wir hier anhand von θ (Abbildung

E.2) beispielhaft erläutern. Wir haben θ als Beispiel gewählt, da er vom Informati-

onsgehalt äquivalent zu ∠~p1~q, ∠~p1~p3, . . . ist aber im Gegensatz zu diesen in seinem

Verhalten nicht durch den Phasenraum dominiert ist. Die Transformation von einem

beliebigen vielfach differentiellen Wirkungsquerschnitt in einen anderen erfolgt nach

dσ

dx1 · · ·dxn
=

dσ

dy1 · · ·dyn
(T (x1, . . . , xn)) · |detT ′(x1, . . . , xn)| . (E.14)
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Hierbei ist T die Transformation von der xi-Basis in die Basis der yi oder genau-

er ein Diffeomorphismus zwischen den Karten X und Y [113]. Da wir nur an ei-

nem einfach differentiellen Wirkungsquerschnitt dσ/d cos θ interessiert sind, redu-

ziert sich die Determinante auf eine einfache Ableitung. Von der bekannten Form

für dσ/ds13(s12, φ, cos θ1) ausgehend gilt also:

dσ

d cos θ
(s12, φ1, cos θ1) =

(

dσ

ds13

∣

∣

∣

∣

∂s13

∂ cos θ

∣

∣

∣

∣

)

(s12, φ1, cos θ1) (E.15)

Obwohl damit die Winkelverteilung erklärt ist, wollen wir hier noch die explizite Form

von s13(θ)|(s12,φ1,cos θ1) sowie ∂s13/∂ cos θ|(s12,φ1,cos θ1) angeben.

s13 =

{

s2
12 + (m2

1 −m2
2)

2 + s12(p
2
3 − 2(m2

1 +m2
2)) − 2p2

3(m
2
1 +m2)

2

4(s12 + p2
3(1 − cos2 θ))

+

(

p3 cos θ(m2
1 −m2

2)

8(s12 + p2
3(1 − cos2 θ)2)

)2
} 1

2

− p3 cos θ(m2
1 −m2

2)

8(s12 + p2
3(1 − cos2 θ))

(E.16)

∂s13

∂ cos θ
= − 16 cos2 θp3

3(m
2
1 −m2

2)

(8(cos2 θ − 1)p2
3 − 8s12)2

+
p3(m

2
1 −m2

2)

8((cos2 θ − 1)p2
3 − s12)

+
a+ b

c
(E.17)

a =





2 cos θp2
3(m

2
1 −m2

2)
2 − 32 cos θp2

3 (m4
1 + (m2

2 − s12)
2

−2m2
1(m

2
2 + s12) + p2

3(s12 − 2(m2
1 +m2

2)))





(s12 − p2
3(cos2 θ − 1))2

b =





4 cos θp2
3 (cos2 θp2

3(m
2
1 −m2

2)
2 + 16((1 − cos2 θ)p2

3 + s12)

· (m4
1 + (m2

2 − s12)
2 − 2m2

1(m
2
2 + s12) + p2

3(s12 − 2(m2
1 +m2

2))))





(1 − cos2 θ)p2
3 + s12

c =16

√

√

√

√

√

√

√





cos2 θp2
3(m

2
1 −m2

2)
2 + 16((1 − cos2 θ)p2

3 + s12)

· (m4
1 + (m2

2 − s12)
2 − 2m2

1(m
2
2 + s12) + p2

3(s12 − 2(m2
1 +m2

2)))





((1 − cos2 θ)p2
3 + s12)

2

Hierbei steht p3 für den Impuls des auslaufenden Teilchens Nummer 3 auf seiner

Massenschale.

p3 = |~p cm3 | =
1

2
√
s

√

(s− (m3 +
√
s12)2)(s− (m3 −

√
s12)2) (E.18)
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der, Bastian Kubis, Markus Walzl, Nadia Fettes, Matthias Frink, Lucas Platter, An-

dreas Motzke, Daniel Gammermann und Georg Schwiete. Weiterhin gilt den vielen

diskussionsbereiten Gästen Dank für wertvolle Ratschläge in Bezug auf diese Arbeit.
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