Handelsstrategien mit Mindestgarantien

Eine analytische Beschreibung

Inaugural-Dissertation
zur Erlangung des Grades eines Doktors
der Wirtschafts- und Gesellschaftswissenschaften
durch die
Rechts- und Staatswissenschaftliche Fakultét
der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitét

Bonn

vorgelegt von Balder, Sven

aus Berlin

BONN 2009



Dekan: Prof. Dr. Erik Theissen
Erstreferent Prof. Dr. Klaus Sandmann
Zweitreferent Prof. Dr. Frank Riedel

Tag der miindlichen Priifung: 26.06.2008

Diese Dissertation ist auf dem Hochschulschriftenserver der ULB Bonn

http://hss.ulb.uni-bonn.de/diss_online elektronisch publiziert.



Zusammenfassung

Zweck von Handelsstrategien mit Mindestgarantien ist es eine untere Grenze von Vermogen
zu sichern und dabei trotzdem von steigenden Finanzmérkten zu profitieren. Die Absiche-
rung wird dabei héufig durch eine dynamische Strategie gewihrleistet, deren Investitions-
quote in risikobehaftete Anlagen typischerweise mit steigendem Wert wichst. Prominente
Beispiele sind optionsbasierende Strategien, bei denen synthetisch eine Put-Option zur Si-
cherung des Portfolios nachgebildet wird, und proportionale Wertsicherungsstrategien wie
die Constant Proportion Portfolio Insurance (CPPI).

Die vorliegende Arbeit untersucht wesentliche theoretische Eigenschaften dieser Strategien
in einem Black-Scholes-Modellrahmen. Fiir die CPPI werden dabei zuséatzlich Modifikatio-
nen betrachtet, die sich aus weitergehenden Absicherungsgedanken oder Marktunvollkom-
menheiten ergeben. Der Fokus liegt dabei auf den Auswirkungen von Beschrankungen in
Form begrenzter Kreditaufnahmen und/oder Handelsbeschrankungen. Zu den Modifikatio-
nen, die sich aus anderen Absicherungen ergeben, gehtéren das Vorhandensein von amerika-
nischen Garantien, das heift Garantien, die nicht nur am Ende des Investitionszeitraumes
sondern dauerhaft einen bestimmten Wert garantieren, und Garantien, die jederzeit einen
bestimmten Anteil des bisher maximal erreichten Wertes gewéhrleisten. Fiir Garantien in
Standardform benotigen CPPI-Stratgien im allgemeinen die Moglichkeit der unbegrenzten
Kreditaufnahme. Begrenzungen der Kreditaufnahme machen es somit zunéchst einmal not-
wendig die proportionalen Wertsicherungsstrategien neu zu definieren. Zum einen kann dies
iiber die bereits erwdhnten Anpassungen der Garantie erfolgen oder iiber eine direkte Be-
schrankung der Investitionsquote. Fiir die genannten Modifikationen werden die Dynamiken,
Verteilungseigenschaften und die damit verbundenen Kennziffern bestimmt.

Eine andere Art von Beschrankung ergibt sich aus der Notwendigkeit diskreten Handelns.
Insbesondere Auswirkungen auf die eingeschrinkte Gewéhrleistung der Garantie werden im

letzten Abschnitt der Arbeit untersucht.






Fiir Andrea



Danksagung

Die Motivation fiir die vorliegenden Arbeit umspannt eine weitaus léngere Zeitspanne als
den reinen Promotionszeitraum. Aus diesem Grunde mochte ich an dieser Stelle nicht nur
den Freunden und Kollegen danken, die mich wahrend der Promotionsphase begleitet und
unterstiitzt haben, sondern auch denen die mein Interesse an der Finanzmathematik tiber

die Jahre hinweg aufrecht erhalten haben.

Wihrend der Zeit meines Studiums bin ich vor allem Marco Schmidtgen, Robert Hausler
und Stephan Schrameyer dankbar. Zum einen natiirlich fiir die gegenseitige Unterstiitzung
bei den Hausaufgaben und den Priifungsvorbereitungen. Vor allem jedoch fiir die Geduld
mir das Skatspielen beizubringen.

Fiir die Zeit, die ich bei Bankgesellschaft Berlin verbringen durfte, danke ich insbesondere
Maria von Gablenz-Miiller, Solvej Ziegler, Peter Foretnik, Thomas Wiedmann und Sven Frii-
holz. Sie alle gehoren zu den wenigen Personen aus dem Bankbereich, die ich kennenlernen
durfte, die die Zahlen mit denen sie arbeiten auch hinterfragt haben.

Fiir die Zeit in Mainz gilt mein Dank vor allem Anke Klewitz und Jiirgen Arns fiir die

gegenseitige Unterstiitzung bei Forschung und Lehre.

In Bonn bin ich insbesondere den Mitarbeitern und den assozierten Mitarbeitern der Abtei-
lung BWL III zu Dank verpflichtet. Namentlich handelt es sich dabei um Michael Brand],
An Chen, Haishi Huang, Simon Jager, Birgit Koos, Anne Ruston, Xia Su, Michael Suchan-
ecki, Jens Wannenwetsch und Manuel Wittke. Sie alle waren nicht nur Kollegen gewesen,

sondern sind Freunde geworden.

Mein besonderer Dank gilt Prof. Dr. Klaus Sandmann und Prof. Dr. Antje Mahayni. Pro-
fessor Sandmann danke ich vor allem dafiir, dass er mir die Moglichkeit der Promotion
angeboten hat und mir bei meinen Forschungsvorhaben freie Wahl liefs. Vor allem danke ich
ihm dafiir, dass er mir jederzeit als Ansprechpartner zur Verfiigung stand.

Antje danke ich dafiir, dass sie mich in ihre Obhut iibernommen hat und so erheblich zum
Abschluss dieser Arbeit beigetragen hat. Die gemeinsamen Projekte und Diskussionen bil-

den die wesentliche Basis dieser Arbeit.

Fiir die lebenslange Unterstiitzung bei allen meinen Entscheidungen bin ich meinen Eltern,

meinem Bruder und meinen Grofseltern zu allergréfstem Dank verpflichtet.



Inhaltsverzeichnis

Einleitung 1

1 Okonomische und Mathematische Grundlagen und erste Strategien 7
1.1 Modell . . . . .o o 8
1.2 Begriffe und Definitionen . . . . . . . .. ..o 9
1.2.1 Handelsstrategien . . . . . . . . . . ... 9

1.2.2  Mafe zur Charakterisierung von Strategien . . . . . . . . . .. .. .. 10

1.3 Mathematische Grundlagen . . . . . .. ... ... ... ... .. 17
1.3.1 Eigenschaften der Brownschen Bewegung und ihres Maximums . . . . 18

1.3.2  FEigenschaften des Integrals der Geometrischen Brownschen Bewegung 23

1.3.3 Brownsche Bewegung mit wechselndem Drift . . . . . . . ... .. .. 27

1.4 Semi-statische und optionsbasierte Wertsicherungen . . . . . . . . . . .. .. 35
1.4.1 Stop-Loss Strategien . . . . . . . ... ... L. 36
1.4.2  Option Based Portfolio Insurance (OBPI) . . .. ... ... ... .. 43

2 Proportionale Wertsicherungsstrategien ohne Beschriankungen 53
2.1 Constant Proportion Portfolio Insurance (CPPI) . . . . .. .. ... ... .. 54
2.1.1 Dynamik und Verteilung . . . . . . . ... ... 55
2.1.2 Langfristiges und Cash-Lock-Verhalten . . . . . . ... ... .. ... 59

2.2 CPPI mit konstantem Floor . . . . . . ... ... ... ... .. ....... 63
2.2.1 Dynamik und Verteilung . . . . .. ... ... 64
2.2.2  Langfristiges und Cash-Lock-Verhalten . . . . . .. .. .. ... ... 69
2.2.3  Vergleich mit einfacher CPPI . . . . . .. .. ... ... .. ... .. 70
2.2.4 Investition regelméfiger Pramien in eine CPPI . . . . . . ... .. .. 73

3 CPPI Strategien mit Kreditbeschrankungen 77
3.1 Beschrankte CPPI . . . . . .. .. ... o 78
3.1.1 Dynamik und Verteilung . . . . . . . ... ... 79
3.1.2 Bedingte Verteilung . . . . . . . ... .o 88
3.1.3 Langfristiges und Cash-Lock-Verhalten . . . . . ... ... ... ... 94

3.2 CPPI mit Floor-Anpassung . . . . . . . . . . ... ... ... .. ..., 98
3.2.1 Dynamik und Verteilung . . . . . . .. ... ..o 99
3.2.2 Bedingte Verteilung . . . . . . . ..o 106
3.2.3 Langfristiges und Cash-Lock-Verhalten . . . . . ... ... ... ... 108

3.3 Vergleich Wertsicherungsstrategien unter Kreditbeschrénkungen . . . . . .. 111

3.3.1 Vergleich CPPI-Strategien . . . . . . . . ... ... .. ... ..... 111



3.3.2 Vergleich Beschrankte CPPIund OBPI . . . . . . ... ... ... ..
3.3.3 Sharpe Ratio als Risikomaf fiir Wertsicherungsstrategien . . . . . . .

4 CPPI Strategien mit Handelsbeschriankungen

4.1 Handel gemé&k des Wertprozesses
4.1.1 Definition der Strategie . .

4.1.2 RisikomaBe der zeitdiskreten CPPI . . . . . . . . . . .. ... .. ..
4.1.3 Einfache zeitdiskrete CPPI unter Transaktionskosten . . . . . . . ..

4.2 Handel geméf Delta-Hedge . . . .

4.3 Ausfallwahrscheinlichkeit der beschrankten CPPI . . . . . . . . . . . . . ..

5 Fazit

A Beweise
A.1 Einige Integralformeln . . . . ..
A.2 Beweise zur OBPI. . . . . . . ..
A.3 Beweise zur CPPI mit konstantem
A.4 Beweise zur beschrinkten CPPI .

Floor . . . . . . . .. ... .. ...

A.5 Beweise zur CPPI mit Floor-Anpassung . . . . . . . .. ... ... ... ..

A.6 Beweise zur CPPI in diskreter Zeit

Literaturverzeichnis

i

123
125
125
127
132
137
142

147

151
152
154
156
159
165
170

179



Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2

1.3
1.4
1.5
1.6

1.7
1.8

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

3.10

3.11
3.12

3.13

Asymmtrisches Risikoprofil von Investoren . . . . . . . . ... ... ... .. 1
Brownsche Bewegung mit wechselndem Drift 6 >0>6, . . . .. ... ... 27
Dichte der Brownschen Bewegung mit wechselndem Drift bedingt auf den

Endwert der Brownschen Bewegung . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 33
Rendite und Cash-Dominanz-Wahrscheinlichkeit der Stop-Loss-Strategie . . 40

Normierte Partizipationsrate der OBPI in Abhéngigkeit des Partizipationslevel 45
Auszahlungsprofil der OBPI fiir verschiedene Partizipationsraten und -level . 46

Verteilung des Endwertes der OBPI fiir verschiedene Partizipationsraten und

level Lo 47
Erwartungswert der OBPI . . . . . .. .. .. ... ... 0. 49
Cash-Lock-Wahrscheinlichkeiten der OBPT . . . . . . ... .. ... ... .. o1
Auszahlungsprofil der einfachen CPPT und OBPI . . . . . . ... ... ... o7
Investitionsquote der einfachen CPPI und OBPI . . . . . . .. ... ... .. 58
Erwartungswert und Varianz der einfachen CPPI . . . . . . . . ... .. .. 59
Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit der einfachen CPPI . . . . . . . . ... .. .. 60
Verteilung und Dichte der CPPI mit konstantem Floor . . . . . . .. .. .. 71
Cash-Lock und relativer Verlust der CPPI mit konstantem Floor . . . . . . . 72
Verteilung und Dichte der beschrankten CPPI . . . . . . . .. ... ... .. 87
Erwartete Auszahlung der beschrankten CPPI in Abhéngigkeit vom Multiplier 88
Auszahlungsgrenzen der beschrénkten CPPI (verschiedene Laufzeiten) . . . . 91
Auszahlungsgrenzen der beschréankten CPPI (verschiedene Multiplier) . . . . 92
Verteilung der beschrankten CPPI . . . . . . . . ... ... ... ... ... 96
Beispiel CPPI mit Floor-Anpassung . . . . . . . . ... ... ... ...... 102
Verteilung der Floor-angepassten CPPI . . . . . . . . ... ... ... .... 106
Verteilung und Dichte von Strategien mit Kreditbeschrankung . . . . . . . . 112
50%- bzw. 80% Konfidenzintervalle der Auszahlung der beschriankten und der

Floor-angepassten CPPI fiir 0 = 20% und T'=5 Jahre . . . . . ... .. .. 113
80%-Konfidenzintervalle der Auszahlung der beschrinkten und der Floor-

angepassten CPPI fiir o = 15%(20%,25%) und T'=1 Jahr . . . . . .. . .. 114
Bedingte Dichten der Strategien mit Kreditbeschrankung . . . . . . . . . .. 115

Relative Verlustwahrscheinlichkeit von Strategien mit Kreditbeschrankung in
Abhéngigkeit der Laufzeit, p —r — 2o? =0 (4,375%) . . . . ... ... ... 116
Rendite des Erwartungswertes von Strategien mit Kreditbeschrénkung in Ab-
héngigkeit der Laufzeit, y —r — 20? =0 (4,375%) . . . . .. ... ... ... 117

1ii



3.14 Cash-Dominanz-Wahrscheinlichkeit von Strategien mit Kreditbeschrankung,

p—r—"202=0(4375%) . ... ... 118
3.15 Erwarteten Rendite von Strategien mit Kreditbeschréinkung bei festem An-

lagehorizont, p —r — 2o? =0 (4,375%) . . . . .. ... 119
3.16 Sharpe Ratio fiir Strategien mit und ohne Kreditbeschrankung . . . . . . . . 120
4.1 Ausfallwahrscheinlichkeiten der zeitdiskreten CPPI . . . . . . . . ... . .. 129
4.2 Verteilung des Endwertes der zeitdiskreten CPPI . . . . . . ... ... . .. 136
4.3 Erwartungswerte fiir die A- und Wert-basierende Approximation . . . . . . . 139
4.4 Histogramm fiir die A- und Wert-basierende Approximation . . . . . . . .. 140
4.5 Ausfallwahrscheinlichkeit der zeitdiskreten, beschrankten CPPI. . . . . . . . 145
A.1 Geometrische Intuition zur Vertauschung der Integralgrenzen . . . . . . . . . 166

v



Tabellenverzeichnis

2.1

3.1
3.2

4.1
4.2
4.3
4.4

Risikomafe unbeschrankter Strategien . . . . . . . . ... .. ... ... .. 74
Momente der einfachen und der beschrankten CPPI . . . . . . . . . ... .. 85
Risikomafe fiir Strategien mit Kreditbeschrankung . . . . . . . . . .. . .. 121
Sensitivitat der Risikomafe der zeitdiskreten CPPI . . . . . . . . . ... .. 132
Momente und Risiko-Mafe der zeitdiskreten CPPI . . . . . . . . . .. .. .. 135
Multiplier und Ausfallwahrscheinlichkeit der zeitdiskreten CPPI . . . . . . . 135
Simulierte Risikomafe . . . . . . . . . ... ..o 141






Einleitung

Das Ziel der modernen Portfolio-Theorie nach Markowitz (1952) und Sharpe (1964) besteht
in der Bestimmung und Charakterisierung von optimaler Handelsstrategien. Dazu werden
einerseits riskante Anlage wie Aktien betrachtet, die eine hohere Rendite bei hoherem Risiko
erwarten lassen, und andererseits risikolose Anlage, die eine geringe Rendite ohne Risiko
besitzen, betrachtet. Dabei ist sowohl die Beschreibung des Risikos als auch der Optimalitat
von den Préiferenzen des jeweiligen Investors abhéngig. Héufig besteht das Risiko in der
Schwankungsbreite der zukiinftigen Wertentwicklung und die Optimalitédt ergibt sich aus
der Maximierung des Verhéltnis zwischen Rendite und und dem Risiko. Wahrend es sich im
einfachsten Fall um statische Strategien handelt, d.h. zu Beginn der Strategie erfolgt eine
einmalige Aufteilung des Vermogens ohne weitere Anpassungen des Portfolios zu spéteren
Zeitpunkten, bendtigen dynamische Strategien, die dem jeweiligen Marktumfeld angepasst
werden, eine stdndige Umschichtung zwischen den Anlagen. Im allgemeinen ergibt sich ein
Zielkonflikt zwischen hohen Renditen und gleichzeitiger Beschrankung des Risikos.

Dieser Zielkonflikt verdeutlicht die Bedeutung von Anlagestrategien, die zum einen die Par-
tizipation an steigenden Aktienkursen oder anderen riskanten Wertpapieren ermoglichen
und zum anderen eine Begrenzung potentieller Verluste versprechen. Dieses asymmetrische
Risikoprofil der Investoren ist in Abbildung 1 dargestellt. Unterschieden werden muss hier
zwischen Anlagen, die nur die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes beschréanken und solchen,
die einen Verlust vollsténdig ausschliefen. Um bei der Anlage in riskante Wertpapiere einen
als Floor bezeichneten Portfoliomindestwert zu gewahrleisten, ist es notwendig auf so ge-
nannte Handelsstrategien mit Mindestgarantie, auch als Wertsicherungsstrategien oder Port-
folio Insurance bezeichnet, zuriickzugreifen. Diese Strategien sollen in der Folge betrachtet

werden.
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Abbildung 1: Asymmtrisches Risikoprofil von Investoren

Die Griinde fiir das erwéhnte asymmetrische Risikoprofil von Investoren sind vielféltig und
unter anderem Gegenstand der Untersuchungen der Verhaltensékonomie (Behavioral Fi-

nance). Des Weiteren fithren aber auch gesetzliche Restriktionen zur Notwendigkeit von
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Wertsicherungsstrategien. So sind beispielsweise Versicherungsunternehmen in Deutschland
verpflichtet, bei kapitalbildenden Lebensversicherungen zumindest die eingezahlten Beitrage
zu garantieren. Ublicherweise gehen die Versicherung dariiber hinaus und garantieren eine
Mindestverzinsung der eingezahlten Beitrage in Hohe des Hochstrechnungszins von derzeit
2,25% (Stand: 01.Januar 2008). Die Versicherungsunternehmen miissen dabei die Anlage
der Kundengelder in einer Art und Weise vornehmen, dass ein Kapitalverlust am Ende der
Laufzeit ausgeschlossen wird. Eine weitere Restriktion ergibt sich fiir Finanzdienstleister im
Rahmen der privaten Altersvorsorge und der staatlichen Zuschiisse. Die Zulage und steuer-
liche Forderung werden gemék des Gesetzes iiber die Zertifizierung von Altersvorsorgever-

tragen (AltZertG) nur gewéhrt, sofern die Summe die eingezahlten Beitrage garantiert wird.

Eine erste Beschreibung der Portfolio Insurance findet sich in Brennan und Schwartz (1976)
im Kontext der Lebensversicherung und der dort auftretenden Kapitalgarantien. Im gleichen
Jahr wurde, Leland und Rubinstein (1988) folgend, die praktischen Umsetzung vorbereitet.
Eine allgemeine Beschreibung findet sich in Leland (1980) und fiihrte in den achtziger Jahren
zu ersten praktischen Anwendungen. Wahrend sich diese ersten Beschreibungen auf die
Absicherung einer riskanten Anlage mittels synthetischer Puts beziehen, die so genannte
Option Based Portfolio Insurance, erfolgte die namentliche Erwdhnung der so genannten
proportionalen Wertsicherungsstrategien erstmalig in Black und Jones (1987) und Black
und Perold (1988). Als eine dritte Klasse von Wertsicherungsstrategien lassen sich die so
genannten Stop-Loss-Strategien identifizieren.

Die Unterscheidung in diese drei Klassen ergibt sich auf Grund der folgenden Charakteris-
tika:

e OBPI-Strategien basieren auf der Verwendung derivativer Finanzprodukte. Typischer-
weise erfolgt die Absicherung eines risikobehafteten Portfolio mittels einer Put-Option.
Alternativ ldsst sich das Portfolio als Investition in die risikolose Anlage zuziiglich einer
Call-Option darstellen. Bei Verwendung eines konkreten, vollstdndigen Modellrahmens
kann das Derivat durch eine duplizierende Strategie synthetisiert werden. Das dupli-
zierende Portfolio ist in der Regel als Funktion des Zeitpunktes und des Kurses der
zugrunde liegenden Aktie bestimmt. Die Wertsicherungsstrategie ist somit eine dyna-
mische Strategie, die ebenfalls eine Funktion des Kurses der zugrunde liegenden Aktie

ist.

e Proportionale Wertsicherungsstrategien basieren auf der Differenz zwischen dem der-
zeitigen Portfoliowert und der gewiinschten Garantie. Hierbei wird ein Vielfaches dieser
Differenz in die zugrunde liegende Aktie investiert. Sofern dieser Multiplikator oder

Multiplier nicht selbst vom Kurs der Aktie abhéngt, handelt es sich hierbei also um



eine dynamische Strategie, die sich als Funktion des jeweiligen Portfoliowertes darstel-
len ldsst. Im Falle eines konstanten Multipliers wird von einer Constant Proportion

Portfolio Insurance (CPPI) gesprochen.

e Stop-Loss-Strategien sind dadurch gekennzeichnet, dass es sich um semi-statische Stra-
tegien handelt. Im Gegensatz zu den beiden anderen Strategien erfolgt keine dauerhaft-
dynamische Portfolio-Anpassung sondern ausschlieflich dann, wenn der Portfolio-Wert
bestimmte Schranken erreicht. Im einfachstem Fall wird bis zum Erreichen einer un-
teren Schranke maximal in die riskante Anlage investiert. Nach dem Erreichen der
Schranke wird ausschlieklich in die risikolose Anlage investiert. Zwar verlangen diese
Strategien kein dynamisches Handeln, jedoch ist es zur Gewéhrleistung der Garantie

notwendig, die Wertentwicklung kontinuierlich zu beobachten.

Zusammengefasst kann also zum einen zwischen Modell-abhéngigen Investitionspldanen (OB-
PI) und Modell-unabhéngigen Investitionsplanen (CPPI) unterschieden werden. Zum ande-
ren zwischen dynamischen und (semi-)statischen Strategien.

In einem konkreten Modellrahmen ist der Ubergang zwischen diesen drei Kategorien fliefend.
Zunichst einmal ldsst sich die Stop-Loss-Strategie als Investition in die risikolose Anlage
zuziiglich einer Down-and-Out-Schranken- oder Barrier-Option darstellen und sich somit
als optionsbasierende Strategie auffassen. Auf der anderen Seite zeigen Black und Perold
(1992), dass eine proportionale Wertsicherungsstrategie unter Kreditbeschriankungen, wie
wir sie in Kapitel 3.1 betrachten werden, mit wachsendem Multiplier gegen die Stop-Loss-
Strategie konvergiert.

Des Weiteren lassen sich proportionale Wertsicherungsstrategien unter Handelsbeschrin-
kungen betrachten, d.h. unter der Annahme, dass kein dynamisches Handeln moglich ist.
Eine Betrachtung beziiglich fester Zeitpunkte erfolgt in Kapitel 4. Werden die Schranken
hingegen in Abhéngigkeit der Wertentwicklung des Portfolios festgelegt, so handelt es sich
um eine semi-statische Strategie, die eine kontinuierliche Beobachtung des Wertes notwendig
macht und somit als Stop-Loss-Strategie betrachten lédsst. Eine solche Betrachtung erfolgt
in Brandl (2007).

Im einfachsten Fall der proportionalen Wertsicherungsstrategie, d.h. sofern der Multiplier
konstant ist und keine Beschrinkungen vorliegen, lasst sich die Strategie, wie wir in Ab-
schnitt 2.1 sehen werden, im Rahmen des Black-Scholes-Modell als Investition in die risiko-
lose Anlage und Kauf eines Power-Kontraktes darstellen, kann also ebenfalls als optionsba-
sierende Strategie interpretiert werden. Umgekehrt gilt fiir die einfache OBPI, dass sie sich
durch geeignete Wahl des Multipliers als proportionale Wertsicherungsstrategie darstellen
lasst. Insbesondere muss der Multiplier dafiir zeit- und vom Aktienkurs abhéngig sein. Eine

genaue Betrachtung erfolgt in Bertrand und Prigent (2002).



Ziel der vorliegenden Arbeit ist vor allem die Beschreibung der konstant-proportionalen
Wertsicherungsstrategien. Hierbei liegt der Fokus auf der Betrachtung von Modifikationen
der einfachen CPPI. Die géngige Literatur (u.a. Black und Perold (1992) oder Bertrand
und Prigent (2002)) geht bei der Betrachtung der CPPI {iblicherweise von einer Strategie
ohne Kredit- und Handelsbeschrankungen und einer mit dem risikolosen Zins wachsenden
Garantie aus. Unter praktischen Erwégungen ist eine solche Strategie hdufig weder erwiinscht
noch umsetzbar, wie wir im folgenden darstellen werden.

Die Beschreibung der Strategien soll dabei auf moglichst analytischem Wege erfolgen. Al-
ternativ lassen sich ein Teil der betrachteten Risikomafse, wie z.B. Erwartungswert und
Varianz, auch durch Simulationen bestimmen. Wir werden, soweit moglich, auf diesen Weg
verzichten, da sich insbesondere fiir die einfache CPPI zeigen wird, dass diese eine sehr hohe
Kurtosis besitzt. Dies fiithrt im allgemeinen dazu, dass Extremereignisse einen vergleichswei-
se starken Einfluss auf die erzielten Schétzungen besitzen und Simulationsergebnisse somit
meist sehr ungenau sind. Dieses Problem stellt sich bei analytischen Betrachtung nicht.
Umgekehrt lassen sich die vorgestellten Ergebnisse nutzen, um zu entscheiden, fiir welche
Modifikationen sich unter Umstdnden doch verldssliche Simulationsergebnisse bestimmen

lassen.

Das erste Kapitel beschéftigt sich zunéchst mit der Beschreibung des Modellrahmens und
der Vorstellung geeigneter Risikomafse zur Beschreibung der Eigenschaften von Wertsiche-
rungsstrategien. Dieser Abschnitt bildet die 6konomischen Grundlagen. Da die betrachte-
ten Modifikationen in der Regel eine starke Pfadabhéngigkeit vom Kurs der Aktie aufwei-
sen werden, schliefit sich den 6konomischen Grundlagen ein Abschnitt mit mathematischen
Grundlagen an, der vor allem der Beschreibung der Pfade der zugrunde liegenden Prozesse
dient. Fiir den spéateren Vergleich mit den proportionalen Wertsicherungsstrategien werden
abschlieffend einige grundlegende Resultate fiir optionsbasierende und Stop-Loss-Strategien
bestimmt. Insbesondere werden die vorgestellten Risikomafie fiir diese beiden Strategien

hergeleitet.

Das zweite Kapitel behandelt die einfache CPPI, wie sie in der Literatur betrachtet wird,
und ihre Eigenschaften. Hervorzuheben ist hierbei, dass die einfache CPPI pfadunabhéngig
ist und somit als Funktion des Aktienkurses dargestellt werden kann. Dies fiihrt uns zur
Interpretation der einfachen CPPI als Power-Kontrakt. Eine erste Modifikation besteht in
der Betrachtung von Garantien, die nicht mit dem risikolosen Zins wachsen, sondern eine

Verzinsung unterhalb der risikolosen besitzen. Hierbei liegt der Schwerpunkt auf Garantien,



die keine Verzinsung besitzen. Dieser Fall ergibt sich beispielsweise aus den oben beschrie-
benen gesetzlichen Restriktionen fiir Produkte der Altersvorsorge. Es erfolgt ein Vergleich
zwischen der einfachen und der CPPI mit konstanter Garantie, der insbesondere eine Min-
derung der Schwankungsbreite des Portfoliowertes deutlich machen soll. Dieses geringere
Risiko ldsst sich aus einer zeitlichen Diversifikation schlussfolgern. Der gleiche Effekt lasst
sich auch durch eine periodische Pramienzahlung erzielen. Eine Betrachtung der entspre-

chenden Dynamiken bildet den Abschluss des zweiten Kapitels.

Die Grundlage des dritten Kapitel bildet die Annahme, dass sich Investoren fiir das Ver-
folgen einer bestimmten Strategie nicht beliebig verschulden kénnen oder diirfen. In diesem
Fall muss entweder die Handlungsvorschrift der CPPI angepasst werden oder eine Anpas-
sung der Garantie erfolgen. Die beiden resultieren Strategien werden als beschrankte CPPI
bzw. als CPPI mit Floor-Anpassung bezeichnet. Neben der Bestimmung der Risikomafie
wird der Fokus auf der Beschreibung der aus den Modifikationen folgenden Pfadabhéngig-
keit liegen. Auf den Schlusskurs der Aktie bedingte Verteilungen werden es uns erméglichen
die Auszahlung der modifizierten CPPI-Strategien direkt mit dem Auszahlungsprofil der
OBPI zu vergleichen und Unterschiede und Gemeinsamkeiten zu bestimmen. Hierbei wird
insbesondere auf die Wahl der Parameter, die die Strategie bestimmen, eingegangen und es

werden Uberlegungen vertieft, die eine méoglichst optimale Wahl ermdglichen.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich zunéchst wiederum mit der unbeschriankten CPPI. Ge-
genstand der Untersuchung ist die Frage, inwieweit eine diskrete Anwendung der Handlungs-
vorschrift Einfluss auf die Eigenschaften der CPPI besitzt und welche Probleme beachtet
werden miissen. Wesentlicher Punkt ist dabei, dass zeitdiskreter Handel zu festen Zeitpunk-
ten die eigentliche Idee der Wertsicherung verletzt. In einem fixen zeitdiskreten Rahmen ist
es nicht mehr moglich bei gleichzeitig hoher Partizipation an Kursgewinnen der Aktie auch
die Garantie mit Sicherheit einzuhalten. Die weiteren Untersuchungen basieren auf Risiko-
mafen, die diesen moglicherweise auftretenden absoluten Verlust charakterisieren. Daraus
leiten wir Bedingungen an die Anzahl der Handelszeitpunkte und die Grofe des Multipliers
ab. Eine alternative Form der Diskretisierung kann aus der Interpretation der einfachen
CPPI als Power-Kontrakt erzielt werden. Analog zur Diskretisierung von Optionen kann
der sich ergebende Delta-Hedge in diskreter Zeit als Handlungsvorschrift verwendet wer-
den. Wir werden die beiden Diskretisierungen auf ihr Konvergenzverhalten untersuchen und
miteinander vergleichen. Abschliefend wird auf die Uberlegungen zur beschrinkten CPPI

zurlickgegriffen und das Verlustrisiko dieser in einem diskreten Rahmen diskutiert.






Kapitel 1 - Okonomische und Mathematische

Grundlagen und erste Strategien

Dieses Kapitel soll sowohl die 6konomischen als auch die mathematischen Grundlagen der
folgenden Kapitel bilden. Wir beschreiben zunédchst den Modellrahmen in dem sich diese
Arbeit bewegt. Es handelt sich hierbei um die Annahmen des klassischen Black-Scholes-
Modells, das von stetigen Aktienkursen mit normalverteilten Renditen ausgeht. Fiir die
Charakterisierung und den Vergleich der Strategien ist es notwendig festzulegen, durch wel-
che Risiko- und Performance-Mafse sie beschrieben werden sollen. Dazu stellen wir zum einen
die klassischen Risikomafe der Portfolio-Theorie vor und auch Risikomafie, die speziell fiir
die hier betrachteten Strategien mit Mindestgarantien von Bedeutung sind.

Im Rahmen des Black-Scholes-Modell wird der Aktienkurs durch eine geometrische Brown-
sche Bewegung modelliert. Da die spéter folgenden Strategie iiblicherweise vom Pfad des
Aktienkurses abhéngig sein werden, bendtigen wir fiir die Bestimmung der Verteilungsei-
genschaften der Strategien die Verteilungseigenschaften des Pfades des Aktienkurses und
somit das Pfadverhalten der Brownschen Bewegung. Die notwendigen Grundlagen werden
in Abschnitt 1.3 erzielt.

Wihrend der Fokus dieser Arbeit in der Diskussion proportionaler Wertsicherungsstrategien
liegt, werden in Abschnitt 1.4 zwei alternative Strategien vorgestellt, um diese spéter als
Vergleich heranziehen zu konnen. Dabei handelt es sich zum einen um die optionsbasieren-
den Strategien, welche in diesem Modellrahmen durch eine dynamische Anlage beschrieben
werden, und zum anderen um die Stop-Loss-Strategie, welche sich durch eine (semi-) sta-
tische Anlage beschreiben lédsst. Insbesondere soll anhand dieser beiden Klassen eine erste

Motivation fiir die betrachteten Risikomafe erfolgen.
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1.1 Modell

Im Folgenden wird ein stetiges Finanzmarktmodell angenommen, das durch die Annahmen
von Black und Scholes (1973) beschrieben wird. Der Finanzmarkt besteht aus zwei Anla-
gemoglichkeiten. Einer festverzinslichen, risikolosen Anlage B und einem risikobehafteten

Wertpapier S. Die Anlage B wird durch die (gewohnliche) Differentialgleichung
dBt = B{I“dt

beschrieben, wobei r den risikolosen Zins bezeichnet. Setzen wir By = 1, ergibt sich B, = e".

Die risikobehaftete Anlage wird durch die stochastische Differentialgleichung

beschrieben, wobei p den Drift, o die Volatilitdt der Aktie und W, eine Brownsche Bewegung

t+oWy

bezeichnen. Die Losung der Differentialgleichung ist durch S; = Soe(“_%az) gegeben.

Insbesondere besitzt der Prozess (S5;) damit die folgenden Eigenschaften:
e Die Preispfade sind stetig.
e Die Preispfade besitzen unabhéngige Zuwéchse.
e Die relativen Zuwachse sind stationér.
e Die Verteilung ist lognormal.

Dieses Modell ist arbitragefrei und vollstandig, so dass ein eindeutiges Martingalmafs exis-
tiert, unter dem sich Preise fiir Derivate bestimmen lassen. Das Ziel dieser Arbeit ist es
jedoch nicht Bewertungen unter dem Martingalmalfs vorzunehmen, sondern die tatséchli-
chen Verteilungen der Endwerte verschiedener Strategien und der daraus resultierenden
Kennzahlen zu betrachten. In diesem Sinne wird, im Gegensatz zu den Ansétzen der Opti-
onsbewertung, der tatsdchliche Drift ;1 und nicht der risikolosen Zins r in Gleichung 1.1.1
verwendet.

Im Folgenden bezeichnen N'(z) = [ é(y)dy und ¢(z) = \/Lz?e_%lﬂ die Verteilungsfunktion
bzw. Dichte der Normalverteilung. Fiir den Wert der Aktie zum Zeitpunkt ¢ gilt somit:

In g — (u— %a%t)

P[Stgs]:/\/< Y

bzw.

1 lnsio—(,u—%az)t
P[S; € ds] = saﬂ¢ ( - ds



1.2 Begriffe und Definitionen

1.2 Begriffe und Definitionen

1.2.1 Handelsstrategien

Das Anlageverhalten eines Investor ldsst sich durch eine Handelsstrategie ® beschreiben,
die angibt, welche Anteile in die vorhandenen Anlagen investiert werden. Fiir den Rest der
Arbeit beschrinken wir uns aufgrund der Annahmen des Black-Scholes-Modell auf Anla-

gemoglichkeiten in Form eines risikobehafteten Wertpapiers S und einer risikolosen Anlage

B.

Definition 1.2.1 Fine Strategie ist ein R*-wertiger previsibler Prozess ® = (¢°, ¢'). ¢!
und ¢} bezeichnen dabei die Anzahl der gehaltenen risikolosen bzw. risikobehafteten Wert-
papiere. Der Wert des Portfolios V,* zur Zeit t ist durch

V.? = B, + ¢, S
gegeben.

Bemerkung: Analog lésst sich die Strategie durch den relativen Anteil am Portfolio-Wert,
den man in die Anlagen investiert, definieren. Sei dazu IT = (7%, 7r!) der stochastische Prozess

der die Investitionsquote beschreibt. Es gilt 7 = {267, 7} = 2L} und 7 + 7} = 1.

Allgemein kénnen sich Anderungen des Portfoliowertes zum einen durch die Preisbewe-
gungen der beiden Anlagen ergeben und zum anderen durch Einlagen in bzw. Entnahmen
aus dem Portfolio. Die aus den Preisbewegungen resultierenden Ertrdge werden durch den

Gewinnprozess beschrieben.
Definition 1.2.2 Der Gewinnprozess einer Strategie ® ist definiert durch

t t
g = / PdB, + / prdS,
0 0

Werden Einlagen und Entnahmen ausgeschlossen spricht man von einer selbstfinanzierenden

Strategie.
Definition 1.2.3 Fine selbstfinanzierende Strategie ¢ ist eine Strategie, fiir die gilt:
VP =V 4 gt

bzw. dV,® = ¢2dB; + ¢rdS;.



10 Okonomische und Mathematische Grundlagen und erste Strategien

Wird die Strategie durch die Investitionsquoten beschrieben, ergibt sich

d By dsS;
avit = V! ((1 - W?)E +7Tt1§)
Fiir die Beschreibung der hier betrachteten Wertsicherungsstrategien fiihren wir zwei weitere
Begriffe ein, die direkt auf den Zusammenhang zwischen dem Wert und der gewiinschten

Sicherung eingehen.

Definition 1.2.4 Der Cushion oder Risitkopuffer einer Strategic ®, die aktuell einen
Wert G garantiert, ist die Differenz zwischen dem aktuellen Wert der Strategie und der

derzeitigen Garantie
cr =Vt -Gt

Der Hebel (Multiplier, Gearing Faktor) einer Wertsicherungsstrategie ® gibt das Ver-
héltnis zwischen dem in die risikobehaftete Anlage investierten Kapital und dem Cushion

an. 1
5 _ IS
[ )
C;

Der in die risikobehaftete Anlage investierte Betrag mfC® wird als Exposure bezeichnet.

Fiir konstante m spricht man von einer linearen oder proportionalen Wertsicherungs-
strategie bzw. Constant Proportion Portfolio Insurance (CPPI).

Héufig ist die aktuelle Garantie durch den Barwert einer bestimmten Endgarantie G gege-
ben, d.h. G; = Ge~"™=%_In Anlehnung an die Theorie der Optionsbewertung sprechen wir
von einer europiischen Garantie, da der Betrag GG selbst nur am Laufzeitende garantiert
ist. Im Gegensatz dazu ist eine amerikanische Garantie dadurch gekennzeichnet, dass die
Garantie zu jedem Zeitpunkt wahrend der Laufzeit gleich ist, d.h. G, = G fiir alle ¢t € [0, T].

Um beide Félle zu unterscheiden, nennen wir GG; den Floor einer Wertsicherungsgarantie.

1.2.2 Malle zur Charakterisierung von Strategien

Neben der Verteilung werden das Verlustrisiko und das Gewinnpotential durch eine Vielzahl
von unterschiedlichen Kennziffern beschrieben. In Abhéngigkeit der betrachteten Grofte und
des Zeithorizonts lassen sie sich in verschiedene Kategorien einteilen, von denen wir einige

im Verlauf der Arbeit betrachten wollen.

Zielgrofsen-unabhingige Risikomalie

Mafe, die geeignet sind, eine Handelsstrategie ohne zusétzliche Annahme einer Zielgrofe
wie die Mindestrendite oder den Mindestgewinn zu beschreiben, werden als Zielgrofsen-

unabhéngig bezeichnet. Dazu gehoren die iiblichen deskriptiven Mafse wie Erwartungswert,
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Varianz, Schiefe und Kurtosis des Endwertes oder der Rendite. Allgemein gehéren dazu
alle Momente des Erwartungswert der Strategie. Generell gehort auch die Dichte und die

Verteilung des Endwertes zu diesen Mafsen.

Definition 1.2.5 Die Rendite des Erwartungswertes einer Strategic ® ist definiert

durch
o _ In E[V;?] —1InV}

t

Y
Die erwartete Rendite ist definiert durch
o FElV? —-InV,

Yt n
Als Maf fiir die Schwankung und damit des Risikos wird neben der Varianz die Volatilitit

verwendet, die im Black-Scholes-Modell als relative Standardabweichung pro Zeiteinheit,

iiblicherweise ein Jahr, definiert ist.

Definition 1.2.6 Die Volatilitat einer Strategie @ ist definiert durch

1 P
Gt = 7 Var{ln “%]

Ausgehend von normalverteilten Renditen, lasst sich die Volatilitdt auch durch

e 1, Bl

' t EVPP
darstellen. In Anlehnung an die obige Definition bezeichnen wir o als Volatilitit des
Erwartungswertes und werden diese Definition alternativ zur eigentlichen Definition der

Volatilitat verwenden, da die Berechnung haufig einfacher ist.

Beispiel: Direktinvestition in die Aktie
Wir betrachten die Direktinvestition in eine Aktie, d.h. V,* = S;. Als Rendite des Er-

wartungswert ergibt sich

1 ES
t SO
und als erwartete Rendite
1E[ln é] =pu— 102
t So 2

Zur Vergleichbarkeit mit der Rendite der Aktie ist also die Rendite des Erwartungswert

geeigneter.

Fiir die Volatilitat ergibt sich

D)2 2 2(u—L02)t+202t
op = llnm — llnSOe ’
" ERT : Sy
1
= 0= ;Var[ln g—;]
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Beide Definition sind also im Beispiel identisch. Allgemein sind beides Mafe fiir die
Schwankungen einer Strategie. Inwieweit sie auch als Risikomafie einer Strategie mit
Mindestgarantie sinnvoll sind, werden wir im Abschnitt 1.4.2 und vor allem im Ab-
schnitt 3.3 behandeln.

Ende Beispiel: Direktinvestition in die Aktie

Risikoadjustierte Performance-Mafie

Wird als Vergleichsgrofe der risikolose Zinssatz gewahlt, ergeben sich die Standardmafie der
Portfoliotheorie wie die Uberrendite und das Sharpe-Ratio. Im Gegensatz zur iiblichen Defi-
nition im Rahmen des Capital Asset Pricing Model beschreiben wir das Schwankungsrisiko
nicht durch die Volatilitat als relative Standardabweichung pro Zeiteinheit, sondern durch

die Volatilitat des Erwartungswertes.
Definition 1.2.7 Die Uberrendite einer Strategie ist durch

®
Y —T

gegeben, wobei v die Rendite der risikolosen Anlage angibt. Der Marktpreis des Risikos

bzw. das Sharpe-Ratio lautet
yp —r

o
Oy

Das primére Risiko einer Wertsicherungsstrategie besteht darin, dass das eigentliche Ziel,
die Erzielung eines Mindestbetrages, nicht erreicht wird, d.h., dass die Wertsicherung nicht

erfolgt. In diesem Falle sprechen wir von einem Ausfall oder Shortfall.

Definition 1.2.8 Das Ausfallrisiko (Shortfall-Risiko, Gap-Risiko) einer Strategie ®

besteht aus der Wahrscheinlichkeit, dass die gewiinschte Absicherung nicht erzielt wird:
PlV;* < G|]

Das Shortfall-Risiko ist im Sinne von Artzner et al. (1999) nicht sub-additiv und somit kein
kohérentes Risikomaf. Im Gegensatz dazu ist der erwartete Verlust, der die Grundlage der

néchsten Definition bildet, kohéarent.

Definition 1.2.9 Der erwartete Verlust einer Strategie ® ist definiert durch
E (G -V")']

Der bedingte erwarteter Verlust einer Strategie ® ist definiert durch

B (G- VIV <@l
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Die beiden obigen Definitionen werden haufig auch als Lower Partial Moments der Ordnung
Null und Ordnung Eins beziiglich der Zielgrofse Mindestgarantie bezeichnet.

Insbesondere beziiglich des diskreten Handels wird der Fokus auf dem Gap-Risiko und dem
bedingten Verlust liegen. Im Falle des stetigen Handels liegt (im angenommenen Modell)
iiblicherweise kein Gap-Risiko vor. Neben der Sicherung der Garantie ist jedoch des Weiteren
von Interesse, wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist, einen hoheren Gewinn als die risikolose
Anlage zu erzielen, das Lower Partial Moment der Ordnung Null beziiglich der Zielgrofe

risikolose Verzinsung.

Definition 1.2.10 Die relative Gewinnwahrscheinlichkeit einer Strategie ® bestimmt

sich aus
P[‘/tq) Z ‘/Oert]

Entsprechend definiert sich die relative Verlustwahrscheinlichkeit.

langfristige Risikomalfse

In der Praxis besitzen Produkte wie Investmentfonds und die damit verbundenen Strategien
héufig keinen festen Anlagehorizont. In diesem Fall stellt sich die Frage, welches langfristige

Verhalten beobachtet wird. Wir unterscheiden hier zwei Risikomafe.

Definition 1.2.11 Die langfristige Rendite (des Erwartungswerts) ist durch
Yoo = lim ¢

gegeben.

Der Wert einer Handelsstrategie, deren Garantie mit dem risikolosen Zins wichst, wird
zwangslaufig gegen unendlich konvergieren. Um trotzdem etwas iiber die Grenzverteilung

aussagen zu konnen, betrachten wir die Verteilung des diskontierten Endwertes.
Definition 1.2.12 Die langfristige Verteilung des diskontierten Endwertes ist durch

lim P[V,*e " < v

t—o0

gegeben.

Als Spezialfall ergibt sich hier die langfristige relative Verlust- bzw. Gewinnwahrscheinlich-
keit.
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Beschreibung der Investitionsquote

Wie bereits erwahnt beziehen sich die hier betrachteten Strategien auf ein spezielles risi-
kobehaftetes Wertpapier. In diesem Sinne ist es somit von Interesse ob und inwieweit die
Strategie von Kurszuwéchsen der Aktie profitiert. Ist die Strategie nur abhéngig vom End-

wert der zugrunde liegenden Anlage, sind die folgenden Definitionen von Interesse.

Definition 1.2.13 Die Partizipationsrate p®(S) einer Strategie gibt an, in welchem Ver-
héltnis der Endwert einer Strategie relativ zu den Verdinderungen der Aktie wdchst,

0

p*(9)

Das Partizipationslevel L® gibt an, fiir welchen Wert der Aktie die Partizipationsrate
erstmalig positiv* ist,

L® =inf {S > 0[p®(S) > 0}

Ist die Strategie vom Verlauf der Entwicklung der zugrunde liegenden Anlage abhéngig,
reichen die obigen Definitionen nicht aus. Im Falle pfadabhingiger Strategien ergibt sich
eine zusétzliche Unsicherheit iiber die Auszahlung aus dem Kursverlauf der Aktie. Bei der
in Abschnitt 1.4.1 betrachteten Stop-Loss-Strategie reicht es z.B. aus, dass der Kurs wéhrend
der gesamten Laufzeit einmalig die Schranke unterschreitet, um keinerlei Partizipation mehr
an zukiinftigen Zuwéchsen zu erhalten. Als ein Mafs fiir die Pfadabhéngigkeit betrachten
wir deswegen in den folgenden Kapiteln die bedingte Verteilung des Endwertes der
Strategie gegeben den Endwert der Aktie P[V? € dv|St = s].

Eng verkniipft mit der Pfadabhéngigkeit ist die Investitionsquote einer Strategie, die nun
thematisiert werden soll. Aus praktischer Sicht ist es offenkundig von besonderem Interesse,
dass eine hohe Beteiligung an der risikobehafteten Anlage gewéhrleistet wird, um auch
tatséichlich von der Uberrendite der Aktie zu profitieren. Somit ist es zunéchst von Interesse,

ob die Investitionsquote unterhalb eines bestimmten Wertes sinkt.

Definition 1.2.14 Wir bezeichnen eine Strategie als cash-dominiert, falls die Investiti-

onsquote in der risikobehafteten Anlage unter den Wert € [0, 1] sinkt.

Wiéhrend sich zwischenzeitliche Kursschwankungen nicht ausschliefsen lassen, scheint es
wichtiger, dass die Strategie die Moglichkeit besitzt, sich wieder von niedrigen Werten er-
holen kann. Dies soll daran gemessen werden, ob eine hinreichend grofse Investitionsquote
wieder erreicht werden kann, nachdem diese zuvor unter ein bestimmtes Niveaus gefallen

ist.

!Die Definition ist in dem Sinne zu verstehen, dass der Investor von Kurszuwiichsen profitieren méchte.

Bei Leerverkiiufen der Aktie wiirde z.B. die Umkehrung sinnvoll sein.
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Definition 1.2.15 Der « — - Cash-Lock in der Periode [t,T] bezeichnet das Ereig-
nis, dass die Investitionsquote der Strategie zum Zeitpunkt T' hochstens [ betrigt, unter
der Bedingung, dass sie zum Zeitpunkt t gerade o betrug. Die Wahrscheinlichkeit eines
Cash-Locks ist somit durch

PITY < B[, = o

gegeben.

Anhand einer naiven Handelsstrategie werden diese Begriffe im néchsten Beispiel erlautert.

Beispiel: naive Wertsicherungsstrategie
Unter der naiven Wertsicherungsstrategie verstehen wir, dass zu Beginn genau der Be-
trag in die risikolose Anlage investiert wird, der zur Sicherung der Garantie benotigt
wird. Der verbleibende Cushion wird zur Investition in die risikobehaftete Anlage ver-
wendet.
0 G
¢, = Gy und ¢ = =
St

Aus der Annahme der Selbstfinanzierung folgt
0 1 Co
th = GO und ¢t = S_ Vt € [O,T]
0

Es handelt sich hierbei offensichtlich um eine statische, lineare Strategie, deren Hebel
gerade 1 betragt. Aufgrund der Statik ist offensichtlich, dass die Strategie zum einen
pfadunabhéngig ist und zum anderen die Allokationsregel nicht von einem angenom-
menem Modell abhéngig ist. Insbesondere ist damit unabhéngig von einem speziellen

Modell kein Gap-Risiko vorhanden. Fiir den Wertprozess der Strategie gilt

Die Risikomafse der Strategie lassen sich direkt aus dem Wertprozess ableiten:

e Die Verteilung folgt direkt aus der Verteilung der Aktie.

e Die Investitionsquote ist steigend bei steigenden Kursen und umgekehrt fallend

bei fallenden Kursen. Es handelt sich also um eine pro-zyklische Strategie.
e Die Gewinnwahrscheinlichkeit entspricht der Gewinnwahrscheinlichkeit der Ak-
tie.

e Es erfolgt nur eine geringe Partizipation in Hohe des Verhéaltnisses zwischen an-
fanglichem Cushion und Garantie. Das Partizipationslevel liegt bei 0, da jeder

Aktienkurs grofer als Null zu einem Uberschuss gegeniiber der Garantie fiihrt.
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e Die langfristige erwartete Rendite entspricht dem Maximum aus der Aktienrendi-
te p und dem risikolosem Zins r. Die langfristige Wahrscheinlichkeit die risikolose

Anlage zu iibertreffen ist 1, sofern p > r + %(72 und 0 sonst.

Ende Beispiel: naive Wertsicherungsstrategie
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1.3 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften der Brownschen Bewegung beschrieben wer-
den.

Zunéchst befassen wir uns mit der gemeinsamen Verteilung der Brownschen Bewegung und
ihrem Maximum bzw. Minimum. Diese Ergebnisse werden die Grundlage fiir die Diskussion
der Stop-Loss-Strategie, den bedingten Verteilungseigenschaften der beschrankten CPPI
und den Verteilungseigenschaften der CPPI mit Garantie-Anpassung bilden.

Der Abschnitt zur gemeinsamen Verteilung der Geometrischen Brownschen Bewegung und
des arithmetischen Mittels der Geometrischen Brownschen Bewegung wird zur Bestimmung
der Eigenschaften der CPPI mit konstanter Garantie bendtigt. Dazu bestimmen wir in
Anlehnung an Yor (1992) die Momente des Produktes der Geometrischen Brownschen Be-
wegung und ihres arithmetischen Mittels. Des Weiteren geben wir eine Integraldarstellung
fiir die Verteilungsfunktion an.

Der letzte Abschnitt beschéftigt sich in Anlehnung an Karatzas und Shreve (1984) und
Benes et al. (1980) mit einer Brownschen Bewegung, die unterschiedlichen Drift auf der
positiven und negativen Halbachse besitzt. Die zitierten Laplace-Transformationen werden
hilfreich bei der Bestimmung der Verteilung und der Momente der beschrinkten CPPI sein,
wohingegen die Integraldarstellungen bei der Beschreibung der Pfadabhéngigkeit von Nutzen

sind.
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1.3.1 Eigenschaften der Brownschen Bewegung und ihres Maxi-

mums

Der folgende Abschnitt beschreibt einige grundsétzliche Verteilungseigenschaften der Brown-
schen Bewegung und ihres Maximums, auf die im folgenden zuriickgegriffen wird.

Es sei (W})i>o eine Brownsche Bewegung und (M;);>¢ der Prozess ihres laufenden Maxi-
mums, d.h. M; = maxg<s<; Ws. Ferner bezeichnen N (z) bzw. ¢(x) die Verteilungsfunktion

bzw. die Dichte der Standardnormalverteilung. Es gelten die folgenden Eigenschaften:

Theorem 1.3.1 Fiir allet >0 und a < bb> 0 gilt:

PIW,<a,M,<b =N (%) —N (a\_/;b) (1.3.1)

Beweis : Aus dem Reflektionsprinzip folgt:

2 —
P[tha,Mtzb]:P[Wtzzb—a]:1—N( \/ga>

und damit

PIW,<a, M, <8 = P[W,<a]—P[W;<a,M >0
- () (7))

Als direkte Folge fiir a = b ergibt sich

Korollar 1.3.2 Fiir das Mazimum einer Brownschen Bewegung gilt:

P[M; <b =N (%) -N (%) (1.3.2)

Die Anwendung der Girsanov-Transformation auf Theorem 1.3.1 liefert die folgende Eigen-
schaft fiir die Brownsche Bewegung mit Drift. Sei dazu (W}*);>o eine Brownsche Bewegung

mit Drift p

Theorem 1.3.3 Fliir allet >0 und a < b und b > 0 gilt:

—pt —2b — pt

Beweis : Durch 10
ap = ¢ (1)
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sei ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs

Q

Q) = B[ )

fir alle Ereignisse A € F,, definiert, wobei ¢ das stochastische Exponential e(X); :=
eX1=2(X) hezeichnet. Nach dem Girsanov-Theorem und Lévy’s Charakterisierung der

Brownschen Bewegung ist
Wy — (W, uWy) = Wy — it

eine Brownsche Bewegung unter (). Bezeichnen wir mit T}, := inf{t > 0 : W, = b}
den ersten Zeitpunkt, zu dem die Brownsche Bewegung den Wert b annimmt (man
beachte, dass {T}, > t} = {M,; < b} P-fs. gilt), so erhélt man

PWF<a,M!'<b = QW;<a,T,>t

P We—1p2t
= F []I{WtSa,Tm}e“ ‘ 2“}

Durch Differenzieren von 1.3.1 nach a ergibt sich

PWl <a,M!'<b = L (e_ézt —er )e’“_é”%d@"

1 @ 1 (z—pt) 1 (z—2b—ut)?
= e 2 = e2b“€7§ = dx

_ /\/(a \—/éut) _ 2 AS (%bt—wf)

Fiir das Maximum einer Brownschen Bewegung mit Drift gilt analog zu 1.3.2

PIM!<b =N (b?ﬁ“t> — 2N (%) . (1.3.3)

Insbesondere folgt

P [W; > a+ (t fiir irgendein ¢ > 0] = tlim P [Mt_ﬁ > a}
, o+ ft - —a+ Ot
= lim1-N +e N (—)
- () + e (2

1 <0
= - : 1.3.4
{ o—28a falls 30 ( )



20 Okonomische und Mathematische Grundlagen und erste Strategien

Durch das Ausnutzen der Unabhéngigkeit der Zuwéchse der Brownschen Bewegung lasst

sich die obige Formel fiir u > 0 folgendermaften umschreiben:

PWy>a+ptfirt>s|Ws=v] = P[W,—W;>a+p(t—s)+ s firt>s|Wy=1]

= PWis>a+p({t—s)+0s—vfirt—s>0]
— o 2BlatBs—) (1.3.5)

Dies bildet die Grundlage fiir das folgende Korollar.

Korollar 1.3.4 Fir das Mazimum der auf den Endwert konditionierten Brownschen Be-

wequng quilt

_2B(B=a)
T

P[MTZQIWT:O[]:(E
Dies qilt ebenfalls, wenn man zusdatzlich fir die Brownsche Bewegung einen Drift unterstellt

_2B(B=a)

PIME > BIWE =a] = e % . (1.3.6)

Beweis : Es ist allgemein bekannt, dass, falls (W});>0 eine Brownsche Bewegung ist,

der zeit-invertierte Prozess

{tW1 O0<t<oo
Y, =

ebenfalls eine Brownsche Bewegung ist (vgl. z.B. Karatzas und Shreve (1991, Lemma
2.9.4)). Angewandt auf Gleichung 1.3.5 ergibt das

e 2PBs=8) — P[W, > ft fiir t > s|W, = 4]
= P[tW% > [t fiir t > s[sW1 = @]

1 1
= P[Wy 2§ fiir o < T|Wp = GT] mit T:= —
¢ s

= P[M7p > pB|Wr=a] mita=aT

also
B—a

P[MT Z 5|WT = Oz] = 6_26T

Fiir den zweiten Teil benotigen wir, dass die auf den Endwert konditionierte Brownsche
Bewegung einer Brownschen Briicke (BY™%)o<;<7 entspricht (vgl. Karatzas und Shreve
(1991, Kapitel 5.6.B)). Die Brownsche Briicke ldsst sich darstellen als

t t
B?—w = Wt + ?Oé — TWT
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Somit ergibt sich

> _ _ 0—a+put >
P [Oréltag% Wiy > B\Wr = a + pt] P [OrgtaSXT By > [

= P[max {Wt+ i(oe+/ucT) — iWT} > A

0<t<T T T
= Plmax AW, + ta— twirl =5
L A Tl (e
— > — —
P[o%%xT W, > B — ut|Wr = «f

= P[M{ > p|Wr = a]

Insbesondere folgt

P[My = BIWg = o
= P[Mp > B|Wr = a— uT]|
= P[My > p|Wr = q]

Die obigen Formel lassen sich analog auch fiir das Minimum (m;);>o der Brownschen Bewe-

gung mit Drift, m} := ming<;<, W#, und den Endwert bestimmen. Insbesondere folgt aus

der Symmetrie der Brownschen Bewegung
(Wtu7m?) = (_W;u7 _Mtiu)
und somit fiir ¢ > bund b < 0

PW}/ <a,mi>b = PW,*>—a, M;" < —b]
= PIM;" < —=b—PW; "< —a,M;"<-b  (1.3.7)

Weiterhin lasst sich auch direkt die Verteilung der Differenz zwischen dem Maximum und
dem Endwert einer Brownschen Bewegung bestimmen. Man beachte, dass das Ergebnis ohne
Drift der Brownschen Bewegung wiederum direkt aus dem Reflektionsprinzip abgeleitet

werden konnte.

Korollar 1.3.5 Fiir die Differenz des Maximums und des Endwertes einer Brownschen
Bewegung mit Drift, (M} — W}, gilt

PM!—W; < =N (H—ﬂ“t) — e N (%) (1.3.8)

fir b > 0.
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Beweis : Mit M}' > 0 folgt:

P[Mt“—Wt“gb]—/ P[M! — W} < bW =z] - P[W} € da

o0

—/ PIMP <b+2[WF =] - P[WF € dal
—b

Einsetzen der Dichte fiir die Brownsche Bewegung und Verwenden von Korollar 1.3.4

ergibt

/OO 1 (1 B 2(b+x)b> 1 (z—ut)? p
= —e t e t €T
b V 27Tt

—b — ,ut 1 (@—pt)?+4b%44ab
=1-N 2t dx
( ) \/ 27r

1 (z— ,ut+2b)2
t X

B ) M
S ()
)

_ —b+ ut
_ o 2bp
e (<)

Zur Vollstandigkeit betrachten wir nun die Dichte der ersten Treffzeit T} := infio {W; + ut = b},

welche sich aus den Formeln fiir das Maximum bzw. Minimum durch die Beziehungen

P[T} <t] = PIM}' > b fir b > 0 bzw. P[T}' < t] = P[m} < b] fir b < 0 und Diffe-

renzieren ergibt:

Korollar 1.3.6 Die Dichte der ersten Treffzeit ist fiir alle b € R durch

b _1-wn? it

e 2 ¢
V2mt3

P[T} € dt] =

bestimmidt.
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1.3.2 Eigenschaften des Integrals der Geometrischen Brownschen

Bewegung

Wir betrachten das kontinuierliche, arithmetische Mittel einer geometrischen Brownschen

Bewegung (W};);>¢ mit konstantem Drift 6.

t
A = / eIstoWs 4
0

Als Integral {iber lognormalverteilte Zufallsvariablen ist die Verteilung nicht in geschlossener
Form darstellbar. Es lassen sich jedoch die Momente berechnen und eine Integraldarstellung

fiir die auf den Endwert der Brownschen Bewegung bedingte Verteilung angeben.
Theorem 1.3.7 Sei¢ € R und n € N. Dann gelten die folgenden Aussagen

1. Fir a > max{%, %} qilt

00 t n |
/ e E |:</ eWSdS) eth:| dt = TL. i) . (139)
0 0 szo <a _ %)

2. Firt>0 gilt

t n
E [(/ eWSds) eth] = n! chg) ezt (1.3.10)
0 —

oo (s) 2
mat c;’ = kH P —GFh)?
#3

0<k<n

Beweis : 1. Wir definieren zunéachst

Dou(c) = B [(/Ot eWSds>ne<Wt}

t s1 Sn—1
n! E [ / . / WartWey et WentWe o 0 sy
0 0 0

Ausniitzen der Unabhéngigkeit der Zuwéchse einer Brownschen Bewegung liefert

E |:6W81 +W52 +-~~+Wsn+§wt]
E eg(Wt_Wsl )+(§+1)(Wsl _W52)+--~+(§+n_1)(W5n_1 _Wsn)+(§+n)wsn:|

L(2(t—s1)+(s+1)2(s1-52)+- A (sHn—1)2(sp—1—5n)+(s+n)?sn )

]

= €

’Die Resultate und Beweise entsprechen denen in Yor (1992) Im Wesentlichen wurde hier die Notation
angepasst. Fiir die Momente haben wir die Resultate dahingehend verallgemeinert, dass kein positiver Drift

vorausgesetzt werden muss.
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und somit durch Vertauschen von Erwartungswert und Integration

/ e, (c)dt
0

o) t S1
:n!/ e_o‘t//
0 0 0
n—1
. e

3 /S %(<2(t—sl)+(<+1)2(sl—52)+...+(<+n—1)2(sn_1—sn)+(<+n)2sn)dSn . dsy dt
0

und Vertauschen der Integrationsreihenfolge

=n! / e (- (§+2n)2)3”/ e (o (<+n271)2)(5"‘178") .. / ef(afﬁ)(tfsl)dt ..dsy_qdsy,
0 Sn

S1

Mit a@ > max {%, @} sind die uneigentlichen Integrale jeweils wohldefiniert und

es ergibt sich Gleichung 1.3.9.
2. Die Partialbruchzerlegung® der rechten Seite in Gleichung 1.3.9 liefert

1 n (s)

-y %

- : — e
Hj:[) (Oé _ (C‘Ej)2> =0 o — %

mit ng) aus dem Theorem. Somit gilt fiir alle «, die die Bedingung aus dem Theorem

erfillen
oo n o g B
0 — .
und somit
~ (),
(I)n,t(g) = n! ch e 2
§=0
Also Gleichung 1.3.10. .

Eine einfache Anwendung des Girsanov-Theorem liefert folgendes Korollar:

Korollar 1.3.8 Fiir 6§ € R gilt:

J

t n n
E |:(/ 695+Wsd8) €§(9t+Wt):| —n! Z c(<+9) 6(0+%(§+j))(<+j)t . (1311)
0

=0

3Wie sich durch Induktion leicht zeigen lisst, gilt fiir eine beliebige Folge (¢;) j=o,...,» und z € R, z # ¢;Vj:

.....

n n n

1 1 1
H:chcj - O:c+cj H

Cl — Cj
k#j J
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Beweis : Das dquivalente Mafs () sei durch die Radon-Nikodym-Dichte

@ — e@Wﬁ*%QQt
dP

definiert. Unter diesem Malfs ist W; — 0t eine Brownsche Bewegung und somit

E |:</t 66’5+W5d8) 6§(€t+Wz):| :EQ |:</t 6W5d8) eCWt:|
0 0
t n dQ
:E ch §Wt
() o]
—-E {(/t Wsds)n Wy 9Wt—§02t:|
[( W ds) e<<+o>wt]
0

Mit Theorem 1.3.7 und Ersetzen von ¢ durch (¢ + 6) folgt

M\H

3

—n! Z ST G0+ D) (i)t

Ein weitere Verallgemeinerung auf Prozesse mit beliebiger aber konstanter Volatilitét liefert

Korollar 1.3.9 Firf € R, o € Rt gilt:

t n e )
FE [</0 695+"W5d5) GC(HHUWH} o2n Z ) 7(§+])>(<+J)t ) (1.3.12)

=0

Beweis : Frgibt sich direkt aus der Skalierungseigenschaft der Brownschen Bewe-

gung?*, d.h.
_ ‘ n
</ 608+W0’23d8) €§(9t+W02t):|
0

E |:</t e@s—l—aWst) eg(9t+aWt):| —F
0 L
[ 1 o2t "
B - es 2 s+Ws ds e§(9t+W02t)
(3 [ o) o)

_ ; n
=K (i/ e:?SJrWSds) e§(¢i~+wf)]
o2
i 0

4Skalierungseigenschaft: Falls (Wi)i>0 eine Brownsche Bewegung ist, so ist auch ( \[WC ¢)t>0 eine Brown-

und mit ¢ := o2t

sche Bewegung, vgl. Karatzas und Shreve (1991, Lemma 2.9.4).
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Aus Gleichung 1.3.11 folgt

Z (H32) (L34 ()i
0—2n
=0

Einsetzen der Definition von ¢ ergibt die Behauptung. |

Als zweiten Punkt neben den Momenten soll abschlieftend die Verteilung von

t
/ 62(98+W5)d5
0

diskutiert werden. Wir beschrianken uns auf die Darstellung der Ergebnisse und verweisen
fiir die Herleitung auf Yor (1992, Abschnitt 6).

Proposition 1.3.1 Sei a;(z,u)du = P [fot eWeds € du‘Wt = x}, d.h. a;(z,u) beschreibt
die bedingte Dichte des kontinuierlichen, arithmetischen Mittels. Dann gilt
R e I

ar(w,u) = —e - >w<%,t>

um

S 2
WY(r,t) :/ e~ 2e "M ginhy sin 7%ydy
0

Analog zu den Uberlegungen von Korollar 1.3.4 aus dem letzten Abschnitt zum Maximum
einer Brownschen Bewegung gilt die obige Aussage unabhéngig von einem mdglicherweise

vorhandenem Drift.
Korollar 1.3.10 FEs gilt:

¢
P {/ 2Wst0s) s ¢ du
0

Wi+ 0t = x} = ay(x,u)du
Beweis : Aus der Darstellung der Brownschen Briicke

Bg_)x W + tx——Wt

ergibt sich

t ¢
P [/ Wt ds € du|W, =z — Qt} = P[/ HBSTT408) g dul
0 0

t
_ P[/ 2(Ws+ (ac Gt)—EWz-‘er ds € du]
0

t
= PJ / 2 Watiz=iWigs e du
0

t
= P [/ Weds € du
0

Wt:.’ll':|
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Brownsche Bewegung mit wechselndem Drift

LS TN

Abbildung 1.1: Brownsche Bewegung mit wechselndem Drift 6y > 0 > 6,

1.3.3 Brownsche Bewegung mit wechselndem Drift

Im folgenden Abschnitt werden die Verteilungseigenschaften einer Brownschen Bewegung
mit wechselndem Drift vorgestellt. Dabei handelt es sich um eine Brownsche Bewegung,
welche, je nachdem ob sie sich im positiven oder negativen Bereich aufhélt, einen unter-
schiedlichen Drift besitzt. Abbildung 1.1 stellt exemplarisch einen Pfad dieses stochasti-
schen Prozesses dar. Eine Betrachtung findet sich erstmalig in Benes et al. (1980), wo die
Verteilung durch eine Laplace Transformation bestimmt wird. Im Gegensatz dazu finden
sich bei Karatzas und Shreve (1984) Darstellungen als Doppel-Integral fiir die Dichte. Fiir
die in dieser Arbeit betrachteten Probleme hat es sich als zweckmaéfig erwiesen, dass fiir
grundlegende Eigenschaften wie Verteilungsfunktion und Momente eine numerische Berech-
nung der inversen Laplace Transformation effizienter als die numerische Berechnung der
auftretenden Integrale ist. Umgekehrt lassen sich jedoch, ausgehend von den Uberlegung
von Karatzas und Shreve (1984), fiir die auf den Endwert bedingte Brownsche Bewegung
mit wechselndem Drift geschlossene Darstellungen bestimmen, so dass an dieser Stelle auf
beide Ergebnisse eingegangen wird. Ausgehend von der Definition bestimmen wir zunéchst

eine schwache Losung fiir die Brownsche Bewegung mit wechselndem Drift.

Definition 1.3.1 Ein stochastische Prozess (Xi)i>o heifft Brownsche Bewegung mit wech-
selndem Drift, falls er die stochastische Differentialgleichung

dXt = @(Xt)dt + th s XO =X (1313)

0 <0
O(zx) = 1 T >
90 x>0

erfillt. Dabei ist (Wy)i>o eine Brownsche Bewegung mit Start in 0.

Als einfache Anwendung des Girsanov-Theorem ergibt sich
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Lemma 1.3.11 Sei (W;);>¢ eine Brownsche Bewegung beziiglich P, dann ist (Wy, Q) eine
schwache Léosung der SDE 1.3.13, wobei (Q durch den Dichte-Prozess beziiglich P

aQ t = (/Ot @(Wu)qu) = exp (/Ot O(W,)dW, — %/Ot@(Wu)Qdu) (1.3.14)

dP
definiert ist.

Beweis : Sei @) geméh dem Lemma definiert. Nach Girsanov-Theorem ist
t t
Wi— < / @(Wu)qu,/ aw, >
0 0
t
~ W, —/ O(W,,)du
0

eine Brownsche Bewegung unter (). Insbesondere ist W; somit eine schwache Losung

von 1.3.13 unter Q. |

Lemma 1.3.12 Der in 1.5.1} definierte Dichte-Prozess ldsst sich darstellen als

dQ

1 1
Th = oxp (Wt - O(Wy) = Wo - O(Wo) + (61 — b0) Li— 07t + 5 (67 - eg)rt)

dabei bezeichnet Ly die Lokalzeit in 0 und I'y die Aufenthaltsdauer in der positiven Halbachse
bist .

Beweis : Wir betrachten zunéchst das erste Integral auf der rechten Seite in 1.3.14.

Sei dazu die Funktion F'(z) definiert durch

F(z):= /OZ O(y)dy = z0(z)

Anwendung der It6-Tanaka Formel (vgl. z.B. Revuz und Yor, 1998, chap. VI) und
Beachtung der Sprungstelle von ©(z) an der Stelle 0 ergibt

e}

Fvy = Fov) + [ Povan s [ e
= F(WO) + /t @(Wu)qu + (90 - 01>Lt

oder anders ausgedriickt

/t O(Wy)dW, = Wy - O(W,) — Wy - (W) + (61 — o) Ly

SFiir die hier verwendetet Defintion der Lokalzeit vgl. Karatzas und Shreve (1991)
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Das zweite Integral lasst sich folgt aufspalten
t t t
0 0 0
t t
= / 9%(1 - ][{Wu>0})du+/ 93][{Wu>0}du
0 0
= Oit+ (05 — )T,
Insgesamt ergibt sich die Behauptung. |

Fiir die Herleitung der gemeinsamen Verteilung des Triplet (W;, L;, I';) sei auf Karatzas und
Shreve (1991, Kapitel 6) bzw. Karatzas und Shreve (1984) verwiesen. Wir geben an dieser

Stelle nur das Ergebnis an.
Theorem 1.3.13 Die gemeinsame Verteilung (Wy, Ly, T'y) with Wy = x ist durch

P, (W, €dx,L, € db,T) €dr) = 2h(r,b+af+a")h(t—7,b—x5 —27)
=: p"'(x,b,7)drdbdz

gegeben. Dabei bezeichnet h(s,y) die Dichtefunktion einer Invers-Gauf-verteilten Zufallsva-

riable ] )
) )
h = — —_— d
(s,9) = =P [ 23] s
und xt := max(x,0) , 7 := min(z, 0).

Falls xg < 0 und @ < 0 (bzw. gy > 0 und x > 0) ergeben sich zusdtzlich die folgenden

Punktwahrscheinlichkeiten

]_ x 712 x 932
P,,(Wy €dx,L; =0,T}) =0) = Nz (e() _ e”’) dx
T

w 1 _(Io—z>2 _(3004-35)2
P, (Wyedx, L, =0,T) =t)= NG e 2 —e 2 dx
7T

Man beachte, dass die Punktwahrscheinlichkeiten das Ereignis , Brownsche Bewegung mit

Start in x( besitzt nie den Wert 0 beschreiben. Insgesamt ergibt sich

Korollar 1.3.14 Die Dichtefunktion fiir X, ist gegeben durch

P(X, € de,TX € dr) = ev®@ 00300307 paot&i=0o(y r)drdy

und fiir xg,x > 0 (fiir vo,x < 0 ergibt sich P(X; € dz,T;X =0) analog)

P(X; €dx, T} =t) = L Seaze® o) 6(r)-6(n)-10()
¢ €de, I =1t) = 57 \° f e e x
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wobei

o8} T + + (b+a¢++m+)2 (bfzifz_)2
Frotbi=fo(y 1) =/ boo” — 5 )0t +e )eb(el_%)_ (s R
Y
0

Beweis : Mit Lemma 1.3.12 ergibt sich

P(X; € do, T € dr) = Q(W, € dz, T} € dr)
d@
=E |:][{Wt6dx r'Vedr} dP}
Zusammen mit Theorem 1.3.13

:eév@(:v)—wo@(l’o)—éef(t—f)—éegT/ eO1=00)bpzot (32 b 7Vdb drdx
0

~
=:F0:4:91=% (2,7)

Die Punktwahrscheinlichkeiten ergeben sich entsprechend. |

Die Ergebnisse von Karatzas und Shreve (1984) wurden dabei insofern erweitert, als dass
wir mit A.1.4 eine geschlossene Darstellung fiir das Integral F' besitzen. Zur Berechnung der
Dichtefunktion von X, ist es somit ausreichend das Integral iiber 7 numerisch zu berechnen.
Aufgrund der bekannten effizienten Algorithmen zur Bestimmung der inversen Laplace-
Transformation (vgl. z.B. Abate und Valké (2004)) ist der Rechenaufwand jedoch wie er-
wahnt geringer, falls die Verteilungsfunktion und die Momente iiber die folgende Laplace-

Transformation der Dichte bestimmt werden.

Theorem 1.3.15 (Benes et al. (1980)) Seip(\, zo, 2,00, 01) die Laplace-Transformation
von Py (X; € dz) beziiglich t, d.h.

T?()\, Zo, <, 90, 01) = / eiAtPI()(Xt € dZ)dt
0

Dann ist p(\, xg, 2,00, 01) fiir o > 0 durch

(A)esz z2<0< i)
13()\7'7:07 2, 00) 91) = ( )6ZK4 + K5(>\) 2K (A O0<z< Zo (1315)
K5(A) + VARG ()N fiir 0 < g < 2

—~

gegeben und p(A, xg, 2,09, 01) = D(\, —x9, —2, —01, =) fiir xo < 0. Die Funktionen K; sind
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gegeben durch

9e—0(80-++/63+2)) 9e—T0K1(\)
O — 0+ /T 2h+ /B2 127 Ka(N) — Ks(A)
Ky(\) = 61+ /60742
o= 20(00+1/03+23) 9e—r0K1(\)
JEr2n K\ - Ks()
Ky(A\) = 0y + /0% +2)

() e 20OtV 9 o+ /62 + 2X\ — /0% + 2)
VOE+2X 0y — 01 + /052X + /07 + 2)
2(Kg(A) — Kg(N))e moFaW

(Ka(A) = Ko(A)(Ka(A) — Ks(X))

K6()\) - 90—\/68‘1—2)\
Ks(A) = 61— /62 +2)

Fiir xg < 0 bezeichnen wir die entsprechenden K; mit Ki.

Ki(\) =

K3(\) =

Ausgehend von der gemeinsamen Verteilung der Aufenthaltsdauer und des Endwertes in
Korollar 1.3.14 ist es moglich, die Verteilung von X; bedingt auf den Wert der Brownschen
Bewegung W, zu bestimmen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei dazu 6y > 6. Es
sei der Wert der Brownschen Bewegung durch W, = s gegeben. Dann ist offensichtlich, dass
X; im Intervall

Xi € [xo + 0it + 5,20 + Ot + 5]

liegen muss. Des Weiteren ist es, in Abhéngigkeit des Startwertes zy, moglich, dass der
Prozess X, seinen Drift bis zur Zeit t nie gedndert hat, d.h. das Vorzeichen von X; bleibt

gleich. In diesem Fall gilt das Lemma

Lemma 1.3.16 Seixg > 0 (zg < 0) und x¢ + Ogt + s > 0 (xg + 01t + s < 0). Dann gilt

Ot
P[X; =z + Ot + s|W; = s] = 1 — exp <_2xo(xo+s+ 0 ))

t

01t
(P[Xt =20+ 01t + s|W, = 5] =1 —exp <_2:co(a:o +t8 + 01 )))

Beweis : Der Beweis beschrankt sich auf den Fall g > 0. Man beachte zunéchst, dass
das Ereignis X; = x¢ + 0ot + s mit dem Ereignis ming<;(X) > 0 iibereinstimmt, d.h.

dem FEreignis, dass die Brownsche Bewegung nie die positive Halbachse verléasst. Mit
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den Uberlegungen zu Korollar 1.3.4 folgt
P[X; =z + Ot + s|W; = §]
:P[I?%?XS > 0|W; = 5]
:P[r?gi?xo + WP > 0|W, = 5]
:P[Iglgg{l/[@_eo < x| Wy = —5]
:P[nglgtx W, < xo|Wy = —s — Oot]
_q - oleoterton

Des Weiteren lésst sich nun die auf W; = s bedingte Dichte fiir die Brownsche Bewegung
mit wechselndem Drift im Intervall |z + 61t + s, o + 0ot + s| angeben. Dazu beachte man
zunéchst, dass, ausgehend von der Stochastischen Differentialgleichung 1.3.13, zwischen X,
und W; die Beziechung

t
Wt :Xt — T — / @(Xs)ds (1316)
0

besteht. Ausgehend von der Aufenthaltsdauer und dem Wert des Prozess X, lasst sich der

Wert der Brownschen Bewegung W, bestimmen. Das fiihrt zum néchsten Resultat

Theorem 1.3.17 0.B.d.A sei 0y > 0. Bedingt auf Wy = s und Vzg € R, x € (zo + 61t +
s, xo + Oot + s) ist die Verteilungsfunktion fir X, durch die Dichtefunktion

P(Xt c dx|Wt = 3) — 7 271-; 6%52 e;t@(x)*xo@(xo)*%@%(tf?)*%93%Fxo,t,91700 (l’,’f')
0—th
mit
S+ xg—x+ 041t
(61 — 6o)

F=
bestimmidt.

Beweis : Es sei zundchst an zwei Eigenschaften von Dichtefunktionen erinnert. Falls
Z eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion g(z) ist, Y eine weitere Zufallsvariable und
die gemeinsame Dichtefunktion von Y und Z durch h(y, z) gegeben ist, lésst sich die

auf Z bedingte Dichtefunktion von Y fiir g(z) > 0 durch P[Y € dy|Z = 2] = héz(;;)z) dy

angeben.
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P[X,€dx|W,=5] With 6,=1., 6,=0.25 and —X,=W,=s PIX,cdX|W,=5] With 6,=1., 6,=—0.125and X,=0, W,=s P =dXV=5] with Xo=Wi=0
4

—— s=05

— =025
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Abbildung 1.2: Dichte der Brownschen Bewegung mit wechselndem Drift bedingt auf den End-

wert der Brownschen Bewegung

Des Weiteren ist die Dichtefunktion von a+c- Z, fiir a,c € R, durch Pla+cZ € dz] =
ﬁg (Z’“) dz bestimmt.

C

Sei nun f die gemeinsame Dichtefunktion von X; und T';* aus Korollar 1.3.14, d.h.
f(z,7)dzdr = P[X; € dz,T;* € dr]. Damit und der obigen Darstellung der Brown-

schen Bewegung ergibt sich

P[X; € dz,W; € ds]
P[W; € ds]
P[X; € dv,x — xg — 01t + TX (6, — 6p) € ds]
P[W; € ds]

=7

PIX; € de|W, = s] =

s+x0—x+01£>
0, — b, da

_s2
e 2t

1
|91,90|f<x7

V2rt

Einsetzen von f(x,7) ergibt die Behauptung. |

In Abbildung 1.2 werden zur Illustration die Dichten fiir verschiedene Brownsche Bewe-
gungen mit wechselndem Drift dargestellt. In der linken Abbildung wird der Startwert der
Brownschen Bewegung mit wechselndem Drift gerade so gewahlt, dass die Trager der Dichte-
funktion fiir verschiedenene Endwerte der Brownschen Bewegung identisch sind. Zu beachten
ist dabei, dass die sich ergebenden Punktwahrscheinlichkeiten nicht dargestellt wurden. So
gilt z.B. in der linken Abbildung fiir den Endwert der Brownschen Bewegung mit wechsel-
dem Drift auf einen bedingten Endwert der Brownschen Bewegung von W; = —0.25 und
den daraus folgenden Startwert xq = 0.25, dass dieser, geméf Lemma 1.3.16, mit 40%-iger

Wahrscheinlichkeit gerade genau gleich 1 ist.
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Die mittlere Abbildung gibt die bedingte Dichtefunktion der Brownschen Bewegung mit
wechselndem Drift bei gleichem Startwert und unterschiedlichen Endwerten der Brown-
schen Bewegung an. Insbesondere sind damit die Tréger nicht mehr identisch. Je hoher
der Endwert der Brownschen Bewegung, desto grofer ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Brownsche Bewegung mit wechselndem Drift in der Ndhe der oberen Grenze liegt. Intuitiv
ist das somit zu erkldren, dass hohere Endwerte der Brownschen Bewegung implizieren, dass
sich die Brownsche Bewegung ldanger in der positiven Halbachse aufgehalten hat und somit
von dem dort groferen Drift profitiert.

Die rechte Abbildung verdeutlicht den Einfluss des Vorzeichen des Drifts auf die Dichten.
Dazu sind X, und Wr so gewihlt, dass keine Punktwahrscheinlichkeiten auftreten. In die-
sem Fall erkennt man, dass, falls der Drift positiv ist, wenn X; positiv und umgekehrt (roter
Graph), die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Aufenthalt an den Rédndern grof wird. Intuitiv
erklart sich das dadurch, dass nur zu Beginn Unsicherheit iiber das Vorzeichen vorliegt.
Danach fithrt der Drift die Brownsche Bewegung vom Nullpunkt weg. Falls der Drift positiv
ist, wenn X; negativ ist, und negativ, wenn X, positiv ist, zeigt sich, dass sich die Wahr-
scheinlichkeit auf die Ndhe des Nullpunktes konzentriert. Der Drift fithrt den Prozess X,

jeweils zum Nullpunkt zuriick.
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1.4 Semi-statische und optionsbasierte Wertsicherungen

Es sollen im folgenden die wesentlichen Eigenschaften der optionsbasierenden Wertsiche-
rungsstrategien und der Stop-Loss-Strategien vorgestellt werden. Bei beiden Strategien han-
delt es sich um Strategien mit beschranktem Kapitalbedarf, weswegen wir sie zum Vergleich
mit den in Kapital 3 behandelten Strategien verwenden werden.

Wie erwéhnt, lassen sich Stop-Loss-Strategien auch als Strategien, die auf einer Barrier-
Option basieren, interpretieren. Haufig findet dies im Rahmen so genannter Turbo-Zertifikate
statt, vgl. z.B. Mahayni und Suchanecki (2006).

Zusatzlich lassen sich Stop-Loss-Strategien als Grenzwert der in Abschnitt 3.1 behandelten
beschréankten CPPI-Strategien auffassen, vgl. Black und Perold (1992).

Des Weiteren werden wir sehen, dass sich eine Vielzahl der spéter betrachteten Modifikatio-
nen der CPPI und auch die CPPI selbst, als Optionen beziiglich einer synthetischen Anlage
darstellen lassen. Dies ist eine zusétzliche Motivation sich an dieser Stelle mit den beiden

Wertsicherungsstrategien zu beschaftigen.
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1.4.1 Stop-Loss Strategien

Die Stop-Loss-Strategie beschreibt die Investition in eine risikobehaftete Anlage S;. Sobald
der Wert der Investition nur noch einer vorher festgelegten, méglicherweise zeitabhéngigen,
unteren Grenze G entspricht, wird die Investition aufgelost und der Restwert in die risikolose
Anlage angelegt.

Formal ist die Strategie definiert durch

SL1 _ q Vo
t - {r>t}S—O
SL,0 G

: Z]I{Tgt}B—T ;

wobei 7 := inf{t > 0 : VL = G,} der Umschichtungszeitpunkt ist. Die Strategie ist offen-
sichtlich selbstfinanzierend und statisch bis auf maximal einen Handelszeitpunkt. Es wird
jedoch eine stetige Beobachtung des Kursverlaufes der risikobehafteten Anlage erfordert.
Eine analoge Definition fiir die Stop-Loss-Strategie durch die Investitionsquoten ist durch

HtSL’1 = Ifr>¢y bzw. HfL’O = I{7<;) gegeben. Fiir den Wertprozess der Strategie gilt:

S, B,
VAL = V=1, G,—1,
t OSO {r>t} + BT {r<t}

Ublicherweise wird die Garantie entweder als konstant iiber die Laufzeit angenommen (SL1)
oder als mit der risikolosen Zinsrate wachsend (SL2). Im Sinne eines festen Anlageho-
rizontes lasst sich der Unterschied so interpretieren, dass die Garantie entweder zu je-
dem Zeitpunkt gewihrleistet wird oder nur zum Laufzeitende und somit einer amerika-
nischen oder européischen Garantie entspricht. Fiir den Endwert der Strategie gilt somit
VR = Vo(S1/S0) Lirsry + Gexp((T — 7)r) L <ry bzw. VEE2 = Vo(Sr/So) Lirsry + Gl <1y
Aus der obigen Beschreibung ergibt sich insbesondere die folgende Interpretation der Stop-

Loss-Strategie als Handelsstrategie in Barrier-Optionen:

G, = G: Kauf einer Down-and-Out-Barrier-Option mit Rebate-at-Hit G, Basispreis 0 und
Schranke G

G¢ = Ge "(T-%: Kauf einer Down-and-Out-Barrier-Option mit Rebate-at-Expiry G, Ba-

sispreis 0 und mit r wachsender Schranke G

Alternativ lassen sich auch beide Strategien als Investition in die risikolose Anlage des fiir die
Garantie notwendigen Betrages und Kauf einer entsprechenden Barrier-Option ohne Rebate

aber mit Basispreis GG auffassen.
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Stop-Loss Strategie mit europiischer Garantie

Die néchsten Ergebnisse beziehen sich auf den Fall einer Garantieleistung am Laufzeiten-
de. Somit kann der Anlagehorizont als a priori bekannt angesehen werden. Eine weitere
Interpretation ergibt sich aus der Annahme eines Investors, dessen Ziel ist, dass ein ge-
wisser Teil G seines Kapitals V) mit dem risikolosen Zins wéchst. In diesem Sinne ist der
Anlagehorizont unbestimmt. Mit den Ergebnissen aus Kapitel 1.3.1 lassen sich direkt die

Verteilungseigenschaften angeben. Der anfanglich Aktienkurs sei auf Sy = 1 normiert.

Proposition 1.4.1 Fiir die Verteilung des Wertes V,5L2 der Stop-Loss-Strategie zum Zeit-
punkt t gilt:

PVS < w] = N (111% —(n—= %‘72)t)+<ﬁ)12o2 N <2lnGo — In(wVp) + (p — %a%t)

o/t Go o/t

fir w > Gy und

PV € du] — 1 (gb (lnvﬂ0 — (u— 502)75)

oVt

fiir w > Gy bzw.

P[VSL2 ~GJ]=N <ln‘G/—8 —(p—r— %02)25)_’_(%)1_2#0_;]\[ <1n€—g—|— (w—r1r— %UQ)t>
T = =

o/t Go oVt

Man beachte, dass bei der Stop-Loss-Strategie im Sinne der Definitionen zu den Risikomafien
in Abschnitt 1.2 die Ereignisse Cash-Lock und Cash-Dominanz identisch sind. Sobald die
Investitionsquote einmalig unter 100% fallt, besteht keine Moglichkeit in der Zukunft ohne
Kapitalzufluss von auften eine Investitionsquote oberhalb von Null zu erreichen. Somit gibt
die letzte Gleichung auch gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit fiir die Cash-Dominanz an.
Die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit bedingt auf eine Investitionsquote unter 100% betragt 1.
Dieses Ereignis ist, wie bereits erwéhnt, aus Sicht eines Investors dufierst unerwiinscht und
verdient damit besondere Beachtung. Abbildung 1.3 zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
ein cash-dominiertes Portfolio im Falle hoher Garantien bereits fiir kurze Laufzeiten sehr

hohe Werte annehmen kann.

Beweis Proposition 1.4.1 : Wir zerlegen zunéchst die Verteilung in die beiden Be-
standteile "Treffen der Schranke’ und 'Nicht-Treffen der Schranke’

PV < w] = PV = Gy, 7 < 1]+ PV <w, 7 > 1] (1.4.2)
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Das Ereignis "Treffen der Schranke’ lasst sich umschreiben zu

{r<t} = {min V?/G, <1}

0<s<t
12
—r—3 1. G
= {min W, + us < —ln—o}
0<s<t o o W
L, 1. Gy . u—r—ig?
= {mtgglnvo} rnlt]/;:f2
Ausnutzen der Ergebnisse aus Kapitel 1.3.1 fithrt zu
1 Ga
PV2 =G, = Plr<t]=P|m/< UVO
In X
= P MV > % (1.4.3)
o

Go oVt
und
v 1 w v 1 G()
PV <w,r>t] = P[Wt g;(lnvo—rt>,mt Zglnvo}
Vo \% Vo
= PMr <G| Pl e T v < G]
o o o

Zusammen mit Gleichung 1.4.3 ergibt sich fiir Gleichung 1.4.2

P2 <w]=1-P|W;" < —2—— M;¥ <

ln%—i-rt _ lng—%
o o

. In & — (u - to?)t N (E) 1-205 N <2ln Go — In(wVp) + (u — %02)75)
oVt Go oVt

Die Dichte ergibt sich durch Gleichung 1.4.4 und Differenzieren von 1.4.1. |

Ausgehend von der Darstellung der Dichte lassen sich damit auch die Momente der Stop-

Loss-Strategie bestimmen. Mit Hilfe der Integralformel aus Lemma A.1.1 folgt sofort
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Proposition 1.4.2 Das n-te Moment der Stop-Loss-Strategie ist gegeben durch

InS — (yu—r— 1)t
E VSL2 n - G n’rtN Vo 2
2] = Gie ( —

Gt (g)N In & + (n—r — 50°)t
’ o o/t

Vi 2n—1
+V”en(u+"77102)tN In G_(()) + (’u —r+ TUQ)t
0 U\/%

_Gnen(u+”77102)t (@)2“5%—1 N In Gv(? (’u — T+ 2n5102)t
° Vo o\t

Da der Erwartungswert von speziellem Interesse ist, sei er hier explizit angegeben.

Korollar 1.4.1 Der Erwartungswert der Stop-Loss-Strategie lautet

In$e — (u—r— L2t 2 InSe 4 (n—r— L)t
E[V;S[Q] _ GoertN < Vo (/11 2 ) ) + Voert (@) N ( Vo (,u 2 )

oVt Vo oVt

—Goe!" <@)27 N <IH‘G/_§ tlp—r+ %02)75) 4 VpettN (lnGL% (1 —r+ 502)15)
1%

0 o/t

Interessanterweise gilt fiir wachsende Laufzeiten bei gleicher anfénglicher Garantie, dass die
Rendite des Erwartungswertes, selbst wenn der Cash-Lock mit Sicherheit eintritt, gegen
die Rendite der Aktie konvergiert, sofern der Drift der risikobehafteten Anlage grofer als
der risikolose Zins ist. Offensichtlich ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
den sicheren Eintritt eines Cash-Locks fiir ¢ — oo nach Gleichung 1.4.4 durch p < r + %02
bestimmt ¢. Eine Abschéitzung des Erwartungswertes unter den trivialen Annahmen V > G

und p > r ergibt

1% 1 2 L Go _ 1.2
E[VSY] > ViehtN <lnG—%+(M—r+§U )t>_GO€M (@) ; N(an§+(u r+lo )t)

o/t oVt

In &+ (p—r+ %a%t)

o/t

Fiir die Rendite des Erwartungswertes ergibt sich

> (Vo —Go)e"'N (

In (B[V;52)/, i

t - t

I’lm -7 l(:7'2
) ln(%—Go)+Mt+lnN(l Gyt Tt )t)—ano
>

p=(rt+}o?)

2 2

o

SFiir p > %02 betragt die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit fiir lange Laufzeiten (%)
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n SL2
Fiir t — oo konvergiert die Normalverteilung gegen 1 und somit lim; . M >

u. Da die Strategie maximal zu 100% in der Aktie investiert ist, muss umgekehrt jedoch
n SL2
w < u fiir alle t > 0 gelten. Also

I (B

t—o0 t

Erwartetete Rendite Stop-Loss—Strategie Mur-Garantie—Wahrscheinlichkeit
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Parameter {¥pou={1000, 0.2, 015, 0.05}
L e R Ry S|
L5
-
i 06 -
3 .
\ -
1 o
[ /
1y i’
HE 05 !
01a fy N /
1 A ¢
1 AN - B i
R N Pl
1 A PR lly E 1 ]
s 1 T Foetl eqemsemmee
5 = -y
£ [ Gy=500 z f P Gy=500
lid H i} T -
20131 = ! ~
B ] e Gy=800 g [t o Gy=800
£ h 0 P
@ L e — Gy=800 £ ' 2 (e Gp=800
1 ] 1 i
i 5 oy
1 So02h "
i by
012 3 - )
1
N ,x"’ |
- T
L o o
5 e il
kY el P ————————
5 e R L
. - e
-~ O |
o At . . ‘ ‘ L i . ‘ ‘ . .
25 5 75 10 125 15 175 20 25 5 75 10 125 15 175 20
Laufzeit

Laufzeit

Abbildung 1.3: Rendite und Cash-Dominanz-Wahrscheinlichkeit der Stop-Loss-Strategie

Eine weitere interessante Eigenschaft, die man aus den Abbildungen 1.3 erkennt, ist die Exis-
tenz eines Minimums in der Rendite des Erwartungswertes 7. Ein lingerer Anlagehorizont

fiihrt also weder automatisch zu einer gréfseren oder kleineren Rendite des Erwartungswer-
tes.

Stop-Loss Strategie mit amerikanischer Garantie

Analog zum vorherigen Abschnitt lassen sich die Formeln fiir den Fall angeben, dass die
Garantie zu jedem Zeitpunkt gewihrleistet wird. Der Unterschied liegt im wesentlichen
in der anderen Schrankenbedingung und dass fiir einen Zeitpunkt nach dem Treffen der
Schranke der Wert der Strategie vom Zeitpunkt des Treffens abhingt, da der Betrag G fiir
die Differenz dieser beiden Zeitpunkte mit der Rate r verzinst wird.

Exemplarisch sei an dieser Stelle nur die Verteilungsfunktion angegeben.

"Auf einen Beweis fiir diese Eigenschaft sei hier verzichtet. Intuitiv ergibt sich das jedoch aus dem oben

genannten Grenzwert und der Tatsache, dass die erwartete Rendite der Stop-Loss-Strategie mit beliebig
kurzer Laufzeit ebenfalls der Rendite der Aktie entspricht.
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Proposition 1.4.3 Fiir die Verteilung des Wertes VLt der Stop-Loss-Strategie zum Zeit-
punkt t gilt:

w 1 — %
PVSM <] = N (hlvo —(p— 502)t> . (E)l 2 N (21nG—ln(wV0) + (u— %02)15)

o\t G o/t

o (mE =t tm )

o (t—i—%lng)Jr

(\/0)12:2]\[ ln%—i—(u—%ﬂ) (15—!—%111%)Jr
G o/ (t+ 1 mE)”
firw>G

Da die Strategie im weiteren Verlauf nicht zum Vergleich mit den proportionalen Strategien®

herangezogen wird, verzichten wir auf die weiteren Eigenschaften.

Bewertung und Stop-Loss-Start-Gain Strategie

Ein wesentlicher Kritikpunkt der Stop-Loss-Strategien liegt in der beschriebenen Cash-Lock-
Problematik. Obwohl der Wert der risikobehafteten Anlage am Laufzeitende méglicherweise
um ein Vielfaches gestiegen ist, reicht es aus, dass zu einem einzigen Zeitpunkt die Schran-
kenbedingung verletzt war, um nur noch die Garantie zu erhalten. Die Wahrscheinlichkeit
die Schranke zu verletzen, nimmt jedoch zumindest sofern auch die Garantie wéchst mit
wachsender Laufzeit zu. Wahrend man also bei einer Aktieninvestition ohne Garantie bei
langeren Laufzeiten zumindest teilweise davon ausgeht, dass die Investition sicherer wird, da
sich die Verluste langfristig durch die Gewinne ausgleichen, ist bei der Stop-Loss-Strategie
das Gegenteil zu beobachten.

Aus diesem Grund sei hier zusétzlich auf die Stop-Loss-Start-Gain Strategien verwiesen, die
eine vollstdndige Investition in die risikobehaftete Anlage vorschreiben, sofern der Kurs ober-
halb der Garantielinie liegt, und eine 100%ige Investition in eine risikolose Anlage, sofern
der Kurs unterhalb der Garantielinie liegt. Formal ist eine selbstfinanzierende Modifikati-

on dieser Strategie durch die Investitionsquoten HtS LG1 H‘tg LGo

definiert. Wie jedoch Carr und Jarrow (1990) beschreiben, impliziert diese Strategie selbst
in einem stetigen Modell wie dem Black-Scholes-Modell Kosten, sobald eine Umschichtung
vorgenommen werden muss. Intuitiv ldsst sich das damit erklaren, dass es selbst bei stetigen
Kursbewegungen nicht moglich ist, genau zu dem spezifizierten Wert zu handeln. Aus ma-

thematischer Sicht sind die Kosten fiir eine einzelne Umschichtung zwar gleich Null, jedoch

8Die in Abschnitt 2.2 behandelten proportionalen Strategien, die ebenfalls eine amerikanische Garantie
besitzen, setzen die Moglichkeit der unbeschréinkten Kapitalaufnahme voraus und lassen sich deswegen nur

unzureichend mit der Stop-Loss-Strategie vergleichen.
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muss aufgrund der Selbst-Ahnlichkeit der Brownschen Bewegung unendlich oft gehandelt
werden. Geméaft der Ito-Tanaka-Formel lassen sich die Kosten als Funktion der Lokalzeit
der Brownschen Bewegung angeben. Diese Kosten lassen sich analog zur OBPI als impli-
zite Optionspramie betrachten. Insbesondere kann diese beliebig groft werden, so dass hier
die Garantie nicht gewéahrleistet werden kann. Aus diesem Grunde verzichten wir auf eine
weitergehende Diskussion dieser Strategie und verweisen auf Carr und Jarrow (1990). Es
sei jedoch an dieser Stelle erwéhnt, dass sich die in Abschnitt 3.1 betrachtete beschrank-
te CPPI als Approximation der Stop-Loss-Start-Gain-Strategie darstellen lésst, wobei die

Transaktionskosten bzw. die implizite Pramie dann beschrankt sein wird.
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1.4.2 Option Based Portfolio Insurance (OBPI)

Das Konzept der Option Based Portfolio Insurance besteht im einfachsten Fall aus dem
Kauf einer bestimmten Anzahl von risikobehafteten Aktien S, die durch den gleichzeitigen
Kauf oder die synthetische Nachbildung der gleichen Anzahl von Put-Optionen abgesichert
werden. Unabhéngig vom tatséichlichen Wert Sp der Aktie zum Laufzeitende T wird der
Wert des Portfolio mindestens so groft wie der Strike der Put-Option sein. Falls der Finanz-
markt vollsténdig ist, sind die Kosten der Absicherung a priori bekannt und mindern den
fiir die risikobehaftete Anlage zur Verfiigung stehenden Betrag. Es ist somit nicht moglich,

9

den gesamten Betrag V in die Anlage S zu investieren”, sondern nur den Anteil 7 <1.Zu

einer gegebenen Endgarantie G = G'7 bestimmt sich die Auszahlung der OBPI somit durch
e +
VT:OJST+OJ(——ST> EG
a

Im Sinne der Definitionen von Abschnitt 1.2 gibt o die Partizipationsrate und g das Parti-
zipationslevel an.

Sofern der anfanglich zur Verfiigung stehende Betrag Vj vollstindig in die riskante Anlage
und die zur Absicherung benétigten Put-Optionen investiert werden soll und zusétzliche

Kreditaufnahmen ausgeschlossen sind, muss « als Losung von
G
Vo = aSp + aPuty[S, —, T
«

bestimmt werden. Es kann leicht gezeigt werden, dass, sofern alle Optionen gehandelt wer-
den, unter Ausschluss von Arbitrage immer eine eindeutige Losung fiir « existiert (vgl.
z.B. El Karoui et al. (2005)). Nutzen wir die Put-Call-Paritét aus, so ldsst sich die obige
Gleichung durch

Co = a- Cally[S, g,t] :

darstellen. Cy gibt dabei wie iiblich den anfinglichen Cushion Vy — Gy an. Der Endwert ist

+
VT:GT+Q<ST_g)

gegeben. Es handelt sich also um die risikolose Investition des fiir die Garantie benétigten

dann durch

Betrages und der Investition des Cushions in o Call-Optionen mit Strike %
Wir bezeichnen diese Strategie als einfache OBPI oder OBPI im engeren Sinne und geben

nun eine nahe liegende Verallgemeinerung an.

98y ist im folgenden auf 1 normiert
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Verallgemeinerte OBPI

Analog zur naiven Strategie (vgl. das Beispiel in Abschnitt 1.2) wird bei der OBPI der fiir
die Garantie notwendige Betrag risikolos angelegt, wihrend der Uberschuss in eine risiko-
behaftete Anlage, in diesem Fall die Call-Option, investiert wird. Daraus ergibt sich direkt
eine Verallgemeinerung der Option Based Portfolio Insurance. Anstatt a Call-Optionen mit
Strike G /o zu halten, ist es auch moglich & Call-Optionen mit Strike K (a) = % zu kau-
fen. Damit kann entweder die Partizipationsrate oder das Partizipationslevel im Gegensatz
zur einfachen OBPI frei gewéhlt werden. Sofern es sich um tatsichlich gehandelte Optionen
handelt, ist dabei eine anfangliche Kreditaufnahme nicht notwendig. Es ist somit mdglich,
bei der OBPI zu 100% an zusétzlichen Gewinnen der Anlage S zu partizipieren, sofern der
Kurs der Anlage ein zu bestimmendes Partizipationslevel tiberschreitet. Intuitiv gibt F(«)
den Faktor an, um den die Anlage S gegeniiber der Garantie grofer sein muss, damit an
Kursverédnderungen der Anlage partizipiert werden kann. Je kleiner dabei (3 ist, desto grofser
muss der Schlusskurs sein, um von potentiellen Zuwéchsen zu profitieren.

Falls die Optionen gehandelt werden, erhélt man somit eine statische Strategie. Da S jedoch
selbst ein Porfolio sein kann, ist nicht immer zu erwarten, dass entsprechende Optionen mit
dem gewiinschten Strike und Laufzeit am Finanzmarkt gehandelt werden. In diesem Fall
miissen die Optionen dynamisch dupliziert werden!®. Im Black-Scholes-Modell erhilt man

die folgende selbstfinanzierende Strategie

Gi+« (C’allt[S, K(a)’ T] _ AtCall[&K(aLT] St)
B,

0,0
t

lU[S,K T
tovl — OéAfa [57 (a)7 ]

mit dem Barwert der Endgarantie G; = Ge™""=9). AH gibt wie iiblich die Anzahl der zu

haltenden Aktien S an, die notwendig sind um die Auszahlung H abzusichern. Mit der
Black-Scholes-Formel fiir den Wert und dem Delta einer Call-Option ein, ergibt sich

Definition 1.4.1 Die (verallgemeinerte) Option Based Portfolio Insurance mit Anfangs-
wert Vy und Endgarantie G zur Zeit T ist durch die Handelsstrategie ¢© = (¢, 1) mit

?70 — G, — ae—’”(T‘t)K(a)N(df) und (bto’l = aN(dy)

und

B In K*%a) + (r+ic®)(T -1t

d. —
* oV —t

definiert. Zusdtzlich soll fiir die Partizipationsrate a und das Partizipationslevel K(«) die

Anfangsbedingung Co = a(SoN(dy) — K(a)e ™' N(d_)) erfillt sein.

0Dazu muss der Finanzmarkt vollstindig sein. Diese Annahme ist mit dem hier zugrunde liegenden
Black-Scholes-Modell erfiillt.
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Partizinationsrate und Hevel Partizinationsrate und Hevel
Parameter {,Gp, T, r}<{1000., 900, 2, 0.2, 0.05} Parameter {Vg,Gp,T,ori={1000, 200,10, 0.2, 0.05}

o
Vo
<
Vo

0s 08

narm. Partizipationsrate . -
narm. Partizipationsrate .

04 04

02 0.2 F eerernennny

0 0.2 04 0.8 0.8 1 12 0 1 2 3 4 3 6
Partizipationslevel % Partizipationslevel %

Abbildung 1.4: Normierte Partizipationsrate der OBPI in Abhéngigkeit des Partizipationslevel

Zu dieser Definition einige Bemerkungen:

e Im Black-Scholes-Modell ergibt sich die Auszahlung
Vi=G+a(Sr— K(a)"
Insbesondere ist die Strategie damit pfadunabhéngig.

e Da der Preis einer Call-Option monoton fallend im Basispreis K («) ist, folgt direkt,
dass eine hohere Partizipationsrate nur zu Lasten eines hoheren Partizipationslevel

erreicht werden kann.

e Eine hohe Partizipationsraten impliziert, dass Leerverkdufe in der risikolosen Anla-
ge, d.h. Kreditaufnahmen, nicht ausgeschlossen werden konnen, um die Strategie zu
duplizieren. Nach der Definition fiir die zuhaltenden Anteile der risikolosen Anlage
ist eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir den Ausschluss von Krediten
durch aK(a) < G bzw. K(a) < £ gegeben. Die OBPI im engeren Sinne ist also
diejenige Strategie, die das Partizipationslevel und damit die Partizipationsrate unter

Ausschluss von Leerverkidufen der risikolosen Anlage maximiert.

Die Abbildung 1.4 verdeutlicht diesen Zusammenhang zwischen Partizipationsrate und Par-
tizipationslevel. Um den Einfluss der Laufzeit und der Volatilitdt darzustellen betrachten
wir links einen Anlagehorizont von 10 Jahren bei einer Volatilitat von 30% und rechts einen
Anlagehorizont von 2 Jahren bei einer Volatilitdt von 20%. Die einfache OBPI beteiligt den
Investor mit 50% bzw. 90% an den Gewinnen der Anlage S. Diese Beteiligung erfolgt aber
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Auszahlungsdiagramm Auszahlungsdiagramm
Parameter, {vp,Gp, T, r={1000,, 900., 2., 0.2, 0.05} Parameler {¥p,Go,T,onr}={1000, 800, 10,, 0.3, 0.05}
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Abbildung 1.5: Auszahlungsprofil der OBPI fiir verschiedene Partizipationsraten und -level

nur unter der Voraussetzung, dass die Anlage auf das 2,9fache bzw. 1,10fache ihres anféing-
lichen Wertes gestiegen ist (rote Linie). Soll eine Beteiligung an den Zuwéchsen gegeniiber
dem heutigen Kurs erfolgen, liegt die Beteiligungsrate nur bei 19% bzw. 62% (blaue Linie).
Falls umgekehrt eine Beteiligung von 100% gewiinscht wird, kann diese nur ab einem ei-
nem Wert der Aktie vom 4,7fachen bzw. 1,13fachen des Anfangswertes gewéhrt werden. Die
Abbildungen und die Auszahlungsdiagramme 1.5 legen nahe, dass insbesondere fiir lange
Laufzeiten und/oder hohe Volatilitdten der Einsatz der OBPI zur Absicherung eines Portfo-
lios problematisch erscheint. Diese Effekte werden in den folgenden Untersuchungen weiter
verdeutlicht.

Verteilungseigenschaften

Dichte und Verteilungsfunktion fiir die OBPI folgen direkt aus der Lognormalverteilung der
risikobehafteten Anlage. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir ab jetzt an,
dass Sy =1 gilt.

Proposition 1.4.4 Die Verteilung und Dichte des Endwertes der verallgemeinerten OBPI

PlVe < o] = N (m (=€ + K(a) = (- %aQ>T> 145)

sind durch

oVT
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“ereilung Endwert “ereilung Endwert
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Abbildung 1.6: Verteilung des Endwertes der OBPI fiir verschiedene Partizipationsraten und

-level

firv > G und

PlVr € dv] = ! o Kla)) = %UQ)T> Yo > G

ln(
(v—G+aK(a))a\/T¢< oT
In K(a) = (1 — %UQ)T)
VT

PVi=G) = N (
gegeben.

Beweis : Die Verteilung folgt direkt aus P[Vy < o] = P[Sp < =€ + K(a)] und
der Lognormalverteilung von S. Die Dichte berechnet sich durch Differenzieren. Die
Punkt-Wahrscheinlichkeit bestimmt sich aus P[Vr = G] = P[St < K(«)]. |

Die Wahrscheinlichkeit, nur die Garantie zu erhalten, ist erwartungsgeméf monoton wach-
send im Partizipationslevel K («). Eine zweite Beobachtung betrifft die relative Verlust-
wahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeit, eine geringere als die risikolose Verzinsung zu
erhalten, ist monoton wachsend im Partizipationslevel. Dazu betrachten wir die Verteilungs-
funktionen zweier OBPI-Strategien mit bis auf die Partizpation identischen Parametern.
Gemaéfs Gleichung 1.4.5 schneiden sich die Verteilungsfunktionen im Punkt v genau dann,
falls

U_G+K(d):U_G

+ K(«)

a
gilt. Einsetzen der Initialbedingung fiir « liefert die dquivalente Bedingung
v—G v—G

Cally]S, K(&),T) + K(&) =

Callg[S, K(«), T] + K(«)
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Auflésen nach v zeigt zundchst, dass die Verteilungsfunktionen genau einen Schnittpunkt

besitzen.
K(a) — K(a)

Callo[S, K(&),T] — Callo[S, K (), T}

Insbesondere gilt somit, dass fiir zwei beliebige OBPI-Strategien keine die jeweils andere

U:G+Co

stochastisch dominiert, sofern beide dieselbe Garantie besitzen. Fiir zwei européische Call-
Optionen mit Basispreisen K; < Ko gilt (Ko — K1)e ™ > Cally[S, Ky, T] — Cally[S, Ko, T)
und somit

v> G+ Coet = Vet

Der Schnittpunkt der beiden Verteilungsfunktionen liegt also oberhalb der risikolosen Ver-
zinsung des Anfangskapitals. Da die Wahrscheinlichkeit, nur die Garantie zu erhalten mono-
ton wachsend im Partizipationslevel ist, muss dies auch fiir die relative Verlustwahrschein-

lichkeit gelten.

Korollar 1.4.2 Fiir zwei OBPI-Strategien ®° und ®° mit identischen Endgarantien G,
gleichem Anfangskapital Vi und Partizipationsleveln K (&) > K(«) gilt:

P[Vp < Vel > P[Vp < Voe'T]

Mit den Verteilungseigenschaften ist es nun moglich, auch die Momente der Strategie anzu-

geben:

Proposition 1.4.5 Das n-te Moment der verallgemeinerten OBPI ist gegeben durch
By - @Y (7) (0) ey ez

=1 7=0
N In iy + (1 + 20T
oVT

Beweis : vgl. Appendix |

Wiederum sei zur Verdeutlichung der Erwartungswert explizit angeben.

Korollar 1.4.3 Der Erwartungswert der verallgemeinerten OBPI lautet

BV = G | et~ 00) }*102) O e S)

Korollar 1.4.4 Fir p > r ist der Erwartungswert der OBPI streng monoton wachsend in

der Partizipationsrate o und im Partizipationslevel %
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Enwarteter Endwert Enwarteter Endwert
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Abbildung 1.7: Erwartungswert der OBPI in Abhéngigkeit der Partizipationsrate fiir verschie-
dene p-o-Kombinationen (Marktpreis des Risikos konstant). Die gestrichelte Linie représentiert

die jeweilige einfache OBPI

Beweis : vgl. Appendix [

Besteht das Investitionsziel in der Maximierung des Erwartungswertes, sollte die Partizipa-
tionsrate somit maximal gewahlt werden. Unter der Nebenbedingung, dass Kreditbeschran-
kungen vorliegen, ergibt sich als optimale OBPI-Strategie die einfache OBPI bzw. der Pro-
tective Put. Abwégend muss dem gegeniibergestellt werden, dass das Risiko ausschlieftlich
die Garantie oder einen relativen Verlust zu erleiden ebenfalls monoton wachsend in der
Partizipationsrate ist. In diesem Sinne besteht ein Zielkonflikt zwischen der Maximierung
der erwarteten Rendite und dem Risiko, nur die Garantie zu erhalten oder einen relativen
Verlust zu erzielen. Wohlweislich haben wir an dieser Stelle auf eine Diskussion der Varianz
der Strategie verzichtet. Wie wir spater noch argumentieren werden, stellt die Varianz im
allgemeinen kein geeignetes Risikomafs dar, wenn Anlagen betrachtet werden, deren Rendi-
ten eine hohe (Rechts-)Schiefe besitzen. Durch die Mindestgarantie ist dies hier und bei den
spateren Strategien jedoch der Fall.

Langfristiges Verhalten und Cash-Lock

Ausgehend von der Interpretation als Investition in die risikolose Anlage und dem Kauf
entsprechender Call-Optionen, wird zur Bestimmung der langfristigen Rendite verlangt, dass
der anféngliche Floor G risikolos verzinst wird. Die Festlegung einer bestimmten Garantie
am Laufzeitende entfillt somit.

In diesem Fall ist das langfristige Verhalten der Strategie dadurch gekennzeichnet, dass die
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OBPI gegen die naive Strategie aus Beispiel 1.2.2 konvergiert. Dies wird deutlich, wenn man
beachtet, dass der Wert einer Call-Option mit Basispreis K («) gegen den Preis des zugrunde

liegenden Wertpapiers konvergiert.

Lemma 1.4.5 Die Partizipationsrate der verallgemeinerten OBPI ist fir t — oo unabhdn-

gig vom Partizipationslevel K und durch

OK_@
_SO

gegeben.

In %Jr(rJr%UQ)t

e folgt N'(dy) — 1 fiir t — oo und somit ¢ = <o

So
|

Beweis : Mit dy =

Insbesondere ist die langfristige erwartete Rendite geméf Beispiel 1.2.2 gerade p und die
Wahrscheinlichkeit langfristig eine hohere Verzinsung als r zu erhalten 1.

Abschliefsend wollen wir betrachten, inwieweit die OBPI nach Kursverlusten, die zu einer
hinreichend kleinen Investitionsquote gefithrt haben, durch zukiinftige Kursentwicklungen
wieder eine ausreichend hohe Investitionquote erzielen kann bzw. umgekehrt fragen, ob eine
zu einem bestimmten Zeitpunkt beobachtete, niedrige Investitionsquote auch fiir die Zukunft
niedrige Investitionsquoten impliziert. Dies ist durch die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit be-

schrieben. Dazu zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 1.4.6 Die Investitionsquote einer verallgemeinerten OBPI ist monoton wachsend

im Aktienkurs

aStN(d+ (t,5¢))
Gt Call[S;, K () 1]

Beweis : Die Investitionsquote einer OBPI zur Zeit ¢ ist durch 7} =

Gi+a Call[St, K (a),

1]

gegeben. Diese ist offensichtlich genau dann monoton wachsend in S, falls = SN (050)

monoton fallend in S;. Fiir diesen Ausdruck gilt

Gi+aCall[S, K(a),T] G+ aS;N(dy(t,5;) — aK(a)e "D N(d_(t, S,))
aSi N (d.(t,St)) N aS; N(d(t,Sh))

G — aK(a) N(d_(t, 5))
aS N (dy(t,5))

= 1+

Fiir o, K (o) > 0 folgt die Aussage direkt, da sowohl N (d, (¢, S;)) als auch N'(d_(t, S;))

monoton wachsend in S; sind. |

Im Folgenden bezeichne nun s(,y) die Umkehrabbildung von 7} (S; = s), d.h. s(t,7) = s &
10Q _ o) —
T (Sp=s)=".
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Abbildung 1.8: Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit (Vy = 1000, Gy = 800, = 0.05,0 = 0.2, =
0.15t; = 1,7 = 15)

Proposition 1.4.6 Die v, -yo-Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit beziiglich der Zeitpunkte t,ty
einer OBPI mit Laufzeit T lautet

s(t1,71) 1 2
n iy — (= 507)(t — )
P[th2 < 72|7Ttll = '71] =N ( (t2,72) Um )

Beweis : Folgt direkt aus der Unabhéngigkeit der Aktienkurszuwéchse und
Plmy, < volm, = 1] = P[Sy, < s(t2,7)|Sy < s(ti,m)]
|

Die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeiten der bislang betrachteten OBPI Strategien, d.h. der OB-
PI im engeren Sinne, OBPI mit direkter Partizipation und OBPI mit 100% Partizipation,
sind in der Abbildung 1.8 rechts dargestellt. Es zeigt sich, dass einzig die OBPI im enge-
ren Sinne ausreichende Chancen besitzt, dem Cash-Lock zu entgehen. Es sei jedoch darauf
hingewiesen, dass die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit eine bedingte Wahrscheinlichkeit dar-
stellt. Wenn die Investititionsquote nach einem Jahr 10% betragt, illustriert die Abbildung
in Abhéngigkeit von der Laufzeit die Wahrscheinlichkeit, dass die Investitionsquote weniger
als 50% betragt. Die linke Abbildung zeigt dagegen die Investitionsquote in Abhangigkeit
des Aktienkurses. Wir sehen, dass die OBPI mit 100%iger Partizipation in diesem konkre-
ten Beispiel eine deutlich geringere Wahrscheinlichkeit besitzt, iberhaupt eine so geringe
Investitionsquote zu erzielen. Eine Investitionsquote von 10% nach einem Jahr wird erst

erreicht, sofern der Aktienkurs auf 50% des anfanglichen Kurses gefallen ist. In dem Beispiel



52 Okonomische und Mathematische Grundlagen und erste Strategien

ergeben sich diese deutlichen Effekte vor allem aus dem langen Anlagehorizont der OBPI
von 15 Jahren. Konkret ergeben sich eine Partizipationsrate von 73,47% bei einem Partizi-
pationslevel von 2,31 fiir die einfache OBPI bzw. eine Partizipationsrate von 34,92% fiir die
OBPI mit direkter Partizipation und ein Partizipationslevel 2,89 fiir die OBPI mit 100%iger
Partizipation.

Insgesamt zeigt sich, dass die Strategie bei hoher anfanglicher Garantie und langen Lauf-
zeiten oder hohen Volatilitdten nur eine geringe Partizipation ermdglicht. Aus verschiede-
nen Griinden ergibt sich, dass die OBPI im engeren Sinne den anderen OBPI-Strategien
vorzuziehen ist. Sie ermoglicht zum einen die maximale Partizipation, die moglich ist ohne
zusitzliche Kreditaufnahmen zuzulassen. Zum anderen scheint sie am ehesten geeignet einen
Cash-Lock zu vermeiden und somit nach Kurseinbriichen am ehesten wieder hohe Investi-
tionsquoten zu erreichen. Ein zweifelloser Vorteil der OBPI ergibt sich, wenn die Option
tatsachlich gehandelt wird, da in diesem Fall die Strategie statisch wird und somit kein
Modellrisiko existiert.

Sollte es nicht moglich sein, die Option explizit am Finanzmarkt zu erwerben, muss diese
iiber ein dynamisches Portfolio wie oben beschrieben dupliziert werden. In diesem Fall kon-
nen Missspezifikation des Modells und insbesondere der Volatilitat dazu fiithren, dass die
Garantie nicht gewihrleistet werden kann 1!,

Ein weiterer Nachteil liegt darin begriindet, dass Strategie zwingend voraussetzt, dass das
zugrunde liegende Wertpapier iiber die gesamte Laufzeit dasselbe bleibt. Es ist also nicht
moglich, wie z.B. im Rahmen eines Fonds, Umschichtungen zwischen verschiedenen Wertpa-
pieren zu vollziehen. Zusétzlich ist es notwendig einen festen Anlagehorizont zu bestimmen.
Es ist zwar moglich, die Strategie vorzeitig zu beenden und geméfs der obigen Betrachtungen
zumindest den Barwert der Garantie zu erhalten. Es ist jedoch nicht ohne weitere Annah-
men moglich, die Strategie iiber den Zeitpunkt 7" hinaus fortzusetzen, da der Delta-Hedge
ab diesem Zeitpunkt nicht mehr definiert ist. Das Festlegen eines neuen Anlagehorizonts
ware notwendig. Die Alternative den Anlagehorizont a priori beliebig grofs zu wéahlen, wi-
derspricht den Uberlegungen zu Lemma 1.4.5. In diesem Falle entspricht die OBPI der

naiven Anlagestrategie.

HFiir eine Ubersicht des Verhaltens von Optionspreisen in unvollstindigen Modellen vgl. z.B. Dudenhau-
sen (2001).



Kapitel 2 - Proportionale

Wertsicherungsstrategien ohne Beschrankungen

Als Alternative zu den optionsbasierenden Strategien bieten sich die konstant-proportionalen
Wertsicherungsstrategien, Constant Proportional Portfolio Insurance (CPPI), an. Ebenso
wie bei den OBPI-Strategien direkt oder durch synthetische Nachbildung in ein gehebeltes
Produkt, die Option, investiert wird, so wird bei diesen Strategien der Hebel explizit durch
die Wahl des Multipliers vorgegeben. Die Idee besteht darin, zu jedem Zeitpunkt das nicht
zur Gewéhrleistung der Garantie benotigte Kapital mit diesem Hebel in eine riskante Anla-
ge zu investieren. In der einfachen Form, wie zunachst betrachtet wird, wurde sie erstmalig
von Black und Jones (1987) und Black und Perold (1992) namentlich in der Literatur er-
wahnt. Das Konzept einer dynamischen konstant-proportionalen Strategie lasst sich jedoch
wenigstens bis Merton (1969) zuriickfithren, wo gezeigt wurde, dass konstant-proportionale
Strategien den erwarteten Nutzen einer CRRA-Nutzenfunktion maximieren.

Im Falle einer dynamischen Portfolio-Anpassung wird durch die Investition in ein Vielfa-
ches des Cushion gewahrleistet, dass der Wert der Strategie niemals unter den Floor, der
diskontierten Garantie, fallen kann. Als Alternative zu dieser Strategie betrachten wir im
Anschluss eine Strategie, die nicht nur zu jedem Zeitpunkt die diskontierte Garantie sichert,
sondern stattdessen die Garantie selbst. In diesem Sinne kann der Floor als konstant betrach-
tet werden und von einer amerikanischen Garantie gesprochen werden. Die Auswirkungen
dieser Modifikation werden wir anhand eines Vergleichs beider Strategien im Abschnitt 2.2.3
betrachten.

Die fiir den Fall des konstanten Floors vorgenommenen Uberlegungen sind iiberdies auch fiir
die Beschreibung einer periodischen Pramie, die in eine einfache CPPI investiert wird, hilf-
reich. Eine Diskussion der Beziehungen zur CPPI mit konstantem Floor erfolgt in Abschnitt
2.2.4.

Weitere Modifikationen, die vor allem die praktische Umsetzung der Strategie betreffen,

werden in den néchsten Kapiteln behandelt.

23



54 Proportionale Wertsicherungsstrategien ohne Beschrankungen

2.1 Constant Proportion Portfolio Insurance (CPPI)

Die Constant Proportion Portfolio Insurance beziiglich einer risikobehafteten und einer ri-
sikolosen Anlage ist durch zwei Eigenschaften beschrieben. Zum einen wird gefordert, dass
sie selbstfinanzierend ist und zum anderen wird gefordert, dass der Betrag, der in die risiko-
behaftete Anlage investiert wird, das so genannte Exposure, durch mC}; gegeben ist. Dabei
ist Cy der Cushion bzw. Risikopuffer zur Zeit ¢t wie er in Definition 1.2.4 beschrieben wurde
und gibt die Differenz zwischen dem Wert der Strategie und dem Barwert der Garantie an.
Im Sinne der OBPI aus dem letzten Abschnitt und der naiven Anlagestrategie aus Beispiel
1.2.2 gibt er also das Kapital an, welches zur Spekulation zur Verfiigung steht. Im Sinne
einer dynamischen Strategie wird nun zu jedem Zeitpunkt nicht nur der Cushion selbst,
sondern ein Vielfaches desselbigen investiert. Dieses Vielfache wird durch den konstanten
Multiplier oder Hebel m beschrieben. Durch dynamisches Handeln wird sichergestellt, dass
das Exposure im gleichen Mafs gegen Null geht wie der Cushion selbst, so dass fiir stetige
Aktienpfade und somit stetige Wertentwicklungen ausreichendes Kapital zur Leistung der
Garantie immer gewihrleistet ist!.

Beachtenswert ist hierbei vor allem, dass die Anteile, die zum Zeitpunkt ¢ in die risikolose und
risikobehaftete Anlage investiert werden, ausschliefslich vom derzeitigen Wert der Strategie
V; und dem Barwert der Garantie GG; abhéngig sind. Dies ist ein wesentlicher Unterschied
und als Vorteil gegeniiber der (synthetischen) OBPI zu sehen, wo durch das Delta auch die
Volatilitit der Aktie Einfluss auf das Exposure besitzt?. Die Strategie, beschrieben durch

die investierten Anteile, ist also im Gegensatz zur OBPI Modell-unabhéngig.

'Fiir die Dynamik des Cushions C; in einem Modell mit Spriingen sei auf Cont und Tankov (2007) ver-
wiesen. Beachtenswert ist dabei, dass die grundlegende Struktur der Dynamik aus Gleichung 2.1.4 erhalten
bleibt. Der Cushion kann zwar aufgrund der Spriinge negativ werden, solange er positiv ist, ldsst er sich

aber ebenfalls als Funktion des Aktienkurses und der risikolosen Anlage darstellen.
2Dies gilt natiirlich nur im Falle der synthetischen OBPI und der dynamischen Duplikation der entspre-

chenden Option. Falls die Option tatséchlich gehandelt wird, handelt es sich um eine statische Strategie

und der anfingliche Cushion wird in die Option investiert.
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Beispiel: CPPI

0 1 2 3 4 5
t }
5, 100 120 130 100 120 135
V. 1000 1162 1277 846 870 897
Gy 800 808 816 824 832 841
Cy 200 354 461 22 38 56
T 80% 122% 144% 10% 18% 25%
T 20% —22% —44% 90% 82% 75%

CPPI
m=4 r=1%

Ende Beispiel: CPPI

2.1.1 Dynamik und Verteilung

Um die Strategie von den in den néchsten Abschnitten folgenden Modifikationen abzugren-

zen, wollen wir die Strategie als einfache CPPI bezeichnen.

Definition 2.1.1 Die einfache CPPI-Strategie ®°F mit Hebel m, Anfangskapital V,CF
und Garantie Gy = GoBy st zu jedem Zeitpunkt t > 0 dadurch definiert, dass die Investition
in die risikobehaftete Anlage durch das Produkt aus Hebel und der Differenz aus dem Portfo-
liowert und dem Barwert der Garantie gegeben ist und der Bedingung der Selbstfinanzierung.

Es qilt

CCP

LCP mTz (2.1.1)
VCP_ CCP

por Mo mef? 212)

Ublicherweise wird ein Hebel m > 2 gewihlt und die Garantie ist exogen durch den End-
wert G zum Anlagehorizont T, Gy = Ge T, gegeben. In diesem Sinne beschreibt G eine
europaische Garantie.

Eine direkte Folge aus der Dynamik des Aktienkurses ist?

3 Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichten wir auf den Index C'P, sofern klar ist, um welche Strategie

es sich handelt.
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Proposition 2.1.1 Der Cushion-Prozess einer einfachen CPPI ist gegeben durch
dCt = Ct ((T + m(,u — T))dt + Udet)

Insbesondere entspricht der Cushion-Prozess einer geometrischen Brownschen Bewegunyg.

Die Liosung der stochastischen Differentialgleichung lautet

C, = Cye' (e<ﬂ—"—%02>t+fsz>m (2.1.3)
S m—1 m
= Cpe" (S—;e_(r+2”2)t> . (2.1.4)

Beweis : Mit C} :=V; — G, folgt aus dem Gewinnprozess

d dB
dC, = d (V, — Gy) =V, (mVCt% + <1 — mf’*) ?t) — Gyrdt
t Ot t t
as;
:mC’t? -+ (Gt + Ct — (m — 1)Ct) rdt — Gt’f'dt
t
=C, (md—st —(m—1)r dt)
St

Einsetzen der Dynamik des Aktienkurses ergibt
=Cy ((mp — (m — 1)r)dt + modW;)

Die Losung der Differentialgleichung ist das stochastische Exponential in 2.1.3. Ein
Vergleich mit der Dynamik des Aktienkurses ergibt 2.1.4. |

Fiir den Wert der CPPI zur Zeit t ergibt sich aus V; = G} + C}

Vi = Gy + Coe™ (—te(’urmzl"Q)t)

Der Wert setzt sich also aus der Garantie und einem nicht-negativen Term zusammen, der
proportional zu S}" ist. Dies hat zwei interessante Beobachtungen zur Folge. Offensichtlich ist
die Strategie pfadunabhéngig, womit wir in der Lage sind die Auszahlungsprofile von CPPI
und OBPI direkt miteinander zu vergleichen. Dies erfolgt in Abbildung 2.1. Man erkennt,
dass die CPPI bei gleichbleibenden oder fallenden Aktienkursen einen Uberschuss erzielt. Bei
moderaten Zuwéchsen des Aktienkurses dominiert die Auszahlung der OBPI, wohingegen bei
extrem hohen Gewinnen die CPPI dominiert, was im zweiten Bild fiir einen grofen Multiplier
deutlich wird. Dass die CPPI die OBPI bei hohen Gewinnen dominiert liegt an der zweiten
Beobachtung. Der Uberschuss der CPPI lisst sich nach Gleichung 2.1.4 als Power-Option
(mit Strike 0) bzw. Power-Kontrakt interpretieren. Der Proportionalitatsfaktor gibt dabei
gerade die Anzahl der gekauften Power-Kontrakte an. In diese Sinne lasst sich die CPPI
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QBFI und CFPI QBFI und CFFI
2000 2000

1800 1800

oBPl

oBPl / ]

CPRI CPRI
1600 1 1600

1400 1 1400

1200 1 1200

1000 4/ f 1000 —_—

08 1 12 14 168 18 2 08 1 12 1.4 168 18 2

Abbildung 2.1: Auszahlungsprofil einfache CPPI und OBPI bei Kapitalerhaltung G = Vy =
1000 fiir m = 3 bzw. 10 (Sp = 1,7 = 0.05,0 = 0.2,T = 2)

also auch als OBPI verstehen. Ein Teil des Anfangskapitals wird in die risikolose Anlage
investiert, um die Garantie zu gewéhrleisten und der verbleibende Teil, das anfingliche
Cushion, wird in Power-Kontrakte der Potenz m investiert 4. Dabei stellt man fest, dass die
Anzahl der Power-Kontrakte durch die Diskontierung iiber die Laufzeit in ¢ fallend ist. Diese
Verringerung kann als Pramie fiir den Power-Kontrakt aufgefasst werden. Mit zunehmender
Laufzeit verringert sich die Anzahl der Power-Kontrakte um den Faktor e~ (m-D(r+g o)t
Die Verringerung des Bestandes entspricht somit einer impliziten Pramienzahlung. Dieses
Verhalten ist, wie wir sehen werden, auch fiir die folgenden Modifikationen der CPPI typisch.
In der Literatur erfolgt héufig ein Vergleich der einfachen CPPI mit der OBPI. Man beachte
aber, dass der Anteil, der in die Aktie investiert wird, bei der einfachen CPPI beliebig grofs
werden und insbesondere mehr als 100% betragen kann. Dieser Effekt ist insbesondere fiir
grofse Hebel deutlich, wie Abbildung 2.2 zeigt. Dies bedeutet, dass die Strategie nur durch
zusitzliche Kreditaufnahmen finanziert werden kann. Im Gegensatz dazu ist der Anteil, der
bei der OBPI investiert werden muss begrenzt, vgl. Abschnitt 1.4.2. Insbesondere fiir die
OBPI im engeren Sinne gilt, dass keine zusétzlichen Kreditaufnahmen notwendig sind. Aus
diesem Grund scheint es sinnvoller, stattdessen die CPPI unter Kreditbeschrankungen mit

der OBPI zu vergleichen. In diesem Fall wird die Pfadunabhéngigkeit der einfachen CPPI

nicht erhalten bleiben, wie in Kapitel 3 gezeigt wird.

4Interessanterweise besteht das Absicherungsargument einer Power-Option mit Auszahlung (S3 — K)*
iiblicherweise aus einem Delta-Hedge bezogen auf die fiktive Anlage S*, vgl. z.B. James (2003). Diese fiktive

Anlage entspricht aber einer geeignet normierten, einfachen CPPI mit Garantie 0!
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QBRI

QBRI —_

CFRI CFRI

Antell des investierten Kapital
Antell des investierten Kapital

13

= :

0. 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Altienkurs Altienkurs

Abbildung 2.2: Anteil des nach 2 Jahren in die Aktie investiertem Kapital fiir m = 3 bzw. 10
(G=Vy,=1000,5y)=1,r=0.05,0 =0.2,T =4)

Lemma 2.1.1 (Momente) Das k-te Moment des Cushion ist durch

2 2

E[CF] = Ckexp { ((mﬂ —(m—1)r+ m; (k — 1)) k:t} (2.1.5)

gegeben.

Beweis : Aus Gleichung 2.1.3 folgt

E [Cf} — C(l)cek’/‘te(u—r—%UQ)mktE [eamkwt}

2 2,2
= Cgekrte(#*rf%tﬂ)mkt el

da fiir Y ~ N (0,0%) gilt: E [¢] = e2°V. Zusammenfassen der verbleibenden Terme

beendet den Beweis. |
Insbesondere ergibt sich fiir den Erwartungswert und die Varianz des Endwertes der CPPI

EV)] = Gi+Coexp{(r+m(p—r))t} (2.1.6)
VarV;] = Ciexp{2(r+m(p—r))t} (exp{m’st} —1). (2.1.7)

Dabei ist auffillig, dass der erwartete Endwert der einfachen CPPI unabhéngig von der
Volatilitat der Aktie ist. Im Gegensatz dazu wéchst die Standardabweichung exponentiell
in der Volatilitat, vgl. Abbildung 2.3. Dies erklért bereits intuitiv, weshalb die Eigenschaf-
ten der CPPI unter Markt-Unvollkommenheiten wie Kreditbeschrénkungen und Handels-

beschriankungen nicht nur vom Drift der Aktie, sondern im mindestens gleichen Mafe von
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Erwartungswert Endwert Standardabweichung Endwert
Parameter {Vo,Gp,T,o,ur)={1000, 800, 1, 0.2, 0.1, 0.05} Parameter. {Vp, Go,T,o g r}={1000, 800, 1., o, 0.1, 0.05}

1225

1200 1000
175 ano

1140 800

1125
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2 4 B a 1n 12 o 0.05 o1 015 02 0.25 03
m m

Abbildung 2.3: Erwartungswert und Standardabweichung der einfachen CPPI in Abhéngigkeit
von m bzw. o (fiir m = 2, 4 bzw. 8) mit (G = 800, Vp = 1000, x = 0.1, = 0,05,7 = 1)

der Volatilitdt abhéngen werden. Eine zweite hervorzuhebende FEigenschaft besteht darin,
dass simtliche Momente monoton wachsend im Multiplier sind®. Insbesondere fiir die ersten
beiden Momente zeigt sich somit, dass die Wahl von m die Risikobereitschaft des Investors
beschreibt. Ein hoher Multiplier impliziert einen hoheren erwarteten Endwert bei gleichzei-
tig hoherer Varianz. Im Kapitel zur CPPI unter Kreditbeschrankungen werden wir sehen,
dass diese Aussage im allgemeinen zumindest fiir den Erwartungswert nicht gilt.

Die weiteren Verteilungseigenschaften wie Dichte und Verteilungsfunktion des Endwertes
lassen sich nun direkt aus der Verteilung des Aktienkurses bestimmen. Fiir eine Betrachtung
sei auf Black und Perold (1992) bzw. Bertrand und Prigent (2002) verwiesen.

2.1.2 Langfristiges und Cash-Lock-Verhalten

Aus den Verteilungseigenschaften der Aktie ldsst sich auch das néchste Resultat herleiten.
Abbildung 2.2 zeigt, dass bei einem grofsen Hebel selbst bei einem 50%-igen Aktienkurszu-
wachs nur ein geringer Anteil in die Aktie investiert wird. Dies &ndert sich erst bei noch
hoheren Zuwéchsen. In den Beispielen erkennt man, dass ab einem Aktienkurs von ca. 180%
eine hohere Investitionsquote als bei der OBPI erreicht wird. Es stellt sich somit die Frage,
welche Investitionsquoten mit welcher Verteilung angenommen werden. Eine Beschreibung
erfolgt in Form der Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit und der Wahrscheinlichkeit einer Cash-

Dominanz.

Proposition 2.1.2 Die a-3-Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit lautet

LipBlm=a) ) ma2y(T )
Plrh<glnl =a]l =N [ 22D 2
[m < Bl = o] ( VT 1

5Das gilt unter der Annahme o > r, was den Standardfall darstellt.

(2.1.8)
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09

08

o7

m=3

10%-50%—Cash-Lock-AWahrscheinlichkeit

m=5

10%-50%—Cash-Lock-AWahrscheinlichkeit

=10

08 QBRI T=15

2 4 B ] 10 12 14 0 2 4 [ ] 10
m Restlauizeit

Abbildung 2.4: Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit (r = 0,05,0 = 0,2, u = 0,15)

Beweis : Der relative Anteil der risikobehafteten Anlage am Portfolio fiir die CPPI

lautet 7} = %St Damit ergibt sich

Plrp < pBlm =a] = Plim—p3)Cr <BGr|(m—a)Cy = aGy

- rle (ctr=gotrr—toow)" < g o, - g,
i T m—=p m— o
P s e O p
|m — « T m—
[ 1 /1 pB(m-—a) mo
= P Wr—-W,<—|—In—= —(u—1r——0°)(T—t
e W< o (mm 2 (- ST -
durch Ausnutzen der Unabhéngigkeit der Zuwéchse der Brownschen Bewegung. |

Im Gegensatz zur optionsbasierten Strategien zeigt sich, dass die Cash-Lock- Wahrschein-
lichkeit einzig von der Differenz der beiden betrachteten Zeitpunkten abhéangt. Falls der zwei-
te Zeitpunkt mit dem Anlagehorizont iibereinstimmt, ist die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit
nur von der Restlaufzeit der Strategie abhéngig, wahrend bei der OBPI geméfs Proposition
1.4.6 auch der Zeitpunkt, zu dem die Strategie cash-dominiert wird, von Bedeutung ist.
Insbesondere lasst sich aus Gleichung 2.1.8 auch die Wahrscheinlichkeit der Cash-Dominanz
herleiten, indem fiir « die anféngliche Investitionsquote gewéhlt wird. Die Unabhéangigkeit
vom Zeitpunkt der Cash-Dominanz kann als Zeit-Invarianz der CPPI (beziiglich des Cash-
Locks) angesehen werden.

Unabhéngig von den konkreten Investitionsquoten o und (3 sehen wir anhand der Gleichung
2.1.8 sofort eine notwendige Bedingung dafiir, dass sich die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit
iiber die Restlaufzeit verringert, ndmlich y > r + %02. Die Abbildung 2.4 verdeutlicht
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diesen Zusammenhang in Abhéngigkeit von der Restlaufzeit und des Hebels. Insgesamt
zeigt sich, dass die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit selbst bei einer vergleichsweise hohen er-
warteten Rendite der Aktie von 15% auch fiir lange Zeitraume wie 10 Jahre Restlaufzeit
mit mind. 60% sehr hoch ist. Ebenfalls auffallig ist die Tatsache, dass, sofern die Investi-
tionsquote unter 10% gefallen ist, je nach verbleibender Restlaufzeit ein Minimum in der
Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit existiert. Dies konnte eine Modifikation der CPPI mit einem
zeitabhéngigen Multiplier motivieren, wie er implizit in der OBPI enthalten ist. Anstelle
den Multiplier als nicht-konstant zu wahlen, ldsst sich der in die Aktie investierte Betrag
auch durch einen groferen Cushion erhohen. Eine Moglichkeit besteht darin, den Floor zu
modifizieren. Dies bildet die Motivation fiir den Abschnitt 2.2.

Im direkten Vergleich zur OBPI zeigt sich in der rechten Abbildung, dass die Cash-Lock-
Wahrscheinlichkeit fiir die OBPI erst nach vergleichsweiser langer Zeit, im Beispiel in Ab-
hangigkeit vom Multiplier nach 4-6 Jahren, eine geringere Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit als
die einfache CPPI besitzt. Die Chance, dass sich die CPPI in kurzer Zeit ,erholt”, ist also
grofer.

Als néichstes betrachten wir das Risiko eine Rendite unterhalb der risikolosen Verzinsung zu
erhalten, d.h. die relative Verlustwahrscheinlichkeit und deren Grenzwert fiir einen beliebig

grofen Anlagehorizont.

Korollar 2.1.2 Die relative Verlustwahrscheinlichkeit ist durch

PV < Voe] = N <_(M — %ﬂﬂ)

g

gegeben. Firt — oo gilt

0 M>7‘+%02
fm PV <Vie) = § 4 p=rt o
1 p<r+go?

Beweis : Aus der Dynamik folgt

P[V;t < Voen] = P[Ct < Voerlt - Gt]
= P[C; < Cye™]
= Pm(p—r— %02)75 +moW; < 0]

Die langfristige Verlustwahrscheinlichkeit folgt direkt. |
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Damit die Strategie auch auf lange Sicht Ertrége oberhalb der risikolosen Rendite erzielt,
ist es wiederum notwendig, dass die Bedingung p > r + %02 erfiillt ist. Abschliefsend sei
die langfristige Rendite durch das folgenden Korollar bestimmt. Dies stellt einen weiteren
Zusammenhang zwischen dem Strategie-Parameter m und den Modellparametern p und o

dar, der zu beachten ist.

Korollar 2.1.3 Fiir die langfristige Rendite einer einfachen CPPI gilt:

In E|V,/V —(m—1 >
LA I e U (2.1.9)
t—00 13 r uw<r
Beweis : Nach Gleichung 2.1.6 gilt E[V;] = G; + Coe"™#=)t Damit
lim In E[Vi] —In E[Vo] _ i Ine" (Gp 4 Coe™mu—nt)
t—o00 t t—o0 t
In (G C m(mu—r)t
=17+ lim n( 0 Coc )
t—o0 t
Fir g > r erhdlt man durch Anwenden der Regel von L’Hospital
_ ) OOm(M _ T)em(mu—r)t
) Coem(mu—’r)t
=7r+ m(ILL - T) tligé GO 4 Coem(mu_r)t
=mpu— (m—1)r
und fir p <r
=r
|

Damit die CPPI auf lange Sicht eine hohere erwartete Rendite als die risikolose Anlage
erzielt, muss also 1 > r gelten, d.h., aus der {iblicherweise angenommenen Vorteilhaftigkeit
der Aktie gegeniiber der der risikolosen Anlage folgt auch die Vorteilhaftigkeit der Investition
in die einfache CPPI. Ansonsten resultieren Ertrage nur aus der risikolosen Verzinsung der
Garantie und die Rendite entspricht r. Insgesamt ist diese Bedingung an die Rendite der
Aktie schwécher als die oben erwidhnte Bedingung p > r + %02 und wird fiir die weiteren

Uberlegungen von nachrangiger Bedeutung sein.
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2.2 CPPI mit konstantem Floor

Ausgangspunkt der Betrachtungen zur CPPI mit konstantem Floor sind die Feststellungen
in Abschnitt 2. Dort wurde ersichtlich, dass aufgrund der Konstruktion eine sehr grofie
Wahrscheinlichkeit besteht, dass die Strategie auf lange Sicht cash-dominiert wird, d.h. der
Anteil der Investition in die risikolose Aktie gegen Null konvergiert. Ein wesentlicher Anteil
an dieser Eigenschaft liegt darin begriindet, dass die Garantie mit dem risikolosen Zinssatz
wachst und somit der Cushion bei gleichbleibenden Portfoliowerten fallt. Die Idee einer
CPPI mit konstanter Garantie bzw. einer Garantie, die mit einer geringeren Verzinsung als
der risikolosen wéchst, besteht darin, diese Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit zu mindern.

Das Vorhandensein einer konstanten (oder gering wachsenden) Garantie lésst sich aber auch
durch die praktische Anwendung begriinden. So garantieren z.B. Versicherungen Kapitaler-
haltung der, um den Risikobeitrag geminderten, Prdmien oder eine Verzinsung dieser mit
einem Kalkulationszins, der iiblicherweise unterhalb des risikolosen Anlagezins liegt.

Ein weiterer Vorteil liegt darin, dass fiir Anleger, die einen bestimmten Betrag zu einem
unspezifizierten Zeitpunkt in der Zukunft sichern wollen, dieser Betrag zu jedem Zeitpunkt
gewihrleistet wird, ohne dass auf Ertragschancen der risikobehafteten Anlage verzichtet
werden muss. Um dies zu verdeutlichen, sei auf die einfache CPPI und das folgende Beispiel
hingewiesen. Ein Anleger, der den Betrag G zu einem festen Zeitpunkt 7 sichern will, muss
einen anfinglichen Floor von Gy = Ge™ " wahlen. Damit ist jedoch nicht gew#hrleistet, dass
der Wert der Strategie zu den Zeitpunkten ¢ < T ebenfalls grofer als G ist. Um zu jedem
Zeitpunkt die Garantie zu gewéhrleisten, miisste Go = G als anfénglicher Floor gewéhlt
werden. Damit erfolgt aber zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 eine Uberabsicherung des Portfolios,
was sich umgekehrt mindernd auf die Beteiligung an moglichen Kursgewinnen auswirkt.
Brennan und Schwartz (1988) bezeichnen eine solche Strategie als zeitinvariant, wobei dort
zusitzlich angenommen wird, dass die Strategie aulerdem ausschlieftlich vom Wert der risi-
kobehafteten Anlage zu jedem Zeitpunkt und nicht vom Zeitpunkt selbst abhéngig ist. Die
hier auftretende Zeit-Invarianz muss allgemeiner interpretiert werden, da die Strategie zwar
nicht vom Zeitpunkt selbst, aber von allen bis zu diesem Zeitpunkt angenommenen Kursen
der risikobehafteten Anlage abhidngen wird.

Wir werden uns im folgenden darauf beschrinken, den Fall einer konstanten Strategie zu
betrachten. Dieser Fall kann in Anlehnung an die Unterscheidung zwischen amerikanischen
und européischen Optionsrechten als Amerikanische Garantie betrachtet werden. Ausgehend
von den unten stehenden Argumenten lasst sich die Dynamik des Cushion-Prozesses analog
fiir Garantien, die mit vom risikolosen Zins verschiedenen Zinsraten wachsen, bestimmen.
Die weiteren Argumente beziiglich der Risikomafe und der Verteilung bleiben identisch.

Wir werden feststellen, dass sich der Wert der Strategie zur Zeit ¢ als Funktion des arithme-
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tisches Mittel bis zum Zeitpunkt ¢t und des Wertes der Anlage zur Zeit t darstellen lédsst. Zur
Beschreibung der Verteilungseigenschaften werden wir insbesondere auf die Uberlegungen

aus Abschnitt 1.3.2 zuriickgreifen.

Beispiel: CPPI mit konstanter Garantie

0 1 2 3 4 5
t 4
S, 100 120 130 100 120 135
Vv, 1000 1162 1280 831 862 899
Gy 800 800 800 800 800 800
Cy 200 362 480 31 62 99
™ 80% 125% 150% 15% 20% 44%
T 20% —25% —50% 85% 1% 56%

CPPI mit konstanter Garantie
m=4 r=1%

Ende Beispiel: CPPI mit konstanter Garantie

2.2.1 Dynamik und Verteilung

Ausgehend von den Ergebnissen zur einfachen CPPI, lasst sich die CPPI mit konstantem

Floor folgendermaften definieren.

Definition 2.2.1 Die CPPI-Strategie ®°°" mit konstantem Floor G, = G, Anfangs-

VECP und Hebel m ist jedem Zeitpunkt t > 0 dadurch definiert, dass die Investition

kapital
i die risikobehaftete Anlage durch das Produkt aus Hebel und der Differenz aus dem Port-

foliowert und dem konstanten Floor ist und der Bedingung der Selbstfinanzierung. Fs gilt

CCCP
LCOP % (2.2.1)
t - Bt . /N

mit CCCP — VCCP _ .

Die formale Bedingung an die zu haltenden Aktienanteile bleibt also identisch, jedoch ist
der Cushion nun nicht durch den Wert der Strategie abziiglich des Barwertes der Garantie,

sondern durch den Wert abziiglich einer Konstanten beschrieben. Im Gegensatz zu den
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vorherigen Uberlegungen gilt also dG; = 0. Die Dynamik des Cushion-Prozess ist dann

durch die Stochastische Differentialgleichung®
dC, = d(Vi— Gy)

— v

— Vt(

mC} dS; mCy \ dB;
ot 1—
Vi S +< )

dS; G dB;
= O (m=2t (2 —(m—1)) 22
(5 (G-m-0) )
gegeben. Einsetzen der Dynamik fiir die Aktie .S; und die risikolose Anlage B; im Black-
Scholes-Modell ergibt
rG

mp — (m

dc; = (mp—(m—1)r) ( Ty + Ct> dt + CymodW, (2.2.3)

B

Im Sinne der Klassifizierung von Kloeden und Platen (1999, Kapitel 4) handelt es sich
hierbei um eine inhomogene lineare Stochastische Differentialgleichung mit multiplikativem
Storterm und konstanten Koeffizienten. Multiplikation mit dem ,integrierendem Faktor*

e~(A=3)1=Ws yon Gleichung 2.2.4 ergibt
1 1
d (Cte—(A—%g2)t—§Wt> = (dC’t — (A — §§2)Ct dt — CCt th + §§2Ct d<W>t — §d<VV, C>t)
1
- exp (—(A - §g2)t — d/Vt)
L,
= exp|—(A—- 3¢ )t —cW, | Bdt

Man beachte, dass die rechte Seite nun nicht mehr von C; abhéngig ist. Daraus resultiert

die folgenden Proposition.

Proposition 2.2.1 Der Cushion-Prozess einer CPPI mit konstanter Garantie ist gegeben
durch

t
Ot _ e(muf(mfl)r7%m2g2)t+maWt (00+TG/ ef(muf(mfl)rf%m20-2)5—m0'W3 dS) (225)
0

m t m
= Cpet <%e(”m21”2)t> —i—rG/ er(t=9) (%e(”%l”z)(ts)) ds (2.2.6)
0 0 s

6 Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichten wir wiederum auf den Index C'CP, sofern klar ist, um

welche Strategie es sich handelt.
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Beweis : Aus der obigen Darstellung ergibt sich

2 ! 1
O, = A=zt <C’0 + B/ exp <—(A — §§2)S — gWS) ds>
0

(2.2.7)
Der Rest folgt durch Einsetzen. [

Es sei an die Dynamik des Cushion einer einfachen CPPI (vgl. Proposition 2.1.1) mit anfang-
licher Garantie Gy = G erinnert. Wir bezeichnen diesen durch C' = (Vo—Q)e" (g—ée_(”*%“%) .
Man erkennt, dass dieser mit dem ersten Term in Gleichung 2.2.6 iibereinstimmt. Weiterhin

gilt

t
Ct — ét+7’G/ e(muf(mfl)rf%m202)(t75)+m0(Wt7W5) ds
0

t m
= ét+rG/ er(t=9) (ée—(wm;lﬁ)(t—s)) ds
0

Ss
. tC,
= C;+rG / —ds
0 Cs
Bevor wir uns den konkreten Eigenschaften des Cushions und damit des Wertes widmen,
wollen wir kurz das obige Ergebnis diskutieren. Die Betrachtungen der einfachen CPPI
haben ergeben, dass sie als statische Strategie interpretiert werden kann, wobei die Garantie
risikolos angelegt wird und der anfingliche Cushion in einen Power-Kontrakt investiert wird.
Davon ausgehend lésst sich die CPPI mit konstantem Floor analog interpretieren, wobei die
Zinsgewinne aus der risikolosen Anlage dazu verwenden werden, regelméfig weitere Power-
Kontrakte zu kaufen. Der jeweils giiltige Preis ist dabei durch den Wert des Cushions der
einfachen CPPI gegeben. Mit dieser Interpretation ist es dann auch direkt moglich z.B.
das Verhalten einer CPPI im Falle regelméfig diskret erfolgender Pramienzahlungen zu
bestimmen, wie wir in Abschnitt 2.2.4 sehen werden.
Der Cushion einer CPPI mit konstantem Floor ist also mindestens so grofs wie der Cushi-
on einer einfachen CPPI. Insbesondere ist somit auch das Exposure, also der in die Aktie
investierte Betrag, bei einer CPPI mit konstantem Floor mindestens genauso grofs wie das
Exposure einer einfachen CPPI. Man beachte, dass a priori jedoch nicht klar ist, ob da-
mit auch die Investitionsquote grofer ist. Dazu muss zusédtzlich der Wert der CPPI mit

konstantem Floor betrachtet werden, der sich aus Cushion und Garantie zu V; = C; + G
= C’t + G (1 +7r fot % ds) ergibt.

Proposition 2.2.2 Die Investitionsquote in die Aktie einer CPPI mit konstanter Garantie

G ist zu jedem Zeitpunkt t > 0 gréfler als die Investitionsquote einer einfachen CPPI deren
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anfingliche Garantie mit Go = G tbereinstimmdt.

mC’t mét
> —=
Vi Vi

Beweis : vgl. Appendix B [

Zur Beschreibung der Verteilung werden wir nun auf die Ergebnisse aus Abschnitt 1.3.2

zuriickgreifen. Dazu schreiben wir Gleichung 2.2.5 zu
t
C, = efttmoW <C’0 +r G/ g~ (OstmaWVs) ds)
0

um, wobei 6 :=mu — (m — 1)r — %m202. Mit Korollar 1.3.9 erhalten wir die Proposition

Proposition 2.2.3 Das n-te Moment des Cushions einer CPPI mit konstantem Floor ist
durch

TP A e S N S H i
E[Ct]:;mco (m2o'2) > G © ’

J=0

2 7

gegeben. Dabei ist cgfi) =1l T~

k#j
0<k<i

Beweis : vgl. Appendix B |

Aufgrund des Zusammenhangs zwischen Wert, Cushion und Garantie der CPPI mit kon-
stantem Floor und der Eigenschaft, dass die Garantie hier konstant ist, lassen sich somit
auch die Momente des Wertes einer CPPI mit konstantem Floor direkt angeben. Fiir p € N
erhélt man E[VF] = > _ (?)GP"E[C}]. Fiir spitere Betrachtungen ist es hilfreich den

Erwartungswert explizit darzustellen.

Korollar 2.2.1 Der Erwartungswert des Endwertes einer CPPI mit konstantem Floor ist
fir mp # (m — 1)r durch

rG

E V] = G + Coelmutm=hnt 4
mp — (m—1)r

(elmu=(m=bnt _ 1) (2.2.8)
gegeben.

Beweis : vgl. Appendix B [

"Genauer miissten an dieser Stelle noch zusitzliche Bedingungen an 6 gestellt werden, die sichern, dass
der Term c;; wohldefiniert ist. Konkret muss gelten j —n — # #* — (k -n— # 7é) Vi, k < n bzw.

# # j + k — 2n. Eine hinreichende Bedingung ist # > 0, die wir im folgenden als erfiillt annehmen.
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Im Vergleich zur einfachen CPPI ergibt sich daraus die folgende Beobachtung. Sofern die
Aktienkursrendite oberhalb der risikolosen Verzinsung liegt, d.h. der Standardfall p > r, ist
die erwartete Auszahlung der CPPI mit konstantem Floor grofser als die der einfachen CPPI

mit gleicher anfanglicher Garantie. Durch Umschreiben der Gleichung 2.2.8 erhélt man

— (m — 1)r — r + pelmup=(m=1rt
mu — (m—1)r
(pp —7)e ™t 4 rem=mt
mp — (m—1)r

~ =~ m(p—r)(L—rt)+r(l+m(p—r)t)
z ElG]+ G mp — (m—1)r

E[‘/t] _ Coe(m,u—(m—l)r)t_i_GmM

= E[ét] + Gertm

- E[ét] + ét
Intuitiv ergibt sich diese Aussage, da die Investitionsquote grofer ist und somit aus den
erwarteten hoheren Aktienkurszuwéchsen auch ein hoherer Endwert der Strategie resultiert.
Abschliefsend sei die Verteilung des Endwertes der CPPI mit konstantem Floor durch die
folgende Darstellung bestimmt.

Proposition 2.2.4 Die Dichte des auf den Endwert des Aktienkurses bedingten Cushion
st gegeben durch

- m2o? m2o?

— _ _ 2w(s) 5 o v 2w(s) _
f(e) de:= P[Cy € dc|S; = ] el a(mT”t) <w(s), pve (ce C’O)> de

mit w(s) =1 (m In 50 4 (r+ m"—;)(m - 1)t> und a¢(x,u) definiert wie in Proposition 1.3.1.

Es sei darauf hingewiesen, dass damit die unbedingte Dichte als Randverteilung der gemein-

samen Verteilung des Cushion und des Aktienkurses

f(c) de := P[C; € d(] :/OOP[Ct € dc|S; = s| P[S; € ds] dc
0
1

TR Ing — (- 50°)t
_/0 f(c)a\/%gb( o >d5dc

dargestellt werden kann. Dabei bezeichnet ¢(x) = ﬁe’%ﬁ die Dichte der Standardnor-

malverteilung. Fiir die Dichte des Wertes der CPPI mit konstantem Floor gilt dann fiir
v>G

PV, e dv|S,=s] = flv—G)dv
P[V;edv] = flv—G)dv

Praktisch ergibt sich das Problem, dass die Dichte der CPPI mit konstantem Floor ein

zweifaches, uneigentliches Integral darstellt, und somit numerisch unter Umsténden nur
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aufwendig berechenbar ist. Alternativ bieten sich Monte-Carlo-Simulationen an, wobei die
obigen Momente als Kontrollvariate zur Varianzreduktion verwendet werden konnen. Wie
Tabelle 2.1 zeigt, besitzt die CPPI mit konstantem Floor ebenso wie die einfache CPPI eine
sehr hohe Kurtosis. Die daraus resultierenden Extremereignisse sorgen jedoch dafiir, dass
aus Simulationen gewonnene Ergebnisse hiufig ungenau werden.® Aus diesem Grund basiert

der in Abschnitt 2.2.3 vorgenommene Vergleich auf den analytischen Ergebnissen.

2.2.2 Langfristiges und Cash-Lock-Verhalten

Da die Investitionsquote zur Zeit ¢ analog zur einfachen CPPI eine Funktion des Wertes zur
Zeit t ist, lasst sich die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit direkt aus der obigen Verteilung des
Wertes bestimmen. Da die Zuwéchse der CPPI mit konstantem Floor ausschlieftlich vom
Wert des derzeitigen Cushion und ansonsten unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt fiir
die a-(3-Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit

Plrp <Bln,=a] = Pl(m-p)Cr <BG|(m—a)C, = aG]

Cpfe o __a

- Plorsmgtla-mtge

- 5 __a

- P:CT“m—ﬂ)G‘C“ =i
m m—

- | el

Die Wahrscheinlichkeit einer Investitionsquote unterhalb von § zur Zeit T' bedingt auf die
Investitionsquote von « zur Zeit t lasst sich also aus der Verteilung des Cushion zur Zeit
T — t einer sonst identischen Strategie mit anfinglichem Cushion Cy = ﬁG bestimmen.

Fiir die langfristige Rendite des Erwartungswert gilt das folgende Korollar

Korollar 2.2.2 Fir die langfristige Rendite einer CPPI mit konstantem Floor gilt:

— -1 m—1
lim%:{ mp = (=D > S (2.2.9)

t—o0 t

0 < E=r

8Dies entspricht dem aus der Statistik bekannten Problem, geeignete Schiitzer fiir Extremereignisse zu

finden. Vgl. Embrechts et al. (1999, Kapitel 6)
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Beweis : Mit Korollar 2.2.1 erhélt man fir my — (m — 1)r > 0

In E[Vi] — In E[Vo]

lim
t—oo t
n (G + Cyelmu—(m=1)r)t | mu_?g_l)r (e(mu—(m—l)r)t _ 1))
- Jim :
o In (Coe(m#*(mfl)r)t + #ﬁ_l)r (e(muf(mfl)r)t _ 1))
% n
rG _ o= (mu—(m-1)r)t
= (mp—(m—1)r+ lim - (CO M A Sl )>
n a t—o00 t

— (mp—(m—1)r

und (mp —(m—1)r) <0
In E[Vi] — In E[Vy]

lim
t—o00 t
G
. In (G a mu—?m—l)f)
= lim
t—00 t
=0 ,
was zu beweisen war. [ |

Insbesondere sind die langfristige Renditen einer CPPI mit konstantem Floor und einer
einfachen CPPI fiir p > r, d.h. im Falle eines positiven Marktpreis fiir das Risiko der
zugrunde liegenden Aktie, identisch. Obwohl die Garantie gegeniiber einer einfachen CPPI
mit gleichem anfanglichem Floor geringer ist, erzielt die CPPI mit konstantem Floor keinen
Uberschuss. Intuitiv erklirt sich das dadurch, dass fiir die langfristige Rendite bei beiden
Strategien ausschlieflich die Rendite des Cushion mafigeblich ist und der Cushion in beiden

Féllen als Investition in einen Power-Kontrakt betrachtet werden kann.

2.2.3 Vergleich mit einfacher CPPI

Um einen sinnvollen Vergleich mit der einfachen CPPI zu gewahrleisten, ist es zunéchst not-
wendig darauf hinzuweisen, dass unterschiedliche Garantieleistungen vorliegen. Aus diesem
Grund erfolgt der Vergleich der CPPI mit konstantem Floor jeweils zum einen mit einer
einfachen CPPI, deren anféngliche Garantie den gleichen Wert wie der konstante Floor auf-
weist und zum anderen mit einer einfachen CPPI, deren Endgarantie den gleichen Wert
aufweist. Der hier betrachtete Anlagehorizont betragt 5 Jahre, so dass wir, ausgehend von
einem konstanten Floor von 800, Endgarantien von 800 und 800e¢™” = 1.027 miteinander

vergleichen.
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In der Analyse beschrinken wir uns auf zwei unterschiedliche Szenarien fiir die Parameter

der Strategie. Zum einen betrachten wir einen Multiplier von m = 3, wodurch die Bedingung

zur langfristigen Sicherung einer oberhalb der risikolosen Anlage erzielten Verzinsung, pu >

r+ 22, bei Modellparametern von p = 15%, 7 = 5% und ¢ = 20% erfiillt ist. Zum anderen

einen Multiplier von m = 6, der diese Bedingung gerade verletzt.

“Werteilung Endwert
Parameter. {¥5,Gg,T,o,1,mi={1000, 800, 5, 0.2, 0.15, 0.05, 3.}
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Abbildung 2.5: Verteilung und Dichte der einfachen CPPI und CPPI mit konstantem Floor

(m =3 bzw. m = 6)

Die Abbildung 2.5 stellt die Verteilung der genannten Strategien dar. Aufféllig ist, dass

fiir einen kleinen Multiplier die CPPI mit konstantem Floor sich eher mit der einfachen

CPPI mit gleicher Endgarantie vergleichen lasst, wobei diese eine hohere Wahrscheinlichkeit

fiir grofse Endwerte besitzt. Fiir einen hohen Multiplier zeigt sich anhand der Dichten,

dass die Verteilungen insgesamt sehr verschieden sind. Wéhrend die einfachen CPPIs sehr
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hohe Wahrscheinlichkeiten fiir Werte in der Nahe der Endgarantie besitzen, ist dies bei der
CPPI mit konstantem Floor weniger stark ausgepréagt. Dies zeigt sich auch in Tabelle 2.1,
wo man erkennt, dass die hoheren Momente der CPPI mit konstantem Floor kleiner als
die der einfachen CPPI sind. Dieser Effekt lasst sich als Zeit-Diversifikation der einfachen
CPPI bezeichnen. Durch den stédndigen Kapitalzufluss aus der risikolosen Anlage erfolgt
eine Mittelung iiber die Einstandspreise. Wie auch bei Asiatischen Optionen fiihrt dies zu

einer Minderung der Schwankungen.

Parameter {Vg,Gp,o,1}=(1000, 800, 0.2, 0.15, 0,05} Parameter {Vg,Gp,o,1}=(1000, 800, 0.2, 0.15, 0,05}

0.6

o
o

ConstFloor m=3

o
-

CPPIm=3

——  CanstFloor m=3
CPPIm=3

....... ConstFlaor m=5

CFPI m=6

-------- ConstFloor m=5

CPPI m=6

rel. Werlust—Wahrscheinlichkeit

25%—50%—Cash—Lock—Wahrscheinlichkeit

03

0.2

Laufzeit Laufzeit

Abbildung 2.6: Cash-Lock- und relative Verlust-Wahrscheinlichkeit der einfachen CPPI und
CPPI mit konstantem Floor (m = 3 bzw. m = 6)

Auf der anderen Seite haben diese Zufliisse Einfluss auf die Cash-Lock- und die relative Ver-
lustwahrscheinlichkeit wie sie in Abbildung 2.6 dargestellt ist. Unabhéngig vom Multiplier ist
die Verlustwahrscheinlichkeit der CPPI mit konstantem Floor geringer als die Verlustwahr-
scheinlichkeit der einfachen CPPI. Man beachte dabei, dass die Verlustwahrscheinlichkeit der
einfachen CPPI nach Korollar 2.1.2 unabhéingig von der Garantie ist. Die hier betrachtete
25%-50%-Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Strategie
deren Investitionsquote unter 25% gesunken ist, nach ¢ Jahren eine Investitionsquote unter
50% besitzt. Eine Strategie, die auf den Ertragen einer riskanten Anlage basiert, sollte auch
zwischenzeitliche Verluste ausgleichen und genug Kapital bilden kénnen, um in spéteren
Perioden von Ertrigen der Aktie zu profitieren. Wie man den Abbildungen und der Tabelle
entnehmen kann, ist das bei der einfachen Strategie nur bedingt moglich. Eine Investitions-
quote unterhalb von 25% fiihrt unabhéngig vom Multiplier zu einer Wahrscheinlichkeit von
iiber 70%, dass die Strategie selbst nach 15 Jahren eine Investitionsquote von unter 50%
besitzt. Fallt die Investitionsquote unter 10% liegt die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit nach
4 Jahren bei ungefihr 80%. Somit gelten fiir die einfache CPPI die gleichen Kritikpunkte,
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wie sie auch fiir Stop-Loss-Strategien gelten. Einmalige Verluste implizieren einen dauerhaf-
ten Cash-Lock. Im Gegensatz dazu, ist es der CPPI mit konstantem Floor moglich durch
den Kapitalzufluss aus der risikolosen Anlage auch in kurzen Zeitraumen genug Kapital zu
bilden und somit die Wahrscheinlichkeit eines Cash-Locks deutlich zu mindern. Im Beispiel
ergibt sich eine 25%-50%-Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit nach 2 Jahren von unter 40% und
nach 4 Jahren von ungefihr 20%.

Insgesamt zeigt sich, dass ein wesentlicher Kritikpunkt an der einfachen CPPI, die Tatsache,
dass sie entweder sehr hohe Gewinne oder Endwerte in der Ndhe der Garantie besitzt, bei
der CPPI mit konstantem Floor eine deutlich geringere Bedeutung besitzt. Dies folgt vor al-
lem daraus, dass die Wahrscheinlichkeit eines Cash-Locks um ein Vielfaches verringert wird
und somit auch in kurzen Zeitraumen von Zuwéchsen in der Aktie profitiert werden kann.
Dies gilt unabhéingig von der Wahl des Multipliers. Selbst Multiplier, die die notwendige
Bedingung fiir eine langfristige Wertentwicklung oberhalb der risikolosen Rendite verletzen,
bedeuten nicht, dass sich die Wertentwicklung auf die Garantie beschrénkt. In diesem Sin-
ne handelt es sich offensichtlich um eine sinnvolle Modifikation, sofern risikolos wachsende

Garantien nicht gefordert sind.

2.2.4 Investition regelmafiger Pramien in eine CPPI

Wie erwahnt wollen wir auch auf den Zusammenhang der obigen Resultate zu einer Strate-
gie, die regelméfige Pramien in eine einfache CPPI investiert, eingehen. Solch ein Fall tritt,
z.B., bei einer Versicherung auf. Ublicherweise werden die Priimien nicht einmalig zu Beginn
des Vertrages gezahlt, sondern in regelméfigen, z.B. monatlichen oder jahrlichen Abstén-
den. Falls fiir diesen Vertrag gilt, dass bei Falligkeit eine gewisser Mindestbetrag garantiert
werden soll, bietet es sich an, die Pramien in eine einfache CPPI zu investieren. Mit jeder
Pramienzahlung wéchst somit zum einen der Wert des Vertrages um die Prédmie und zum
anderen der Floor um einen prozentualen (méglicherweise in Abhéngigkeit vom Zeitpunkt

der Zahlung) Anteil der Pramie.

Beispiel: kontinuierliche Pramienzahlungen
Wir nehmen an, dass jahrlich insgesamt eine Pridmie in Héhe von P in Form einer
stetigen Zahlung erfolgt. Von dieser Pramie soll jeweils ein prozentualer Anteil v min-
destens mit dem risikolosen Zins verzinst werden. Die Anlagestrategie soll auf einer
einfachen CPPI basieren, d.h. der in die risikobehaftete Anlage investierte Betrag ist
durch mC; mit Cy = V, — G gegeben. Durch den Zufluss von aufsen ist diese Stra-

tegie nicht mehr selbstfinanzierend. Falls m; wie iiblich die Investitionsquote in die
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m=3 m==06
p—r— 202 4% —2%
CPPI Gy =800 Const. Floor CPPI Gy =800 | CPPI Gy =800 Const. Floor CPPI Gy = 800

E[V] 2.969 2.494 2.178 10.522 7.484 6.185

Var[V] 4.875 3.212 2.586 355.672 207.147 188.706
Skew|V] 18 16 18 49 - 103 43-103 49 - 103
Kurt[V] 1.889 1.349 1.889 3,22 - 1012 2,60 - 10'2 3,22 -10'2
Rendite ¥ 21,77% 18,28% 15,57% 47,07% 40,25% 36,44%
Volatilitit & 51,13% 44,22% 41,94% 118,68% 115,26% 116,94%
Sharpe Ratio 32,79% 30,04% 25,20% 35,45% 30,59% 26,89%
rel. Verlust P[V; < Vpe™] 32,74% 31,12% 32,74% 58,85% 51,26% 58,85%
P[40 < 50%]|11; = 25%) 76,71% 36,36% 76,71% 70,35% 31,86% 70,35%
P[44 < 50%]|11; = 25%) 67,62% 14,32% 67,62% 65,81% 19,80% 65,81%
P[44 < 50%]|11; = 10%) 89,70% 20,96% 89,70% 78,81% 21,41% 78,81%

Parameter: T'=5; u = 15%; r = 5%; o = 20%; Vi = 1000; Gy = 800

Tabelle 2.1: Risikomafse unbeschrankter Strategien
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risikobehaftete Anlage bezeichnet gilt somit

ds dB
v, = V, (wt?t +(1- m)#) + Pdt
t t

th = Ttht+’}/Pdt

Dabei gibt der erste Term in der Stochastischen Differentialgleichung fiir den Wert
die aus dem Handeln erzielten Gewinne und der zweite Term den Pramienzufluss an.

Basierend auf den Uberlegungen zur einfachen CPPI ergibt sich fiir den Cushion

dC, = d(V, - Gy)

B
=V ﬂtd—st +(1- Wt)& + Pdt — (rGdt + vy Pdt)
S B,
dS; dBy dB; dB;
mC’t St + W Bt mC’t Bt + Pdt (Gt Bt + v dt)
Gi+Cy
dS; dB,
= — — —1)— P(1—~)dt
P(l—7)
= — Cy+ ———— | dt + CymodW,
mts=r) 1) (Gt E S ) Coma

Ausgehend von einem Anfangskapital V; = 0 und somit Cy = Gy = 0 ergeben ana-
loge Betrachtungen zur CPPI mit konstanter Garantie als Losung der Stochastischen

Differentialgleichung

m252

t
Ct — (1 . ,Y)Perte(m(,ufr)f 57— )t+maW, / efv"sef(m(,ufr)f""22‘72 )s—moWs ds
0

Weitere Eigenschaften der Strategie lassen sich nun analog zu den Betrachtungen bei

konstanter Garantie herleiten.

Ende Beispiel: kontinuierliche Pramienzahlungen

Ausgehend von der Interpretation als Investition in einen Power-Kontrakt gibt das néchste

Beispiel die Dynamik bei diskreter Pramienzahlung an.

Beispiel: diskrete Pramienzahlungen

Es bezeichne

(515) = rt(m(u—n) =2 tma W

St m—1_2 mn
_ rt [ Mt —(r+75—0%)t
‘ (50 ‘ )

die Wertentwicklung eines Derivats der zugrunde liegenden Aktie, dass wir der Ein-

fachheit halber als Power-Kontrakt beziiglich S; bezeichnen. Im obigen Beispiel gilt

fiir den Cushion bei kontinuierlichen Pramienzahlungen dann

t Svt
Cz:ont. = P(l — ’}/)/ —ds
0 Ss
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Die Wertentwicklung des Cushions kann also interpretiert werden als regelméfigen
Zukauf von Power-Kontrakten in Hohe der nicht garantierten Pramienanteile. Wir
nehmen nun an, dass die Pramie P jéhrlich zu den Zeitpunkten ¢y, ts, ... gezahlt wird
und ebenfalls der Anteil «y in die risikolose Anlage und (1 — ) in den oben definierten
Power-Kontrakt investiert wird. Dann gilt fir ¢ € [t,,t,4+1), d.h. einem Zeitpunkt

zwischen der n-ten und (n+1)-ten Pradmienzahlung

G?isc. _ ,YPZ er(tfti)

| "3
ci — (1-pPY 2

und Vdise = S (1 — V)ng—:i + yPe®=%) . Somit ist dies der Wert einer einfachen
CPPI bei diskreten Pramienzahlungen, sofern von jeder Pramie der gleiche Anteil ~
garantiert wird. Offensichtlich lasst sich diese Methode auch auf zeitabhéngige An-
teile verallgemeinern, so dass beispielsweise die ersten Pramien zur Absicherung ei-
ner Gesamtgarantie verwendet werden und spéter erfolgende Pramienzahlungen zum

Wertaufbau in einem Fonds o.4. genutzt werden.

Das Problem der Bestimmung der Verteilung des Wertes einer einfachen CPPI mit
diskreten Pramienzahlungen besteht nun in der Bestimmung des diskreten arithme-
tischen Mittels iiber die Einstandspreise in die Power-Kontrakte bzw. der Verteilung
der Summe von lognormalverteilten Zufallsvariablen. Dieses Problem ist jedoch das
gleiche wie bei der Bestimmung des Preises einer diskreten Asiatischen Option. Fiir die
Bestimmung der Verteilung der Summe lognormalverteilter Zufallsvariablen in Form
einer Fourier-Transformation der charakteristischen Funktion sei auf Barakat (1976)
verwiesen. Haufig wird die Verteilung durch eine bekannte Verteilung approximiert.
Eine Ubersicht {iber Approximationen durch eine Lognormalverteilung findet sich in
Beaulieu und Xie (2004), eine Approximation iiber die reziproke Gammaverteilung er-
folgt in Milevsky und Posner (1998). Fiir eine Ubersicht der verschiedener Methoden
zur Bewertung von Asiatischen Optionen verweisen wir auf Nielsen und Sandmann

(2003).

Ende Beispiel: diskrete Pramienzahlungen



Kapitel 3 - CPPI Strategien mit

Kreditbeschrankungen

Trotz der Einfachheit in der Anwendung gibt es eine Vielzahl von Argumenten, die gegen

eine Anwendung der CPPI-Strategien sprechen. Zusammengefasst sind dies:
e Notwendigkeit eines potentiell unbeschréankten Kapitalbedarfs
e Notwendigkeit stetigen Handels
e Annahme eines festen Anlagezeitraumes!

e Bei langen Laufzeiten und/oder hohen Multiplikatoren wird die Wahrscheinlichkeit

eine geringere Rendite als die risikolose zu erhalten, sehr grof.

Die Probleme, eine Rendite unterhalb der risikolosen zu erhalten und die Annahme eines
festen Anlagezeitraumes, wurden bereits im letzten Kapitel erortert, wo wir gesehen haben,
dass dies durch die Einfiihrung einer Garantie amerikanischen Typs gelost werden kann.
Ziel dieses Kapitels ist es, das Problem des unbeschrankten Kapitalbedarfs zu betrachten.
Zum einen betrachten wir die CPPI unter der zusétzlichen Bedingung, dass maximal 100%
in die risikobehaftete Anlage investiert werden darf. Das Verhalten des Floors bleibt dabei
identisch und somit kann der Cushion weiterhin beliebig grof werden. Diese Strategie lasst
sich als Zusammensetzung aus einer einfachen CPPI und aus einer Buy-and-Hold-Strategie
auffassen und wird beschrankte CPPI genannt.

Umgekehrt ldsst sich eine maximale Investitionsquote auch dadurch gewéhrleisten, dass
man die Grofe des Cushion kontrolliert. Dies geschieht durch Anpassungen der Garantie.
Indem die Garantie als fester Anteil des bisherigen Maximalwertes der Strategie gewéhlt
wird, kann die Investitionsquote beschrinkt werden. Dies ist das Konzept der CPPI mit
Floor-Anpassung?.

Wir werden die jeweiligen Eigenschaften der beiden Strategien herleiten und miteinander
vergleichen. Des Weiteren bietet insbesondere die beschrinkte CPPI die Md&glichkeit eines
sinnvollen Vergleichs mit der OBPI und den Stop-Loss-Strategien, da auch diese Kreditbe-

schrankungen implizieren.

!Brennan und Schwartz (1988) weisen daraufhin, dass institutionelle Investoren typischerweise keinen

festgelegten Liquidationszeitpunkt haben
2Im Sinne von Estep und Kritzman (1988) auch Time Invariant Portfolio Protection (TIPP) genannt.

7
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3.1 Beschrankte CPPI

Wie in Kapitel 2.1 erlautert wurde, besteht ein grundséatzliches Problem der CPPI in der
potentiell beliebig hohen Kreditaufnahme. Es ist nahe liegend, dieses Problem dadurch zu
16sen, indem man fordert, dass die Investition in die risikobehaftete Anlage maximal auf ein
Vielfaches w des Portfoliowertes beschrankt ist. Formal ist die Strategie dadurch beschrieben,

dass im Gegensatz zur einfachen CPPI nicht der Betrag mC; sondern nur der Betrag
min {mC, wV;}

in die Aktie investiert wird. Dabei gibt V' den Wertprozess der so definierten Strategie und
w, mit 0 < w < m, den maximalen Verschuldungsgrad® bezogen auf den Wertprozess an.
Da wir die Strategien als selbstfinanzierend annehmen, ergibt sich umgekehrt, dass eine
maximale Kreditaufnahme (short Position in der risikolosen Anlage) in Hohe von (w — 1)V,
erfolgen darf. Fiir w = 1 ergibt sich zum Beispiel, dass héchstens der gesamte Portfoliowert

in die Aktie investiert wird, bzw. dass keine Kreditaufnahmen erfolgen diirfen.

Beispiel: beschrankte CPPI

0 1 2 3 4 5
t 4
5, 100 120 130 100 120 135
V. 1000 1162 1259 968 1087 1216
Gy 800 808 816 824 832 841
Cy 200 354 443 144 255 375
7 80% 100% 100% 60% 94% 100%
T 20% 0% 0% 40% 6% 0%

Gekappte CPPI
m=4 r=1%

Bereits in der zweiten Periode wiirde die CPPI-Strategie eine Kreditaufnahme in Héhe
von 22% des Portfoliowertes erfordern (vgl. Beispiel zur CPPI). Die Wahl eines ma-
ximalen Hebel von w = 1 fiihrt dazu, dass anstelle des Betrages mC; = 1.416 nur der
gesamte Portfoliowert 1.162 in die Aktie investiert wird. Erst zum Zeitpunkt ¢t = 3, wo
der Cushion hinreichend klein geworden ist, erfolgt die Anlage geméfs der urspriingli-

chen CPPI-Regel. Insbesondere lésst sich im Vergleich zur einfachen CPPI feststellen,

3Streng genommen bezeichnet w — 1 den Verschuldungsgrad, da mit obiger Definition bei einem An-
teil Eigenfinanzierung maximal w — 1 Anteile fremdfinanziert. Im Folgenden bleiben wir bei der obigen

Bezeichnung.
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dass die Minderung des Portfoliowertes deutlich geringer bei spateren Kursverlusten
ist. Umgekehrt gilt jedoch auch, dass die Partizipation an Kursgewinnen durch den
maximalen Hebel (hier 100%) beschrankt ist.

Ende Beispiel: beschrankte CPPI
Anhand des obigen Beispiel erkennt man bereits, dass die Einfiihrung einer maximalen In-
vestitionsquote zu einer Reduktion der Volatilitat fiihrt. Dieses Resultat findet sich in qua-
litativer Form bereits in Black und Perold (1992, Proposition 3). Wir wollen nun diese und
weitere Eigenschaften der beschrankten CPPI Strategie ndher betrachten. Dazu definie-

ren wir die Strategie wie folgt

Definition 3.1.1 Die beschrinkte CPPI mit Hebel m, Anfangskapital Vocap und mazximaler

Investitionsquote w ist definiert durch die zu haltenden Aktien

min (thC“p ,mC” )

St

1,Cap __
. =

und die Bedingung der Selbstfinanzierung®.

Dabei bezeichnet th P = V;Cdp — G wie iiblich den Cushion und G; = Gye™ die mit dem

risikolosen Zins wachsende Mindestgarantie.

3.1.1 Dynamik und Verteilung

Zunachst einmal sei darauf hingewiesen, dass es sich bei der Strategie um eine zusammen-
gesetzte Strategie handelt. Sofern das Kreditlimit nicht erreicht ist, handelt es sich um
eine einfache CPPI Strategie. Umgekehrt gilt jedoch, solange das Kreditlimit erreicht ist,
wird geméf einer Buy-and-Hold-Strategie gehandelt. Einzeln betrachtet lassen sich fiir bei-
de Strategien die Dynamiken einfach bestimmen. Solange das Kreditlimit erreicht ist, gilt
insbesondere, dass der Wertprozess der Strategie bedingt auf den Zeitpunkt, zu dem das
Kreditlimit erreicht wurde, geméf der Dynamik der Aktie einer geometrischen Brownschen
Bewegung folgt. Solange das Kreditlimit nicht erreicht wird, gilt jedoch mit den Ergebnissen
aus Kapitel 2.1, dass der Cushion bedingt auf den Zeitpunkt, wann das Kreditlimit letztma-
lig bindend war, einer geometrischen Brownschen Bewegung folgt. Aufgrund der Definition
des Cushions gilt fiir die Zeitpunkte 7, zu denen ein Wechsel zwischen den beiden Strategien

erfolgt:

4Also gerade
max ((1 — W)V v — mC’tcap)
By

0,Cap __
+ =
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Lemma 3.1.1 FEs gilt:

<
wV, = mC, < mG,

VIIA

(m—w)V;, <= wG,;

VIIA

(m —w)Cy
Beweis : Folgt direkt aus der Definition des Cushion. |

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrinken wir uns in den folgenden Uberlegungen auf
einen Verschuldungsgrad von w = 1, d.h. zusétzliche Kredite sind ausgeschlossen. Es ist
jedoch ohne weiteres moglich die Uberlegungen auf den allgemeinen Fall zu iibertragen.

Die Garantie der beschriankten CPPI wéchst im Gegensatz zu der Strategie in Abschnitt 3.2,
wo jeweils ein prozentualer Wert des maximal erreichten Wertes garantiert wird, determi-
nistisch und somit ist es vollig ausreichend zu wissen, ob der Wertprozess oder der Cushion
eine bestimmte Schranke treffen. Darauf basierend lasst sich die Dynamik der beschréankten
CPPI mittels einer Brownschen Bewegung mit wechselndem Drift herleiten. Je nachdem, ob
die Schranke von oben oder von unten getroffen wird, &ndert sich der dabei der Driftterm.
Durch geeignete Transformationen lasst sich die Schranke mit dem Nullpunkt identifizieren.

Sei dazu der Prozess (X});>0 durch die stochastische Differentialgleichung

mit
por 1y >0

Ox)=<¢ ° 2 - 3.1.2
(@) {“—;T—%ma x <0 ( )

und dem Anfangswert

1y, (m=DVo mCy > Vi

Xg=1¢ o mbo - 3.1.3
° { mr L mCy < Vo o

definiert®. Gemaf Abschnitt 1.3.3 handelt es sich bei dem Prozess X; um eine Brownsche

Bewegung mit wechselndem Drift und wir kénnen auf die dort hergeleiteten Verteilungsei-

pr 1
2O'

dem standardisiertem Drift der Brownschen Bewegung wihrend der Buy-and-Hold-Strategie

genschaften zuriickgreifen. Im Sinne der dort verwendeten Notation entspricht 6y :=

und ¢ 1= £+ — %ma dem standardisiertem Drift der Brownschen Bewegung wihrend der

einfachen CPPI-Strategie®. Im Folgenden betrachten wir den Zusammenhang zwischen dem
Prozess X; und der Dynamik der beschrankten CPPI.

®(X¢)t>o erfiillt also die folgende Integralgleichung

t
Xt:XO+Wt+/ @(XS)dS
0

6Somit kann Ay als der Marktpreis des Risiko der Aktie und 6; > 0 beschreibt die Effektivitéit der
einfachen CPPI.
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Theorem 3.1.2 Der Wert- bzw. Cushionprozess der beschrinkten CPPI ist durch

_m_ooXt X, >0
Vi=Gq mt ' (3.1.4)
(1 + 1€ t) X; <0
bzw.
oo | G o) Xz
ﬁem"xt Xt < 0
bestimmidt.

Bemerkung: Intuitiv ergibt sich der Wertprozess aus der Tatsache, dass jede Nullstelle des
Prozesses X einen Wechsel der Strategie zwischen Buy-and-Hold und einer einfachen CPPI
entspricht. Seien dazu 7, bzw. 7, die Zeitpunkte an denen letztmalig vor s ein Wechsel in
die Buy-and-Hold- bzw. die einfache CPPI-Strategie erfolgt ist. Bis zum néchsten Wechsel
folgt der Wertprozess der Dynamik einer Buy-and-Hold-Strategie bzw. der Cushion-Prozess

einer einfachen CPPI-Strategie und somit
Tkr1 = inf {t > s|mC; = V;}
=inf{t > sjm(V; — G;) = V;}

= inf {t > s|(m—1)V, S me"(tTk)GTk}

Mit Lemma 3.1.1 und der Annahme das der letzte Wechsel durch (m — 1)V, = mG,,

gegeben war ergibt sich

S, r(t—r
(= Vi gt = o - 1), |

it {1 ofer e _ 1)

:inf{t>8

:inf{t>8

(p—r— %02)(15 — 7)) +o(Wy =W, ) = O}
=inf {t > s|X; — X,;, =0}
=inf{t > s|X; =0}
Analoge Uberlegungen ergeben fiir das Verhalten wihrend der einfachen CPPI
Tkr1 = inf {t > s|mC; = V;}
= inf {t > sjmC; = Gy + C}}

- S m— . m -

(m . ]-)Cf'k er(t—m) (S_fe—(r—&- > 10'2)(t—’7'k)) _ €T(t_Tk)G7~—k}
Tk

= inf {1 > s (el g R W) ]

m(p—r — %02)(15 —T%) +mo(W, —W5) = O}

:inf{t>s

:inf{t>s

= 1nf{t > S’Xt = O}
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Insgesamt entspricht also jede Nullstelle von (X;) einem Wechsel der Strategie.”

Beweis Theorem 3.1.2: Wir betrachten den Prozess V; 1= f( Xy, Gy) mit

R _eo® x>0

flx,9) = g{ mel

(1+Le™)  2<0

und zeigen, dass dieser die stochastische Differentialgleichung fiir den Wertprozess der
Strategie 10st. Zunéchst einmal ist G; im Gegensatz zu X, offensichtlich von beschrank-

ter Variation. Weiterhin ist f sowohl beziiglich g als auch x stetig differenzierbar mit

8f(x,g) _ %eox T Z 0 und af(mag) =g %G‘W T Z 0
dg 1+ %16"””) x <0 Ox P Ko z <0
Obwohl f nicht zweimal stetig differenzierbar beziiglich x ist, ldsst sich trotzdem die
[to-Formel anwende, indem % im Sinne der Schwartz-Distributionen als Funktion
h mit
To a 6 mo? oz >0
1 or |, or |,_,, Tt <0

fir alle z1 < x5 aufgefasst wird. Wie, zum Beispiel, Rogers und Williams (2000, Lemma

45.9) zeigen, gilt die It6-Formel auch unter diesen Voraussetzungen. Somit ergibt sich

i — —m Xt dGy + Gy TN d X, + LG e X d( X)), X, >0
(14 e )dC, + Giie™ dX, + 3G e M d(X) - X <0

VidGy + oVid X, + $0?Vid(X), X, >0
‘Zﬁth + mJ(V} — Gt)dXt + %m202(‘}} — Gt)d<X>t Xt <0

> .
= 2_(G,. Zusammen mit der
< m—1

Definition fiir X; und der Dynamik fiir die riskante bzw. risikolos Anlage ergibt sich

Nach Definition gilt X, % 0 genau dann, wenn vV

o _ | g dsi+oan, Vi > Gy
t m(Vgt—G’t) dSt_’_Vt—m(B‘fg—G't) dBt ‘A/t- < %Gt

Aus der Definition von X, folgt zusétzlich Vo = V,. Somit 16st V;, die stochastische
Differentialgleichung fiir den Wertprozess der durch die Definition 3.1.1 bestimmten
gekappten CPPI fiir w = 1.

7 Der Beweis fiir Theorem 3.1.2 liisst sich leider nicht so induktiv fiihren, da die Anzahl der Nullstellen

von X; nicht nur nicht endlich, sondern zusétzlich auch iiberabzahlbar ist. Genauer gesagt bilden die Anzahl

der Nullstellen von X; eine topologische Cantor-Menge, vgl. I1td6 und McKean (1965).
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Zur Bestimmung der Verteilungseigenschaften der Strategie lassen sich nun die Ergebnisse
aus Kapitel 1.3.3 anwenden. Als ein erstes Resultat ldsst sich bereits festhalten, dass die
Strategie im Gegensatz zur einfachen CPPI nun pfadabhéngig ist. Dies folgt aus dem pfadab-
héngigen Drift fiir den Prozess X;. Eine genauere Betrachtung des Drifts ergibt, dass dieser,
solange die Strategie einer einfachen CPPI entspricht, um den Term mT_la kleiner gegeniiber
der Buy-and-Hold-Strategie in der Aktie ist. Im Vergleich zur reinen Buy-and-Hold-Strategie
kann man diesen Term als Verlustrate ansehen. Der Verlust kann als Kompensation fiir die
Garantie betrachtet werden und insbesondere als eine Pramie fiir die Garantie beziiglich
einer Aktieninvestition angesehen werden. Im Gegensatz zur OBPI aus Kapitel 1.4.2 ist die-
se Préamie in diesem Fall jedoch nicht deterministisch sondern vom Kursverlauf abhingig.
Wir werden spéter auf diesen Punkt zurtickkommen und insbesondere die Unterschiede zur
OBPI verdeutlichen.

Zunéchst seien jedoch die Verteilungseigenschaften der beschriankten CPPI dargestellt. Es
sei im folgenden

p(z) := Px,(X; € dx)

die Dichte der Brownschen Bewegung mit wechselndem Drift wie sie in Kapitel 1.3.3 be-
stimmt wird. Die dort erzielten Ergebnisse lassen es prinzipiell zu, die Verteilung als Mehrfach-
Integral darzustellen. Aus numerischer Sicht hat es sich aber als zweckméfig herausgestellt,
mit den Darstellungen als Laplace-Transformation von Benes et al. (1980) zu arbeiten. Diese
konnen in analytischer Form dargestellt werden und der numerische Aufwand beschréinkt
sich auf die Invertierung der Laplace-Transformation. Eine Ubersicht zu diesem Thema bie-
tet u.a. Abate und Valko (2004). Insbesondere lassen sich hierfiir Standardpakete verwenden,

wie sie z.B. fir Mathematica existieren.

Lemma 3.1.3 Die Dichtefunktion des Wertes der beschrankten CPPI ist durch

o — m—1

Lp<% dv v > G,
ov

) In {m=1)(w-Gy) .
pr ren p( — ) dv v < 156Gy

PV, € dv] =

gegeben. Fiir X, gelte dabei die Anfangswertbedingung 3.1.5.
Beweis : Siehe Appendix. |

Wird die Dichtefunktion von X als Laplace-Transformation ausgedriickt, lassen sich auch
die Verteilungsfunktion und die Momente in geschlossener Form als Laplace-Transformation

berechnen. Dies ist das Ergebnis der néchsten beiden Korollare.
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Korollar 3.1.4 Fir m(Vo — Go) > Vy ist die Verteilungsfunktion durch

( 0 v S GT
)
Ki(A) ( (m=1)(v=Gr) K"Q’"A Gr<v< mGr
(-1) Ka(X) Gr T U= m—1
PlVr <w| =L\ o) { (me1) LI o (o) Kg(\) . .
’ 3 m—1)v 4 5 m—1)v a m r
Ka() ( mGr ) T RoOn) ( mOr > o < v < Ve
L Ks VR0 (et Voe'T
) + Ko(\) mGr 0" <
bestimmt. Fir m(Vo — Go) < Vo gilt:
P[VT S ’U] =
( 0 (Y § GT
- —220~/0242) ~ 7’%37(:)
_ Ks(M+te I;ﬁ()\)l K3(A) <(m_1)gg;i_GT)) Gr < v < Vpe'T
L 0 (neD(o-Gr)\ . Ra() [(mel(e—Gr)) e
’ 1 3 m—1)(v—Gp oam 5 m—1)(v—Gr om T mG
XK\ ( Gr - 2) T Ken) ( Gr ) Voe™ <v < &
~ _ B2
1 A) [ (m—1)v ° mG
\ X_f<;(>\)<mGT ) ol <

Die Funktionen K;(\) und K; sind dabei wie in Theorem 1.3.15 definiert und £§:T1) bezeich-

net die inverse Laplace-Transformation bzgl. T'.
Beweis : Siehe Appendix. [ |

Des Weiteren gilt fiir die Momente

Korollar 3.1.5 Das n-te Moment der beschrinkten CPPI ist fiir m(Vo—Go) > Vo, d.h. falls

mit einer Buy-and-Hold-Strategie begonnen wird, durch die inverse Laplace-Transformation

_ 145
ElV™ _ rT\m E( 1) 0
V7] (e)" Lir A=n(p—r)—in(n—1)02

can (3 ()Nt () (A )

bestimmt. Fir m(Vy — Go) < Vo, also falls anfinglich eine einfache CPPI Strategie verfolgt
wird, gilt:

nl rT\" p(-1) - n G'S—Z(Vb B G0>Z
BVl = () Lo { <i)>\—z’m(#—r)—%i(i—l)(ma)z

(S 0) (B sy () o)
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m w Erwartungwert Standardabw. Schiefe Kurtosis
einfach | beschriinkt einfach | beschriinkt einfach beschriinkt einfach beschriinkt
1 1 1.121 | 1.121,20 68,4 68,4 0,89 0,89 4,44 4,44
3 1 1.157 | 1.154,20 280 241 4,16 2,05 44,82 8,71
3 2 1.157 | 1.155,50 280 267 4,16 2,97 44,82 16,46
31299 | 1.157 | 1.156,82 280 280 4,16 4,16 44 82 44 82
) 1.198 | 1.167,81 793 305 23,73 1,59 3.949 6,01
) 2 1.198 | 1.137,58 793 321 23,73 2,05 3.949 7,74
5t 2,5 | 1.198 | 1.145,63 793 357 23,73 2,32 3.949 8,97
5 | 499 | 1.198 | 1.197,80 793 793 23,73 2293 3.949 2.576
10 1 1.329 | 1.172,20 || 24.298 325 163 - 10? 1,35 79 - 102 95,06
10 2 1.329 | 1.082,65 || 24.298 310 163 - 103 1,88 79 - 102 6,73
10 ) 1.329 | 1.059,49 | 24.298 416 163 - 103 2,95 79 - 102 11,83
10 9,99 | 1.329 | 1.307,01 | 24.298 7.650 163 - 103 82,49 79 - 10*2 9.058
20 1 1.780 | 1.172,18 || 7,9 - 10° 329 7,0-10% 1,29 3,9-10%° 4,88
Stop-Loss 1171,54 330 1,28 4,85
Tabelle 3.1: Momente der einfachen und der beschrankten CPPI fiir verschiedene maximale
Verschuldungsgrade w und Multiplier m (Parameter: Vo = 1000, Go = 800, u = 8,5%, r =
5%, 0 =20%, T = 2)
Beweis : Siehe Appendix. [

Tabelle 3.1 vergleicht die Momente der beschrankten mit den denen der unbeschrénkten
CPPI. Eine solche Betrachtung lasst Riickschliisse dariiber zu, inwieweit es sinnvoll ist, bei
anderen Modifikationen, wie der CPPI mit konstantem Floor und der diskret gehandel-
ten CPPI davon auszugehen, dass keine Beschrankungen in der Kapitalaufnahme vorliegen,
bzw. welchen Einfluss die Beschréinkung auf deren Eigenschaften besitzen wird. Zunéchst
einmal ist zu beobachten, dass die Momente der beschrénkten CPPI bei niedrigen Verschul-
dungsgraden und hohen Multipliern deutlich niedriger sind. Fiir den Fall m = 3, d.h. bei
einem anfianglich Startkapital von 1.000 und einem Barwert der Garantie von 800 werden
nur 600 in die risikobehaftete Anlage investiert, ist die Standardabweichung der beschrank-
ten Strategie ohne Verschuldung um ~ 15% geringer als bei der einfachen CPPI. Fiir den
Fall m = 5, falls das gesamte anfingliche Kapital in die Aktie investiert wird, ergibt sich
beim Erwartungswert eine Abweichung von 3%, wobei die Standardabweichung weniger als
die Halfte der einfachen CPPI betrégt. Werden héhere Verschuldungsgrade zugelassen min-
dert dies den Unterschied zwar, insgesamt besitzt die beschrinkte CPPI trotzdem deutlich
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kleinere hohere Momente als die einfache CPPI. Man beachte dabei, dass z.B. ein Wert von
w = 9,99 bedeutet, dass Kredite bis zum 8,99-fachen des Portfoliowertes aufgenommen wer-
den kénnen und das maximal das 9,99-fache des Portfoliowertes in die Aktie investiert wird.
In Anbetracht der Tatsache, dass die einfache Strategie bei einem Multiplier von m = 10 das
10-fache des Cushion, der durch den Portfoliowert begrenzt ist, in die Aktie investiert, ist es
erwahnenswert, dass sich die hoheren Momente trotzdem deutlich voneinander unterschei-
den. Dies ist ein weiterer Beleg fiir die Abhéngigkeit der einfachen CPPI in den Risikomafen
von den Extremereignissen. Dies erklart sich, wenn man bedenkt, dass die einfache CPPI
als Power-Kontrakt interpretiert werden kann, wobei der Exponent gerade dem Multiplier
entspricht. Der Erwartungswert der einfachen CPPI entspricht somit dem m-ten Moment
des Aktienkurses!

In diesem Sinne schrénkt dies die in den Abschnitten zur einfachen CPPI (2.1), CPPI mit
konstantem Floor (2.2) und der diskret-gehandelten CPPI (4.1) erzielten Ergebnisse ein, da
dort jeweils von der Moglichkeit unbeschrankter Kreditaufnahme ausgegangen wird, wovon
aus praktischer Sicht nicht ausgegangen werden kann.

Die dort erzielten Ergebnisse kénnen aber als obere Schranken interpretiert werden, da da-
von auszugehen ist, dass die Unterschiede zwischen einfacher und beschrankter CPPI dort
analog auftreten. Insgesamt sollte beachtet werden, dass das Beschranken dazu fiihrt, dass
Extremereignisse sowohl im positiven als auch im negativen Sinne seltener auftreten. Dies
bedeutet, dass sowohl sehr hohe Endwerte als auch Endwerte in der Ndhe der Garantie
bei diesen Strategien tatsdchlich geringere Wahrscheinlichkeiten besitzen, als sie durch die
Verteilungseigenschaften der unbeschrinkten Strategien vorhergesagt werden. Beispielsweise
bedeutet dies fiir die diskret-gehandelte CPPI, dass die tatsédchliche Ausfallwahrscheinlich-
keit geringer sein wird als die Ergebnisse in Abschnitt 4.1 ergeben. Eine weitergehende
Diskussion erfolgt in Abschnitt 4.3.

In den Ergebnissen aus Tabelle 3.1 féllt auferdem auf, dass das Verhalten des Erwartungs-
wertes der beschrinkten Strategie beziiglich Anderungen des Verschuldungsgrads w nicht
monoton ist. Offensichtlich gilt, dass die beschrankte Strategie mit w — m gegen die einfa-
che CPPI konvergiert. Anstatt dass mit hoherer Verschuldung auch ein hoherer erwarteter
Endwert erzielt wird, zeigen die Daten, dass dies erst fiir sehr grofe Verschuldungsgrade gilt.
Ansonsten fillt der Erwartungswert im Vergleich zur beschriankten CPPI ohne Moglichkeit
zur Kreditaufnahme. Im Sinne der Maximierung des Erwartunsgwertes ist eine CPPI mit
hoherem aber begrenzten Verschuldungsgrad also nur von begrenztem Nutzen und wird aus
diesem Grund nicht weiter betrachtet.

Als letzter Punkt soll ein Vergleich zur Stop-Loss-Strategie erfolgen. Betrachtet man die
Werte der beschrankten CPPI fiir wachsende Multiplier mit der Stop-Loss-Strategie, welche
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Abbildung 3.1: Verteilung und Dichte des Endwertes der Stop-Loss-Strategie und der be-
schriankten CPPI fiir verschiedene Multiplier, w = 1

gemals der Ergebnisse aus Abschnitt 1.4.1 eine Schiefe von 1, 28 und eine Kurtosis von 4, 85
aufweist, ist offensichtlich, dass sich die Werte der beschrénkten CPPI fiir wachsende m
diesen Werten annédhert. Dies entspricht den Ergebnissen in Black und Perold (1992), nach
der sich die Stop-Loss-Strategie als Grenzwert fiir m — oo der beschrankten CPPI ergibt.
Eine intuitive Erklarung liegt darin, dass bei grofsem Multiplier iiber die gesamte Laufzeit
hauptséchlich eine Buy-and-Hold-Strategie verfolgt wird und bei einem Wechsel in die ein-
fache CPPI der Drift 6, so stark negativ ist, dass der Prozess X; gegen —oco und somit C}
gegen 0 konvergiert. Die Konvergenz gegen die Stop-Loss-Strategie wird durch die Vertei-
lung und die Dichte der beschréinkten CPPI in Abbildung 3.1 weiter verdeutlicht. Anhand
dieser erkennt man, dass bereits fiir einen Multiplier von m = 10 nahezu eine Uberein-
stimmung zwischen beiden Verteilungen vorliegt. Der hohe Multiplier bewirkt, dass erst bei
sehr niedrigen Werten fiir den Cushion und somit des Aktienkurses, in die CPPI-Strategie
gewechselt wird (hier: 10% des Portfoliowertes). In diesem Sinne lésst sich die beschrinkte
CPPI auch als Approximation der Stop-Loss-Start-Gain-Strategie betrachten. Die von Carr
und Jarrow (1990) aus der Lokalzeit der Brownschen Bewegung abgeleiteten Transaktions-
kosten der Stop-Loss-Start-Gain-Strategie finden sich hier in Form der impliziten Pramie
der einfachen CPPI wieder. Eine genauere Untersuchung der impliziten Pramie erfolgt im
néchsten Abschnitt bei der Betrachtung der Pfadabhéngigkeit der beschréinkten CPPI.

Auch fiir einen kleineren Multiplier wie m = 5 sind beide Strategien fiir hohe Portfoliowerte
ahnlich. Dies ergibt sich ebenfalls aus der Tatsache, dass hohe Endwerte einer gréfstenteils
auf Buy-and-Hold-basierenden Strategie entsprechen. Im Gegensatz dazu ist die Wahrschein-

lichkeit einer Auszahlung, die in der Nédhe der Garantie liegt, deutlich kleiner. Dies erklart
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Abbildung 3.2: Erwartete Auszahlung der beschriankten CPPI in Abhéngigkeit vom Multiplier,
o =25% (15%); Go = 900 (800)

sich dadurch, dass die CPPI bei zwischenzeitlichen Kursverlusten nicht wie die Stop-Loss-
Strategie vollstandig ausschliefslich in die risikolose Anlage investiert, sondern eine positive
Investitionsquote in der Aktie beibehélt. Darum ist der Erwartunsgwert der beschréankten
CPPI auch nicht monoton wachsend im Multiplier. Die Differenz der Erwartungswerte der
beschrankten und der Stop-Loss-Strategie fiir eine Laufzeit von 10 Jahren werden in Abbil-
dung 3.2 deutlich. Die gestrichelte Linie gibt dabei denjenigen Multiplier an, bei dem gerade
eine anfénglich vollstdndige Aktieninvestition erfolgt, d.h. xq = 0 gilt.

Eine genauere Betrachtung unter welchen Bedingungen und mit welchen Wahrscheinlichkei-
ten die beschrankte CPPI ihren jeweiligen Bestandteilen folgt, insbesondere in Abhéngigkeit
vom Kurs der zugrunde liegenden risikobehafteten Anlage, wird im folgenden Abschnitt un-
ternommen. Beziiglich des Verhaltens der Investitionsquote sei auf den darauf folgenden
Abschnitt verwiesen. Insbesondere werden die folgenden Ergebnisse nicht nur den hier er-
folgten Vergleich mit der Stop-Loss-Strategie zulassen, sondern auch fiir einen Vergleich mit
der OBPI in Abschnitt 3.3 hilfreich sein.

3.1.2 Bedingte Verteilung

Durch die Beschrankung der Zugewinne der beschrankten CPPI durch die Aktiengewinne,
liegt es nahe, das Verhalten der Strategie in Abhéngigkeit der Aktienkursentwicklung zu

beschreiben. Die im folgenden diskutierte Frage lautet:

Falls der Aktienkurs zu einem bestimmten Zeitpunkt gegeben ist, welche Riickschliisse

lassen sich auf den Wert der Strategie schliefsen?
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Diese Frage ist insbesondere fiir den Vergleich der beschrankten CPPI mit einer OBPI von
Interesse, wenn es darum geht, die Auszahlungsprofile zu vergleichen. Umgekehrt lédsst sich
somit klaren, wie pfadabhéingig die Strategie ist. Pfadabhéingige Auszahlungen lassen sich als
zusétzliches Risiko interpretieren, was durch die Verteilung nur bedingt wiedergegeben wird.
Betrachtet man z.B. die Stop-Loss-Strategie, so reicht bereits eine kurzfristige Kursverlust
am Aktienmarkt, um ausschliefslich die Garantie zu erhalten, unabhéngig davon, ob sich die
Kurse wieder erholen.

Mit den Uberlegungen aus Abschnitt 1.3.3 lisst sich der Prozess X, durch

Xy =xo+ Ot + (01 — 00)T; + W,

darstellen, wobei 6y gerade den Marktpreis des Risikos der Aktie beschreibt und I'; die Auf-
enthaltsdauer des Prozesses X; in der negativen Halbachse beschreibt. Besitzt der Prozess
X; negative Werte, bedeutet dies aber gerade, dass anstelle einer Buy-and-Hold-Strategie
die CPPI-Strategie verfolgt wird. Somit kann I'; auch als die Dauer, wie lange die Strategie
einer einfachen CPPI-Strategie folgt, interpretiert werden. Mit 6, < 6, fiir m > 1, ergeben
sich obere und untere Grenzen fiir den Prozess X; in Abhéngigkeit der Brownschen Bewe-
gung durch I'; = 0 bzw. I';, = ¢t und somit, da W, der Schock-Term der Aktie ist, auch
obere und untere Grenzen fiir den Wert der beschrankten CPPI in Abhéngigkeit von der

Aktienkursentwicklung.

Proposition 3.1.1 Die obere (V\V) und untere (V;¥) Grenze fiir den Wert der beschrinkten
CPPI-Strategie bedingt auf den Schlusskurs der risikobehafteten Anlage s = g—; ist fiir mCy >
Vo durch

S, rt_.m_ G
v = Vot Sy > Spe™ S T 41
6= (m=0"" (5 —rt v\ (3.1.5)
Gy (1 + <S—;e G'_o) ) sonst
; wg—geﬂ%a% Sy > Spelrtz o) _m._Ga =
‘/t - G, 1+ (m=D)""" (8 Vo ,—(r+2Lo2)t " ¢ <3 L. 6)
‘ — e sons
und fiir mCy < Vo durch
1 1
—1)Cp \ ™ St rt Go m
vV o= =l < Go ) Snf;L Se 2 Soe <<m—1>00> (3.1.7)
<G0 +Cy (St e""t) ) sonst
1 1
HCy\™ 8 —m=152 r4m=ls2 G m
V;L _ GO < e 0) S—ée 2 t St > SOG( +75 )t <(m—10)Co> (318)

<G0+Co (Ste (2

2”) ) sonst

gegeben.
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Beweis : vgl. Appendix |

Fiir den spéater genauer betrachteten Spezialfall, dass anfinglich gerade genau das gesamte

Kapital in die Aktie investiert wird, d.h. mCy = Vj gilt, ergibt sich

Korollar 3.1.6 Fir mCy = V, sind die oberen und unteren Grenzen in Abhdngigkeit des
Schlusskurses der Aktie durch

U %g—é Sy > Soert
vV = y 5 )™ (3.1.9)
e" Gy + Cy gte sonst
VL %%67%&0% S, > Spelrtrgot 5110
b ert (Go + Cy (g—ée_(”m;l‘ﬁ)t)m) sonst (3.1.10)

gegeben.

Beweis : Ergibt sich direkt aus dem Beweis zur Proposition 3.1.1 und der Tatsache,

dass x¢ = 0 nach Annahme. [ |

Die Darstellung in Korollar 3.1.6 liefert nun eine genauere Interpretation der Strategie. Im
Prinzip lésst sich die beschriankte CPPI als Investition in die Aktie auffassen, wobei fiir die
Gewihrleistung der Garantie eine stochastische Pramie zu zahlen ist. Es sei daran erinnert,
dass sich die einfache CPPI als Investition in Power-Kontrakte identifizieren 1af5t, wobei der
Bestand an Power-Kontrakten iiber die Laufzeit hinweg abnimmt und somit ebenfalls eine
implizite Pramie darstellt. Die Hohe der Préamie der beschrankten CPPI ist im Gegensatz
dazu nicht konstant wachsend, sondern ergibt sich aus dem Verlauf des Aktienkurses. Zur
Motivation betrachten wir jeweils die obere und untere Grenze der beschrankten CPPI,
sofern der Aktienkurs jeweils oberhalb der in 3.1.6 geforderten Bedingung ist, d.h. S; >
Sge(”%"?)t. Man sieht, dass sich die beiden Terme um den Faktor e~ "5 7"t unterscheiden.
Dieser Faktor lédsst sich als die maximale Préamie, die zur Absicherung gezahlt werden muss,
auffassen. Sofern der Kursverlauf giinstig ist, in dem Sinne, dass nie nach den Regeln der
einfachen CPPI gehandelt werden musste, ergibt sich eine 100%-ige Partizipation an den
Kursgewinnen der Aktie. Dies steht im Gegensatz zur einfachen OBPI, wo eine feste Pramie
zu zahlen ist und somit keine 100%-ige Partizipation ohne die Moglichkeit der Verschuldung
moglich ist. Umgekehrt gilt jedoch im Gegensatz zur Stop-Loss-Strategie, dass ungiinstige
Kursverldufe nicht automatisch jeden Uberschuss unmdglich machen. In diesem Sinne kann
die beschrinkte CPPI als Kreuzung zwischen den optionsbasierenden und den Stop-Loss-
Strategien interpretiert werden. Die maximal zu zahlenden Pramie zur Absicherung, die bei
schlechten Kursverlaufen anfillt, ist exponentiell proportional zur Laufzeit, zum Multiplier

und zur Volatilitdt der Aktie. Ebenso wie bei den optionsbasierenden Strategien ist sie,
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bedingt auf den Schlusskurs der Aktie, unabhéngig von der Aktienrendite. Als letzter Punkt
sei darauf hingewiesen, dass die Beschrénktheit der Pramie auch den Unterschied zur Stop-

Loss-Start-Gain-Strategie beschreibt.

Grenzen der Auszahlung der gekappten CPPI Grenzen der Auszahlung der gekappten CPPI
Parameler. {¥g, G, o4, M, mi={1000, 800., 0.2, 015, 0.05, 1., 5} Parameter, {¥p,Go,o.. L mi={1000, 800, 0.2, 0.15, 0.05, 10, 5}
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Abbildung 3.3: Grenzen der Auszahlung der beschriankten CPPI, einfachen CPPI und OBPI

fiir verschiedene Laufzeiten

Ein erster Vergleich mit der OBPI lasst erkennen, dass im Falle fallender Aktienkurse die
beschrinkte CPPI im Gegensatz zur OBPI eine Auszahlung liefert, die strikt oberhalb der
Garantie liegt. Die Abbildungen 3.4 und 3.3 zeigen, dass die Auszahlung der OBPI bei voll-
stdndiger anfénglicher Aktieninvestition der CPPI die Auszahlung der CPPI nie dominiert.
Die orange Flache gibt dabei die aus den Grenzen abgeleiteten moglichen Auszahlungen
der beschriankten CPPI an. Das Auszahlungsprofil der einfachen OBPI ist durch den roten
Graph gekennzeichnet. Die schwarze Linie gibt die Auszahlung der reinen Aktieninvestiti-
on an. Zusétzlich ist das Auszahlungsprofil der einfachen CPPI durch einen griinen Graph
dargestellt, um zu verdeutlichen, dass die Auszahlung der einfachen CPPI fiir niedrige Ak-
tienkurse die untere Grenze der beschrénkten CPPI bildet.

In Abbildung 3.4 erkennt man, dass, falls der Multiplier zu klein gewéahlt wird, die OBPI
die einfache CPPI bei hohen Aktienkursen dominiert. Wird der Multiplier umgekehrt zu
grof gewihlt, wird die Schwankungsbreite fiir den Endwert der beschrankten CPPI zu grofs.
Ein Multiplier, der dafiir sorgt, dass anfinglich gerade das gesamte Kapital in die Aktie
investiert wird, scheint somit aus diesen Uberlegungen sinnvoll. Aus diesem Grund werden
wir uns im Abschnitt 3.3, wo es um einen genaueren Vergleich zwischen OBPI, beschréankter
CPPI und CPPI mit Floor-Anpassung geht, auf Kombinationen von Multiplier und anfang-

licher Garantie beschrénken, die gerade einer anfanglichen Aktieninvestition entsprechen.
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Abbildung 3.4: Grenzen der Auszahlung der beschrankten CPPI, einfachen CPPI und OBPI

fiir verschiedene Multiplier

Bleibt man bei der Interpretation, dass Abweichungen von der oberen Schranke als Préamie
aufgefasst werden konnen, stellt sich die Frage nach der tatsédchlichen Hohe bzw. der Vertei-
lung dieser Pramie. Es ist nicht zu erwarten, dass bei Kurszuwéchsen die maximale Pramie
zu zahlen ist, da die Wahrscheinlichkeit, dass die gesamte Laufzeit iiber geméaf einer einfa-
chen CPPI gehandelt wird, gering ist. Dies fithrt uns zu der Uberlegung, welche Verteilung
der Endwert der beschrankten CPPI in Abhéngigkeit von der Entwicklung des Aktienkur-
ses besitzt. Mathematisch entspricht dies der auf den Endwert der Brownschen Bewegung
bedingten Verteilung der Aufenthaltsdauer I', und ist in Abschnitt 1.3.3 diskutiert worden.
Wiéhrend es fiir die unbedingten Verteilungseigenschaften aus numerischer Sicht sinnvol-
ler war, mit den entsprechenden Laplace-Transformationen zu arbeiten, werden wir fiir die
bedingten Eigenschaften auf die Integraldarstellungen zuriickgreifen. Die resultierende be-
dingte Dichte ist mit den in Anhang A.1 vorgestellten Integralformeln explizit 16sbar.

Wir beginnen mit einem Lemma, welches die bedingte Wahrscheinlichkeit angibt, dass eine
beschrinkte CPPI, die als einfache CPPI startet, iiber gesamte Laufzeit eine einfache CPPI
bleibt und dass eine beschrankte CPPI, die als Buy-and-Hold-Strategie startet, bis zum
Ende eine Buy-and-Hold-Strategie bleibt.

Lemma 3.1.7 Fiir s > Soe”%g—g qgilt:

2 (1 (m=DVos) _,.
(m— 1)%) f’%f(l < mGogg ) t) (3.1‘11)

P[V;:V;U’Stzs}:1—( p—a
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Fiir s < Spel™ "%

1
1,2 e m ..
)t <(m—f)co> qilt:

(m—1)Cqgs™
- 1)%)%21% (=™ ) =mm)

P[w:mL}St:s}=1—<(mG

(3.1.12)

Beweis : vgl. Appendix [

Aus den gleichen Argumenten lésst sich nun die bedingte Dichte der beschrankten CPPI
bestimmen. In der folgenden Proposition geben wir eine analytische Darstellung, die wie-

derum auf den Ergebnissen zur Brownschen Bewegung mit wechselndem Drift beruht, an.

Proposition 3.1.2 Fir die Dichte des auf den Schlusskurs der Aktie bedingten Endwertes
der beschrinkten CPPI gilt:

Y0
2v2mt_ ;32 (((m=1v) @
(m—1)o3v mGopert '
6_Xo(a(xo)—192 (t—7(0))— 1627 (v) fiir v > MG
T v)) dv
G T‘t?
PV, e dv|S, =s] = ( SN T4
227t (m—1)(v=Gpe™) \ em
m(m—1)o3(v— Goe”) Goert ,
e~ X00(Xo)— 367 (t—7(v))~ 3637 (v) fir v < ”f—gi
rt ~
\ FXOvthUQ <01 In (=tlle=Goe™) %sefoe L (U)) dv

mit Xo wie in Gleichung 3.1.3, ©(x) wie in Gleichung 3.1.2, § = L <ln = —(u— 102)15),

2(5+X0—L n =t —yt)

Gge't mGoe™
A( ) o (m—1)02 vz m—1

T\V) = 2 s—i—Xo——l (m—1)(v— GOe t) —oqt
am GoeT mGoeTt
(m—1)02 v < m—1

und
S e + + b+z++z+)2 (bfzifz_)2
_mo1 2 (b—2” —xo)(b+ag +a") ymoa,2 _ (b
Fwo,t, 2 7 . T) = e 27' 2(t—r) db
(@.7) 0 /T3t —T)3

Es sei auch an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass fiir die Funktion F @t~ g (x,7) mit

der Integralformel in Lemma A.1.4 eine explizite Losung gegeben ist.

Beweis : Es ist allgemein bekannt: Falls f(y) die Dichtefunktion einer Zufallsvariable
Y, d.h. P[Y € dy] = f(y)dy, ist und g(y) eine mononton wachsende Funktion ist, so
ist (¢71)(y)f(g7(y)) die Dichtefunktion von ¢(Y). Mit V; = g(X;) gemiR Theorem

3.1.2 folgt
1 (m—1)z mGoe’t
g_1<l’) — 1 mGoert . z Z mgl
B R v
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und
1 mGoe’t
_ — i I
(g 1)/("%’) = { 1 mG()el"'t
- - < AL A VA SN
m(z—Goe™?) m—1
Der Rest folgt durch Einsetzen aus Theorem 1.3.17. [ |

Mit der obigen Proposition und Lemma 3.1.7 ist es nun moglich, das Auszahlungsprofil nicht
nur iiber die obere und untere Grenze zu spezifizieren, sondern konkrete Konfidenzinterval-
le in Abhéngigkeit des Aktienkurses anzugeben. Obwohl wir auf einen konkreten Beweis
verzichten, sei angemerkt, dass die auf den Schlusskurs bedingte Verteilung ebenso wie die

unteren und oberen Grenzen unabhingig von der Aktienkursrendite p ist.

3.1.3 Langfristiges und Cash-Lock-Verhalten

Analog zu den Betrachtungen bei der einfachen CPPI lésst sich die Cash-Lock-Wahrscheinlichkeit
direkt aus der Verteilung des Wertes der beschriankten CPPI bestimmen. Sie ergibt sich aus
den folgenden Uberlegungen. Wie iiblich bezeichne II; die Investitionsquote in die risikobe-

haftete Anlage der Strategie zum Zeitpunkt ¢.

mC mC.
Pllly <G|, =a] = P| VTT <3 Vt —al
t
— PlVr < ——GrlG, = 2=y
= PVr< " GoerT Gy = Z " L (3.1.13)

Dabei haben wir insbesondere das deterministische Verhalten der Garantie ausgenutzt. In
Verbindung mit der Darstellung fiir die Dynamik des Wertprozesses der beschrinkten CPPI
in Theorem 3.1.2 erkennt man, dass diese Wahrscheinlichkeit auferdem auch unabhéngig
von der Wahl von Vj ist.

Fiir die weiteren Uberlegungen beschrinken wir uns auf den oben genannten Spezialfall, dass
m und Gy so gewéhlt werden, dass der Investor zu Beginn gerade sein gesamtes Kapital in
die Aktie investiert. Zwischen der anfénglichen Garantie und dem Multiplier besteht somit
der Zusammenhang: Go = mT—lvo. Daraus folgt insbesondere fiir den Startwert der unseren
Betrachtungen zugrunde liegenden Brownsche Bewegung X, = 0.

Eine erste Uberlegung widmet sich dem Vergleich verschiedener Laufzeiten. Dazu betrachten

wir hier nicht wie iiblich die Rendite des Erwartunsgwert, sondern zuséatzlich die Verteilung

8Ein Hinweis darauf liefert bereits Lemma 3.1.7, wo die Unabhiingigkeit von p offensichtlich ist.
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des diskontierten Endwertes. Aus der Verteilung in Korollar 3.1.4 folgt

0 v < GO
K1 (M K
Ple™"Vp < 0] = E(qu}) K;E/\; (1 + m%) Gosv<y
Ke(N)
1, KsW)+Ks() (v ) @
s+ Kﬁ(,\)3 (%) Vo <w

Man beachte, dass der mittlere Fall nun nicht mehr auftritt. Einsetzen und weitere Umfor-
mungen ergeben die Laplace-Transformierte fir Go < v < Vj

Ko\

—Vi
2 (14 mte)

(01 4+ /07 +20) (0 — 01 + /02 + 2) + /02 + 2))
01+4/0%+2x

2 (1 - m%) o
= - (3.1.14)
2N + (6o + /02 + 2X) (601 + /6% + 2))
Analog ergibt sich fiir den Fall v > V}
01—00++/024+22—+/074+2) I 1 Kg(\)
1 N V032N 00—01++/03 12X +/03+2))  \/02+2) <v) v
A 0o — /03 + 2\ Vo
00—/ 03+22
2(i)
1
- = i (3.1.15)

A 2N+ (0 — /B2 + 2N) (0, — /O + 2))

Wir wollen nun das langfristige Verhalten dieser Strategie betrachten. Allgemein gilt fiir

Laplace-Transformationen der folgende Grenzwertsatz:

T—o0

lim f(T) = lm A Lyr {£(T)}

Fiir das langfristige Verhalten der Verteilungsfunktion muss somit nur die Laplace-Transformation
an der Stelle 0 betrachtet werden. In Abhéngigkeit von 6;, i € {0, 1}, ergeben sich 3 Fille®:
0p>6,>0(A); 60, <0,60,>0(B)und 6, <8y <0 (C). Die Grenzwerte fiir A — oo der
Gleichungen 3.1.14 und 3.1.15 berechnen sich fiir die Félle A bzw. C leicht zu 0 (fiir jedes

v > Gp) bzw. 1 (fiir jedes v < o0). Fiir den Fall B ergibt eine Anwendung der Regel von
L’Hospital in Gleichung 3.1.14

v % /\ln(l-i-m";,‘/o)
2 (1 +mesh ) L il )
lim ; VOt2A _ 2 _ 01
A0 g (B0++/03+20) /02 +2X0+(01+1/03+20) /03 +2) 2+ ‘20;910| 0, — 0

V02 +20/03+2)

9Man beachte, dass fiir m > 1 gilt: 6y > 6,
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In Gleichung 3.1.15 ergibt sich analog

00—~/ 03+21 N

(%)

11 V03422 1 2 0
o 5 (00— /O2+20)\/O2+20+ (01 — /02 +20)\ /02121 2+ % 0, — 6,
- 0

V03+20/03+2)
Die resultierenden Wahrscheinlichkeiten sind unabhéngig von v, so dass insgesamt gilt, dass
entweder nur die Garantie erhalten oder jeder beliebige Wert, insbesondere Vj, iiberschritten

wird!©.

0 p>r+ imo?
Jm Ple™"Vr = Go] = % r+i0*< p <r+smo’
1 T+ %02 >
und
1 p >r+ smo?
%HEOP[ETTVT = o0] = % r+io*< p <r+smo?
0 r+ %02 > U

L L L L L L L L L L L L L L
s00 1000 1100 1200 1300 1200 1500 s00 1000 1100 1200 1300 1200 1500

Abbildung 3.5: Verteilung des diskontierten Endwertes der CPPI bei anfanglicher Aktieninves-
tition fiir verschiedene Laufzeiten (6; = 0,03 bzw. 6; = —0,03

Wie schon bei der einfachen CPPI und insbesondere aus dieser folgend ergibt sich als

notwendige Bedingung fiir die langfristige Effektivitdt der beschrinkten CPPI 6; > 0

10Mathematisch lisst sich diese Formel so interpretieren, dass eine Brownsche Bewegung, die einen nega-
tiven Drift besitzt, falls ihr Wert negativ ist und umgekehrt, mit Sicherheit gegen —oco bzw. +o00 konvergiert.

Die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten ergeben sich aus der Formel.
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S pu>r+ %02. Die Effektivitét ist dabei durch die Moglichkeit von Zuwéchsen der Aktie

zu profitieren beschrieben.

Betrachten wir nun noch einmal den Zusammenhang zur Stop-Loss-Strategie. Wird die not-
wendige Bedingung eingehalten, so erzielt die beschréankte CPPI im Gegensatz zur Stop-Loss

mit Sicherheit langfristig eine {iber der risikolosen Verzinsung liegende Rendite. Die Stop-
por
Loss-Strategie besitzt dagegen nur eine Wahrscheinlichkeit von 1 — (%’) “ O auf lang-

fristig oberhalb der Garantie liegende Ertrige (vgl. Abschnitt 1.4.1). Die relative Gewinn-
wahrscheinlichkeit ist also grofier. Fiir die anfangliche Aktieninvestition einer beschréankten
CPPI, d.h. fiir die Wahl des Multipliers durch m = %, ist die Gewinnwahrscheinlich-
keit selbst dann groRer, wenn die Bedingung verletzt ist. Aufbauend auf den Ergebnissen!!
zur Stop-Loss-Strategie folgt dazu fir r + %02 <pu<r+ %02 durch eine Anwendung der

Bernoulli-Ungleichung!? fiir p > r + %02

2(r7u2)+02
: SL2 _ _ m 7
fim PV =Gr] = (m - 1>
2(r—p)+o?
1 o2
= (14 ——
(e 5m)
2(r — p) + o
> 1+ ———
o (A
_2(r — p) +mo?
B (m—1)o?

> 7llIn P[VT = GT]

Das Risiko der beschrankten CPPI, nur die eingebaute Garantie zu erhalten, ist also unab-

héngig von den Parametern geringer als bei der Stop-Loss-Strategie.

"Der pathologische Fall u < r + %O’Q, wo beide nur die Garantie erzielen wird nicht betrachtet, da in

diesem Fall die Rendite der Aktie selbst langfristig mit Sicherheit unterhalb der risikolosen liegt.
12Dje verallgemeinerte Bernoulli-Ungleichung besagt: Es gilt (1 +z)* > 1+ sz fiir 2 > —1 und s < 0 oder

s>1
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3.2 CPPI mit Floor-Anpassung

Die Motivation fiir die nun vorgestellten Strategien, bei der die Garantie nicht (nur) mit
dem risikolosen Zins angepasst wird, sondern zusétzlich in Abhéngigkeit von der bisherigen
Wertentwicklung, ergibt sich aus zwei unterschiedlichen Betrachtungsweisen. Im Speziellen,
ist es somit moglich, die Strategie so zu konstruieren, dass die maximale Investitionsquote
100% betragt. Bei Erreichen dieser, wird die Garantie heraufgesetzt, wodurch der Cushion
und damit auch die Investitionsquote verringert wird. Dieses aufserordentliche Wachstum
der Garantie hat aber einen zweiten Effekt. Dem Investor wird somit zugesichert, dass zu
jedem Zeitpunkt ein bestimmter Anteil des maximalen Portfolio-Wertes garantiert wird. Ein
Wertverlust auf einen prozentualen Anteil des bislang maximal erreichten Vermdogens wird
in der Literatur als Drawdown bezeichnet. In diesem Sinne lésst sich die folgende Strategie
als Strategie mit einer Drawdown-Beschréankung interpretieren. Um den Vergleich zwischen
CPPI und OBPI vorwegzunehmen, sei erwahnt, dass sich auch bei der OBPI eine Drawdown-
Beschrinkung implementieren lasst, indem anstelle der einfachen européischen Call- oder
Put-Optionen so genannte Look-Back-Optionen gekauft werden. Durch den hoheren Preis
einer solchen Option folgt, dass das Partizipationslevel grofer bzw. die Partizipationsrate
kleiner wird. Durch die tendenziell héhere Garantie werden somit auch die Chancen auf
hohere Gewinne gemindert. Diesen Effekt werden wir auch im Folgenden beobachten und
unten im Vergleich zur beschrankten CPPI genauer beschreiben. Untersuchungen beziiglich
Strategien mit Drawdown-Beschriankungen finden sich bei Grossman und Zhou (1993) und
Cvitani¢ und Karatzas (1995). Die dort erfolgten Betrachtungen beziehen sich auf die Maxi-
mierung eines erwarteten Nutzens und es wird die Optimalitdt der CPPI-Struktur bezogen
auf CRRA-Nutzenfunktionen unter der Drawdown-Beschrankung gezeigt. Zur Verdeutli-

chung betrachten wir zunéchst wiederum ein Beispiel in diskreter Zeit.
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Beispiel: CPPI mit Floor-Anpassung

0 1 2 3 4 5
t 4

s, 100 120 130 100 120 135
V. 1000 1162 1259 968 989 1011
Gy 800 872 944 954 963 973
Cy 200 200 315 14 26 38
o 80% 100% 100% 6% 11% 15%
T 20% 0% 0% 94% 89% 85%

CPPI mit variabler Garantie-Anpassung
m=4 r=1%

Nachdem in der ersten Periode der Kurs des zugrunde liegenden Wertpapier um 20%
gestiegen ist, wird die Garantie nicht wie iiblich um den risikolosen Zins erhoht, son-
dern betragt in diesem Fall 75% des Portfoliowertes. Weitere Kurszuwéchse lassen die
Garantie sogar auf 944 in der zweiten Periode steigen. In beiden Perioden wird das
gesamte Kapital in das Underlying investiert. Nach dem Kurseinbruch in der dritten
Periode ist nun jedoch nicht mehr geniigend Kapital vorhanden, um weiter nennens-

wert in der risikobehafteten Anlage investiert zu bleiben.

Ende Beispiel: CPPI mit Floor-Anpassung

3.2.1 Dynamik und Verteilung

Neben dem Multiplikator wird die CPPI mit Floor-Anpassung im allgemeinen Fall durch
3 Parameter beschrieben: Die anfédngliche Investitionsquote wy , die maximale Investitions-
quote w und die Zielinvestitionsquote w;. Dies bedeutet, dass eine Anpassung jeweils dann
erfolgt, wenn die Investitionsquote gerade w betriagt. In diesem Fall, wird der Floor so an-
gepasst, dass die Investitionsquote den Wert w; annimmt.

Im Sinne der beschréinkten CPPI sind die Anpassungszeitpunkte mit den Ergebnissen aus

Abschnitt 3.1 durch eine Folge von Stoppzeiten (7x)ren mit 79 = 0 und

Trr1 = min(t > 7 /mCy = wV})
G
= min{t>TkCt: bl }
m—w
G
= min{t>TkT/'t: m t}
m—w
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gegeben. Nach Anpassung soll die Investitionsquote gerade w; betragen, also

m<V7—k — G7k+)
v,

1
w1:7r7k+:

Dies entspricht einer Anpassung der Garantie durch

m — wy m-—w; m m — wy (e
Gry = —~ V, = -~ m_me:7n_mep<kkﬂ (3.2.1)
k
:.”:%anOeW. (3.2.2)
m — w

Zwischen den Stoppzeiten wichst die Garantie um die risikolose Zinsrate, so dass sich fiir

t € (T, Tht1]

k
Q:%C”W?at (3.2.3)
m —w
ergibt. Mit
w1 w1
CTH- = ‘/;k - G‘Fk+ = E‘/Tk = ;Cﬂc

und der Tatsache, dass sich der Cushion-Prozess zwischen den Stoppzeiten wie der einer
einfachen CPPI-Strategie verhélt, folgt nach Abschnitt 2.1

Wl (T _ e m 2 _ _
_ k—Th—1)7 [ (u—r=F ) (Tp—Tk—1)+o(Wr, —Wr,_,)
CTkJr = CTk71+e e 2 e Wr_q

Fiir t € (73, 7641] gilt also:

k m 2 m k S m—1 o m
Ct - = CO (ﬂ) et <e(u—r—50 )t—HTWt) — CO (ﬂ) et (_te—('r—i- > 1y )t> (324)
w w So

Zur Bestimmung der Verteilung des Wertes der Strategie zur Zeit t reicht es also aus,
die gemeinsame Verteilung der Anzahl der Anpassungen und des Aktienkurses bzw. der
Brownschen Bewegung zur Zeit ¢t zu kennen. Im Folgenden betrachten wir nun genauer,
wann eine Anpassung erfolgt. Dabei lassen sich die Argumentationen aus Abschnitt 3.1

analog umsetzen. Eine erstmalige Anpassung der Garantie erfolgt, falls

wG,, = (m—w)C,

& wGee™ = (m— w)—,,‘;f’_cioo e’ (e(“—’“—%02)71+awn>m
0 _ 1 m—wo W
< WTl — om In ( m—w u)o)
wobel o
uw—r— 50
0 =— 2 (3.2.5)
o

den Drift der Brownschen Bewegung bezeichnet. Fiir spatere Anpassungspunkte gilt auf-

grund der Unabhéngigkeit der Zuwéchse

e :Lln(m_woi)—i—k_lln(m_wli)

m—w Wy am m—w wq



3.2 CPPI mit Floor-Anpassung 101

An dieser Stelle wollen wir, ohne Beschrankung der Allgemeinheit, eine erste Vereinfachung
vornehmen, namlich, dass die anfidngliche Investitionsquote mit der Zielinvestitionsquote
wo = wy Ubereinstimmt. Wir kénnen nun die Anzahl der Anpassungen mit dem Maximum

einer Brownschen Bewegung mit Drift 6 identifizieren:

e k
G = 2 (T:z—tl) k(e ﬁ)SMf<%ln(Mi)}Goert

om m m—w wjy

k=0
{ o'm]VItg J
= (M) (= ) Goe't (3.2.6)
m — w
und
\‘ (rthQ J
C, = <%> ln(%‘_“i}l ﬁ) CoerteamWf (327)

Ausgehend von der Tatsache, dass generell eine moglichst hohe Investitionsquote erreicht
werden soll, ist es nun nahe liegend zu untersuchen, welches Verhalten sich fiir w; — w ergibt.
Die Garantie wird damit so angepasst, dass Wertzuwéchse eine gleichbleibende Investitions-
quote implizieren, sofern die maximale Investitionsquote erreicht wurde. Dies entspricht
dann der Dynamik fiir den Wertprozess von Grossman und Zhou (1993, Proposition 2.2),
ergibt sich jedoch hier als Grenzwertbetrachtung. Die Wohldefiniertheit dieses Grenzwertes
lasst sich somit riickwirkend aus den gleichen Ergebnissen schlieffen und wird deswegen hier
nicht explizit betrachtet. Abbildung 3.6 verdeutlicht den Unterschied zwischen der Zielin-
vestitionsquote in Hohe der maximalen Investitionsquote (rechts) und einer Zielinvestitions-
quote von 50% und zeigt die insgesamt geringere Investitionsquote im Falle der geringen

Zielquote.

Proposition 3.2.1 Die Dynamik des Wertprozesses fiir w = wy = wq ist durch

‘/; _ ertJerMtg (GO + GO W ema(Wfo))

m —w

gegeben

Beweis : Wir betrachten zunéchst die Gleichung 3.2.6 fiir die Garantie. Diese lésst

sich wie folgt darstellen

— omM.
In =21 t omM? lim —— M=«
m-w ln(m_wl L"”) w1 —w t w]—w ln(m_“’l W’m)

e

Betrachten wir nun den Grenzwert im Exponenten ergibt eine einfache Anwendung
der Regel von L’Hospital

ln m—wi 1
w1 —w m—wi Wm w1 —w + =
ln —_— m—wi w1

m—w wi

SRS
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Aktienkursentwicklungund Investiionsquote e < Aktienkursentwicklungund Investiionsquote e =
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Abbildung 3.6: Aktienkursentwicklung, Wertentwicklung und Investitionsquote einer CPPI mit
Floor-Anpassung. Zielinvestitionsquote 50% bzw. 100%.

und somit
G, = GoerttowM! (3.2.8)
Analog gilt fiir den relevanten Ausdruck in der Gleichung 3.2.7
lim Iy = lim —1“’% T __noe
w1—w | (%%) wiw e — - m
und somit
C, = Cyert=(m—w)oM+moW; (3.2.9)
Wegen Cy = Go—— folgt die Behauptung. [

Wie auch schon die CPPI mit konstantem Floor lasst sich das Anlageverhalten der CPPI
mit Floor-Anpassung als Investition in Optionen beziiglich einer synthetischen Anlage in-
"2)t> welche

sich als diskontierte Aktienanlage auffassen lasst. Die Dynamik der synthetischen Anlage ist

m—1

terpretieren. Wir betrachten dazu die synthetische Anlage S, = (g—ée_(’”“ 2

aufgrund der Dynamik der Aktie durch
Svt — eaWig
bestimmt. Fiir w = 1 lasst sich die Dynamik aus Proposition 3.2.1 somit wie folgt darstellen

vV, = erteUMf (GO_‘_COema(Wf—Mtg))

= ert (maX gs) (GO + C(]S—t~>
s<t maxg<; S

= Gy (e” max 5'3) +Cy | ™ (St)~
s<t mangt(Ss)m_l
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Auch wenn die auftretenden Optionen in der Praxis eher selten sind, lassen sie sich in die
tibliche Charakterisierung, wie sie z.B. in Haug (2007) beschrieben wird, einordnen. Die
anfingliche Garantie wird somit in einen aufgezinsten Lookback-Call mit Strike 0 beziiglich
der synthetischen Anlage investiert, der anfangliche Cushion in eine aufgezinste Quotienten-
Option bzw. eine (relative) Outperformance-Option beziiglich eines Power-Kontraktes der
synthetischen Anlage und eines zweiten Power-Kontraktes beziiglich des Maximums. In die-
sem Sinne lésst sich also auch die CPPI mit Floor-Anpassung als OBPI auffassen, wobei die
Garantie hier nicht risikolos angelegt wird, sondern in eine Lookback-Option investiert wird,
die mindestens die risikolose Verzinsung erzielt. Wie erwahnt, entspricht die synthetische An-
lage dem diskontierten Aktienkurs. Dieser Diskont ldsst sich in Analogie zur beschrankten
CPPI als implizite, vom Kurs abhéngige Pramie fiir die auftretenden Optionen auffassen.

Basierend auf Proposition 3.2.1 und den Uberlegungen in Abschnitt 1.3.1 ist es nun mog-
lich die konkreten Verteilungseigenschaften der CPPI mit Floor-Anpassung zu beschreiben.

Zunachst ergibt sich

Proposition 3.2.2 Die Verteilung'® der CPPI mit Floor-Anpassung mit mazimaler Inves-
titionsquote w = w1 = wy lautet

20

pmgv]—p{atgm;%h/v i( ‘ )W(M—GN(L(U,x)))dx

m—w,\/ Goert owxr GoeTt \/E

m

Goﬁrt (v=2)(m=—w)
L—+4wln “Coer fomwt

omwvt

(m+w) In

mit 0 = %%02 und L(v,z) =

Die Verteilung der Garantie wird in Lemma 3.2.2 angegeben.

Beweis Prop. 3.2.2: Finsetzen der Dynamik und Anwendung der Ergebnisse aus Ab-

BFiir wy < w miisste zusétzlich die Faltung mit der ersten Treffzeit der maximalen Investitionsquote
betrachtet werden. Dies liefse sich zuriickfiithren auf die Treffzeit einer Brownschen Bewegung und wiirde

somit ein weiteres Integral bzgl. der Dichte der Treffzeit der Brownschen Bewegung bedingen.
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schnitt 1.3.1 begriinden nachstehende Umformungen

P[‘/t S ’U] _ P[ertJrowa <G0 + (Vb . Go)emo-(Wf,Mf)) < U]

= / / ][{e”*f’“’m(Go-l—(Vo—Go)e"m(y*””))SU}P[Wte € dy’ Mtg = dl‘]

Goe'rt T
_ 0 6
— / / {y<x+ 1, ve MHHeen) g (rt+wam) Go P[Wt € dy, Mt S d.’])]
—,_/
=U(v,z)
rrda e (a+Hl))
— / L0 PIM, € da] + / L (o)< PIWY € dy, M} € dx]
0 —00
oG (o))
=P M9<—1n + / / PW/! e dy, M! € dx]
%ert
1 v + —00
(25w

Dabei ergibt sich die letzte Gleichung durch Ausniitzen von U(v,z) > 0 & z <

z—2x—6t
- In 2. Mit P[Wf <z, M} € dx] = 2¢** (u — 0N <Z 2 9t>) und Substi-

Vit
ergibt sich die Behauptung. Fiir den ersten Summanden beachte

LUO'

tution von -~ ln

Tt

man, dass nach Voraussetzung Gy = ==V gilt. |

Anschaulich ldsst sich die Formel so interpretieren, dass zum einen jene Félle betrachtet
werden, bei denen die Garantie zu niedrig ist, damit der Endwert oberhalb v liegen kann
und zum anderen die Fille in denen der Wert des Cushion begrenzt werden muss. Wir
werden darauf spéter zuriickkommen, wenn es das Ziel ist, das langfristige Verhalten und
geeignete Approximationen zu untersuchen. Zunéchst sei jedoch durch Differenzieren die

Dichte des Endwertes bestimmt.

Korollar 3.2.1 Die Dichte der Floor-angepassten CPPI mit mazimaler Investitionsquote
w = w; = wg lautet

20

PV, € dv] = / —2 (G:e”) . ( L(v,7) + M) &(L(v, z))dzdv

m=w,\/ Goert O XMW (V — )7t

Beweis : siehe Appendix [ |

Im Gegensatz zur Dichte und Verteilung lassen sich die Momente in analytischer Form

darstellen.
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Proposition 3.2.3 Das n-te Moment der Floor-angepassten CPPI mit maximaler Investi-
tionsquote w = w1 = wy ist durch

m

m —w

0+ (n—i)om wn [(Mm—w ~(n=)
2 " 2.1
* Z( )naw+ (n—i)om + 26 (Goe™) w (8:2.10)

(el dmm @ DN~ (0 + (0 — Jrm)VE) — ePHEPTIN((0 + now)VE)

E[(VT)n] _2( Goe(r+90w+§n(aw)2)t> N((@%—now)\/g)

gegeben.
Beweis : siehe Appendix |

Betrachten wir nun die Dynamik des Endwertes in Proposition 3.2.1 genauer, wird deutlich,
dass sich recht trivial eine obere und untere Grenze fiir den Endwert in Abhéngigkeit der
Garantie ergeben. Der Cushion kann nicht unter den Wert Null fallen und somit ist die
augenblickliche Garantie eine untere Grenze V; > G;. Umgekehrt kann der Cushion nach
Konstruktion héchstens den Wert —#—G besitzen, ohne dass die Garantie angepasst wird,
also V; < ——(G. Im Vergleich zu den obigen Formeln sind die Verteilungseigenschaften von
G verhéltnisméfig einfach bestimmt, da sie nur vom Maximum abhéngig sind. Des Weiteren
lassen sich auf diesem Wege auch die Grenzwerteigenschaften fiir £ — oo bestimmen. Es ist
bekannt, dass die Brownsche Bewegung mit Drift auf lange Sicht entweder unbeschrankt
ist und somit stdndig neue Maxima annimmt, falls der Drift positiv ist, oder ein absolutes
Maximum besitzt, wenn der Drift negativ ist. Insbesondere konvergiert der Wertprozess
entweder gegen die obere oder untere Grenze. Zunéchst sei die Verteilung der Garantie

durch folgendes Lemma charakterisiert.

Lemma 3.2.2 Fir die Floor-angepasste CPPI mit maximaler Investitionsquote w = wy; =

wo gilt:

v] < P[V; <wv] < P[Gy < 0]

PG < dl = N In 545 — fowt g %,/\/ thoge — fowt 3911
Go<g)= ( N () — (32.11)

fiir g > Goe™ und P[Gy < g] =0 fiir g < Goe™

mait

Beweis : Aus Gy < V; < (G, folgt insbesondere {%Gt < v} C {V;<wv} C
{G; < v} und somit der erste Teil. Die Darstellung der Garantie in 3.2.8 und die
Verteilung des Maximums einer Brownschen Bewegung mit Drift (s. Abschnitt 1.3.1,

Gleichung 1.3.3) ergeben die zweite Aussage. |
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Werteilung Endwert FA-CPPIund Garantie Werteilung Endwert FA-CPPIund Garantie
Parameter {p,Gp,T,or,rmi={1000, 800, 10, 0.2, 0.1, 0.05,5} Parameter {p,Gp,T,or,rmi=(1000, 800, 10, 0.1, 0.1, 0.05,5}

Werteilung
Werteilung

okt -- 0 — -

1400 2000 24500 3000 3500 4000 4500 5000 1400 2000 24500 3000 3500 4000 4500 5000
Enduvert Enduvert

Abbildung 3.7: Verteilung der Floor-angepassten CPPI mit § = —0.03 bzw. § = 0.03

Abbildung 3.7 verdeutlicht die Unterschiede zwischen der tatséchlichen Verteilung des End-
wertes und den Ober- und Untergrenzen. Man beachte, dass fiir negative 6 die obere Grenze
schon fiir kiirzere Laufzeiten (hier: 10 Jahre) eine gute Approximation darstellt und umge-
kehrt fiir einen positiven Drift der Brownschen Bewegung die tatséchliche Verteilung eher
in der Néhe der unteren Grenze liegt. Es sei daran erinnert, dass die Positivitat von 6 der
bekannten notwendigen Bedingung an die Effektivitdt der einfachen CPPI y > r + %02
entspricht.

Wiederum lassen sich auch die Momente bestimmen. Da sich die spéater folgenden Grenz-
wertresultate leichter bestimmen lassen, wenn man den Erwartungswert der Garantie be-

trachtet, werden wir diesen im néchsten Lemma angeben.

Lemma 3.2.3 Fir die Garantie einer Floor-angepassten CPPI mit maximaler Investiti-
onsquote w = wy = wy qilt:

n [ 2now + 20 now 9%
BIGT) = (o) (Bl N0 4 o)) + -0V )

(3.2.12)

Beweis : siehe Appendix |

3.2.2 Bedingte Verteilung

Um die Pfadabhéngigkeit der Strategie zu untersuchen, liegt es wiederum nahe, die auf den
Endwert des Underlyings bedingte Verteilung zu untersuchen. Da der Wert der Strategie,
wie die vorhergehenden Untersuchungen gezeigt haben, primér von Maximum des zugrunde
liegenden Prozess abhéngt, ist es nicht moglich eine obere Grenze fiir den Wert der Strategie
in Abhéngigkeit vom Aktienkurs zu bestimmen. Umgekehrt ergibt sich jedoch aus der trivia-
len Eigenschaft, dass das Maximum grofer als der Endwert sein muss, eine untere Grenze.

Dies ist das Resultat des folgenden Lemma.
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Lemma 3.2.4 Bedingt auf den Endwert der Aktie g—; =5 qilt

GO mmw Swe—((w—l)r-l— mglwag)t s> 6(r+ m;102)t

> —

iz Goe™ (1 + = sme_m(T”LmT_lUQ)t) s < elr+m5r o™t
m—w —

Beweis : Man beachte zunéchst, dass aus der Dynamik des Underlyings und der Defi-
nition 3.2.5 von 6 folgt g—é =s< oW/ =Ins— (r+ 22e?)t. Mit M > max {W/,0}
und einsetzen in die Dynamik 3.2.1 folgt die Behauptung. |

m—1

Fiir den Spezialfall w = 1 lautet die untere Grenze also e (Go +Cy (g_(t)ef(wr = 02)t> )
falls S, < Spe™+*7 )" und Vog_f]e*mTfl"Qt fiir S, > Soel 7,

Ein Vergleich mit der unteren Grenze der beschrinkten CPPI bei gleicher, maximaler An-

fangsinvestition w = 1, vgl. Korollar 3.1.6, zeigt, dass die unteren Grenzen fiir beide Stra-
tegien identisch sind. Dies erklart sich daraus, dass die untere Grenze bei der beschréankten
CPPI genau dann angenommen wird, wenn iiber die gesamte Laufzeit gemé&f der einfa-
chen CPPI gehandelt wird. In diesem Fall wird aber auch hier der Floor niemals, bzw. erst
am Ende des Anlagehorizonts, angepasst, und somit entsprechen beide Strategien bis zum
Laufzeitende der einfachen CPPI.

Eine konkretere Beschreibung der Pfadabhéngigkeit ergibt sich aus

Proposition 3.2.4 Die Verteilung des Endwertes der Strategie bedingt auf den Endwert
der Aktie ist durch

Pl -] < 1o
So
gegeben. Fiur die Dichte gilt:
St :| 2 207 ) (1) . B
P\V,edv|— =8| = ————¢ t (g (v)w)2 I'U—U)
[ t So tg'(g~(v)) (297" (v) )

wobei @ =L (Ins — (r + %20?)t) und

w

g(ﬂf) = Goerteawcc (1 + eam(ﬁ)—w)) ’ gl(l') _ Goertaweawz (1 . eam(ﬂ)—x))

m—w

Beweis : siehe Appendix |

Man beachte, dass ¢g(Inz) ein Polynom ist und somit die Umkehrfunktion im Allgemeinen

I also nume-

nicht explizit bestimmt werden kann. Fiir die praktische Anwendung muss g~
risch bestimmt werden. Wie im Beweis jedoch gezeigt wird ist die inverse Funktion (im
betrachteten Definitionsbereich) eindeutig und kann mit einfachen numerischen Verfahren
bestimmt werden. Fiir eine Diskussion der resultierenden Ergebnisse sei auf das Kapitel 3.3

verwiesen.
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3.2.3 Langfristiges und Cash-Lock-Verhalten

Wie erwahnt, ldsst sich das langfristige Verhalten der Strategie aus dem Verhalten der Ga-
rantie bestimmen. Zum einen ergibt sich aus dem Grenzwert der erwarteten Rendite der
Garantie auch die erwartete Rendite des Wertes, wie wir zunéchst zeigen werden, zum an-
deren gilt jedoch, dass der Endwert der Strategie genau dann eine héhere Verzinsung als
die risikolose erreicht, falls der Wert der Garantie jemals grofer als der risikolos aufgezinste
Anfangswert ist. Da die Strategie ab diesem Zeitpunkt ebenfalls mit dem risikolosen Zins
wachst, muss die Strategie eine Auszahlung oberhalb der risikolosen Anlage gewéhren. Um-
gekehrt gilt jedoch, dass, falls die Strategie nie den Wert der risikolosen Verzinsung erreicht,
der Cushion gegen Null konvergiert. Diese Uberlegungen fithren zu den folgenden Resulta-

ten.

Korollar 3.2.5 Fiir die langfristige Rendite einer Floor-angepassten CPPI mit maximaler

Investitionsquote w = wy = wy gilt:

_ -
lim % =r+w <u - wa2> (3.2.13)

t—o00 2

Beweis : Da der Cushion durch C; < —#—G begrenzt ist, folgt zunéchst:

m

E[Gy < E[V] < — E[G]
und somit fiir ¢ — oo
lim;_, o M < limy o 1nE[‘t/t/Vo] < limy_o In mﬁf[Gt/Vo]
& limyo % < limyo 1nE[‘t/z/Vo] < limy.e lnE[C:t Vo]

Es reicht aus, die Garantie zu betrachten. Nach Lemma 3.2.3 ergibt sich

26 N(—WZ))

20w + 296%((“)”9
ow + 260

e N (0 + 0w)VE) +

E[G)] = Gye™ (

Da die Konvergenzrate der Exponentialfunktion grofer als die der Normalverteilung
ist, reicht ow + 260 > 0, damit der Term in der Klammer nicht gegen 1 konvergiert. Es

ergibt sich in diesem Fall

lim M — lim In erte % (ow+20)
e t—00 /
=r+w(p—r- m2—w02)
womit die Behauptung folgt. _

Die relative Verlustwahrscheinlichkeit ergibt sich aus dem néchsten Korollar. Es beschreibt
in Analogie zu den Uberlegungen bei der beschrinkten CPPI die Verteilung des diskontierten

Endwertes.
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Korollar 3.2.6 Der Grenzwert fiirt — oo der Verteilung fiir den diskontierten Wertprozess
einer Floor-angepassten CPPI ist gegeben durch:
0 w>r+ %ma2
lim P[Vie ™ <] = 20 (3.2.14)
t=o0 1— (G%) p<r+ imo?
Beweis : Obige Uberlegungen motivieren lim,_.., P[V,e™™ < v] = lim,_,, P[G; < ve™

Bildung des Grenzwertes in 3.2.11 ergibt die Behauptung. |

Fiir v =V} ergibt sich damit die langfristige relative Verlustwahrscheinlichkeit. Fiir eine Dis-
kussion der Ergebnisse und zum Vergleich mit der beschrankten CPPI sei auf den néchsten
Abschnitt verwiesen.

Aus den Uberlegungen zur Verteilungsfunktion lassen sich nun Riickschliisse auf die Vertei-

lung der Investitionsquote und die Wahrscheinlichkeit einer Cash-Dominanz ziehen.

Korollar 3.2.7 Fiir die Investitionsquote einer Floor-angepassten CPPI zum Zeitpunkt t
qgilt:

W = wm—a _%N slngmm o)
[t—a]_ \/g +am_w \/z ()

Beweis : Ausgehend von der Definition der Investitionsquote einer CPPI mit Floor-

Anpassung erhalten wir

mCt

t

P[l, > o] =P { > a]

mGt :|

m—«

—p {vtz

und mit Proposition 3.2.1 fiir die Dynamik der Strategie folgt

=P |1+ v emU(th—Mf)Z m }
m— w m— «

[ 1
=P (W} —M!)> —1n

m—woa
am m-—-—oaw

am m—wo

_ X "
=P (M —W! < —In— O‘w}

und mit Korollar 1.3.5 fiir die Verteilung der Differenz des Maximums und des End-

wertes einer Brownschen Bewegung mit Drift

N EAL=Ral _(gm_a)-f&N gz 1ot
\/¥ am—w \/f

Aus der Bestimmung des Gegenereignisses und der Symmetrie der Normalverteilung

ergibt sich die Behauptung. |
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Bemerkenswert ist dabei, dass, selbst falls die {ibliche Bedingung 6 > 0 < pu > r + %02
erfiillt ist, auf lange Sicht fiir jede Investitionsquote eine positive Wahrscheinlichkeit besteht,
dass diese unterschritten wird. Dazu beachte man, dass fiir 6 > 0 und ¢ — oo der erste

Normalverteilungsterm in Gleichung 3.2.15 gegen 0 und der zweite gegen 1 konvergiert. Als

wm—a

_ 20
em—a)~om 14 Fine hinreichend groke Investitionsquote ist also auf

Grenzwert ergibt sich (
lange Sicht nicht gewéhrleistet.

Auf eine Betrachtung der Cash-Locks-Wahrscheinlichkeit sei an dieser Stelle verzichtet, da
die Betrachtungen im néchsten Abschnitt ausschlieflich den Unterschied zur beschréankten
CPPI betreffen. Falls die beschrinkte CPPI und die Floor-angepasste CPPI jedoch dieselbe
Investitionsquote besitzen, worauf in der Definition des Cash-Locks bedingt wird, ist auch
ihr Verhalten bis zu dem Zeitpunkt, an dem das néchste Mal die Vollinvestition erreicht
wird, identisch, da sie bis zu diesem Punkt beide der gewdhnlichen CPPI-Strategie folgen.
Formal lasst sich das wie folgt begriinden

Pl < B, =a] = Py < B, =a,Vs € [t,T]: I, < w]

/

~
Identisch fiir beide Strategien

>

T
+ / P[IIy < B|II; = w| - P|,Erstmalig in s wieder vollinvestiert. “| ds
t NS

~
Identisch fiir beide Strategien

und P[lly < G|1Iy = w| = P[Ily_s < [5]. Fiir den Vergleich der beiden Strategien reicht es
also aus, die in Korollar 3.2.7 bestimmte Investitionsquote zu betrachten, sofern davon aus-

gegangen wird, dass beide Strategien jeweils mit der maximalen Investitionsquote starten.

MFiir < 0 ergibt sich wie bei der einfachen CPPI, dass die Investitionsquote mit Sicherheit gegen 0

konvergiert.
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3.3 Vergleich Wertsicherungsstrategien unter Kreditbe-

schrankungen

Mit den Verteilungseigenschaften der CPPI-Strategien unter Kreditbeschréinkungen aus den
beiden letzten Kapiteln ist es nun méglich, die Strategien miteinander zu vergleichen.
Neben den entsprechenden Risikomafen wird der Fokus insbesondere auf der Betrachtung
der Wertentwicklung in Abhéngigkeit von der Wertentwicklung des Aktienkurses liegen.
Somit ist es dann moglich zu entscheiden, unter welchen Erwartungen an die zukiinftige
Aktienkursentwicklung welche Strategie vorzuziehen ist und welche Risiken und Sicherheiten
die Strategien bieten.

Es sei daran erinnert, dass ein Vergleich zwischen beschrankter CPPI und der Stop-Loss-
Strategie bereits in Abschnitt 3.1 erfolgte. Wir haben gezeigt, dass sich die beschrinkte CPPI
insbesondere als Approximation der so genannten Stop-Loss-Start-Gain-Strategie auffassen
lasst. In diesem Abschnitt wollen wir zum einen die CPPI-Strategien mit Kreditbeschran-
kung untereinander, d.h. die beschrénkte CPPI mit der CPPI mit Floor-Anpassung verglei-
chen, und zum anderen einen Vergleich mit der einfachen OBPI fithren. Wie in den fritheren
Abschnitten erwihnt, ist ein Vergleich der einfachen CPPI mit der OBPI unzuléssig. Die
Begriindung basierte auf der potentiell unbeschrankten Kreditaufnahme. Durch die getrof-
fenen Annahmen ist jedoch ein Vergleich insbesondere mit der beschrankten CPPI moglich

und wird im Anschluss diskutiert.

3.3.1 Vergleich CPPI-Strategien

Wir betrachten die beschrankte und die CPPI mit Floor-Anpassung jeweils unter der An-
nahme, dass gerade bei beiden eine anfanglich maximale Investition in die Aktie erfolgt.
Es sei daran erinnert, dass niedrigere anfangliche Investitionquoten fiir einen Vergleich der
beiden Strategien bedeutungslos sind, da in diesem Fall beide bis zum ersten Erreichen der
maximalen Quote identisch sind, ndmlich der einfachen CPPI entsprechen.

Abbildung 3.8 gibt zunéchst einmal die Verteilung des Endwertes der beiden Srategien
und der OBPI bzw. der Stop-Loss-Strategie fiir eine Laufzeit von 2 bzw. 10 Jahren an.
Wiéhrend die Verteilungen fiir kurze Laufzeiten dhnlich sind, ergibt sich fiir lange Laufzeiten,
dass hohe Gewinne in der CPPI mit Floor-Anpassung deutlich seltener auftreten als in der
beschriankten CPPI. Umgekehrt sind auch Ertréage die in der Nahe der Garantie liegen bei
der CPPI mit Floor-Anpassung seltener.

Um das Verhalten genauer zu beschreiben, betrachten wir die bedingten Verteilungen in
Abbildung 3.11. Es ist bereits erkennbar, dass die CPPI mit Floor-Anpassung auch bei

niedrigen Schlusskursen die Chance auf deutlich {iber der Garantie liegenden Kurse ermog-
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Abbildung 3.8: Verteilung und Dichte der beschriankten CPPI, CPPI mit Floor-Anpassung,
OBPI und Stop-Loss T'= 2 bzw. T = 10

licht. Umgekehrt gilt bei hohen Schlusskursen, dass die Auszahlung der beschrankten CPPI
mit hoher Wahrscheinlichkeit deutlich hoher als bei der CPPI mit Floor-Anpassung ist.
Dieser Effekt wird zusétzlich in Abbildung 3.9 verdeutlicht.

Die Abbildungen 3.9 und 3.10 beschreiben die Auszahlungen der beschrinkten und der
CPPI mit Floor-Anpassungen. Zu gegebenem Endwert des zugrunde liegenden Wertpapiers
(abgetragen auf der x-Achse) gibt der orange Bereich das 80%-(bzw. 50%-)Konfidenzintervall
der moglichen Auszahlungen der beschrankten CPPI an. Dabei gilt, dass jeweils 10% bzw.
25% der auf den Aktienkurs bedingten Auszahlungen ober- oder unterhalb des orangen
Bereichs liegen. Analog gibt der blaue Bereich das entsprechende Konfidenzintervall der

moglichen Auszahlungen der CPPI mit Floor-Anpassung an. Zum zusétzlichen Vergleich
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Abbildung 3.9: 50%- bzw. 80% Konfidenzintervalle der Auszahlung der beschrankten und der
Floor-angepassten CPPI fiir 0 = 20% und T' = 5 Jahre

sind aufserdem die Auszahlungen der einfachen OBPI (rote Linie) und der Direktinvestition
in die Aktie(schwarze Linie) angegeben. Die Pfadabhéngigkeit, gemessen an der Grofe der
Konfidenzintervalls, nimmt dabei, wie zu erwarten, mit langerer Laufzeit zu. Dabei sind die
Intervalle bei beiden Strategien fiir hohe Endwerte der Aktie ungefdhr gleich grofs, wobei
die auf den Aktienkurs bedingte erwartete Auszahlung, jeweils durch die orange bzw. blaue
Linie dargestellt, bei der beschriankten CPPI deutlich hoher ist. Umgekehrt ergibt sich bei
niedrigen Schlusskursen der Aktie ein sehr enges Konfidenzintervall fiir die beschrankte
CPPI in der Nédhe der unteren Schranke. Das Intervall fiir die CPPI mit Floor-Anpassung
bleibt deutlich gréfer und insbesondere ist die Auszahlung auch deutlich grofser. Dabei
ist zu beachten, dass eine hohe Volatilitdt der Aktie bei fallenden Kursen fiir die CPPI
mit Floor-Anpassung von Vorteil sein kann, da somit die Chance besteht, dass der Wert
zwischenzeitlich hoch genug war, um Ertrdge durch Anpassung der Garantie festzuschreiben.
Es bleibt festzuhalten, dass die Floor-angepasste CPPI insbesondere bei fallenden bzw.
gleichbleibenden Kursen bessere Ergebnisse erzielt, jedoch bei wachsenden Kursen nur mit
geringer Wahrscheinlichkeit eine hohe Partizipation ermoglicht.

Aus der Abbildung 3.11 erkennt man zusétzlich, dass bei niedrigen Schlusskursen die Floor-
angepasste Strategie die beschrinkte CPPI auch tatsichlich stochastisch dominiert, wih-
rend bei hohen Schlusskursen die beschrankte CPPI zumindest in einem groffen Bereich
dominiert. Bei hohen Schlusskursen ist zu beachten, dass die Auszahlung der beschréank-
ten CPPI nach oben beschrinkt ist, wiahrend die Floor-angepasste CPPI im Prinzip un-
beschrankte Auszahlungen erzielen kann, sofern zwischenzeitlich der Kurs der Aktie hoch

genug war. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind hier aber vernachléssighar. Die
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1200 1200

1000 1000

800
o

Adienkus o adienkurs Aktienkurs

Abbildung 3.10: 80%-Konfidenzintervalle der Auszahlung der beschrédnkten und der Floor-
angepassten CPPI fiir o = 15%(20%, 25%) und T' =1 Jahr

Floor-angepasste Strategie profitiert somit im Vergleich zur beschriankten CPPI von zwi-
schenzeitlich hohen und am Laufzeitende niedrigeren Aktienkursen. Das charakteristische
Verhalten der einfachen CPPI, ndmlich von hohen Schlusskursen zu profitieren, findet sich
auch in der beschriankten CPPI wieder. Neben den Darstellungen der Verteilungsfunktion
zeigt auch Tabelle 3.2, dass das Risiko der CPPI mit Floor-Anpassung sowohl beziiglich
der Standardabweichung/Volatilitdt als auch beziiglich der relativen Verlustwahrscheinlich-
keit geringer ist. Insgesamt ist die Floor-angepasste CPPI also eher fiir einen risikoaversen
Investor von Interesse, der fiir die Moglichkeit des Festsetzen zwischenzeitlicher Gewinne
bereit ist, auf einen Teil der Partizipation zu verzichten. Da dieses Look-Back-Verhalten bei
der einfachen OBPI nicht vorliegt, beschranken wir uns im folgenden Abschnitt auf einen
Vergleich der beschrankten CPPI mit der einfachen OBPI.

3.3.2 Vergleich Beschriankte CPPI und OBPI

Aus den bisherigen Uberlegungen erscheint es nun sinnvoll die beschrinkte CPPI mit der
OBPI zu vergleichen. Anhand der Verteilungen in Abbildung 3.8 und der Auszahlungsprofile
in den Abbildungen 3.9 und 3.10 kann man drei unterschiedliche Bereiche identifizieren.
Zunichst einmal stellt man fest, dass die beschriankte CPPI im Gegensatz zur OBPI immer
eine Auszahlung oberhalb der Garantie erzielt. In den Auszahlungsprofilen erkennt man
dies anhand der hoheren Auszahlung der beschrankten CPPI fiir niedrige Schlusskurse der
Aktie. Fiir Werte, die nur leicht oberhalb der Garantie liegen, dominiert die beschriankte
CPPI somit die OBPI, d.h. die Wahrscheinlichkeit mehr als die Garantie zu erhalten ist bei
der beschrankten CPPI grofer.

Fiir geringe Aktienkurszuwéchse ist die Auszahlung der OBPI grofer als der bedingte Er-
wartungswert der beschrankten CPPI. Dies fiihrt dazu, dass die OBPI fiir Endwerte die

in der Néhe der risikolosen Verzinsung liegen, die beschriankte CPPI dominiert. Die rela-
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Abbildung 3.11: Auf den Schlusskurs bedingte Dichten (links) und Verteilungen (rechts) nach

Dichie Endwert Capped und FA bedingt auf St=0.9
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Werteilung Endwert Capped und FA bedingt auf St=0.8
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einem Jahr der beschriinkten und Floor-angepassten CPPI, S = 0,9; (e"; e#t; 1,50)
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relative Verlust-Wahrscheinlichkeit relative Verlust-¥Wahrscheinlichkeit
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Abbildung 3.12: Relative Verlustwahrscheinlichkeit von Strategien mit Kreditbeschrankung in
Abhingigkeit der Laufzeit, p —r — Zto? = 0 (4,375%)

tive Verlustwahrscheinlichkeit ist also bei der OBPI kleiner. Man vergleiche dazu auch die
Tabelle 3.2, anhand derer man erkennt, dass dies unabhéngig von den Modellparametern
gilt.

Der dritte Bereich ist durch hohe Endwerte der Strategie bzw. der Aktie gekennzeichnet.
Anhand der Verteilungsfunktionen sieht man, dass es einen zweiten Schnittpunkt der Ver-
teilungen von OBPI und beschrankter CPPI gibt. Dies resultiert aus der Tatsache, dass die
beschrankte CPPI im Gegensatz zur OBPI die Moglichkeit besitzt eine 100%ige Partizipa-
tion zu erzielen.

Trotz dieser drei Bereiche zeigt sich insgesamt ein sehr &hnliches Auszahlungs- und Ver-
teilungsprofil beider Strategien. Wohingegen die OBPI in Abhéngigkeit des Aktienkurses
fiir Kurse oberhalb des Strikes eine sichere Auszahlung reduziert um die anfangliche Pra-
mie erzielt, ergibt sich die Auszahlung der beschriankten CPPI als Investition in die Aktie
reduziert um eine pfadabhéngige Pramie. Diese Priamie wird vor allem fiir Kurse, die nur
leicht oberhalb des Strikes der OBPI liegen, hoher als die Pramie der OBPI sein. Fiir starke
Zuwichse wird diese implizite Pramie unterhalb der Préamie der OBPI liegen. In diesem
Sinne ist die beschrankte CPPI also riskanter als die OBPI, weswegen sie jedoch auch einen
Erwartungswert und eine Rendite (des Erwartungswertes) besitzt, der grofer ist als derje-
nige der OBPI. Eine Darstellung der Abhéngigkeit der Verlustwahrscheinlichkeit und der
Rendite von der Laufzeit findet sich in den Abbildungen 3.12 und 3.13, wobei die notwen-
dige Bedingung fiir die Effektivitét der CPPI p > r + 2o zum einen nicht erfiillt (links)
ist und zum anderen erfiillt (rechts) ist. Falls die notwendige Bedingung erfiillt ist, ist die

Verlustwahrscheinlichkeit der beschriankten CPPI unabhéngig von der Laufzeit nur gering-
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Rendite
Parametsr {g,Gp. 1 Me={1000, 800, 02, 0.15,005, 5, 1}

Rendite
Parametar {Vg,G,o.r, Me}={1000, 800, 015,015, 0.05, 5,1}
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Abbildung 3.13: Rendite des Erwartungswertes von Strategien mit Kreditbeschrénkung in Ab-

héngigkeit der Laufzeit, u —r — %% = 0 (4,375%)

Laufzeit

fiigig grofer als die der OBPI. Ist die Bedingung nicht erfiillt, ist dieser Effekt deutlicher zu

beobachten. Fiir die Rendite des Erwartungswertes (und damit auch fiir diesen selbst) gilt,

dass die beschrankte CPPI fiir langere Laufzeiten einen deutlich grofseren Wert besitzt, was

als Kompensation fiir das zusétzliche Risiko aufgefasst werden kann.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass das anfiangliche Verhalten der Verteilungsfunktion in

der Néhe der Garantie eine Erklarung fiir die sich teilweise widersprechenden Ergebnisse

in der Literatur beziiglich der eines Investors, der seinen Nutzen optimiert, liefert. Wih-

rend El Karoui et al. (2005) zeigen, dass ein Investor mit einer CRRA-"Nutzenfunktion

eine OBPI-Strategie wéihlt um seinen erwarteten Nutzen zu maximieren, folgt aus Merton
(1990) die Optimalitdt der einfachen CPPI beziiglich der gleichen Nutzenfunktion. Beziig-
lich des Drawdowns zeigen Grossman und Zhou (1993) ebenfalls die Optimalitét der CPPI

mit Floor-Anpassung beziiglich CRRA-Nutzens. Diese unterschiedlichen Ergebnisse lassen

sich darauf zuriickfithren, dass der Nutzen zum einen beziiglich des Wertprozesses und zum

anderen beziiglich des Cushions betrachtet werden. Wie in Basak (2002) argumentiert wird,

impliziert dies fiir einen auf dem Wert basierenden Nutzen, dass der Investor an der Ga-

rantie einen indirekten Grenznutzen besitzt, der auf Unendlich springt, da die Garantie

nicht unterschritten werden kann und rechts von der Garantie nur geringen zusétzlichen

Grenznutzen besitzt. Eine auf dem Cushion basierende Argumentation ldsst den margina-

len Nutzen dagegen stetig gegen Unendlich konvergieren, wodurch der Grenznutzen rechts

von der Garantie deutlich grofer ist. Aus diesem Grund folgt fiir die OBPI, dass aus Werten

15Constant Relative Risk Aversion
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Wahrscheinlichkeit fir eine Investmentyuateunter 5 Wahrscheinlichkeit fir eine Investmentyuateunter 5
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Abbildung 3.14: Cash-Dominanz-Wahrscheinlichkeit von Strategien mit Kreditbeschrankung,
p—r—20*=0 (4,375%)

die leicht oberhalb der Garantie liegen kein relevanter zuséatzlicher Nutzen erzielt wird und
somit die OBPI optimal beziiglich des auf dem Wert basierenden Nutzens ist, die CPPI

hingegen optimal beziiglich des auf dem Cushion basierenden Nutzens ist.

Die obigen Ergebnisse suggerieren, dass beschrankte CPPI und OBPI im Grunde &hnliches
Verhalten aufweisen. Betrachten wir hingegen die Investitionsquote, werden die Unterschie-
de in beiden Strategien deutlich. Die Abbildung 3.14 zeigt die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Investitionsquote unterhalb von 50% wéhrend der Laufzeit verschiedener Wertsicherungs-
strategien mit einem Anlagehorizont von 25 Jahren ®. Es zeigt sich, dass die OBPI zu
Beginn der Laufzeit eine deutlich grofere Wahrscheinlichkeit auf geringe Investitionsquoten
besitzt als die beschrankte CPPI. Aus empirischer Sicht widerspricht dies dem Anlageverhal-
ten von Investoren. Ublicherweise wird argumentiert, dass Investoren, die in eine langfristige
Strategie investieren zu Beginn der Laufzeit deutlich risikobereiter als am Ende der Laufzeit
sind. Ein Beispiel hierfiir ist der Vermogensaufbau zur Altersvorsorge, bei dem héufig zum
Ende der Laufzeit in risikolosere Anlagen umgeschichtet wird. Im Gegensatz dazu besitzt
die beschrinkte CPPI per Konstruktion bereits am Anfang eine hohe Investitionsquote. Die
Auswirkungen dieses Verhaltens wird zusétzlich in Abbildung 3.15 deutlich. Dort ist die
Wertentwicklung der Strategien in Form der bis zur Zeit At erzielten Rendite dargestellt.
Wiéhrend die beschrankte CPPI iiber die gesamte Laufzeit eine dhnliche Rendite aufweist,

besitzt die OBPI in den ersten Jahren nur eine geringe jahrliche Rendite. Erst zum Laufzei-

16Man beachte, dass ein fester Anlagehorizont nur bei der OBPI beachtet werden muss. Die Wahrschein-

lichkeit der Cash-Dominanz ist fiir CPPI-Strategien beziiglich des Anlagehorizont invariant.
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Enwartetete Rendite in Abhangigkeit der Laufzeit, fester Anlagehaorizont Enwartetete Rendite in Abhangigkeit der Laufzeit, fester Anlageharizont
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Abbildung 3.15: Erwarteten Rendite von Strategien mit Kreditbeschréankung bei festem Anla-
gehorizont, pn —r — 2o =0 (4,375%)

tende ergibt sich eine vergleichbare Rendite fiir die OBPI. Fiir den Investor bedeutet dies,
dass in den ersten Jahren nur ein sehr geringer Kapitalaufbau stattfindet. Insbesondere im
Bereich der Versicherungswirtschaft bedeutet dies, dass die Riickkaufwerte von Versicherun-
gen die auf einer OBPI basieren nur sehr gering sind. Die beschriankte CPPI generiert im

Gegensatz dazu gleichméfige Ertrége.

3.3.3 Sharpe Ratio als Risikomaf; fiir Wertsicherungsstrategien

Die obigen Uberlegungen beziehen sich ausschlieflich auf Risikomafe, die sich direkt (relati-
ve Ausfallwahrscheinlichkeit) oder indirekt (Cash-Lock bzw. Cash-Dominanz) auf die Lower
Partial Moments zuriickfiihren lassen. Im Gegensatz dazu findet sich in der Literatur haufig
das Sharpe Ratio oder der Marktpreis des Risikos als Zielgrofse einer optimalen Strategie.
Dabei ist das Risiko durch die Standardabweichung bestimmt. Anhand der beschrankten
CPPI und der einfachen CPPI bzw. der CPPI mit konstantem Floor wollen wir kurz auf

moglicherweise auftretende Probleme hinweisen.

Wihrend die Abbildung 3.16 fiir die beschrénkten Strategien durchaus mit den obigen Ar-
gumenten iibereinstimmt und insbesondere das Sharpe Ratio fiir diejenigen Multiplier m
maximiert, die gerade einer anfinglichen Aktieninvestition entsprechen!, ergibt sich fiir

den gleichen Multiplier bei den unbeschrankten Strategien nahezu das absolute Minimum

1"Man beachte, dass das Sharpe Ratio der beschrinkten CPPI in diesem Fall einen #hnlichen Wert wie
das Sharpe-Ratio der OBPI annimmt.
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Abbildung 3.16: Sharpe Ratio fiir Strategien mit und ohne Kreditbeschriankung

des Sharpe Ratios.

Dabei ist jedoch zu beachten, dass das im Sharpe Ratio betrachtete Risiko, die Volatilitéat,
Schwankungen in beide Richtungen betrifft. Am Beispiel der unbeschriankten Strategien wird
jedoch deutlich, dass dieses Mafs hier nur bedingt Beachtung finden kann, da die Schwan-
kungen nach unten per Konstruktion beschrankt sind und hohe Schwankungen auch hohe
Gewinne implizieren. Es ist also durchaus vorstellbar, dass ein Investor ein geringes Sharpe
Ratio bevorzugt. Um dies genauer zu motivieren, sei daran erinnert, dass die Verwendung
des Sharpe Ratio in der Portfolio-Theorie und das Ziel der Maximierung desselbigen aus zwei
verschiedenen Annahmen abgeleitet werden kann. Zum einen ergibt es sich aus der Portfolio-
Theorie, vgl. Markowitz (1952), Sharpe (1964) und Merton (1990), unter der Annahme, dass
die Anlagen normalverteilte Renditen besitzen. Eine zweite Motivation ergibt sich aus der
Annahme von Investoren mit quadratischen Nutzenfunktionen, die aber im Allgemeinen als
unzulédssig abgelehnt werden (vgl. Ingersoll jr. (1987, Kapitel 4)). Beide Annahmen sind
in diesem Rahmen also nicht erfiillt und somit besteht im allgemeinen keine Nowendigkeit
zur Maximierung des Sharpe Ratios. Die Tatsache, dass das Sharpe Ratio im Falle der be-
schrinkten Strategie dennoch zu einem sinnvollen Ergebnis fiihrt, liegt darin begriindet,
dass die Verteilung der beschrankten Strategie deutlich kleinere hohere Momente als die
unbeschrankte besitzt, und somit auch eher durch ein Lognormalverteilung approximiert
werden kann.

Fiir eine genauere Betrachtung des Sharpe Ratios in dynamischen Strategien vgl. z.B. Cvi-
tani¢ et al. (2007). Andere in der Literatur vorgeschlagene Alternativen zum Sharpe Ratio,
wie das auf dem Lower Partial Moment basierende Capital at Risk, vgl. Emmer et al. (2001),

werden, wie erwahnt, indirekt in den obigen Betrachtungen verwendet.
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Kapitel 4 - CPPI Strategien mit

Handelsbeschrankungen

Nachdem in den Abschnitten 3.1 und 3.2 Unvollkommenheiten der Kapitalmérkte in Form
von Beschrankungen der Kreditaufnahme betrachtet wurden, soll im folgenden untersucht
werden, welche Auswirkungen sich durch nicht-stetiges Handeln ergeben. Dazu ist es zu-
néchst notwendig festzulegen, wie die Handelszeitpunkte definiert sind und in welcher Form
die Strategie diskretisiert wird. Wir beschranken uns hier auf deterministische Handelszeit-

punkte, wie z.B. tigliches oder wochentliches Handeln®.

Ausgehend von der Uberlegungen zur einfachen CPPI im vollkommenen Kapitalmarkt in
Abschnitt 2.1, ergeben sich zwei unterschiedliche Moglichkeiten der Diskretisierung. Wie wir
gesehen haben, lasst sich die einfache CPPI auch als OBPI beziiglich eines Power-Kontraktes
betrachten, da die Wertentwicklung des Cushion pfadunabhéingig und ausschliefslich vom
Schlusskurs der zugrunde liegenden Aktie abhéngig ist. In diesem Sinne werden wir in
Abschnitt 4.2 analog zur Absicherung von Optionen einen zeitdiskreten Delta-Hedge des
Power-Kontraktes betrachten. Es ist jedoch nahe liegender die CPPI gemaéfs ihrer eigentli-
chen Definition als Strategie beziiglich des Wertes zu betrachten, d.h. zu jedem Handels-
zeitpunkt wird ein Vielfaches des derzeitigen Cushion in die riskante Anlage investiert. Das
Hauptaugenmerk wird auf dieser Diskretisierung liegen. Die Betrachtung erfolgt in Abschnitt
4.1.

Die wesentliche Frage bei der Diskretisierung ist, welche Auswirkung die Beschriankung
auf feste Handelszeitpunkte auf die geforderte Garantie besitzt. Wir werden sehen, dass die
Garantie nicht mehr mit Sicherheit {iberschritten wird und werden die entsprechenden Mafse
beziiglich des so genannten Gap-Risikos herleiten.

Wir zeigen, dass beide angesprochenen Diskretisierungen fiir eine wachsende Anzahl von
Handelstagen gegen die einfache CPPI konvergieren. Fiir die auf dem Delta-Hedge basieren-
de Strategie folgt dies direkt aus den Eigenschaften des stochastischen Integrals. Fiir die auf
dem Wertprozess basierende Strategie benotigen wir eine Variation des Satz von Donsker.
Aufterdem betrachten wir in diesem Kapitel eine weitere Unvollkommenheit von Kapital-

mérkten, das Vorhandensein von Transaktionskosten, in Abschnitt 4.1.3. Dieser Punkt wird

IFiir eine Betrachtung stochastischer Handelszeitpunkte, die sich aus bestimmten relativen Kursgewinnen
oder -verlusten ergeben, sei auf Brandl (2007) verwiesen. Eine solche Strategie kann im Sinne der Unter-
scheidung zwischen den Handelsstrategien aus der Einleitung als Mixtur aus CPPI und Stop-Loss-Strategie
betrachtet werden. Es erfolgt eine rollierende Anlage in Stop-Loss-Geschéften, wobei das Stop-Loss-Limit
relativ zum Cushion festgelegt wird, z.B. wird immer dann umgeschichtet, sofern der Cushion 10% Gewinn
oder Verlust erzielt hat. Die Anpassung zu den Handelszeitpunkten erfolgt dann geméf der einfachen CPPI,

also als proportionales Investment.

123
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im Rahmen der Diskretisierung beziiglich des Wertprozesses betrachtet. Wir nehmen dazu
proportionale Transaktionskosten an und stellen dar, inwieweit sich die betrachteten Risiko-
mafe dndern. Insbesondere zeigen wir anhand einer Heuristik, dass unter Transaktionskosten
der Cushionprozess mit wachsender Anzahl von Handelszeitpunkten fast sicher gegen Null
konvergiert. Aus praktischer Sicht ergibt sich ein Zielkonflikt zwischen der Absicherung der
Garantie (bzw. den Kosten fiir die Absicherung mit Optionen) und den anfallenden Trans-
aktionskosten.

Als letzten Punkt betrachten wir in Abschnitt 4.3 die Auswirkungen der Beschrankungen
beziiglich der Kreditaufnahme in einem diskreten Handelsrahmen. Hierzu werden wir die
Ausfallwahrscheinlichkeit durch eine geeignete Approximation herleiten. Abschliefend er-
folgt ein Vergleich des Gap-Risikos der einfachen und der beschrénkten CPPI bei diskreten

Handelszeitpunkten.
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4.1 Handel gemafs des Wertprozesses

4.1.1 Definition der Strategie

In diesem Abschnitt definieren wir eine zeitdiskrete Version der einfachen CPPI, welche
die folgenden vier Bedingungen erfiillen soll. Zum einen soll der Wertprozess der diskreten
Version in Verteilung gegen den Wertprozess der stetigen Version konvergieren. Zweitens
soll die diskrete Version selbstfinanzierend sein. Drittens soll die Strategie keine negativen
Bestdnde der zugrunde liegenden Aktie zulassen und viertens soll die Investition in die
Aktie konstant proportional zum Cushion gewéhlt werden. Die erste Bedingung impliziert
die Konvergenz des Cushions gegen eine geometrische Brownsche Bewegung und somit ist
dieser im Grenzwert sicher positiv. Beziiglich einer endlichen Anzahl von Handelstagen kann
der Cushion jedoch negativ werden, was im Sinne einer konstant proportionalen Investition
zu negativen Investitionen fiihren kénnte. In Verbindung mit der dritten Bedingung soll dies
bei der Definition beachtet werden.
Sei 7" eine dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, 7] in n + 1 Handelszeitpunkte, d.h.
m={tr=0<tt <. <t <tr=T}, wobei t},, —tp =L firk=0,--- ,n—1. Zur
Vereinfachung der Notation werden wir auf den oberen Index n verzichten, sofern sich die
Anzahl der Handelszeitpunkte aus dem Zusammenhang ergibt, d.h. die Menge der Handels-
zeitpunkte sei durch 7 gekennzeichnet.
Die Handelsbeschrankungen auf die Zeitpunkte ¢, € 7 impliziert, dass die gehaltene Anzahl
von Aktien im Intervall |¢;,¢;,4] fir i = 0,...,n—1 konstant sein muss. Dies bedeutet umge-
kehrt natiirlich nicht, dass der relative Anteil beziiglich des Wertes konstant bleibt. Anstelle
der relativen Beschreibung der einfachen CPPI (,Investiere den Anteil mT(jt “), bendtigen wir
zur Definition eine absolute Beschreibung in Form der Anzahl der Aktien n und der Anzahl
der risikolosen Anleihen (3, d.h. ein Tupel ¢ = (n, ), die gehalten werden sollen.
Fiir die einfache CPPI in stetiger Form gilt
ILV; mCl (1 - Ht)vt Vi — mCy
Ny = 3, = 3, and ;= B, = B,

Die folgenden Argumente zeigen, dass eine zeitdiskrete Strategie ¢” definiert durch ¢] :=

¢r, fir t €ty ter1] (kK = 0,...,n — 1) im allgemeinen nicht selbstfinanzierend ist. Der
Wertprozess V7 := V(¢; 1), der sich aus der zeitdiskreten Version ¢7 ergibt, ist definiert
durch Vj :=V und

Vi(@; 1) =04, St + B, Be = Vi(@) — (e — e, ) St — (B — B, ) By for t €]ty tyya]
mit

Vi(@) =Sy + BBy
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Auch wenn ¢ selbstfinanzierend ist, gilt dies nicht notwendigerweise auch fiir ¢”. Insbeson-

dere gilt, falls ¢” selbstfinanzierend ist,

’I']tksthrl + Bthtk+1 = ntk+1Stk+1 -+ ﬁtk+1Btk+1 for all £ = 07 e, — 1
= Vi, (i) = Vi, (¢) forallk=0,...,n—1

was jedoch offensichtlich ausschlieRlich im Grenzwert fiir n — oo giiltig sein kann?.
Um eine sinnvolle Definition der zeitdiskreten Strategie zu erhalten ist es somit notwen-
dig, ausschlieflich selbstfinanzierende Strategien zu betrachten. Dies impliziert die folgende

Bedingung an die Anzahl der zuhaltenden Bonds

1
o=
t Btk

Ausgehend von der Definition der einfachen CPPI iiber den in die risikobehaftete Anlage

(Vip =i S,)  fiir ¢ €ty thia]. (4.1.1)

investierten Anteil, ergibt sich folgende Definition fiir die zeitdiskrete Strategie.

Definition 4.1.1 (zeitdiskrete einfache CPPI) Die Strategie ¢ = (0™, 37) heifst zeit-
diskrete einfache CPPI falls fir alle t €]ty tp1] und k=0,....,n—1

m C] . 1 ;o
n, = max{ b , O} , B = B (V;k —n, Stk)
ty

qgilt.

Dabei bezeichnet C7 die zeitdiskrete Version des Cushion C, also C] =V — G,.

Man beachte, dass mit obiger Definition Leerverkdufe der zugrunde liegenden Aktie ausge-
schlossen sind, d.h. der in die Aktie investierte Betrag ist durch Null nach unten beschrénkt.
Im Gegensatz zu den Uberlegungen aus dem Abschnitt 3.1 stellen wir jedoch keine Beschrén-
kungen an Leerverkéufe beziiglich des risikolosen Bonds, d.h. unbeschrinkte Kreditaufnah-
men sollen weiterhin zuléssig sein. Wie wir gesehen haben, fithren Kreditbeschrankungen zu
pfadabhéngigen Wertentwicklungen, was die Herleitung geschlossener Losungen an dieser
Stelle unmoglich macht. Trotzdem koénnen die hier auftretenen Effekte als Grundlage fiir
eine realistischere Betrachtung angesehen werden 3.

Aus obiger Definition ergibt sich folgendes Resultat:

Proposition 4.1.1 (zeitdiskreter Cushionprozess) Seit, := min {tk eT|C] < O} und
ts = oo falls das Minimum nicht erreicht wird. Dann gilt

min{s,k+1}

r —min Sz rL
CtTkJrl = € (fen {t&tﬂl})co H (mStt - (m - 1)6 ") '
i—1

=1

2Man beachte, dass es zunichst noch nicht einmal klar ist, ob die so definierte Strategie beziiglich des

sogenanten Real-World-Maf im Durchschnitt selbstfinanzierend ist, vgl. z.B: Mahayni (2003).
3Zum Beispiel kann die hier betrachtete Ausfallwahrscheinlichkeit als obere Grenze der Ausfallwahr-

scheinlichkeit einer beschrinkten CPPI aufgefasst werden, vgl. Abschnitt 4.3
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Beweis Prop. 4.1.1: Mit
Vi o= £0pS Vi — £00 S =
max{ S } +( max{ S } ) B,

B
und Gy, ;’:1 = Gy,,, folgt

i <mM —(m — 1)6’”%> falls C7 >0

CT — VT - Gt Stk
P e Cres falls C7 < 0,
fiir alle K =0,...,n — 1. Die Definition von t4 ergibt die Behauptung. [

Man beachte, dass der Cushion C7 in Verteilung gegen C' fiir n — oo konvergiert. Der Beweis
basiert auf der Konvergenz der Ausfallwahrscheinlichkeit und dem Satz von Donsker, vgl.

Proposition 4.1.5.

4.1.2 Risikomalie der zeitdiskreten CPPI

Es sei daran erinnert, dass die Grundidee der CPPI in der Gewihrleistung der Garantie
liegt. Mit Ausnahme der naiven Portfolio-Absicherung, d.h. m = 1, werden jedoch mit posi-
tiver Wahrscheinlichkeit Portfolio-Werte unterhalb der Garantie, d.h. C™ < 0, angenommen.
Der folgende Abschnitt widmet sich diesem Ausfallrisiko im Sinne der Wahrscheinlichkeit,
mit der ein Ausfall auftritt, und der erwarteten Hohe des Ausfalls.* Zusétzlich werden wir

Erwartungswert und Varianz der zeitdiskreten CPPI bestimmen.

Definition 4.1.2 (Risikomafie) Wir betrachten die folgenden Risikomafe

e Die Ausfallwahrscheinlichkeit (shortfall probability) P beschreibt die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Endwert der zeitdiskreten CPPI unterhalb der Garantie G
liegt.

P" .= P (Vi <G)=P(CL<0)

e Die lokale Ausfallwahrscheinlichkeit P57 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
Cushion beim ndichsten Handelszeitpunkt negativ wird, unter der Bedingung, dass er

bislang nicht-negativ ist.

PLSF =P (VZ < Gt1|Ct0 > O)

4Man beachte, dass die Ausfallwahrscheinlichkeit kein koh#rentes Risikomaf darstellt, da sie nicht sub-
additiv ist. Im Gegensatz ist der erwartete Ausfall bedingt auf das Auftreten eines Ausfall ein kohérentes

Risikomafs. Fiir weitere Details beztiglich koh&renter Risikomafie sei auf Artzner et al. (1999) verwiesen.
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e Der erwartete Verlust (bedingt es erfolgt ein Ausfall) ESF beschreibt die Hohe des
Ausfall.
ESF:= E[G — VI|Vi < G]

Im Gegensatz zum Delta-Hedge von optionsbasierten Strategien ist die Berechnung der
Ausfallwahrscheinlichkeit einer einfachen CPPI sehr leicht. Dies folgt daraus, dass das Aus-

fallereignis dquivalent zur Stoppzeit aus Proposition 4.1.1 ist.

Lemma 4.1.1 (Ausfallereignisse) Sei A := {St/ > mT*leT%} firk =1,...,n und
k—1
ts := min {tk er|C] < 0}. Dann gilt

i i—1
j=1

Jj=1

Beweis Lemma 4.1.1: Nach Beweis von Proposition 4.1.1 gilt

Sty i rZ T
- (Vi —Gy,) <m Skt: —(m—1)e n) falls C7 >0
(Vi =Cy) e falls Cj < 0.

tet1

- Gtk+1 =

r
n

Der Rest folgt aus der Definition der Stoppzeit t, und

S, S, —1
mEEEL (- 1)6T% >0 2o S T 2l
Stk Stk m
|
Lemma 4.1.2 (lokale Ausfallwahrscheinlichkeit)
In -2+ (u—1)t — 1522
PESE — N (=dy) mit dy:= —" (=) =3 =, (4.1.2)
NG
Beweis Lemma 4.1.2: Mit Lemma 4.1.1 folgt
PSE =P (t, = |ty > to)
Sto m
(Rt o
o] L
aufgrund der Verteilungseigenschaften des Aktienkurses. |

Proposition 4.1.2 (Ausfallwahrscheinlichkeit) Es gilt P" =1 — (1 — PLSF)".
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Ausfaltwahrscheinlichkeit Ausfalwahrscheinlichkeit
Parammeter [Vo,Gg, .o i1 000, 851,228, 1., 0.1, 0.085, 0.05 5.} Parameter {Vo,Go.T,or,b={1000, 851.220, 1., 0.3, 0.085, 0.05, 6.}

-
u'/ -

ng

0.g

Ausfallwahrscheinlichkeit
Ausfallwahrscheinlichkeit

o7

-------- 16

Anzahl Handelstage Anzahl Handelstage

Abbildung 4.1: Ausfallwahrscheinlichkeiten (7" = 1, u = 0.085, 7 = 0.05 und ¢ = 0.1 bzw.
o =0.3.

Beweis Proposition 4.1.2: Folgt direkt aus der Unabhéngigkeit und Gleichverteilung
der Aktienkurszuwiichse mit PS5 = 1 — P(t; = 00) und P(t, = o0) = (1 — PLSF)",
|

Es kann gezeigt werden. dass die Ausfallwahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert, falls die
Anzahl der Handelszeitpunkte gegen unendlich geht, d.h. lim, .. P5Y = 0 (vgl. Lemma
A.6.5 aus dem Appendix).

Es wére nahe liegend, dass die Ausfallwahrscheinlichkeit monoton fallend in der Anzahl
der Handelszeitpunkte ist. Dies ist im allgemeinen nicht der Fall. Stattdessen gibt es eine
kritische Anzahl von Handelszeitpunkten, ab der die Ausfallwahrscheinlichkeit fallt. Dieser
Effekt wird besonders bei hohen Volatilitdten und Multipliern deutlich und ist in den Abbil-
dung 4.1 dargestellt®. Sei n* diese kritische Menge von Rehedges, die erforderlich sind, damit
die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir n > n* sinkt. Diese kritische Menge n* kann als Minde-
stanzahl von Rehedges interpretiert werden, die notwendig sind, damit die CPPI Strategie
in diskreter Zeit effektiv ist.%

Wir werden spéter auf diese kritische Anzahl von Mindesthandelszeitpunkten zuriickkom-
men.

Zunichst soll betrachtet werden, wie groft der Ausfall werden kann. Ein Moglichkeit besteht
in der Betrachtung des erwarteten Ausfalls wie in Definition 4.1.2. Es stellt sich heraus, dass
sich die erwartete Auszahlung der Strategie in zwei Teile zerlegen lésst, den erwarteten Aus-
fall und die erwarteten Uberschiisse. Deswegen betrachten wir zunéchst direkt die erwartete

Auszahlung

5Die Monotonie der Ausfallwahrscheinlichkeit in m und ¢ kann leicht gezeigt werden.
6Betrachte z.B. eine Garantie G gegeben durch G = e’"TmT*lVO so dass ap = 1, d.h. vollstdndiges

Investment in die risikobehaftete Anlage bei Beginn. Falls n = 1 gewéhlt wird, d.h. kein weiterer Handel
vor T', entspricht die zeitdiskrete CPPI einem reinem Aktieninvestment. Offensichtlich kann die CPPI nicht

effektiv sein, da ein vollstédndiges, dauerhaftes Aktieninvestment nicht der Idee der CPPI entspricht.
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Proposition 4.1.3 (erwarteter Endwert)

r En
E[CT] = C, {E%Ezeﬁ—l}
€ n — I
mit By = me"n N (dy) — er%(m — )N (dy)

Ey = metn N (=dy) — v (m — DN (—dy) .

und do wie in Lemma 4.1.2 und dy := doy + 0\/?

n’

Beweis Proposition 4.1.3: Wie erwahnt lasst sich der Erwartungswert folgendermafen

zerlegen
E[C7) = E [CF Lit.—}] + E [CT 1jt.<t,] -

Mit Lemma 4.1.1 und Lemma A.6.1 des Appendix A.6 folgt

vi -0 11 1]

=1
- C() EIL

E [C;w 1{153:00}] E

Fiir den zweiten Erwartungswert gilt F [C% 1{t5§tn}} = Z?:l E [C% 1{tszti}}. Der ver-
bleibende Teil folgt aus Lemma A.6.2 des Appendix A.6 und der Auflésung der geo-

metrischen Reihe

Z €T(T7ti)00 E2 Eiil

i—1
el — Ep

rL
n

- CO Eg

(& —E1

Die Berechnung des bedingten erwarteten Verlusts ESF' ergibt sich direkt aus den obigen
Uberlegungen. 7

Korollar 4.1.3 (Erwarteter Verlust)

rT_En
—COEQ eTI ;
_ en—F
ESF = 1255 :
"Gleiches gilt fiir den Preis des Ausfallrisikos, d.h. der Preis einer Option deren Auszahlung in T durch
(G — VE)T gegeben ist. Man beachte, dass der to-Preis unter Arbitragefreiheit durch den Erwartungswert
der diskontierten Auszahlung unter dem Martingalmaf gegeben ist. Die hier betrachteten Erwartungswerte

sind jedoch unter dem Real- World-Maj$ bestimmt. Wir kommen in den folgenden Abschnitten darauf noch

einmal zurtick.
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Beweis 4.1.8 : Der Beweis folgt mit ESF = E[-CT|t; < o] = —M. und

PSF

den Argumenten aus dem Beweis zu Proposition 4.1.3. |

Proposition 4.1.4 (Varianz des Cushion)

_ En
Var[CF] = C?|E"+ EQT—} — E[Cr]?, mit
6 T — E1
Ey = m2e®H TN (dg) — 2m(m — 1) TN (dy) + (m — 1)%¥ N (ds)
Ey = m2e®H5 _om(m — 1)e®) 4 (m — 1)%*w — E).

T ,3 T
In Zty H(por) 507y

v

und dy, do definiert wie oben, d3 :=
Beweis Proposition 4.1.4:

Var[Cf] = E[(C5)?] — (E[CF])?

und  E[(C7)°] = E[(Vi)Ly=oe)] + D B [(CF)Lg=r] -

=1

Analoge Uberlegungen zum Beweis von Proposition 4.1.3 fithren mit Lemma A.6.3

und Lemma A.6.4 des Appendix zu
E [(C})Q] _ C2En+ZC2 2r(T—t;) E Ez L
=1

Der Rest ist wiederum eine Anwendung der geometrischen Reihe. |

Aus den Uberlegungen zum Erwartungswert und der Varianz kann nun die Konvergenz

bewiesen werden

Proposition 4.1.5 (Konvergenz) Firn — oo konvergiert der Wertprozess V™ gegen den
Wertprozess V' in Verteilung®, d.h. V7 Ly

Beweis Proposition 4.1.5: vgl. Appendix A.6. |

Wir beenden den Abschnitt mit einer Untersuchung der Auswirkungen der verschiedenen
Parameter auf die Risikomafse. Die wichtigsten Eigenschaften sind in Tabelle 4.1 zusammen-
gefasst. Die Beweise sind in der Regel recht einfach. So sieht man direkt aus Proposition

4.1.2, dass die Hohe der Garantie keinen Einfluss auf die Ausfallwahrscheinlichkeit besitzt.

8Nach Revuz und Yor (1998), c.f. Chapter XIII, Definition 1.3 gilt: Eine Folge (X™) von R-wertigen
Prozessen definiert auf Wahrscheinlichkeitsrdumen (Q™, 7", P™) konvergiert in Verteilung gegen einen Pro-
zess X, falls die Folge (P™) ihrer Verteilungen schwach auf dem Wiener-Raum gegen die Verteilung von X

konvergieren. Fiir Konvergenz stochastischer Prozesse siehe auferdem Jacod und Shiryaev (1980).
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Sensitivitat der Risikomafse
Risikomaft | Parameter der Strategie | Parameter der Aktie
G m 1 o
Bvi | 1 1 1
Var[V/] ! 7 T T
= - 1 ! 1
BSF || 1 1 1

Tabelle 4.1: Sensitivitat der Risikomafse. T bezeichnet monotones Wachstum und | monotones

Fallen im entsprechenden Parameter.

Partielle Ableitungen der Ausfallwahrscheinlichkeit nach ¢ und m fiithren zur Feststellung,
dass die Ausfallwahrscheinlichkeit monoton wachsend in ¢ und m, aber monoton fallend in
L ist.

Auch fiir die Eigenschaften der Momente sind die Rechnungen direkt durchfiihrbar, jedoch
etwas umfangreicher. Im Appendix wird exemplarisch die Monotonie des Erwartungswer-
tes in der Volatilitit hergeleitet, vgl. Abschnitt A.6. Ahnliche Argumente werden fiir die
Monotonie in p and m bendtigt.

Beachtenswert ist, dass sowohl die Ausfallwahrscheinlichkeit, als auch der erwartete Verlust
wachsend in m und o sind. Auch bei der zeitdiskreten Version der CPPI ist es also not-
wendig, diese Parameter hinreichend klein zu wéhlen, damit die Strategie effektiv bleibt.
Diese Eigenschaften ergeben sich analog zur Betrachtung der stetigen Strategie, wo wir ge-
sehen haben, dass eine notwendige Bedingung, damit die Strategie langfristig erfolgreich ist,
pw—=r > %ma2 lautet. Diesen Eigenschaften werden wir uns spéater genauer widmen. Zunéchst

sei jedoch der Einfluss von Transaktionskosten auf die Dynamik der CPPI vorgestellt.

4.1.3 Einfache zeitdiskrete CPPI unter Transaktionskosten

Neben der praktischen Unméglichkeit, stetig zu handeln besteht ein wesentliches Argument
in der Betrachtung zeitdiskreter Strategien im Vorhandensein von Transaktionkosten. In
diesem Abschnitt werden die Auswirkungen von Transaktionskosten auf die Risikomafse der
zeitdiskreten CPPI untersucht.

Wir betrachten dazu Transaktionskosten, die proportional zur absoluten Hohe der Umschich-
tung in der risikobehafteten Anlage sind. Der Proportionalitiatsfaktor sei durch 6 bezeichnet.
Transaktionskosten in der risikolosen Anlage werden nicht beachtet. Um die Eigenschaft der
Selbstfinanzierung zu erhalten, gehen wir davon aus, dass der in die Aktie investierte Betrag

um die Transaktionskosten gemindert wird. Dies entspricht einer Minderung des Cushion
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um die Transaktionskosten und erhilt somit die grundlegenden Eigenschaften der CPPI.?
Eine Anpassung des Cushion um die Transaktionskosten ergibt fiir k =0,...,n —1
Stk+1
St

wobei mCY, ., den um die Transaktionskosten geminderten Cushion zur Zeit ¢, bezeich-

Ctk+1+ = Ctk+1 -0 mctk+1+ - mCthr (413)

net, welcher sich aus Anpassung des investierten Kapitals mCy, ., ohne Transaktionskosten
ergibt, d.h. mC;,  , ist das ab dem Zeitpunkt t;,, in die riskante Anlage investierte Ka-
pital. Wir nehmen weiter an, dass auch bei Beginn in ¢, der Strategie Transaktionskosten
anfallen, womit der anféngliche Cushion, der zur Bestimmung des investierten Kapitals her-
angezogen wird, durch Cy ; = 1+%C’to gegeben ist. Gleichung (4.1.3) in Verbindung mit
ahnlichen Argumenten wie im Beweis zur Proposition 4.1.1 ergibt fiir C, 4 > 0 und 6 < %
.10

1+6 Straq m—1 rZL Straq s
o Coot | T70m S, Trome ™ for S, 2 e
tep1+ — 1-0 Sty T St T
— +1 _ m=1 7 k41 re
Cror | 129 M 5o g€ for T
oder anders dargestellt als
St
k+1 T
Cprt Cyt (m 5 (m —1)e"™
12

Gm St T + Gm T St *
~(m—1 b1 rd bz St
(m )<1+6m{5tk ‘ } +1—9m[6 Stk}

Stk m—1
Sty_q
Ausgehend von obiger Dynamik fiir den Cushion und der Charakterisierung des Ausfalls

Die Anpassung des Ausfall-Ereignis A;, an die Transaktionskosten ergibt A := {

lassen sich nun analog zur bisherigen Betrachtung die Risikomafie bestimmen.

Proposition 4.1.6 (RisikomaRe unter Transaktionskosten) Sei PXF:T4 die lokale Aus-

fallwahrscheinlichkeit, PST™ die Ausfallwahrscheinlichkeit und ESF™ der bedingte Verlust

unter proportionalen Transaktionskosten 6. Dann gilt

(i) PEETA = N (—d(0))
(i) PSPTA =1 — (1 - pLSPTA)"

C el — (ETA)”
E OT,TA — 0 ETA n ETA 1
(i12) [C7 ] 1+ om (E,7)" + By T oL _prA BT

T TA\™
Co_ pTA’ -(E*)
1+0m 2 eT%_ElTA

PSF,TA

(iv) ESF™ =

9Dies entspricht auch dem von Black und Perold (1992) vorgeschlagenen Ansatz.
10 Die Bedingung 0 < % ist technischer Natur und besagt, dass die Transaktionskosten nicht beliebig

hoch sein diirfen, da die Strategie sonst trivialerweise keine Investitionen in die Aktie tétigt.

)

= mi-e°
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(1 9)m T_1 2T
In +(p—r) - —50%

2
oL
n

und B4 baw. BT gegeben durch

EM" = fomm e N (dT4(6)) — (d(0))
+m et (ﬁgfn — L) New) = (m— et (5 — =5) Mea)
B = [f5m SN (=T (0)) — 5he v N (—df(0)]

wobei e 1= %, ey =€) — a\/% und dT(0) := dI4(9) + 0\/%.

Man beachte, dass die oben erfolgte Betrachtung der Sensitivitdten der Risikomafe gleich
bleibt. Die Transaktionskosten haben keinen Einfluss auf das Verhalten der Risikomafie
beziiglich der Strategie- und Modellparameter.

Wir wollen die Betrachtung der Transaktionskosten mit einer kurzen Untersuchung der Kon-
vergenz des Cushion bei positiven Transaktionskosten abschliessen. Intuitiv erwartet man,
dass die Transaktionskosten beim Ubergang zur stetigen Strategie jegliche Gewinne ver-
zehren. Dies basiert auf Gleichung (4.1.4), aus welcher man sieht, dass der Cushion unter
Transaktionskosten aus dem Cushion ohne Transaktionskosten abziiglich einer Kombination
von Call- und Put-Optionen besteht.!! In stetiger Zeit entspricht dies also einer unendlich
haufig zu leistenden Auszahlung dieser Optionen, wobei die Laufzeit der einzelnen Optionen
jeweils gegen Null geht. Der konkrete Beweis beruht auf zwei Uberlegungen. Zum einen kon-
vergiert die Ausfallwahrscheinlichkeit auch unter Transaktionskosten gegen 0. Zum anderen
zeigen wir im Anhang in Lemma A.6.7, dass der erwartete Cushion einen Wert kleiner oder
gleich Null besitzen muss. Insgesamt ergibt, sich das der Cushion unter Transaktionskosten
im Grenzwert den Wert Null besitzt.

Wir beschéftigen uns nun mit der Giite der zeitdiskreten CPPI. Es sollen notwendige Bedin-
gungen aufgezeigt werden, aus denen sich eine effiziente Portfolio-Absicherung ergibt. Wir
nehmen an, der Markt sei durch die Parameter p = 0.085, ¢ = 0.1 (bzw. 0.2 oder 0.3) und
r = 0.05 beschrieben. Die Strategie sei durch die Garantie der Kapitalerhaltung von 1.000
nach einem Jahr beschrieben, d.h. T'=1 und Vy = G = 1000. Als Multiplier wahlen wir die
Werte 8 und 10. Insbesondere ist damit die in den fritheren Kapitel hergeleitete notwendige
Bedingung p > r + 2 a jeweils verletzt. Dies soll deutlich machen, dass sich die aus der
Diskretisierung ergebenden Risiken trotzdem iiberschaubar bleiben.

Zunichst stellen wir die Frage, inwieweit die zeitdiskrete einfache CPPI eine gute Appro-
ximation der stetigen einfachen CPPI (und umgekehrt) darstellt. Sollte dies der Fall sein,
rechtfertigt es im nachhinein auch unsere bisherigen Uberlegungen zu den Modifikationen

der CPPI in dem Sinne, dass eine Betrachtung der FEigenschaften der stetigen Strategie

HKonkret handelt es sich hier um einen so genannten Straddle
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Momente und Risiko-Mafie der zeitdiskreten CPPI
n|lm Erw. Stdabw. SEFP ESF

12 | 10 | 1072.43 (1073.22) | 88.56 (368.16) | 0.0011 (0.3265) | 3.72 (14.87)
36 | 10 | 1072.65 (1072.67) | 92.95 (463.935) | 0.0000 (0.0268) | 1.37 (5.00)
( )
( )

60 | 10 | 1072.69 (1072.69) | 93.90 (489.08) | 0.0000 (0.0013) | 0.00 (3.13)
oo | 10 | 1072.76 (1072.76) | 95.37 (532.66) | 0.0000 (0.0000) | 0.00 (0.00)

Tabelle 4.2: Momente und Risiko-Mafe fiir o = 0.1 (bzw. 0 = 0.2) und § =0

Risiko der zeitdiskreten CPPI mit 1%-iger Ausfallwahrscheinlichkeit
6 =0.00 0 =0.01

n m ESF m ESF

12 | 11.843 (6.065) | 5.313 (4.478) || 10.684 (5.772) | 4.116 (3.925)
36 | 18.146 (9.234) | 5.149 (4.190) || 15.490 (8.531) | 2.500 (2.824)
60 | 22.336 (11.335) | 5.243 (4.121) || 18.409 (10.274) | 1.603 (2.088)

Tabelle 4.3: Maximale Multiplier fiir implizite Ausfallwahrscheinlichkeiten von 1% und o = 0.1
(0 =0.2).

auch Riickschliisse auf die Eigenschaften der zeitdiskreten Versionen zulésst. Es sei daran
erinnert, dass die Verteilung des Cushions der zeitdiskreten einfachen CPPI gegen eine Lo-
gnormalverteilung konvergiert, vgl. Proposition 4.1.5. Die Strategie ist also (im Grenzwert)
eindeutig durch ihre ersten beiden Momente charakterisiert. Diese finden sich in Tabelle 4.2
wieder, die diese und die Risiko-Mafse fiir verschieden haufige Handelszeitpunkte n auffiihrt.
Es sei an die Uberlegungen zur kritischen Menge von Handelszeitpunkten erinnert, ab der
die Ausfallwahrscheinlichkeit fallend ist. Im Allgemeinen wird diese kritische Menge deutlich
zu klein sein, um eine effektive Absicherung zu erzielen. Eine Moglichkeit, die Effizienz der
zeitdiskreten CPPI zu definieren, besteht darin, Mindestanforderungen an die Risiko-Mafe
zu stellen. Basierend auf den Monotonie-Eigenschaften lassen sich somit obere und untere
Grenzen fiir die Strategie-Parameter bestimmen.

Zur Illustration betrachten wir eine obere Grenze fiir das Ausfallrisiko in Tabelle 4.3. Ins-
besondere bestimmen wir Kombinationen von (n,m), so dass die Ausfallwahrscheinlichkeit
den Wert von 1% nicht iibersteigt. Zusétzlich unterscheiden wir zwischen keinen Trans-
aktionkosten (6 = 0) und proportionalen Transaktionskosten von 1%, d.h. § = 0.01. Die
angegebenen Multiplier bezeichnen eine obere Grenze, die Anzahl der Handelszeitpunkte

eine untere Grenze fiir CPPI-Strategien mit dem gewiinschten Risikoprofil'?. Beachtenswert

12Man beachte, dass natiirlich zusétzlich die Bedingung n > n* iiberpriift werden muss, damit die Aus-
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Abbildung 4.2: Verteilung des Endwertes der zeitdiskreten CPPI fiir ¢ = 0.1 bzw. ¢ = 0.2 und

m = 8.

ist, dass bei niedriger Volatilitit (o = 0.1), die CPPI bereits bei monatlichem Rehedging
und einem Multiplier!? kleiner als 11.84 die Kapitalgarantie zu 99% sichert 4.

Fiir hinreichend kleine Volatilitdten ist monatliches Hedging also ausreichend. Das Bild
andert sich jedoch, falls eine Volatilidt von ¢ = 0.2 angenommen wird und/oder bei zu-
satzlichen Transaktionskosten. In diesem Fall muss entweder der Multiplier konservativer
gewahlt werden oder eine hohere Rendite in der Aktie vorliegen. Natiirlich konnte auch die
Anzahl der Handelstage erhéht werden.

Zum Abschluss sei eine simulierte Verteilung des Schlusskurses der einfachen CPPI gegeben.
Abbildung 4.2 zeigt die Dichte einer zeitdiskreten CPPI mit einem Multiplier von m = 8
bei einer Volatiliat von ¢ = 0,1 bzw. o = 0,2. Offensichtlich ist die Strategie bei niedriger
Volatilitét (links) effektiv im obigen Sinne. Betrachtet man stattdessen eine Volatilitit von
0,2, erkennt man, dass die Effektivitat nicht gegeben ist. Diese Szenarien lassen sich durch

vorherige Uberpriifung der Risikomafe vermeiden, ohne den rechenintensiven Vorgang der

Simulation und den damit verbundenen Ungenauigkeiten durchzufiihren.

fallwahrscheinlichkeit auch wirklich sinkt fiir zusétzliche Handelstage.
13 Auch wenn der Multiplier von knapp 12 sehr hoch erscheint, muss jedoch die Garantie beachtet werden.

Es ergibt sich folgendes anféanglich investiertes Kapital

aVo = m(Vy — Fy) = 11.843(1000 — e~ °-951000) = 577.59.

MFiir n = 12 and m = 11.84, sind Erwartungswert und Varianz auferdem dem einer Direktinvestition in

die Aktie sehr dhnlich. Fiir diese gilt fiir o = 0.1 (0 = 0.2) E [vo%ﬂ — 1088.72 (1088.72), |/ Var [VO%T] -

109.144 (219.939) and P (VO% < G) — 0.212 (0.373).
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4.2 Handel gemafs Delta-Hedge

Ausgehend von der Tatsache, dass sich die einfache CPPI als Power-Kontrakt darstellen
lasst, stellt sich die Frage, ob es sinnvoll ist, anstelle der vorherigen Diskretisierung eine auf
dem Delta-Hedge des Power-Kontraktes basierende Diskretisierung vorzunehmen. Eine Be-
griindung, weshalb dies sinnvoll sein kann, besteht im Auftreten des Cash-Locks. Wahrend
die vorherige Diskretisierung, dhnlich einer Stop-Loss-Strategie, im Falle eines Wertes, der
unterhalb des gegenwartigen Barwertes der Garantie liegt, zukiinftige positive Investitions-
quoten in der Aktie ausschliefst, wird beim Delta-Hedge immer eine positive Investitions-
quote vorhanden sein. Der Vergleich mit der Stop-Loss-Strategie nimmt die unten folgenden
Ergebnisse insofern bereits vorweg, als dass offensichtlich ist, dass die potentiellen Verluste

nunmehr weitaus grofer werden konnen.

Da der Wertprozess der stetigen einfachen CPPI pfadunabhéngig ist, lasst sich die Anzahl
der zuhaltenden Aktien als Funktion des Aktienkurses darstellen. Es gilt:

e
e = S,

Strnil 1 m 2
= m(Vo — Go) o e~ (m=D(r+3 o5t
0

Somit lasst sich eine Diskretisierung der Strategie im Sinne eines Delta-Hedges unter Be-

achtung der Selbstfinanzierung wie folgt darstellen:

Definition 4.2.1 (A-Approximation einfache CPPI) Die Strategie ¢ = (7, 37) heifit
A-Approximation einer einfachen CPPI falls fiir alle t €]ty, ty41] und k=10,...,n—1

m—1
0
und _
BZ- — V;;; - ﬁtkStk
B,
qgilt.

Wie erwidhnt, ist hier im Gegensatz zur vorherigen Diskretisierung keine zuséatzliche Be-
dingung an die Positivitat der zu haltenden Aktien gestellt, da per Definition 1] > 0 gilt.
Somit gilt auch, dass unabhéngig von der tatsidchlichen Wertentwicklung immer ein positi-
ver Bestand an Aktien gehalten wird. Auch wenn die Garantie unterschritten wird, bleibt
der Investor in der risikobehafteten Anlage investiert. Zum einen geht er damit das Risiko
auf weitere Verluste ein, andererseits bietet sich ihm die Chance, Verluste zu kompensieren.

Ausgehend von einer dquidistanten Zerlegung ergibt sich fiir den Wertprozess der Strategie.
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Proposition 4.2.1 (A-Approximation des Wertprozess) Fir den Wertprozess eines
zeitdiskreten A-Hedges der einfachen CPPI gilt:

k
St~z )" (Stuss
‘/t‘):+1 — etk (%—f—m%—Go Z( ti —(r+ 21 2)25) (;:16 At_1)>

=0
Beweis : Ausgehend von der Anzahl der zuhaltenden Aktien ergibt sich

e T =T T T‘At
Vtk+1 _ntk+1Stk+1 (V ntk+1Stk> €

:ertk+l Vb + Z zAt)r,r]Z'H_l Sti+1€_TAt o St,))
k Sm—l
=e"t [ Vg + m(Vy — Gy) Z o~ (iA)r fgm e*(m—l)@%%a?)zﬁt(StiJrlefrAt . Sti))
=0 0
" /S m/S
—eltht % ‘I—m(% _ GO) Pty —(r+(7n 1) 02)t; ﬂe_TAt 1
i— SO Sti
|
Entsprechend ergibt sich der Cushion
~ ~ S - /S
Cl.. = Cre™+m(Vp—Go)m (ie_(’”r( 2 1)"2”’“) (ﬂ — emt) (4.2.1)
+ SO Stk
k m
St. (m=1) 2\, St.
_ Vo — G rtg41 1+m i —(r—&—Ta )ts Mlitl —rAt 1
(Vo — Go)e ( z(s e

Im Gegensatz zur auf dem Wert basierenden Diskretisierung ergibt sich die Konvergenz
des Wertprozesses direkt aus der Konvergenz der Strategie. Der Wertprozess lisst sich als
stochastisches Integral beziiglich der Strategie darstellen. Wie bekannt ist, folgt fiir sto-
chastische Integrale aus der Konvergenz des Integranden auch die Konvergenz des Integrals.
Fiir eine Darstellung dieser Ergebnisse im Bereich der Finanzmathematik sei auf Duffie und

Protter (1992) verwiesen.

Im Gegensatz zur vorherigen Diskretisierung sind die Zuwéchse des Wertprozesses nicht
mehr unabhéngig. In diesem Sinne liegt im Vergleich eine stédrkere Pfadabhéngigkeit vor.
Zur Verdeutlichung betrachten wir die lokale Ausfallwahrscheinlichkeit. Aus Gleichung 4.2.1
ergibt sich

Ple

tet1

rAt
<OC~'T:c =P —Stk“—erm < - « mé'T:c
P S, Sty (r+- 5 g2 fi
th m(Vy — Go)m ( ke k)
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Im Gegensatz zur urspriinglichen Diskretisierung ist die lokale Ausfallwahrscheinlichkeit
weder konstant, noch von der vorherigen Wertentwicklung unabhéngig. Insbesondere fiihrt
dies dazu, dass es nicht moglich ist, die Ausfallwahrscheinlichkeit und den erwarteten Ausfall

explizit zu bestimmen.

Erwarteteter Endwert diskrete CPPI Erwarteteter Endwert diskrete CPPI
Parameter {Vp,Go T,oret ri={1000, 800., 5., 0.2, 0.15,0.05, 5.} Parameter {¥p, Gg, T o, tn={1000., 900, 5, 0.2, 015, 0.05, 60.}

20000
4000

15000
3500

Wiert-basierend Wert-basierend

10000

w
a
5]
5]

A—Hedge A-Hedge

Erwartete Auszahlung
Enwartete Auszahlung

5000
2500

Abbildung 4.3: Erwartungswert der A-Approximation und der Wert-basierenden Approxima-
tion in Abhéngigkeit der Handelstage und des Multiplier

Es ist jedoch moglich die Momente der Strategie zu bestimmen. Wir beschrinken uns hier

auf den Erwartungswert.

Korollar 4.2.1 Der Erwartungswert des zeitdiskreten A-Hedges einer einfachen CPPI ist

durch
6(N—T)At — ]_

T rT T m(p—r)T _
EVi]=¢e"Vo+ e m(Vy — Go) (e (p=n)T" _ 1) g s vy
gegeben.

Man beachte, dass im Gegensatz zur auf dem Wert basierenden Approximation der Erwar-
tungswert der A-Approximation unabhéngig von der Volatilitdt der Aktie o ist. Im Ge-
gensatz dazu ist jedoch die Allokation von der Volatilitdt abhdngig. Dies ldsst sich dhnlich
interpretieren wie der Unterschied zwischen (beschriankter) CPPI und OBPI. Wihrend bei
der einen (OBPI) die Investition von der angenommenen Volatilitdt abhéngig ist und dafiir
der Endwert eine Funktion des Aktienkurses, ist bei der anderen die Handlungsanweisung

unabhéngig von der Volatilitdt, jedoch ist die Auszahlung von der Volatilitdt abhéngig.
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Beweis Korollar 4.2.1:
n—1 (1) S g
‘~/T = ™V, + e —m(r+2Ls2); t; tit1 r
E[V7] Vo + e Tm(Vy — Go) E e~ mr+ 5 0%)iAt o E S:i oAt _ g

[e=]

1=

=

S

= TV + e Tm(Vp — Go) (e—m<r+<’”ﬁvf2w)i <e<mu+”“;”a2>my (eA 1)
=0

rT rT m(p—r)T —G(M_T)At -1
= " Vo+e"m(Vy —Go) (e - 1) em(u—r)At _
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Abbildung 4.4: Histogramm fiir die Verteilung (gesamt und auf Verlust beschréankt) des End-
wertes der A-Approximation und der Wert-basierenden Approximation (50.000 Pfade)

Eine Moglichkeit um beide Diskretisierungen beziiglich der auf dem Ausfall basierende Ri-

sikomafe zu vergleichen, besteht in der Simulation der A-Approximation. Es sei nochmals
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darauf hingewiesen, dass die unbeschrénkte, einfache CPPI eine sehr hohe Kurtosis besitzt,
was eine Simulation iiblicherweise ungenau werden lasst, da seltene Extremereignisse die
Schétzung stark beeintréchtigen. Dies war einer der Griinde, warum bislang auf Simulatio-
nen verzichtetet wurde. Die Abbildung 4.4 und Tabelle 4.4 gibt die simulierten Ergebnisse
beider Approximationen fiir einen Anlagehorizont von fiinf Jahren und monatlichen Anpas-
sungen an. Zur Einschétzung der Giite der Simulation sind zusétzlich, soweit moglich, die
exakten Werte angegeben.'® Es zeigt sich, dass die A-Approximation ein weit groferes Ver-
lustrisiko besitzt. Wéahrend der hohere erwartete Ausfall durchaus zu erwarten war, da die
Strategie durch die dauerhaft positive Investitionsquote eine deutlich gréfere Schwankungs-
breite besitzt, fillt auf, dass auch die Ausfallwahrscheinlichkeit deutlich grofer ist. Die oben
genannte Motivation, durch das Vermeiden des Cash-Locks von zukiinftigen Gewinnen zu
profitieren und somit moglicherweise einen Wert oberhalb der Garantie zu erzielen, ist offen-
sichtlich irrefiihrend. Die Abbildungen 4.3 zeigen zwar, dass die A-Approximation teilweise
einen hoheren Erwartungswert besitzt. Unter der Annahme, dass die Prioritéat beziiglich der

Einhaltung der Garantie liegt, ist die Approximation insgesamt als ineffektiv abzulehnen.

Risikomaf Wertbasierend A-Approximation
simuliert analytisch || simuliert analytisch

PSF 0,21% 0,21% 11,74%

ESF (unbedingt) 0,09 0,12 19,73

ESF (bedingt) 40,93 56,59 372,4

Erwartungswert 4017 4031 3916 4108

Parameter:V, = 1000, Gy = 800, T' =5, 0 = 20%, pu = 15%, r = 5%, n = 60

Tabelle 4.4: Simulierte Risikomafse der A-Approximation und der Wert-basierenden Diskreti-
sierung (50.000 Pfade)

15Prinzipiell bieten sich diese Werte als Kontrollvariate im Rahmen der Varianz-Reduktion einer Monte-

Carlo-Simulation (vgl. Glasserman (2004)). Da die Ergebnisse eindeutig sind, haben wir darauf verzichtet.



142 CPPI Strategien mit Handelsbeschrankungen

4.3 Ausfallwahrscheinlichkeit der beschrankten CPPI

An dieser Stelle wollen wir eine Approximation fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit der be-
schrankten CPPI in diskreter Zeit angeben. Wir nehmen wiederum an, dass die Handels-
zeitpunkte dquidistant verteilt sind, d.h. Handel erfolgt zu den Zeitpunkten to < t; < ... <
tn=Tmit t; =i- L.
Die Approximation beruht auf zwei Uberlegungen. Zum einen, falls die obere Grenze fiir
die Investitionsquote erreicht wurde, handelt es sich bei der stetigen Strategie um eine Buy-
and-Hold-Strategie. Unter der Annahme, dass der im Abschnitt 3.1 definierte Prozess X,
zwischen zwei Zeitpunkten ¢; und ¢;,, grofer als Null ist, entspricht die stetige Strategie
also direkt einer diskreten Version.

Zum anderen gilt, sofern die maximale Investitionsquote zum Zeitpunkt ¢, nicht erreicht ist,
dass die Strategie der einfachen CPPI entspricht. In diesem Fall finden die Uberlegungen
aus dem Abschnitt 4.1 Anwendung. Wir wir gesehen haben, konvergiert die diskrete Stra-
tegie gegen die stetige Strategie. Insbesondere unter der Bedingung, dass der Cushion zum
Zeitpunkt t; positiv ist, lasst sich somit die diskrete einfache Strategie durch die stetige
einfache Strategie approximieren. Es sei daran erinnert, dass fiir den zeitdiskreten Cushion

C7 unter der Bedingung étTk > 0 gilt

~T ~r rL St -z
Ci., =Ciem (1 +m ( S’Z“ e — 1))
k

Eine Anwendung der Bernoullischen Ungleichung ergibt

~ S, m
<Gy et (_;:
k

Auf der anderen Seite gilt fiir die einfache Strategie nach den Uberlegungen in Abschnitt
2.1

r (S Lo\
= o = E k+1 — 7n+m7_0— L
Otk-‘rl _Otke " (—6 ( ? )")

Somit lésst sich die Differenz zwischen stetiger und diskreter Strategie fiir C~’tk = C’[k durch

~T ~ rL Stk+1 " ~T ~ ~ L Stk+1 " =
Ctk“ B Ctke ! T S C(tk%—l o Ctk+1 S Ctke " T - Ctk+1
k k

abschéatzen.
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Insgesamt erscheint es nahe liegend, den diskreten Prozess durch den zeitstetigen im Zeit-
punkt ¢, zu approximieren, unter der Annahme, dass bis einschlieflich ¢; kein Ausfall erfolgt
ist. Es bezeichnen C] bzw. V" den Cushion- bzw. Wertprozess der diskreten beschrénkten
CPPI und C; bzw. V; den Cushion- bzw. Wertprozess der stetigen beschrankten CPPI. Dies

fihrt uns zu

Lemma 4.3.1 Unter den obigen Annahmen gilt fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit der be-
schrinkten CPPI in diskreter Zeit

Gt T
T T > P(VSZL’) lnTk—(/L—T—102>—
PET = PV < Gy VI > Gyy) ~ / A 3

LGt Z Z
m—1 "tk ro oy g "

Dabei bezeichnet ¢(x) die Dichte der Standardnormalverteilung.

Beweis : vgl. Appendix |

Mit diesem Lemma und den Darstellungen der Verteilung der beschrankten CPPI als Laplace-
Transformationen lisst sich die Ausfallwahrscheinlichkeit nun ebenfalls explizit als Laplace-
Transformation darstellen. Sei dazu die lokale Shortfall-Wahrscheinlichkeit der einfachen
CPPI durch P™F = N(d,) mit dy = In % ~(e—r— 309t e in Lemma 4.1.2 bestimmt und

oAt
At = % Des Weiteren sei die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Portfolio, das vollsténdig in

In €0 (p—r—1o2)At
die risikobehaftete Anlage investiert ist, durch QYSF = A/ (dy) mit dy = —2 (: i ) ge-

geben. Die Ausfallwahrscheinlichkeit QST folgt direkt aus der Verteilung des Aktienkurses.
Mit Korollar 3.1.4 fiir die Verteilung der beschrinkten CPPI in stetiger Zeit ergibt sich

Theorem 4.3.2 Die Ausfallwahrscheinlichkeit der beschrinkten CPPI in diskreter Zeit ist

fiir k > 1 ndherungsweise durch

~ Ko(N)
~ _ Ki(A m T Ry A, KaN(u-r-10?) -
P = PLSF_‘CE\;) KIE)\; (m— 1 e 2 A - AN (dy(K>))
2
falls m(Vy — Go) < Vg und
PkLSF _ QLSF
Y=
K3(A) ([ m T 0 A, Kb
-1 3 4 4 _KaN(u-r—jo
P () T e S ) - Ndo( 1)
K6(>\) 2 1_2
+( m ) TRy KeONr )
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Ks(\) Kg(\)e2ro VA
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falls m(Vy — Go) > Vi gegeben. Dabei seien da(x) := In 2 —umr—ao— 3o )AL g do(x) =

o aV/At
In %—(u—r—wa—%a%At
oV At ’
Beweis : vgl. Appendix |

In Analogie zum Abschnitt 4.1 ergibt sich die (gesamte) Ausfallwahrscheinlichkeit aus den

lokalen Ausfallwahrscheinlichkeiten.

Korollar 4.3.3 Die Ausfallwahrscheinlichkeit der beschrinkten, zeitdiskreten CPPI ist durch

P Z PLSFH PLSF
mit PLST = PESE | falls m(Vy — Go) < Vo baw. PESE = QST falls m(Vy— Go) > Vg, gegeben.

Beweis : Man beachte, dass die Wahrscheinlichkeit fiir keinen Ausfall durch

n

1 _PSF :H (1 —PiLSF)

i=1
gegeben ist. Ausmultiplizieren ergibt

n—1

— H (1 o PiLSF PLSF H PLSF

i=1

_ Z PLSF H PLSF
Die anfénglichen lokalen Ausfallwahrscheinlichkeiten bestimmen sich aus der Startbe-

dingung der Strategie, d.h. ob anfinglich einer einfachen CPPI oder einer Buy-and-
Hold-Strategie gefolgt wird. [

Abbildung 4.5 vergleicht die Ausfallwahrscheinlichkeit der beschrankten mit der Ausfall-
wahrscheinlichkeit der einfachen CPPI. Im Falle einer gerade 100%igen anfénglichen Inves-
tition in die Aktie (rechts) sieht man, dass die Ausfallwahrscheinlichkeit der beschrankten
CPPI in diskreter Zeit unabhéngig von der Anzahl der Handelstage deutlich geringer ist als
bei der einfachen CPPI. Die linke Abbildung zeigt, dass dieser Effekt unabhingig vom Mul-
tiplier zu beobachten ist und der Effekt fiir grofse Multiplier deutlicher wird. Im Gegensatz
zur einfachen CPPI bedeutet ein grofer Multiplier, dass die Strategie weitestgehend einer
Buy-and-Hold-Strategie entspricht. Fiir diese ist die Ausfallwahrscheinlichkeit aber deutlich
geringer als die Ausfallwahrscheinlichkeit der einfachen CPPI.
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Ausfalbwahrscheinlichkeit in Abhangigkeit des Multiplier Ausfallwahrscheinlichkeit in Abhangigkeit der Handelstage
Parameter {vy,Gp.T oz, Ni={1000, 800, 5., 0.2, 0.15, 0.05, 10} Parameter [y Go.T.oe,rmi={1000, 800, 5,02, 0.15, 005 5}
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Abbildung 4.5: Ausfallwahrscheinlichkeit beschrinkte CPPI in Abhéngigkeit vom Multiplier
(10 Handelstage) und den Handelstagen (m = 5)

Analog liefen sich nun auch die weiteren Risikomafe des Abschnitts 4.1 approximativ fiir
die beschrinkte CPPI herleiten. An der hier erfolgten Argumentation wird aber bereits
ersichtlich, dass die dort hergeleiteten Mafe beziiglich des Ausfallrisikos eine obere Schranke

fiir die beschrankte CPPI in diskreter Zeit darstellen.
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Kapitel 5 - Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit wurde versucht eine moglichst analytische Beschreibung verschie-
dener Modifikationen der Constant Proportion Portfolio Insurance im Rahmen des Black-
Scholes-Modells vorzunehmen. Im Zuge dessen wurden okonomisch sinnvolle Risikomafse
vorgestellt und mathematische Eigenschaften der geometrischen Brownschen Bewegung her-
geleitet.

Die Modifikationen leiteten sich aus drei unterschiedlichen Ansétzen und Kritikpunkten an
der einfachen CPPI hervor. Zum einen wurden Wachstumsraten der Garantie betrachtet,
die sich von der risikolosen Rendite unterscheiden. Diese Modifikation fithrte zum einen zur
CPPI mit konstantem Floor und zum anderen zur CPPI mit Floor-Anpassung. Im ersten
Fall ist das Wachstum weiterhin deterministisch. Im zweiten Fall passt sich die Garantie an
den maximal erreichten Wert an. Eine zweite Modifikation bestand in der Betrachtung der
CPPI unter Kreditbeschrinkungen, was zum einen ebenfalls eine Motivation fiir die CP-
PI mit Floor-Anpassung lieferte und zum anderen zur beschréinkten CPPI fiihrte, die sich
als Kreuzung einer Buy-and-Hold-Strategie und einer einfachen CPPI auffassen lésst. Ein
letzter Punkt bestand in der Betrachtung der CPPI unter Annahme diskreter Handelszeit-

punkte und einer geeigneten Definition der CPPI in diesem zeitdiskreten Rahmen.

Es zeigte sich, dass man, dhnlich wie bei Optionen, nicht allgemein von der CPPI Strategie
sprechen kann, sondern je nach Modifikation verschiedenste Merkmale auftreten, die sich
haufig mit den Merkmalen entsprechender Optionen identifizieren lassen. Ein erstes Beispiel
stellte die einfache CPPI dar, welche sich als Power-Kontrakt darstellen lief.

Fiir die CPPI mit konstantem Floor ergab sich, dass sie Analogien zu Asiatischen Optionen
besitzt, was sich in der Bildung eines durchschnittlichen Einstandskurses wiederspiegelt.
Ein wesentliches Ergebnis bestand darin, dass durch die konstante Garantie ein besseres
Investitionsverhalten der Strategie erreicht wurde. Auf den Ergebnissen aufbauend haben
wir zusétzlich gezeigt, wie sich die Einzahlung einer periodischen Prédmie in die einfache
CPPI behandeln lésst. Weiterhin konnten wir fiir die CPPI mit Floor-Anpassung zeigen, dass
das Verhalten der Garantie demjenigen einer Lookback-Option entspricht. Ein Vergleich mit
einer européaischen Option erschien somit ausschlieflich fiir die beschrinkte CPPI sinnvoll.
Im Zuge der Interpretation der Auszahlungen als Optionen wurde deutlich, dass im Ge-
gensatz zu den optionsbasierten Strategien bei der CPPI und ihren Modifikationen keine
anfingliche Préamie zu zahlen ist, sondern dass diese kontinuierlich iiber die Laufzeit hinweg
anfallt. Dadurch ist es fiir die CPPI im Gegensatz zur OBPI auch nicht notwendig einen
festen Anlagehorizont festzulegen. Die CPPI ist in diesem Sinne Zeit-invariant. Wahrend bei
der einfachen CPPI, der CPPI mit konstantem Floor und der CPPI mit Floor-Anpassung die
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Pramie dauerhaft zu zahlen ist, was zu einem Diskont der Aktie und damit auch der Option
fiihrt, ist das Pramienverhalten der beschrinkten CPPI stochastisch. Die Pramie bestimm-
te sich aus der Dauer, wihrend der geméfs den Vorschriften der einfachen CPPI gehandelt
wurde. Falls der Hebel bzw. Multiplier hinreichend groft gewéhlt wird, lasst sich somit im
Gegensatz zur einfachen OBPI auch eine 100%-ige Partizipation an den Kurszuwéchsen der
Aktie erzielen. Da die beschrinkte CPPI mit wachsendem Multiplier als Approximation der
Stop-Loss-Strategie aufgefasst werden kann, ergab sich eine Interpretation der beschrankten
CPPI als Kreuzung zwischen der einfachen OBPI und der Stop-Loss-Strategie. Im Ver-
gleich zur Stop-Loss-Strategie ergab sich dabei sowohl eine héhere erwartete Auszahlung als
auch ein geringeres Cash-Lock-Risiko. Ein wesentliches Unterscheidungsmerkmal zwischen
beschrankter CPPI und OBPI ergab sich bei langen Anlagehorizonten. Wéhrend die OB-
PI anfénglich nur geringe Investitionsquoten besitzt und bei Kursgewinnen der Aktie nur
langsam Kapital aufbaut, erfolgt dies bei der CPPI beziiglich der vorgeschlagenen Wahl
des Hebels bereits zu Laufzeitbeginn. Es zeigte sich, dass es fiir die Effektivitdat der CPPI
wesentlich ist, dabei die Beziehung zwischen Multiplier und Garantie auf Seiten der Strate-
gieparameter und Rendite und Volatilitat auf Seiten der Modellparameter zu beachten. Zur
Sicherung einer langfristig hohen Investitionsquote und damit auch zur Sicherung einer iiber

2(p—r)

der risikolosen Anlage liegenden Rendite ist es notwendig, dass die Beziehung m < =75~

gilt. Um andererseits eine 100%-ige Partizipation zu erzielen, ergab sich als Bedingung an

den Multiplier m > VOYOGO. Sofern beide Bedingungen erfiillt sind, konnte die Effektivitat
der beschrankten CPPI unter Betrachtung der Risikomafe gezeigt werden.

Andererseits zeigten die Uberlegungen zur CPPI mit konstantem Floor, dass durch den Ver-
zicht der risikolosen Verzinsung der Garantie auch bei zwischenzeitlichen Verlusten bereits
in kurzen Zeitrdumen wieder ausreichend hohe Investitionsquoten erzielt werden konnen. In
Verbindung mit einer CPPI mit Floor-Anpassung sollte auch hier ein entsprechendes Wohl-
verhalten der Strategie beobachtbar sein. Eine Untersuchung miisste jedoch im Rahmen
einer Simulationsstudie vorgenommen werden, da die Pfadabhéngigkeit fiir eine analytische
Beschreibung zu grof ist, und bietet die Moglichkeit fiir weitere Untersuchungen. Im Gegen-
satz zur einfachen CPPI sollte die Simulation einer beschrankten CPPI hinreichend genaue
Ergebnisse liefern, da wir gezeigt haben, dass die hoheren Momente der beschrankten CPPI

deutlich kleiner als die der unbeschrankten sind.

Wahrend die betrachteten Modifikationen im Rahmen einer zeitstetigen Strategie zu je-
dem Zeitpunkt den gewiinschten Floor garantieren, ergibt sich durch die Beschrankung auf
diskrete, deterministische Handelszeitpunkte das Risiko eines Ausfalls, d.h. eines Wertes un-

terhalb des Floors. Die Bedeutung dieses Ausfallrisikos ergibt sich aus praktischer Sicht vor
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allem aus dem folgenden Grund. Investmentfonds, die explizit geméf einer CPPI-Strategie
handeln und zusatzlich den Investoren eine entsprechende Kapitalgarantie geben, gewahren
den Investoren damit implizit eine Option. Eine Bewertung dieser Option kann mit den vor-
liegenden Ergebnissen direkt vorgenommen werden, indem man den erwarteten Ausfall unter
dem Martingalmafl bestimmt. Der Vorteil der CPPI in ihrer urspriinglichen Definition in die-
sem zeitdiskreten Rahmen gegeniiber optionsbasierten Strategien basiert auf verschiedenen
Griinden. Die Anwendung erfordert ausschlieflich den Wert der Strategie am Handelstag
und benétigt keine Kenntnis der Volatilitdt der Aktie. Insbesondere ist die Anwendung der
Strategie im Gegensatz zum Delta-Hedge einer optionsbasierten Strategie unabhéngig von
den Modellparametern. Des Weiteren liefen sich die entsprechenden Risikomafe leicht aus
der Unabhéngigkeit der Zuwichse bestimmen. Um diese Vorteile zu verdeutlichen haben
wir zusatzlich einen Delta-Hedge der CPPI basierend auf ihren Optionseigenschaften her-
geleitet. Es zeigte sich, dass die urspriingliche Definition neben der erwahnten Einfachheit
auch ein geringeres Ausfallrisiko besitzt. Insgesamt ergab sich aus den Betrachtungen die
Notwendigkeit einer weiteren Bedingung an die Strategie- und Modellparameter, die in der
Spezifizierung eines maximalen Ausfallrisikos lag. Anhand von Beispielen haben wir jedoch
gesehen, dass bereits eine vergleichsweise geringe Handelsfrequenz ausreicht, um das Ausfall-
risiko hinreichend klein zu halten. Abschliefsend konnten wir anhand einer Approximation
der beschrinkten CPPI zeigen, dass das Ausfallrisiko einer beschrankten CPPI deutlich klei-
ner ist, und somit die beziiglich der einfachen CPPI erzielten Ergebnisse als obere Grenzen

fiir das Ausfallrisiko betrachten.

Insgesamt zeigte sich, dass mit CPPI-Strategien eine dhnliche Vielzahl von Eigenschaften
wie bei optionsbasierten Strategien erzielbar sind. Aufgrund ihrer vergleichsweise einfachen
Allokation bilden sie dabei eine sinnvolle Alternative, vor allem unter dem Hintergrund
des Modellrisikos, ausgedriickt durch die Missspezifikation der Parameter und moglichen

Handelsbeschrankungen, und einer méglichen Unsicherheit {iber den Anlagehorizont.
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A.1 Einige Integralformeln

Lemma A.1.1 Fir alle c,k € R, n>1 und x > 0 gilt:

1 n(n—2ck) n

/x”_lgb(chklnx)dx = ¢ 212 N(c+k1nx— —> (A.1.1)

k

Beweis : Differenzieren der rechten Seite in A.1.1 ergibt:

1 n(n—2c 1 n(n—2c
((% (Ee o k)./\/'(c—i-klnx—%)) = = k)¢(c+klnx—%>

_ len(nzzgck)6_%(%_2%(c+klnx))¢(c+ kinz)
x

= 2" '¢(c+klnz)

|
Lemma A.1.2 Fir alle c,k € R, n > 1 und x > 0 gilt:
/nw”_l./\/(c + klnz)dx
n(n—2ck) n

= 2"N(c+klnz) —e 22 N<c+k:1nx—E> (A.1.2)
Beweis : Folgt direkt aus partieller Integration und Lemma A.1.1. |

Lemma A.1.3 Fir alle c,d,k € R, n >0 und v > x gilt:

" d+kln(v —
/U (c+d+kin m))gzﬁ(c—l—khrl(v —x))dv
v—2x

= ——¢(c+kln(v—1x)) (A.1.3)

,Un
k
+

()7 () i 25

Beweis : Folgt nach einfachen, aber umfangreichen Umformungen aus der Differen-

zierung der rechten Seite. |

Lemma A.1.4 Fiir alleb,c,z,y e R, t e Rt und 0 < 7 <t gilt:

o0 )2 2
/ o OH DO FY) gep-ent g, (A.1.4)
0 2my/T3(t —7)3
— 1 e—%((Lﬂ—y)2+c(2$T+2y(t—T)—C’T(t—T)))

9

t—(x =y’ +elx—yt—21)+7(t - 1) x(t—7)+yr+cr(t —71)
( NG N(=g) + 2 ) cb(g))
mit
xr+y(t—71)—cr(t —7)
Tt(t — )
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Beweis : Sei g(b) := Xm0 <=7 {jipformen von A.1.4 ergibt

\/(tf‘l‘)Tt

o0 2 0?2
/ b O 2)(b4y) gl emw?
0 2\/73(t — 7)3

B /°° (b+z)(b+y) 67(z—y)2+c(2zr+22;t,(t_r)_c(t_fm .
0

e~29°®) dbquad.
21/ T3(t — T)3 K

Durch Substitution ergibt sich

1 (ccfy)Q+c(2x7‘+2y(t77—)76(t77)7) 1 o] L
— —6_ 2t a26_ sa da
o ViEE Jg()

(x—y)(t —27)+2c(t — 7)1 [ N
/Tt —7) /g(o>
—(z—y)?+ (x —y)e(t =27) + At — 7)1 [ 1a?g
Vr [t )

mit g = ¢(0), [ ¢(z)dz = N(z), [zd(z)dx = —¢(z) und [ 2?¢(zx)dz = N(z) + z¢(x)
folgt

_|_

N (1 =N(g) +g6(9))

(x—y)(t —27) +2c(t — )7
t2\/T(t —7) oL9)
—(z—y)?+ (x—y)c(t —27)+ At —7)T

N

1 _ (@—y)’Fear42y(t—T)—c(t—T)7) ( 1
2t

+

1= X)

Weitere Umformungen ergeben die Behauptung. |



154 Beweise

A.2 Beweise zur OBPI

Beweis Proposition 1.4.5 : Umformen, Einsetzen der Verteilung fiir den Aktienkurs

und Anwendung von Lemma A.1.1 ergibt

E[(Vr)"l = E[(G+a(Sr— K(a)*)"]
= 5l () atsr - K<a>>+>1
- G"+ Z (n)G" ’ Z/KO;)(S — K())'P[Sr € ds]

- (e p (o
Je 5&¢<1“3‘2%%“2)T)
= G”+ZZ( )( )G" 0l (— K (a)) et T ol

i=1 7=0
N —InK(a) + (u+ 20T
VT

was der Behauptung entspricht. |

Beweis Korollar 1.4.4 : Aufgrund der Monotonie zwischen Partizipationsrate und -
level reicht es aus, die Monotonie im Partizipationslevel zu beweisen. Durch Einsetzen

der Anfangsbedingung fiir o lasst sich der Erwartunsgwert fiir die OBPI wie folgt

darstellen: WA (1) — K ()N (d_ (1)
ElVal =G C 7€ +\H)) — Q —\u
Vil = G4 G TN () — K(@N(d (1)
mit di(z) = _IHK(QC):/(%&%UQ)T. Als hinreichende Bedingung fiir die Monotonie folgt
OFE[Vr] >0
0K (o) —

Mit 2N (@ a)}((i()( ONW@-) — _Af(d_(z)) ergeben elementare Umformungen als dqui-

valente Bedingung
AN _ e N(de ()
N(d—(r)) = N(d—(n))

fir p > r. Mit f(z):=e zTﬁ[/E?ExB ergibt sich hierfiir als hinreichende Bedingung

9f(z)
dr —

e

>0
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Die Ableitung lasst sich wie folgt darstellen

1) o VT )N (2) — 6(d_(1)N(d (1))
gr @)t N (d_(@)))?
N @) VT <Oﬁ+ b(dy(z) ¢<d_<x>>>

N(d_(@) o N(ds(@)  N(d_(2))

Der Term aufterhalb der Klammer ist sicherlich positiv, so dass es zu zeigen ausreicht,
dass auch der Term innerhalb der Klammer positiv ist, also
_ T d_
T @ VD) @) L
N(d_(z) +ovT) N(d_(x))
d(d—(2)+oVT) _ ¢(d—(x))

N(d—(z)+ovT)  N(d-(2))

& > —1
oVT N
Mit H(z) := /‘ff(é)) ist dies insbesondere dann erfiillt, falls gilt
H'(z)=—-H(2)(z+H(2)) > -1 VzeR,
Mit geeigneten Ungleichungen fiir die Mill’s Ratio! folgt
. - 9(2) ( ¢(2) )
lim —H H = —1 +
Jim —H(z)(z+ H(z)) SANG TN
—_———
>0
211 211
> —limz i (z—l—z + ):—1
P E

Mit H"(z) = H(2) ((z + H(2))(z +2H(2)) — 1) > 0 fiir alle z € R folgt die Behaup-
tung. 2 |

IFiir > 0 gilt:
x

z2+1
vgl. z.B. Gordon (1941). Fiir z < 0 folgt aus der Symmetrie

$(z) < 1-N(@) < 10(a)

Ed
2+ 1

Blx) < N(w) < T6(a)

2Mit H(z) > 0 gilt offensichtlich H”(z) > 0 fiir alle |2| > 1. Fiir |2| < 1 ergeben die Abschiitzungen
N(z) <N(0) + 2¢(2) fiir =1 < z <0 und N (z) < N(0) + 26(0) fiir 0 < z < ¢ die Abschitzung
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A.3 Beweise zur CPPI mit konstantem Floor

Beweis Proposition 2.2.2: Es bezeichene V; den Wert der CPPI mit konstanter Ga-
rantie und V; den Wert der einfachen CPPI mit gleicher anfinglicher Garantie. Aqui-

valenzumformungen ergeben

& mCyV, > mC,V,
o mC; (Gy+Cy) > mCy (G +Cy)
PN m(ét+étrGfgéds> G, +C,) > mé’t<G+C~'t+C~’trGfgé%ds)
& m<1+TGf0téisds> <G6”+C~'t > m<G+C~'t+C~'trGf0téisds>
& m(l—i—rGf(Jtéisds) Ge™ > mG
& (1—|—7‘Gfgc%sds>e” > 1
Fiir r > 0 gilt letzte Gleichung und somit auch die Behauptung. |

Beweis Proposition 2.2.3: Mit 0 := mu — (m — 1)r — 3m*c? und
t

Ct — €9t+mUWt (CO + TG/ ef(Germo'Ws) dS)
0

gilt zunéchst einmal
n t 7
Cr=>_ (”) Cut (rG! enersmaw) ( [ et ds)
i—0 \' 0

Aufgrund der Symmetrie der Brownschen Bewegung besitzt der obige Term die gleiche

Verteilung wie

n t 7
Z (n) 06171 (TG)Z e(fn)(fGteraWt) (/ 6(795+m0'WS) dS)
t 0

1=0

Die Anwendung von Korollar 1.3.9 mit ¢ = —n, # £ —0 und ¢ £ om ergibt

t i
e(fn)(79t+mo'Wt) (/ 6(795+maW5) dS) ]
0

- (n)cg‘i<ra>i LS R o
=0 0

n

Elcp) =3 (ZL) Cri (rG)' E

1=0

- n! G\ (—n——2—) m2o2 -
— CTL—Z ( ) C. . m2o2 6(0+ 5 (n_]))(n_])t

E : _ )10 252 E : g5t

— (n—1)! m2o?) <
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Beweis Korollar 2.2.1: Mit Proposition 2.2.3 folgt

U G 'S~ (b (O+7222 (1- 7)) (1)t

=0 j=0
(-1 F3) (gmie? rG (-1 7)) (g4mie? (-1-77)
=Cocgy ™7 TR 4 (—m202> (co,l R T )
Mit cby ™) =1,
C(_l_mzaz) 2
0,1 = )
(-1-mm) —(Fl-m=+1)
_ o*m?
Cmp— (m—1)r
und
) _
1,1 = 2 2
(_1 - m2002 + 1) - (_1 - m260'2)
_ motmt ey
mp — (m—1)r 0.1
ergibt sich die Behauptung. |

Fiir den Beweis von 2.2.4 benétigen wir zundchst ein Lemma, welches die Verteilung des
Cushion der CPPI mit konstantem Floor in Bezichung zu einem Term setzt, auf welchen

wir die Proposition 1.3.1 bzw. das Korollar 1.3.2 direkt anwenden kénnen.

Lemma A.3.1 Sei T = #t, Wt = —W; und f .= —ompr—lm— Dr—gm?o” . Dann gilt

m202

. T -
C, ~ ¢ 20T +Vr) (Co + rG / 205+ ds)
0

m2og2

Beweis : Nach 2.2.1 ist die Dynamik des Cushion durch
C _ e(m,u (m— l)rf—m a?)t+maWy (C —|—T'G/ —(mp—(m— 1)7"*%7;1202)8 moWs dS)

_ ) (CorG/ (%2 ’?Ws)ds)

gegeben. Aufgrund der Symmetrie bzw. der Skalierungseigenschaft der Brownschen

Bewegung und der Substitutionsregel folgt

- T .
Oy ~ e~ 20T+ Wr) (O 4 4 1 G / 62(95%)(13)
0
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Beweis Proposition 2.2.4: Wir betrachten zunéchst die Variable auf die bedingt wird.

Mit den Definitionen aus dem vorherigen Lemma gilt

_ 1,2
St — Soe('u 50°)t+oWy

1.2 2 7§ 25 245
~ So€<u—§0 =W+ 0T— =0T

Die Bedingung S; = s ist also dquivalent zur Bedingung

~ = m._ S m-—1 o? .
9T+WT—§IH?+T<T+m7>t—.w(s)

und somit nach obigem Lemma

T .
P [Ct c dC'St = S] =P |:g (/ 62(98+W5>d8) € dc
0

0T + Wy = w(S)}

mit g(z) := e 2 (Cy + 2% ). Nach Korollar 1.3.2 ist

ar(w(s),u)du = P UOT 205+Ws) s €

0T + Wy = w(s)]
die Dichte des Integrals und somit durch Substitution

P[Cy € de|S; = s] = (¢71(c)) - ar (w(s), g7 (c))

Einsetzen von ¢~ !(z) = ™2 (e2*C)z — Cy) und T = Z2¢ ergibt

m?o? m?o?
_ w(s) 2w(s) . __
el a<‘72;"2t> (w(s), e (e**¢ Co))
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A.4 Beweise zur beschrankten CPPI

Beweis Lemma 3.1.3: Sei f(z) die Dichtefunktion einer Zufallsvariablen Z. Wie all-

gemein bekannt gilt
Pn(Z) € dz] = (h7') (2) f(h'(2))

fiir jede monoton wachsende Funktion A : R — R mit Umkehrfunktion hA~!.

Angewandt auf den Wertprozess in 3.1.4 und die Zufallsvariable X; folgt

mGt
h — ox
(x) = ——e
In (m—1)x
h—l — mGy
() =~
1
Y (2) = —
o=

falls X; > 0 und

1 mox
h(z) = Gy (1+m_1e )

In (m—1)(z—Gy)
hfl _ Gy
(2) = —— "
1
Y ()= ———
( ) (z) mo(z — Gy)
fiir X; < 0. Die Behauptung folgt durch Einsetzen. |

Die beiden néchsten Beweise bestehen im wesentlich aus dem Integrieren der Dichtefunktion
fiir den Prozess X; und geeigneten Fallunterscheidungen. Dabei ist zu beachten, dass die

Invertierung der Laplace-Transformation dem Losen des Bromwich-Integrals

1 y+ioco

LVAFON} = —— / e F(A)dA

210 Sy oo

fir v > maxy R(zx), mit 2, Singularitdt von F', entspricht und somit die Integrationsrei-
henfolge fiir geeignetes A\ vertauscht werden kann. Dies ist insbesondere deswegen zuldssig,
weil K5(\) und K4(A) unbeschréankt monoton wachsend und Kg(A) und Kg(\) unbeschriankt
monoton fallend in A sind und das Bromwich-Integral somit wohldefiniert ist. Im Folgenden
verzichten wir auf die Darstellung des funktionalen Zusammenhangs zwischen den Funktion

K; und X und schreiben statt K;(\) kiirzer K.

Beweis Korollar 3.1.4: Wir betrachten zunédchst den Fall mCy > Vi < Xy > 0. Mit
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Theorem 1.3.15 und 3.1.2 gilt fiir v < MG

m—1

PV, <v]=P [Gt <1+ ! e“th> Sv]
m—1

:P{thilnw}

om Gy
1 (m=1)(v=Gy)

) [T K
=L, Kie"2dx

e {1 (2= ) )

Fiir -G, <v < Ve & 0 <z < 2 ergibt sich zunéchst

P[ mn Gt<‘4§v]
m—1
o mGy

11n (m—1)v

:Eg\ﬁl) {/U mGy K3eIK4—|—K5€xK6dLC}
0
Ky K¢
oo [Ks (m-Do\® K (m-00\F K K
At K4 mGt Kﬁ mGt K4 K6

und wegen 3t — £ — 32 = 0 gilt somit fiir "G, < v < Voe™

Ky K¢
_ K m—1)v\ ¢ K m—1)v\ ¢
P <ol = et {12 () 25 (e

Es verbleibt der letzte Fall v > Vpe™ < x> xy5. Wiederum betrachten wir zunéchst
die Wahrscheinlichkeit fir das Intervall

P[Voe™ < Vi < v

o mG,

1, (m—1)v
:EE\,_tl) {/ Gt <K5 _|_€2xm/ag+2,\K3> exKde}

zo

/ Keg
:Eg\—tl) {KS -+ 62I0 6(2)+2>\K3 (((m - 1)U> 7 . 6.1‘0](@) }

KG mGt

1 -1
=P {mo<Xt§ —lnu}

. 2 . .
Mit %emom — %62% V0+2AtzoKe — % ergibt sich

K¢
o

P 1 Ky + eV BH2Ky ((m— 1)
[V; S U] B X + KG mGt
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und der Beweis ist fiir mCy > Vj abgeschlossen. Weitestgehend analoge Rechnungen

liefern fir mCy < Vp:

- —Ryte "0 ot g m—1)(v— 7%
V< V'Oert : P[% S 'U] — Eg\’tl) Ks+ . 1 K3 (( lgt Gt)> }
. _ _ Ry
ve Voet, Gl PlVoet <V <o) = LY K (e—wom _ (<m71)6gffat)> am)
; 5 ( U(G)’&
K —z0 K, m—1)(v— om
_|_K_z e Tolle _ ( e t )
&
v> MG Plm G < V<o) = D& (1o (o) 7
m—1-1t " m—1-1 t = — At Rz mGs
Summieren ergibt die Behauptung. |

Beweis Korollar 3.1.5: Sei mCy > Vj. Nach Lemma 3.1.3 und Theorem 1.3.15 ergeben

sich drei unterschiedliche Bereiche fiir die Dichtefunktion und die Momente lauten

Voe'rT

meTGT 00
EV}] :/G 1 v"P[V; € dv] +/m . v"P[V; € dv] +/V TU”P[V; € dv|
T 1T N oe”
—A h —B —c

A, B und C lassen sich als Inverse der Laplace-Transformation durch Einsetzen der
Dichtefunktion, Vertauschen der Integrationsreihenfolge und geeigneten Substitution

bestimmen

T K

G 22
_pen ) [ n K1 fm—1 e
A="L,, {/0 (v+ Gr) p— ( a v> dv}
N\ i K1 (m—1\om [m=T Kytiom |
— om d
{Z (i>GT om ( Gr ) /0 ‘ U}

" K N Gr \en
_ £(_1) n Gn—z 1 m — om om T om
At {; (z T om Gr Kos+iom \m—1
n (n> G% Kl. ( 1 )z
—~\1 Ky +iom \m—1

oot (K 1\" K 1\
B= E(A_tl) / i (m - U) += (m - v) dv
’ m ov \ mGr ov \ mGr

m—1 ﬂ &
_E(_l) K3 m—1\ ¢ ’Un+ﬂ VoerT n K5 m—1Y\° Un+ﬁ
M Y Ky +on \ mGr v=—1Gr  Kg+on \ mGr

Voer T
v= mrzl GT
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ov mGrp

zen{zg+xﬁmw%”(m—1 5 %}
At -

Ke
_ o0 K. K 2xo 9(2)+2)\ -1 -
Czﬁg\tl) / o 5+ K3e ™™V (m v) o
’ V()ETT

E rT\ "+
Kg +on mGr U) (Voe™)

Dabei ist zu beachten, dass im C-Term der Wert der Stammfunktion an der oberen
Integrationsgrenze fiir hinreichend grofses A mit K4(\) < 0 gerade 0 betrdgt. Analog
zum Beweis von Korollar 3.1.4 lassen sich die Terme durch Ausnutzen der Beziehungen

zwischen den K; zusammenfassen

m " K Ks
B+C=-
- <m—1GT) <K4+an+K6+an)

Ky Ke

(251‘/0> o €2x0\/98+2/\ <Zal%) o
+ Ky(Voer ) . — .
Ky+on K¢ +on

_ m G " Kg i K5 2(‘/06TT)n
B m—1 " Ky,+on Kg+on (K4 + on)(Kg+ on)

m " Kg K5 (%erT)n
=— | ——Gr + + i
m—1 Ki+on Kg+on A—(pg—r)n—=:sn(n—1)02

2

und es ergibt sich die Behauptung fiir mCy > V4.
Fiir mCy < Vj gilt

VoerT mLGT %)
E[V}] = / V" P[V; € dv] +/ V" P[V; € dv] +/ V" PV, € dv]

G N VoerT P myzlGT
—A —B &
mit
K,
n —2x04/0%+2) *ﬁ K,
A— E(_l) n an Z[(5 + Kse 1 m—1 v T a =8
= L T = I (Voe™ — Gr)
1
_ B4 _ 56 m—lGT
n K_ m—1 om m—1 om
3 5
-1 n _ < Gr ) _Ky Gr _Kg
B=1_,{" et | — ST i om
5\ tom — Ky iom — Kg
v=e"t(Vo—Go)

Zusammenfassen vollendet den Beweis.
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Beweis Proposition 3.1.1: Die obere Grenze fiir den Prozess X; ist durch
X < XU = X+ 0t + W,

gegeben. Umformen ergibt

Xo éeth

So

U
eoXt S eaXt — ea’

Insbesondere ist die Bedingung XU > 0 dquivalent zur Bedingung S; > Spete X0,

Gleichung 3.1.4 aus Theorem 3.1.2 liefert

m XU U
vi<ad it Xy 20

t = t 1 XU U
(1 et} xv <o

und somit durch Einsetzen
V< mnileoxo g_ée—rt i St 2 Soerte—crxg
b= (1 + L (e"XOie*”> ) sonst
m—1 So

Aus der Definition von Xj in Gleichung 3.1.3

o mGo

mo Go

{ 1y (m=L%% mCy >V,
Xo =

folgt jeweils die Behauptung fiir obere Grenze. Die Herleitung fiir die untere Grenze
ergibt sich analog aus
Xy > X}f=xg+ 01t + W,

Beweis Lemma 3.1.7: Zunéchst einmal gilt:

1 1
Stzsﬁwt:—(lni—(u——cr?)t) =5
o 2

Des Weiteren ergeben die Uberlegungen aus dem Beweis zu Proposition 3.1.1 unter

den jeweiligen Bedingungen an S; = s
Vi=V/ & Xo=Xo+ 0t +3

und
‘/;:‘/;L@Xt:XO—Felt—'—g
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Einsetzen in Lemma 1.3.16 unter Verwendung der Definition von X ergibt die Be-

hauptung. Fiir den ersten Fall ergibt sich exemplarisch

P[%:‘/;U|St25i| = 1_6*%%

_ 2(Xg+6gt+3)
ot

= 1 — (eO'XO)
1 ((m — 1)‘/’0>—£t<m %"'(N—T—%U?)t-‘,—ln ;T)_(m_%ﬂ)t)
mGO .

Zusammenfassen ergibt die Behauptung. Der zweite Fall folgt analog. |
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A.5 Beweise zur CPPI mit Floor-Anpassung

Beweis Korollar 3.2.1: Wir betrachten zunichst den Fall v < Vpe™. In diesem Fall
gilt P [Gt < %U} = 0 und die Ableitung beschrankt sich auf das Integral in der
Verteilungsfunktion. Mit L(v,v) = —oo folgt N (L(v,v)) = 0 und ¢(L(v,v)) = 0 und
es ergibt sich

(L2 ()" (22

Vit

_ /G —2L"(v, jfj“” ) (G;M)%(L(jf/;f)_g) da

Mit LU('U,I') = m

scheinlichkeit fiir die Garantie auch die untere Integralgrenze beachtet. Analoge Rech-

+/GO 2 ( v ) (—L”(v,x)L(v,x)M - 0L”(v,x)gb(L(U,x))) d
)

folgt die Behauptung. Fiir v > Vje™ muss neben der Wahr-

nungen wie oben ergeben

0 g ety ( [ () () ) dx)

-/ 200, 2L 7) (G:v) & (M_ﬁ _ 9> da

20

St e ) (o (o (5)

(e () (o))

Vet
In Y0°
m—w -
Unter Verwendung von L(v, ™~*v) = =

— 04/t folgt nach einfachen, aber lingli-
chen Kalkulationen, dass die beiden letzten Terme vom Betrag identisch sind und sich

somit aufheben. Damit folgt die Behauptung. |

Beweis Proposition 3.2.3: Die Bestimmung der Momente impliziert die Einfiihrung
eines weiteren Integrals. Die Abbildung A.1 illustriert, wie in diesem Falle die Integrale
vertauscht werden kénnen. Seien dazu g(x) und h(x) monoton wachsende Funktionen.

In diesem Fall gilt: fab fg’Eg) (z,y)dydx = | (flb)) ffé\é’:;&) f(z,y)dxdy. Somit gilt fiir das
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glb] // a
gla]

a b

gla] glk]  h[a] hib]

Abbildung A.1: Geometrische Intuition zur Vertauschung der Integralgrenzen

n-te Moment

B[V = / TPV € vl

Goert

_ 7 / _QUTL(G“:Z”)M (L(U,x)w\/i) &(L(v, z))dwdv

o?mw(v — x)xt
Goert m=wy\/ Goert

20

N / % m/w Uv_nx (L(U7x)+9\/¥> ¢(L(v, x))dvdx
Goert p

Mit Lemma A.1.1 folgt fiir das innere Integral

m
m—w

/ v" (L(v, r) + 6\/1_5> o(L(v, x))dvdz

v—x
x

—om\/t [—v ¢(L(v,z)) + Z ( ) (0 + (n — i)om)VIN (L(v,m) —(n— i)am\/g)

e(n=i)om(0+57 (n—i))t T (n=1)=5 wGoe™ n—i| m-w
Goert m— w

=T
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mit L(z,z) = —oo und L (2-z,z) = aw\/

n _ rt __
:Jm\/]?(_( m )x"¢< Inz 4+ InGoe 60wt>

m—w Y |
+§(Z> DS (Gyert) 08 (m;w>_(w) (9+(n—i)am)ﬂ>

. rt
(i )om(O+ 2 (i) g7 < Inx + In Gpe OQowt _(n- i)am\/i)
ow/t

(—Inz +InGoe™ — owt) folgt

Somit gilt fiir die Momente

20 oo
2 YT e " 20 —1 1 " — Qowt
E[‘/tn] _ (GOG ) < m ) / xn—1+ﬁ¢ ( nx -+ HG(]G ow ) dr

owvVt m—w aw\/i
Goert

n . r —20 _(p—g)m —(n—1
_ Z (n> 2(0 + (n —i)om) (Goe™) = R (m _ w) " p(n—i)om(6+m2 (n—i)t
i

ow

-\ M _1 1 rt -
/ poetn—14(n- Z)wN( ne + InGoe” - bowt _ (n — i)amﬂ) dx
owy/t

Goert

(A5.1)

Das erste Integral in A.5.1 ldsst sich mit Lemma A.1.3 wie folgt bestimmen

/ x”‘H%qﬁ (— Inz + InGye™ — Qawt) ”
ow/t
Goe'rt

26 20 rt
In Goe™ —fowt
o \/_6 (ow)*t(n+=7)(n +0W+(o’w)2t( nGoe owt))

IN: ( 1 In Goe™ — fowt + (n + %)(aw)%)

o0

Inz +

_O'(,U\/% owVt

:(M\/geé(ow)%(mji)(n+§§+<ow)2t(1nGOemeawt))N. <—9t + (n+ %)(aw)t
Vit

r=Gpe’t

—owV/t (Goert) ow 6(90w+ (ow)*n)nt A ((9 + naw)\/%)

Und somit insgesamt fiir den ersten Teil der Momente

m —w

2( m Goe(r+9crw+%(ow)2n)t) N((G—l—naw)\/g)

Mit Hilfe von Lemma A.1.2 lasst sich auch das zweite Integral in A.5.1 bestimmen.
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Analoge Rechnungen zum ersten Integral liefern

[e.e]

rt
/ ()2 s (—lnx +InGoe™ — fowt (n— i)omﬂ) .
owv/t

Goert

_—ow (Goerty HnDE+35 (/\/ (_(9 i i)gm)\/a

now + (n —i)mo + 26

_e%(naw+(n—i)am+29)(naw—(n—i)am)tN ((0 + naw)\/%))

Einsetzen in A.5.1 ergibt fiir den zweiten Teil

- (1) Do (o

i=0 (e%(n—i)am((n—i)amﬂe)tj\/' (—(9 + (n — i)am)ﬁ) _ egnow(nowt20)t A7 ((9 . now)ﬂ))

Insgesamt ergibt sich die Behauptung. [

Beweis Lemma 3.2.3: Der Beweis benotigt im Prinzip die gleichen Schritte, wie bei
der Beweisfiihrung fiir die Momente des Wertprozess. Zunéchst wird durch Ableiten
die Dichte der Garantie durch

o g\ 20 (g \*
P[G; € dg] = so i <¢(d1) + (Go(iﬁ) ¢(d2)> O_CL)g (G()@Tt) N (dy)

bestimmt. Dadurch wird ersichtlich, dass das Integral zur Bestimmung der Momente

in drei Teile zerlegt werden kann,

ElGY] = / ) 9" P[G, € dyg]

Goert
welche wiederum mit den Integralformeln aus Appendix A.1 bestimmt werden kénnnen

nowt

:(Goert)ne 5 (naw+20)N((0 _‘_no_w)\/%)
+ (Goert)ne%‘*’t(now—&&@)/\/’((e + TLO’W)\/E)

29 nowt
_ _ I (now+20)
p—r: (/\/( oVt) —e * N((9+now)\/%))

+ (Goert)n

insgesamt ergibt sich

20

2now + 20 now
— rt\" 23 (now+20)t
(Goe ) (—6 N((6 + naw)\/%) + T

now + 26

N(—Q\/E)) .
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Beweis Proposition 3.2.4: Mit den Definitionen aus der Proposition gilt zunéchst g—é =
s < WY = und Vilwo—g =v & g(Mf) =v. Mit ¢(z) = Goe"towe™? (1 — e7™(@=2))

folgt ¢'(Mf) > 0 fiir MY > W¢, womit die Umkehrfunktion wohldefiniert ist. Es folgt

P{Vtgv

% _ 51 =P [M! < g7 (v)|W! = 0]
0

Mit Korollar 1.3.4 folgt die Behauptung fiir die Verteilung.

Die Formel fiir die Dichte ergibt sich durch Ableiten und Ausniitzen von (¢~')'(v) =

1
g (g7 (v))" u
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A.6 Beweise zur CPPI in diskreter Zeit

Beweis Proposition 4.1.3

Lemma A.6.1 Sei Ay (k= 1,...,n) definiert wie in Lemma 4.1.1, dy, dy und E; wie in
Proposition 4.1.3. Dann gilt

E

C;HJAj] = Cy(F)" forali=1,... n.
J=1

Beweis : Die folgenden Rechnungen basieren auf Proposition 4.1.1, Lemma 4.1.1 und

der Unabhéngigkeit und Gleichverteilung der Aktienkurszuwéchse.

i s At i
Cl La; | = Co (E (m—l — (m — 1)€T”> ]) .

E

Lemma A.6.2 Seien F; und Ey definiert wie in Proposition 4.1.3. Es gilt
B(C fiy] = o VBB
Beweis : Aus Proposition 4.1.1 und Lemma 4.1.1 folgt
i1
Cl e I]1 Aj] .
j=1
Aus der Unabhéngigkeit und Gleichverteilung der Zuwéchse und Lemma A.6.1 folgt

+
— ((m — 1)67% — mi—t)

Einfache Berechnungen ergeben, dass der obige Erwartungswert der Definition von E,

E [C; 1{ts:ti}:| == er(T_ti)E

EVil=y] = Goe’"WET'E

entspricht. [}

Varianz CPPI in diskreter Zeit

Lemma A.6.3 Sei Ay (k=1,...,n) definiert wie in Lemma 4.1.1 und E, wie in Proposi-
tion 4.1.4. Es gilt

(cr)? f[zAj] = 2 (El) Vi=1,...n.
j=1

E
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Beweis : Analog zum Beweis von Lemma A.6.1 kann gezeigt werden, dass

S o\ 2 '
i (e[ (- on- ) ]
0

Lemma A.6.4 Seien E; und Es definiert wie in Proposition 4.1.4. Es gilt

E

(O;)Q H 1Aj
j=1

E[(C3) 1 pmry] = XTI WC2EET
Beweis : Zunéchst einmal gilt wieder

E[(C3) 1)) = e TE [(CT) Lty -

i

Mit Lemma A.6.3 erhilt man

E[(O;)Ql{tsﬂi}} = B

—1
(e ] 1““]
j=1

St »T ?
(m?to—(m—l)e n) 1A1c~].

Konvergenz

Wir betrachten zunachst die Ausfallwahrscheinlichkeit

Lemma A.6.5 Es gilt
lim P°F =0

n—oo

I

d.h. die Ausfallwahrscheinlichkeit konvergiert gegen Null, falls die Handelsbeschrinkungen

verschwinden.
Beweis : Sei f € CY(R) eine beliebige Funktion mit lim, .. f(x) = 1. Aus
—1\* )
lim (f())* = lim <1 n M) _ e a(7@) )
T—00 T—00 xT

und der Anwendung der Regel von L’Hépital, d.h.

Jim 2 (f(z) —1) = Jim, % = lim —x?%m
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folgt limy_oo(f(z))® = eimo—oe =231 falls lim, o —22%L(z) existiert. Angewandt

auf die Ausfallwahrscheinlichkeit ergibt sich

lim P = lim 1— (1 — PX¥M)" =1 — lim N(dy)"
n—oo n—oo n—oo
- 11— elimn_mo 77#% -1 elimn_,oo an./\/"(dQ)%inQ

Der Beweis wird abgeschlossen mit der Definition von ds, vgl. Proposition 4.1.3, und
lim, cce™™* =0V k € N. [ |

Betrachten wir nun die Konvergenz des Cushion. Nach Lemma A.6.5 kénnen wir uns auf
den Fall C] > 0 beschranken. Wir schreiben

o £ - (n)
In e £ In ™
Co | r g Z ng;
tr =1
mit €7 = el Eroy T2 (g 1yt

cp >0

Bei den Z;’s handelt es sich um unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Die
Bedingung garantiert, dass In ™ wohldefiniert ist. Des Weiteren lisst sich zeigen, dass alle

Momente von In & existieren, d.h. die Existenz E[|In {'Z(")P] kann direkt gezeigt werden

mittels -5 <Inz +1 < z und die Aufteilung in die Bereiche in denen In fi(n) positiv bzw.

negativ ist. Insbesondere kénnen wir In 52.(") normalisieren, d.h.

—w._In ¢ — Ellne™)

—

nVar[ln 51(”)]
so dass " Var[E] = 1 und E[E{"] = 0.
Mit ¢, = k’% und einer Variante des Satz von Donsker fiir Triangular Arrays, vgl. z.B. Bil-
lingsley (1986), p.143, folgt X := Zle EE”) konvergiert in Verteilung gegen eine Brownsche
Bewegung auf [0, 1]. Aus der Unabhéngigkeit der Z;’s und dem Invarianz-Prinzip folgt somit

T \/nVar|ln (n)
lim ln& £ lim {ntJ E[n ™ + lim &l

— - W,
n—0o VT !

T

n—oo 0 n—oo
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1
Da die Folge \_"th 7 ln én) gleichméafig integrierbar ist, konnen wir Grenzwert und Erwar-

tungswert vertauschen. Aus der Anwendung der Regel von L’Hépital ergibt sich

. nt ; n
lim {TJ lnﬁl)

1
t|7 -2

= lim {n_J ln< (=) o/ —(m _1)€T%>

n—oo | T

T |ntl|s ¢
=g 7] 7] ln(1+m< wor T )
2
1 1 i E) 7z [ (p=r=5)T mﬁ

li nt |7 l \‘nt J me \/— ( n? 2\/7Z1)
= lim r— | = im jn

n—oo N _T_ nﬂooj T 1+m( (u—r— +0'\/_Zl_1>
B movtZ, if j =2 (A6.)

0 if j > 2. 0.

Aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion ergibt sich

elnfgn) — Z<1n§1 ) _1+1 51 +Z 11’151 ’ ie.
=2

J=0 J:

o0 (n)yj
e = e _1-3 W&

Jj=2 j'
und somit
| nt] ] t (o = (Ingf™)
tim 2 || | me”] = im || 7 (fl R T
nt - (n) J
nt . (LTJJ & >
— lim |2 (E[gw}—1)—» E | lim 4
Mit
E [fin)} - E [me(”*%“%%”\gzl — (m — 1) |C] > O}
Jr
= F [(me —3e RV o (m — 1)€T%) P[C] > 0]
= E(1-P%).
und Lemma A.6.5, lim,, o, d12 = 0o und N’(ds) = %e(“*’")%j\/’(dl) folgt
limy oo [ %] (B [67] = 1) = limy oo 3] (B = 1) = lim, o0 — 0?52
dy —d
:lm”mwszwﬂ_1mmmf4y¢aiNm)+eMme()a<gn2)

' N

TV
=mput =(m—1)rt =0
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und damit
; nt n) : o rL L 5 o
lim F T In&"” | = lim (mue“n — (m—Dre n) t——m°o°t

n—oo 00 2

1
=(mp — (m —1)r — §m2 )t
(n)
Gleichung (A.6.1) fiir j = 2, d.h. lim,, % = mo und

1
m <t = (r+m(p—1r) — =m?c®)t + omW,.
Co 2

schliet den Beweis ab.

Lemma A.6.6 Sei E[* definiert wie in Proposition 4.1.6. Es gilt

t ,0BE™
Jm = =

Beweis : Mit N(e3) = e 7 N”(e1) und

N (d3AO) = (1= 6)— TN (d70))

Oez—er)  O(dMO)—di™0) o T

S on =T
ergibt sich

nt OB

T 0On

1-46 T m—1 ¢

= g™ et pt N (diA(0)) — " rtN (dy*(0))
T 1+6 1—-6 T 1 1
Ho _ _ —1 T _
+m et ut <1+9m 1—6m)N(61) (m—1)e Tt(l—i—@m 1_6m)./\/<€2)
1—-6 T ot 20m T ot

. w NS TA o -1 B A/

e N (d(9)) G (m )(1+6m)(1 —om) etn N(eq) 2\/5.

Des Weiteren gilt lim,, leé(G) = 0o und lim,, o €12 = 0.

Insgesamt ergeben sich fiir die ersten vier Terme in der beiden oberen Zeilen die

_ _ ¢ 0 —0
1170 ffei”a mb; (1?ém - 1£9m)7 und —(m — 1>%t (1+16’m - 1719m)’

Fiir den ersten Term der letzten Zeile ergibt sich Konvergenz gegen 0, der hintere

Grenzwerte

fnm,ut, —

Term konvergiert jedoch gegen —oo und somit der gesamte Term. |

Lemma A.6.7 Es gilt
lim E [C; ’TA] <0.

Insbesondere folgt mit PSTT™A—0 fir n — oo, dass der Cushion einer zeitstetigen CPPI

unter Transaktionskosten gegen Null konvergiert.
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Beweis : Zunéachst gilt

lim B |7 < lim B gy |

n—oo n—oo

— lim Gy (EP) L7

wobei ET* definiert ist wie Proposition 4.1.6. Es zeigt sich leicht, dass lim,, ., Ef* = 1

und somit dank der Argumente aus dem Beweis zum Lemma A.6.5

nt . n . n TA
lim C() (EITA) I‘TJ = Coehmn_'oo L%J (EITA_1> = C’Oe_ limn — oo % Blg}n .
Anwendung von Lemma A.6.6 beendet den Beweis. |

Monotonie des Erwartungswertes

Mit Proposition 4.1.3 und der Definition von F5 folgt
rT En
EVE] = Vet + Com (e(“”")% - 1) G—IT.
1— FEie ™
Man kann leicht zeigen, dass E; > e . Intuitiv bedeutet dies, dass, falls ; > r, der erwartete
Endwert der CPPI immer grofer als die Investition in die risikolose Anlage

Betrachten wir nun die partielle Ableitung nach o, d.h.

-n E?_wail (1 — Ele_r%> — (E? — eTT) B—%e_r%
2
(1 _ Ele_”%)

Fiir p > r sind die Faktoren vor dem Bruch alle positiv. Weiterhin lasst sich leicht zeigen,

J E[VF]
do

= mCj (e(“_T)% - 1)

dass
0 F;

oo

Der Beweis erfordert analoge Argumente zur Bestimmung des Vega einer Call-Option im

> 0.

Black-Scholes-Modell und sei an dieser Stelle vernachléssigt.

Es bleibt also zu zeigen

3N

—n B (1 — Ele_r%> — (E{‘ — erT) e "n >0.

Eine Anwendung der Bernoulli-Ungleichung liefert

n B (B s 1) — e (B - e'T)

ern — F "
= % (w?l <E1 - e’“%> —Er 4 B <1 + T1> )
1

T
TW—E
> e Tn (nE{‘1<E1—6T5>—E{L+E{L<1+n—e i 1>>:O-
1

Mit E; > e"n ist die obige Ungleichung sogar strikt.

3
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Beweise zur beschrankten CPPI in diskreter Zeit

Beweis Lemma 4.3.1: Unter der Verwendung der Approximation V7 ~ V;, gilt

< Gtk+1

tkt1

P [VT

V> Gtk}

z/oop[w <Gy, V}k:x]P[Vtk e d1]

tht1
G

12

Unterscheidung zwischen den beiden unterschiedlichen Zusténden der Strategie liefert

m1 Gty
- / P [v;;ﬂ — Gy, <0V, = x} PV;, € da]
G

23
+ /OO P |:‘/t71;+1 < Gtk+1
Gtk

m ‘/%k - i

Vi, = x} P[V;, € dx]
m—1

Fiir das erste Integral beobachtet man, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit gerade
der Ausfallwahrscheinlichkeit der einfachen zeitdiskreten CPPI entspricht. Diese war
jedoch unabhéngig vom Wert der Strategie zum Zeitpunkt t,. Das zweite Integral

ergibt sich aus der Bedingung, dass das gesamte Kapital in die Aktie investiert wurde,

als Vier, = Vi Sg““. Damit aufgrund der Unabhéngigkeit der Aktienkurszuwéchse
23
’m’ni Gtk ~ o0 S G
- / C U PYSFL P, € da]+ / P | < T Py, e da
Gt ™Gy St x
k m—1 k

Aus der Verteilung der Aktienkurse und partieller Integration folgt

G oo
5 In thtl _ 1 T
m—1 o /T
" =525 Gy,
Gt
o0 1 1 k+1 _ 1 2T
+/ o [P Z o390 ) by < s

o1 Gty xa\/% 0\/%
wobei ¢ und N wie iiblich die Dichte bzw. Verteilung der Standardnormalverteilung
bezeichnen. Einsetzen und Vergleich mit der lokalen Shortfall-Wahrscheinlichkeit der
einfachen CPPI aus Lemma 4.1.2 impliziert, dass sich die beiden vorderen Terme
aufheben. Es verbleibt

PV, <zx]dx

/°° 1 5 ln%—(u—%#)%

_m_q, T T
m—1 "tk :L'O'\/: g "

S
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Beweis Theorem 4.3.2: Wir beschrinken uns auf den Fall mCy < Vj. Analoge Uberle-
gungen rechtfertigen auch den zweiten Fall. Mit Lemma 4.3.1 und Korollar 3.1.4 ergibt

sich

N Ko(N)

£ {; K ((m—l)x) v } o

o0 ) A Ko (A mGt

st - | e E
G, o

Vertauschen der Integrationsreihenfolge, d.h. Vertauschen des Integrals mit der inver-

sen Laplace-Transformation ergibt

_ /oo 1 é In tk+1 _ (,U — %0’2)At di - ,C(_l) {l}
_m_G,, TOVAL oV At ML

) _Ra0)

Ki(A) <$§;> o0 x_m_lqﬁ In t’““ — (p— 30%)At "
Ky(Nov/At G, oV At

(-1
- ‘C)\,T

Die inverse Laplace-Transformation von % ist gerade 1. Der erste Term lésst sich damit
direkt als Normalverteilung angeben. Fiir den zweiten Term léfst sich die Integralformel

des Lemmas A.1.3 aus Appendix A.1 anwenden.

L In t;“—(u——a VAt
c—

—_m
7m—thk

_ K™

~1<)\)<m 1> 0 % % InGy, —(u—r—2Lo2)At
_ G _ Ko\ Ko\ oMYt m\HTTTHO 1_2
e 0w ) (o ATy B O DR L

AT KQ()\)O’\/ At

Gty () _ 1.2
N(lnm (p—r 20>At+K2<A>U@)

Ky
1\~ % _ 5 _
(—1) Ki(\) (—) B00?at Ky () 15200
- E}\,T ~ e 2 4 2

N (111’”7_1 —(p—7r— %02 — KQ(A)U)At) }

oV At

Einsetzen der Definitionen und der Ausfallwahrscheinlichkeit der einfachen CPPI er-

geben die Behauptung. [
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