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Zusammenfassung

Einer der faszinierenden Aspekte der Bose-Einstein-Kondensation ist, dass sie selbst in
idealen, d.h. wechselwirkungsfreien, Bose-Gasen auftritt, wodurch sie sich grundlegend
von allen Phaseniibergdngen unterscheidet, bei denen eine langreichweitige Ordnung des
Systems durch Wechselwirkung erzeugt wird - wie beispielsweise beim Ferromagnetis-
mus. Viele der Schwierigkeiten, die sich bei der experimentellen Realisierung der Bose-
Einstein-Kondensation ergeben haben, haben ihren Ursprung darin, dass es tatséchlich
nur wenige physikalische Systeme gibt, die einem idealen Bose-Gas nahe kommen: So ist
suprafliissiges Helium recht weit entfernt von einem idealen Bose-System, was sich unter
anderem daran zeigt, dass hier der Besetzungsgrad des Grundzustands auf 8% limitiert
ist. Atomare Gase sind nur bei extrem starker Verdiinnung schwach wechselwirkend. Die
in typischen Experimenten mit ultrakalten Alkaligasen verwendeten geringen Dichten
ziehen extrem kleine Ubergangstemperaturen nach sich, was erhebliche Anspriiche an
die verwendeten Kiihltechniken stellt.

Das vielleicht beste Beispiel eines idealen Bose-Gases ist die Schwarzkorperstrahlung. Die
Schwarzkorperstrahlung zeigt allerdings keine Bose-Einstein-Kondensation bei niedrigen
Temperaturen, was daran liegt, dass hier nicht nur die spektrale Verteilung der Photonen
von der Temperatur abhéngt, sondern auch die Photonenzahl insgesamt. Wenn die Tem-
peratur abgesenkt wird, so verringert sich gleichzeitig die Photonenzahl und verhindert
damit das Auftreten einer Kondensation. Ein veréndertes Tieftemperaturverhalten ergé-
be sich nur dann, wenn Thermalisierungsprozesse gefunden werden koénnten, bei denen
die Photonenzahl erhalten bleibt. Vorgeschlagen wurde beispielsweise ein Thermalisie-
rungsprozess durch Photon-Photon-Stéfle in einem nichtlinearen Medium und auch die
momentan viel beachteten Experimente zur Kondensation von Exziton-Polaritonen, bei
denen ebenfalls bindre Stofle einen Thermalisierungsprozess bewirken, kénnen in diesem
Zusammenhang genannt werden.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind Untersuchungen zur Thermodynamik von pa-
raxialem Licht in einem Farbstoff-Mikroresonator. Durch Kontakt mit einem Warmebad
(mehrfache Absorptions-Emissionszyklen in einem Farbstoff) gelangt das Licht in ein
thermisches Gleichgewicht mit dem Resonatoraufbau und iibernimmt so dessen Tempe-
ratur (Raumtemperatur). Anders als in einem Schwarzkérperstrahler ist im vorliegenden
Experiment die Dynamik der Photonen durch die modifizierte Spontanemission im Mi-
kroresonator auf Anderungen der transversalen Freiheitsgrade beschrinkt. Formal wird
das Photonengas dadurch dquivalent zu einem zweidimensionalen atomaren Bose-Gas,
das zudem effektiv einem Fallenpotential unterworfen ist. Dariiber hinaus verlduft der
Thermalisierungsprozess photonenzahlerhaltend, d.h. anders als in einem Schwarzkorper
wird die Photonenzahl nicht durch die Temperatur eingestellt.



Experimentell kann die Thermalisierung des Photonengases durch die Beobachtung ther-
misch verteilter optischer Frequenzen im Mikroresonator (Bose-Einstein-Verteilung), so-
wie einer rdumlichen Relaxierung der Photonen in das Fallenzentrum nachgewiesen wer-
den. Ab einer bestimmten Photonenzahl im Resonator kann zudem ein Sattigungsver-
halten der transversal angeregten Photonenzustinde festgestellt werden, begleitet von
einer makroskopischen Besetzung des transversalen Grundzustands. Die experimentell
ermittelte Photonenzahl, bei der die Kondensation einsetzt ist, entspricht sehr genau der
kritischen Teilchenzahl, die man fiir eine Bose-Einstein-Kondensation theoretisch erwar-
ten wiirde. Auch die erwartete Abhangigkeit von den Geometrieparametern des Reso-
nators kann experimentell bestédtigt werden. Auflerdem kann aufgrund der rdumlichen
Relaxierung der Photonen auch dann eine Kondensation im Fallenzentrum beobachtet
werden, wenn das Pumplicht keinen Uberlapp mit dem Grundmoden besitzt. Diese expe-
rimentellen Beobachtungen lassen den Schluss zu, dass in der vorliegenden Doktorarbeit
erstmals ein Gleichgewichtsphaseniibergang in einem Photonengas beobachtet wurde, der
im engeren Sinn als Bose-Einstein-Kondensation von Licht zu betrachten ist.
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Kapitel 1

Einleitung

Photonen haben bei der experimentellen Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation [1]
in ultrakalten atomaren Gasen eine wesentliche Rolle gespielt. Um Materie auf hinrei-
chend kleine Temperaturen zu kiihlen, mussten erst grundlegend neue, auf optischen Me-
thoden basierende Kiihl- und Speichertechniken entwickelt werden. Diese experimentellen
Techniken wurden erst durch die Entwicklung des Lasers moglich, und selbst zwischen
der Geburtsstunde des Lasers und der experimentellen Realisierung der Bose-Einstein-
Kondensation in atomaren Gasen [2-7] liegen mehr als dreilig Jahre.

Es erscheint naheliegend die Rollen zu vertauschen und zu fragen, ob denn die Photonen,
die ja ebenfalls zu den Bosonen gehoren, selbst zu einer Bose-Einstein-Kondensation fa-
hig sind. Immerhin wissen wir, dass in Lasern ein verwandtes Phdnomen auftritt, wenn
oberhalb der Laserschwelle ein einziger Mode des Laserresonators von makroskopisch vie-
len Photonen besetzt wird. Das Anschwingen eines Moden in einem Laser ist allerdings
nicht im eigentlichen Sinn eine Bose-Einstein-Kondensation. Weder ist der Zustand des
Lichts (bzw. des Lasermediums) im thermischen Gleichgewicht, noch lésst sich die Laser-
schwelle durch thermodynamische Uberlegungen charakterisieren. In gewisser Weise ist
der Laser sogar ein Musterbeispiel fiir ein Nicht-Gleichgewichtssystem, da konventionel-
ler Laserbetrieb tatséchlich nur moglich ist, wenn das Lasermedium invertiert wird. Ein
Gleichgewichts-Phaseniibergang, im Sinne einer Bose-Einstein-Kondensation von Licht,
wéare unabhéngig von dieser Bedingung.

Die Frage, ob eine Bose-Einstein-Kondensation von Photonen moglich ist, wird iibli-
cherweise mit dem Hinweis auf die Schwarzkorperstrahlung [8,9] - das vermutlich allge-
genwértigste Bose-Gas iiberhaupt - verneint [10, 11]. Bei der Schwarzkorperstrahlung,
also der Strahlung, die von Koérpern aufgrund ihrer Temperatur emittiert wird, be-
steht die Besonderheit, dass nicht nur die spektrale Verteilung der Photonen sondern
auch die Photonenzahl selbst von der Temperatur abhédngen. Wenn man die Temperatur
des Schwarzkorpers verringert, dann verringert sich gleichzeitig auch die Photonenzahl
(Stefan-Boltzmann Gesetz) und eine Kondensation der Photonen in den Grundzustand
des Hohlraums kommt nicht zustande.

In den letzten Jahren gab es vermehrt Bestrebungen, Gleichgewichtsprozesse zu fin-
den, die zu einem makroskopisch besetzten Photonenzustand fithren. Das Beispiel der
Schwarzkorperstrahlung zeigt, dass diese Prozesse die Photonenzahl erhalten miissen.
Ein Ansatz, der von Chiao vorgeschlagene nichtlineare Fabry-Perot Resonator [12-22],



besteht darin, den Thermalisierungsprozess durch Photon-Photon-Stéle (Vier-Wellen-
Mischung) in einem Medium zu induzieren - ganz analog zu den in Experimenten mit ato-
maren Bose-Einstein-Kondensaten auftretenden interatomaren Stéflen. Solche Photon-
Photon-Stéfe treten in Medien mit intensitétsabhéngigem Brechungsindex auf. Auch die
viel beachteten Experimente zur Kondensation von Exziton-Polaritonen in Halbleiter-
Mikroresonatoren [23-28] konnen in den Kontext der Photonenkondensation gesetzt wer-
den - auch wenn diese Systeme durch eine starke Kopplung zwischen Photonen und
Exzitonen charakterisiert sind, die letztlich zu neuen Eigenzustdnden fiihrt. Der Ther-
malisierungsprozess im Polaritonengas wird ebenfalls durch Sté8e induziert, die durch
die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den exzitonischen Anteilen der Polaritonen ver-
mittelt werden. In dieser Doktorarbeit wird dagegen ein anderer Ansatz verfolgt [29,30].
Die Thermalisierung der Photonen wird durch Kontakt mit einem Wérmebad bewirkt,
der unter geeigneten Bedingungen ebenfalls photonenzahlerhaltend abléauft.

Es folgen nun einige einleitende Abschnitte zur Bose-Einstein-Kondensation und Spon-
tanemission, sowie ein Uberblick iiber das Mikroresonator-Experiment, das dieser Dok-
torarbeit zu Grunde liegt. Eine detailliertere Diskussion der theoretischen Grundlagen
findet sich dann in den Kapiteln 2 und 3 und die experimentellen Ergebnisse werden in
den Kapiteln 4 und 5 vorgestellt.

1.1 Ideales Bose-Gas

Die charakterisierende Eigenschaft eines Bose-Gases ist, dass sich bei Vertauschung zwei-
er gleichartiger Bosonen die quantenmechanische Viel-Teilchen-Wellenfunktion nicht &n-
dert; im Unterschied zu den Fermionen, bei denen sich dadurch das Vorzeichen der Wel-
lenfunktion &ndert. Gleichartige Bosonen diirfen sich deshalb im Gegensatz zu Fermionen
(Paulisches Auschlussprinzip) zur selben Zeit im selben Zustand befinden. Bei der Bose-
Einstein-Kondensation fihrt das sogar so weit, dass sich ein makroskopisch besetzter
(Ein-Teilchen-)Zustand herausbildet, d.h. ein GroBteil der Teilchen in einem Gas befin-
det sich zum gleichen Zeitpunkt im gleichen Zustand.

Im thermischen Gleichgewicht wird die Besetzung einer g(e)-fach entarteten Ein-Teilchen-
Energie € durch die Bose-Einstein-Verteilung beschrieben [10,31]:

g(€)
exp((e — p)/ksT) — 1

nru(€) = (1.1)

Wie jeder Gleichgewichtszustand ist die Bose-Einstein-Verteilung genau der Zustand
eines Systems, der (mikrokanonisch betrachtet) die grofite Entartung unter bestimmten
Randbedingungen erlaubt. Eine dieser Randbedingungen betrifft die Gesamtteilchenzahl:

S nru(e) =N (1.2)

Um eine Randbedingung dieses Typs einzuhalten, wird in der Bose-Einstein-Verteilung
(1.1) das chemische Potential u eingefiihrt, das fiir jede Temperatur so anzupassen ist,
dass Gleichung (1.2) erfiillt bleibt. Wegen n7,(€) > 0 gilt dabei immer p/kgT < 0 (im
Unterschied zu Fermionen). Die zwei wichtigsten physikalischen Szenarien sind das ideale



atomare Gas und die Schwarzkorperstrahlung, die im Folgenden diskutiert werden sollen.

Ideales atomares Bose-Gas

Vergroflert man das chemische Potential bei festgehaltener Temperatur (u/kgT — 0),
dann steigt die Gesamtteilchenzahl an. Ab einer bestimmten Teilchenzahl sittigen die
angeregten Teilchenzustande, d.h. die angeregten Zustinde kénnen bei der gegebenen
Temperatur ab einem bestimmten Punkt keine weiteren Teilchen mehr aufnehmen (wie
wir weiter unten sehen werden, stimmt dies nicht fiir jedes Bose-Gas). Gleichzeitig be-
ginnt die Grundzustandsbesetzung zu divergieren, so dass jedes zusétzliche Teilchen nun,
statistisch gesehen, vom Grundzustand aufgenommen wird. Die kritische Gesamtteilchen-
zahl N, bei der diese Bose-Einstein-Kondensation einsetzt, lasst sich durch Summation
von nr,,—o(€) iiber alle Ein-Teilchen-Energien bestimmen, wobei die fiir 4 = 0 divergente
Grundzustandsbesetzung ausgenommen werden muss, Ne = ) g nru=0(€). Die Sum-
mation iiber die Energie kann durch eine Integration analytisch gendhert werden, wobei
die Entartung g(e) durch eine entsprechende Zustandsdichte §(e) ersetzt werden muss:

> gle) — /g(e)de (1.3)

Die Zustandsdichte g(e) hdngt von der Dimensionalitit des Systems und eventuell vor-
handenen Fallenpotentialen ab. Betrachten wir beispielsweise das homogene (freie), drei-
dimensionale ideale Bose-Gas. Fiir Teilchen der Masse m in einem Volumen V ist die
Zustandsdichte gegeben durch g(e) = Vm (72h3)~1 v/2me [10,32] und man erhilt eine
kritische Teilchenzahl bei festgehaltener Temperatur von:

NC = Z nT,u:O(e)

e>0
/°° Vm (m2h%) 71 V2me
0 exp(e/kgT) — 1

gy (sary

12

(1.4)

Lo6st man dagegen nach der kritischen Temperatur auf, dann erhélt man fiir festgehaltene
Teilchenzahl:

or [ B N\? ,
= Tam <m V) (3d, frei) (1.5)

Die bei T, einsetzende makroskopische Besetzung des Grundzustands ist nur dann ein
Phasentibergang, wenn sie (prinzipiell) im thermodynamischen Limes Bestand hat. Glei-
chung (1.5) zeigt, dass dieser thermodynamische Limes durch N — oo, V' — oo mit
p = N/V = const gegeben ist, da nur eine konstante Dichte die Ubergangstemperatur
konstant hélt.

Das homogene, zweidimensionale Bose-Gas zeigt dagegen keine Bose-Einstein-Kondensation
bei endlichen Temperaturen. Hier ist die Zustandsdichte unabhéngig von der Energie



‘ | homogen (frei) | Fallenpotential V = ar” (a,3 > 0) |

d=3 BEK BEK
d=2 keine BEK BEK
d=1 keine BEK BEK fir g < 2

Tabelle 1.1: Tieftemperaturverhalten des idealen Bose-Gases in verschiedenen
Dimensionen d und in Abhéngigkeit eines Fallenpotentials V' [33].

G(e) = Am/mh? (A Fliche) und die entsprechende kritische Teilchenzahl divergiert fiir
endliche Temperaturen:

o0 Am/mh?
N, = de = 2d, frei 1.6

¢ ,/0 exp(e/kpT) — 1 €T ( rei) (16)
Die Situation &ndert sich aber, wenn ein Fallenpotential vorhanden ist. Dann steigt die
Zustandsdichte linear mit € an und das Integral ist wieder endlich. Das Tieftemperatur-
verhalten des idealen Bose-Gases ist fiir verschiedene Dimensionen und Fallenpotentiale
in Tabelle 1.1 zusammengefasst.

Schwarzkorperstrahlung

In einem Schwarzkoérperstrahler [8,9] findet eine stetige Umwandlung von Wérmeenergie
in Photonen und von Photonen in Warmeenergie statt. Unter diesen Bedingungen folgt
die Photonenzahl keinem von auflen vorgegebenen Erhaltungsgesetz, oder genauer, der
Gleichgewichtszustand muss dann keine Randbedingung in der Form von Gleichung (1.2)
einhalten. Formal 16st man die Randbedingung auf, indem man das chemische Potential

auf null setzt, u = 0.

Im dreidimensionalem Raum ist die spektrale Zustandsdichte §(w) = w?/m%c3 (Zustiinde
pro Frequenz pro Volumen) [10,32]. Die spektrale Photonendichte ist dann:

w? /m2c3

T) = 1.7
nw,T) exp(hw/kpT) — 1 (17)
Eine Integration tiber die Frequenz liefert nun die Photonendichte N/V:
N _ [ 2 (3)kp 1
= = /0 nw.T)do = 2T —0 (T —0) (1.8)

Diese Gleichung impliziert, dass die Photonenzahl bei der Schwarzkérperstrahlung durch
die vorhandene thermische Energie eingestellt wird. Letzteres ist auch der Grund, warum
Schwarzkorperstrahlung keine Bose-Einstein-Kondensation bei tiefen Temperaturen zeigt.
Verringert man die Temperatur eines Schwarzkorpers, dann verringert sich gleichzeitig
auch die Teilchendichte und verhindert damit eine Kondensation in den Grundzustand
des Hohlraums.

Bisher wurde implizit angenommen, dass es einen Mechanismus gibt, der zu einer Gleich-
gewichtsverteilung der Photonen fiihrt, ohne dabei auf die Details des Thermalisierungs-
prozesses einzugehen. In atomaren Gasen sind dafiir iiblicherweise Zwei-Koérper-Stofie



zwischen den Atomen verantwortlich. In einem Photonengas finden dagegen, zumindest
im Vakuum, keine Kollisionen zwischen den Photonen statt, was sich u.a. in der Linearitat
der Maxwell-Gleichungen zeigt. Das thermische Gleichgewicht der Schwarzkorperstrah-
lung basiert auf einem thermischen Gleichgewicht der Oszillatoren in den Wénden, die
mit der Strahlung in Kontakt stehen. Einen Einblick in den Thermalisierungsprozess gibt
folgende berithmte Argumentation von Einstein [34, 35].

Wir betrachten ein Zwei-Niveau-Atom in der Wand eines Hohlraumstrahlers mit Grund-
zustand g und angeregtem Zustand a. Die Energiedifferenz betrage F, — F, = hw. Dieses
Atom tauscht permanent Photonen mit der Strahlung des Hohlraums aus, d.h. es ab-
sorbiert und emittiert Strahlung der Frequenz w. Die Einsteinschen Ratengleichungen
legen die Dynamik des Zwei-Niveau-Systems fest und beriicksichtigen dabei spontane
und stimulierte Ubergéinge zwischen den Niveaus. Fiir die zeitliche Entwicklung der Be-
setzungswahrscheinlichkeiten der beiden Niveaus p,(t), pg(t) gilt

Opa ~ ~

8—11 = —(A+ Bn)pa+ Bnp, (1.9)
9p 9pa

Te _ (1.10)

wobei n = n(w, T) die spektrale Photonendichte ist und A bzw. B-n die Raten von spon-
tanen bzw. stimulierten Prozessen beschreiben. A und B sind die Einstein-Koeffizienten.
Weil die Ratengleichungen hier mit Hilfe der Photonendichte n(w,t) anstelle der Ener-
giedichte u(w,T) = hwn(w,T) formuliert wurden, unterscheidet sich der Koeffizient B
vom iiblicherweise verwendeten B-Koeffizienten, B = hw B. Im stationdrem Zustand ist
Opa /0t =0 (bzw. Opg/0t = 0), so dass gilt:

(A + Bn)p, = Bnp, (1.11)

Dariiber hinaus ist in einem Schwarzkérperstrahler das Verhéltnis p,/pe im thermischen
Gleichgewicht gegeben durch:

Pa _ exp(—hw/kpT) (1.12)
Pg
Kombiniert man nun die Gleichungen (1.11) und (1.12) und 16st nach n(w,T) auf, dann
erhdlt man:

A 1

-~ B exp(hw/kpT) -1
Das Verhéltnis A/ B entspricht dabei gerade der spektralen Zustandsdichte, also A/ B =
w?/72c3. Bei dieser spektralen Photonenverteilung des Feldes wird das thermische Gleich-

gewicht der Oszillatoren in den Wéanden nicht gestort. Daraus lasst sich dann schlieflen,
dass es sich um die Gleichgewichtsverteilung der Strahlung handeln muss.

n(w,T) (1.13)

Das verschwindende chemische Potential der Schwarzkorperstrahlung wird in der Her-
leitung tiber die Einsteinschen Ratengleichungen durch Gleichung (1.12) eingefiihrt, die
besagt, dass die Besetzung des angeregten atomaren Zustands einzig durch die vorhande-
ne thermische Energie bestimmt wird. Fiir einen Schwarzkorper ist das zwar zutreffend,
aber es ist keine generelle Eigenschaft von Prozessen, an denen Photonen beteiligt sind.
Beispielsweise ist bei der Fluoreszenz die thermische Energie typischerweise deutlich klei-
ner als die Energie des (optischen) Ubergangs, so dass ohne vorherige Absorption eines



(optischen) Photons iiberhaupt keine Fluoreszenz aus einem elektronisch angeregtem
Zustand erfolgen kann. Auch bei der Fluoreszenz wird die Dynamik des Systems (in ei-
nem stationéren Zustand) durch Gleichung (1.11) beschrieben, das Verhéltnis p,/pg ist
aber nicht mehr durch Gleichung (1.12) gegeben, sondern héngt von der Zahl der Pho-
tonen ab, die z.B. durch ein optisches Pumpen in das System eingebracht werden. Die
Konsequenz daraus ist, dass diese Photonen dann ein nicht-verschwindendes chemisches
Potential erhalten [36,37].

1.2 Modifizierte Spontanemission

Im vorliegenden Experiment spielt die Spontanemission von Farbstoffmolekiilen in einer
durch einen Mikroresonator verédnderten Umgebung eine zentrale Rolle. Es folgen deshalb
nun einige einleitende Betrachtungen zur Modifikation der Spontanemission. Dass die
Rate der Spontanemission zu einem erheblichen Teil durch die Umgebung des Emitters
beeinflusst wird, wurde bereits 1946 von Purcell im Zusammenhang mit Radiofrequenz-
Ubergingen des magnetischen Moments von Kernen erkannt [38,39] und entsprechende
Experimente vom Mikrowellen- bis zum optischen Bereich folgten spéter [40-46]. Erneu-
te Aktualitdt hat die Thematik mit dem Aufkommen der photonischen Kristalle bekom-
men [47-50]. Unter anderem wurde der Einfluss photonischer Kristalle auf die Verteilung
der Schwarzkorperstrahlung untersucht [51,52]. Modifizierte Spontanemission ist auch ein
wesentliches Funktionsprinzip von Mikrolasern. Eine effiziente Kopplung der spontanen
Photonen in einen einzigen Moden kann zu einer drastischen Absenkung der Laserschwel-
le fithren (,,schwellenlose* Laser) [53-61]. In diesem einleitenden Abschnitt méchte ich
einige generelle Anmerkungen zum physikalischen Hintergrund der Spontanemission an-
fiihren. Ubersichtsartikel zum Thema sind beispielsweise die Referenzen [62,63].

Die spontane Emission ist einer der wichtigsten Prozesse der Licht-Materie-Wechselwirkung.
In semiklassischen Theorien (Einsteinsche Ratengleichungen, optische Bloch-Gleichungen)
wird die Spontanemission phdnomenologisch eingefiihrt ohne auf eine tiefer gehende mi-
kroskopische Erklarung aufzubauen. Erst die Quantenelektrodynamik liefert eine solche
Begriindung. Im Zuge der Quantisierung der Strahlungsmoden muss der Begriff des elek-
tromagnetischen Vakuums neu definiert werden. Der Vakuumzustand ist der quanten-
mechanische Zustand eines Moden mit der geringsten Energie. Er enthélt keine reellen
Photonen besitzt aber eine durch Fluktuationen (virtuelle Photonen) verursachte nicht-
verschwindende Energie von 7w /2. In der Quantenelektrodynamik wird nun die Sponta-
nemission als ein durch Vakuumfluktuationen ausgeléster Emissionsprozess interpretiert.
Die Fluktuationen des Vakuums spielen im iibrigen nicht nur bei der Spontanemission
sondern auch in anderen Situationen eine wichtige Rolle, z.B. bei der Casimir Kraft [64]
und der Lamb-Verschiebung [65].

Das Problem der spontanen Emission wurde erstmals durch Weisskopf und Wigner exakt
gelost [66]. Einen gewissen Einblick in diesen Prozess liefert aber bereits die storungs-
theoretische Behandlung mit Hilfe von Fermis Goldener Regel. Betrachten wir etwa einen
Prozess bei dem der elektronisch angeregte Zustand unter Aussendung eines Photons
mit Wellenvektor k und Polarisation € zerfillt. Der Zustand des Gesamtsystems kann als
Produktzustand mit einer atomaren und einer Feld-Komponente beschrieben werden. Zu

Beginn sei das Gesamtsystem im Zustand ¢ =

a, 0z g>, d.h. das Atom sei im angereg-



ten Zustand a und das Feld enthalte keine Photonen im Zustand k. Der Endzustand sei
f=le1; g>. Aufgrund der Energieerhaltung muss die Energiedifferenz der atomaren Zu-

stinde, E, — E; = hwp, genau der Photonenenergie hick entsprechen. Die Ubergangsrate
in erster Ordnung Stoérungstheorie ist gegeben durch Fermis Goldene Regel [32,55]

2 P 2
Wi = %p];(k)‘<f71];7g’Hint‘270];7g>
2 2

= pek) |og - (1.14)

wobei Hiy der Operator der Dipolkopplung ist (in Drehwellenndherung der des Jaynes-
Cummings Modells [67]) und p;(k) die Dichte der Photonenzusténde (im k-Raum) in der

Umgebung des k-Zustands beschreibt. In der zweiten Zeile wurde zudem die Vakuum-
Rabi-Frequenz g; . = Rt < /1 E|ﬁ int |7 0E> definiert, fur die im Jaynes-Cummings Modell
gilt [68,69]

Fiwy: -
o= ht 26: Uz (7) pag d - € (1.15)

wobei ug () die normierte Modenfunktion am Ort des Dipols 7" und p, das Dipolmoment
des atomaren Ubergangs a — g sind. Zusétzlich muss noch die relative Orientierung
zwischen der atomaren Dipolachse d des Atoms und dem Polarisationsvektor & des Feldes
durch das Skalarprodukt d-e beriicksichtigt werden. Fiir das Strahlungsfeld werden
periodische Randbedingungen im Volumen V = L3 angenommen. Das bedeutet, dass
benachbarte Zustédnde im k-Raum Ak = 27/L voneinander entfernt sind. Dann kann
man setzen:

pgei(kz) =L/27 und ]ufkfei(F)P =y (1.16)
Zusammen mit Gleichung (1.15) ergibt sich damit:
frei Wi 7. A2
I/Vif = 57 77 Mag (da (117)

Die totale Zerfallsrate We lisst sich durch Summation von I/Viffrei iber alle moéglichen
Moden k und iiber zwei geeignete Polarisationsachsen € bestimmen. Die Summation
iiber die Zustiinde im k-Raum findet auf einer Kugeloberfliche mit Radius |k| = wo/c
statt. Anstatt zu summieren, kann iiber die Fliche integriert werden, wobei noch die
Flichendichte (L/27)? der Zustinde zu beriicksichtigen ist. Die Summation iiber zwei
Polarisationsachsen liefert einen Vorfaktor 2; es ist jedoch zu beachten, dass diese Achsen
nicht immer parallel zur Dipolachse des Atoms stehen konnen. Eine kurze Zwischenrech-
nung zeigt, dass der Term (d - €)% im Mittel den Wert 1/3 annimmt. Es ergibt sich damit
insgesamt folgende Gesamtrate:

. L2 wy L 1
Wfrel — 92 ¢ kK = 2 _d2k
(2m)% 2hceg V Hag 3
|k|==0

c

- (1.18)
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Diese Ubergangsrate entspricht in der Tat der Zerfallskonstanten der Weisskopf-Wigner-
Losung (bzw. dem Einsteinschen A-Koeffizienten); die storungstheoretische Behandlung



der Spontanemission liefert also das richtige Ergebnis. Diese Rechnung demonstriert zwei
wichtige Aspekte. Einerseits ist die Zerfallsrate und damit z.B. auch die Linienbreite ei-
nes atomaren Ubergangs in der Quantenelektrodynamik berechenbar und muss nicht
phénomenologisch eingefiihrt werden wie in den semiklassischen Theorien. Andererseits
zeigt sich, dass die Lebensdauer eines elektronisch angeregten Atoms keine rein atomare
Eigenschaft ist, sondern, dass die Umgebung des Atoms daran ebenso beteiligt ist. Die
Lebensdauern von atomaren Anregungen in der Néhe von spiegelnden Oberflichen, in
Resonatoren oder in photonischen Kristallen zeigen alle eine (mehr oder weniger grofe)
Abweichung von der Lebensdauer im freien Raum. Der Einfluss der Umgebung erstreckt
sich nattrlich nicht nur auf die Gesamtlebensdauern, sondern ebenso auf die rdumliche
Orientierung der emittierten Strahlung, wenn etwa die Raten Wj; fiir bestimmte Raum-
richtungen durch einen Resonator hoher sind als fiir andere Richtungen.

Dazu betrachten wir einen planparallelen Resonator, der in Resonanz mit der emittierten
Strahlung ist (Abb. 1.1). Das ist bei einem Spiegelabstand D = g\o/2 mit A\g = 27c/wy
der Fall; ¢ ist dabei die longitudinale Modenzahl. Die Emission erfolge in Richtung der
Spiegel, d.h. k= Eo steht senkrecht auf der Spiegelebene, parallel zur z-Achse. Was ist
die Rate dieses Emissionsprozesses? Die Spiegel verdndern die Abstédnde der Zusténde
im k-Raum. Auf Resonanz, d.h. bei E(], ist der Abstand zweier Zustinde in k,-Richtung
Ak, = 2n/(D - F/x), wobei F die Finesse des Resonators ist und der Nenner D - F/7
der mittleren Wegstrecke entspricht, die das Licht zuriicklegt, bevor es den Resonator
verldsst. Man kann deshalb fiir p (ko) bzw. ug (7) setzen

€S DF €S —
P?O (ko) = 55 und ’U%O (AP =2(L*D)~! (1.19)
wobei zusédtzlich angenommen wurde, dass es sich bei der Feldamplitude am Ort des

Dipols ug, () um ein Intensitdtsmaximum handelt. Ferner wird angenommen, dass die

Dipolachse parallel zur Feldporaristion steht, d-¢=1TIn Verbindung mit Gleichung
(1.15) ergibt sich damit:

wp 1 oo 2
—_ M J—
2hceg L2 "%
.2
= i 2p
0
1 X
~20Q
m D
Im letzten Schritt wurde noch der Giitefaktor Q) = ¢F = (2D /\g)F eingefiihrt. Es zeigt
sich also, dass die Rate der Emissionen in Spiegelrichtung mit einem Faktor propor-
tional zu F' bzw. @@ beschleunigt wird. Die verdnderte Rate wirkt sich natirlich auch
auf die rdumliche Charakteristik der Emission aus. Die Photonen werden nun vermehrt
senkrecht zur Spiegelebene emittiert. Abseits der Resonanz wird die Rate der Sponta-

nemission im Vergleich zum freien Raum hingegen reduziert und kann prinzipiell sogar
ganz unterdriickt werden, wenn keine resonanten Moden zur Verfiigung stehen.

Res __
Wi™ =

= Wil x (1.20)

Eine zu Gleichung (1.20) analoge Formel lésst sich auch fir Moden mit endlichem Mo-
denvolumen herleiten. Die Rate der Spontanemission in einen resonanten Moden wird

mit dem Faktor (Mo )3
3 o/n
Fp=—5—"»~+—— 1.21
P74 Vioea @ (121)



Abbildung 1.1: Spontanemission in einem Resonator. Ein angeregtes Atom
befindet sich in einem Resonator mit Spiegelabstand D. Das Atom ist in einem
Feldmaximum des Resonatormoden positioniert und die Dipolachse dist parallel
zu den Spiegelflachen.

gegeniiber der Rate im freien Raum beschleunigt [48,70]. Dabei ist Vroq das Moden-
volumen, Ag die Wellenlédnge der Resonanz, n der Brechungsindex und es wird wieder
angenommen, dass sich der Emitter in einem Feldmaximum befindet und seine Dipo-
lachse mit der Feldpolarisation iibereinstimmt. Der Faktor F}, ist der Purcell-Faktor.

Wie bereits erwahnt, lasst sich die Rate der spontanen Emission mit keiner klassischen
Theorie berechnen. Fiir die Modifikation der Rate durch die Umgebung relativ zum freien
Raum, also etwa den Quotienten TWRes / Wrel gilt das aber nicht. Dieses Ratenverhiltnis
wird auch durch die klassische Elektrodynamik korrekt vorhergesagt [71]. Klassisch kann
man das Phédnomen als Riickkopplung der emittierten Strahlung auf den oszillierenden
Dipol verstehen. Emittiert ein Dipol Strahlung, dann geschieht dies zunéchst mit der
Rate, mit der er im Vakuum emittieren wiirde. Wird das Feld aber durch einen Spie-
gel zuriick reflektiert, so greift es wiederum am oszillierenden Dipol an. Geschieht dies
phasenangepasst, so wird die Abstrahlung beschleunigt, andernfalls abgebremst. Expe-
rimentell 14sst sich der Purcell-Faktor entweder direkt durch eine zeitaufgeléste Messung
der Emission bestimmen, oder aber indirekt durch eine Messung der Sattigungsintensitét.
Letzteres ist in manchen Situationen moglich, weil eine resonatorbedingte Verkiirzung
der Lebensdauer auf Resonanz zu héheren Sattigungsintensitéiten im Vergleich zum freien
Raum fiithrt [48,72].

1.3 ,Kalte Photonen* - Experimentelles Umfeld

Wie im Abschnitt 1.1 erldutert zeigt die Schwarzkorperstrahlung bei niedrigen Tempe-
raturen keine Bose-Einstein-Kondensation. Ursache fiir dieses Verhalten ist, dass Photo-
nenzahl und Temperatur nicht unabhéngig voneinander variiert werden kénnen, was sich
formal durch ein verschwindendes chemisches Potential der Photonen ausdriickt. Das
,verschwindende chemische Potential der Photonen® ist aber tatséchlich keine allgemei-
ne Photoneneigenschaft sondern eine Eigenschaft der im Schwarzkorper stattfindenden
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Abbildung 1.2: Photon-Photon-Streuung in einem nichtlinearen Resonator.
Durch einen intensitatsabhéngigen Brechungsindex nq(I) wird eine effektive
Wechselwirkung zwischen den Photonen induziert (Vier-Wellen-Mischung).

physikalischen Prozesse. Es ist deshalb berechtigt zu fragen, ob es andere, und zwar teil-
chenzahlerhaltende, Thermalisierungsprozesse gibt, die zu einem verédnderten Tieftempe-
raturverhalten der Photonen fithren kénnten. Im Folgenden werden zwei experimentelle
Ansétze vorgestellt.

Nichtlinearer Fabry-Perot-Resonator

Der erste Ansatz, der einem Vorschlag von Chiao folgt [12-22], besteht darin, die Photo-
nen durch ein nichtlineares Medium miteinander wechselwirken zu lassen - ganz analog zu
einem atomaren Gas. Dazu wird ein Resonator (Abb. 1.2) verwendet, in den zusétzlich
ein nichtlineares Medium, d.h. ein Medium mit intensitdtsabhéngigen Brechungsindex
na(I), eingebracht wird (atomares Rubidium im Fall von Chiao). Durch das nichtlinea-
re Medium wird effektiv eine Wechselwirkung zwischen den Photonen induziert [14,17]
(in der Sprache der nichtlinearen Optik: Vier-Wellen-Mischung), die einen Energie- und
Impulsiibertrag erlaubt und iiber den das Photonengas dann thermalisieren kann. Es
ist klar, dass bei dieser Art der Thermalisierung die Photonenzahl erhalten bleibt. Die
Aufgabe des Resonators besteht unter anderem darin, die Zustandsdichte der photoni-
schen Resonanzen durch einen hinreichend grofien freien spektralen Bereich so abzuén-
dern, dass bei den Photon-Photon-St68en nur die transversalen Bewegungsfreiheitsgrade
(kg, ky) verandert werden, die (quantisierte) longitudinale Komponente (k,) aber ausge-
froren bleibt. Dann wird das Photonengas effektiv zweidimensional und es entsteht ein
geeigneter Grundzustand fiir das Photonengas, der transversale Grundzustand.

Da durch die Photon-Photon-Streuung die Gesamtenergie des Photonengases erhalten
bleibt (parametrischer Prozess), steht das Photonengas nicht im thermischen Gleichge-
wicht mit der Umgebung. Die Temperatur des Photonengases wird stattdessen indirekt
durch die mittlere transversale Energie, bzw. die spektrale Breite, der Photonen einge-
stellt, die in den Resonator eingekoppelt werden. Auf diese Weise ldsst sich dann im
Prinzip das Tieftemperaturverhalten des Photonengases experimentell untersuchen. Da
es sich hier um ein zweidimensionales wechselwirkendes homogenes Gas handelt, erwartet
man eine enge Verwandtschaft zur Physik des Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergangs [73].
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Aber auch unabhéngig vom thermodynamischen Verhalten sollte das wechselwirkende
Photonengas interessante Effekte zeigen, wie beispielsweise sich in transversaler Richtung
ausbreitende Schallwellen in Licht. Eine experimentelle Beobachtung der angesprochenen
Effekte steht bis heute, 10 Jahre nach dem ersten Vorschlag, noch aus. Es ist nicht vollig
klar, worin genau die experimentelle Problematik besteht, aber es steht zu vermuten,
dass die durch Vier-Wellen-Mischung induzierte Wechselwirkung zu schwach ist, um eine
effektive Thermalisierung zu bewirken [14].

Exziton-Polaritonen in Halbleiter-Mikroresonatoren

Der zweite Ansatz zielt tatsdchlich nicht unmittelbar auf die Thermodynamik von Licht
ab, sondern entspringt eigentlich der Suche nach einer experimentellen Realisierung der
Bose-Einstein-Kondensation im Festkorper. Bereits sehr frith wurde auf die Moglichkeit
hingewiesen, dass Exzitonen, gebundene Elektron-Loch-Paare in Isolatoren bzw. Halb-
leitern zu einer Bose-Einstein-Kondensation fihig sein konnten [74,75]. Exzitonen bilden
sich dann, wenn durch Absorption eines Photons ein Elektron aus dem Valenzband ei-
nes Halbleiters in das Leitungsband gehoben wird, das negativ geladene Elektron aber
durch Coulomb-Wechselwirkung mit dem positiv geladenen Loch gebunden bleibt. Fiir
die so genannten Mott-Wannier Exzitonen betriagt diese Bindungsenergie typischerwei-
se ~ 10 — 100meV. Zwar haben sowohl das Elektron als auch das Loch fermionischen
Charakter, das daraus zusammengesetzte Paar kann aber ndherungsweise als bosonisch
betrachtet werden.

Exziton-Polaritonen [76] entstehen dann, wenn ein Photon und ein Exziton stark mitein-
ander koppeln (Abb. 1.3). Damit ist ein kohdrenter Energietransfer zwischen materieller
und photonischer Anregung gemeint, bei dem die Anregung periodisch mit der Frequenz
Qg zwischen Exziton und Photon ausgetauscht wird. Diese Oszillationen treten auf, wenn
die Rabi-Frequenz Qg sehr viel grofler ist die Dekohéarenzrate . Dekohérenz verursachen-
de Prozesse sind dabei z.B. Spiegelverluste, Phononen-Streuung, Spontanemission. Wenn
also Qg > ~, dann ist die Licht-Materie-Wechselwirkung nicht mehr stérungstheoretisch
behandelbar (so wie in Abschnitt 1.4) und man erhédlt neue Energieeigenzusténde, die
Exziton-Polaritonen. Die Exziton-Polaritonen sind nach wie vor bosonisch, besitzen aber
eine deutlich geringere effektive Masse und Lebensdauer (=~ 1 ps) als die Exzitonen selbst.
Aufgrund ihres exzitonischen Anteils wechselwirken die Polaritonen untereinander. Diese
StoBprozesse kénnen unter bestimmten Bedingungen einen Thermalisierungsprozess im
Polaritonengas bewirken.

Es gibt mittlerweile eine Vielzahl von Experimenten, bei denen eine Kondensation von
Exziton-Polaritonen beobachtet wurde [23-28,77]. Ab einer gewissen Polaritonendichte
findet eine makroskopische Besetzung eines einzelnen Polaritonen-Zustands statt, be-
gleitet vom spontanen Auftreten von Kohérenz. Inwiefern diese Kondensation als Bose-
Einstein-Kondensation zu bezeichnen ist, ist umstritten. Ein Grund dafiir ist, dass die ex-
perimentellen Bedingungen in einem Zwischenbereich zwischen Gleichgewicht und Nicht-
Gleichgewicht anzusiedeln sind. Hinzu kommt, dass die Wechselwirkungen zwischen den
Polaritonen keineswegs klein sind und die Polaritonen, respektive ihr exzitonischer An-
teil, eine nicht zu vernachléssigende interne Struktur besitzen [77]. Beide Aspekte weichen
vom Szenario eines idealen bzw. schwach wechselwirkenden Bose-Gases ab.
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Abbildung 1.3: Kopplung von Exziton und Photon zum Exziton-Polariton.

1.4 Farbstoff-Mikroresonator Experiment

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Uberblick gegeben werden, auf welche Weise eine
Bose-Einstein-Kondensation von Photonen in dieser Doktorarbeit realisiert wird. Eine
genaue Beschreibung erfolgt in den nachfolgenden Kapiteln.

Im vorliegenden Experiment werden Photonen (griin-gelber Spektralbereich) in einem
Farbstoff-Mikroresonator gefangen (Abb. 1.4). Der Mikroresonator besteht aus zwei hoch-
reflektierenden, sphérisch gekriimmten, dielektrischen Spiegeln. Zwischen den Spiegeln
befindet sich eine Farbstofflosung, die als Wéirmebad fiir die Photonen dient. Durch
mehrfache Fluoreszenz und Reabsorption gelangt das Photonengas in thermischen Kon-
takt mit dem Farbstoff, wobei es dessen Temperatur (Raumtemperatur) ibernimmt. Die
Details des Thermalisierungsprozesses werden in Kapitel 2 genauer diskutiert; an dieser
Stelle seien nur einige Aspekte vorweg genommen. Die Thermalisierung des Photonenga-
ses geht letztlich auf den in der Farbstofldsung permanent vorhandenen stoflinduzierten
Thermalisierungsprozess des rovibronischen Farbstoffzustands zuriick. Der Rotations-
und Vibrationszustand eines Farbstoffmolekiils wird durch Stéfle mit Losungsmittel-
molekiilen laufend verindert. Dieser Relaxationsprozess ist derart schnell (< 107125s),
dass sowohl die Absorption als auch die Emission eines Photons immer von einem ther-
misch equilibrierten rovibronischen Farbstoffzustand ausgeht. Eine Konsequenz daraus
ist, dass die spektralen Verteilungen von Absorption a(w) und Fluoreszenz f(w) durch
den Boltzmann-Faktor miteinander verkniipft werden, f(w)/a(w) o< w3 exp (—hw/kT).
Dieser Boltzmann-Faktor tibertragt sich letztlich auch auf die spektrale Verteilung des
Photonengases im Mikroresonator, womit das Photonengas seinerseits thermisch wird.
Der Thermalisierungsprozess erhélt dabei die Photonenzahl im zeitlichen Mittel. Ein
Farbstoff-Molekiil kann ndmlich nur dann aus dem elektronisch angeregten Niveau emit-
tieren, wenn zuvor ein Photon absorbiert wurde; eine rein thermische Anregung ist prak-
tisch ausgeschlossen (kg7 < hw). Anders als in einem Schwarzkérper wird die Photo-
nenzahl also nicht durch die Temperatur des Farbstoffes eingestellt.

Der Abstand der Resonatorspiegel liegt im Mikrometerbereich (Dy ~ 1.46 pm) und ist
damit nur wenige Lichtwellenlangen grofl. Um trotzdem eine Reabsorption des Lichts
durch den Farbstoff zu erreichen, muss mit sehr hohen Spiegelreflektivitaten (> 0.99997)
und mit relativ hohen Farbstoffkonzentrationen (z.B. Rhodamin 6G, 1.5 x 1073 Mol/1)
gearbeitet werden. Die longitudinale Wellenzahl (Anzahl der Halbwellen zwischen den
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Abbildung 1.4: Experimentelles Schema. (a) Resonanzen des Mikroresonators
(oben) und relative Absorptions- a(v) bzw. Fluoreszenzstiarke f(v) von Rhoda-
min 6G (unten). Die Hohe der Balken im oberen Diagramm gibt die Entartung
der Photonenenergie an. Die Fluoreszenz innerhalb des Mikroresonators erzeugt
nur Photonen mit longitudinaler Wellenzahl ¢ = 7 (schwarze Balken), womit
dieser Freiheitsgrad ausfriert und effektiv ein zweidimensionales Photonengas
entsteht. (b) Schematischer Aufbau des Farbstoff-Mikroresonators. Durch die
Kriimmung der Spiegel wird ein Fallenpotential in der transversalen Ebene er-
zeugt (angedeutet am linken Rand). Transversal hoch angeregtes Licht (griin)
verlasst den Resonator unter einem groflen Winkel zur optischen Achse, trans-
versal niedrig angeregtes (gelb) hat hingegen eine geringe raumliche Divergenz.

Spiegeln) betragt typischerweise ¢ = 7. Bei diesem Spiegelabstand wird der freie spek-
trale Bereich des Resonators (Abstand benachbarter Longitudinalmoden) etwa 100 nm
grof3 und ist damit vergleichbar bzw. sogar grofler als die spektrale Breite der Farbstoff-
Fluoreszenz (Abb. 1.4a). Die Anwesenheit der Spiegel modifiziert die Spontanemission
im Resonator so, dass angeregte Farbstoffmolekiile nahezu ausschliefSlich in Moden mit
longitudinaler Modenzahl ¢ = 7 emittieren. Die emittierten Photonen unterscheiden sich
dann nur noch in ihren transversalen Modenzahlen. Auf diese Weise wird ein Bewegungs-
freiheitsgrad der Photonen ausgefroren und das Photonengas dadurch effektiv zweidimen-
sional. Das Ausfrieren von ¢ schafft dariiber hinaus einen nicht-trivialen Grundzustand
fir die Photonen, also einen Zustand niedrigster Frequenz, den transversalen Grund-
moden TEMggg. Der Thermalisierungsprozess bewirkt nun, dass sich die Photonen auf
die transversal angeregten Moden verteilen (Abb. 1.4a); und zwar so, dass die mittlere
transversale Energie von der Grofienordnung kg7 ist. Anders formuliert: Wenn die Tem-
peratur der Farbstofflosung hoch ist, dann sind die Photonen transversal hoch angeregt
und propagieren unter einem vergleichsweise grofien Winkel zur optischen Achse im Re-
sonator; wenn die Farbstofflosung kalt ist, dann ist die mittlere transversale Anregung
der Photonen klein und die Photonen zirkulieren anndhernd achsparallel im Resonator.
Quantitativ gesehen sollte die Besetzung der Resonatormoden im thermischen Gleichge-
wicht durch eine Bose-Einstein-Verteilung charakterisiert sein. Dies bestéatigt sich auch
experimentell.
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Formal ist das System &quivalent zum zweidimensionalen, idealen Bose-Gas in einem
harmonischen Fallenpotential. Die Photonen kénnen als (nicht-relativistische) Teilchen
mit Masse mpn = hwo/(c/n)? aufgefasst werden, die sich in der Resonatorebene bewegen.
Dabei sind wy die Kreisfrequenz des transversalen Grundzustands und ¢/n die Lichtge-
schwindigkeit in der Farbstofflosung (Brechungsindex n). Dartiber hinaus fithrt die Kriim-
mung der Spiegel formal ein Fallenpotential mit Fallenfrequenz Q = (¢/n)(DoR/ 2)_% ein,
das die Bewegung der Photonen in der Resonatorebene beschrankt (angedeutet auf der
linken Seite in Abb. 1.4b). Dy ist dabei der Spiegelabstand und R der Krimmungsra-
dius. Wie in Abschnitt 1.1 bereits erwéhnt, sagt die Theorie fiir das zweidimensionale,
ideale Bose Gas in einer Falle eine Bose-Einstein-Kondensation bei niedrigen Tempera-
turen oder hohen Teilchenzahlen voraus [33,78-80]. Die experimentellen Untersuchungen
dieser Arbeit bestatigen das: Ab einer bestimmten, fiir die Bose-Einstein-Kondensation
charakteristischen Photonenzahl, kann eine Séttigung der transversalen Anregungszu-
stande festgestellt werden, die von einer einsetzenden makroskopischen Besetzung des
transversalen Grundzustands begleitet wird.

Anders als in den Polaritonen-Experimenten findet im Farbstoff-Mikroresonator trotz der
vorhandenen Reabsorption keine starke Kopplung zwischen den Photonen und den Farb-
stoffmolekiilen statt. Die permanenten Stéfle der Losungsmittelmolekiile, bei Raumtem-
peratur alle 1071 s, fithren zu einer raschen Dekohirenz des Farbstoffzustands (in etwa
auf der gleichen Zeitskala wie die Sto8e selbst) [54,81], so dass ein kohérenter Energicaus-
tausch zwischen photonischer und materieller Anregung verhindert wird. Die Freiheits-
grade bleiben dann in guter Naherung entkoppelt und die Licht-Materie-Wechselwirkung
kann storungstheoretisch, d.h. durch Ratengleichungen, behandelt werden. Zu einem be-
stimmten Zeitpunkt befinden sich dann also eine bestimmte Zahl von Photonen Ny, und
eine bestimmte Zahl von elektronisch angeregten Farbstoffmolekiilen Nqy. im Mikroreso-
nator. In einem stationéren Zustand (kein Netto-Teilchenfluss) sind diese Teilchenzahlen
durch die Lebensdauern miteinander verkniipft Nexe/Nph = Texc/Tph. Die Lebensdauer
der Photonen ist durch die mittlere Zeit zwischen Fluoreszenz und Reabsorption gegeben
und entspricht unter typischen experimentellen Bedingungen 7, ~ 20 ps. Die Lebens-
dauer der elektronisch angeregten Farbstoffmolekiile liegt dagegen ndherungsweise im
Nanosekunden-Bereich. Das bedeutet, dass es im stationiren Zustand etwa 10" —10% mal
mehr angeregte Molekiile als Photonen im Resonator gibt. Diese experimentelle Situation
lasst sich am besten durch ein grofikanonisches Ensemble modellieren. Im grofkanoni-
schen Ensemble tauscht das Photonengas permanent Teilchen und Energie mit einem
deutlich grofleren Reservoir aus. Die Frage nach dem geeigneten statistischen Ensemble
ist von Bedeutung, weil die Teilchenzahlfluktuationen in den verschiedenen Ensembles
selbst im thermodynamischen Limes stark unterschiedlich sind, was sich auf die zu er-
wartenden Kohéarenzeigenschaften des Lichts auswirken kann.
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Kapitel 2

Fluoreszenzinduzierter Thermalisierungsprozess

Bereits im vorangegangenen Kapitel wurde dargestellt, dass die Thermalisierung der
transversalen Freiheitsgrade der Photonen durch einen thermischen Kontakt mit der
Farbstofflosung verursacht wird. Der thermische Kontakt selbst wird durch mehrfache
Absorption und Fluoreszenz hergestellt. Anders als bei den Oszillatoren in den Wéanden
eines Schwarzkorpers wird bei der Fluoreszenz die Population des elektronisch angeregten
Farbstoffzustands nicht durch die Temperatur beeinflusst, was zumindest prinzipiell den
Erhalt der Photonenzahl bei diesem Prozess garantiert (vgl. Abschnitt 1.1). Wir werden
den Thermalisierungsprozess nun im Detail untersuchen. Zu Beginn sollen einige generelle
Eigenschaften der Fluoreszenz rekapituliert werden.

2.1 Kennard-Stepanov Theorie der Farbstoffspektren

Aus frithen experimentellen Arbeiten ist bekannt, dass Farbstoffspektren gewisse ,,uni-
verselle Eigenschaften aufweisen wie beispielsweise [82-84]

o die Spiegelbild-Regel, die besagt, dass das Emissionsspektrum typischerweise das
Spiegelbild des Absorptionsspektrum ist,

o die Stokes-Verschiebung, die besagt, dass der Schwerpunkt der Emission bei lange-
ren Wellenlangen liegt als der der Schwerpunkt der Absorption,

o die Regel von Kasha (englisch , Kasha’s rule®) [85], die besagt, dass die Fluoreszenz
nicht von der anregenden Lichtwellenlinge abhéngt. Diese Regel ist eng verwandt
mit der Regel von Vavilov, nach der die Quantenausbeute ebenfalls unabhéngig
von der Wellenldnge des anregenden Lichts ist.

Diese allgemeinen Eigenschaften deuten darauf hin, dass der Fluoreszenzprozess in allen
Farbstoffmolekiilen &hnlich abléduft. Ein Grofiteil dieser Eigenschaften kann als Kon-
sequenz eines stoffinduzierten Thermalisierungsprozesses innerhalb eines metastabilen,
elektronisch angeregten Niveaus des Farbstoffmolekiils erkliart werden [82]. Ein idealisier-
tes Farbstoffmolekiil besteht dabei aus einem Grundzustand (Sp) und mehreren elektro-
nisch angeregten Zusténden (S} 2, ), wobei jedes Niveaus in eine Vielzahl von Vibrations-
und Rotationszustdnden aufspaltet (schattierte Bereiche in Abb. 2.1). Der Vibrations-
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung eines Farbstoffmolekiils - das
Jablonski-Diagramm.

und Rotationszustand wird durch Sté8e mit den Lésungsmittelmolekiilen (alle 1071 s bei
Raumtemperatur) permanent verédndert. Im thermischen Gleichgewicht stellt sich dann
durch ein Zusammenspiel von Temperatur und Zustandsdichte ein bestimmtes mittleres
rovibronisches Energieniveau ein. Wird ein Photon absorbiert, so kann das Farbstoffmo-
lekiil vom Sp-Zustand in einen hoch angeregten rovibronischen Zustand des S;-Niveaus
versetzt werden. Durch Losungsmittelstofle wird diese tiberschiissige kinetische FEner-
gie aber sehr schnell in das Losungsmittelbad dissipiert. Unter typischen Bedingungen
hat die Dissipation eine Zeitskala von 1 ps, ist also viel kiirzer als die Lebensdauer des
angeregten Zustands (&~ 1ns). Die Fluoreszenz erfolgt dann von einem equilibrierten
rovibronischen Energieniveau des S1-Zustands in den elektronischen Grundzustand. Die-
ser Thermalisierungsprozess, der sowohl im elektronisch angeregten Zustand als auch im
Grundzustand auftritt, ist verantwortlich dafiir, dass bei der Fluoreszenz typischerweise
Energie dissipiert wird (Stokes-Verschiebung) und keine Korrelation zwischen den Wel-
lenléngen absorbiertem und fluoresziertem Photon bestehen bleiben (Regel von Kasha).

Es gibt eine weitere wichtige Konsequenz: Durch den Thermalisierungsprozess werden
Absorptions- und Fluoreszenzspektrum durch den Boltzmann-Faktor miteinander ver-
kniipft

Jw) o w? exp (—fiw/kgT) (2.1)

a(w)

wobei a(w) der Absorptionskoeffizient und f(w) die (mittlere) emittierte Energie pro
Frequenzintervall (spektrale Energiedichte) pro Fluoreszenzprozess ist. Dieser Zusam-
menhang wurde bereits 1918 von Kennard [86,87] erkannt und spéter von anderen unab-
héngig wiederentdeckt [88,89] bzw. weitergehend untersucht [90-94]. Bei der folgenden
Herleitung folgen wir [95] und legen das idealisierte Farbstoffschema bestehend aus den
beiden Niveaus Sy und S; aus Abb. 2.1 zu Grunde. Elektronischer Grundzustand und
angeregter Zustand bilden ein Zwei-Niveau-System mit Energiedifferenz hwg, wobei beide
Niveaus in eine Vielzahl von rovibronischen Zustédnden aufspalten. Absorptionskoeffizient
und Fluoreszenzstéirke konnen als Summe iiber die Betrige der einzelnen energetischen
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Subniveaus dargestellt werden. Das fiihrt zu einem Koeffizientenverhéltnis

f(w) fg YA(e',w) de’
a(w) fg e) exp( e/k‘BT)B(e,w) de

(2.2)

wobei e und €’ energetische Subniveaus von Grundzustand bzw. angeregtem Zustand,
p(€’) die Verteilungsfunktion der Subniveaus des angeregten Zustands, ¢’(€’) bzw. g(e) die
rovibronischen Zustandsdichten und A(e’, w) bzw. B(e,w) die Einstein-Koeffizienten sind.
Die Einstein-Koeffizienten fiir Subniveaus, die die Resonanzbedingung hw + e = hwg + ¢’
erfiillen, sind miteinander durch die A-B-Relation [95]

2hw?
T2 g\e

g (e)A(d,w)de' = (e)B(e,w)de (2.3)

verkniipft. Nimmt man nun an, dass der Thermalisierungsprozess im angeregtem Niveau
abgeschlossen ist bevor es zur Fluoreszenz kommt, dann ist die entsprechende Vertei-
lungsfunktion der Boltzmann-Faktor

p(e') = exp(—€'/kpT) (2.4)

so wie wir es bereits fiir die Verteilungsfunktion des Grundzustands vorausgesetzt haben.
Werden nun die Gleichungen (2.3), (2.4) in (2.2) eingesetzt, ergibt sich:

o) | 2m <_e/ . e> _ ot <_M> (2.5)

a(w) me? kgT me? kT

Das ist das Gesetz von Kennard und Stepanov. Experimentell ist das Kennard-Stepanov
Gesetz gut bestétigt [96]. Allerdings zeigen viele Farbstoffe mehr oder weniger starke Ab-
weichungen im Detail. Interessanterweise sind die Prozesse, die zu solchen Abweichungen
fiihren, bis heute nicht zweifelsfrei identifiziert. Ein Diskussion dieser Thematik findet
sich in Abschnitt 2.4.

2.2 Thermisches Gleichgewicht und Markov-Prozesse

Zur Vorbereitung der Diskussion des Thermalisierungsprozesses erfolgt nun ein Abschnitt
iiber die Charakterisierung des thermischen Gleichgewichts durch einen Markov-Prozess.
Ist ein physikalisches System im thermischen Gleichgewicht, tritt jede Konfiguration mit
dem statistischen Gewicht ihres Boltzmann-Faktors auf. Diese Eigenschaft 1asst sich an-
hand eines Markovschen Prozesses veranschaulichen. Dazu wird ein Zufallsweg (,,random
walk“) im Konfigurationsraum betrachtet [97,98], wobei die Nachfolgekonfiguration nur
von der momentanen Konfiguration und festgelegten Ubergangsraten abhingt, nicht aber
von den Vorgingerkonfigurationen (Prozess ,ohne Gedéchtnis“). Sei px(t) die Wahr-
scheinlichkeit (bei Mittelung iiber viele Zufallswege) die Konfiguration K zum Zeitpunkt
t zu finden. Die zeitliche Anderung von pg(t) ist die Differenz aus Wahrscheinlichkeits-
zufliissen und -abfliisssen (Mastergleichung)

k(t+1) = pr(t) = prr(t) RK — K) ZpK RK - K')  (2.6)
-
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wobei die Koeffizienten R(K — K') bestimmte Ubergangswahrscheinlichkeiten festlegen.
Das Ziel ist es, diejenigen Ubergangswahrscheinlichkeiten zu finden, die in ein thermisches
Gleichgewicht fiihren, also px(t — o0) = exp(—FEx/ksT)/Z mit Z als der Zustands-
summe. Die asymptotische Mastergleichung (¢t — oo) fiir diesen Fall ist

0=> exp(—Ex/ksT) R(K' — K) = Y _exp(—Ex /kpT) R(K — K') (2.7)
K’ K

Gleichung (2.7) hat viele Losungen; eine davon zeichnet sich dadurch aus, dass es zwi-
schen zwei beliebigen Konfigurationen keinen Netto-Wahrscheinlichkeitsfluss gibt (detail-
liertes Gleichgewicht):

0 = exp(—Ex//ksT) R(K' — K) — exp(—Ex /ksT) R(K — K') VK, K' (2.8

bzw.
R(K — K')
— = ~AE/kgT) VK,K’ 2.
R(K’ _ K) exp( / B ) ’ ( 9)
mit der Energiedifferenz AE = E — E. Erfiillen also die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten R(K — K') die Gleichung (2.9), ist das ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass der
Markov-Prozess den Zustand des Systems in ein thermisches Gleichgewicht tiberfiihrt.

2.3 Thermalisierungsprozess

Angenommen man konstruiert einen Hohlraumstrahler aus perfekt reflektierenden Wén-
den, gefiillt mit einer Farbstofflosung, wie in Abb. 2.2 gezeigt. Der Hohlraum werde
von einer Seite (Punkt A) mit Laserlicht bestrahlt. Wie sieht dann das Spektrum des
Lichts aus, das den Farbstoffbehélter am anderen Ende (Punkt B) verldsst? Sofern
der Farbstoffbehélter und die Farbstoffkonzentration hinreichend grofi sind, wird die
durch den Laser erzeugte primére Fluoreszenz durch den Farbstoff erneut absorbiert
und fluoresziert. Die Photonen am anderen Ende des Behilters werden also mehrere
Absorptions-Fluoreszenzzyklen durchlaufen haben. Experimentell kann man feststellen,
dass das Spektrum im Vergleich zum eigentlichen Fluoreszenzspektrum des Farbstoffs
deutlich rotverschoben ist (in der Fluoreszenzspektroskopie wird das als Innerer-Filter-
Effekt, im Englischen ,inner filter effect®, bezeichnet).

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die
) Rotverschiebung der Fluoreszenz am Ort B als Fol-
ge eines Thermalisierungsprozesses verstanden wer-
den kann: Durch den Kontakt mit der Farbstoffio-

-
A

A B

/ / 7‘ e sung wird der Zustand des Photonengases asympto-

tisch in einen thermischen Zustand tiberfithrt, d.h.

Y ) es wiirde sich prinzipiell nach vielen vollsténdigen
Zyklen die Schwarzkorperstrahlung bei Raumtem-
Abbildung 2.2: peratur ergeben. Die bei der Rotverschiebung rasch

abnehmende Reabsorptionswahrscheinlichkeit (sin-
kender Absorptionskoeffizient fiir langerwellig werdendes Licht) lasst aber die Farbstoff-
16sung fiir das Licht zunehmend transparent werden, so dass der thermische Kontakt
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abbricht und die Thermalisierung unvollsténdig bleibt. Solch ein unvollstéandiger Ther-
malisierungsprozess findet z.B. in Solarkonzentratoren statt [37]. Wir wollen das Problem
im Folgenden recht allgemein behandeln.

Um die Mehrfachstreuung von Photonen an Farbstoffmolekiilen zu analysieren, kann man
sie als Markov-Prozess modellieren. Der Zustand des Strahlungsfeldes wird durch Absorp-
tion und Fluoreszenz permanent zuféllig verdndert, wobei die spektralen Absorptions-
und Fluoreszenzeigenschaften des Mediums bestimmte Ubergangswahrscheinlichkeiten
fiir den Zufallsweg festlegen. Wir betrachten nun zwei Konfigurationen P, () des Strah-
lungsfeldes, wobei @ aus P durch Absorption eines Photons in Mode i und Fluoreszenz
eines Photons in Mode j (mit ¢ # j) hervorgeht:

P = |n(lf,nf,...,nf ,...,nf ,> (2.10)
Q = ‘ng,n?,...,ni@ ,...,n? ,>
= Ing.nf,...,onf =1, nf+1,.0) (2.11)

Hierbei bezeichnet beispielsweise n” die Anzahl der Photonen in Mode i im Zustand
P; analog sind die anderen Besetzungszahlen zu interpretieren. Fiir die Ubergangsraten
R(P — Q), R(Q — P) werden folgende Proportionalititen angenommen:

R(P - Q) o« nfa(w) x (nf +1) % (2.12)
R(Q — P) n? a(wj) x (nf2 +1) %
x (nf—kl)a(u)j) X nf% (2.13)

Die durch die Gleichungen (2.12), (2.13) gegebenen Raten beriicksichtigen stimulierte
Absorption sowie stimulierte und spontane Emission. Dariiber hinaus gehen die optischen
Eigenschaften des Mediums ein: a(w) ist der Absorptionskoeffizient des Mediums, f(w)
ist die (mittlere) spektrale Energiedichte pro Fluoreszenzprozess in den freien Raum. Die
Normierung auf Awj(w) entfernt dabei die Zustandsdichte j(w) = w?/7%¢3 und Energie
hw. Der Faktor f(w)/hwg(w) ist also die spektrale Photonenemissions-Wahrscheinlich-
keitsdichte pro Mode.

Das Verhiltnis der Ubergangsraten ist:

R(P— Q) nFaw) (! + DF@)/w!  afw)f(wp)el
RQ—P)  (nf +Da(wy)nf f(wi)/w} a(wj) f(wi)w?

(2.14)

Durch Vergleich mit dem Kriterium aus Gleichung (2.9) ergibt sich eine hinreichende
Bedingung fiir die Thermalisierung des Strahlungsfeldes

" = exp(—h(wj — w;)/ksT) Vi, j (2.15)
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oder gleichbedeutend:

a(w)f(w+ Aw) w3
alw+ Aw) f(w) (w+ Aw)?

= exp(—hAw/kpgT) Vw,Aw (2.16)

Weil jeder Ubergang durch eine Kombination von mehreren Ubergingen ersetzt werden
kann, ist Gleichung (2.16) bereits dann fir alle Aw erfillt wird, wenn sie fir beliebig
kleine Frequenzédnderungen Aw — 0 giiltig ist. Es ist nun hilfreich, eine spektrale Tem-
peratur als Losung von (2.16) zu definieren

hAw

Tipec(w, Aw) = (2.17)
a(w+Aw) f(w) (w+Aw)3
kg In (a(w)f(w—i—Aw) w3 >
bzw. fir Aw — 0:
h(0, )
Tipec(w) = n <% In (z aw)f(w) " w )> (2.18)

Der Normierungsfaktor z in Gleichung (2.18) hat dabei nur die Aufgabe das Argument
des Logarithmus dimensionslos zu machen (z.B. z = a(wp) f(wo) ! w§ fiir ein beliebiges
wp). Erfilllt ein Medium das detaillierte Gleichgewicht, d.h. Typec(w) = T, dann strebt
Licht, das mit diesem Medium im thermischen Kontakt steht, einen thermischen Zu-
stand an bzw. das Licht iibernimmt die Temperatur des Mediums. Durch Einsetzen von
Gleichung (2.1) in Gleichung (2.18) ist leicht zu verifizieren, dass das fiir Farbstoffe, die
dem Kennard-Stepanov Gesetz folgen, der Fall ist. Formal ist das detaillierte Gleichge-
wicht im tbrigen bereits dann erfillt, wenn keine Frequenzabhéngigkeit mehr besteht,
Tipec(w) = T, wobei sich im allgemeinen die spektrale Temperatur auch von der ther-
modynamischen Temperatur des Farbstoffs unterscheiden kann, T % T. Auch in diesem
Fall wiirde das Photonengas einen thermischen Zustand anstreben, allerdings bei einer
anderen Temperatur als der des Mediums. Dass Photonengas und Farbstoff im ther-
mischen Gleichgewicht unterschiedliche Temperaturen haben kénnten, scheint auf den
ersten Blick thermodynamische Hauptsitze zu verletzen und damit unphysikalisch zu
sein. Im Abschnitt 3.4 wird dieser Aspekt aber noch genauer diskutiert.

Die Korrektur der Zustandsdichte bzw. Photonenenergie w?/(w + Aw)? in Gleichung
(2.16) hat, praktisch gesehen, einen zu vernachlissigenden Einfluss auf die spektrale
Temperatur. Betrachtet man beispielsweise die linearen Anteile in Aw

w3/ (w+ Aw)3 =1 -3 Aw +0(Aw?)

exp(—hAw/kgT) = 1 — kBiT Aw +O(Aw?)

erhélt man ein Steigungsverhaltnis von kBiT / (%) = % ~ 31 fiir griines Licht (A =
532nm) und 7' = 300 K. Das bedeutet, dass der Anteil der Zustandsdichte-Korrektur an
der spektralen Temperatur tatsichlich nur wenige Prozent ausmacht.

Das Beispiel des eingangs erwahnten Farbstoff-Hohlraumstrahlers zeigt dariiber hinaus,
dass eine vollstandige Thermalisierung nur dann erreicht werden kann, wenn es eine un-
tere Grenze der Photonenenergie gibt, bei der noch ein ausreichender thermischer Kon-
takt mit dem Farbstoff durch Reabsorption bestehen bleibt. Wie bereits in Abschnitt
1.4 geschildert, wird das im Mikroresonator-Experiment, das dieser Arbeit zu Grunde
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liegt, dadurch erreicht, dass die Spontanemission im Resonator nur an Moden mit einer
bestimmten longitudinalen Modenzahl ¢ ankoppelt, wodurch der transversale Grundzu-
stand TEMoo zur Energieuntergrenze wird. Es ist deshalb angebracht zu untersuchen, ob
die veréinderte Spontanemission in einem Mikroresonator moglicherweise Auswirkungen
auf das thermische Gleichgewicht zwischen Photonen und Farbstoffmolekiilen hat.

Die Ubergangsraten (2.12), (2.13) miissen dazu so erweitert werden, dass allgemeine-
re Feldverteilungen und endliche Resonator-Linienbreiten beriicksichtigt werden kénnen.
Die Moden i, j haben jetzt (normierte) Feldverteilungen ;() bzw. () und Linien-
breiten dw; bzw. dw;. Dann sind die Ubergangsraten zwischen den Konfigurationen P
und @ gegeben durch:

RP-Q) x [ of [@(mP aw)

oo J(w))dw;
x (n} +1) |u;(7)]? 0 P; dV (2.19)
RQ—P) o /(nf D) 1, alwy)
P a2 L Wiowi p,
x g | (7)) heord (@) P; dV (2.20)

Um alle moglichen Orte 7 der Absorption zu beriicksichtigen, wird {iber das gesamte Re-
sonatorvolumen integriert. Den endlichen Linienbreiten wird durch f(w; ;) — f(wi ;)dw;
Rechnung getragen. Dariiber hinaus wurden die Faktoren P; und P; eingefiihrt, die
die Raten der Emission modifizieren, aber zunéchst noch unbestimmt bleiben. Damit
die Ubergangsraten in ein thermisches Gleichgewicht fithren, muss das Ratenverhéltnis
R(P — Q)/R(Q — P) dem Boltzmann-Faktor der Energiedifferenz entsprechen:

— al(w; wiw? dw; P; !
R@= 7~ aC T i — ool /) @220

Wir nehmen nun an, dass das Medium durch eine spektrale Temperatur Typec(w) = T,
bzw. Gleichung (2.15), charakterisiert ist. Dann reduziert sich Gleichung (2.21) auf:

ow; P

|
=1 2.22
50, P, (2.22)

Wird weiterhin angenommen, dass die Linienbreiten durch den freien Spektralbereich
und die Finesse gegeben sind, dw; ; = 2rAvpsr/F; j, dann erhélt man:

F1p
;_71; 1 (2.23)
i 7

Weil die beiden Finesse-Werte F;, I; unabhéngig voneinander sind, gibt es nur eine Lo-
sung fiir die Faktoren F;, P;, die zu einem thermischen Gleichgewicht des Photonengases
fuhrt, ndmlich:

P F; und Pj o F; (2.24)
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Die Faktoren P;, P; miissen also proportional zur Finesse des jeweiligen Moden sein
(mit gleicher Proportionalitétskonstante) und entsprechen damit in der Tat dem Purcell-
Faktor aus Abschnitt 1.2. Die im Mikroresonator zirkulierende Strahlung gelangt also nur
dann ins thermische Gleichgewicht bzw. sie stort nur dann nicht das thermische Gleichge-
wicht der Farbstoffmolekiile, wenn die Fluoreszenz durch den Purcell-Faktor modifiziert
wird. Eine durch den Resonator modifizierte Emission ist damit sogar Voraussetzung fiir
das Gleichgewicht zwischen Photonen und Molekiilen.

2.4 Spektrale Temperatur

Betrachten wir nun einige reale spektrale Temperaturkurven als Funktion der Wellenlén-
ge Tspec(A). Die Farbstoffe in der linken Spalte von Abb. 2.3 erfiillen in guter Néherung
Tipec(A) = T', wéhrend die Farbstoffe in der rechten Spalte teilweise recht erheblich davon
abweichen. Die Abweichungen finden bei den gezeigten Beispielen immer ,nach oben*
statt, d.h. hin zu hoheren Temperaturen als die Umgebungstemperatur Typec(A) > T
Eine systematische Analyse von ca. 150 Farbstoffen der Farbstoff-Datenbank [99] be-
statigt dieses Verhalten. Wenn es zu Abweichungen der spektralen Temperatur Typec(A)
von der Raumtemperatur kommt, dann nahezu ausnahmslos nach oben. Entsprechende
Aussagen sind auch in der Literatur zu finden [92,96]. In diesem Abschnitt sollen nun
mogliche Prozesse diskutiert werden, die zu einer Abweichung von thermodynamischer
und spektraler Temperatur fithren kénnen.

Naheliegend wére es, die Abweichungen als Folge eines unvollstdndigen Thermalisie-
rungsprozesses des rovibronischen Farbstoffzustands zu interpretieren, bei dem keine
Boltzmann-artige Verteilungsfunktion p(e’), Gleichung (2.4), etabliert wird. Die Ther-
malisierungszeiten (=~ 10712 s) sind typischerweise aber klar kiirzer als die Lebensdauern
(= 107%s), so dass diese Erklirung nur im Einzelfall zutreffen kann. In der Literatur
finden sich im wesentlichen zwei verschiedene Erklarungsansétze. Von manchen Auto-
ren wird die spektrale Temperatur als eine real existierende, mittlere Temperatur des
fluoreszierenden Molekiils interpretiert [96,100]; dieser Ansatz, der als ,warme Fluores-
zenz*“ bezeichnet wird, stoft aber durchaus auf Kritik [92]. Der andere in der Literatur
vertretende Erklarungsansatz kann durch das Schlagwort ,inhomogene Verbreiterung®
zusammengefasst werden [92,95,101,102]. Damit ist gemeint, dass ein Farbstoff aus ver-
schiedenen (zwei, mehrere oder ,kontinuierlich viele“) Molekiilsorten zusammengesetzt
sein konnte, die verschobene Absorptions-/Fluoreszenzprofile besitzen.

Im Folgenden wird nun genauer untersucht, welche Konsequenzen sich aus diesem zweiten
Ansatz ergeben, bei dem von einer ,,Mischung® unterschiedlicher Molekiilsorten ausge-
gangen wird. Zunéchst einmal ist festzuhalten, dass eine blofle Mischung von verschie-
denen Molekiilsorten (Spezies), auch wenn sich ihre Spektren unterscheiden, noch keine
Abweichungen zwischen spektraler und thermodynamischer Temperatur bewirkt. So-
fern jede Spezies fiir sich genommen das detaillierte Gleichgewicht Typec(w) = T erfiillt,
gilt das namlich auch fiir die Mischung. Das ldsst sich einerseits rechnerisch leicht ve-
rifizieren, ist andererseits aber auch physikalisch naheliegend. Die Situation wird erst
dann komplizierter, wenn man (chemische) Umwandlungen zwischen den Molekiilsorten
zuliisst. Betrachten wir also zwei verschiedene Molekiilsorten, die durch Uberwindung
eines Aktivierungsniveaus Fj—g ineinander umgewandelt werden koénnen (siehe Abb.
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Abbildung 2.3: Spektrale Temperaturen Tgpec(A) (Gleichung 2.17) fur ver-
schiedene Farbstoffe bei Raumtemperatur, erstellt mit den Spektren aus Re-
ferenz [99]. Am genauesten lésst sich Typee in der Stokes-Region ermitteln, da
hier sowohl Absorption a(\) und Fluoreszenz f(\) gleichzeitig recht stark und
dementsprechend genau messbar sind. Die in der Referenz genannten Quan-
teneffizienzen fiir die verschiedenen Farbstoffe sind: Perylendiimid: & = 0.97,
Rhodamin 6G: & = 0.95, Squarylium: ® = 0.65, Coumarin 314: & = 0.68,
Phthalocyanine: ® = 0.60, PPO: ® ~ 1, Coumarin 343: ® = 0.63, Chlorophyll
B: & =0.117.
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Abbildung 2.4: Jablonski-Diagramm fiir zwei Farbstoffspezies mit verschobe-
nen Bandkanten. Es wird angenommen, dass zwischen den Molekiilsorten (che-
mische) Umwandlungen stattfinden, sowohl im elektronisch angeregtem Zustand
S1 als auch im Grundzustand Sy. Der Parameter €12 gibt die Wahrscheinlichkeit
an, dass ein elektronisch angeregtes Molekiil der Sorte 1 wéihrend der Lebens-
dauer Si-Zustands umgewandelt wird und als Molekiil der Sorte 2 emittiert
(analog €21).

2.4). Die dazu notwendige Energie werde durch thermische Fluktuationen bereitgestellt
(Arrhenius-Dynamik [103]).

Es konnen nun zwei verschiedene Grenzfélle unterschieden werden: Im ersten Szenario,
das an eine Arbeit von Sawicki und Knox angelehnt ist [95], ist die chemische Umwand-
lung zwischen den beiden Molekiilsorten relativ langsam verglichen mit der Lebensdauer
des elektronisch angeregten Zustands. Es bildet sich deshalb im elektronisch angeregtem
Niveau kein vollstdandiges Gleichgewicht zwischen den beiden Molekiilsorten aus, bevor
es zur Fluoreszenz kommt. In [95] wird solch ein Ungleichgewicht fiir die Abweichung
zwischen thermodynamischer und spektraler Temperatur verantwortlich gemacht. Im
Rahmen dieser Arbeit wurde auch ein zweites Szenario untersucht, was den gegensétz-
lichen Grenzfall einer im Vergleich zur Lebensdauer des angeregten Zustands schnellen
Konversion zwischen den Molekiilsorten annimmt. Dadurch entsteht eine Gleichgewicht
zwischen den Spezies. Es zeigt sich, dass in diesem zweiten Modell Quanteneffizienz-
unterschiede zwischen den Molekiilsorten einen wesentlichen Einfluss auf die spektrale
Temperatur ausiiben.

Grenzfall langsamer Konversionsdynamik

Entsprechend dem von Sawicki und Knox eingefiihrten Modell [95] wird angenommen,
dass wahrend der Lebensdauer des elektronisch angeregten Niveaus Umwandlungen von
Molekiilsorte 1 nach 2 (und umgekehrt) stattfinden, ohne aber ein chemisches Gleich-
gewicht herbeizufiihren. Wird etwa ein Photon durch Spezies 1 absorbiert, dann erfolgt
die Fluoreszenz auch nach wie vor mit hoher Wahrscheinlichkeit durch Spezies 1. Die
Absorptionskoeffizienten und Fluoreszenzstiarken seien ag(w), ag(w) bzw. fi(w), fa(w)
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und die spektrale Temperatur jeder einzelnen Molekiilsorte identisch mit der thermody-
namischen, Tspec,i(w) =T (i = 1,2). Untersuchen wir, welche spektrale Temperatur fir
die Mischung zu erwarten ist. Der Absorptionskoeffizient der Mischung ist

a(w) = a1 (w) + az(w) (2.25)

womit wegen a = Wirkungsquerschnitt x Teilchendichte bereits unterschiedliche Spezies-
dichten beriicksichtigt sind. Das Fluoreszenzspektrum ist eine Uberlagerung von f1(w)
bzw. fo(w) mit bestimmten Gewichtungskoeffizienten:

fwexc (w) _ (1 - 612)a1("‘)exc) + 621a2(WeXC) fl (w) 4

O41(Wexc) + (0%) (wexc)

(1 — €21)(Wexe) + €12001 (Wexc)
al(woxc) + g (woxc)

fa(w) (2.26)

Im Prinzip sind die Gewichtungsfaktoren von fi(w) bzw. fa(w) durch die Absorptionsko-
effizienten o (Wexc) bzw. ag(wexe) bei den jeweils anregenden Lichtfrequenzen gegeben.
Durch die Parameter €12, €21 soll zuséatzlich eine moégliche Umwandlung zwischen den
Molekiilsorten beriicksichtigt werden. Der Parameter €12 gibt die Wahrscheinlichkeit an,
dass ein elektronisch angeregtes Molekiil der Sorte 1 wiahrend der Lebensdauer des Si-
Zustands umgewandelt wird und als Molekiil der Sorte 2 emittiert, analog sei €21 definiert.
Beide Parameter sind in diesem Abschnitt als klein anzusehen, €19, €27 <1. Zu bemerken
ist, dass der durch Gleichung (2.26) modellierte Farbstoff eine Quanteneffizienz von eins
besitzt, ® = 1, und das Fluoreszenzspektrum von der Frequenz der anregenden Strahlung
abhangt, d.h. es verletzt die Regel von Kasha.

Eventuelle Abweichungen zwischen spektraler und thermodynamischer Temperatur, also
AT(w) = Typec(w) — T', konnen berechnet werden, indem man ansetzt:

hAw
M) = oy T Bem0 @D
B a(w) fu (w+Aw) w3

Werden nun die Gleichungen (2.25) bzw. (2.26) eingesetzt und fiihrt man zusétzlich eine
Entwicklung fiir kleine €15, €51 durch, so ergibt sich:

_kBT2@ fo(w) ai(w)fa(w)err — az(w) fi(w)ea
210 =S50 (700) e r e A

+ 0(612,621,2) (2.28)

Wie bereits eingangs erwihnt folgt fiir €10 = €91 = 0 erwartungsgeméf AT (w) = 0, nicht
nur in erster Ordnung. Wenn es aber zu Umwandlungen zwischen den Molekiilsorten
kommt, dann scheint Gleichung (2.28) eine Abweichung von spektraler und thermodyna-
mischer Temperatur nahe zu legen. Der Einfluss der verschiedenen Parameter auf Tipec
wird in [95] genauer diskutiert.

Meines Erachtens wird hier aber nicht ausreichend beriicksichtigt, dass die Wahl der
Parameter o 2(w), fi2(w) und €12, €21 an bestimmte physikalische Randbedingungen
gekniipft ist. In Anhang A.1 wird der naheliegende Fall untersucht, dass sich die bei-
den Molekiilsorten einzig durch eine Frequenzverschiebung der Spektren unterscheiden.
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Unter diesen Bedingungen sind die Spektren und Konversionsparameter so miteinander
verkniipft, dass sich aus Gleichung (2.28) keine Abweichungen zwischen spektraler und
thermodynamischer Temperatur ergeben. Unabhéngig davon bleibt in diesem Modell
das Problem, dass das Fluoreszenzspektrum (2.26) die Regel von Kasha verletzt und
somit auf einen grofien Teil der Farbstoffe nicht anwendbar ist. Im Folgenden mochte ich
nun ein Szenario vorschlagen, dass meines Erachtens besser geeignet ist, Abweichungen
zwischen spektraler und thermodynamischer Temperatur zu erklaren.

Grenzfall schneller Konversionsdynamik

Es soll nun der Fall untersucht werden, dass die Umwandlungsgeschwindigkeit hinrei-
chend schnell ist, so dass sich auch im elektronisch angeregtem Niveau ein chemisches
Gleichgewicht zwischen den Molekiilsorten einstellt. Die statistischen Gewichte der Fluo-
reszenzspektren f1(w) bzw. fo(w) sind dann durch die Zustandssummen 7, Zs der elek-
tronisch angeregten Molekiilzustdnde gegeben. Zusétzlich seien beliebige Quanteneffizi-
enzen ®1, Py < 1 fiir die beiden Molekiilsorten zugelassen. Unter diesen Annahmen ergibt
sich ein Fluoreszenzspektrum in der Form

2121 fi(w) + Z2P2f2(w)
21D + ZoPo

Z1fi(w) + (14 Ag) Zs fo(w)
Z1+ (14 Ag)Zs

flw) =

(2.29)

wobei im letzten Schritt Ag = Po/Py — 1 definiert wurde. Anders als im Grenzfall
langsamer Konversionsdynamik ist hier die Regel von Kasha erfiillt, da die Fluoreszenz
keine Korrelationen mehr mit der Frequenz der anregenden Strahlung aufweist.

Es sei nun zusétzlich angenommen, dass sich die beiden Molekiilsorten einzig durch
eine Frequenzverschiebung der Spektren voneinander unterscheiden. Die Bandkanten
von Grundzustand und angeregtem Zustand seien energetisch gegeneinander verschoben,
AE, =FE,2—E,;1 # 0 bzw. AE; = Eg9 — Eg 1 # 0 (sieche Abb. 2.4), die rovibronischen
Zustandsdichten der beiden Molekiilsorten sollen sich aber nicht unterscheiden. Dann
sind die Spektren mit der Frequenz Ag = (AE, — AE,)/h gegeneinander verschoben
und es gilt:

fow) = fiw—A2~7)w!/(w—Ag)* (2.30)

AEg

a(w) = a(w—Ag)w /(w—Aq) e FBT (2.31)

Der Korrekturfaktor w'/(w — Ag)? in Gleichung (2.30) muss eingefiigt werden, um
die unterschiedlichen Zustandsdichten o< w?, Photonenenergien « w und Dipolkopp-
lungsstiarken o« w (siehe z.B. Gleichung 1.17) zu kompensieren, die in die spektralen
Energiedichten f(w) eingehen. Die unterschiedlichen Kopplungsstérken miissen auch im
Absorptionskoeffizienten (2.31) beachtet werden. Der Boltzmann-Faktor berticksichtigt
zusdtzlich die unterschiedlichen Teilchendichten g2, die sich im thermischen Gleich-
gewicht aufgrund der verschobenen Bandkanten einstellen, a2(w) = o012(w) 01,2 und
02 = p1exp(—AE,/kgT). Es lasst sich leicht verifizieren, dass die auf diese Weise kon-
struierten Spektren ag(w), fo(w) das detaillierte Gleichgewicht Typec(w) = T erfiillen.
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Die Zustandssummen der elektronisch angeregten Zustidnde sind im Gleichgewicht durch
AB,

Z2 = Zl 6_ kT (232)

miteinander verkniipft. Eine Zwischenrechnung zeigt, dass sich die Temperaturdifferenz
AT (w) fiir kleine Quanteneffizienzabweichungen Ag und kleine Frequenzverschiebungen
Agq approximieren lasst durch

AT(w) = Typec(w) =T

B aa—u; In (z_lfl(w) w_3) kpT?
cosh (AEg/Qk:BT)2 4h

Ao As +O(Aq, Ag, 3) (2.33)

wobei der Faktor z = fi(wp) wy 3 fir ein beliebiges wg, nur die Aufgabe hat, das Argu-
ment des Logarithmus dimensionslos zu machen. Damit ist AT (w) # 0 also nur méglich,
wenn die beiden Molekiilsorten unterschiedliche Quantenausbeuten besitzen. Aufschluss-
reich ist die Frage nach dem Vorzeichen von AT'(w). Fiir samtliche physikalisch plausibel
erscheinenden Fluoreszenzspektren f;(w) ist die Kriimmung von In(z~! f;(w) w™3) nega-
tiv, so dass das Vorzeichen von AT (w) wegen Gleichung (2.33) gerade dem Vorzeichen
des Produkts AqgAg entspricht. Was lasst sich also iiber AgAg sagen? Ein bevorzugtes
Vorzeichen ergibt sich nur dann, wenn die Quanteneffizienzen mit den Ubergangsfrequen-
zen der Farbstoffe korrelieren. Interessanterweise existiert solch ein Zusammenhang tat-
séchlich. Das von Englman und Jortner vorgeschlagene , Energieliicke-Gesetz“ (englisch
senergy-gap-law®) [104] besagt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen strahlungslosen
Ubergang durch

W =

Cyon exp< =2 > (2.34)

/o AE 7 ot

gegeben ist. Dabei ist AE die Energiedifferenz zwischen den Bandkanten, also AE =
E, — E;. Weiter ist wy die hochste fiir den Farbstoff charakteristische Schwingungsei-
genfrequenz (in aromatischen Kohlenwasserstoffen ist das z.B. die Streckschwingungsfre-
quenz der C-H-Bindung, wc.g =~ 3000cm™!) und C bzw. v > 0 sind farbstoffabhéingige
Parameter. Qualitativ besagt dieses Gesetz, dass die Quantenausbeute der Fluoreszenz
groB ist, wenn die Ubergangsfrequenz grof8 ist verglichen mit den Molekiilschwingungs-
frequenzen.

Analog werden nun folgende Quanteneffizienzen angenommen:

®; =1 — K exp(—yAE) /hwn) (2.35)
Oy =1 — k exp(—yAEy /) (2.36)

Zur Vereinfachung wurde die langsame Variation mit 1/v/AE in Gleichung (2.34) ver-
nachléssigt, indem x als Konstante aufgefasst wird, fiir die wegen 0 < &1, P9 < 1
immer 0 < k < 1 gelten muss. Die Energiedifferenzen AE; = E,1 — Ez;1 > 0 bzw.
AFEy = FE,2— FEg9 > 0 sind durch AEy; = AE; +hAq miteinander verkniipft. Eine kurze
Rechnung zeigt, dass dann fiir kleine Aq nédherungsweise gilt:

@ YAE -1
Ac} — x2 1 ~ ﬂ <e h“’Ml — ,‘4;) AQ (237)



YAEq
Wegen e "M — g > 0 besitzen Ag und Aq identische Vorzeichen, d.h. hat Spezies 2 eine

groBere Ubergangsfrequenz, Aq > 0, dann besitzt sie auch eine gréfiere Quanteneffizienz
als Spezies 1, Ag > 0. Damit lasst sich Gleichung (2.33) umschreiben in:

AT (w) ~ —-22 et — k) AL >0 2.38
) cosh (AE,/2kpT)?* 4h wu ¢ (2.38)

02 In (fl(w) w_g) k’BT2 ﬂ< YAE; /1) 1

Die Differenz aus spektraler und thermodynamischer Temperatur ist in diesem Modell
also typischerweise positiv, ganz so, wie es auch bei realen Farbstoffen nahezu immer
der Fall ist. Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass Unterschiede zwischen
spektraler und thermodynamischer Temperatur dann auftreten konnen, wenn es im elek-
tronisch angeregtem Niveau zu Umwandlungen zwischen verschiedenen Molekiilsorten
kommt. In dem hier vorgeschlagenen Modell ist die spektrale Temperatur ein Maf3 fiir
Quanteneffizienzdifferenzen zwischen diesen Molekiilsorten. Die experimentelle Erfah-
rungstatsache, dass die spektrale Temperatur - wenn sie abweicht - nahezu immer nach
oben abweicht, Tipec(w) > T', kann dariiber hinaus als Konsequenz einer Korrelation von
Ubergangsfrequenz und Quantenausbeute (Energieliicke-Gesetz) interpretiert werden.
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Kapitel 3

Statistische Physik von paraxialem Licht

Die Wellenoptik kann formal als Quantentheorie der klassischen Lichtstrahlen in der
Hamiltonschen Optik aufgefasst werden [105]. In diesem Sinne ist die Wellengleichung
der Optik dquivalent zur Klein-Gordon-Gleichung der relativistischen Quantentheorie
und die paraxiale Wellengleichung ist dquivalent zur Schrédinger-Gleichung der nicht-
relativistischen Quantenmechanik. Aufgrund dieser engen Verwandtschaft ist es nicht
verwunderlich, dass die Thermodynamik von paraxialem Licht unmittelbar mit der des
(zweidimensionalen) atomaren Bose-Gases verkniipft ist. Dieser Zusammenhang soll im
Folgenden genauer betrachtet werden.

3.1 Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir paraxiales Licht

Beginnen wir die Diskussion, indem wir die Eigenmoden und -frequenzen der Photonen
in einem optischen Resonator bestehend aus zwei gekriimmten Spiegeln, wie in Abb.
3.1 gezeigt, untersuchen. Die Energie eines Photons ist durch longitudinale (k,) und
transversale (k,) Wellenzahl festgelegt

E:%M@+@ (3.1)

wobei n den Brechungsindex des Mediums bezeichnet. Durch die Spiegel werden Rand-
bedingungen fiir das Photon vorgegeben, die vereinfachend als metallisch angenommen
werden, und die aufgrund der Kriimmung des Resonators vom Abstand r = |F] zur

AT

Abbildung 3.1: Resonator beste-
D(7) , hend aus zwei sphérisch gekriimm-

ten Spiegeln mit Kriimmungsradi-

us R. Die Randbedingungen in z-
R R Richtung sind abhéngig vom Ab-
stand r zur optischen Achse.

Y
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optischen Achse abhéngen. Fiir die longitudinale Wellenzahl setzen wir deshalb

k() = qm/D(r) (3.2)

an, wobei ¢ die longitudinale Wellenzahl,

D(r) = Dy — 2(R — VR2 — 12 (3.3)

der Spiegelabstand im Abstand r von der optischen Achse und R der Krimmungsradius
der Spiegel ist. Es soll zusétzlich noch eine eventuelle nichtlineare Photonenwechselwir-
kung beriicksichtigt werden, indem ein intensitdtsabhéngiger Brechungsindex zugelassen
wird, n = n(¥) = ng + An,., mit An, = nyl () wobei ny der nichtlineare Brechungsindex
und I(7) die Intensitét sei. Im nichtlinearen Brechungsindex ng konnen die Beitrége ver-
schiedener physikalischer Prozesse vereint sein, u.a. der optische Kerr-Effekt [106] oder
niaherungsweise, auch thermooptische Effekte (thermische Linse). Man erhélt nun:

E(FE) = 7;‘3 K2(7) + k2

_ hc qm 2 L2
 ng+ An, D(r) "

wheq heDy 5 mheq 2 mheq
+ . 55T An,
n()D() 27Tn0q noDOR Do

12

(3.4)

Im letzten Schritt wurde sowohl eine paraxiale Niherung (r < R, ky = |kr| < k) als
auch eine Néherung fiir An, < ng durchgefithrt. Wir definieren nun eine Photonenmasse
whnog  hng

Do = o k(0 (3.5)

sowie eine Fallenfrequenz:
Q= —— (3.6)

Dann erhélt man aus Gleichung (3.4):

n3 2mp 2 Ph ng

2
_ Mppc

B, Fy) =~ na I (7) (3.7)
Vernachléssigt man die Wechselwirkung, ny = 0, dann beschreibt Gleichung (3.7) die
Energie eines nicht-relativistischen, massiven Teilchens in zwei Dimensionen, das sich in
einem harmonischen Fallenpotential bewegt. In Analogie zur nicht-relativistischen Quan-
tenmechanik kann nun gefolgert werden, dass die Eigenzustinde v, ,,, bzw. -energien
En,n, genau den Eigenzustiande bzw. -energien des zweidimensionalen harmonischen
Oszillators [107] entsprechen:

B 1 (mpn\7" _mn0e? M€
Julz) = 2nn) < mh > c no " (3.9)
MphC
Enpm, = ZO + hQ(ng +ny + 1) (3.10)
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Dabei sind f,(z) die Losungen des eindimensionalen harmonischen Oszillators und H,(x)
die Hermite-Polynome. Gerechtfertigt wird der Analogieschluss dadurch, dass die Ei-
genfunktionen (3.8) bzw. Energien (3.10) in der Tat mit den Losungen der paraxialen
Wellengleichung fiir das elektrische Feld iibereinstimmen [108]. Was lasst sich daraus
fiir die Thermodynamik von paraxialem Licht ableiten? Unter bestimmten Vorausset-
zungen darf man erwarten, dass paraxiales Licht und das zweidimensionale, harmonisch
gefangene, atomare Bose-Gas das gleiche thermodynamische Verhalten zeigen. Das be-
trifft insbesondere auch das Tieftemperaturverhalten, das fiir das atomare Bose-Gas eine
Bose-Einstein-Kondensation beinhaltet.

Zu Beginn soll aber zunéchst das Verhalten des Photonengases bei T ~ 0 untersucht
werden. Dann befinden sich nahezu alle Photonen im transversalen Grundzustand ()
und das Lichtfeld I(7) ist in diesem Fall durch

M c?

1(7) = 5 No oo () (3.11)

gegeben, mit 74 = hqng / mph02 als Resonatorumlaufzeit und Ny der Zahl der Photonen
im Grundzustand. Der Wechselwirkungsterm in Gleichung (3.7), der nun nicht mehr
vernachléssigt werden soll, ldsst sich dann schreiben als

A _m123h64 (2 2 ~ 2
B =~ 0 Ny WP = (12 ) N7 3.12)

07rt

wobei im letzten Schritt noch eine dimensionslose Wechselwirkungsstérke

- m3, c¢*ng
eR——— 3.13
B2nd Ty (3:.13)
analog zu [109] definiert wurde. Insgesamt ergibt sich dann:
2 2 2
g mpnc”  (hk;) 1 9 o  h* - )
E(7 k) = —> —mpn§2 ——GN, 3.14
(T, ) n(Q) Zmph + 2mph r + mph O‘wo(f")‘ ( )

In Analogie zur nicht-relativistischen Quantenmechanik gewinnt man daraus unmittelbar
die Eigenwertgleichung:

A L+ GNP o) = o) (319

2mph 5 ph Mo 0|%0 0 = —HYo .

Das ist die fiir atomare Bose-Einstein Kondensate gut bekannte zeitunabhingige Gross-

Pitaevskii-Gleichung [110,111]. Analytische Losungen sind im allgemeinen nicht moglich;

vernachliissigt man allerdings den Term der kinetischen Energie —A2V2/2m,,;, (Thomas-

Fermi-Niherung), dann erhélt man die Losung durch elementares Auflosen nach [ (r)|%:
Mph

1
o (r)? = TGN <§mph927“2+#>
0

= ——> =Mmpn§l —h 1
12CNo 2mph r° 4+ - (3 6)
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Abbildung 3.2: Numerische Losungen der zweidimensionalen Gross-Pitaevskii-
Gleichung fiir verschiedene Werte von GNp. Aufgetragen ist die Dichte gegen
die Position (Querschnitt). Eine Verdopplung des Kondensat-Durchmessers (volle
Halbwertsbreite) aufgrund der Wechselwirkung wird bei GNy ~ 30 erreicht. Die
Numerik wurde mit dem in [112] angegebenen Programm-Code durchgefiihrt.

Die Dichteverteilung entspricht einem umgekehrten Paraboloid. Im letzten Schritt wur-
de die Normierungsbedingung fom [90(r)|? 277 dr = 1 verwendet, um u zu bestimmen,
wobei ro = /—2u/mpn2? der Radius ist, bei dem die Kondensatdichte verschwindet,
[90(70)|? = 0. Dariiber hinaus erhélt man aus dieser Dichteverteilung den Durchmesser
(volle Halbwertsbreite) des Grundmoden in Thomas-Fermi-N#herung:

h STAY

Fir G’No — 0 verschwindet drg, also drp — 0. Dieses unphysikalische Verhalten liegt
daran, dass man in Thomas-Fermi-Ndherung den Quantendruck der Teilchen vernach-
léssigt, der dem Fallenpotential ansonsten entgegenwirken wiirde. Fiir hohe Kondensat-
teilchenzahlen N bzw. stirkerer Wechselwirkung G wird die Niherung aber asympto-
tisch korrekt. Eine Verdopplung des Modendurchmessers im Vergleich zum wechselwir-
kungsfreien Fall, digeal = 21/hIn2/mpp 2, erhélt man in Thomas-Fermi-Néherung fiir
GNy = 167(In 2)? ~ 24. Die numerische Lésung der Gross-Pitaevskii-Gleichung (3.15),
siche Abb. 3.2, liefert einen genaueren Wert: GNy ~ 30. Dieser Zusammenhang wird in
Kapitel 5 verwendet, um die Selbstwechselwirkung des Lichts im Mikroresonator abzu-
schétzen.

3.2 Zweidimensionales ideales Bose-Gas in einer Falle

Im Folgenden wird das Temperaturverhalten des zweidimensionalen idealen Bose-Gases
in einer Falle untersucht [33,78-80] - speziell im Hinblick auf das paraxiale Photonengas.
Die Ein-Teilchen-Zusténde entsprechen denen des (2d) harmonischen Oszillators und sie
besitzen demnach das folgende transversale Energiespektrum
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2
Ungzny = Enz,ny - mp};c — hQ = hQ(TLm + ’I’Ly) (318)
L)

Daraus folgt insbesondere, dass die Entartung einer bestimmten transversalen Energie
g(u) linear mit u ansteigt:
g(u) = 2(u/hY + 1) (3.19)

Der Faktor 2 in Gleichung (3.19) beinhaltet die zusétzliche Entartung, die durch den
Polarisationsfreiheitsgrad zustande kommt. In einem idealen Gas sind die Ein-Teilchen-
Energien Bose-Einstein verteilt

nru(u) = —=—— (3.20)

wobei das chemische Potential p die mittlere Teilchenzahl N des Systems (in einem
implizit als groBkanonisch angenommenen Ensemble) einstellt:

N= > nruu) (3.21)

u=0,h,2R,...

Fiir p — 0 divergiert die Besetzungszahl des Grundzustands. Die Gesamtteilchenzahl bei
der die makroskopische Besetzung einsetzt ist

Ne= > npp—o(u)= > 2u/r2+1) (3.22)

u=hQ,2h0, .. u=h2h0,.. € BT —1

wobei der Grundzustand bei der Summation ausgenommen wird. Wenn das System hin-
reichend , kontinuierlich® ist, also h{2 < kg7, dann ist eine Ndherung der Summe durch
ein Integral moglich

3 A/t 1) /OOO 2 g (3.23)

C .
u=h2h0,.. e’ —1

so dass man eine kritische Teilchenzahl bei festgehaltener Temperatur bzw. kritische
Temperatur bei festgehaltener Teilchenzahl von

72 (kpT\> V3RO
Ne~ — | — . T~ vIN .24
3 ( 1Y ) baw kg (3:24)

erhélt. Werden dagegen die Geometrieparameter des Resonators verwendet (Gleichung
3.6), dann kénnen diese Gleichungen auch als

72 (g kpT\> Vohe [T N
New 2 (B05B2 ) DyR baw. T~ 220 2 2
6 <c h ) oft baw wkgno \V Do R (8:25)

geschrieben werden. Damit die makroskopische Grundzustandsbesetzung als Phaseniiber-
gang zu bezeichnen ist, muss sie im thermodynamischen Limes, N — oo, Bestand ha-
ben. Anhand von Gleichung (3.25) wird klar, dass dieser thermodynamische Limes durch
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N — 00, R — oo mit N/R = const gegeben sein muss, da nur diese Grenzwertbildung die
Ubergangstemperatur konstant hélt. Ein Limes der Dy — oo beinhaltet ist formal mog-
lich aber physikalisch gesehen ungeeignet, da die Zweidimensionalitat des Photonengases
bei grofler werdenden Spiegelabstédnden nicht mehr gewéhrleistet ist.

Die Kritizitatsbedingung (3.24) lasst sich alternativ als Aussage iiber die kritische Pha-
senraumdichte umformulieren, in die wiederum die kritische Teilchendichte 7, und die
thermische deBroglie-Wellenldnge A7 eingehen. Die kritische Teilchendichte 7. bezeich-
net dabei die mittlere Flichendichte im Photonengas beim Phaseniibergang. Die ther-
mische deBroglie-Wellenldnge kann aufgrund der quadratischen Energie-Impuls-Relation
vollig analog zu einem atomaren Gas definiert werden als:

h

\/ 27TmpthT

Es zeigt sich, dass die deBroglie-Wellenlénge Ar invers zu mittleren transversalen Wel-

lenzahl k, der Photonen in der Gas-Phase ist, d.h. fiir N < N, oder T > T.. Diese
1/2
T

Ap = (3.26)

mittlere transversale Wellenzahl ist als rms-Wert definiert, &, := <k:%> , wobei (), den

Erwartungswert bei der Temperatur T' bezeichnet. Dann ist namlich

_ 2\ /2
k. = <<hkr) > ek _ hty/2mpnksT (3.27)

2mpn [/ p h

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass die zwei kinetischen Freiheitsgrade im
thermischen Mittel eine Energie von je 1/2 kgT tragen. Der Vergleich mit Gleichung (3.26)
liefert dann:

Ap = 2]5\/77 (3.28)

Es lasst sich zeigen, dass beim Phaseniibergang eine kritische Phasenraumdichte von

2

f A% = 5 (3.29)

vorliegt [78]. Bei atomaren Bose-Einstein-Kondensaten wird tiblicherweise argumentiert,
dass die thermische deBroglie-Wellenlénge die Ausdehnung des Wellenpakets eines einzel-
nen Atoms angibt und diese Wellenpakete bei einer Phasenraumdichte ~ 1 zu iiberlappen
beginnen. Bei der Herleitung von Gleichung (3.29) miissen keine Annahmen iiber den ge-
nauen Quantenzustand eines Photons gemacht werden, weshalb die Annahme von loka-
lisierten Photonwellenpaketen, die beim Phaseniibergang zu iiberlappen beginnen, nicht
zwingend ist. Dennoch erscheint es zumindest plausibel, dass der Zustand eines Photons
als eine Superposition von transversalen Anregungszustinden gegeben sein kénnte, im
Sinne eines kohdrenten Zustands beziiglich der transversalen Oszillation. Das kdme einer
Lokalisierung des Photonwellenpaketes am néchsten.

Bei der Bose-Einstein-Kondensation in einer Falle tritt sowohl eine Kondensation im Im-
pulsraum als auch im Ortsraum auf. Die rdumliche Verteilung der Photonen lasst sich
mit Hilfe der Eigenfunktionen (3.8) berechnen; die Intensitétsverteilung bei einer be-
stimmten Temperatur ist durch eine gewichtete Summe tiber die Intensitéatsverteilungen

34



10*

~—~~ 3
2

e 102
‘0
c
5}
[

= 101

, , , 10°

550 560 570 580 590

A (nm)

Abbildung 3.3: Theoretische spektrale Verteilung der Strahlung im Mikrore-
sonator fir steigende Teilchenzahlen (Bose-Einstein verteilte transversale An-
regungen). Die kritische Teilchenzahl ist N. ~ 77000. (A9 = 585 nm, longitudi-

nale Wellenzahl ¢ = 7, Kriimmungsradien R = 1 m, Brechungsindex n = 1.33,
T = 300K)
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Abbildung 3.4: Theoretische Intensitatsverteilung entlang einer Achse durch
das Fallenzentrum fiir steigende Teilchenzahlen. Beim Phaseniibergang betragt
die Intensitit im Fallenzentrum fiir die gegebenen Parameter etwa I.(r = 0) ~
10kW/cm? (Parameter wie in Abb. 3.3)
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der Eigenzustdnde gegeben:

E - 2 hQ(ng+ny)—p -1
Irpley) = Y Py ey 2( —1)

T
Ng,Ny >0 rt

2mpnc’ o [ Mnatnop o\
2p Z |/l/}7lacyny (‘,L.J y)‘ <€ kpT - 1> (330)

NnaT;
0'rt Ng, Ny >0

Dabei wurde im letzten Schritt die Leistung pro Photon (Photonenenergie pro Resonator-
umlaufzeit) mit Hilfe von E,, p, /7ot ~ mph02 / ngﬁt gendhert. Das ist gerechtfertigt, weil
der weit {iberwiegende Anteil der Photonenenergie im Ruheenergiebeitrag konzentriert
ist.

Mit den Gleichungen (3.20), (3.21) und (3.30) lassen sich nun die spektralen bzw. raum-
lichen Verteilungen des Photonengases bei einer bestimmten Temperatur und fiir ver-
schiedene Gesamtteilchenzahlen berechnen. Typische im Experiment realisierte Para-
meter sind ein Spiegelabstand von ¢ = 7 optischen Halbwellen bei einer Wellenlédnge
des transversalen Grundmoden von )y = 585 nm, Kriimmungsradien der Spiegel von
R = 1m, ein Brechungsindex von ng = 1.33 und Raumtemperatur 7' = 300 K. Fiir die-
se Parameter betrégt die Masse der Photonen, Gleichung (3.5), mpn ~ 6.7 X 10~30 kg
und die Fallenfrequenz, Gleichung (3.6), Q = 27 - 4.1 x 10'° Hz. Fiir steigende Photo-
nenzahlen erwartet man Spektren wie in Abb. 3.3 gezeigt. Bei niedrigen Teilchenzahlen
(unterste Kurve) ist das chemische Potential stark negativ, p < —kgT', so dass der
Term -1 im Nenner von Gleichung (1.1) vernachléssigt werden kann und die Verteilung
einer Boltzmann-Verteilung entspricht. Fiir grofler werdende Teilchenzahlen verschiebt
sich das Verteilungsmaximum zu hoheren Wellenléngen und die Spektren werden spit-
zer. Am Phaseniibergang sind die transversalen Energien der Photonen dann im engeren
Sinn Bose-Einstein verteilt (¢ — 0) und ab dann besetzen die zusétzlichen Photonen
statistisch gesehen nur noch den Grundzustand. Die rdumliche Verteilung der Photo-
nen entlang der x-Achse, It ,(x,0), ist fir niedrige Teilchenzahlen gauBférmig (Abb.
3.4). Mit steigender Teilchenzahl werden die Photonen immer stérker im Fallenzentrum
konzentriert, bis dann schliefSlich die makroskopische Besetzung des transversalen Grund-
zustands einsetzt. Beim Phaseniibergang betragt die theoretisch erwartete Intensitét im
Fallenzentrum fir die gegebenen Parameter etwa I.(r = 0) ~ 10kW/ cm?.

3.3 Kondensatfluktuationen

In Kapitel 2 wurde der Thermalisierungsprozess aus der Sicht des Photonengases un-
tersucht. Dessen Zustand wird via Absorption und Emission permanent verdndert und
strebt einem thermischen Zustand entgegen, wenn das Medium die Kennard-Stepanov-
Relation erfiillt. Bei dieser Betrachtung spielten absolute Zeitskalen, also beispielsweise
die mittleren Lebensdauern von Photonen (Zeit zwischen Fluoreszenz und Absorption)
und elektronisch angeregten Molekiilzustinden keine Rolle. Diese Lebensdauern sind
allerdings wichtig bei der Frage, welches statistische Ensemble die experimentellen Ge-
gebenheiten am besten modelliert. Die Lebensdauer der Photonen ist unter typischen
experimentellen Bedingungen ungefdhr 7, ~ 20ps (siche Abschnitt 5.4). Die mittlere
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Lebensdauer der angeregten Farbstoffmolekiile 7¢y. ist aufgrund des Purcell-Effekts klei-
ner als die Lebensdauer im freien Raum (7' ~ 4.1ns fiir Rhodamin 6G [113]). Legt
man die in der Literatur berichteten Purcell-Faktoren zu Grunde - unter vergleichbaren
experimentellen Bedingungen wurde beispielsweise eine Verkiirzung um den Faktor 6 be-
obachtet [43] - dann ist zu vermuten, dass die Verdnderung nicht grofier als etwa eine
Groflenordnung ist. Es ist daher davon auszugehen, dass Texe immer noch anndhernd im
Nanosekunden-Bereich liegt und ein ,,Photon“ somit den grofiten Teil der Zeit im Reso-
nator als elektronische Anregung vorliegt, Texe/Tph ~ 10" — 102. Das wirkt sich auch auf
die Teilchenzahlen Npp bzw. Nex. aus. Sind das Photonengas und die elektronischen An-
regungen in einem stationiren Zustand (kein Netto-Teilchenfluss), dann ist die Anzahl
der Anregungen niaherungsweise um den Faktor 7ey./7pn grofier als die Photonenzahl,

Nexe = € % Ny & (101 — 102) x Ny (3.31)
Tph

(in dieser Gleichung miissen genau genommen noch Verluste beriicksichtigt werden,
vgl. Abschnitt 5.4). Die experimentelle Situation léasst sich also am besten durch einen
groBkanonischen Teilchenaustausch modellieren. Das Photonengas tauscht dabei per-
manent Teilchen und Energie mit dem deutlich gréferen Reservoir der elektronischen
Anregungen aus (Abb. 3.5a). Fir die Thermodynamik des Photonengases erscheint es
auf den ersten Blick unwesentlich, welches statistische Ensemble tatséchlich realisiert
ist; immerhin sollten die Ensembles im thermodynamischen Limes dquivalent sein. In-
teressanterweise ist gerade die Bose-Einstein-Kondensation eine Ausnahme von dieser
Regel [114-116]. Die Erwartungswerte stimmen hier nur in den niedrigsten Momen-
ten der jeweiligen Grofle iiberein. Beispielsweise gilt fiir die Grundzustandsbesetzung
(NG ) mikro = (NG kan = (NG ) grop nur fiir n = 1. Die héheren Momente n > 2 stimmen
nicht tiberein, insbesondere die des grolkanonischen Ensembles weichen erheblich ab.

In der Bose-Einstein-Statistik ist die Wahrscheinlichkeit, n; Bosonen im Zustand ¢ zu
finden, gegeben durch [116]:

()= L (ni) \™
pi(n;) = T o) <1+ <m>> (3.32)

Dabei ist (n;) der Erwartungswert fiir die Besetzung des Zustands i. Daraus folgt, dass

die Standardabweichung der Besetzungszahl An; := <n2

7

> - <nz>2 gegeben ist durch:

Ang =/ (n))? + (ng) ~ (ng) (3.33)

Fiir die Bose-Einstein-Statistik ist es also charakteristisch, dass die Standardabweichung
der Besetzungszahl genauso grof ist wie die mittlere Besetzungszahl selbst. Im zeitlichen
Verlauf zeigt die Besetzungszahl dementsprechend grofie Fluktuationen.

Bei der Bose-Einstein-Kondensation entsteht ein makroskopisch besetzter Grundzustand,
dessen Besetzungszahl fiir niedrige Temperaturen praktisch genauso grofl werden kann
wie die Gesamtteilchenzahl, (Ny) ~ N. Es ist aber klar, dass eine Standardabweichung
von ANy ~ (Np) ~ N nach Gleichung (3.33) in den Ensembles mit fester Teilchen-
zahl unmoglich ist. Wird der Besetzungsgrad Ny/N zu grof, dann reicht der Vorrat an
Teilchen in thermisch angeregten Zustdnden irgendwann nicht mehr aus, um Konden-
satfluktuationen von der Grofienordnung 100% zu ermoglichen, siehe Abb. 3.5b. Davon
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Abbildung 3.5: (a) Teilchenaustausch zwischen dem Photonengas und einem
Reservoir aus elektronisch angeregten Farbstoff-Molekiilen. (b) Gezeigt ist der
zeitliche Verlauf der Grundzustandsbesetzung No(t) im kanonischen (kan.) bzw.
groflkanonischen (gr.k.) Ensemble am Beispiel zweier Monte-Carlo Simulation des
idealen, zweidimensionalen Bose-Gas in einer Falle. Die Zeit ist dabei in Einheiten
von 103 Simulationsschritten (MCS) angegeben. In beiden Féllen ist die (mittlere)
Gesamtteilchenzahl N = 100 und die Temperatur 7' = 2.5 x h§/kp. Beide Ensem-
bles zeigen einen mittleren Besetzungsgrad von Ny/N = 0.75. Das groflkanonische
Ensemble erzeugt allerdings viel stérkere Fluktuationen.

sind beispielsweise alle atomaren Kondensate betroffen. Im Fall des Photonengases ist
die Frage nach den Kondensatfluktuationen aber moglicherweise anders zu beantwor-
ten: Hier sollte dem Grundzustand, auch wenn er bereits makroskopisch besetzt ist,
immer noch ein ausreichend grofies Reservoir an elektronisch angeregten Farbstoffmole-
kiillen zum Teilchenaustausch zur Verfiigung stehen. Das kénnte also zu ungewdhnlich
groflen Kondensatfluktuationen fithren, sowohl im Vergleich zu atomaren Bose-Einstein
Kondensaten als auch zum Laser. Fir Laser ist beispielsweise bekannt, dass die Photo-
nenzahlverteilung von Bose-Einstein-artig zu Poisson-artig wechselt [117], was mit einem
drastischen Absinken der Teilchenzahlfluktuationen einhergeht [118].

Experimentell wiirden sich die Fluktuationen des Kondensates in der Kohérenz zweiter
Ordnung nieder schlagen:

(No(t) No(t + 7)) @ _ (No()?)
(No(0)? O = o) (331

Der Wert von ¢(®)(0) folgt direkt aus der Bose-Einstein-Verteilung (3.32), hiingt aber
zusétzlich noch davon ab, ob die Fragmentierung des Kondensats aufgrund der zweifa-
chen Polarisationsentartung des Grundmoden durch die experimentellen Bedingungen
aufgehoben wird oder nicht:

9P (r) =

2 nicht entartet
g?0) =17 (3.35)
5 entartet

Wenn die grofikanonische Modellierung auch oberhalb des Phaseniibergangs Bestand
hat, dann sollte der Grundzustand also starke Kurzzeitkorrelationen beibehalten, im
Gegensatz zum Laser, der oberhalb der Schwelle den Wert ¢(® (0) = 1 annimmt.
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Abbildung 3.6: Optische Kéltemaschine. (a) Doppelresonator bestehend aus
vollsténdig reflektierenden, dufleren Spiegeln und einem Trennspiegel mit gerin-
ger Transmission. (b) Temperaturschema fiir den Betrieb als optische Kéltema-
schine.

3.4 Spektrale Temperatur und zweiter Hauptsatz

In diesem Abschnitt wird die Diskussion der spektralen Temperatur, die in Kapitel 2
begonnen wurde, noch um einen zusatzlichen thermodynamischen Aspekt erweitert. In
Kapitel 2 wurde gezeigt, dass ein Photonengas ins thermische Gleichgewicht relaxiert,
wenn die spektrale Temperatur des Mediums, mit dem es im thermischen Kontakt steht,
keine Frequenzabhéngigkeit zeigt, also Typec(w) = T = const. Dann nimmt das Pho-
tonengas die Temperatur T an. Diese spektrale Temperatur T stimmt in vielen Fillen
mit der thermodynamischen Temperatur 1" des Farbstoffs iiberein, aber nicht in allen.
Die Frage ist nun, ob es aus thermodynamischer Sicht iberhaupt moglich ist, dass zwei
Systeme im thermischen Kontakt unterschiedliche Temperaturen annehmen.

Zu Untersuchung dieser Frage betrachten wir als physikalisches Modell ein Farbstoff-
Doppelresonator-System wie in Abb. 3.6a gezeigt. Dieser Mikroresonator besteht aus
drei Spiegel, von denen die beiden dufleren perfekt reflektierend sind, wiahrend der Spie-
gel in der Mitte eine endliche Reflektivitiat (r < 1) hat. Die Reflektivitat r sei allerdings
so hoch, dass Photonen nur selten die Resonatorhélften wechseln, und dass das Licht
deshalb zu jedem Zeitpunkt im thermischen Gleichgewicht mit dem jeweiligen Farbstoff-
medium steht. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass der Trennspiegel ein perfekter
Waiérmeisolator ist, so dass Energieiibertrag zwischen den Farbstoflésungen nur durch
den Austausch von Photonen stattfindet, nicht aber durch Wérmeleitung. Wir betrach-
ten nun den Fall, dass in einem der beiden, ansonsten identischen, Teilresonatoren ein
Farbstoff mit Tgpec(w) = T und im anderen ein Farbstoff mit Typec(w) # T zum Einsatz
kommt.

Zu Beginn seien die thermodynamischen Temperaturen der beiden Farbstofflésungen
identisch, 77 = T5. Zu einem bestimmten Zeitpunkt werden dann Photonen in den Re-
sonator eingebracht. Aufgrund des nun folgenden Thermalisierungsprozesses stellen sich
mittlere transversale Photonenenergien (uq) = 2kpTy bzw. (ug) = 2kpTy ein (zwei kine-
tische und zwei potentielle Freiheitsgrade), dabei seien Tl = Ti bzw. Tg # Ty die spek-
tralen Temperaturen der jeweiligen Farbstoffe, wobei im zweiten Fall eine Abweichung
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zwischen spektraler und thermodynamischer Temperatur angenommen wird. Wechselt
ein Photon die Resonatorhélfte, findet im Mittel ein nicht-verschwindender Energieiiber-
trag 2kB(T2 —T 1) # 0 zwischen den Farbstofflosungen statt. Dieser Energielibertrag
fiihrt, sofern z.B. Th > T}, zu einer Erwirmung der ersten und zu einer Abkiihlung der
zweiten. Der Prozess hort erst dann auf, wenn sich die spektralen Temperaturen an-
geglichen haben, also Ty = Ty. Dann sind aber die thermodynamischen Temperaturen
unterschiedlich, 77 > T5. Offensichtlich verletzt dieser Prozess den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik. Die Problematik besteht nicht unbedingt darin, dass sich unterschied-
liche Losungsmitteltemperaturen einstellen, sondern darin, dass dafiir offenbar keinerlei
Arbeit investiert werden muss. Letzteres liegt daran, dass wir implizit eine Fluoreszenz-
quantenausbeute von ®, = 1 fiir den zweiten Farbstoff angenommen haben. Ist dagegen
®5 < 1, so steht ein Photon nur fiir eine endliche Zahl von Fluoreszenzprozessen zur Ver-
figung. Dann ist der Gesamtenergieiibertrag, den ein Photon im Mittel bewirkt, begrenzt
und dariiber hinaus muss fiir diesen Energieiibertrag Arbeit, ndmlich die Photonenener-
gie selbst, investiert werden.

Dieser Zusammenhang soll nun quantitativ untersucht werden, indem eine Obergrenze
fir die Fluoreszenzquantenausbeute hergeleitet wird, die bei einer gegebenen Abwei-
chung zwischen spektraler und thermodynamischer Temperatur nicht iiberschritten wer-
den darf. Wir betrachten dazu erneut den Doppelresonator-Aufbau und wollen ihn in
eine optische Kéltemaschine umwandeln, die Warme vom kélteren Reservoir der Farb-
stoffiosung 2 auf das wérmere Reservoir der Farbstofflosung 1 tbertragt (7o < T1).
Damit das moglich ist, muss die spektrale Temperatur des zweiten Farbstoffs oberhalb
der spektralen Temperatur des ersten Farbstoffs liegen, Ty>Ty =T 1, die wiederum mit
der thermodynamischen Temperatur tibereinstimmen soll (siehe die Temperaturskala in
Abb. 3.6b). Dariiber hinaus soll Farbstoff 1 eine perfekte Quantenausbeute haben, also
®; = 1. Weil durch durch die endliche Quantenausbeute von Farbstoff 2, &5 < 1, die
Photonen mit der Zeit verloren gehen, muss die Photonenzahl durch ein externes Pum-
pen konstant gehalten werden, so dass ein ,periodischer“ Betrieb der Kaltemaschine
gewahrleistet ist.

Der Wirkungsgrad dieser Maschine ist das Verhéltnis aus Wérmetibertrag und investier-
ter Arbeit, n = AQ/W. Bestenfalls kann pro Fluoreszenzprozess eine mittlere Wérme
von AQ = <I>22I<:B(T2 —Ty) — (1 — ®9)hw tibertragen werden, wobei nur der erste Term
zu einer Kiihlung fithrt; der zweite Term ist der Anteil der Photonenenergie Aw, der im
Mittel durch strahlungslose Ubergéinge zur Aufheizung fiihrt. Dieser Term entspricht dar-
iiber hinaus auch der investierten Arbeit, W = (1 — ®3)hw. Die prinzipielle Obergrenze
fiir den Wirkungsgrad der Kéltemaschine ist der Carnot-Wirkungsgrad:

AQ _ B92kp(Ty — T1) — (1 — By)hw __ D

3.36
w (1 — <I>2)7iw - Ty 1T ( )
Lost man nach ®9 auf, erhilt man:
1
Dy < (3.37)

T+ 2 (G + Ty — (B/T)(T + T))

Diese Ungleichung gilt fiir alle Temperaturen 77 (heiles Reservoir) im Bereich T, < T <
T5. Man kann daher die Temperatur 77 auswéhlen, die die kleinste obere Schranke liefert.
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Eine kurze Rechnung zeigt, dass das fiir das harmonische Mittel T} = /7575 der Fall

ist. Damit erhéalt man 1

: 1+%(\/ﬁ—\/ﬁ>2

wobei wir noch den Index ,,2“ weggelassen haben. Bei der Herleitung dieser Ungleichung
wurde T' > T (bzw. Ty > Tj) vorausgesetzt. Tatsichlich gilt (3.38) aber auch fiir 7' < T
dann funktioniert die Apparatur als Warmemaschine. Die Analyse des Wirkungsgrades
fithrt aber ebenfalls zur Formel (3.38). Wir haben nun also eine prinzipielle obere Grenze
fir die Quantenausbeute eines Farbstoffs in Abhangigkeit von seiner spektralen Tempe-
ratur. Stimmen beide Temperaturen iiberein, so ist eine Quanteneffizienz ® = 1 erlaubt,
andernfalls muss immer ® < 1 gelten.

(3.38)

Es ist naheliegend zu fragen, ob man mit Gleichung (3.38) eventuell die Quanteneffizienz
eines Farbstoffs anhand seines Spektrums bestimmen kann. Dazu kann man ein Zah-
lenbeispiel betrachten: Bei einer Ubergangslinie von 600 nm und Raumtemperatur liefert
eine spektrale Temperatur von 7' = 1000 K eine Obergrenze fiir die Quantenausbeute von
D600 nm (1000 K) < 98.3%. Dieser Wert ist trotz der recht starken Abweichung zwischen
spektraler und thermodynamischer Temperatur immer noch sehr hoch. Tatséachlich zeigt
sich, dass die Quanteneffizienzen realer Farbstoffe nahezu immer sehr weit unterhalb der
Grenze liegen, die durch Formel (3.38) festgelegt wird. Dieser Befund ist auch plausibel,
wenn man die Modellrechnung in Abschnitt 2.4 zu Grunde legt. Die spektrale Tem-
peratur detektiert ndmlich nur Quanteneffizienzunterschiede zwischen den Spezies, nicht
aber das absolute Niveau. Die praktische Anwendbarkeit von Gleichung (3.38) ist deshalb
auf solche Félle beschréankt, bei denen zumindest fiir eine der beteiligten Molekilsorten
® =~ 1 gilt. Die spektrale Temperatur konnte beispielsweise im Fall ultradichter atomarer
Gase bei hohen Puffergasdriicken, etwa Rubidium-Argon-Gemische [119-121], aufschluss-
reich sein. Hier ist bekannt, dass die spektrale Verteilung der Fluoreszenz, analog zur
Regel von Kasha, unabhéngig von der Anregungsfrequenz ist. Das legt einen Thermali-
sierungsprozess der Rb-Ar-Quasi-Molekiile im elektronisch angeregten Niveau nahe und
ldsst insbesondere auch die Bestimmung einer spektralen Temperatur nach Gleichung
(2.17) zu. Kéme es dabei zu Abweichungen von der Umgebungstemperatur, wiirde dies
die Anwesenheit von strahlungslosen Ubergingen nachweisen. Der Erfolg lasergestiitz-
ter Kiihlverfahren in diinnen atomaren Gasen, basiert u.a. darauf, dass strahlungslose
Ubergénge dort nicht existieren. Das Kiihllimit in ultradichten atomaren Gasen kénnte
aber durchaus durch strahlungslose Ubergéinge begrenzt werden und die Bestimmung
der spektralen Temperatur erscheint mir deshalb aufschlussreich.
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Kapitel 4

Experimente zur Thermalisierung des
transversalen Photonenzustands

4.1 Apparativer Aufbau

In diesem Kapitel werden experimentelle Ergebnisse vorgestellt, die den Thermalisie-
rungsprozess der transversalen Freiheitsgrade der Photonen demonstrieren. Die Experi-
mente finden bei relativ geringen Photonenzahlen, weit unterhalb der kritischen Photo-
nenzahl, statt. Der experimentelle Aufbau, gezeigt in Abb. 4.1, besteht im wesentlichen
aus Mikroresonator, Pumpquelle und Analyseeinheit. Der Mikroresonator wird unter ei-
nem Winkel von 45° zur optischen Achse durch einen Laser gepumpt und das aus dem
Mikroresonator ausgekoppelte Licht wird raumlich und spektral analysiert.

Mikroresonator Der Mikroresonator besteht aus hochreflektierenden, sphérisch ge-
krimmten, dielektrischen Spiegeln der Firma Los Gatos Research, die iiblicherweise fiir
spektroskopische Zwecke eingesetzt werden (,,cavity ringdown spectroscopy“ [122]). Die
Reflektivitat ist grofer als 0.99997 fiir den Wellenléngenbereich (500—590) nm, mit einem
Reflektivitdtsmaximum von 0.999985 bei A ~ 535 nm. Letzteres entspricht einer Finesse
von F' =~ 200000. Es stehen zwei verschiedene Kriimmungsradien zur Verfiigung, R = 1 m
bzw. R = 6 m. Um einen Spiegelabstand von einigen wenigen Halbwellen auf der opti-
schen Achse erreichen zu kénnen, ohne dass sich die Spiegel aufgrund der Kriitmmung an
den Réndern beriihren, wird die Spiegeloberfliache eines der beiden Spiegel auf eine Fléche
von ca. 1 mm x 1 mm verkleinert. Bei dieser Prozedur wird zunéchst der Originalspiegel
(Durchmesser 1”) in 5 mm x 5 mm grofle Teilstiicke zerteilt. Die Rander dieser Teilstiicke
werden dann geschliffen bis die Oberfliche des Spiegels hinreichend klein ist. Die Spiegel-
bearbeitung kann zu Beschédigungen und damit zur Beeintrichtigung der Reflektivitét
fiihren kann. Oftmals sind solche Beschiddigungen bereits unter dem Lichtmikroskop zu
erkennen. Um sie aber sicher ausschliefen zu kénnen, wurde stichprobenweise die Lich-
tabklingzeit des (bei diesen Messungen farbstofffreien) Resonators bestimmt, siehe auch
die Diplomarbeit von Florian Schelle [123]. Dazu wird Laserlicht parallel zur optischen
Achse auf den Resonator eingestrahlt und die Resonatorlinge durch ein Piezoelement
periodisch variiert. Der Resonator gerét zwischenzeitlich immer wieder in Resonanz mit
der Laserstrahlung, was einen Anstieg der Lichttransmission nach sich zieht. Erreicht die
transmittierte Lichtleistung ein bestimmtes Niveau, wird das Laserlicht akusto-optisch
ausgeschaltet. Aus der Abklingzeit der dann im Resonator gespeicherten Lichtleistung
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Abbildung 4.1: Schematischer Aufbau des Mikroresonator-Experiments. Der
Mikroresonator wird unter einem Winkel von 45° zur optischen Achse gepumpt.

Die ausgekoppelte Mikroresonator-Strahlung wird rdumlich und spektral ana-
lysiert.
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Abbildung 4.2: (a) Messbeispiel (Kurve ,,Exp.“) fiir die Abklingkurve des im
Resonator gespeicherten Lichts, zusammen mit einer exponentiellen Anpassung
p/po = exp(—t/7) (Kurve ,Fit“). Bei dieser Messung befindet sich kein Farbstoff
zwischen den Spiegeln. (Wellenlénge A = 532nm, Resonatorlange D = 17 mm,
Abklingzeit 7 = 2.06(1) us) (b) Strahlengang zum Mikroresonator. Das Pum-
plicht wird unter einem Winkel von 45° zur optischen Achse eingestrahlt.
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lasst sich die Reflektivitéit der Spiegel sehr genau bestimmen. Eine typische Abklingkurve
ist in Abb. 4.2a gezeigt. Die Abklingzeit von 7 = 2.06(1) us bei einer Resonatorlange von
L = 17mm lésst hier auf eine Reflektivitdt von r = 1 — L/er = 0.99997250(15) bzw.
auf eine Finesse von F' = wer /L ~ 115000 schlieBen, was ein typischer Wert fir diese
Messung ist - sowohl fiir die bearbeiteten Spiegel als auch fiir die Originalspiegel. Die
Abweichung von der maximal méglichen Finesse von F' = 200000 deutet deshalb nicht
auf Beschadigungen der Spiegeloberfliche hin, sondern wird durch Staubablagerungen
aus der Umgebungsluft verursacht, die sich innerhalb weniger Minuten auf die Spiegel
nieder setzen.

Die Resonatorspiegel werden auf einem Glassubstrat befestigt an das zuséatzlich noch
Prismen angebracht werden, die ein Pumpen der Farbstoflosung unter einem Winkel
von 45° zur optischen Achse ermdglichen (siehe Abb. 4.2b). Bei diesem Winkel, und bei
einer bestimmten Polarisation, befindet sich das erste Reflektivitdtsminimum der Spie-
gel, das maximal eine Pumpstrahltransmission von 80% zulasst. Den Resonator auf diese
Art zu pumpen hat den Vorteil, dass Resonanzbedingungen bzw. Modenanpassung kei-
ne Rolle spielen. Das Pumplicht kann an eine beliebige Stelle des Resonators fokussiert
oder aber relativ flichig auf den gesamten Resonator verteilt werden. Einer der Resona-
torspiegel ist zudem auf einem Piezo-Verschiebetisch montiert, so dass eine kontrollierte
Variation des Spiegelabstands iiber bis zu 10 pm erméglicht wird. Dariiber hinaus kann
auf diese Weise eine elektronische Stabilisierung des Spiegelabstands realisiert werden.
Dazu wird das Fluoreszenzspektrum der Mikroresonatorstrahlung durch einen Computer
elektronisch erfasst. Anhand dieses Spektrums kann die Abschneidewellenldnge des Reso-
nators bestimmt und mit einem vorgegebenen Soll-Wert verglichen werden. Der Rechner
variiert dann die am Piezo anliegende Spannung so, dass Soll- und Ist-Wert iibereinstim-
men. Die auf diese Weise im Experiment realisierte Regelungsbandbreite ist relativ gering
(=~ 1Hz), reicht aber aus, um thermisch bedingte Schwankungen des Spiegelabstands zu
kompensieren. Zudem sorgt eine hohe passive Stabilitdt des Resonators, sowohl durch
eine mechanische Entkopplung vom optischen Tisch [123] als auch aufgrund der Damp-
fung durch die sich zwischen den Spiegeln befindliche Farbstofflosung dafiir, dass schnelle
Fluktuationen effektiv unterdriickt werden. Bei manchen Messungen ist es vorteilhaft,
wenn die Abstandsregelung getaktet wird, d.h. wiahrend der Messzeit (einige Sekunden)
wird die Regelung abgeschaltet, nach der Messung wird sie aber wieder angeschaltet, um
eventuell aufgetretene Abstandsverdnderungen zu kompensieren und so den Resonator
flir einen weiteren Messzyklus vorzubereiten.

Als Farbstoff wird entweder Rhodamin 6G oder Perylendiimid (PDI) [124] verwendet (sie-
he Abb. 4.3). Diese Farbstoffe besitzen eine hohe Quantenausbeute, ®rgg =~ 0.95 [113]
bzw. ®ppr ~ 0.97 [125], und haben eine spektrale Temperatur, die sehr gut mit der Um-
gebungstemperatur tibereinstimmt (siehe Abb. 2.3). Fiir das Rhodamin werden vorzugs-
weise Methanol bzw. Ethylenglykol als Losungsmittel eingesetzt, beim PDI wird Aceton
verwendet. Eine mehrfache Filterung der Farbstoffiésungen hat sich als notwendig erwie-
sen, da nur so ungeloste Farbstoffpartikel und andere Verunreinigungen entfernt werden
kénnen. Um eine hinreichend starke Reabsorption im Mikroresonator erzielen zu kénnen,
miissen relativ hoch konzentrierte Farbstofflosungen verwendet werden. Da strahlungs-
lose Desaktivierung von angeregten Farbstoffmolekiilen mit steigender Konzentration
zunimmt, miissen aber bestimmte Grenzen eingehalten werden. Bei Rhodamin 6G wird
eine Konzentration von typischerweise ¢ = 1.5 x 1073 Mol/l verwendet, was etwa eine
Groflenordnung unterhalb des Konzentrationsbereiches liegt, in dem die Quantenausbeu-
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Abbildung 4.3: Relative Stdrken von Absorption a(\)/amax und
Fluoreszenz f(\)/fmax sowie die Strukturformeln der Farbstoffe (a)
Rhodamin 6G bzw. (b) Perylendiimid.

te merklich einbricht [126-128].

Pumpquelle Zum optischen Pumpen des Farbstoffs wird ein frequenzverdoppelter
Neodym-YAG-Laser (Verdi V8) der Firma Coherent verwendet, der bei einer Wellenldnge
von A = 532nm eine maximale Ausgangsleistung von Pyump = 8 W emittiert. Zum
schnellen Schalten des Strahls kommen zwei akusto-optische Modulatoren (AOM) zum
Einsatz.

Analyseeinheit Die Analyse des vom Mikroresonator emittierten Lichts wird durch ein
Spektrometer und eine Kamera durchgefiihrt. Durch einen Strahlteiler wird das Licht in
zwei Teilstrahlen aufgeteilt. Mit Hilfe einer Abbildungsoptik wird ein Teil des Lichts als
reelles Bild auf den CCD-Chip der Kamera abgebildet, was die Analyse der raumlichen
Photonenverteilung im Mikroresonator zulésst. Ein anderer Teilstrahl wird spektral zer-
legt. Bei der spektralen Analyse muss folgendes beachtet werden: Die hohen transversalen
Moden besitzen sowohl eine groflere raumliche Ausdehnung (im Strahlfokus) als auch ei-
ne groflere Divergenz als die niedrig angeregten transversalen Moden. Das macht sich
dann bemerkbar, wenn das Mikroresonatorlicht den Eingangsspalt eines Spektrometers
passieren soll. Der Eingangsspalt des von uns verwendeten Spektrometer Tristan light
der Firma M.U.T. (optisches Auflésungsvermogen ~ 2nm) hat eine Breite von lediglich
15 pm. Im Unterschied zu den niedrigen transversalen Moden kénnen die hohen transver-
salen Moden nicht so stark fokussiert werden, dass sie diesen Eingangsspalt vollstindig
passieren. Der Eingangsspalt ist damit farblich nicht mehr neutral. Dieses Problem lasst
sich umgehen, wenn man eine Streuscheibe vor den Eingangsspalt des Spektrometers
platziert, die die Korrelationen zwischen Ort, Winkel und Farbe aufhebt. Das hat aller-
dings den Nachteil, dass dadurch die Signalstirke stark herabgesetzt wird. Der experi-
mentelle Aufbau enthélt noch ein zweites Spektrometer, das dieses Problem umgeht. Eine
vorteilhaftere Methode besteht ndmlich darin, auf den Eingangsspalt zu verzichten. Das
ist moglich, weil das vom Mikroresonator emittierte Licht ohnehin nur schwach divergent
ist und deshalb eine hinreichende Kollimierung auch ohne Eingangsspalt moglich ist. In
diesem zweiten Spektrometeraufbau (Abb. 4.1) wird das zu analysierende Mikroresona-
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torlicht aufgeweitet, kollimiert und direkt auf ein rotierendes Gitter (2400 Striche/mm)
eingestrahlt. Das gebeugte Licht passiert dann einen Ausgangsspalt und wird von einem
Photoelektronenmultiplizierer (PMT) detektiert. Auf diese Weise kann eine sehr hohe
Detektionsempfindlichkeit erreicht werden. Weil aber die unterschiedlichen Wellenlédngen
aufgrund der Rotation des Gitters nicht gleichzeitig detektiert werden, eignet sich dieses
Spektrometer nicht, wenn mit gepulstem Pumplicht gearbeitet wird.

4.2 Spektrale und rdumliche Photonenverteilung

Abbildung 4.4 zeigt die typische experimentell beobachtete spektrale Verteilung des vom
Farbstoff-Mikroresonator emittierten Lichts fiir unterschiedliche Spiegelabstéande. Aus
dem spektralen Abstand der Intensitatsmaxima ldsst sich der freie spektrale Bereich, der
Spiegelabstand und die longitudinale Modenzahl ¢ bestimmen. Bei sehr kleinen Spiegel-
abstédnden wird ein Bereich erreicht, in dem die Fluoreszenz nur noch Photonen mit einer
einzigen longitudinalen Modenzahl erzeugt. Der longitudinale Freiheitsgrad der Photo-
nen ist dann ausgefroren und das Photonengas lésst sich als zweidimensionales Bose-Gas
auffassen, was sich unter anderem dadurch bemerkbar macht, dass die Spektren eine Ab-
schneidefrequenz aufweisen, unterhalb der keine relevanten Photonenpopulationen mehr
messbar sind. Der kiirzeste Spiegelabstand, der sich mit dem Mikroresonator realisieren
lasst, betrdgt ¢ = 7 Halbwellen. Der Photonengrundzustand ist dementsprechend der
TEM7go-Zustand, dessen Wellenldnge )\ iiber eine Feineinstellung des Spiegelabstands
typischerweise in den spektralen Bereich (580 — 590) nm gelegt wird. Die erwarteten Re-
sonanzen des Mikroresonators fiir diese experimentelle Situation wurden bereits in Abb.
1.4 zusammen mit den spektralen Verlaufen von Fluoreszenz und Absorption schematisch
dargestellt.

Der limitierende Faktor, der eine weitere Anndherung der Spiegel verhindert, ist offenbar
das Eindringen des Lichtfeldes in die Spiegel. Die effektiven Endknoten der optischen Re-
sonanz liegen nédmlich innerhalb des Spiegelmaterials. Das lasst sich z.B. aus Messungen
des Transmissionsgrades der Pumpleistung schliefen. Die Transmission des Pumpstrahls
durch den Resonator als Funktion der longitudinalen Modenzahl ¢, Abb. 4.5, zeigt er-
wartungsgeméf einen exponentiellen Abfall (Lambert-Beersches Gesetz, durchgezogene
Linie). Allerdings extrapoliert die Kurve auf volle Transmission bei ¢ = o = 4.68 £0.17.
Die Dicke des Farbstofffilms Dgye ist damit offenbar nicht proportional zur Modenzahl
g, sondern proportional zu ¢ — qo, also Daye x (¢ — qo). Die tatséchliche Dicke der Farb-
stofffilms betragt bei ¢ = 7 also nur etwas iiber zwei optische Halbwellen. Daraus kann
man schliefen, dass die effektiven Endknoten der Resonanz jeweils ~ 2.3 Halbwellen, also
ungefihr (400 — 450) nm, weit in den Spiegeln liegen. Longitudinale Modenzahlen g < 5
sind mit diesen Spiegel also prinzipiell nicht moéglich ist. Zu bemerken ist noch, dass fiir
die Messung in Abb. 4.5 eine sehr hoch konzentrierte Rhodamin 6G Loésung verwendet
wurde, o ~ 2 x 1072 Mol/l, um hier eine klar beobachtbare Absorption zu erreichen.
Das Transmissionsniveau bei den iibrigen Messungen liegt deutlich hoher, > 99%, d.h.
iiblicherweise wird weniger als 1% Prozent der Pumpleistung, die die Resonatorspiegel
passiert, in der Farbstoffiésung auch absorbiert.

Der eigentliche Grundzustand des Resonators ist die Halbwellen-Resonanz TEMgg. Dass
ein Ausfrieren des longitudinalen Freiheitsgrades bei Spiegelabstdnden grofier als einer
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Abbildung 4.4: Spektrale Verteilung der Mikroresonator-Strahlung fiir ver-

schiedene Spiegelabstéinde. (Rhodamin 6G in Methanol, o = 1.5 x 1072 Mol/I,
Spiegelradien Ry = 1m und Ry = 6m)
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Abbildung 4.5: Transmissionsgrad des Pumpstrahls (Quadrate) in Abhén-
gigkeit zur longitudinalen Anregungszahl ¢. Die durchgezogene Linie entspricht
dem Lambert-Beersche Absorptionsgesetz I(q)/Iyp = exp(—a(q—qo)\o/2np) mit
dem Anpassungsparameter gg = 4.68 £0.17. Die Messung zeigt, dass die effekti-
ven Endknoten der optischen Resonanz innerhalb der Spiegel liegen. (Rhodamin
6G in Methanol, ¢ ~ 2 x 1072 Mol/1, Spiegelradien R; = Ry = 1m)
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Halbwelle moglich ist, hier ¢ = 7, ist auf den ersten Blick nicht vollig offensichtlich: Fluo-
reszenz in TEMgn,-Moden oder aber in transversal niedrig angeregte TEMgmn-Moden
ist offenbar energetisch ausgeschlossen, da die spektrale Breite der Fluoreszenz dafiir
nicht ausreicht (Abb. 1.4). Fluoreszenz in transversal hoch angeregte TEMgpn-Moden
ist aber energetisch erlaubt. Allerdings ist davon auszugehen, dass diese Zerfélle aufgrund
des groBen Modenvolumens und des dadurch geringen Purcell-Faktors, Gleichung (1.21),
deutlich langsamer sind als Zerfille in die energetisch gleichwertigen, aber transversal
niedrig angeregten TEM7,,,-Moden. Auch experimentell zeigt sich, dass ein Springen in
Zusténde mit tieferen longitudinalen Modenzahlen, zumindest bei hinreichend kleinen
Spiegelabstédnden, kein relevanter Verlustmechanismus fiir das zweidimensionale Photo-
nengas ist.

Messungen der spektralen Photonenverteilung im Mikroresonator bei Raumtemperatur,
T = 300K, und fiir einen geheizten Resonator bei 7' = 365K sind in Abb. 4.6 (Kreise)
wiedergegeben. Die ausgekoppelte Lichtleistung, Pyys = (50 & 5) nW, lisst auf eine mitt-
lere Photonenzahl von N = 60 4 10 innerhalb des Resonators schliefen. Mit Gleichung
(3.21) ergibt sich daraus ein chemisches Potential von pu/kgT = —6.76+0.17 (T = 300 K)
bzw. p/kgT = —7.16 + 0.17 (T = 365K). Die Messungen finden also fernab des Pha-
seniibergangs statt, da diese erst bei einer kritischen Photonenzahl von N, ~ 83000
fiir die gegebenen Parameter, erwartet wird (dann gilt © — 0). Dementsprechend ist
der Summand ,-1“ im Nenner der Bose-Einstein-Verteilung (1.1) fiir die hier gezeig-
ten Messungen vernachlédssigbar und man erwartet eine Boltzmann-artige Verteilung der
Photonenenergien n,, 7(u) =~ g(u) exp(—(u—pu)/kpT). Tatséchlich zeigen die gemessenen
Spektren sowohl fiir T = 300K als auch fiir 7' = 365K eine gute Ubereinstimmung mit
den theoretischen Erwartungen (durchgezogene Linien in Abb. 4.6, zum Vergleich wurde
in das untere Diagramm (7" = 365 K) noch eine 7' = 300 K-Boltzmann-Verteilung gestri-
chelt eingezeichnet). Deutlichere Abweichungen sind nur bei Wellenléngen um 532nm
zu erkennen. Letztere sind durch ungewolltes Einfangen von gestreutem Pumplicht zu
erkléren.

Die Diskussion in Kapitel 2 zeigte, dass eine Thermalisierung des paraxialen Photonenga-
ses nur dann erwartet wird, wenn der thermische Kontakt durch Reabsorption hergestellt
ist. Um diesen Sachverhalt experimentell zu iiberpriifen, wird die Abschneidewellenlédnge
Ao mit Hilfe der Piezo-Spannung variiert (Abb. 4.7). Bei kleinen Wellenléngen ist der
Absorptionskoeffizient der Farbstoflosung gréfler und damit auch die Reabsorption. Der
thermische Kontakt sollte deshalb bestehen bleiben, wenn Ay zu kleinen Wellenléngen
verschoben wird. Die oberste Kurve in Abb. 4.7 bestétigt das. Auch hier ldsst sich ein
thermisches Abfallen der transversalen Anregungen feststellen (wenngleich die spektrale
Verteilung auch eine gewisse Uberbetonung der transversal niedrig angeregten Moden
anzeigt). Bei grofien Wellenléngen wird der Absorptionskoeffizient und damit auch die
Reabsorption immer kleiner. Der thermische Kontakt beginnt abzureiffen, was sich in
spektralen Verteilungen bemerkbar macht, die nicht mehr vollig bzw. gar nicht mehr
thermisch sind (untere zwei Spektren in Abb. 4.7). Eine ganz analoge Beobachtung er-
gibt sich, wenn anstatt der Abschneidewellenldnge die Farbstoffkonzentration verdndert
wird. Bei kleinen Farbstoffkonzentrationen wurden nur teilweise bzw. gar nicht therma-
lisierte Spektren beobachtet.

Neben der spektralen zeigt auch die raumliche Photonenverteilung die erwarteten Merk-
male eines thermischen Gases. Abb. 4.8 zeigt das Bild des Photonengases aufgenommen
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Abbildung 4.6: Spektrale Verteilung der Mikroresonator-Strahlung weit un-
terhalb der kritischen Photonenzahl bei ' = 300K und 7' = 365K (Kreise).
Die Spektren stimmen sehr gut mit Boltzmann-verteilten Photonenenergien (Li-
nien) iiberein. In das untere Diagramm wurde zum Vergleich zusétzlich eine
T = 300 K Boltzmann-Verteilung eingezeichnet (gestrichelte Linie). (Rhodamin
6G in Ethylenglykol, o = 5 x 10~% Mol/l, Spiegelradien Ry = Ry = 1m, q = 7)
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Abbildung 4.7: Normierte spektrale Verteilung der Mikroresonator-Strahlung
(Kreise) fur vier verschiedene Abschneidewellenlingen Ag. Zusétzlich sind
Boltzmann-verteilte Photonenenergien eingezeichnet (Linien). (experimentelle
Parameter wie in Abb. 4.6 fur T' = 300 K)
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durch eine Farb-CCD-Kamera. Dazu wurde durch eine Abbildungsoptik ein reelles Bild
des Photonengases auf den Sensor der verwendeten Kamera erzeugt. Transversal niedrig
angeregte Photonen (gelb) werden aus der unmittelbaren Umgebung des Fallenzentrums
emittiert, die Emission von transversal hoher angeregten Photonen (griin) erfolgt auch
aulerhalb des Zentrums. Hieran ldsst sich der Einfluss der Spiegelkrimmung bzw. des
transversalen Fallenpotentials wiedererkennen. Aus der quantitativen Auswertung von
Abb. 4.8a ergibt sich dariiber hinaus die in Abb. 4.8b gezeigte raumliche Verteilung der
Photonen entlang einer Achse durch das Fallenzentrum (x-Achse). Die durchgezogene
Linie gibt den thermischen Erwartungswert wieder, geméafl Gleichung 3.30 fiir y = 0 und
N < N.. Der theoretisch erwartete Intensititsverlauf, der weit unterhalb des Phasen-
ibergangs in guter Naherung einer Gauf3-Verteilung entspricht, zeigt in der Tat eine gute
Ubereinstimmung mit den Messpunkten. Letzteres ist aber nicht unerwartet, da bereits
die spektrale Analyse thermische Gewichtungsfaktoren fiur die transversalen Photonen-
zusténde festgestellt hat. Die réumliche Verteilung bestétigt dies, was aber kein vollig un-
abhangiges Merkmal ist. Generell liefern aber sowohl die spektrale als auch die rdumliche
Verteilung der Photonen einen deutlichen Hinweis darauf, dass sich das zweidimensionale
Photonengas im thermischen Gleichgewicht befindet.

4.3 Raumliche Umverteilung durch Thermalisierung

Zusétzlich zur Untersuchung der spektralen und raumlichen Photonenverteilung wurden
weitere Messungen zur Charakterisierung des Thermalisierungsprozesses durchgefiihrt.
Dazu wurde das Photonengas nicht wie bei den bisherigen Messungen im Fallenzentrum,
sondern weiter auflerhalb gepumpt. Aufgrund des Thermalisierungsprozesses wiirde man
nun erwarten, dass sich die Photonen dennoch im Fallenzentrum ansammeln, da hier ein
Minimum der potentiellen Energie vorliegt. Das Resultat einer entsprechenden Messung
ist in Abb. 4.9 gezeigt. Fiir die Messung wurde der Abstand des Fluoreszenzmaximums
vom Fallenzentrum als Funktion des Pumportes erfasst, d.h. der Pumport wird schritt-
weise auf einer Geraden durch das Fallenzentrum durchgefahren und bei jeder Position
Zexe Wird der Abstand |zpax| des hellsten Fluoreszenzpunktes vom Zentrum notiert.
Die Halbwertsbreite des Pumpflecks ist dabei ungefdhr ~ 25pum. Diese Messung wird
flir zwei verschiedene Abschneidewellenldngen Ay durchgefiihrt. Bei Ag ~ 620nm ist die
Reabsorption des Fluoreszenzlichts aufgrund des kleineren Absorptionskoeffizientens und
der geringeren Spiegelreflektivitdt so schwach, dass es den Resonator in unmittelbarer
Umgebung des Pumports wieder verlésst, d.h. Pumport und Intensitdtsmaximum sind
identisch (Kreise verbunden mit gestrichelter Linie). Bei einer Abschneidewellenlange
Ao =~ 580nm ist die Reabsorption dagegen stark genug, um mehrfache Absorptions-
Fluoreszenzzyklen und damit den Thermalisierungsprozess zu ermdéglichen. Dieser fiihrt
dazu, dass sich der iiberwiegende Teil der Photonen im Potentialminimum ansammelt
bevor sie verloren gehen. Das funktioniert allerdings nur, wenn die Photonen weniger als
60 pm von der optischen Achse erzeugt werden. Wird der Resonator weiter auflerhalb
gepumpt, erreichen sie nicht mehr ihre Gleichgewichtsverteilung bevor sie den Resona-
tor verlassen. Die beobachtete Ansammlung der Fluoreszenzstrahlung im Fallenzentrum
trotz eines Pumpens abseits des Zentrums kann als weiterer Beleg fiir einen Thermali-
sierungsprozess interpretiert werden.

Es ist anzunehmen, dass der beobachtete Einbruch dieses ,,Riickstelleffektes” im Zusam-

o1



Signal (w.E.)
o = N w S~ o (o2}

O W—
-100um 0  100pm

-200 -100 0 100 200
X (um)

(@) (b)

Abbildung 4.8: (a) Bild des Photonengases (reelle Abbildung auf den Sen-
sor einer Farb-CCD-Kamera). Niederenergetische (gelbe) Photonen werden aus
der unmittelbaren Umgebung des Fallenzentrums emittiert, die Emission von
hoher energetischen (griinen) Photonen erfolgt auch auBerhalb des Zentrums.
(b) Photonenverteilung entlang einer Achse durch das Fallenzentrum (Kreise),
abgeleitet aus Abb. 4.8a. Die theoretische Verteilungsfunktion basiert auf einer
thermischen Mittelung iiber alle Resonatormoden und entspricht einer Gauf-
Verteilung. (experimentelle Parameter wie in Abb. 4.6)
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Abbildung 4.9: Abstand des Fluoreszenzmaximums vom Fallenzentrum,
|Zmax|, als Funktion der Pumportes, xcx.. Bei einer Abschneidewellenldnge von
Ao = 620nm (schwache Reabsorption) folgt das Fluoreszenzmaximum genau
dem Pumport (Kreise verbunden mit gestrichelter Linie), bei Ag = 580 nm (star-
ke Reabsorption) sammeln sich die Photonen im Fallenzentrum, z,,x = 0, sofern
der Pumport weniger als 60 pm vom Fallenzentrum entfernt ist (Quadrate ver-
bunden mit durchgezogener Linie). (PDI in Aceton, o = 0.75g/1, Spiegelradien
R1:R2:1m,q:7)
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menhang mit der im Experiment begrenzten mittleren Anzahl an Absorptions-Fluores-
zenzzyklen steht, die ein Photon durchlauft, bevor es den Resonator verlasst. Fiir grofere
Entfernungen vom Fallenzentrum reicht diese offenbar nicht aus, um das Pumplicht ins
Gleichgewicht zu iiberfithren. Der wichtigste Verlustkanal ist dabei die Kopplung an
nicht-gefangene Moden. Die im Experiment verwendeten Mikroresonatorspiegel zeigen
einen Reflektivitdtseinbruch unter grofen Einfallswinkeln. Bei jedem Fluoreszenzprozess
besteht deshalb eine nicht zu vernachlédssigende Wahrscheinlichkeit, dass das Photon aus
dem Resonator gestreut wird. Zum jetzigen Stand des Experiments kann dieser Effekt
allerdings noch nicht exakt quantifiziert werden (eine Abschétzung ist in Abschnitt 5.4 zu
finden). Ein zweiter wichtiger Verlustkanal ist strahlungslose Desaktivierung. Aufgrund
der begrenzten Quanteneffizienz ® des Farbstoffs kann jedes Photon im Mittel nur eine
bestimmte Anzahl von Reabsorptionszyklen durchlaufen. Diese erwartete mittlere An-
zahl ist durch > 02  ®"(1—®)n = ®/(1 — ®) gegeben. Fiir Rhodamin 6G (Prec = 0.95)
entspricht das einer mittleren Zahl von 19 Fluoreszenzprozessen; fiir PDI (®pp; = 0.97)
sind es 32 (die Quanteneffizienzen sind aufgrund der verkiirzten Lebensdauer der ange-
regten Molekiile im Resonator vermutlich sogar noch gréfier als die im freien Raum, die
hier verwendet wurden). Diese Zahlen sind relativ gro8, so das zu vermuten ist, das die
endliche Quanteneffizienz ein eher nachgeordneter Verlustkanal ist.
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Kapitel 5

Experimente zur Bose-Einstein-Kondensation
von paraxialem Licht

5.1 Spektrale und raumliche Photonenverteilung

Im Folgenden wird das Verhalten des Photonengases fiir groflere Teilchenzahlen unter-
sucht. Dazu wird der Resonator mit hoheren Leistungen gepumpt. Die typischerweise
verwendeten Pumpleistungen sind etwa drei Groflenordnungen grofler als bei den Mes-
sungen in Kapitel 4 und liegen im Bereich Pyymp 2 100 mW. Davon wird allerdings weni-
ger als 1 mW tatséchlich auch im Resonator absorbiert. Um {iberméfiige Population von
Farbstoff-Triplettzustdnden und Wéarmeeintrag zu verhindern, wird das Pumplicht fiir
diese Messungen in Rechteckpulse mit einer Pulsdauer von 0.5 s moduliert. Der Arbeits-
zyklus ist typischerweise 1:16000, d.h. nach jedem Rechteckpuls folgt eine Dunkelphase
von 8 ms Dauer. Die Pulsdauer orientiert sich daran, ob die im Resonator gespeicherte
Lichtleistung wahrend des Pulses konstant bleibt. Fiir Pulsldngen oberhalb von =~ 0.5 ps
wird ein zeitlicher Abfall der Fluoreszenz beobachtet, der auf eine zunehmende Populati-
on von Triplettzustidnden zuriickzufiihren ist. Diese Zeitskala ist auch im Zusammenhang
mit Farbstofflasern bekannt, sofern keine Triplett-Quencher verwendet werden [129]. Da
die Dauer des Rechteckpulses aber mindestens zwei Gréflenordnungen grofler ist als die
Lebensdauer des elektronisch angeregten Farbstoffniveaus und etwa vier Gréflenordnun-
gen grofler als die Lebensdauer der Photonen im Resonator, herrschen quasi-statische
Bedingungen.

Die spektrale Verteilung der Photonen fiir steigende zirkulierende Lichtleistung ist in
Abb. 5.1 wiedergegeben und der darin eingebettete Graph zeigt die theoretisch erwarte-
ten Spektren basierend auf einer 300 K-Bose-Einstein-Verteilung der transversalen An-
regungen. Die Lichtleistung im Resonator wird durch eine Messung der ausgekoppelten
Leistung bestimmt, mit dem Transmissionskoeffizienten der Spiegel als Proportionali-
tatskonstante. Bei kleiner zirkulierender Lichtleistung lasst sich die spektrale Verteilung
der Photonen, wie bereits in Kapitel 4 genauer untersucht, gut durch eine Boltzmann-
Verteilung modellieren. Fiir groflere Lichtleistungen verschiebt sich das Verteilungsmaxi-
mum einige Nanometer zu grofieren Wellenldngen und wird spektral schmaler; dann sind
die Photonen (im engeren Sinn) Bose-Einstein-verteilt. Ab einer zirkulierenden Lichtleis-
tung von P cxp ~ (1.55 & 0.60) W zeigen die transversalen Anregungen im wesentlichen
ein Séttigungsverhalten und der weit iiberwiegende Teil der hinzukommenden Photonen
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Abbildung 5.1: Spektrale Photonenverteilung bei steigender zirkulierender
Lichtleistung. Die Lichtleistungen sind in Einheiten der experimentell bestimm-
ten kritischen Leistung P exp = (1.55 £ 0.60) W angeben, die einer kritischen
Photonenzahl von N, = (6.3 £ 2.4) x 10* entspricht (Rhodamin 6G in Metha-
nol, o = 1.5 x 1073 Mol/l, Spiegelradien Ry = Ry = 1m, ¢ = 7, Pulsdauer
0.5 ps). Der eingebettete Graph zeigt theoretische Spektren basierend auf einer
Bose-Einstein-Verteilung der transversalen Anregungen.
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Abbildung 5.2: (a) Bild des Photonengases (reelle Abbildung auf den Sen-
sor einer Farb-CCD-Kamera). Niederenergetische (gelbe) Photonen werden aus
der unmittelbaren Umgebung des Fallenzentrums emittiert, die Emission von
hoher energetischen (griinen) Photonen erfolgt auch auflerhalb des Zentrums.
(b) Photonenverteilung entlang einer Achse durch das Fallenzentrum (Kreise).
(c) Uberlagerung zweier Teilstrahlen des Lichtkondensates durch ein Michelson-
Interferometer. Die Weglangendifferenz der beiden Interferometerarme betrégt
hier 15 mm. (experimentelle Parameter wie Abb. 5.1)
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bevolkert dann den transversalen Grundzustand. Dass es sich tatséchlich um eine ma-
kroskopische Besetzung des TEMgy-Moden handelt, lasst sich aufgrund des begrenzten
Auflésungsvermogens des Spektrometers (Tristan light) von &~ 2nm nur unzureichend
anhand der spektralen Verteilung beurteilen. Eindeutiger ist die rdumliche Photonenver-
teilung, die man aus Abbildungen wie Abb. 5.2a entnehmen kann. Der beim Phaseniiber-
gang auftretende makroskopisch besetzte Mode hat einen Durchmesser (volle Halbwerts-
breite) von (14 &+ 2) pm. Das entspricht recht genau dem erwarteten Durchmesser des
transversalen Grundzustands digeal = 24/ 1n2/mppQ ~ 12.2 pm fiir die gegebenen expe-
rimentellen Parameter. Normiert man die gemessene kritische Resonatorleistung P exp
auf die Leistung pro Photon, Py, o~ hwg /7y, erhélt man eine kritische Teilchenzahl von
Neexp = PeexpTet/hwo ~ (6.3£2.4) X 10*. Dieser Wert entspricht recht genau der theore-
tischen kritischen Teilchenzahl N, = (72/3)(kpT/h§)? ~ 77000 fiir die gegebenen Para-
meter und zeigt damit, dass der Phaseniibergang bei der erwarteten Phasenraumdichte
auftritt. Diese Messung kann also als Evidenz fiir einen Ubergang von einem thermischen
Gas zu einem Bose-Einstein-Kondensat von Photonen interpretiert werden.

Ursache fiir den relativ grofien Fehler bei der Bestimmung von P exp bzw. Ngexp ist
eine Kombination verschiedener, in erster Linie systematischer Fehlerquellen. Im wesent-
lichen gehen hier der Kalibrierungsfehler des Leistungsmessgerétes und die Unsicherheit
im Transmissionskoeffizienten der Spiegel, t = (2.5 & 0.4) x 107> fiir die in Abb. 5.1
gezeigte Messung, ein. Da die mittlere kontinuierlich ausgekoppelte Lichtleistung beim
Phasentibergang von der Groflenordnung &~ 1 nW ist, muss dariiber hinaus darauf geach-
tet werden, das die Leistungsmessung nicht durch Umgebungslicht, gestreutes Pumplicht
oder Hintergrund-Fluoreszenzlicht, das an den Réndern der Resonatorspiegel auftritt,
verfalscht wird. Dazu ist eine rédumliche Filterung des Lichtes vor der Leistungsmes-
sung notwendig, bei der aber sichergestellt sein muss, dass insbesondere die héheren
transversalen Moden durch den Strahlengang nicht abgeschnitten werden. Zudem muss
auch beachtet werden, dass die raumliche Intensitatsverteilung des Pumplichtes, hier ein
Gauflscher Grundmode mit Strahltaille 2wy ~ 100 pm, nicht zu stark von der Gleich-
gewichtsverteilung der Photonen abweicht. In Abschnitt 4.3 wurde bereits gezeigt, dass
die Photonen, die zu weit entfernt (> 60 pum) von der optischen Achse im Resonator er-
zeugt werden, nicht mehr in das Fallenzentrum relaxieren bevor sie den Mikroresonator
verlassen. Wenn der Durchmesser des Pumpstrahls zu grof eingestellt ist, erwarten wir
dementsprechend, dass eine Ortsabhéngigkeit des chemischen Potentials zuriickbleibt,
die durch den Thermalisierungsprozess nicht mehr aufgehoben wird und die sich auf die
kritische Resonatorleistung auswirkt.

Zur quantitativen Auswertung der rdumlichen Verteilung der Photonen wird durch ei-
ne Abbildungsoptik ein reelles Bild des Photonengases auf dem Sensor einer Kamera
erzeugt. Die in Abb. 5.2b gezeigten Intensitatsprofile wurden auf gleiche Querschnitts-
fliche normiert und aus Griinden der Ubersichtlichkeit in y-Richtung verschoben. Die
Profile zeigen eine zunehmende rdumliche Konzentration der Photonen im Fallenzen-
trum beim Phaseniibergang, in guter Ubereinstimmung mit den in Abb. 3.4 gezeigten
theoretischen Intensitétsprofilen. Interessanterweise ist aber eine Abweichung beziiglich
des Kondensatdurchmessers festzustellen. Der beobachtete Durchmesser ist zumeist gro-
Ber als der erwartete. Insbesondere nimmt der experimentell bestimmte Durchmesser des
TEMgp-Moden mit steigendem Besetzungsgrad zu. Dieses Verhalten ist unerwartet fir
ein ideales Gas und deutet auf eine durch das optische Medium vermittelte effektive
Abstoflung zwischen den Photonen hin. Es ist zu vermuten, dass diese Wechselwirkung
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durch einen thermooptischen Effekt hervorgerufen wird. Das wird in Abschnitt 5.5 noch
genauer untersucht.

Um die Kohérenzfahigkeit des makroskopisch besetzten Grundzustands zu untersuchen,
wird das aus dem Resonator ausgekoppelte Licht durch ein Michelson-Interferometer mit
sich selbst iiberlagert. Die Wegléngendifferenz der beiden Interferometerarme bei der in
Abb. 5.2c gezeigten Messung betréigt 15 mm. Fiir diese Messung wurde das Interferome-
ter zudem leicht dejustiert, so dass die interferierenden Teilstrahlen nicht genau kollinear
propagieren. Das beobachtete Interferenzmuster zeigt erwartungsgemafl die Kohérenzfa-
higkeit des Lichtkondensates.

Die einzige Farbstoffeigenschaft, die in die erwartete kritische Teilchenzahl N, eingeht, ist
die Temperatur. Tauscht man also den Farbstoff gegen einen anderen aus, der ebenfalls
als Wirmebad geeignet ist, so sollte das Einsetzen der Kondensation davon unbeein-
flusst bleiben. Diese Vermutung bestétigt sich auch experimentell. Wird das Rhodamin
6G durch Perylendiimid (PDI) ersetzt (o0 ~ 0.75g/1 in Aceton), so ist, bei ansonsten un-
verindertem Aufbau, im Rahmen der experimentellen Fehlergrenzen keine Anderung von
P oxp bzw. N oxp feststellbar. Es gibt allerdings deutliche Unterschiede bei der Pumpleis-
tung, die nétig ist, um die kritische zirkulierende Lichtleistung im Resonator zu erreichen.
Das liegt daran, dass der Absorptionskoeffizient der PDI-Loésung bei der Pumpwellen-
linge A = 532nm etwa um einen Faktor 3 geringer ist der von Rhodamin 6G. Um auf
die gleiche im Resonator absorbierte Pumpleistung zu kommen, muss deswegen stérker
gepumpt werden.

5.2 Abhangigkeit der kritischen Leistung von der Resona-
torgeometrie

Multipliziert man die kritische Teilchenzahl V. in der Form von Gleichung 3.25 mit der
Leistung pro Photon, Py, =~ hwg/7, dann erhdlt man die kritische Resonatorleistung
als Funktion der Geometrieparameter des Resonators:

7'('2 nowo
“T 12 he

(ksT)* R (5.1)

Man erwartet also einen linearen Anstieg der kritischen Resonatorleistung mit dem
Krimmungsradius der Spiegel, aber keine Abhéngigkeit von der longitudinalen Moden-
zahl ¢, also der Lénge des Resonators.

Um die Abhéngigkeit der im Experiment beobachteten kritischen Leistung vom Kriim-
mungsradius des Resonatorspiegels zu untersuchen, stehen zwei verschiedene Kriim-
mungsradien zur Verfiigung, R = 1m bzw. R = 6m. Damit sind drei Spiegelkombi-
nationen moglich, wobei die Kombination R; = 1m und R, = 6 m dabei effektiv als
Resonator bestehend aus zwei identischen Spiegeln mit einem Radius Ry = Re ~ 1.71m
betrachtet werden kann (der mittlere Radius ist durch das harmonische Mittel der beiden
Spiegelradien gegeben). In Abb. 5.3 sind die experimentell bestimmten kritischen Leis-
tungen P oxp gegen den (effektiven) Spiegelradius R aufgetragen. Die experimentellen
Daten zeigen in der Tat einen linearen Anstieg mit R. Auch die absoluten Werte stim-
men sehr gut mit den theoretischen Erwartungen aus Gleichung 5.1 iiberein (gestrichelte

o8



. (MW)
®

N

o

o

T=300K [ e 20
¢ o 200
: - E A Q.._.o.
- P ‘{’ o 0094 100
[}
3]
o 5

L A A Al A 3 3 i i A 0
1 2 345 10 8 10 12 14 16

R (m) a

() (b)

Abbildung 5.3: (a) Kritische zirkulierende Leistung als Funktion des (effekti-
ven) Spiegelradius R. (Rhodamin 6G in Methanol, o = 1.5 x 1073 Mol/1, ¢ = 7,
Pulsdauer 0.5 ps) (b) Pumpleistung beim Phaseniibergang (oben) bzw. kritische
zirkulierende Leistung (unten) als Funktion der longitudinalen Modenzahl q.
(Rhodamin 6G in Methanol, ¢ = 1.5x 1073 Mol/l, Spiegelradien Ry = Ry = 1m,
Pulsdauer 0.5 ps)

Linie). Dariiber hinaus verdeutlicht die in Abb. 5.3 gezeigte Messung, welche Prozedur in
den thermodynamischen Limes fithren wiirde: Skaliert man namlich gleichzeitig Kriim-
mungsradius und Teilchenzahl mit demselben Faktor, konnte man N — oo erreichen,
ohne dabei die kritische Temperatur (Raumtemperatur in diesem Fall) zu veréndern.

In einer weiteren Messung wurde die Abhéngigkeit der kritischen Leistung P, cxp vom
Spiegelabstand Dy untersucht. Dazu wurde Dy stufenweise in Halbwellenschritten vari-
iert, ohne dabei die Abschneidewellenlinge A\g = 585 nm zu verdndern. Wie theoretisch
erwartet zeigt sich im Rahmen der Fehlergrenzen keine signifikante Abhéngigkeit von
P exp mit dem Spiegelabstand (unterer Graph in Abb. 5.3b). Sowohl die beobachtete
Abhéngigkeit der kritischen Leistung vom Kriimmungsradius als auch die Abhéngig-
keit vom Spiegelabstand zeigen also die fiir eine Bose-Einstein-Kondensation erwartete
Skalierung. Dies bestétigt, dass der Phaseniibergang bei konstanter Phasenraumdichte
erfolgt.

Die Pumpleistung, die beno6tigt wird, um die kritische zirkulierende Leistung zu erzeu-
gen, zeigt eine starke Abhéngigkeit vom Spiegelabstand (oberer Graph in Abb. 5.3b).
Bei einer Verdopplung der longitudinalen Modenzahl von ¢ = 8 nach ¢ = 16, wird
nur noch ein Drittel der urspriinglichen Pumpleistung benétigt, um die kritische zirku-
lierende Leistung zu generieren. Interessanterweise verhélt sich das Photonengas damit
genau entgegengesetzt zum Schwellenverhalten, das bei Farbstoff- [53,56] bzw. Halbleiter-
Mikrolasern [57] berichtet wurde. Dort wurde ein Anstieg der Pumpleistung mit der
Resonatorliange festgestellt. Ursache fiir das hier beobachtete Absinken ist der Um-
stand, dass ein groflerer Spiegelabstand auch eine zunehmende Farbstofffilmdicke nach
sich zieht und deshalb ein gréflerer Anteil des Pumplichts absorbiert wird. Um auf die
gleiche absorbierte Pumpleistung zu kommen, muss deswegen weniger stark gepumpt
werden. Nimmt man beispielsweise an, dass die absorbierte Pumpleistung beim Pha-
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seniibergang konstant ist, dann erwartet man eine inverse Abhéngigkeit der kritischen
Pumpleistung Pyump von der Dicke der Farbstoffschicht Dgye(q), also Pyump o Ddyo(q)_1
bzw. Pyump = o(q — go)~! mit den Parametern o und qg. Fiihrt man eine Anpassung
an die experimentellen Datenpunkte durch (durchgezogene Linie im oberen Graph von
Abb. 5.3b), so erhilt man fiir den Parameter gy einen Wert von ¢y = 4.77(25). Die-
ser Wert stimmt in der Tat im Rahmen der Fehlergrenzen hervorragend mit dem Wert
von 4.68 lberein, der in Abschnitt 4.2 aus der Transmission des Pumpstrahls ermittelt
wurde. Damit bestétigt sich also die Vermutung, dass beim Vergréfiern des Spiegelab-
stands die absorbierte Pumpleistung konstant bleibt. Rechnet man die in dieser Messung
verwendeten Pumpleistungen (Abb. 5.3b) in Pumpintensitdten um, ergeben sich Wer-
te im Bereich Ipumpe = Ppumpe/Twg = (0.6 — 2.2)kW/cm?, wobei wy =~ 50 pm und
die angegebenen Leistungen noch durch eine Spiegeltransmission von realistischerwei-
se hochstens 50% korrigiert werden miissen. In makroskopischen Rhodamin-6G-Lasern
werden tiblicherweise Pumpintensititen von ~ 100 kW / cm? benoétigt, um Laserbetrieb zu
ermoglichen [130,131]. Die Pumpintensititen, die hier notwendig sind, sind also ungeféhr
zwei GroBenordnungen kleiner.

5.3 Kondensation durch raumliche Relaxierung ins Fallen-
zentrum

Im Abschnitt 4.3 zeigte sich, dass der Thermalisierungsprozess im Mikroresonator von
einer raumlichen Umverteilung der Photonen begleitet wird. Wird das Photonengas au-
Berhalb des Fallenzentrums gepumpt, so fithren mehrfache Absorptions-Emissionszyklen,
zumindest innerhalb gewisser Grenzen, dennoch dazu, dass das Intensitdtsmaximum des
Photonengases genau im Fallenzentrum liegt. Diese raumliche Umverteilung der Photo-
nen lasst sich ganz analog auch fiir héhere Pumpleistungen nachweisen. Dazu wurde fol-
gendes Experiment durchgefithrt: Der Farbstoff wird nun etwa 50 pm vom Fallenzentrum
entfernt gepumpt, mit einem Pumpstrahl-Durchmesser von ca. 35 pm (Halbwertsbreite).
Sowohl der Ort des Pumpstrahls als auch seine Leistung werden im weiteren Verlauf des
Experimentes nicht mehr gedndert. Durch eine Feineinstellung des Spiegelabstands wird
die Abschneidewellenlénge Ay veréndert, wodurch die Stérke der Reabsorption eingestellt
werden kann.

Die untere Kurve (Kreise verbunden mit durchgezogener Linie) in Abb. 5.4 zeigt das
Intensitatsprofil des Photonengases (Schnitt durch das Zentrum und den Pumport) fiir
Ao = 610nm. Zusétzlich ist die Intensitétsverteilung des Pumpstrahls eingezeichnet (ge-
strichelte Linie, fiir diese Messung wurde ein Resonatorspiegel entfernt). Bei dieser Ab-
schneidewellenldnge ist der Grad der Reabsorption gering und damit der Thermalisie-
rungsprozess unterdriickt. Der beobachtete rdumliche Schwerpunkt der Intensitatsvertei-
lung ist unter diesen Umsténden im wesentlichen durch die Position des Pumpfokus gege-
ben. Verringert man \g, so steigt der Grad der Reabsorption und der thermische Kontakt
zwischen Photonengas und Farbstofflosung wird sukzessive hergestellt. Die Intensitéts-
verteilungen des Photonengases sind nun zunehmend symmetrisch um das Fallenzentrum
verteilt. Bei einer Abschneidewellenldange von A\g = 570 nm zeigt sich dann, dass durch
den Thermalisierungsprozess die Photonendichte im Zentrum hinreichend grofl wird, dass
die Kondensationsgrenze erreicht wird. Letzteres macht sich durch das Auftreten eines
hellen Flecks am Ort des TEMgp-Moden bemerkbar. Auch das Intensitatsprofil, das im
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Abbildung 5.4: Gezeigt ist die Intensitatsverteilung des Photonengases ent-
lang einer Achse durch das Fallenzentrum fiir verschiedene Abschneidewellen-
lingen Ao (linker Rand). Der Pumpstrahl (gestrichelte Linie) befindet sich au-
Berhalb des Fallenzentrums und wird widhrend der Messung in Position und
Leistung festgehalten. Die obere Kurve zeigt ein Photonengas an der Kondensa-
tionsgrenze mit einer Grundzustandsbesetzung No/N < 1%. (Rhodamin 6G in
Methanol, ¢ = 1.5 x 1073 Mol/l, Spiegelradien Ry = Ry = 1m, g = 7, Pulsdauer
0.5 us)

Fallenzentrum eine spitz zulaufende Form annimmt, zeigt typische Merkmale kritischen
Verhaltens. Die quantitative Analyse zeigt, dass der Kondensatanteil No/N fiir die in
Abb. 5.4 oben gezeigte Messung recht gering ist (unter einem Prozent). In zusétzlichen
Messungen konnten aber auch héhere Kondensatanteile erzeugt werden.

Die Schlussfolgerung, die sich aus dieser Messung ergibt, ist, dass die Kondensation nicht
unmittelbar durch das Pumplicht ausgelost wird. Die Intensitit des Pumpstrahls am
Ort des TEMgy-Moden ist hier vernachlédssigbar klein. Erst die rdumliche Umverteilung
der Photonen durch den Thermalisierungsprozess erzeugt die kritische Photonendich-
te im Fallenzentrum. Ein vergleichbares Verhalten wurde iibrigens auch fiir Exziton-
Polaritonen beobachtet [24]. Ahnlich wie bereits in Abschnitt 4.3 beschrieben, kann eine
vollstidndige rdumliche Umverteilung des Photonengases nur beobachtet werden, wenn
der Pumpfleck nicht zu weit vom Fallenzentrum entfernt ist. Die maximale Entfernung
zwischen Pumpfokus und Fallenzentrum, bei der noch eine Kondensation im Fallenzen-
trum beobachtet werden kann, liegt bei etwa 50 pm. Diese Grenze kann auf die limitierte
Zahl an Absorptions-Emissionszyklen zuriickgefithrt werden, die ein Photon im Mittel
durchlaufen kann.

5.4 Reabsorptionen und Besetzungsgrad am Phaseniiber-
gang

Die in Abb. 5.3b gezeigten Messresultate ermoglichen eine Abschitzung der Zahl der
Reabsorptionszyklen. Wir bestimmen dazu, die Wahrscheinlichkeit 3, dass ein Photon
bei einem Fluoreszenzprozess im Resonator verbleibt - also in einen Mikroresonatormo-
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den emittiert wird. Fiir die Zahl angeregter Farbstoffmolekiile Ney. gilt aufgrund des
Teilchenaustausches mit dem Photonengas (in einem stationdrem Zustand)

_ _ _1 T
Nexe Texi B = Nph Tphl = Nexc =0 ! :X}f Nph (52)
p

wobei Ty, bzw. Texe wiederum die Lebensdauern der Photonen bzw. der elektronischen
Anregungszustinde bezeichnen. Im Unterschied zu der Abschitzung in Gleichung (3.31)
wird nun berticksichtigt, dass nur ein bestimmter Anteil der fluoreszierten Photonen,
gegeben durch den Wert von [, in einen Resonatormoden emittiert wird. Aufgrund des
optischen Pumpens gilt fiir Ney. dariiber hinaus
By an
Nexc = Z7aSTeXC(1+ﬂ+62+”')
Yp
Pp,abs - 1
th exc 1_— ﬂ

(5.3)

wobei P, a1s die absorbierte Pumpleistung, hiy, die Energie der Pumpphotonen und des-
halb P, a1s/hvy, die absorbierte Teilchenrate des Pumplasers ist. In Gleichung (5.3) wurde
zusétzlich angenommen, dass die Speicherzeit im Resonator durch den Anteil der mole-
kularen Lebensdauer dominiert wird, 7exc > Tpn. Aus der Kombination der Gleichungen
(5.2) und (5.3) lasst sich dann der Faktor [ bestimmen

1
= 5.4)
Py, oabs T (
L+ T W
und daraus wiederum die mittlere Anzahl der Reabsorptionen 7ie:
o
_ hv, N, h
Tlpe = E nG"(1—p) = B - (5.5)
0 p,abs Tph

Um diese Gleichung auswerten zu koénnen, wird u.a. die mittlere Lebensdauer der Pho-
tonen 7, bendtigt, also die mittlere Zeit zwischen Fluoreszenz und Reabsorption. Diese
lasst sich wie folgt berechnen:

Ton = Z—Z VOOO o (hwo + u) i (w) du o (5.6)

Dabei ist ng der Brechungsindex, ¢ die Konzentration des Farbstoffs, o(e) der Wirkungs-
querschnitt des Farbstoffs bei einer Photonenenergie e, hwy die Energie des transversalen
Grundzustands und 7n(u) die normierte Verteilungsfunktion der transversalen Anregungs-
energien im Photonengas. Die Verteilungsfunktion kann im thermischen Gleichgewicht
beispielsweise durch eine Boltzmann-Verteilung (N < N.) oder aber durch eine Bose-
Einstein-Verteilung (N ~ N.) gegeben sein:

fiBo(u) (kB“T)2 exp(—u/kpT) (N < N,) (5.7)
e (u) Ou = (N~ N,) (5.8)

(mkpT)? exp(u/kpT) — 1
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Ao =570nm | 575nm | 580nm | 585 nm | 590 nm
N < N, 3.0 5.4 7.8 13.5 23
N ~ N, 4.2 7.2 12.3 21 36

Tabelle 5.1: Erwartete mittlere Lebensdauern der Photonen ), in Piko-
sekunden fiir Rhodamin 6G in Methanol bei einer Konzentration von o =
1.5 x 1073 Mol/1 und verschiedenen Abschneidewellenlingen Ao.

Fiir Rhodamin 6G bei einer Konzentration von ¢ = 1.5 x 1073 Mol/l in Methanol,
ng = 1.33, ergeben sich beispielsweise die in Tabelle 5.1 dargestellten erwarteten Photo-
nenlebensdauern.

Die absorbierte Pumpleistung B, a1 ist bei der hier verwendeten Farbstoffkonzentration
aufgrund der sehr kleinen Absorption nicht ohne weiteres messbar, ldsst sich aber fiir die
in Abb. 5.3b gezeigten Messungen anhand der Farbstofffilmdicke und des Absorptions-
koeffizientens abschétzen, Py aps = (0.65 £ 0.10) mW. Mit einer mittleren Lebensdauer
von Tph = (21 £ 6) ps erhdlt man eine erwartete mittlere Zahl von Reabsorptionen von
Nre = (3.81+2.5). Die Fehlergrenzen dieser Abschétzung sind vergleichbar hoch. Dennoch
bestatigt diese Analyse der Teilchenfliisse qualitativ, dass die Experimente im Bereich
mehrfacher Emissions-Reabsorptionszyklen durchgefithrt werden. Klar bestétigen liefl
sich die Bedeutung der Reabsorptionen fiir den Thermalisierungsprozess bereits durch
die in den Abschnitten 4.3 und 5.3 beschriebenen Untersuchungen, bei denen gezeigt
wurde, dass die Mehrfachabsorption zu einer rdumlichen Umverteilung der Photonen in
das Fallenzentrum fithrt. Die Rechnung hier zeigt aber, dass die Zahl der Reabsorptio-
nen wohl unter 6 liegt, was relativ gering im Vergleich zur Zahl der Streuprozesse in
einem atomaren Gas erscheint. Man muss aber beachten, dass, anders als bei atomaren
Streuprozessen, bereits durch einen einzigen Kontakt mit dem Warmebad alle Korre-
lationen zwischen absorbiertem und fluoresziertem Photon mit Ausnahme des réumli-
chen Uberlapps zwischen den beiden Photonenzustéinden aufgehoben werden (Regel von
Kasha). Eine mehrfache Reabsorption ist tatsidchlich nur deshalb notwendig, damit das
Photonengas raumlich equilibrieren kann, wenn die Pumpintensitéatsverteilung von der
Gleichgewichtsverteilung abweicht - so wie es auch iiblicherweise der Fall ist.

Es soll nun zusétzlich noch der Anteil der elektronisch angeregten Farbstoffmolekiile
beim Phaseniibergang abgeschétzt werden. Am Ort des TEMgp-Moden stellt sich beim
Phaseniibergang eine Lichtintensitit von etwa I.(r = 0) ~ 10kW/cm? ein (siehe bei-
spielsweise Abb. 3.4), was einer Photonendichte von gph¢(0) = 5 x 108 cm—2 entspricht.
Nimmt man ein Lebensdauerverhéltnis im Bereich von 7Texe/mpn = 10" — 10? an, dann
liegt die Dichte der molekularen Anregungen im Bereich gexec(0) = (Texe/Tph) 0ph,c(0) &~
(5-10° — 5-10'°) cm~2. Die Volumenkonzentration des Farbstoffes ist 1.5 x 1073 Mol/1
und integriert man {iber die Farbstoffschichtdicke von Dgye = (¢ — qo)Ao/2n0 ~ 0.52 pm
(g =1, qo = 4.6, \g = 585nm, ny = 1.33), ergibt sich daraus eine Flachenkonzentration
von grea ~ 4.5 x 10" cm™2. Es wird deshalb davon ausgegangen, dass der Anteil der
elektronisch angeregten Molekiile am Ort der Kondensation im Bereich gexc c(0)/orsc =
10~% — 1073 liegen sollte. Im Anhang A.2 wird berechnet, dass der minimale Besetzungs-
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grad des elektronisch angeregten Niveaus, fiir den eine laserartige optische Verstéarkung
bei der Wellenléinge des Grundzustands erwartet wird, etwa (gexc/0)gain ~ 0.5 X 102
betragt. Der bei der Kondensation auftretende Besetzungsgrad ist damit also ein bis zwei
Groflenordnungen kleiner als der, der fiir konventionellen Laserbetrieb notwendig ist. Da-
mit ist zwar noch nicht gezeigt, dass beim Phaseniibergang keine Inversion des Ubergangs
bei Ao vorliegt, aber es erscheint zumindest plausibel. Ahnliche Aussagen sind in der Li-
teratur auch im Zusammenhang mit Mikrolasern zu finden [60,132]. Die Laserschwelle in
Mikrolasern wird dadurch charakterisiert, dass die Rate stimulierter Emissionsprozesse
in den Lasermoden genau so grofl wird wie die Rate der spontanen Prozesse. In Mikrore-
sonatoren kann dieser Punkt bereits dann erreicht werden, wenn noch keine laserartige
Verstirkung im Medium durch Inversion des Ubergangs vorliegt [132].

Sowohl die Zahl der Reabsorptionen als auch der Besetzungsgrad des elektronisch an-
geregten Niveaus kénnen momentan noch nicht direkt gemessen werden, weshalb beide
Groflen in diesem Abschnitt nur néherungsweise bestimmt werden konnten. Die Ab-
schatzungen legen allerdings nahe, dass die Experimente im richtigen Parameterbereich
durchgefiihrt werden. In zukiinftigen Messungen sind diese Aspekte aber noch genauer
zu untersuchen.

5.5 Selbstwechselwirkung im Lichtkondensat

Die beobachtete rdumliche Intensitéatsverteilung des Photonengases zeigt, wie in Abb.
5.2 dargestellt, einen ansteigenden Durchmesser des Lichtkondensates mit gréfler wer-
denden Besetzungsgrad. Der Durchmesser des TEMgp-Moden (volle Halbwertsbreite) als
Funktion des Besetzungsgrads Ny/N ist in Abbildung 5.5a noch einmal gesondert dar-
gestellt. Knapp nach Einsetzen der Kondensation entspricht der gemessene Durchmesser
(14 £ 2) pm noch in guter Naherung dem Durchmesser, den man vom Grundzustand des
harmonischen Oszillators erwartet, digeal = 24/11n2/mpp ~ 14.7 pm fiir die Parameter
der Messung in Abb. 5.2b. Mit grofler werdenden Besetzungsgrad nimmt der Durchmes-
ser dann aber zu. Ein ideales Bose-Gas wiirde diesen Effekt nicht zeigen, woraus gefolgert
werden kann, dass die Wechselwirkungen im Photonengas, die sich formal in einem inten-
sitdtsabhédngigen Brechungsindex ausdriicken lassen, n(I) = ng+nal mit ng # 0, nicht zu
vernachléssigen sind. Im Prinzip kénnte der intensitdtsabhéngige Brechungsindex durch
Terme hoherer Polarisierbarkeit (optischer Kerr-Effekt [106]) hervorgerufen werden. Es
ist aber davon auszugehen, dass die relativ geringen hier auftretenden Lichtintensitéten,
typischerweise 10 kW /em? bis 100 kW /cm?, nicht ausreichend sind, um auf diese Weise ei-
ne signifikante Brechungsindexénderung herbei zu rufen. Die néher liegende Erklarung ist
ein thermooptischer Effekt. Demnach erwdrmt der massiv besetzte Grundzustand lokal
die Farbstofflésung durch strahlungslose Desaktivierung. Diese Erwdrmung fithrt zu ei-
nem Absinken des Brechungsindex (Indexénderung on/0T = —4.863 x 104 K~ < 0 bei
Methanol [133]), wodurch der optische Abstand zwischen den Spiegeln verringert wird.
Effektiv kann das als eine lokale Verformung der Spiegel im Bereich des Grundmoden
aufgefasst werden, die, in Ubereinstimmung mit dem Experiment, zu einer VergréBerung
des Durchmessers fiihren sollte (siehe Abb. 5.5b). Die lichtinduzierten Brechungsindex-
danderungen haben hierbei den Charakter einer repulsiven Wechselwirkung.

Damit der induzierte Brechungsindexgradient An zwischen den &ufleren Bereichen des
Grundmoden und der optischen Achse einen signifikanten Einfluss auf den Durchmesser
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haben kann, muss die damit verbundene Energie (3.12) mindestens so grof} sein wie die
Nullpunktsenergie des transversalen harmonischen Oszillators, also h$2:

2 hQ
_mpgc An=hQ) = An= —n%—Q (5.9)
ng MphC

Fiir die experimentell gegebenen Parameter ergibt sich hieraus An ~ —0.85 x 1074,
Dieser Wert wird bereits durch einen recht kleinen Temperaturgradienten von AT =
(On/0T)~'An =~ 0.17K hervorgerufen wird. Um eine solche Brechungsindexéinderung
mittels des optischen Kerr-Effekts zu verursachen, ist zu vermuten, dass Intensititen
von der Groflenordnung I =~ An/ngK) ~ 0.5 GW /cm? notwendig sind*. Um die Stérke
der Wechselwirkung mit anderen zweidimensionalen Gasen, z.B. atomare Gase [109], ver-
gleichen zu kénnen, soll nun der dimensionslose Wechselwirkungsparameter G (Gleichung
3.13) bestimmt werden, der in der Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir paraxiales Licht (3.15)
eingeht. Zunéchst muss betont werden, dass bei der Herleitung der Gross-Pitaevskii-
Gleichung vorausgesetzt wurde, dass die Brechungsindexdnderung proportional zur Lichtin-
tensitdt ist, An(r) = nol (7). Bei einem thermooptischen Effekt ist der Sachverhalt im
allgemeinen komplizierter, da hier die Temperaturédnderung an einem Ort nicht unbe-
dingt proportional zur lokalen Warmequelle sein muss. Zur Vereinfachung soll dies aber
im Folgenden vorausgesetzt werden, was in Anbetracht des direkten Wéarmekontaktes
der Farbstofflésung mit den Spiegeln in erster Naherung sinnvoll erscheint.

Aus der numerischen Losung der Gross-Pitaevskii-Gleichung, Abschnitt 3.1, ist bekannt,
dass eine Verdopplung des Modendurchmesser bei einer Wechselwirkungsstirke von G Ny ~
30 auftritt. Diese Verdopplung wird experimentell bei einem Kondesatanteil von unge-
fahr No/N =~ 25% erreicht (Abb. 5.5), was einer Grundzustandsbesetzung von in etwa
Ny =~ 40000 entspricht. Der dimensionslose Wechselwirkungsparameter ist damit von
der Grofenordnung G ~ 30/40000 = 7.5 x 10~* (mit einem Fehler von bis zu 40%).
In Abb. 5.5 ist die theoretisch erwartete Ny/N-Abhéingigkeit des Kondensatdurchmes-
sers fiir G = 7.5 x 107 eingezeichnet, die sich aus der numerischen Lésung der Gross-
Pitaevskii-Gleichung ergibt (Kurve 'Num.). Die experimentellen Datenpunkte lassen
sich damit zufriedenstellend modellieren. Ebenfalls eingezeichnet ist der Durchmesser
in Thomas-Fermi-Naherung (3.17), der erwartungsgeméf fiir kleine Besetzungsgrade ab-
weicht (Kurve "TF’). Wir iiberpriifen unsere Analyse, indem wir G' noch auf eine zweite
Weise bestimmen. Wie bereits zuvor argumentiert, muss die mit der Wechselwirkung
verkniipfte Energie so grof} sein wie die Nullpunktsenergie des harmonischen Oszillators,
um einen signifikanten Kinfluss auf den Durchmesser haben zu kénnen. Daraus folgte
ein Brechungsindexgradient von An ~ 0.85 x 10~4. Der Intensitéitsgradient, bei dem ex-
perimentell eine deutliche Verdnderung des Durchmessers festgestellt wird, bewegt sich
in der GroSenordnung AI ~ 50kWcm™2. Der nichtlineare Brechungsindex kann dann

durch ngth) ~ An/AI = 1.7 x 107" m?/W abgeschiitzt werden. Daraus erhélt man
mit Gleichung 3.13, G = —mghc‘lng / h2n87}t, einen Wechselwirkungsparameter von der

Gréfenordnung G ~ 4 x 1074, was im Rahmen der Fehlergrenzen mit der ersten Ana-
lyse libereinstimmt. Vergleicht man mit den von anderen zweidimensionalen (atomaren)

'Hierbei wurde ein nichtlinearer Brechungsindex von ngK) ~ —1.6 x 1073 cm? /W angenommen. Es
muss aber beachtet werden, dass dieser aus der Literatur [134] stammende Wert bei einer Wellenlédnge von
750 nm gemessen wurde. Andere dort angegebene Werte sind néK) (780 nm) ~ —1.278 x 10™** cm? /W bzw.
ngK)(806 nm) ~ —1.7873 x 1073 cm? /W. Ein Wert fiir Wellenlingen nahe 590 nm war nicht ausfindig zu
machen. Es ist deshalb zumindest nicht auszuschlieflen, dass néK) dort grofer sein konnte.
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Abbildung 5.5: (a) Durchmesser (volle Halbwertsbreite) des Resonator-
Grundmoden (TEMg) als Funktion des Besetzungsgrads (Kreise). Die gestri-
chelte Linie gibt den theoretisch erwarteten Modendurchmesser bei einem Wech-
selwirkungsparameter von G =75x10"% an. (experimentelle Parameter wie bei
der Messung in Abb. 5.2) (b) Schematische Darstellung der optischen Selbst-
wechselwirkung. Der massiv besetzte Grundzustand heizt die Farbstofflosung
lokal auf, senkt den Brechungsindex und verkleinert damit den optischen Ab-
stand der Spiegel. Effektiv kann das als Verformung der Spiegel interpretiert
werden, die zu einer repulsiven Wechselwirkung fiihrt.

Bose-Gasen berichteten Wechselwirkungsparametern, G=102-10" [109], so ist fest-
zustellen, dass das zweidimensionale Photonengas deutlich schwicher wechselwirkt und
damit einem idealen Gas sehr viel ndher kommt. Insbesondere gibt es bis jetzt keine An-
zeichen dafiir, dass der Phaseniibergang vom Szenario der Bose-Einstein-Kondensation
abweicht, so wie es fiir stirker wechselwirkende Gase der Fall ist, bei denen ein Kosterlitz-
Thouless (KT) Phaseniibergang beobachtet wurde [109,135,136]. Ein Anzeichen fiir eine
KT-artige Phase ware zum Beispiel, wenn die Phase des Kondensats rdumlich nicht
konstant ist. Um dies experimentell zu untersuchen, wurden erste Messungen mit ei-
nem Michelson-Interferometer durchgefithrt. Das Interferometer wurde dabei so justiert,
dass unterschiedliche raumliche Bereiche des Grundmoden zur Interferenz gebracht wer-
den (Scheer-Interferometer). Das beobachtete Interferenzmuster zeigte aber keine An-
zeichen fiir eine rdumliche Variation der Phase. Dies ist auch in Ubereinstimmung mit
theoretischen Aussagen nach denen die langreichweitige Ordnung des Kondensats erst
bei stirkeren Wechselwirkungen, fiir G > 1073, in eine quasi-langreichweitige Ordnung
iibergeht [109].
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Kapitel 6

Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Doktorarbeit wurden Untersuchungen zur Thermodyna-
mik von paraxialem Licht durchgefiihrt. Dabei konnten verschiedene experimentelle Evi-
denzen fiir ein thermalisiertes zweidimensionales Photonengas und eine Bose-Einstein-
Kondensation von Photonen nachgewiesen werden. Die stérksten Hinweise sind dabei:

i) Die Besetzung der transversalen Anregungszustiande im Photonengas ist ther-
misch, d.h. Bose-Einstein verteilt.

ii) Die Kondensation findet bei der fiir eine Bose-Einstein-Kondensation erwarteten
Phasenraumdichte statt.

iii) Es konnte eine rdumliche Relaxierung der Photonen ins Fallenzentrum festge-
stellt werden. Eine Kondensation im Fallenzentrum kann auf diese Weise selbst
dann observiert werden, wenn Pumplicht und Resonatorgrundzustand keinen
raumlichen Uberlapp haben.

Diese Beobachtungen lassen den Schluss zu, dass im vorliegenden Experiment erstmals
ein Gleichgewichtsphaseniibergang von Photonen nachgewiesen werden konnte, der in
einem engeren Sinne als Bose-Einstein-Kondensation zu betrachten ist.

Es ist naheliegend, das hier vorgestellte Mikroresonator-Experiment mit den Experi-
menten zur Exziton-Polariton-Kondensation zu vergleichen. In der vorliegenden Arbeit
konnte nicht nur gezeigt werden, dass ein teilchenzahlerhaltender Thermalisierungspro-
zess fiir das Photonengas auch ohne starke Licht-Materie-Kopplung méglich ist, sondern
dariiber hinaus auch, dass er in gewisser Weise sogar effektiver ist als die Thermalisierung
durch Polariton-Polariton-St68e. In den Polaritonen-Experimenten kénnen beispielswei-
se Bose-Einstein verteilte Polaritonenenergien tatséchlich nur fiir hohe Teilchendichten
nahe der kritischen Teilchenzahl festgestellt werden. Im vorliegenden Experiment ist das
fur beliebige Photonenzahlen der Fall, d.h. das System ist auch geringen Photonendichten
sehr nahe am thermischen Gleichgewicht. Ebenso vorteilhaft ist, dass hier, im Gegensatz
zu den Polaritonen-Experimenten, alle Messungen bei Raumtemperatur durchgefiihrt
werden kénnen. Nicht zuletzt ist das paraxiale Photonengas aufgrund seiner sehr schwa-
chen Wechselwirkungen auch weitaus ndher am urspriinglichen Szenario des von Einstein
untersuchten idealen Bose-Gases.

Der Schwerpunkt der bisherigen Untersuchungen lag auf dem thermodynamischen Ver-
halten des Photonengases, eine detaillierte Charakterisierung der Kondensateigenschaf-
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ten steht noch aus. Erste interferometrische Messungen zeigen erwartungsgemaf die Ko-
hérenzfahigkeit des Lichtkondensates. Die beobachtete Kohédrenzlénge ist grofier als eini-
ge Zentimeter, muss aber noch genauer bestimmt werden. Die entsprechenden Messungen
sind Gegenstand laufender Arbeiten. Noch interessanter als die Kohérenz erster Ordnung
ist aber das Verhalten der Kohérenz zweiter Ordnung. In Kapitel 3.3 wurde dargestellt,
dass aus thermodynamischer Sicht der grokanonische Teilchenaustausch zwischen Kon-
densat und Reservoir zu ungewohnlich grofien Photonenzahlfluktuationen fithren kénn-
te. Eine der wichtigsten noch ausstehenden Messungen ist deshalb die Bestimmung von
g (1) mit Hilfe eines Hanbury-Brown-Twiss-Experimentes.

Auf Seite des experimentellen Aufbaus bietet sich mittelfristig der Einsatz von Spiegeln
mit voller dreidimensionaler Bandliicke an [137,138]. Diese Spiegel zeichnen sich dadurch
aus, dass sie hochreflektierend fiir beliebige Einfallswinkel sind und so die fluoreszieren-
den Molekiile besser gegen Verlustmoden abschirmen. Damit wiirde man die Zahl der
Absorptions-Emissionszyklen erhéhen, die die Photonen durchlaufen kénnen, bevor sie
verloren gehen. Auf diese Weise wére es moglich, das Pumplicht zu reduzieren, das zur
Aufrechterhaltung einer bestimmten Photonenzahl im Resonator bendtigt wird. Dariiber
hinaus wiirde man damit erwarten, dass auch Photonen, die weit entfernt vom Fallenzen-
trum in den Resonator eingebracht werden, noch vollstindig in das Potentialminimum
relaxieren, bevor sie den Resonator verlassen. Unter diesen Bedingungen kénnte die rdum-
liche Relaxierung der Photonen wohl méglich sogar technisch dazu verwendet werden,
Licht, das flachig auf den Resonator trifft, auf einen ,,Punkt“ zu konzentrieren - und
zwar effizienter als das mit heutigen Fluoreszenzkollektoren moglich ist [139]. Weiterhin
ist es sinnvoll zu untersuchen, auf welche Weise die momentan verwendete Farbstofllo-
sung durch einen Festkorper ersetzt werden kann. Dies ist Gegenstand der Diplomarbeit
von Julian Schmitt, die zur Zeit in der Arbeitsgruppe Weitz durchgefithrt wird. Statt
einer Farbstofflosung kommt in diesen Experimenten eine Farbstoff-Polymerschicht zum
Einsatz und die ersten Ergebnisse sind vielversprechend.

Auf Seite der physikalischen Grundlagenforschung besteht die Moglichkeit, stérker wech-
selwirkende zweidimensionale Bose-Gase und damit verbundene Effekte wie Suprafluidi-
tat zu untersuchen. Der Vergleich mit den entsprechenden Untersuchungen an atomaren
Gasen legt allerdings nahe, dass dafiir stédrkere Wechselwirkungen von Vorteil bzw. sogar
notwendig wéren. Eine Erhohung des dimensionslosen Wechselwirkungsparameters, in
den bisherigen Messungen G ~ 7 x 10~%, um zumindest eine GréBenordnung erscheint
dabei auch durchaus moglich. Legt man Gleichung (3.13) zu Grunde, dann gibt es dafiir
drei Methoden: Eine Vergroflerung der Photonenmasse hétte aufgrund der Abhéngig-
keit mit der dritten Potenz, G o mih, einen nicht unerheblichen Einfluss. Das kénnte
im Prinzip durch eine Verlagerung des Wellenlédngenbereichs in den nahen UV-Bereich
erreicht werden. Eine Verkiirzung der Resonatorumlaufzeit 7; wiirde wegen G oc 7'
ebenfalls eine Erhéhung der Wechselwirkung bewirken. Das wére zum Beispiel durch
kleinere Spiegelabstinde und insbesondere durch eine kleinere effektive Eindringtiefe in
die Spiegel zu erreichen. Nicht zuletzt kdnnte auch der nichtlineare Koeffizient ny durch
eine etwas geringere Quanteneffizienz der Farbstoffmolekiile erhoht werden, zumindest
solange das Photonengas durch diesen Verlustkanal nicht aus dem Gleichgewicht getrie-
ben wird. Kombiniert man die drei genannten Methoden, so erscheint eine Erhéhung von
G um eine Gréfenordnung nicht unrealistisch. Unabhéngig von der Frage der Wechsel-
wirkungen zwischen den Photonen kénnten thermooptische Brechungsindexanderungen
auch dazu genutzt werden, komplexere Potentiale fiir das zweidimensionale Photonen-
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gas zu synthetisieren. Das kénnte z.B. durch das Hinzufiigen eines zweiten Farbstoffs
mit spektral deutlich verschobenen Absorptionsprofil (nahes Infrarot) und vorzugswei-
se sehr geringer Quantenausbeute erreicht werden, dessen Absorptionsmaximum bei der
FEmissionswellenldnge eines zusétzlich eingestrahlten weiteren Laserstrahls liegt. Durch
das rédumliche Profil dieses zweiten Laserstrahls wiirde man gezielt Warmeeintrag in das
Medium und damit das gewiinschte Brechungsindexprofil erzeugen kénnen.
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Anhang

A.1 Erginzung zu Abschnitt 2.4

Spektrale Temperatur im Grenzfall langsamer Konversionsdynamik

In Abschnitt 2.4 wurde ein Modell betrachtet in dem ein Farbstoff aus zwei Molekiilsorten
zusammengesetzt ist. Falls es zu Umwandlungen zwischen diesen Molekiilsorten wahrend
der Lebensdauer des elektronisch angeregten Zustands kommt, kénnen Abweichungen
zwischen spektraler und thermodynamischer Temperatur des Farbstoffes auftreten. In
einer Arbeit von Sawicki et al. [95] treten solche Abweichungen scheinbar sogar dann auf,
wenn die Quanteneffizienz des Farbstoffs eins ist, ® = 1. In Abschnitt 3.4 wurde allerdings
argumentiert, dass dies zu einer Verletzung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik
fuhrt.

An dieser Stelle soll nun gezeigt werden, dass unter bestimmten physikalischen Randbe-
dingungen tatséchlich auch das Modell von Sawicki et al. keine Abweichungen zwischen
spektraler und thermodynamischer Temperatur fiir einen Farbstoff mit ® = 1 impliziert.
Dazu werten wir Gleichung (2.28) aus, die die Temperaturdifferenz AT (w) = Typec(w) =T
im Grenzfall langsamer Molekillumwandlungen angibt. Wir betrachten nun wiederum
den Fall, dass sich die beiden Molekiilsorten einzig dadurch unterscheiden, dass die Band-
kanten von Grundzustand und angeregtem Zustand energetisch gegeneinander verscho-
ben sind, AE, = E,2 — E,1 # 0 baw. AE; = Eg9 — Eg 1 # 0 (Abb. 2.4). Dann sind die
Spektren mit der Frequenz Ag = (AE, — AE,)/h gegeneinander verschoben und es gilt

faw) = fi(w—Ag)w!/(w—Ag)! (A1)

az(w) = aj(w—Ag)w /(w—Aqg) e T (A.2)

(siehe Abschnitt 2.4). Dariiber hinaus erscheint es plausibel anzunehmen, dass die Kon-
versionsparameter €19, €27 durch

_AEq
€12 = €91 € kpT (A3)

miteinander verkniipft sind, wobei eine Arrhenius-Dynamik [103] fiir die Umwandlung
der Molekiilsorten zu Grunde gelegt wurde. Durch Einsetzen der Gleichungen A.1, A.2
und A.3 in (2.28) ldsst sich nun verifizieren, dass es unter diesen Bedingungen in der
Tat nicht zu Abweichungen zwischen spektraler und thermodynamischer Temperatur
kommt, AT (w) = 0. Oder anders formuliert: Die Gleichung (2.28) impliziert nur dann
Abweichungen zwischen den beiden Temperaturen, wenn etwa die Umwandlungsdynamik
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von der Arrhenius-Dynamik abweicht, oder aber wenn sich die Absorptionskoeffizienten
durch einen anderen Faktor als den Boltzmann-Faktor unterscheiden. Durch eine solche
Modellierung fiithrt man aber meines Erachtens implizit eine Art Maxwellschen Ddmon
ein. Es ist daher auch nicht verwunderlich, dass auf diese Weise scheinbar Verletzungen
des zweiten Hauptsatzes moglich sind.

A.2 Besetzungsgrad an der Verstarkungsschwelle

In einem konventionellen Laser setzt die Laseroszillati-
on ein, wenn die Verluste des Laserlichtes pro Umlauf
VB durch die Verstarkung des aktiven Mediums kompen-
Sl NN siert werden. Die wichtigsten Verlustkanéle sind dabei
Spiegelverluste bzw. Reabsorption bei der Wellenlédnge
des Lasermoden. Verstirkung durch stimulierte Emissi-
on wird dann erreicht werden, wenn der Ubergang bei
der Laserwellenlédnge invertiert ist. In einem vereinfach-
ten Bild des Farbstoffmolekiils kann der Laseriibergang
—— als Teil eines 4-Niveau-Systems betrachtet werden, wo-
SO 7 bei der Ubergang zwischen zwei Niveaus stattfindet, bei
. dem das untere Niveau aus rovibronisch hoch angeregten
Zusténden des elektronischen Grundzustands Sy besteht,
siehe Abb. A.1. Im thermischen Gleichgewicht sind die-
Abb. A.1: 4-Niveau-System  go Zustinde nur wenig besetzt bzw. die Besetzung wird
aufgrund des stoflinduzierten Thermalisierungsprozesses
schnell abgebaut. Auf diese Weise kann dann eine Inversion zwischen dem relativ lang-
lebigen oberen Laserniveau und dem kurzlebigen unteren Laserniveau erzeugt werden.
Dazu miissen sich allerdings hinreichend viele Molekiile im elektronisch angeregtem Zu-
stand S; befinden. Der minimale Besetzungsgrad, der fiir eine Laseroszillation notwendig
ist, kann folgendermaflen berechnet werden [140, 141]:

Laserubergani

Pumpen

Oexc 0a — In(R1R2)/2Dyp
— = T (A.4)
0 gain Oa + 0c + kSTTT(O'a — 03 )

Dabei ist pex. die Konzentration der Molekiile im oberen elektronischen Niveau, o die
Gesamtkonzentration der Molekiile, o, der Wirkungsquerschnitt fiir stimulierte Absorp-
tion bei der Wellenlénge des Laserlichtes, o, der Wirkungsquerschnitt fiir die stimulierte
Emission, kg1 die Konversionsrate von Singulettzustédnden nach Triplettzustianden, 71 die
Lebensdauer der Triplettzustéinde, ag der Wirkungsquerschnitt fiir stimulierte Absorpti-
on durch Molekiile in Triplettzustdnden, Ry, Rs sind die Spiegelreflektivitdten und D ist
die Lénge des Resonators. Fiir Rhodamin 6G gelten dabei die Werte von Tabelle A.1. Fir
die Parameter des Farbstoff-Mikroresonators aus dieser Arbeit, d.h. o = 1.5x 1073 Mol/1,
R; = Ry = 0.99997 und D = (q — qo)No/2n0 ~ 0.53 um (q=7), erhélt man damit einen
notwendigen Besetzungsgrad von (0exc/0)gain = 0.5 %. Es miissen also mindestens 0.5 %
der Molekiile im elektronisch angeregtem Zustand sein, damit die stimulierte Emission
die Verluste kompensiert und es zu einer Verstarkung bei der Wellenlénge des Laserlichtes
kommt.
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Grofle ‘ Wert ‘

Oa 1.0 x 1079 cm? ™)
Oe 2.1 x 10716 cm2
ol 5.9 x 1077 cm? )
kst 1.3x107s7 !

T 50 ns

(* bei 580 nm)

Tabelle A.1: Parameter fir Rhodamin 6G [142]
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