Kippmoduln iiber deriviert speziell biseriellen Algebren

Dissertation

Zur
Erlangung des Doktorgrades (Dr. rer. nat.)
der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat
der

Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitat Bonn

vorgelegt von

Daniel Rohleder

aus

Bonn

Bonn 2011



Angefertigt mit Genehmigung der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultét
der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitdt Bonn

1. Gutachter: Prof. Dr. Jan Schroer
2. Gutachter: PD Dr. Igor Burban

Tag der Promotion: 20.04.2012

Erscheinungsjahr: 2012



Zusammenfassung

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei A eine endlich-dimensionale Alge-
bra K. Ein (klassischer) partieller Kippmodul iiber A ist ein endlich-dimensionaler
A-Modul T der projektiven Dimension < 1, der keine Selbsterweiterungen besitzt.
Ein partieller Kippmodul 7" heifit (klassischer) Kippmodul, falls die Anzahl der Iso-
morphieklassen unzerlegbarer direkter Summanden von T gleich der Anzahl der
Isomorphieklassen einfacher A-Moduln ist.

Wir definieren den Kocher der Kippmoduln 7, iiber A wie folgt. Die Punkte von Tx
seien die Isomorphieklassen basischer Kippmoduln iiber A. Seien T, 7" Kippmoduln
iiber A. Dann gibt es einen Pfeil von der Isomorphieklasse von T in die Isomorphie-
klasse von T” in T, genau dann, wenn es eine Austauschfolge von T nach T gibt.
Fiir einen partiellen Kippmodul M sei Tx(M) der volle Unterkocher von T, aller
Kippmoduln 7" mit M € add(T).

Resultat A. Wir nennen eine endlich-dimensionale K-Algebra A deriviert speziell
biseriell, falls die repetitive Algebra A von A speziell biseriell ist. Die Klasse der
deriviert speziell biseriellen Algebren ist eine Unterklasse der Fadenalgebren. Sei
nun A deriviert speziell biseriell, sei M ein treuer partieller Kippmodul iiber A. Wir
zeigen:

Ta(M) ist zusammenhéngend.

Resultat B. Zu einer endlich-dimensionalen Algebra A betrachten wir die dupli-

zierte Algebra
- A 0
A= (D(AA) A)

mit D(A) = Homg (4 A, K). Sei nun A = KQ/I eine deriviert speziell biserielle Alge-
bra, so dass @) keine orientierten Kreise hat. Sei M ein treuer, projektiver partieller
Kippmodul iiber A. Dann ist A speziell biseriell und es gilt:

Ta(M) ist zusammenh&ngend.

Resultat C. Sei B = KQ'/I’ eine endlich-dimensionale Algebra iiber K. Zu einer
endlichen Folge

i=(i1,...,4) € Qq
konstruieren wir Moduln Vi, ..., V, € mod(B). Sei

T
=1

Wir setzen A = Endp(1})°P. Dann ist A stark quasi-erblich. Wir betrachten die volle
Unterkategorie F(A) von mod(A) aller A-Moduln, die eine A-Filtration besitzen.
Sei Tin € mod(A) der kanonische Kippmodul. Dann gibt es einen gerichteten Weg
von 4 A nach Ty, in Ty, so dass alle Kippmoduln, die auf diesem Weg liegen, schon

in F(A) sind.
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1. EINLEITUNG

1.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei A eine endlich-dimensionale
Algebra iiber K. Wir betrachten die Kategorie mod(A) der endlich-dimensionalen
A-Linksmoduln. Sei n die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher A-Moduln. Fiir
einen A-Modul M sei 6(M) die Anzahl der Isomorphieklassen unzerlegbarer direkter
Summanden von M. Wir nennen M basisch, falls in einer direkten Summenzerle-
gung von M in unzerlegbare Summanden die vorkommenden unzerlegbaren direkten
Summanden paarweise nicht isomorph sind. Wir nennen eine Algebra A basisch, falls
der A-Modul 4 A basisch ist. Mit pd 4 (M) bezeichnen wir die projektive Dimension
eines A-Moduls M. Sei Gen(M) die volle Unterkategorie von mod(A) aller von M
erzeugten Moduln, sei Cogen(M) die volle Unterkategorie von mod(A) aller von M
koerzeugten Moduln. Wir nennen M treu, falls 4A € Cogen(M).

Definition 1.1. Ein A-Modul M heifit (klassischer) partieller Kippmodul, falls
pds (M) < 1 und M keine Selbsterweiterungen besitzt. Ein partieller Kippmodul
T heiBt (klassischer) Kippmodul, falls §(T) = n.

Fiir einen Kippmodul 7" € mod(A) sei
T+ = {X € mod(A)| Ext4(T, X) = 0}.

Seien T, T" Kippmoduln iiber A. Wir setzen 7' < 1", falls T+ C T"+. Dann definiert
= eine Halbordnung auf den Isomorphieklassen basischer Kippmoduln iiber A (siehe
39, 2.2, Remark (b)], auch [28, Einleitung]).

Wir nennen einen partiellen Kippmodul M fast vollstandig, falls (M) = n—1. Sei
nun M ein fast vollstdndiger Kippmodul {iber A. Wir nennen einen unzerlegbaren
A-Modul X ein Komplement zu M, falls M @& X ein Kippmodul ist. In [21] zeigt
Happel folgendes

Lemma 1.2. Sei M ein fast vollstandiger Kippmodul iiber A.

(a) Falls M nicht treu ist, so gibt es bis auf Isomorphie ein eindeutiges Komple-
ment X zu M.
(b) Falls M treu ist, so gibt es bis auf Isomorphie genau zwei Komplemente X, Y

zu M. Es gilt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, dass X ¢ Gen(M),Y €
Gen(M). In diesem Fall gibt es eine nicht zerfallende kurze exakte Folge

02X —>M-=Y =0

mit M € add(M). Wir nennen diese Folge eine Austauschfolge von M & X
nach M &Y.

Wir kénnen nun den Kdcher der Kippmoduln Ty iiber A definieren. Der Kocher
der Kippmoduln wird das Hauptobjekt unserer Untersuchungen sein. Die Punkte
von Ta sind die Isomorphieklassen basischer Kippmoduln iiber A. Es gibt einen
Pfeil von der Isomorphieklasse von T' in die Isomorphieklasse von T in Ty, falls es
eine Austauschfolge von T nach T” gibt. In diesem Fall sprechen wir auch von einer
Mutation zwischen T und T'. Happel und Unger zeigten folgenden Zusammenhang
zwischen T und = (siehe [28, Theorem 2.1)):

Satz 1.3. Der Kicher Ty ist das Hasse-Diagramm von <.
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Fiir einen partiellen Kippmodul M betrachten wir den vollen Unterkdcher Ta (M)
von Ty aller Kippmoduln 7" mit M € add(T). Es ist im allgemeinen nicht wahr, dass
Ta(M) ein zusammenhéngender Kocher ist. Es gibt jedoch folgende

Vermutung 1.4 (Happel-Schroer). Falls M ein treuer partieller Kippmodul ist, so
ist Ta(M) zusammenhdngend.

Die Vermutung wurde bisher nur fiir erbliche und darstellungsendliche Algebren
bewiesen. Wir zeigen folgenden

Satz 1.5. Sei A eine deriviert speziell biserielle Algebra tiber K, sei M ein treuer
partieller Kippmodul iber A. Dann ist Ta(M) zusammenhdngend.

Dieser Satz ist das Hauptresultat dieser Arbeit.

1.2. Wir nennen zwei Algebren A, B Morita-dquivalent, wenn ihre Modulkatego-
rien #quivalent sind. In jeder Morita-Aquivalenzklasse von Algebren gibt es einen
Repréasentanten, der basisch ist. Da Vermutung 1.4 nur von der Modulkategorie ei-
ner Algebra abhéngt, konnen wir uns auf basische Algebren zuriickziehen.

Eine spezielle Klasse von Algebren sind Wegealgebren iiber Kéchern. Ein Kdcher
@ ist ein 4-Tupel (Qo, @1, s,t), wobei (QQp, @1 Mengen sind und s,t : Q1 — Qo Ab-
bildungen. Die Elemente von )y heilen Punkte, die Elemente von ()1 heilen Pfeile.
Ein Weg in @ ist eine endliche Folge a; ...a, von Pfeilen mit s(a;) = t(a;yq) fiir
alle i € {1,...,r — 1}. Zusétzlich ordnen wir jedem Punkt i € Qg einen trivia-
len Weg zu. Die Wegealgebra K@) von () iiber K besitze als Vektorraum die Wege
in () als Basis. Multiplikation von zwei Wegen p, ¢ entspricht der Hintereinander-
schaltung pq der Wege, falls moglich. Diese Multiplikation wird linear auf beliebige
Elemente von K@ erweitert. Fiir jede basische Algebra A gibt es einen Kocher )
und ein zuldssiges Ideal I € K@, so dass A = KQ/I. Solange wir uns also nur
fiir Morita-Aquivalenzklassen von Algebren interessieren, kénnen wir uns auf We-
gealgebren modulo einem zuléssigen Ideal zuriickziehen. Jedem Paar (@, ) kénnen
wir die Kategorie repy (Q, I) der Darstellungen von (Q, 1) zuordnen. Es gilt dann

mod(KQ/I) ~ rep(Q, ).

Derivierte Kategorien wurden von Grothendieck und Verdier in den 1960er Jah-
ren eingefiihrt. Sei C eine abelsche Kategorie. Wir definieren die beschrinkte de-
rivierte Kategorie D*(C) von C folgendermafien. Die Objekte von D?(C) sind die
beschriinkten Kettenkomplexe iiber C. Um die Morphismen in D°(C) zu erhalten,
gehen wir zunichst zur Homotopiekategorie K°(C) iiber und lokalisieren dann an
der Menge der Quasi-Isomorphismen. Die derivierte Kategorie D’(C) ist triangu-
liert. Wir nennen zwei Algebren A, B zueinander deriviert dquivalent, falls es eine
Aquivalenz triangulierter Kategorien D’(mod(A)) ~ D*(mod(B)) gibt. Im allgemei-
nen ist es nicht leicht zu sehen, ob zwei Algebren zueinander deriviert dquivalent
sind.

Kippmoduln wurden Anfang der 1980er Jahre von Brenner und Butler eingefiihrt
(siche [10]). Eine Verallgemeinerung der Definition von Kippmoduln wurde 1986 von
Miyashita ([35]) gegeben. Falls T" ein (klassischer oder verallgemeinerter) Kippmodul
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iiber A ist, so sind die Algebren A und End4(7)°P zueinander deriviert dquivalent.
Fiir eine endlich-dimensionale Algebra A sei (7a)o die Menge aller Isomorphieklas-
sen basischer Kippmoduln iiber A. Laut [50] merkte Ringel auf einer Konferenz in
Antwerpen im Jahr 1987 an, dass (7a)o die Struktur eines simplizialen Komplexes
tragt. Er schlug vor, die kombinatorischen Eigenschaften von (7)o genauer zu stu-
dieren. Der erste Artikel, der sich weiter mit dieser Frage beschéftigt, kommt von
Riedtmann und Schofield ([39]). Dort wurden erstmals die Halbordnung < und der
Kocher der Kippmoduln 7, betrachtet.

1.3. Wir nennen eine endlich-dimensionale Algebra A Fadenalgebra, falls es einen
Kocher @ und ein zuléssiges Ideal I C K@ gibt, so dass A = K@Q/I und @ und
I bestimmten kombinatorischen Bedingungen geniigen (so wird I z.B. von Wegen
in K@ erzeugt). Fadenalgebren wurden von Butler und Ringel sowie von Wald und
Waschbiisch eingefiihrt. Fadenalgebren sind im allgemeinen weder darstellungsend-
lich noch homologisch beschréankt. Jedoch gibt es eine Klassifikation der unzerlegha-
ren Moduln iiber einer Fadenalgebra (siehe [12, 53]). Jeder unzerlegbare Modul {iber
einer Fadenalgebra ist entweder ein Fadenmodul oder ein Bandmodul. Insbesondere
sind Fadenalgebren zahm. Die Klasse der Fadenalgebren ist eine hdufig verwendete
Testklasse fiir allgemeine Vermutungen iiber Algebren.

Eine Algebra A heifit speziell biseriell, falls es einen Kocher ) und ein zuléssiges
Ideal I € K@ gibt, so dass A = KQ/I und @ und I bestimmten Bedingungen
geniigen (so starten und enden z.B. in jedem Punkt von @) hochstens zwei Pfeile). Die
repetitive Algebra A einer Algebra A ist die unendliche Matrixalgebra mit Eintrigen
A auf der Diagonalen und D(4A) auf der Subdiagonalen und der Konvention

D(4A) - D(4A) = 0.
Nach Happel ([23]) gibt es eine volltreue Einbettung triangulierter Kategorien
DP(A) <= mod(A),

die eine Aquivalenz ist, falls A endliche globale Dimension besitzt. Dies motiviert
folgende Definition. Wir nennen eine Algebra A deriviert speziell biseriell, falls die
repetitive Algebra A speziell biseriell ist. Ringel zeigt in [44], dass die Klasse der
deriviert speziell biseriellen Algebren eine Unterklasse der Fadenalgebren ist (siche

auch [47]).

So ist zum Beispiel folgende Algebra deriviert speziell biseriell. Sei ) der folgende
Ko6cher

1:a;2:c>>3
b d

und sei I = (da, cb). Dann ist KQ/I deriviert speziell biseriell.

Nach [46] ist die Klasse der deriviert speziell biseriellen Algebren abgeschlossen
unter Kippen und nach [48] ist sie abgeschlossen unter derivierter Aquivalenz. Dies
macht sie zu einer hervorragenden Testklasse fiir unsere Vermutung. In der Tat
kénnen wir folgendes zeigen:
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Satz. Sei A eine deriviert speziell biserielle Algebra tiber K, sei M ein treuer par-
tieller klassischer Kippmodul. Dann ist Ta(M) zusammenhdngend.

1.4. Duplizierte Algebren wurden in [2] eingefiihrt, um Cluster-Algebren besser stu-
dieren zu kénnen. Zu einer Algebra A sei die duplizierte Algebra A die Matrixalgebra

b1y 4)

Sei nun A eine deriviert speziell biserielle Algebra. Dann gibt es einen Kocher Q
sowie ein zuldssiges Ideal I C K@, so dass A = K@Q/I. Dariiber hinaus kénnen wir
@ und I explizit beschreiben.

Beispiel 1.6. Wir betrachten die Beispielalgebra A aus Abschnitt 1.3. Sei Q folgen-
der Kécher

1:a>>2:c>>3

b d
q p
a’ c

V—=2'—=3
b '
und sei I = (da, cb,d'd, b, pd,qc,a'q,b'p,b'qdb, dV'qd, a'pca, c'a’pe, pca—qdb, a'pc—
bqd,ca'p —d'bq). Dann ist A= KQ/I.

Nach [47] ist A speziell biseriell. Falls |Qo| = n, so gilt |Qo| = 2n und es gibt genau
n Isomorphieklassen unzerlegbarer, projektiv-injektiver A-Moduln. Seien I4,..., I,
Représentanten dieser Klassen und sei Z = I & --- & [,. Dann ist Z treu und

Tz = Tx(Z). Es gilt folgender

Satz 1.7. Sei A = KQ/I deriviert speziell biseriell, so dass @) keine orientierten
Kreise enthdlt. Dann ist Ty = Ta(Z) zusammenhdngend.

Somit haben wir einen weiteren Spezialfall der Vermutung 1.4 bewiesen.

1.5. Fiir eine Algebra A = KQ/I seien 51, ..., S, Repriasentanten der Isomorphie-
klassen einfacher A-Moduln, seien Py, ..., P, die projektiven Decken von S; ..., S,.
Firi e {1,...,n} sei A; der grofite Faktormodul von P;, der keine Kompositionsfak-
toren S; fir j > ¢ besitzt. Sei F(A) die volle Unterkategorie aller A-Moduln, die eine
Filtrierung in den A; besitzen. Dann nennen wir A quasi-erblich, falls 4 A € F(A)
und falls fiir alle i € {1,...n} gilt, dass Enda(A;) = K. Wir nennen A stark quasi-
erblich, falls fir jedes k € {1,...,n} ein Dy € mod(A) sowie eine kurze exakte
Folge
0—= Ry —F, — D, —0

existiert mit Ry € add(Pyt1 @ --- @ P,) und Homu (P}, Dy) = 0 fur j > k. Quasi-
erbliche Algebren wurden erstmals in [13] eingefiihrt, stark quasi-erbliche Algebren
in [40]. Eine stark quasi-erbliche Algebra ist quasi-erblich mit A, = Dy. Die Begriffe

quasi-erblich und stark quasi-erblich h&éngen von der Wahl einer Ordnung der einfa-
chen Moduln ab. Falls A stark quasi-erblich ist und M € F(A), so gilt pd (M) < 1.
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Zu einer quasi-erblichen Algebra A existiert ein sogenannter kanonischer (verallge-
meinerter) Kippmodul Ty, der minimal in F(A) beziiglich < ist.

In [17] und [18] haben GeiB, Leclerc und Schréer im Zusammenhang mit der Kate-
gorifizierung von Cluster-Algebren folgende Konstruktion durchgefiihrt. Sei A = Ag
die préprojektive Algebra zu einem Koécher @), sei W = Wy die Weyl-Gruppe von
Q. Sei w € W. Dann gibt es (siehe auch [11]) eine zu w assoziierte Unterkatego-
rie C,, von nil(A), so dass C, eine Frobeniuskategorie ist und C,, eine 2-Calabi-Yau
Kategorie. Dariiber hinaus gibt es zu jedem reduzierten Ausdruck i = (iy,...,1,)
einen maximal rigiden A-Modul V;. Sei A = Enda(V5)°P. Dann ist die Algebra A
stark quasi-erblich und C,, ist dquivalent zu F(A) C mod(A). Die Mutation von
maximal rigiden A-Moduln entspricht der Mutation von Kippmoduln iiber A, die in
F(A) liegen. Dariiber hinaus wird gezeigt, dass es einen Pfad zwischen 4A und dem
kanonischen Kippmodul Ty, gibt, der ganz in F(A) liegt. Dieses Ergebnis wollen
wir verallgemeinern.

Sei dazu nun B = K(@'/I' eine endlich-dimensionale Algebra iiber K, sei i =
(i1,...,4,) € Qp". Analog zu [17] definieren wir uns Moduln Vj,...,V, und setzen
Vi=Vid---aV.

Satz 1.8. A = Endg(V})°? ist stark quasi-erblich.

Sei T der kanonische Kippmodul. Sei Tf(A) der volle Unterkocher von 74 aller
Kippmoduln, die in F(A) liegen. Dann gilt folgender

Satz 1.9. Es gibt einen Weg von oA nach T in Tra.

Somit haben wir das Resultat von Geif}, Leclerc und Schréer verallgemeinert. Es
gibt folgende

Vermutung 1.10. Tra) ist zusammenhdingend.

Satz 1.9 ist ein erster Schritt zum Beweis dieser Vermutung.

1.6. Die Arbeit gliedert sich wie folgt. Teil 1 gibt eine kurze Einfithrung in die
Darstellungstheorie endlich-dimensionaler Algebren. Die wichtigsten Sétze und De-
finitionen zu endlich-dimensionalen Algebren werden in Abschnitt 2 gegeben. Ab-
schnitt 3 beschéftigt sich mit Kéchern und ihren Darstellungen, Abschnitt 4 stellt die
Auslander-Reiten Theorie vor und in Abschnitt 5 geben wir einen kurzen Uberblick
iiber derivierte Kategorien.

Teil 2 stellt die wichtigsten Definitionen und Resultate der Kipptheorie bereit.
Nach einer kurzen Einfithrung in Rechts- und Linksapproximationen in Abschnitt
6 werden klassische und verallgemeinerte Kippmoduln in den Abschnitten 7 und 8
diskutiert. Die wichtigsten Resultate sowie Unterschiede zwischen klassischen und
verallgemeinerten Kippmoduln werden besprochen. Schliefllich stellen wir in Ab-
schnitt 9 das Hauptobjekt unserer Untersuchungen vor, den Kécher der Kippmoduln.
Dariiber hinaus diskutieren wir die Halbordnung auf Kippmoduln. Die Hauptvermu-
tung wird vorgestellt und schon bewiesene Fille dieser Vermutung werden erwahnt.
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In Abschnitt 10 wird die Hauptvermutung auf den projektiven Fall zuriickgefiihrt,
was einen ersten Beweisschritt in Richtung von Satz 1.5 darstellt.

In Teil 3 wird Satz 1.5 formuliert und bewiesen. In den Abschnitten 11 und 12
werden Fadenalgebren und Fadenmoduln sowie deren Kombinatorik besprochen. In
Abschnitt 13 werden repetitive Algebren eingefithrt und Abschnitt 14 beschéftigt
sich mit der Definition von deriviert speziell biseriellen Algebren. In Abschnitt 15
betrachten wir Austauschfolgen iiber diesen Algebren. Die Abschnitte 16-20 markie-
ren den Beweis von Satz 1.5. Teil 3 schlieft mit einigen Beispielen in Abschnitt 21.

Teil 4 beschéftigt sich mit dem Beweis von Satz 1.7. Die wichtigsten Definitionen
zu duplizierten Algebren werden in Abschnitt 22 gegeben. Die Formulierung von
Satz 1.7 findet in Abschnitt 23 statt. Abschnitte 24 und 25 dienen dem Beweis von
Satz 1.7. Schlieilich beenden wir Teil 4 mit einigen Beispielen in Abschnitt 26.

Unser letztes Resultat Satz 1.9 wird in Teil 5 bewiesen. Die Moduln V; werden in
Abschnitt 27 konstruiert, quasi-erbliche und stark quasi-erbliche Algebren werden
in Abschnitt 28 besprochen. Abschnitt 29 beschéftigt sich mit der Konstruktion des
kanonischen Kippmoduls. Der Beweis von Satz 1.9 findet sich schliellich in Abschnitt
30.

1.7. Danksagung. Mein aufrichtiger und herzlicher Dank geht an meinem Betreu-
er Prof. Dr. Jan Schréer fiir die Bereitstellung des Dissertationsthemas sowie fiir
seine vielfiltige Unterstiitzung beim Anfertigen dieser Dissertation. Des weiteren
geht mein besonderer Dank an Matthias Warkentin fiir zahlreiche mathematische
Diskussionen und Verbesserungsvorschlédge. Auflerdem danke ich der Bonn Interna-
tional Graduate School (BIGS) sowie dem Sonderforschungsbereich / Transregio 45
(SFB/TR 45) fiir finanzielle Unterstiitzung.
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Teil 1. Darstellungstheorie endlich-dimensionaler Algebren

In diesem Abschnitt werden wir die grundlegenden Definitionen und Sétze der
Darstellungstheorie endlich-dimensionaler Algebren vorstellen. Fiir unerkléarte Be-
griffe und Notationen verweisen wir auf die Standardwerke der Darstellungstheorie
wie [6, 3, 41].

2. ENDLICH-DIMENSIONALE ALGEBREN

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Definition 2.1. Eine K-Algebra ist ein K-Vektorraum A zusammen mit einer Ab-
bildung - : A x A — A, so dass folgende Regeln gelten:

(1) Fiir alle a,b,c € A ist
a-(b-c)=1(a-b)-c
(2) Fiir alle a,b,c € A ist
(a+b)-c=a-c+b-c,
a-(b+c)=a-b+a-c.
(3) Fiir alle a,b € A, \ € K ist
AMa-b) = (Aa)-b=a- ().
(4) Es gibt ein Element 1 € A, so dass fiir alle a € A gilt
lra=a-1=a.

Eine K-Algebra A heifit endlich-dimensional, falls A endlich-dimensional als K-
Vektorraum ist.

Im folgenden schreiben wir auch ab fiir a - b.

Bemerkung 2.2. Manchmal werden wir auch von Algebren sprechen, wenn die
Bedingung (4) nicht erfiillt ist.

In der Darstellungstheorie endlich-dimensionaler Algebren interessieren wir uns
fiir die Kategorie der Moduln Mod(A) iiber einer endlich-dimensionalen Algebra
A (bzw. fir die Kategorie mod(A) der endlich-dimensionalen Moduln iiber einer

endlich-dimensionalen Algebra A). Sei im folgenden immer A eine endlich-dimensio-
nale K-Algebra.

Definition 2.3. Ein A-Linksmodul ist ein K-Vektorraum M zusammen mit einer
Abbildung - : A x M — M, so dass folgendes gilt:

(1) Fiir alle a,b € A,m € M ist
(ab) -m=a-(b-m).
(2) Fiir alle m € M ist

(3) Fiir alle a,b € A;m € M ist
(a+b)-m=a-m+b-m.
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(4) Fiir alle a € A,m,n € M ist
a-(m+n)=a-m+a-n.
(5) Firalleae A,me M, \ € K ist
(Aa)-m = Aa-m)=a-(Am).

Wir nennen M einen endlich-dimensionalen A-Linksmodul, falls M als K-Vektorraum
endlich-dimensional ist.

Analog kann man A-Rechtsmoduln definieren. Wenn wir von einem A-Modul spre-
chen, ist immer ein A-Linksmodul gemeint.

Im folgenden schreiben wir auch am fiir a - m. Die Algebra A ist auf natiirliche
Weise ein Linksmodul (beziehungsweise Rechtsmodul) iiber sich selbst. Wenn wir
die Algebra A als Linksmodul (Rechtsmodul) betrachten wollen, so schreiben wir
auch 4A (bezichungsweise Ay4).

Definition 2.4. Seien M, N A-Moduln. Eine Abbildung f : M — N heifit Mor-
phismus von A-Moduln, falls gilt:

(1) Fiir alle m,m’ € M ist

f(m+m') = f(m) + f(m).
(2) Fiir alle a € A,m € M ist

flam) = af(m).

Wir bezeichnen mit Mod(A) die Kategorie aller A-Linksmoduln zusammen mit
ihren Morphismen und mit mod(A) die Kategorie aller endlich-dimensionalen A-
Linksmoduln mit ihren Morphismen. Ein Hauptaugenmerk der Darstellungstheorie
liegt darauf, diese Kategorien zu studieren.

Bemerkung 2.5. Die Kategorien Mod(A) und mod(A) sind abelsche Kategorien.
Insbesondere existieren endliche direkte Summen sowie Kerne und Cokerne.

Seien M, N € Mod(A) (beziehungsweise in mod(A)). Wir bezeichnen mit
Homu (M, N) den K-Vektorraum aller Morphismen von M nach N. Des weiteren
bezeichnen wir mit End4 (M) die Algebra aller Endomorphismen von M. Fiir eine
Algebra A, sei AP die entgegengesetzte Algebra mit dem gleichen zugrundeliegenden
Vektorraum wie A und der Multiplikation

a‘Aopb:b‘Aa.

Definition 2.6. Ein A-Modul S 22 0 heifit einfach, falls 0 und S die einzigen
Untermoduln von S sind.

Lemma 2.7 (Schurs Lemma). Seien S, S" € Mod(A), sei f: S — S ein nichttri-
vialer Morphismus.

(a) Falls S einfach ist, so ist f ein Monomorphismus.

(b) Falls S einfach ist, so ist f ein Epimorphismus.

(c) Falls S,S" einfach sind, so ist f ein Isomorphismus.

(d) Falls S einfach ist, so ezistiert ein K -Algebren-Isomorphismus K == End 4(S).

Beweis. Siehe [3, 1.3.1, 1.3.2], [49]. O
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Definition 2.8. Sei M € mod(A). Sei
O=MycCcMyC---CM, =M

eine Kette von Untermoduln von M, so dass fiir alle j € {0,...,m — 1} gilt, dass
M1 /M; ein einfacher A-Modul ist. Dann nennen wir diese Kette Kompositionsreihe
von M. Die vorkommenden einfachen Moduln M /M; heilen Kompositionsfakto-
ren von M.

Bemerkung 2.9. Zu jedem M € mod(A) existiert eine Kompositionsreihe.

Satz 2.10 (Satz von Jordan-Holder). Sei A eine endlich-dimensionale K -Algebra,
sei M € mod(A), seien

0= MyCM,C---CM, =M,
O: N()CNlCCNn IM

Kompositionsrethen von M. Dann ist m = n und es existiert eine Permutation
7w €Sy, so dass fir j € {0,...,m — 1} gilt, dass

Mj1/Mj = Najn)/Naj1)-1-
Beweis. Siehe [1, Theorem 11.3],[16, Theorem 1.5.1]. O
Sei M € mod(A) und
O=MyC M, C---CM, =M

eine Kompositionsreihe. Aus dem Satz von Jordan-Hélder folgt, dass m eindeutig
bestimmt ist. Wir nennen m die Ldnge von M und schreiben m = Lange(M).

Definition 2.11. Wir nennen einen A-Modul M 2 0 unzerlegbar, falls aus
M = M; & M, folgt, dass entweder M; = 0 oder M, = 0.

Definition 2.12. Sei R ein Ring. Wir nennen R lokal, falls die nichtinvertierbaren
Elemente von R ein beidseitiges Ideal bilden.

Lemma 2.13. Sei A eine K-Algebra, sei M € Mod(A).

(a) Falls Enda (M) lokal ist, so ist M unzerlegbar.
(b) Falls M unzerlegbar ist und M € mod(A), so ist Enda(M) lokal.

Beweis. Siehe [3, Lemma 1.4.8]. O

Satz 2.14 (Satz von Krull-Remak-Schmidt). Sei A eine endlich-dimensionale K-
Algebra.

(a) Jedes M € mod(A) besitzt eine Zerlegung

M2éMi,

so dass fir alle j € {1,...,m} gilt, dass M; unzerlegbar ist.
(b) Falls es Zerlegungen

M = éMi o éNj
i=1 j=1
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gibt, mit M;, N; unzerlegbar fir allei € {1,...,m}, j € {1,...,n}, dann ist
m = n und es existiert eine Permutation m € S, so dass M; = Ny fiir alle
ie{l,...,m}.

Beweis. Siehe [3, Satz 1.4.10], auch [34, Fundamentalsatz §6], [37, Hauptsatz §2]. O

Satz 2.15 (Lemma von Harada und Sai). Sei b € N, seien My, ... My unzerlegbar
in mod(A). Sei Linge(M;) <b fiir allei € {1,...,2°}. Sei firie {1,...,2° — 1}

fi : Mz — Mi+1
ewn Morphismus, der kein Isomorphismus ist. Dann ist

fopr10--0fro f1 =0.

Beweis. Siehe [3, Lemma IV.5.2], auch [31]. O

Da wir uns hauptséchlich fiir die Modulkategorie einer Algebra interessieren, ma-
chen wir folgende

Definition 2.16. Seien A, B endlich-dimensionale K-Algebren. Wir sagen, dass A
und B Morita-dquivalent sind, falls es eine Aquivalenz von K-Kategorien zwischen
den Modulkategorien mod(A) und mod(B) gibt.

Definition 2.17. Sei M € mod A. Sei
M=M™"® - M

eine Zerlegung von M in unzerlegbare, direkte Summanden M;, so dass M; 2 M;
fiir ¢ # 7 und r; > 0 fiir alle 7. Wir setzen

AMM) = s,
S(M)=mr1+--+rs.
Falls r; = 1 fiir alle ¢ € {1,..., s}, so nennen wir M basisch. Wir setzen
bas(M) = M, & --- & M,.

Fiir jedes M € mod(A) ist bas(M) basisch. Der Modul bas(M) ist bis auf Isomor-
phie eindeutig durch M bestimmt.

Wir nennen die Algebra A basisch, falls der A-Modul 4 A basisch ist.

Lemma 2.18. Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra. Dann gibt es eine ba-
sische endlich-dimensionale K -Algebra A", so dass A und A" Morita-dquivalent
sind.

Beweis. Siehe [3, 1.6.10]. O

Fiir viele Fragestellungen iiber mod(A) kann man also ohne Einschriankung an-
nehmen, dass A basisch ist.
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3. KOCHER UND IHRE DARSTELLUNGEN

Definition 3.1. Ein Kdcher @ ist ein 4-Tupel @ = (Qo, Q1, s,t), wobei Qy und ¢4
Mengen sind und s,t : )7 — (o Abbildungen. Wir nennen die Elemente aus Qg
Ecken oder Punkte und die Elemente aus ()1 Pfeile.

Falls (o, )1 endliche Mengen sind, so nennen wir Q) endlich. Fiir einen Pfeil a € @),
sei s(a) der Startpunkt von a, t(a) der Endpunkt von a. Ein Weg p in @Q ist eine
endliche Folge aj ..., von Pfeilen mit s(o;) = t(qq) fiir ¢ € {1,...,r —1}. Wir
nennen 7 die Lange von p. Zusétzlich ordnen wir jedem Punkt ¢ € () einen trivialen
Weg e; der Liange 0 zu. Wir erweitern den Definitionsbereich der Abbildungen s
und t auf Wege: Falls p = ay...q, ein Weg ist, so setzen wir s(p) = s(a,) und
t(p) = t(aq). Fiir i € Qo setzen wir s(e;) = t(e;) = i.

Definition 3.2. Sei ) ein Kocher. Wir definieren die Wegealgebra K@) folgender-
maflen: Als K-Vektorraum habe K@ als Basis die Menge aller Wege in Q. Fiir zwei
nichttriviale Wege p1 = a1, ... a,, po = 01 ... s definieren wir die Multiplikation

s {al...asﬁl...ﬂs falls s(a) = £(51),

0 sonst.
Falls s(p) =1, t(p) = j, so setzen wir fiir k € @
per = Ok.ip;
erp = O,;p-
Wir erweitern die Multiplikation linear auf alle Elemente aus KQ.

Beispiel 3.3. Wir betrachten folgende Kicher Q) und S:
Q : 1—2-2

Die Wege in QQ sind

b3 .4 S - —
b/

{e1,e9,€3,€e4,a,b,c,ba,cb, cba},
die Wege in S sind
{e1,e9,d 0, (V) (a'b) ', (V'a), (V)b } 1.
Die Algebra K@ ist somit 10-dimensional, wohingegen die Algebra K S nicht endlich-
dimensional 1st.

Lemma 3.4. Sei () ein endlicher Kécher. Dann ist

das Finselement in KQ.
Beweis. Siehe [3, Lemma I1.1.4, Korollar I1.1.5]. O

Bemerkung 3.5. Sei () ein Kocher. Falls (g nicht endlich ist, so besitzt die Wege-
algebra K () kein Einselement.

Lemma 3.6. Sei Q ein endlicher Kocher. Die Wegealgebra K@) ist endlich-
dimensional genau dann, wenn Q) keine orientierten Kreise besitzt.
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Beweis. Siehe [3, Lemma I1.1.4.(c)]. O

Definition 3.7. Sei @) ein endlicher Kocher. Sei das Pfeilideal Rg C K@) das beid-
seitige Ideal, welches von allen Elementen von () erzeugt wird. Wir nennen ein
beidseitiges Ideal I C KQ zuldssig, falls es ein n > 2 gibt, so dass
n 2

Ry C 1 C Ry
Bemerkung 3.8. Sei () ein endlicher Kécher. Dann ist das Nullideal genau dann
zuldssig in K@), wenn () keine orientierten Kreise besitzt.
Definition 3.9. Sei ) ein Kocher. Seien i,5 € Qo. Sei m > 1. Fiir k € {1,...,m}
seien pr Wege der Linge > 2 mit s(py) = ¢, t(pr) = j und seien A\, € K*. Dann
nennen wir ein Element » € K@) der Form

m
r= Z Ak Pk
k=1

Relation in ). Falls m = 1, so nennen wir r Nullrelation. Falls r = w; — ws fiir Wege
w1, We, SO nennen wir r Kommutativitdtsrelation.

Lemma 3.10. Sei Q ein endlicher Kicher und I C KQ ein zuldssiges Ideal. Dann
gibt es eine endliche Menge von Relationen {ry,...,rn}, so dass I = (ry,...,rmy).

Beweis. Siehe [3, Korollar 11.2.9]. O

Lemma 3.11. Sei Q ein endlicher Kocher und I C KQ ein zuldssiges Ideal. Dann
ist die Algebra KQ/I endlich-dimensional und basisch.

Beweis. Siehe [3, Proposition 11.2.6, Lemma 11.2.10]. Il

Satz 3.12. Sei A eine endlich-dimensionale, basische K-Algebra. Dann existiert ein
eindeutig bestimmter endlicher Kécher QQ und ein zuldssiges Ideal I C K@), so dass

A2 KQ/I.
Wir nennen ) den Kocher von A.
Beweis. Siehe [3, Theorem I1.3.7]. O
Definition 3.13. Sei () ein endlicher Kocher. Eine Darstellung M von (@) iiber K

besteht aus folgenden Daten:

e Einem K-Vektorraum M; fiir jeden Punkt i € Q,

e ciner K-linearen Abbildung f, : M) — My fiir jeden Pfeil a € Q.
Wir nennen die Darstellung M = (M;, fo)icgoacq, endlich-dimensional, falls M;
endlich-dimensional ist fiir alle 7 € Q.

Definition 3.14. Sei @) ein endlicher Kocher. Seien M = (M, fu)icop.ac@,s N =
(Ni, 9a)icQo.acq, Darstellungen von Q. Ein Morphismus ¢ : M — N von Darstellun-
gen ist eine Familie (¢;)ieq, von K-linearen Abbildungen, so dass fiir alle a € @4
das Diagramm

fa
M) ——= My

l% L%‘

Jda

Ns(a) — Nia)
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kommutiert.

Seien L, M, N Darstellungen von Q und ¢ : L — M, ¢p : M — N Morphismen,
wobel ¢ = (¢i)icqy, ¥ = (¥i)icq,- Dann definieren wir die Komposition als die

Familie ¢ o ¢ = (¢ 0 ©;)icq,-

Sei Repk(Q) die Kategorie aller Darstellungen von @ iiber K, sei repy(Q) die

volle Unterkategorie aller endlich-dimensionalen Darstellungen.

Lemma 3.15. Die Kategorien Repy (Q) und repy(Q) sind abelsche K -Kategorien.

Beweis. Siehe [3, Lemma I11.1.3].
Beispiel 3.16. Sei Q der Kdocher

1—=9_°.3
b

Wir betrachten die Darstellung M, die gegeben ist durch
(0) (%)

0—= K —> K?

(0)
und die Darstellung M', die gegeben ist durch

1 10
K= o 6D

M
Dann haben wir einen Morphismus ¢ : M — M’', gegeben durch
(0) @

0—= K — K?

(0)
(0) X ) @9
%)
K—K?—— K2
%) (69)

i

Sei M = (M;, fa)icgo.aco, €ine Darstellung von Q. Sei p = a; ... a, ein Weg in @

der Lange r > 1. Sei s(p) = i, t(p) = j. Dann setzen wir
fp:falo"'ofar:Mi_)Mj-

r= Z APk
=1

Sei nun

eine Relation in Q. Wir sagen, die Darstellung M erfillt die Relation r, falls

> Nefp =0.
k=1

Sei nun I C K@ ein zuléssiges Ideal, I = (rq,...7,,), wobei die r1, ..

., m Relationen

sind, und sei M eine Darstellung von (). Dann nennen wir M eine Darstellung von
(@, I), falls M die Relationen 1, ..., ry, erfiillt. Wir bezeichnen mit Rep,(Q, I) (be-
ziehungsweise repy(Q, 1)) die volle Unterkategorie von Repy (@) (beziehungsweise

repy (Q)) aller Darstellungen von (Q, I). Es gilt folgender
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Satz 3.17. Sei Q ein endlicher Kécher, sei I C KQ ein zulissiges Ideal, sei A =
KQ/I. Dann gibt es eine K-lineare Aquivalenz von Kategorien

F :Mod(A) — Repg(Q, 1),
die sich einschrinkt zu einer K -linearen Aquivalenz
F :mod(A) — repg(Q, I).
Beweis. Siehe [3, Thm. II1.1.6]. O

Wir fassen die Ergebnisse kurz zusammen. Fiir die von uns behandelten Frage-
stellungen iiber Modulkategorien mod(A) von endlich-dimensionalen K-Algebren A
reicht es aus, sich auf die Klasse der basischen K-Algebren einzuschrinken. Zu je-
der basischen endlich-dimensionalen Algebra A konnen wir einen Kécher ) und ein
zuléssiges Ideal I finden, so dass A = K@Q/I. Schliefllich gilt in diesem Fall, dass
mod(A) ~ repy(Q,I), so dass wir uns darauf beschrinken konnen, die endlich-
dimensionalen Darstellungen von (@, I) zu untersuchen. Wir werden im folgenden
oftmals nicht mehr zwischen der Kategorie mod(A) und der Kategorie rep, (@, I)
unterscheiden.

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir eine kurze Beschreibung der einfachen,
projektiven und injektiven Moduln iiber A = K@Q/I als Darstellungen von (Q, I).

Sei i € Qg. Wir ordnen ¢ Moduln

Sz’ = ((Sl)j7 fa)jEQo,llEQU
P, = ((Pi)jﬁga)J'EQoﬂEQN
I; = ((Ii)jv ha)jGQmaEQl

wie folgt zu:

K fallsi=j
SZ' i ’
( )] {0 sonst.

Wir setzen f, = 0 fiir alle a € Q.

Sei (P;); der K-Vektorraum, der als Erzeugendensystem alle Nebenklassen p =
p+1 hat, wobei p alle Wege von i nach j durchlauft. Sei a € Q1 mit s(a) = j,t(a) = k.
Dann entspricht die Abbildung g, : (F;); — (F;)r der Linksmultiplikation mit
a=a+1.

Sei (I;); das Dual des K-Vektorraums, der als Erzeugendensystem alle Neben-
klassen p = p + I hat, wobei p alle Wege von j nach ¢ durchlauft. Sei a € )1 mit
s(a) = j,t(a) = k. Dann entspricht die Abbildung g, : (1;); = (I;)r dem dualen der
Linksmultiplikation mit @ = a + 1.

Lemma 3.18. Sei A = KQ/I eine endlich-dimensionale K-Algebra.

(a) Die Moduln S; (i € Qo) stellen eine vollstindige Liste der Isomorphieklassen
einfacher A-Moduln dar.

(b) Die Moduln P; (i € Qo) stellen eine vollstindige Liste der Isomorphieklassen
unzerlegbarer, projektiver A-Moduln dar.
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(¢) Die Moduln I; (i € Qo) stellen eine vollstindige Liste der Isomorphieklassen
unzerlegbarer, injektiver A-Moduln dar.

(d) Firi € Qo ist P; die projektive Decke von S; und I; die injektive Hiille von
S;.

Beweis. Siehe [3, Lemma I11.2.1, Lemma I11.2.4 und Lemma I11.2.6]. O

Beispiel 3.19. Sei Q der Kdocher

Q- 1—=2--3

und sei I = (ca). Sei A = KQ/I. Dann erhalten wir die folgenden projektiven und
injektiven Moduln in mod(A):

3

0
P K—= 2" g P 0—= K - K
(9) 0
0 0 0 0
Py= S5 0—/——=0——K L =5 K—=0——0
0 0
(10) 0 0 1
Is: K:—=K——=0 Is: K—=K—K
(01) !

Beispiel 3.20. Sei S der Kocher

und sei I' = (dd’ — d'V'). Sei A" = KS/I'. Dann erhalten wir die folgenden projek-
tiven und injektiven Moduln in mod(A’):
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K K
PlfgLyi K K PQ/I 0 K
K 0
0 0
P3/Z 0 K P4/Z 0 K
A DN
K 0
0 K
Iy : K 0 Iy : K 0
N N
0 0
0
y* X
Is - K 0

N A

4. AUSLANDER-REITEN THEORIE

In diesem Abschnitt geben wir einen kurzen Uberblick iiber die Auslander-Reiten
Theorie einer endlich-dimensionalen K-Algebra. Zunéchst fithren wir die
Auslander-Reiten Verschiebung 7 ein. Anschliefend betrachten wir fast zerfallende
Folgen und schliellich betrachten wir den Auslander-Reiten Kocher I'4 einer endlich-
dimensionalen Algebra A. Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Sei A eine endlich-dimensionale Algebra iiber K. Fiir einen A-Linksmodul M sei
D(M) = Homg (M, K).
Dann ist D(M) ein A-Rechtsmodul vermoge
fra=f
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fiir alle a € A sowie alle f € D(M), wobei f': M — K die Abbildung ist mit

f'(x) = f(az).
Fiir einen Morphismus f : M — N zwischen A-Linksmoduln M, N, sei D(f) :
D(N) — D(M) die Abbildung, die eine K-lineare Abbildung ¢ : N — K auf
po f: M — K schickt. Dann ist D(f) ein Morphismus von A-Rechtmoduln. D
definiert auf diese Weise eine Dualitdt zwischen den Kategorien

D : mod(A) — mod(AP),
wobei wir mod(A°P) mit der Kategorie der endlich-dimensionalen A-Rechtsmoduln

identifizieren. Wir nennen D die Standard-K-Dualitat zwischen A und A°P. Auf
dhnliche Weise definieren wir fiir einen A-Rechtsmodul N den A-Linksmodul

D(N) = Homg (M, K),
wobei die A-Linksmodulstruktur gegeben ist durch
a f=f
fiir alle a € A sowie alle f € D(N), wobei f': N — K die Abbildung ist mit
f'(@) = f(za).
Dies definiert auf dhnliche Weise wie oben einen Funktor
D : mod(A°?) — mod(A),
den wir ebenfalls mit D bezeichnen und der quasi-invers zur Standard-Dualitét ist.

Bemerkung 4.1. Falls M ein A-A-Bimodul ist, so ist D(M) auf natiirliche Weise
ein A-A-Bimodul.

Fiir einen A-Modul M sei
J AN RELR Y Ny

eine minimale projektive Prisentierung von M. Durch Anwenden des Funktors
Hom (-, 4A) erhalten wir eine exakte Folge

Hom 4 (fo,A) Homa (f1,4A)
A Joo

0 —>HOII1A(M, AA) HOIIlA(Pg,AA
— Coker(Homa(f1, 44)) — 0.

Wir setzen Tr(M) = Coker(Homa(f1, 4A)) und nennen Tr(M) den transponierten
Modul von M.
Seien M, N € mod(A). Wir setzen
P(M,N) ={f € Homa (M, N)| f faktorisiert durch einen projektiven Modul},
Z(M,N)={f € Homa(M, N)| f faktorisiert durch einen injektiven Modul}.
Dann sind P, Z beidseitige Ideale in mod(A). Die zugehorigen Quotientenkategorien
bezeichnen wir mit mod(A) beziehungsweise mit mod(A). Die Kategorien mod(A)
und mod(A) haben dieselben Objekte wie mod(A). Fiir M, N € mod(A) beziehungs-
weise mod(A) ist
Homyeq(ay (M, N) = Hom (M, N) = Homu (M, N)/P(M, N),
Homgog4) (M, N) = Homyu (M, N) = Homa (M, N)/Z(M, N).

mod

HOHlA(Pl, AA)
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Wir nennen mod(A) die stabile Modulkategorie von A und mod(A) die kostabile
Modulkategorie von A. Es gilt folgende

Proposition 4.2. Die Zuordnung M — Tr(M) induziert einen K -linearen Dua-
litatsfunktor
Tr : mod(A) — mod(A%).

Beweis. Siehe [3, TV.2.2]. O

Wir definieren nun die Auslander-Reiten Verschiebung T sowie die inverse Auslander-
Reiten Verschiebung 7! wie folgt:

7=DoTr,
1 =TroD.

Proposition 4.3. Die Auslander-Reiten Verschiebung und die inverse Auslander-
Reiten Verschiebung induzieren zueinander quasi-inverse Aquivalenzen

mod(A) mod(A).

Beweis. Siche [3, Korollar IV.2.11]. O
Satz 4.4 (Auslander-Reiten Formel). Sei A eine endlich-dimensionale K -Algebra,

seien M, N € mod(A). Dann ezistieren Isomorphismen
Extyy (M, N) = D(Hom, (™" (N), M)) = D(Homa(N, 7(M))),
die funktoriell in beiden Variablen sind.
Beweis. Siehe [3, Theorem 1V.2.13], auch [6, Propositionen 4.5, 4.6]. O
Wir benotigen folgendes

Korollar 4.5. Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra, seien M, N € mod(A).
Falls pd 4 (M) < 1, so gibt es einen K -linearen Isomorphismus

Ext! (M, N) = D(Homyu (N, 7(M))).

Beweis. Siehe [3, Korollar IV.2.14]. O

Definition 4.6. (a) Wir nennen einen Morphismus f : M — N von A-Moduln
einen zerfallenden Monomorphismus, falls es einen A-Modul L und einen
Isomorphismus ¢ : N — M & L gibt, so dass ¢ o f dem kanonischen Mono-
morphismus

M—- ML

entspricht.

(b) Wir nennen einen Morphismus f : M — N von A-Moduln einen zerfallenden
Epimorphismus, falls es einen A-Modul L und einen Isomorphismus ¢ : N &
L — M gibt, so dass f o ¢ dem kanonischen Epimorphismus

N@®oL—-N
entspricht.
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Definition 4.7. Seien M, N € mod(A). Ein Morphismus f : M — N von A-Moduln
heif3t

(a) links minimal, falls aus h € End4 (V) mit hf = f folgt, dass h ein Automor-
phismus ist.

(b) rechts minimal, falls aus h € Enda(M) mit fh = f folgt, dass h ein Auto-
morphismus ist.

(c) links fast zerfallend, falls f kein zerfallender Monomorphismus ist, und fiir
jeden Morphismus g : M — L, der kein zerfallender Monomorphismus ist,
ein h : N — L existiert mit hf = g.

(d) rechts fast zerfallend, falls f kein zerfallender Epimorphismus ist, und fiir
jeden Morphismus g : L — N, der kein zerfallender Epimorphismus ist, ein
h: L — M existiert mit fh = g.

(e) links minimal fast zerfallend, falls f links minimal und links fast zerfallend
ist.

(f) rechts minimal fast zerfallend, falls f rechts minimal und rechts fast zerfal-
lend ist.

(g) irreduzibel, falls f weder ein zerfallender Monomorphismus noch ein zerfal-
lender Epimorphismus ist und falls aus f = gh folgt, dass entweder ¢ ein
zerfallender Epimorphismus oder h ein zerfallender Monomorphismus ist.

Fir M, N € mod(A) setzen wir
rada(M,N) = {f € Homa(M,N)| Vg € Homu(N, M) ist idy; —gf invertierbar}.

Fir M, N € mod(A) unzerlegbar ist rad (M, N) genau die Menge aller nichtin-
vertierbaren Morphismen. Wir definieren rad? (M, N) als die Menge aller Morphis-
men f € Homy(M,N), fiir die es ein X € mod(A) gibt sowie Morphismen g €
rada(M, X),h € rad4(X, N) mit f = hg. Es gilt folgendes

Lemma 4.8. Seien M, N € mod(A) unzerlegbar; dann ist ein Morphismus f : M —
N irreduzibel genau dann, wenn f € rads(M, N)\rad’ (M, N).

Beweis. Siehe [3, Lemma IV.1.6]. O

Dieses Lemma motiviert folgende Definition. Wir definieren den Raum der irre-
duziblen Morphismen von M nach N als

Irr (M, N) = rad (M, N)/rad’ (M, N).
Definition 4.9. Seien L, M, N € mod(A). Wir nennen eine kurze exakte Folge

0=LL M5 N0

fast zerfallend, falls f links minimal fast zerfallend und ¢ rechts minimal fast zerfal-
lend ist.

Folgender Satz liefert den Zusammenhang zwischen fast zerfallenden Folgen und
der Auslander-Reiten Verschiebung:

Satz 4.10. (a) Sei M € mod(A) unzerlegbar und nicht projektiv. Dann existiert
eine fast zerfallende Folge

0—7(M)—E— M—0.
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(b) Sei M € mod(A) unzerlegbar und nicht injektiv. Dann existiert eine fast
zerfallende Folge
0= M—E—71(M)—0.

Beweis. Siehe [3, Thm. IV.3.1]. O

Bemerkung 4.11. Seien M € mod(A). Falls eine fast zerfallende Folge
0O—-M-—=FE—=F—=0

mit Startterm M oder eine fast zerfallende Folge
0—=-X—=Y—=>M-=0

mit Endterm M existiert, so ist diese eindeutig bis auf Isomorphie von kurzen ex-
akten Folgen.

Folgende Proposition liefert den Zusammenhang zwischen irreduziblen Abbildun-
gen und fast zerfallenden Folgen.

Proposition 4.12. Se:

0-LL@Mme %N -0
i=1
eine kurze exakte Folge in mod(A). Seien L, N, M; unzerlegbar firi € {1,...r} und
sei M; 22 M; fiir @ # j. Wir schreiben
hi fin
mit f; = : L — M™

f :
fr fi,m

und
g="(91,---,9,) mit ¢ = (Gins---,Gin,;) : M/ — N.
Dann sind dquivalent:
(1) Die Folge ist fast zerfallend.
(2) Firi € {1,...r} und j € {1,...n;} formen die Restklassen f;; der f;;
modulo rad® (L, M;) eine K-Basis von Irr4(L, M;). Falls ein unzerlegbarer
Modul M" existiert mit Irra(L, M") 22 0, so ist M’ = M, fireini e {1,...7}.
(3) Firi € {1,...r} und j € {1,...n;} formen die Restklassen g, ; der g;;
modulo rad®(M;, N) eine K -Basis von Irr 4(M;, N). Falls ein unzerlegbarer
Modul M existiert mit Irro(M', N) 2 0, so ist M" = M, fir eini € {1,...7}.

Beweis. Siehe [3, Korollar IV.4.4]. O

Wir definieren den Auslander-Reiten Kicher 'y von mod(A) wie folgt. Die Punkte
entsprechen den Isomorphieklassen unzerlegbarer A-Moduln. Wir bezeichnen hier
die Isomorphieklasse eines Moduls M ebenfalls mit M. Fiir zwei Punkte M, N von
I’y setzen wir

#{Pfeile von M nach N in I'(mod(A))} = dimg Irra(M, N).

Zusétzlich definieren wir eine zweite Art von Pfeilen in I'y (wir nennen diese Pfeile
gepunktete Pfeile). Fiir einen nichtprojektiven Punkt M von I'y fiigen wir einen
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gepunkteten Pfeil von M nach 7(M) hinzu. Mit dieser zusétzlichen Art von Pfeilen
erhalt I'y die Struktur eines Translationskdchers.

Beispiel 4.13. Sei ) der Kdécher

1234

Sei A = KQ. Fir k,k' € {1,...,4} mit k < k' erhalten wir einen kanonischen
Monomorphismus Py — Py. Wir setzen My = Py/Py. Die My und die Py
liefern uns eine vollstindige Liste der Isomorphieklassen unzerlegbarer A-Moduln.
Der Auslander-Reiten Kocher von A sieht wie folgt aus:

N
SN
P4/ llllllll \M34/ ,,,,,,,, 7\M2,3</1 “““““““ \M”

5. DERIVIERTE KATEGORIEN

Sei A eine K-Algebra. Ein Komplex (M,d) = (M;,d;);ez von A-Moduln ist eine
Folge von A-Moduln und Morphismen der Form

IS8

di—3 di—2 di—1 d; i1 dit2
= My = Miy = My = Migyw — Mips — -+

so dass fiir alle j € Z gilt: djod;_; = 0.

Ein Komplex (M, d) heiBt nach oben beschrinkt, falls es eine ganze Zahl t € Z
gibt mit M; = 0 fiir ¢ > ¢ und nach unten beschrinkt, falls es eine ganze Zahl s € Z
gibt mit M; = 0 fiir ¢ < s. Ein Komplex heifit beschrdnkt, falls er nach oben und
nach unten beschréankt ist.

Ein Morphismus f = (fi)iez : (M,d) — (N,d’) von Komplexen besteht aus A-
Modul-Morphismen f; : M; — N; fiir alle ¢ € Z, so dass fiir alle j € Z gilt:

fj+1odj :d;OfJ
Wir bezeichnen die Kategorie der Komplexe von A-Moduln mit C(A). Seien CT(A),

C~(A), C(A)® die vollen Unterkategorien von C(A) aller nach unten beschrinkten,
beziehungsweise nach oben beschrankten, beziehungsweise beschrinkten Komplexe.

Fiir einen Komplex (M, d) = (M;,d;);ez setzen wir (M,d)[1] = (M;11,di11)iez-
Fiir einen Morphismus von Komplexen f = (f;)iez : (M,d) — (N,d') setzen wir
fI1] = (fis1)iez = (M, d)[1] — (N,d’)[1]. Wir nennen [1] den Translations-Funktor
der Kategorie C(A). Analog definieren wir die Funktoren [z] fir z € Z.
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Zwei Morphismen f, g : (M,d) — (N, d’) heilen zueinander homotop, falls fiir alle
1 € Z Morphismen k; : M; — N,_; existieren, so dass fiir alle 7 € Z gilt:
fi — gi = kijad; + d_ k;.
Seien (M, d), (N, d") Komplexe von A-Moduln. Wir setzen
K((M,d),(N,d)) ={f € Homea)((M,d), (N,d))|f ist homotop zu 0}.
Wir definieren die Homotopiekategorie IC(A) wie folgt. Objekte in IC(A) seien
Komplexe von A-Moduln. Seien (M, d), (N,d") € Ob(K(A)). Dann sei
Homye(a)((M, d), (N, d')) = Homeay((M, d), (N, d))/K((M,d), (N, d)).

Seien K (A),K~(A),K(A)® die vollen Unterkategorien von K(A) aller nach un-
ten beschriankten, beziehungsweise nach oben beschréankten, beziechungsweise be-
schrankten Komplexe.

Sei (M,d) ein Komplex von A-Moduln. Wir definieren die n-te Kohomologie
von (M, d) als den A-Modul H"(M,d) = Ker(d,)/Im(d,—1) und setzen H(M,) =
H™(M,d). Wir erhalten so einen neuen Komplex (H(M),0) = ((H(M;))icz,0).

Sei f:(M,d) — (N,d'). Dann induziert f; : M; — N; auf natiirliche Weise einen
Morphlsmus H (fi) : H(M;) — H(N;) und damit einen Morphismus von Komplexen

H(f): H((M,d)) = H((N,d)).
Seien f,g: (M,d) — (N,d'). Falls ¢ — f nullhomotop ist, so gilt H(f) = H(g).

Ein Morphismus von Komplexen u : (M, d) — (N, d’) heiBt Quasi-Isomorphismus,
falls fiir alle @ € Z der Morphismus H (u;) : H(M;) — H(N;) ein Isomorphismus von
A-Moduln ist.

Definition 5.1. Sei C eine Kategorie, sei ) ein multiplikatives System (siehe ([32,
1.3])) von Morphismen von C. Die Lokalisierung von C an @ ist eine Kategorie C[Q ']
zusammen mit einem Funktor P : C — C[Q '], so dass die folgenden beiden Bedin-
gungen erfiillt sind:

(i) P(q) ist ein Isomorphismus fiir alle ¢ € Q.
(ii) Sei F': C — D ein Funktor, so dass fiir alle ¢ € @ gilt: F'(q) ist ein Isomor-
phismus. Dann faktorisiert F' iiber C[Q™1].

Satz 5.2. Lokalisierungen existieren.
Beweis. Siehe ([32, 1.3.1]). O

Lemma 5.3. Die Menge aller Quasi-Isomorphismen ist ein multiplikatives System
von Morphismen in K°(A).

Beweis. Siehe ([32, 1.4.1]). O

Definition 5.4. Die beschrinkte derivierte Kategorie D°(A) aller A-Moduln ist die
Lokalisierung von K’(A) an der Menge der Quasi-Isomorphismen:

D*(4) = K"(A)[Q7],
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wobei () die Menge aller Quasi-Isomorphismen ist. Zur Definition der derivierten
Kategorie siehe auch ([51, 2.1]).

Bemerkung 5.5. Die Kategorien K(A), Kt (A),K~(A), K°(A), D’(A) sind trian-
gulierte Kategorien mit dem Translations-Funktor [1].

Wir definieren nun (neben der Morita-Aquivalenz) eine weitere Aquivalenz von
Algebren. Seien dazu A, B endlich-dimensionale Algebren iiber K. Wir sagen, A und
B sind deriviert dquivalent, falls es eine Aquivalenz triangulierter Kategorien

F :DY(A) = DYB)
gibt. Offensichtlich ist die derivierte Aquivalenz eine schwiichere Aquivalenz als die
Morita-Aquivalenz. Es ergeben sich folgende Fragen:

Frage 5.6. Sei A = KQ/I eine endlich-dimensionale Algebra. Wie sieht die deri-
vierte Aquivalenzklasse von A aus?

Frage 5.7. Seien A = KQ/I,B = KQ'/I' endlich-dimensionale Algebren. Ist A
deriviert aquivalent zu B?



29

Teil 2. Der Ko6cher der Kippmoduln
6. APPROXIMATIONEN

Sei C eine additive Unterkategorie von mod(A), die abgeschlossen unter direkten
Summanden ist. Die folgenden Definitionen stammen von Auslander und Smalg
(siehe [8, 7], auch [5]):

Definition 6.1. Sei M € C, sei N € mod(A).

(1) Ein Morphismus f : M — N heifit rechts minimal, falls jedes g € End4 (M)
mit fg = f schon ein Isomorphismus ist.

(2) Ein Morphismus f : N — M heifit links minimal, falls jedes g € End4(M)
mit gf = f schon ein Isomorphismus ist.

(3) Ein Morphismus f : M — N heifit C-Rechtsapprozimation von N, falls fiir
alle X € C der induzierte Morphismus

Hom, (X, f) : Homa(X, M) — Homyu (X, N)
surjektiv ist.

(4) Ein Morphismus f : N — M heifit C-Linksapproximation von N, falls fiir
alle X € C der induzierte Morphismus

Homu (f, X) : Homa (M, X) — Homyu (N, X)

surjektiv ist.

(5) Ein Morphismus f : M — N heiit minimale C-Rechtsapproximation von N,
falls f rechts minimal und eine C-Rechtsapproximation von N ist.

(6) Ein Morphismus f : N — M heifit minimale C-Linksapprozimation von N,
falls f links minimal und eine C-Linksapproximation von N ist.

Minimale Rechts- oder Linksapproximationen sind eindeutig in folgendem Sinne:

Proposition 6.2. Seien M, M’ € C, sei N € mod(A).
(a) Seien f: M — N, f': M" — N minimale C-Rechtsapprozimationen von N .
Dann existiert ein Isomorphismus h : M — M’ mit f = f'h.
(b) Seien f: N — M, f': N — M’ minimale C-Linksapprozimationen von N.
Dann existiert ein Isomorphismus h : M — M’ mit hf = f’.

Beweis. Siehe [8, Proposition 3.9]. O
Definition 6.3. Sei C eine additive Unterkategorie von mod(A), die abgeschlossen

unter direkten Summanden ist.

(a) Wir nennen C kontravariant endlich, falls jedes X € mod(A) eine C-Rechtsap-
proximation besitzt.

(b) Wir nennen C kovariant endlich, falls jedes X € mod(A) eine C-Linksapproxi-
mation besitzt.

(c) Wir sagen, C ist abgeschlossen unter Erweiterungen, falls folgendes gilt: Sei

0=-X—=Y—=>2-=0
eine kurze exakte Folge von A-Moduln. Seien X, Z € C. Dann ist auch Y € C.

Bemerkung 6.4. Fiir einen Modul M € mod(A) sei add(M) die volle Unterkate-
gorie von mod(A) aller direkten Summanden von endlichen direkten Summen von
M. Dann ist add(M) sowohl kontravariant endlich als auch kovariant endlich.
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Wir benétigen spéter folgendes
Lemma 6.5 (Wakamatsus Lemma). Sei C eine Unterkategorie von mod(A), die
abgeschlossen unter Erweiterungen ist. Sei X € mod(A). Dann gilt folgendes:
(a) Sei f: C — X eine minimale C-Rechtsapproximation von X, sei

0=-D—=ChX
exakt. Dann st
Ext4(C’, D) =0
fiir alle C" € C.
(b) Sei g : X — C eine minimale C-Linksapproximation von X, sei

XLC—-D—=0
exakt. Dann st

Exty(D,C") =0
fiir alle C" € C.

Beweis. Siehe [54, Lemma 2.1.1, Lemma 2.2.1], auch [5, Lemma 1.3], [52]. O

7. KLASSISCHE KIPPMODULN

Klassische Kippmoduln wurden 1979 von Brenner und Butler eingefiihrt (siehe
[10, Definition 1]). Zur Definition von Kippmoduln siehe auch [24]. Sei von nun an A
immer eine endlich-dimensionale K-Algebra, sei n die Anzahl der Isomorphieklassen
einfacher A-Moduln.

Definition 7.1. T" € mod(A) heit partieller (klassischer) Kippmodul, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(T1) pda(T) < 1.
(T2) Ext!y(T,T) = 0.

Lemma 7.2. Sei T € mod(A) ein partieller Kippmodul. Dann sind dquivalent:
(T3) Es existieren Moduln T°, T € add(T'), sowie eine kurze exakte Folge

0= 4A—=T° =T = 0.

(T3") N(T) = n.
Beweis. Siche [3, Korollar VI1.4.4]. O

Definition 7.3. Ein partieller Kippmodul T heifit (klassischer) Kippmodul, falls T
eine der dquivalenten Bedingungen aus Lemma 7.2 erfiillt.

Bemerkung 7.4. (a) Im folgenden Abschnitt werden wir eine Verallgemeine-
rung der Definition klassischer Kippmoduln vorstellen. Da wir uns jedoch
hauptséchlich mit klassischen Kippmoduln beschéftigen, ist mit dem Begriff
Kippmodul in dieser Arbeit immer klassischer Kippmodul gemeint.

(b) Wenn wir im weiteren Verlauf von einem (partiellen) Kippmodul 7" reden,
werden wir immer stillschweigend davon ausgehen, dass T' basisch ist.
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Lemma 7.5. Sei T' € mod(A) ein Kippmodul, sei X € mod(A) mit pd(X) < 1.
Falls gilt Exty(T © X, T ® X) =0, so ist schon X € add(T).

Bewers. Folgt sofort aus der Definition von Kippmodul. O

Definition 7.6. Ein Paar (7, F) voller Unterkategorien von mod(A) heifit Torsions-
paar, falls folgendes gilt:

(i) Homy(M,N) =0 fir alle M € T,N € F.
(ii) Aus Homa(M,-)|7 = 0 folgt, dass M € T.
(iii) Aus Homy(-, N)|7 = 0 folgt, dass N € F.

Definition 7.7. Sei M € mod(A).
(a) Wir sagen N € mod(A) ist von M erzeugt, falls es einen Epimorphismus
M"™ — N

gibt fiir ein n € N. Wir bezeichnen mit Gen(M) die volle Unterkategorie von
mod(A) aller von M erzeugten Moduln.
(b) Wir sagen N € mod(A) ist von M koerzeugt, falls es einen Monomorphismus

N — M"

gibt fiir ein n € N. Wir bezeichnen mit Cogen(M) die volle Unterkategorie
von mod(A) aller von M koerzeugten Moduln.
(c) Wir nennen M treu, falls 4A von M koerzeugt wird.

Lemma 7.8. Sei M € mod(A) ein partieller Kippmodul. Sei F(M) die volle Un-
terkategorie von mod(A) aller Moduln N mit

Hom (M, N) = 0.
Sei T (M) die volle Unterkategorie von mod(A) aller Moduln N mit
Exty (M, N) = 0.

Dann gelten folgende Aussagen:

(a) (Gen(M), F(M)) ist ein Torsionspaar.
(b) (T (M), Cogen(M)) ist ein Torsionspaar.
(c) Falls M ein Kippmodul ist, so ist Gen(M) = T (M) und Cogen(M) = F(M).

Beweis. Siehe [3, Lemma VI.2.3, Theorem VI.2.5]. O

Bemerkung 7.9. Sei (7,F) ein Torsionspaar, sei S € mod(A) ein einfacher A-
Modul. Dann gelten

TNF =0,
SeTUF.

Sei nun 7' € mod(A) ein Kippmodul, S ein einfacher A-Modul. Dann haben wir
folgende Dichotomie: Entweder ist

Homyu (T, S) =0,
Exty(T,S) # 0;
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oder es gilt
HOIDA(T, S) 7A O,
Ext! (T, S) = 0.

Lemma 7.10 (Bongartz-Lemma). Sei M ein partieller Kippmodul. Dann gibt es
eine kurze exakte Folge
00— 4A— FE — M°—0,

so dass bas(E & M) ein Kippmodul ist. Wir nennen diese Folge die Bongartz-Folge
zu M und bas(E @& M) die Bongartz-Vervollstindigung von M.

Beweis. Siehe [9, 2.1], auch [3, Lemma VI.2.4.]. O

Bemerkung 7.11. Sei M ein partieller Kippmodul. Wir sagen, X ist ein Komple-
ment zu M, falls X & M ein Kippmodul ist. Insbesondere folgt aus dem Bongartz-
Lemma, dass jeder partielle Kippmodul ein Komplement besitzt.

Lemma 7.12. Sei M € mod(A) ein treuer partieller Kippmodul. Sei
fiaA—=M
eine minimale add(M )-Linksapprozimation von 4 A. Wir betrachten die resultieren-
de kurze exakte Folge
0— 4A L co=o

Dann ist bas(M @ C) ein Kippmodul iiber A. Wir nennen bas(M @®C) die Bongartz-
Kowervollstindigung von M.

Beweis. Aus pd(4A) =0 und pd, (M) < 1 folgt pd,(C) < 1 mittels der langen ex-
akten Homologiefolge. Des weiteren geniigt bas(M @) offensichtlich der Bedingung
(T3). Wir miissen also
Exty(M @& C,Ma&C)=0
zeigen. Aus Lemma 7.8.(c) folgt, dass Ext(M,C) = 0. Aus Wakamatsus Lemma
(Lemma 6.5) folgt, dass Ext!(C, M) = 0. Anwenden des Funktors Hom 4 (C, -) liefert
uns
0 = Ext!(C, M) — Ext!,(C,C) — Ext’(44,C) =0,

woraus schlieflich die Behauptung folgt. O

Sei A = K@/I eine endlich-dimensionale Algebra. Sei 7' € mod(A) ein Kippmo-
dul. Dann erhalten wir auf folgende Weise eine zu A deriviert dquivalente Algebra.

Satz 7.13 (Happels Satz fiir klassische Kippmoduln). Sei T € mod(A) ein Kipp-
modul. Dann sind die Algebren A und End4(T')°P deriviert dquivalent.

Beweis. Siehe [23, Theorem I11.2.10]. O

Der Satz von Brenner-Butler vergleicht fiir einen Kippmodul 7' bestimmte Un-
terkategorien der Kategorien mod(A) und mod(End4(7)°P). Sei B = Enda(T")°P.
Mittels

(1) £(1)
ist 7" auf natiirliche Weise ein End,(7)-Linksmodul (und damit ein End4(7)°P-
Rechtsmodul). Um das Ergebnis zu formulieren, benttigen wir folgende
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Definition 7.14. Wir definieren folgende Unterkategorien von mod(B):
(a) X(T) ={X € mod(B)|Ts ®p X = 0},
(b) Y(T) = {X € mod(B)| Tor? (T, X) = 0}.
Nun konnen wir den Satz von Brenner-Butler formulieren:

Satz 7.15 (Satz von Brenner-Butler fiir klassische Kippmoduln). Sei A eine endlich-
dimensionale Algebra tiber K, sei T ein Kippmodul iiber A, sei B = End(T)°P.
Seien T(T), F(T),X(T),Y(T) wie oben. Dann gilt:
(a) Tp ist ein Kipprechtsmodul iiber B und der kanonische Morphismus
A— EndB(TB)
a —(t — at)

st ein Isomorphismus von K-Algebren.

(b) Die Funktoren Hom (T, -) und Ty ®p- induzieren quasi-inverse Aquivalenzen
zwischen T (T) und Y(T).

(¢) Die FPunktoren Ext! (T, ) und Tor? (T, ) induzieren quasi-inverse Aquivalenzen

zwischen F(T) und X(T).
Beweis. Siehe [10, Theorem I-I1I], auch [3, Theorem VI.3.8], [24, Abschnitt 2]. O

Wir nennen einen partiellen Kippmodul M fast vollstindig, falls gilt
AM)=n-1.

Wir interessieren uns fiir die Struktur der Komplemente eines fast vollstandigen
Kippmoduls. Es gilt folgendes

Lemma 7.16. (a) Sei M ein treuer fast vollstindiger Kippmodul. Dann gibt es

bis auf Isomorphie genau zwei unzerlegbare Komplemente X, Y zu M.

(b) Sei M ein fast vollstandiger Kippmodul, der nicht treu ist. Dann gibt es bis
auf Isomorphie genau ein unzerlegbares Komplement X zu M.

(¢) In der Notation von (a) gilt entweder X € Gen(M) oderY € Gen(M), aber
nicht X @Y € Gen(M).

(d) In obiger Notation sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Y € Gen(M).
Dann gibt es eine kurze exakte Folge

0-XL Sy o,

wobei M € add(M). Hierbei ist f eine minimale add(M)-Linksapprozi-
mation von X und g eine minimale add(M)-Rechtsapprozimation von Y .

Beweis. Siehe [21, 2.3-2.6], auch [39, 1.3]. Auerdem [25, 1.3, 2.3] fiir erbliche Alge-
bren. O

8. VERALLGEMEINERTE KIPPMODULN

Als Verallgemeinerung der klassischen Kippmoduln wurden in [35] verallgemei-
nerte Kippmoduln eingefithrt. Wir betrachten die wichtigsten Sétze iiber verallge-
meinerte Kippmoduln sowie die Unterschiede zwischen klassischen und verallgemei-
nerten Kippmoduln.

Definition 8.1. Wir nennen einen A-Modul M ezzeptionell, falls gilt
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(i) pda(T) < oo |
(i) Fiir alle ¢ > 1 gilt Ext’,(T,T) = 0.

Definition 8.2. Ein Modul T heifit verallgemeinerter Kippmodul, falls die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(i) T ist exzeptionell.

(ii) Es gibt eine exakte Folge

0= AT T ... 5T 50
mit 7% € add(T) fiir alle 0 <14 < d.
Es gilt folgendes

Lemma 8.3. Sei T ein verallgemeinerter Kippmodul tiber A.
(a) M(T') = n.
(b) Sei X € mod(A) exzeptionell. Dann gilt

Exty(T® X, T®X) =0 fir allei > 1= X € add(T).

Beweis. (a) Siehe [35, Thm 1.19].
(b) Folgt aus (a).
U

Bemerkung 8.4. Sei T" € mod(A) ein klassischer Kippmodul. Dann ist 7" offen-
sichtlich auch ein verallgemeinerter Kippmodul.

Wir nennen einen Modul M partiellen verallgemeinerten Kippmodul, falls M di-
rekter Summand eines verallgemeinerten Kippmoduls 7 ist.

Bemerkung 8.5. Wir gehen stillschweigend davon aus, dass unsere exzeptionellen
und (partiellen) verallgemeinerten Kippmoduln basisch sind.

Bemerkung 8.6. Im klassischen Fall folgt aus dem Bongartz-Lemma, dass ein
exzeptioneller Modul der projektiven Dimension < 1 immer ein direkter Summand
eines Kippmoduls ist. Dies gilt jedoch nicht fiir verallgemeinerte Kippmoduln: In [38]
haben Rickard und Schofield ein Beispiel fiir einen exzeptionellen Modul angegeben,
der kein partieller verallgemeinerter Kippmodul ist.

Es stellt sich die Frage, wann ein exzeptioneller Modul ein partieller Kippmodul
oder ein Kippmodul ist.
Zur Beantwortung dieser Fragen benttigen wir folgende

Definition 8.7. (a) Fiir einen Modul M € mod(A) definieren wir die rechtsor-
thogonale Kategorie M~ als die volle Unterkategorie von mod(A) aller Mo-
duln X mit

Ext’y(M, X) = 0 fiir alle i > 1.
(b) Fiir eine volle Unterkategorie C von mod(A) definieren wir die Kategorie C
als die volle Unterkategorie von mod(A) aller Objekte Z, die eine endliche
Koauflosung

0=+Z—=-C—C—---—=C.—0
mit C; € C fiir alle i € {0,...,r} besitzen.
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(¢) Wir nennen eine volle Unterkategorie C von mod(A) koauflosend, falls C
alle injektiven Moduln enthélt und abgeschlossen unter Erweiterungen und
Cokernen von Injektionen ist.

Proposition 8.8. Sei M € mod(A) exzeptionell. Dann sind dquivalent

(a) M ist ein partieller verallgemeinerter Kippmodul.
(b) M* enthilt eine Unterkategorie C, die kovariant endlich und koauflésend ist
und M enthdlt, so dass gilt C = mod(A).

Beweis. Siehe [30, Abschnitt 2]. O

Proposition 8.9. Sei M € mod(A) exzeptionell. Dann sind dquivalent

(a) M ist ein verallgemeinerter Kippmodul.

(b) M+ C Gen(M).
Beweis. Siehe [22, Abschnitt 3]. O

Definition 8.10. (a) Sei M ein partieller verallgemeinerter Kippmodul. Wir
nennen X € mod(A) Komplement zu M, falls M & X ein verallgemeinerter
Kippmodul ist.

(b) Wir nennen einen partiellen verallgemeinerten Kippmodul M fast vollstindig,
falls gilt

AM)=n—1.

Bemerkung 8.11. Ein exzeptioneller Modul M mit A\(M) = n — 1 ist ein fast
vollstiandiger verallgemeinerter Kippmodul genau dann, wenn M+ kovariant endlich
ist (siehe [30, Korollar 1, Korollar 2]).

Wir interessieren uns fiir die Struktur der Komplemente eines fast vollstdndigen
verallgemeinerten Kippmoduls M. Wir benotigen folgende

Definition 8.12. Sei M ein fast vollstdndiger verallgemeinerter Kippmodul. Sei X
ein Komplement zu M.

(a) Wir nennen X Quellkomplement oder Bongartz-Komplement zu M, falls
X ¢ Gen(M).
(b) Wir nennen X Senkenkomplement zu M, falls X ¢ Cogen(M).

Proposition 8.13. Sei M ein fast vollstindiger verallgemeinerter Kippmodul tiber

A. Sei M nicht treu. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau ein Komplement X zu
M.

Beweis. Siche [26, Proposition 1.4], [22, Abschnitt 5], [14, Theorem 1]. O

Proposition 8.14. Sei M ein fast vollstindiger verallgemeinerter Kippmodul tiber
A. Sei M treu.

(a) Es existiert ein Quellkomplement Xy zu M.
(b) Es existiert ein KomplementY 2 X zu M. Es gilt Y € Gen(M).
(c) Sei Y € Gen(M) ein Komplement zu M. Dann existiert eine exakte Folge

0= Xoo M BB st B x =y o,
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so dass Ker(f;) = X;_1 und M* € add(M) firi e {1,...,r} und X, ..., X,
Komplemente zu M mit r < pdy Y. In den entstehenden kurzen exakten
Folgen

0—=X; B M X0 —0
firi € {0,...r — 1} ist ¢; eine minimale add(M)-Linksapprozimation von
X; und m; eine minimale add(M)-Rechtsapprozimation von X; 1.

(d) M hat genau dann nur endlich viele nicht isomorphe Komplemente, wenn M
ein Senkenkomplement besitzt. Falls M genau r + 1 nicht isomorphe Kom-
plemente Xo, ..., X, besitzt, dann ist r < fd(A) und es existiert eine exakte
Folge wie in (c). Hierbei bezeichnet fd(A) die finitistische Dimension von A.

(e) Falls fd(A) < oo, so besitzt M nur endlich viele nicht isomorphe Komple-

mente.
Beweis. Siehe [26, Proposition 1.5, Korollar 1.6, Theorem 1.7], [22, Abschnitt 5],
[14, Theorem 2, Theorem 3, Proposition 1.3]. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir verallgemeinerte Versionen des Satzes
von Happel iiber derivierte Aquivalenzen und des Satzes von Brenner-Butler an.

Satz 8.15 (Happels Satz fiir verallgemeinerte Kippmoduln). Sei A eine endlich-
dimensionale Algebra iber K. Sei T € mod(A) ein verallgemeinerter Kippmodul.
Dann sind die Kategorien mod(A) und mod(End(7)°P) deriviert dquivalent.

Beweis. Siehe [23, Theorem I11.2.10], [20, Theorem 1.6]. O
Sei B = End(T)°.

Definition 8.16. Wir definieren folgende Unterkategorien von mod(B):
(a) &(T) = {X € mod(B)| Ext/ (T, X) = 0 fiir alle j > 0, # i},
(b) Fi(T) = {X € mod(B)| Tor? (T, X) = 0 fiir alle j > 0,j #i}.

Satz 8.17 (Satz von Brenner-Butler fiir verallgemeinerte Kippmoduln). Die Funk-
toren

Fi(-) = Ext'y(T,-) : mod(A) — mod(B)
und

Fi(-) = TOrZ-A(TB, -) : mod(B) — mod(A)
induzieren quasi-inverse Aquivalenzen zwischen & und F;.

Beweis. Siehe [23, Theorem I11.3.2]. O

9. EINE HALBORDNUNG AUF KIPPMODULN

In diesem Abschnitt fithren wir eine Halbordnung auf der Menge der Isomorphie-
klassen verallgemeinerter Kippmoduln iiber einer endlich-dimensionalen Algebra A
ein und erkldren den Zusammenhang zum Kocher der Kippmoduln iiber A, der
im weiteren Verlauf das Hauptobjekt unserer Untersuchungen sein wird. Fiir einen
Uberblick iiber das Thema verweisen wir auf [50]. Die folgenden Definitionen stam-
men von [39].

Definition 9.1. Seien T, 7" verallgemeinerte Kippmoduln iiber A. Wir setzen
T=T &T-CT
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Lemma 9.2. Die Relation = induziert eine Halbordnung auf der Menge der Iso-
morphieklassen verallgemeinerter Kippmoduln.

Beweis. Siehe [39, 2.2, Remark (b)], auch [28, Introduction]. O

Bemerkung 9.3. Die Halbordnung < induziert auf natiirliche Weise eine Halbord-
nung auf der Menge der Isomorphieklassen klassischer Kippmoduln, die wir ebenfalls
mit < bezeichnen. Wir werden oftmals nicht zwischen einem Kippmodul und seiner
Isomorphieklasse unterscheiden, wenn wir iiber < sprechen.

Offensichtlich ist der Kippmodul 4A ein maximales Element beziiglich der Halb-
ordnung <. Falls der injektive Cogenerator D(A4) endliche projektive Dimension
besitzt und die regulédre Darstellung 4 A endliche injektive Dimension besitzt, so ist
D(A4) ein minimales Element beziiglich <. Allgemein gilt folgender

Satz 9.4. Es existiert ein minimales Element beziiglich < genau dann, wenn die
volle Unterkategorie von mod(A) aller Moduln mit endlicher projektiver Dimension
kontravariant endlich ist.

Beweis. Siehe [28, Theorem 3.3]. O
Lemma 9.5. FEs existiert hochstens ein minimales Element beziiglich <.
Beweis. Siche [28, Corollary 3.4]. O

Definition 9.6. Seien T, T" verallgemeinerte Kippmoduln iiber A. Sei M ein fast
vollstandiger verallgemeinerter Kippmodul mit 7'= M & X, 7" = M &Y. Falls eine
kurze exakte Folge

- g
n:0—=X LM —Y—0
existiert mit M € add(M), so dass f eine minimale add(M )-Linksapproximation

von X und ¢ eine minimale add(M )-Rechtsapproximation von Y ist, so nennen wir
n eine Austauschfolge von T nach T".

Definition 9.7. Wir definieren den Kécher der Kippmoduln 7 von A folgender-
mafen: Die Ecken von T seien die Isomorphieklassen der basischen verallgemei-
nerten Kippmoduln iiber A. Es gibt einen Pfeil von der Klasse von T' in die Klasse
von T" in T2 genau dann, wenn eine Austauschfolge von 7' nach T” existiert. Wir
bezeichnen mit 75 den vollen Unterkécher von 78" aller Isomorphieklassen von
klassischen Kippmoduln. Wir werden die Punktmenge von 7" beziehungsweise Ta
ebenfalls mit 78 beziehungsweise Ta bezeichnen. Dariiber hinaus werden wir die
Isomorphieklasse eines Kippmoduls 7" manchmal ebenfalls mit 7" bezeichnen.

Falls wir eine Austauschfolge zwischen zwei Kippmoduln 7', 7" haben und nichts
iiber die Richtung der Austauschfolge aussagen konnen, so schreiben wir T' < T".

Definition 9.8. (a) Sei M ein partieller verallgemeinerter Kippmodul. Dann ist
TEM(M) der volle Unterkocher von T2, der als Ecken genau die Isomor-
phieklassen basischer verallgemeinerter Kippmoduln 7" hat mit M € add(7).

(b) Sei M ein partieller Kippmodul. Dann ist 7T(M) der volle Unterkécher von
Ta, der als Ecken genau die Isomorphieklassen basischer Kippmoduln 7" hat
mit M € add(T).

Es gibt folgenden Zusammenhang zwischen < und 77"



38

Satz 9.9. Der Kicher TR ist das Hasse-Diagramm von <.
Beweis. Siehe [28, Theorem 2.1], auch [29, Theorem 2.2]. O
Korollar 9.10. 75, Ta, TE" (M), Ta(M) haben keine orientierten Kreise.

Korollar 9.11. Falls TE" eine endliche Zusammenhangskomponente C besitzt, so
qilt

C=T".
Beweis. Siehe [28, Corollary 2.2]. O

Bemerkung 9.12. (a) Sei M ein partieller klassischer Kippmodul. Dann be-
sitzt Ta (M) ein maximales Element, ndmlich die Bongartz-Vervollstandigung
von M.
(b) Sei M ein treuer partieller klassischer Kippmodul. Dann besitzt Ty (M) ein
minimales Element, ndmlich die Bongartz-Kovervollstandigung von M.
(c) Sei M ein partieller verallgemeinerter Kippmodul. Dann ist im allgemeinen
nicht klar, ob ein maximales oder minimales Element in 72 (M) existiert.

Beispiel 9.13. (a) Sei M ein fast vollstindiger verallgemeinerter Kippmodul,
der nicht treu ist. Dann besteht T (M) aus genau einem Punkt.
(b) Sei M ein treuer fast vollstindiger klassischer Kippmodul. Dann sieht Ta (M)
wie folgt aus:
e ——>0
(c) Sei M ein treuer fast vollstindiger verallgemeinerter Kippmodul, der kein
Senkenkomplement besitzt. Dann sieht TR™ (M) wie folgt aus:

(d) Sei M ein treuer fast vollstindiger verallgemeinerter Kippmodul, der ein
Senkenkomplement besitzt. Sei r die Anzahl der Komplemente (bis auf Iso-
morphie) von M. Dann besteht TS (M) aus r Punkten und sieht wie folgt
aus:

[ [ J [ ] [ [ ] [

Definition 9.14. Sei @ ein Kocher, so dass kein a € @ existiert mit s(a) = t(a),
sei [ € N. Dann sagen wir, () ist [-requldr , falls fiir alle ¢ € Qg gilt

#{lac Q| s(a) =i} +#{ac Q| tla) =i} =1.

Bemerkung 9.15. Sei M € mod(A) ein treuer partieller klassischer Kippmodul.
Sei A(M) =n —[. Dann ist Ta (M) [-regulér.

Sei M € mod(A) ein treuer partieller verallgemeinerter Kippmodul. Sei N ein
treuer partieller Kippmodul. Dann gibt es die folgende

Vermutung 9.16 (Happel-Schréer). (a) TEM(M) ist zusammenhdngend.
(b) Ta(N) ist zusammenhdngend.

Diese Vermutung wurde schon fiir die Klasse der erblichen Algebren bewiesen:

Satz 9.17. Sei A erblich. Sei M treuer partieller Kippmodul tber A. Dann ist
Ta(M) zusammenhingend.
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Beweis. Siehe [27, Theorem 4.1]. O
Lemma 9.18. Sei A darstellungsendlich.

(a) Sei M ein treuer partieller verallgemeinerter Kippmodul tiber A. Dann ist
TEM(M) zusammenhdngend.

(b) Sei N treuer partieller klassischer Kippmodul iber A. Dann ist Ta(N) zu-
sammenhdngend.

en

Beweis. (a) Sei C eine Zusammenhangskomponente von 727 (M), die nicht die
Bongartz-Vervollstindigung B von M enthélt. Da C endlich ist und es kei-
ne orientierten Kreise in 78 gibt, besitzt C eine Quelle T. Nach Annah-
me ist 7' 2 B. Nach [28, Theorem 2.1] gibt es einen Pfeil B — X in
T mit Gen(T') C Gen(X;). Nach demselben Satz gibt es sukzessive Pfeile
X; — X,y mit Gen(T') C Gen(X;41), solange X; 2 T. Da A darstellungs-
endlich ist und 78 keine orientierten Kreise haben kann, muss die Folge
der X; abbrechen und schliellich gelten, dass X; = T fiir ein 7. Dann kann
aber T keine Quelle in T2 (M) sein. Widerspruch. Also muss B in jeder
Zusammenhangskomponente von 7™ (M) liegen. Somit ist T2 (M) zusam-
menhéngend.

(b) Wie (a) mit Ta statt T3
U

Von nun an ziehen wir uns auf den Fall klassischer Kippmoduln zuriick. Wir wollen
Vermutung 9.16.(b) fiir eine bestimmte Klasse von Algebren zeigen.

Bemerkung 9.19. Die Vermutung ist falsch, wenn wir die Voraussetzung, dass M
treu ist, fallen lassen. Sei zum Beispiel () der folgende Kécher

1<I

und sei M = S, der einfache Modul iiber K@, der dem Punkt 2 zugeordnet ist.
Dann ist M ein partieller Kippmodul, welcher nicht treu ist. T, sieht in diesem Fall
wie folgt aus:

./O I [ ] I [ ] [ ] i O\O [ ]
N Vo R 4
10— —... —— 10—

Die Kippmoduln in 7A(M) entsprechen in diesem Fall den Quadraten in obiger
Skizze. Somit ist Tx (M) nicht zusammenhéngend.

10. REDUKTION AUF DEN PROJEKTIVEN FALL

Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra. In diesem Abschnitt werden wir Ver-
mutung 9.16.(b) auf den Fall zuriickfithren, dass M ein projektiver, treuer A-Modul
ist.
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Lemma 10.1. Sei M € mod(A) ein treuer partieller Kippmodul; sei B die Bongartz-
Vervollstindigung von M. Sei T € Ta(M). Dann ist Ext!y(B,T) = 0. Insbesondere
ist nach 7.8.(c) T € Gen(B).

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Bongartz-Folge 0 — A — E — M* — 0
durch Anwenden des Funktors Homy(+, 7). O

Lemma 10.2. Sei M € mod(A) ein treuer partieller Kippmodul; sei B die Bongartz-
Vervollstindigung von M. Sei B = M & T, & --- & T; mat T; unzerlegbar fiir
ie{l,...,1}. Dann ist T; € Cogen(B/T;) firie {1,...,1}.

Beweis. Sei B; = B/T;. Da M treu ist, ist auch B; treu. Ferner ist B; fast vollsténdig.
Es existieren also nach 7.16 zwei Komplemente X und Y mit X 2 Y zu B;. Sei ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit X = T;. Falls X ¢ Cogen(B;), so existiert nach 7.16
eine kurze exakte Folge

0=Y T =X =0

mit B; @Y € Ta(M). Wegen Exth(X,Y) # 0 folgt aber auch Ext}(B, B; ®Y) # 0.
Widerspruch zu Lemma 10.1. O

Fiir das nédchste Lemma bendtigen wir folgende

Definition 10.3. Sei f : Y — Z eine Morphismus von A-Moduln. Seien
Y =@V,
i=1
z =z
j=1

Zerlegungen in direkte, unzerlegbare Summanden von Y beziehungsweise Z. Fiir

ie{l,...,r}sei¢ : Y; = Y die kanonische Injektion, sei 7; : Z — Z; die kanonische
Surjektion fiir j € {1,...,s}. Wir nennen fiir

ied{l,...,r},

je{l,...,s}

die Morphismen
mjofou
Komponentenabbildungen von f. Durch den Isomorphismus

T S

Hom (Y, Z) = @ @5 Homa(V;, Z;)

i=1 j=1

ist f durch seine Komponentenabbildungen eindeutig bestimmt. Wir sagen, dass
f keinen Isomorphismus als Komponentenabbildung besitzt, falls keine Komponen-
tenabbildung von f ein Isomorphismus ist.

Lemma 10.4. Seien X,...,X,, € mod(A), sei

b = max{Ldnge(X) | X € add(@ X;) unzerlegbar}.

i=1
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Seim > 2°. Seien firi e {1,...,m — 1}
fi:X’i_>Xi+1

Morphismen von A-Moduln, welche keinen Isomorphismus als Komponentenabbil-
dung besitzen. Dann ist die Verkettung

J=fm-10fmo0--0fy0fi =0

Beweis. Wir wihlen uns fiir Xy, ..., X, direkte Summenzerlegungen in unzerlegbare
Summanden und betrachten die zugehdrigen Komponentenabbildungen. Sei ¢ eine
Komponentenabbildung von f. Dann ist ¢ eine Summe von Abbildungen der Form

Y =pm-10-01,
wobei ; eine Komponentenabbildung von f; ist. Nach dem Lemma von Harada und
Sai (Lemma 2.15) ist ¢» = 0. Somit ist auch ¢ = 0. Da wir so zeigen kénnen, dass
alle Komponentenabbildungen von f trivial sind, folgt auch f = 0. O

Lemma 10.5. Sei M € mod(A) ein treuer partieller Kippmodul; sei B die Bongartz-
Vervollstindigung von M. Sei B = M & T, & --- & 1) mit T; unzerlegbar fiir alle
ie{l,...,l}. Dann ist Ty @ --- @& T; € Cogen(M).

Beweis. Sei i € {1,...,l}. Dann gibt es nach Lemma 10.2 eine injektive Abbildung
pi: Ti = X;
mit X; € add(B/T;). Sei )
X, 2 XxMae X,
mit XM € add(M) und X; € add(B/(M&1T;)). Dann besitzt ¢; offensichtlich keinen
[somorphismus als Komponentenabbildung.

I
Sei nun N € add(B/M), N = @ T;". Wir betrachten die injektive Abbildung
i=1

l l l l
@N:®¢?i:N%@Xgig@){g\ﬂai@@)ziai'
i=1 i=1

i=1 i=1
Dann besitzt ¢y keinen Isomorphismus als Komponentenabbildung. Wir setzen
!
Ny =P XM,
i=1
!
N/ - @ Xiai.
i=1

Sei nun wieder i € {1,...,l}. Sei N = T;. Wir erhalten eine Kette von Injektionen

idN]\/[ Dons

N¢—>NNM@N/ — NM@(N/)M®N/1_>—)@(N(J))M@N(m-‘rl)
Jj=1

mit @ (N®),, € add(M). Hierbei sei NV = N’ und NV = (NU-D) fiir j > 1.
j=1
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Sei @, die Verkettung dieser Abbildungen. Sei b = max!_, Linge(T;). Sei
m > 20=1. Sei

@ N(_] M &N (m+1) N N(m+1)

die kanonische Projektion. Dann ist nach Lemma 10.4
mod, =0.

Da aber ®,, als Verkettung von injektiven Abbildungen wieder injektiv ist, folgt,

dass
m

N € Cogen(@(N(j))M)

Jj=1

und somit auch N € Cogen(M). O

Lemma 10.6. Sei T' € mod(A) ein Kippmodul, sei X € Gen(T') mit pd,(X) < 1.
Dann gibt es eine kurze exakte Folge

0—-T, —-Ty— X —=0
mit Ty, T € add(T)
Beweis. Sei X € Gen(T') mit pd,(X) < 1. Sei f : Ty — X eine minimale add(T)-

Rechtsapproximation von X, sei T = ker(f). f ist surjektiv, da X € Gen(7T'). Wir
haben also eine kurze exakte Folge

0—>T11 =Ty —> X — 0.

Wir miissen noch zeigen, dass T} € add(7"). Aus pd,(X) < 1, pds(Tp) < 1 folgt
pd4(T1) < 1. Nach Wakamatsus Lemma (Lemma 6.5) ist
Exty (T, Ty) = 0. Anwenden des Funktors Hom4(-, T) liefert uns eine exakte Folge

0 = Exty(Ty, T) — BExt}(T1,T) — Ext}(X,T) = 0.

Somit ist Ext!y(7},T) = 0. Anwenden des Funktors Homu(-,7}) liefert uns eine
exakte Folge

0 = Ext}y(Ty, Ty) — Exty(Th, ) — Ext’ (X, 1) = 0.
Somit ist auch Ext} (71, T1) = 0. Mit Lemma 7.5 folgt T} € add(T). d

Lemma 10.7. Sei M € mod(A) ein treuer partieller Kippmodul. Sei B die Bongartz-
Vervollstindigung von M. Sei C' = End4(B). Sei
F(-) = Homy(B,-) : Gen(B) — mod(C).
Dann gilt fir X,Y € Gen(B):
(a) HomA(X Y) = Homg(F(X), F(Y)).
(b) Exth(X,Y) = Exty(F(X), F(Y)).
(c) F(M) ist treu und projektiv in mod(C).
(d) Falls pd4(X) <1, so ist pdo(F(X)) < 1.

Beweis. (ad a) Siehe [3, Lemma VI.3.2.].

(ad b) Siehe [3, Lemma VI1.3.2.].
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(ad ¢) Sei B= M @& T. Da nach Lemma 10.5 gilt, dass T € Cogen(M ), gibt es eine
exakte Folge
0—T— M°*.

Durch Anwenden von F' erhalten wir eine exakte Folge
0— F(T)— F(M)*.
Wegen C' = F(T) & F(M), folgt die Behauptung.

(ad d) Da X € Gen(B), pd,(X) < 1, gibt es nach Lemma 10.6 eine kurze exakte
Folge
0B —-By—X—=0

mit By, By € add(B). Durch Anwenden von F erhalten wir
0— F(By) = F(By) » F(X)—0

und haben somit eine projektive Auflésung von F(X) der Lénge 1 erhalten.
O

Proposition 10.8. Sei M € mod(A) ein treuer partieller Kippmodul. Sei B die
Bongartz-Vervollstindigung von M. Sei C' = Enda(B). Sei
F(-) = Homy(B,-) : Gen(B) — mod(C).
Sei Py = F(M) € mod(C). Dann gibt es einen Unterkicher A von Tc(Py), der
abgeschlossen unter Vorginger und Nachfolger in To(Pyy) ist, so dass gilt:
A= Ta(M)
als Kocher.

Beweis. Sei T' € Ty(M) ein Kippmodul iiber A. Nach Lemma 10.1 ist 7' € Gen(B).
Nach Lemma 10.7 ist F(T') ein Kippmodul tiber C. Des weiteren gilt F(T) €
0T, =T =T —0
eine Austauschfolge, die zu einem Pfeil zwischen T' und 7" in Ta (M) korrespondiert.
Anwenden von F' liefert uns eine Austauschfolge zwischen F(T) und F(T”) und
somit einen Pfeil zwischen F(T) und F(T") in T¢(Py). Da aber M und Py, treu
sind, sind Tx (M) und To(Pa) l-reguldr. Somit folgt die Behauptung. O

Korollar 10.9. Sei M € mod(A) ein treuer partieller Kippmodul. Sei B die Bongartz-
Vervollstindigung von M. Sei C' = End4(B)°P. Sei

F(-) = Homy(B, ) : Gen(B) — mod(C).

Sei Py = F(M) € mod(C). Sei Ta(Py) zusammenhdngend. Dann ist auch Ta(M)
zusammenhdngend.

Sei A eine Klasse von endlich-dimensionalen, basischen Algebren iiber K. Wir sa-
gen A ist abgeschlossen unter Kippen, falls fiir jedes A € A und fiir jeden Kippmodul
T € mod(A) gilt, dass Enda(7T")° € A. Wir sagen, A ist abgeschlossen unter deri-
vierter Aquivalenz, falls fiir jedes A € A und fiir jede basische, endlich-dimensionale
Algebra B iiber K, die deriviert dquivalent zu A ist, gilt, dass B € A.

Es gilt folgender
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Satz 10.10. Fulls A abgeschlossen unter derivierter Aquivalenz ist, so ist A auch
abgeschlossen unter Kippen.

Beweis. Folgt aus Satz 7.13. U

Fiir eine Klasse A von endlich-dimensionalen, basischen Algebren iiber K stellen
wir die folgenden Vermutungen auf:

Vermutung 10.11 (T A). Sei A € A. Sei M ein treuer partieller Kippmodul iber
A. Dann ist Ta(M) zusammenhingend.

Vermutung 10.12 (T AP). Sei A € A. Sei M ein treuer, projektiver partieller
Kippmodul tiber A. Dann ist Ta(M) zusammenhdngend.

Wir erhalten folgendes

Korollar 10.13. Sei A abgeschlossen unter Kippen. Dann gilt
(TAP) = (T A).

Beweis. Folgt aus Korollar 10.9. U

Korollar 10.14. Sei A abgeschlossen unter derivierter Aquivalenz. Dann gilt
(TAP) = (TA).

Beweis. Folgt aus Korollar 10.13 und Satz 10.10. U
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Teil 3. Kippmoduln iiber deriviert speziell biseriellen Algebren
11. FADENALGEBREN UND FADENMODULN

Im folgenden Abschnitt definieren wir Fadenalgebren und Fadenmoduln und ge-
ben eine Einfiihrung in die Kombinatorik von Fadenmoduln. Der Abschnitt orientiert
sich teilweise stark an [46], siehe auch [12, 15, 53].

Definition 11.1. (a) Sei @ ein endlicher Kocher, sei I C K@ ein zuldssiges
Ideal. Wir nennen das Paar (Q, I) ein Fadenpaar, falls folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Fiir jedes i € Qo gibt es hochstens zwel a € @ mit s(a) = ¢ und
hochstens zwei f € Q1 mit t(f) = 1.
(2) I wird von Nullrelationen erzeugt.
(3) Fiir jedes a € @1 gibt es hochstens ein b € Q1 mit ab ¢ I und hochstens
ein ¢ € Q1 mit ca ¢ 1.
(b) Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra. Wir nennen A Fadenalgebra, falls
es ein Fadenpaar (@), I) gibt mit

A2 KQ/I.

Bemerkung 11.2. Wenn wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit von einer Fadenal-
gebra A = KQ/I reden, gehen wir davon aus, dass das Paar (@, I) ein Fadenpaar
ist.

Beispiel 11.3. Sei Q der Kdocher

und sei I = (ca,bd). Dann ist A= KQ/I eine Fadenalgebra.
Beispiel 11.4. Se:i S der Kocher

1—%.9_ .3 ¢4
\_/
d

und sei J = (da, cba). Dann ist B = KS/J eine Fadenalgebra.

Sei fiir diesen Abschnitt im folgenden immer A = KQ/I eine Fadenalgebra. Zu
a € @ sei a~ der formale inverse Pfeil mit s(a”) = t(a) und t(a”) = s(a). Wir
setzen des weiteren (a”)” = a. Sei ()7 die Menge aller inversen Pfeile.

Definition 11.5. Ein Wort W = wy ... w, mit w; € QU Qy fir i € {1,...,r}
heifit Faden, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(1) s(w;) = t(wiy) furalle 1 <i <r—1.
(i) w; # w; 4 firallel <i<r—1.
(iii) Weder w;wit1 ... wis noch w, ... w,w; liegen in [ fiir alle
1<i<i+s<r.
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Beispiel 11.6. Seien (Q und I wie in Beispiel 11.3. Sei
W =ed ¢ baed ¢ baed .

Dann ist W ein Faden tiber A. Wir visualisieren W folgendermafen:

16/4\(12

2
Ny
3
Beispiel 11.7. Seien S und J wie in Beispiel 11.4. Sei

V =d cbd".

Dann ist V' ein Faden iber B. Wir visualisieren V' folgendermafSen:
2
YN\
2 3 4
Ny
4

Fiir einen Faden W = w; ... w, setzen wir s(W) = s(w,) und t(W) = t(w,). Des
weiteren sei r die Lange von W. Wenn W = w; ... w, ein Faden der Lénge r > 1
ist, so setzen wir W~ = w, ... w; .

Zusitzlich definieren wir fiir jedes ¢ € Qg zwei Féaden 1(; ;) und 1(; _1) der Lénge 0.
Wir setzen s(1;4) = t(1g) = 4 fiir t € {1, —1}. Weiter setzen wir 14~ = 14 _¢).
Sei S die Menge aller Féden iiber A. Fiir zwei Faden C, D € S schreiben wir C' ~ D
falls C' = D oder C = D~.

Seien nun o, € : Q1 — {1, —1} zwei Abbildungen, so dass folgendes gilt:
(1) Falls a1 # ay € Q1 mit t(a;) = t(az), dann ist €(ay) # €(az).
(2) Falls by # by € Q1 mit s(by) = s(by), dann ist o(by) # o(by).
(3) Falls a,b € Q1 mit s(b) = t(a) und ba ¢ I, so ist o(b) # €(a).
(4) Sei i € Qo, so dass es eindeutige Pfeile a,b € @ gibt mit t(a) = i,s(b) = i.
Falls ba € I, so ist o(b) = €(a).
Solche Abbildungen existieren (siche z.B. [12]). Fiir a € @, setzen wir o(a™) =
€(a) und €(a”) = o(a). Fir einen Faden W = w; ... w, setzen wir o(W) = o(w,)
und €(W) = e(wy). AuBerdem setzen wir o(1(;)) = —t und €(1gp) =t

Seien V = vy ...v,,W = wy...w, Faden der Lange > 1. Falls v;...v,w; ... w,
wieder ein Faden ist, so bezeichnen wir ihn mit VW und nennen ihn die Hin-
tereinanderschaltung von V und W. Fiir einen beliebigen Faden W setzen wir
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Wlswyy = W, falls o(W) = —t. Wir setzen 1yw)yW = W, falls e(W) = t.
Dieses sind die einzigen Fiélle, in denen die Hmteremandersehaltung mit einem Fa-
den der Lange 0 definiert ist.

Sei nun W = wy ... w, ein Faden iiber A. Wir ordnen W einen A-Modul M (W)
in der folgenden Weise zu: Fiir ¢ € {1,...,7} setzen wir

b — t(w;), falls w; € Qq;
" s(w;),  falls w; € Q7.

AuBlerdem setzen wir

— s(wpy1), falls w; € Qu;
T t(wyyq), falls w; € Q7.

Sei nun {by, ..., b4} eine K-Basis von M(W). Sei a € Q. Sei

r+1

i=1
Dann setzen wir

Z /\z+1b+ Z /\bz+1

e{1,..., €{1,...,
wi—a wi=a
Ferner sei fiir j € Qg
€T = E Aib;
€{1,...,r+1}
bi:e]-

Dies definiert uns eine A-Modul-Struktur auf M(W). Fiir einen Faden W = 1,
der Lénge 0 setzen wir M(W) = S;. Falls W das leere Wort ist, setzen wir M(W )
0. Wir nennen M (W) einen Fadenmodul, falls W nicht das leere Wort ist.

IIV

Beispiel 11.8. Seien S und J wie in Beispiel 11.4, sei W = d~bc. Dann st
M(W) = P,. Die zugehdorige Skizze sieht wie folgt aus:

4d/2\f3
\f4

Bemerkung 11.9. (a) Wir nennen ein Wort W in @ U Q1™ zyklisch, falls
s(W) =t(W).
(b) Wir nennen ein Wort W in Q1 U Q1™ periodisch, falls es ein Wort V' in
Q1 U Q1 und ein n > 2 gibt mit
W =v"

Hierbei bezeichnet V™ die n-fache Hintereinanderschaltung des Wortes V.
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(c) Sei B ein zyklischer, nicht-periodischer Faden iiber A. Dann kann man B
eine Familie
{M(B,\,n)|A € K*,n € N}
von unzerlegbaren Moduln zuordnen, welche Bandmoduln genannt werden.
Wir werden in dieser Arbeit nicht weiter auf Bandmoduln eigehen.

Es gilt folgender

Satz 11.10. Sei A eine Fadenalgebra.

(a) Set M € mod(A) ein Fadenmodul oder ein Bandmodul. Dann ist M unzer-
legbar.

(b) Sei M € mod(A) unzerlegbar. Dann ist M entweder ein Fadenmodul oder
ein Bandmodul.

Beweis. Siehe [12, Theorem in Abschnitt 3|, [53, Proposition 2.3]. O
Lemma 11.11. Sei A eine Fadenalgebra. Sei M € mod(A) unzerlegbar mit

Extly (M, M) = 0.
Dann ist M ein Fadenmodul.

Beweis. Siehe [12, Abschnitt 3]. O

Korollar 11.12. Jeder unzerlegbare direkte Summand eines (partiellen) Kippmoduls
tiber einer Fadenalgebra ist ein Fadenmodul.

Beweis. Siehe [12, Abschnitt 3]. O

Bemerkung 11.13. Seien X,Y € mod(4), X = M(W),Y = M(W’) fir Faden
W, W'. Dann gilt:
XY W=W oder W=W".

Definition 11.14. (a) Fiir einen Faden W setzen wir
P(W)={(D,E,F)| D,E,F € S und DEF = W}.

(b) Wir nennen (D, E, F') € P(W) einen Faktor von W, wenn folgendes gilt:
(1) D hat Lange 0 oder D =d; ...d, mit d, € Q;.
(2) F hat Lange 0 oder F' = fi... f, mit f; € Q7.
Das zugehorige Bild, das man vor Augen haben sollte, sieht folgenderma-
Ben aus. Sei hierbei D' =dy...d,_1, F' = fo... fs.
E
dr f1
D’ F
(c) Wir nennen (D, E, F') einen Subfaktor von W, wenn folgendes gilt:
(1) D hat Lange 0 oder D =d; ...d, mit d, € Q.
(2) F hat Lange 0 oder F' = f;... f, mit f; € Q.
Die entsprechende Skizze fiir einen Subfaktor sieht folgendermafien aus.
Hierbei sei D' =d;y...d,_1, F' = fo... fs.
D’ F
dr h
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Sei F(W) die Menge aller Faktoren von W, S(W) die Menge aller Subfakto-
ren von W. Setze (D,E,F)” = (F~,E~,D7). Falls (D,E,F) € P(W), so ist
(D,E,F)~ e P(W™).

Beispiel 11.15. Seien (Q und I wie in Beispiel 11.3, sets W = ed” ¢~ baed™ ¢ baed™
wie in 11.6. Dann ist
(ed”c byaed ¢ bae,d”) € F(W),
(ed™,c ba,ed”c baed™) € S(W).
Bemerkung 11.16. (a) Sei W ein Faden, sei (D, E, F') € F(W). Dann gibt es
einen kanonischen Epimorphismus von A-Moduln
(b) Sei W ein Faden, sei (D, E,F) € S(W). Dann gibt es einen kanonischen

Monomorphismus von A-Moduln

M(E) < M(W).

Beweis. Siehe [15]. O

Definition 11.17. (a) Wir nennen (D, E,F) € P(W) linksseitig, falls D die
Léange 0 hat.
(b) Wir nennen (D, E, F) € P(W) rechtsseitig, falls F' die Lénge 0 hat.
(c) Seien Wy, Wy € S. Wir nennen ein Paar

(al,ag) = ((Dl,El,F1>, (DQ,EQ,FQ)) - .F(Wl) X S(Wg)

zuldssig, falls Ey ~ Es.

(d) Wir nennen ein zuléssiges Paar ((Dy, Ey, F1), (Da, Eq, Fy)) perfekt, falls By =
Es.

(e) Wir nennen ein zuldssiges Paar (ai, as2) linksseitig (beziehungsweise rechts-
seitig), falls es perfekt ist und ay, as linksseitig (beziechungsweise rechtsseitig)
sind.

(f) Wir nennen ein zuldssiges Paar (aj,aq) einseitig, falls es linksseitig oder
rechtsseitig ist.

(g) Wir nennen ein zuléssiges Paar (a1, as) schwach einseitig, falls (aq, as) oder
(a1, ay ) einseitig ist.

Seien Wy, W5 € S, sei
.A(Wl, WQ) C .F(Wl) X S(Wg)

die Menge aller zuldssigen Paare. Sei a = (ay, az) € A(Wy, Ws). Wir setzen a(l) = a,
falls a perfekt ist, und a(l) = (a;, a2) sonst. Wir setzen a(r) = a, falls a perfekt ist,
und a(r) = (a1, a5 ) sonst. Die Paare a(l), a(r) sind perfekt. Es gilt

a(l) einseitig < a(r) einseitig < a schwach einseitig.
Bemerkung 11.18. Zu jedem a € A(Wi, Ws) gibt es einen kanonischen Modul-
homomorphismus f, : M(W;) = M(Ws;) (ndmlich die Verkettung der beiden ka-

nonischen Morphismen aus Bemerkung 11.16, siche auch [15]). Wir nennen diese
Morphismen f, kanonische Abbildungen. Wir nennen f, perfekt (beziehungsweise
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linksseitig, rechtsseitig, einseitig, schwach einseitig), falls a die entsprechende Eigen-
schaft besitzt. Falls f, : M(W;) = M(Ws) und f;, : M(W3) — M(W3) kanonische
Abbildungen sind, dann ist entweder f;, o f, : M(W;) — M(W3) eine kanonische
Abbildung oder f, o f, = 0.

Beispiel 11.19. Seien () und I wie in Beispiel 11.3. Seien
W =cb™,
V=eald.
Dann ist M(W) = Py, M(V') = I,. Sei fiir geeignete Vorzeichen
a=((c,1gan),b7),(e7a ", Lga1),d)) € F(IW) x S(V).
Dann entspricht f; : P, — Iy der Verkettung der projektiven Decke
Py, — S,

mat der injektiven Hiille
52 — I.

Die Wichtigkeit kanonischer Abbildungen unterstreicht folgender

Satz 11.20. Seien Wy, Wy € §. Dann ist {f, | a € A(Wy,Ws)} eine K-Basis von
HOInA(M(Wl),M(WQ))

Beweis. Siche [15, Theorem in Abschnitt 2]. O

12. DIE AUSLANDER-REITEN VERSCHIEBUNG VON FADENMODULN

Sei A = KQ/I eine Fadenalgebra. Sei W = w;...w, € S. Sei M = M(W) €
mod(A).

Definition 12.1. (a) W startet in einem Tal, falls es kein a € Q)7 gibt, so dass
Wa ein Faden ist.
(b) W endet in einem Tal, falls es kein a € Q; gibt, so dass alV ein Faden ist.

Falls W in einem Tal startet, sei

r=max({l1 <i<r|w €Q}U{0}).

Wir setzen
M(wy ... wp_q), fallsr’ > 2,
Miechts = § Stws)s falls ' = 1,
0, falls ' = 0.

Offensichtlich ist M, eens €in Untermodul von M via eines kanonischen Monomor-
phismus
frechts : Mrechts — M.

Falls W nicht in einem Tal startet, gibt es ein eindeutiges a € Q)7 , so dass Wa
ein Faden ist. Sei i = s(Wa) = s(a). Dann gibt es einen eindeutigen (moglicherweise
leeren) maximalen Faden P = p; ... p,, so dass alle p; € @); und so dass WaP wieder
ein Faden ist. Setze

Mrechts = M(WGP)
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Offensichtlich ist M ein Faktormodul von M eqs Via eines kanonischen Epimorphis-
mus
frechts : Mrechts - M

Dual dazu definieren wir einen Modul M, mit einem Morphismus
Jtinks * Miinks — M.
Es gilt folgendes

Lemma 12.2. Sei 7 : mod(A) — mod(A) die Auslander-Reiten Verschiebung. Sei
M = M(W) wie oben. Dann gilt

T(M) = ker((flinksa frechts) : Mlinks s> Mrechts — M)
Falls M nicht projektiv ist, so ist die kurze exakte Folge
0— T(M) — Mlinks P Mrechts — M =0

die Auslander-Reiten Folge mit Endterm M. Insbesondere ist 7(M) wieder ein Fa-
denmodul.

Beweis. Siehe [12, Proposition in Abschnitt 3. O
Beispiel 12.3. Seien () und I wie in Beispiel 11.3. Sei
W = ed ¢ baed ¢ baed .
wie in Beispiel 11.6. Sei
W' = d”aed” ¢ baed” ¢ baed” ¢ bae.
Dann ist M(W') = 7(M(W)):

4 16/4\2

4 PA

YN YNy

%

, | ,
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4 YN YNy

N YNy
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Beispiel 12.4. Seien S und J wie in Beispiel 11.4. Sei
V =d cbd™
wie in Beispiel 11.7. Set

Dann ist M(V') =2 7(M(V)):

13. REPETITIVE ALGEBREN

Sei A eine endlich-dimensionale Algebra iiber K. Dann tragt D(4A) = Homg (4 A, K)
eine A-A-Bimodulstruktur mittels

a-f-b=f
fiir alle a,b € A sowie alle f € D(4A), wobei f’ die Abbildung ist mit
f'(@) = f(bxa).

Definition 13.1. Sei A eine endlich-dimensionale Algebra iiber K. Wir definieren
die repetitive Algebra A von A wie folgt. Als K-Vektorraum ist A isomorph zu

P Aae P4

i€z i€z
Fiir ¢ € Z bezeichnen wir die i-te Kopie von A mit A; und die i-te Kopie von
D(4A) mit D(4A);. Fiir ein Element a € A (bezichungsweise ein Element f €
D(4A)) bezeichnen wir mit a; (bezichungsweise f;) das zugehorige Element in A,
(beziehungsweise in D(4A);). Wir schreiben die Elemente von A als

(ai, fi)iez,
wobei fast alle a; = 0 und fast alle f; = 0. Die Multiplikation in A ist gegeben durch
(ai, fiiez - (bis gi)iez = (aibi, aigi + fibi-1)iez.

Bemerkung 13.2. Sei A eine endlich-dimensionale Algebra tiber K. Wir konnen
A auffassen als die (unendliche) Matrixalgebra

A 0

0
DA A 0
0 D(,4) A

mit Eintrdgen A auf der Diagonalen und Eintrigen D(4A) auf der Subdiagonalen
und der Konvention

D(4A) - D(4A) = 0.
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Sei nun A = K@Q/I eine Algebra, die durch einen Kécher mit Relationen gegeben
ist, so dass das zuléssige Ideal I durch Nullrelationen und Kommutativitatsrelationen
erzeugt wird. Dann ist auch A=K Q / I durch einen Kocher mit Relationen gegeben
und wir kénnen @Q und I explizit beschreiben (nach [47]):

Sei Qo = {1,...,n} und @1 = {ai,...,as}. Wir nennen einen Weg w in @
mazimal in (Q,I), falls jeder Weg in @), der w als echten Unterweg enthilt, schon

in I liegt. Seien my, ..., m, die maximalen Wege in (Q, I). Seien
I={(ry,...,1m),
l;
T = E Pik;
k=1
_ SR 1
pl,k — al,k’ “ e Oélyk

mit ajy € @y fiir alle
ied{l,... t},
ke{l,....l;},
we{l,...,s(i,k)}.

Sei Qy = Z x Qq. Fiir jeden Pfeil @ € @, und jedes j € Z fiigen wir zuniichst
einen Pfeil
o (4, s(a)) = (4, t(a))
hinzu. Auflerdem fiigen wir fiir jedes j € Z und jeden maximalen Weg m in (@, I)
einen Pfeil

mj : (J:t(m)) — (] - 1,8(771))
zu ) hinzu.
Wir setzen
Qr={cd |ie{l,....s},jezyu{m! |ie{l,...,r}jeL}
Um I zu definieren, brauchen wir noch einige Definitionen:
Fiir j € Z seien

i s(ik)] 1
Pik = Qg Qs

l;
j Jj
T3 E :pi,kv
k=1

I=(l|jeZiec{l,. . . t}).

<

Fiir einen Weg ¢ = oy, ..., in (Q,I) definieren wir einen Weg ¢/ in (Q,f)
folgendermaflen: _ '
¢ =a ..o .
Seien nun ¢y, g2 Wege in (@, ) und sei m = ¢1¢o ein maximaler Weg in (Q, I).
Dann nennen wir fiir alle 7 € Z den Weg
J=1,_35 3
4@ Mgy

einen vollen Weg in (Q, f)
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Nun kénnen wir endlich I definieren. I wird von folgenden Relationen erzeugt:

(L) IclI.

(Iy) Sei q ein Weg in (Q,I), der einen Pfeil m/ enthilt. Falls ¢ kein Unterweg
eines vollen Weges ist, so ist ¢ € [.

(I3) Seien p = p1paps, ¢ = ¢1¢2g3 maximale Wege in (@, I) mit ps = ¢go. Dann ist

p e —a e L
Satz 13.3. A~ KQ/I.
Beweis. Siehe [47, Theorem in Abschnitt 3. O
Beispiel 13.4. Sei Q der Kdocher

1—2=2

und sei I C KQ das Nullideal. Dann hat Q die Form

(—1,2) (0,2) (1,2) (2,2)
und I = (a?"'mia?, miaimit! | j € 7).
Proposition 13.5.  (a) Die repetitive Algebra A st selbstinjektiv.
(b) Sei (j,i) € Qo. Dann gilt
Py = 1-1,-
Beweis. (a) Siehe [23, Lemma I1.2.2].

(b) Folgt aus [23, Beweis von Lemma I1.2.2] und [47, Abschnitt 3].
U

Bemerkung 13.6. Wir erinnern noch einmal an die Definition der stabilen Modul-
kategorie aus Abschnitt 4.

(a) Seien X,Y € mod(A). Dann setzen wir

I(X,Y) = {f € Hom,(X,Y)| f faktorisiert durch ein
projektiv-injektives Objekt}.
Ferner setzen wir
Hom 4(X,Y) = Hom 4(X,Y)/Z(X,Y).
(b) Fiir eine Algebra A sei mod(A) die Kategorie mit denselben Objekten wie
mod(A) und den Morphismen
Homypod(a)(X,Y) = Hom 4 (X,Y).

Dann besteht folgender Zusammenhang zwischen der repetitiven Algebra ei-
ner endlich-dimensionalen Algebra A und der derivierten Kategorie D’(A)
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(siche [23, Theorem 11.4.9]):

Sei A eine endlich-dimensionale Algebra iiber K. Dann gibt es einen voll-
treuen Funktor triangulierter Kategorien
F : D*(A) — mod(A).
Falls gldim(A) < oo, so ist £ dicht und
DY(A) ~ mod(A).

14. DERIVIERT SPEZIELL BISERIELLE ALGEBREN

Definition 14.1. (a) Sei @ ein Kocher, sei I C K@ ein zulédssiges Ideal. Wir
nennen das Paar (Q, ) speziell biseriell, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(G1) Fiir alle 7 € Qg gibt es hochstens zwei a € Q1 mit s(«) = 7 und hochstens
zwei € Q1 mit t(5) = 1.

(G2) Fiir alle o € @1 gibt es hochstens ein 5 € Q; mit o ¢ I und hochstens
ein v € Q1 mit ya ¢ 1.

(b) Eine Algebra A heifit speziell biseriell, falls es ein speziell biserielles Paar
(@, I) gibt mit
A= KQ/I.
Bemerkung 14.2. Wenn wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit von einer speziell
biseriellen Algebra A = K@Q/I reden, gehen wir davon aus, dass das Paar (Q, )
speziell biseriell ist.

Bemerkung 13.6.(b) motiviert folgende

Definition 14.3. Eine endlich-dimensionale Algebra A heifit deriviert speziell bise-
riell, falls die repetitive Algebra A von A speziell biseriell ist.

Um eine genauere Beschreibung der Klasse der deriviert speziell biseriellen Alge-
bren zu erhalten bendtigen wir folgendes

Lemma 14.4. Sei A deriviert speziell biseriell. Dann gibt es ein speziell biserielles
Paar (Q, 1), so dass A= KQ/I und die folgenden Bedingungen gelten:
(G3) I wird erzeugt von Nullrelationen der Linge 2.
(G4) Fliir alle o € @y gibt es hochstens ein 5 € Q1 mit aff € I und hichstens ein
v € @ mit ya € 1.

Insbesondere ist A speziell biseriell.
Beweis. Siche [44], auch [4], [36]. O

Insbesondere ist die Klasse der deriviert speziell biseriellen Algebren eine Unter-
klasse der Fadenalgebren. Wir kénnen also die in den Abschnitten 11 und 12 darge-
stellte Theorie auf die Klasse der deriviert speziell biseriellen Algebren anwenden.
Es gilt sogar folgender
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Satz 14.5. Eine endlich-dimensionale K -Algebra A ist genau dann deriviert speziell
biseriell, wenn es einen endlichen Kdcher (Q sowie ein zuldssiges Ideal I C KQ gibt,
so dass das Paar (Q,1) die Bedingungen (G1)-(G4) erfillt und A = KQ/I. Wir
nennen solch ein Paar (@, ) auch ein deriviert speziell biserielles Paar.

Beweis. Siehe [47, Abschnitt 4], [44], [4], [36]. O

Bemerkung 14.6. Wenn wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit von einer deriviert
speziell biseriellen Algebra A = K@Q/I reden, gehen wir davon aus, dass das Paar
(@, I) deriviert speziell biseriell ist.

Bemerkung 14.7. Sei A eine Fadenalgebra (beziehungsweise eine (deriviert) spe-
ziell biserielle Algebra). Dann ist auch A°P eine Fadenalgebra (beziehungsweise eine
(deriviert) speziell biserielle Algebra).

Beispiel 14.8. Die Fadenalgebra A aus Beispiel 11.3 ist deriviert speziell biseriell,
die Fadenalgebra B aus 11.4 hingegen nicht.

Beispiel 14.9. Sei () der Kocher
1
SN
2 3
4

und sei I = (ca — dby. Sei A = KQ/I. Dann ist A speziell biseriell, aber nicht
deriviert speziell biseriell.

Beispiel 14.10. Sei S der Kdécher
1
N
2 3
4

und sei J = (ca,db). Sei B = KS/J. Dann ist A deriviert speziell biseriell.

Sei von nun an bis zum Ende von Teil 3 immer A = KQ/I eine deriviert speziell
biserielle K-Algebra, sei Qo = {1,...,n}. In diesem Fall kénnen wir die Beschrei-
bung von I aus Abschnitt 13 leicht vereinfachen:

I=TU{p-p |pp volle Wege mit s(p) = s(p'), t(p) = t(p')}
U {q | g enthélt einen vollen Weg als echten Unterweg}.

Proposition 14.11. Sei X ein A-Modul mit Ext) (X, X) = 0. Dann ist End(X)
deriviert speziell biseriell.

Beweis. Siehe [46, Theorem 1.1]. O
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Satz 14.12. Sei M ein A-Modul mit
Ext’; (M, M) = 0.

~

Dann ist die Algebra End ;(M) deriviert speziell biseriell.

Beweis. Siehe [48, Theorem 1.1]. O
Sei G die Klasse der deriviert speziell biseriellen Algebren.

Korollar 14.13. G ist abgeschlossen unter Kippen.
Es gilt auch folgender

Satz 14.14. G ist abgeschlossen unter derivierter Aqm’valenz.

Beweis. Siehe [48, Corollary 1.2]. O

Korollar 14.15. (TGP) = (TG).

Korollar 14.16. Sei T' € mod(A) ein basischer Kippmodul. Sei T; € add(T") un-
zerlegbar. Sei f : T; — T eine minimale add(T'/T;)-Linksapprozimation von T;; sei
g: T — T, eine minimale add(T'/T;)-Rechtsapproxzimation von T;; dann gilt

8(T),8(T) < 2.

Beweis. Sei " der Kocher von End 4(T'). Sei ¢’ der Punkt in I', der 7} entspricht (siche

z.B. [19, Abschnitt 2.4]). Nach [19, 3.2] entspricht §(7") (beziehungsweise 6(T)) der
Anzahl der Pfeile in I', die im Punkt ¢’ starten (beziehungsweise enden). Da End 4(T)
nach Lemma 14.11 deriviert speziell biseriell ist, folgt die Behauptung. U

Korollar 14.17. Ses
0—-X—-M-—-Y =0

eine Austauschfolge in Tx. Dann ist (M) < 2.
Wir werden folgenden Satz zeigen:

Satz 14.18. Die Vermutung (TGP) gilt.

Korollar 14.19. Die Vermutung (TG) gilt.

15. AUSTAUSCHFOLGEN UBER DERIVIERT SPEZIELL BISERIELLEN ALGEBREN

Proposition 15.1. Seien X; = M(W;), Xo = M(W3) € mod(A) unzerlegbar mit
pd4(X1), pda(X2) <1 und

Exth (X1 @ Xo, X1 @ X5) = 0.
Dann ist jedes a € A(Wy, Ws) schwach einseitig.
Beweis. Siehe [46, Prop. 4.9.]. O

Bemerkung 15.2. Die folgende Bemerkung findet sich auch in [46, Abschnitt 4].
Sei

T = @Ti € mod(A)

i=1
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ein Kippmodul. Fir i € {1,...,n} sei T; = M(W;) fiir einen Faden W;. Fiir 4, j €
{1,...,n} sei

T —=T;

ein Morphismus von A-Moduln. Dann koénnen wir f unter dem kanonischen Mor-
phismus

Hom (T3, Ty) — @5 @) Homa (T, Ty) = EndA(7T)
k=1 h=1

als Element von End4(7") auffassen, welches wir ebenfalls mit f bezeichnen werden.
Unter dieser Identifikation betrachten wir die folgende Basis von End4(T) :

B={by,....,bm,€1,...,€n}
={fa | a € AW, W;)ii,5 €{1,...,n}}.
Wir nehmen an, dass e; der Identitat auf T; entspricht. Sei nun
B’ = {b; € B | es existieren keine 4, j € {1,...,m} mit b, = b;b;}.
Dann wird die Algebra End4(T") von den Elementen aus
B U {e1,...,en}

erzeugt. Des weiteren gibt es einen Kocher @' und ein Ideal J mit Enda(7") =
K@'/J, so dass die Elemente aus @ den e; und die Elemente aus ()} den Elemen-
ten aus B’ entsprechen. Insbesondere konnen wir annehmen, dass fiir i € @, alle
add(T'/T;)-Rechtsapproximationen von 7; (beziehungsweise alle add(7"/T;)-Linksap-
proximationen von 7;) aus kanonischen Abbildungen bestehen.
Lemma 15.3. Sei T' € mod(A) ein Kippmodul.

(a) Seien T;,T,,T, € add(T") unzerlegbar, sei T, = M(W,), T, = M(W,),T; =

M(W). Sei

eine add(1T'/T;)-Rechtsapprozimation von T;. Dann ist entweder f,q) links-
seitig und fyq) rechtsseitig oder umgekehrt.

(b) Seien T;,T,, T, € add(T) unzerlegbar, sei T, = M(W,),T, = M(T,),T; =
M(W). Sei

eine add(T'/T;)-Linkssapprozimation von T;. Dann ist entweder fqe) links-
seitig und fy,y rechtsseitig oder umgekehrt.

Beweis. Siche [46, Lemmata 4.1, 4.2]. O

Fiir eine kurze exakte Folge

n:0=-X—=Y—=>27-=0

setzen wir mid(n) =Y.
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Korollar 15.4. Sei

n:0—-"T,—-T,—>T —0
eine Austauschfolge in Ta mit §(mid(n)) = 1. Dann gibt es Faden W;,W! € S und
a € (1, so dass

T, = /\/l( WiaW}),

7

M(W),
T' M(W)
undn (bis auf Isomorphie von kurzen exakten Folgen) die folgende Form hat (hierbei
ist W = W;aW) ):
0— M(W;) = M(W) - M(W,) = 0.
Hierbei ist fiir geeignete Vorzeichen
(1t(Wi),:i:17 Wi, G’Wi/> € S(W)a
(VVZ-CL, Wi/a 1s(Wi’),ﬁ:1) S }—(W)

Beweis. Folgt aus Proposition 15.1. U
Korollar 15.5. Se:
n:0->T,—-T,6T, =T —0

eine Austauschfolge in Ty mit 6(mid(n)) = 2. Dann gibt es Fiden D, D', E, F, F' € S
und Fdaden ap,ap,ap,ap der Linge < 1 (wobei ax nur dann die Linge 0 haben
kann, falls X das leere Wort ist), so dass

T, = M(DapEap F'),

T,=M(D'ap EapF),

T, = M(DapFEarF),

T = M(D'ap Eap F")
und n (bis auf Isomorphie von kurzen exakten Folgen) die folgende Form hat:
0 = M(DapFEarF) = M(DapEap F YOM(D'ap EapF) = M(D'ap Eap F') — 0.
Hierbei ist fiir geeignete Vorzeichen (falls der Ausdruck definiert ist)

(1ypyx1, D,apEarpF) ein Subfaktor von DapEapF,
(DaD, E aFF) ein Faktor von DapEarpF,
(DaDEaF,F Ly(py,41) ein Subfaktor von DapFEapF,
(1ypy,e1, D' ap Eap F') ein Faktor von D'ap Eap F”,
(D’aD’ E,ap F') ein Subfaktor von D'ap Eap F',
(D'aprEap, F', 141y 41) ein Faktor von D'ap Eap F'.

Wir veranschaulichen die Situation aus Korollar 15.5 durch eine Skizze:

F’ D’ D’ F'
E E apr @ ap/ E M
M D /P ENE

Beweis. Folgt aus Lemma 15.3. O
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16. INDUKTIONSANNAHME

Sei M ein treuer partieller Kippmodul iiber A. Wir mochten Satz 14.18 iiber
Induktion nach
I(M)=n—45§M)
beweisen. Dazu stellen wir zunéichst eine Reihe von Behauptungen auf:

Vermutung 16.1 (7G,[). Sei M ein treuer partieller Kippmodul iber A mit {(M) <
. Dann ist Ta(M) zusammenhdngend.

Vermutung 16.2 (TGP, ). Sei M ein treuer, projektiver partieller Kippmodul iber
A mit (M) <. Dann ist Ta(M) zusammenhingend.

Bemerkung 16.3 (Induktionsanfang). Offensichtlich gelten (7G,0) und (TGP, 0).
Des weiteren gelten (7G, 1) und (TGP, 1) nach Lemma 7.16.

Auflerdem haben wir (Korollar 14.15)

(TGP) = (TG)

sowie (Folgerung aus Korollar 10.9)

(TGP,l) = (TG,1).

Es reicht nun, folgende Proposition zu zeigen:

Proposition 16.4.
(TG,l—1)= (TGP,I).

Wir nehmen im weiteren Verlauf also folgendes an:
A = KQ/I sei eine deriviert speziell biserielle K-Algebra, sei

Qo=A{1,...,n}.
Sei M ein treuer, projektiver partieller Kippmodul mit (M) = [ > 2. Fir jedes
X ¢ add(M), so dass M @ X partieller Kippmodul iiber A ist, sei Ta(M & X)
zusammenhéingend. Sei C eine beliebige Zusammenhangskomponente von Ty (M).
Wir werden die C zugrunde liegende Punktmenge ebenfalls mit C bezeichnen. Des
weiteren sei L = {1,...,[}.

Lemma 16.5. Sei P unzerlegbar projektiv iber A mit P ¢ add(M). Falls es ein
T € C gibt mit Exty (T, P) = 0, so ist die reguldre Darstellung 1A € C.

Beweis. Aus Ext! (T, P) = 0 folgt P € add(T). Nun ist aber To(M @ P) ein Un-
terkdcher von Ta(M). Da nach Voraussetzung Ta(M @ P) zusammenhéngend ist,
folgt, dass Ta(M @ P) ein Unterkocher von C ist. Es ist aber 4A € TA(M & P). O

Korollar 16.6. Sei P unzerlegbar projektiv iber A mit P ¢ add(M). Falls es ein
T eCgibt mitT = MOT\®---&T; und falls ein i € L existiert mit Ext!,(T;, P) = 0,
so st die requldre Darstellung 4A € C.

Beweis. Nach Voraussetzung ist T (M &7T;) zusammenhéngend. Sei B die Bongartz-
Vervollstandigung von M @& T;. Aus der kurzen exakten Folge

0—-A—FE—-MaT) —0
folgt sofort, dass Ext (B, P) = 0. Der Rest folgt mit Lemma 16.5. O
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Sollte nun T (M) nicht zusammenhéngend sein, so muss es mindestens eine Zu-
sammenhangskomponente C geben mit 4A ¢ C. Wir wihlen uns fiir den Rest des
Beweises ein solches C. Somit konnen wir annehmen, dass fiir alle

I'=Moho---dT el
und fiir alle projektiven P mit P ¢ add(M) gilt, dass
Ext! (T}, P) # 0

fiir alle ¢ € L. Wir werden diese Annahme zum Widerspruch fiithren.

17. ADDITIVE FUNKTIONEN AUF C

Sei A = KQ/I deriviert speziell biseriell, sei Qo = {1,...,n}; sei M € mod(A) ein
treuer, projektiver partieller Kippmodul. Wir kénnen annehmen, dass nach eventu-
eller Umnummerierung gilt, dass

M=P & &P,

Sei L ={1,...,1}. Sei L' ={l+1,...,n}. Sei Exc(A) die additive Hiille der vollen
Unterkategorie von mod(A) aller Moduln X mit pd 4(X) < 1 und Ext! (X, X) = 0.

Definition 17.1. Wir nennen eine Abbildung f : Exc(A) — Z additiv auf C, falls
f die folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) f respektiert Isomorphismen, d.h. fiir alle X, Y € Exc(A) mit X =Y gilt
f(X) = f(Y).
(b) f respektiert direkte Summen, d.h. fiir alle X,Y € Exc(A) gilt
fXaY)=f(X)+f(Y)
(c) Fiir jede Austauschfolge
n:0=T, =T =T -0
in C gilt, dass

A

f(@) + f(T3) = F(T).
Bemerkung 17.2. Sei f : Exc(A) — Z eine additive Funktion auf C. Aus Definition
17.1.(a) und 17.1.(b) folgt sofort, dass f(0) = 0.
Beispiel 17.3. Sei Y € mod(A) beliebig. Sei
X(X,Y) = dimg Hom4(X,Y) — dimg Ext) (X, Y).

Dann ist x(-,Y) eine additive Funktion auf C. Dies folgt sofort aus der langen exakten
Homologiefolge.

Beispiel 17.4. Sei Y € Gen(M). Dann gilt nach Lemma 7.8.(c) fiir alle T € Ty (M),
dass

Exty(T,Y) = 0.
Somit ist dimyx Homy(+,Y) additiv auf C.
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Definition 17.5. Sei N ein partieller Kippmodul mit M € add(V), so dass es einen
Kippmodul 7" € C gibt mit N € add(T"). Wir setzen

C(N) = Ta(N)NC.

Bemerkung 17.6. Sei @) ein (nicht notwendigerweise endlicher) Kocher, sei @)’ ein
zusammenhéangender Unterkocher von @), sei Q eine Zusammenhangskomponente
von Q. Dann ist Q' N Q (der volle Unterkocher von @, dessen Ecken in dem Durch-
schnitt der Eckenmenge von @' und Q liegen), ebenfalls zusammenhingend. Falls
Q' N Q nicht der leere Kocher ist, gilt Q' N Q = Q'.

Wir wenden diesen einfachen Fakt auf unsere Situation an. Sei N 2 M. Wir
nehmen nach Induktion an, dass Tx(/N) zusammenhéngend ist. Da C eine Zusam-
menhangskomponente von T ist, und da wir N so gewihlt haben, dass To(N)NC
nicht leer ist, folgt

C(N)=Ta(N)n¢C
= Ta(N).
Insbesondere ist C(N) zusammenhéngend. Falls N = M, so ist C(N) = C ebenfalls

zusammenhéangend.

Definition 17.7. Wir nennen eine Austauschfolge n in C(IN) N-reguldr, falls die
folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(A) §(mid(n)) = 2.

(B) add(mid(n)) Nadd(N) = 0.

Wir nennen C N-reguldr, falls C(N) kein einpunktiger Kocher ist und falls jede
Austauschfolge in C(NN) N-regulér ist.

Lemma 17.8. Sei f : Exc(A) — Z additiv auf C. Sei
T'=Pnuo--oPohoe ol el
Wir setzen max(1T) = max{f(11),..., f(1})} € Z. Sei
N=Me& £ T;.
{1f(Ty)#maxy (T)}
Wir nehmen an, dass entweder
max (1) > max{f(P1),..., f(Pn)} >0,

oder dass C M -regulir ist. Sein : T < T eine Austauschfolge in C(N), so dass
T; € add(T) gegen T! € add(T") ausgetauscht wird.
(a) Falls n N-requldr ist, so ist f(T!) = f(T;) und somit auch f(T") = f(T).
(b) Falls n nicht N-reguldr ist, so ist f(T}) < f(T;) und somit auch f(1") <
S(T).

Beweis. (a) Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 7' - T" in Ta. Wir be-
trachten die kurze exakte Folge

n:0->T,—>T,0T,—T — 0.
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Wegen der N-Regularitdat von 7 gilt

f(Ta) = f(Ty) = f(Ti) = max(T).
Aus der Additivitdt von f folgt nun
f(T) = f(To) + [(Th) = f(T3)

=2/(T:) — f(T0)

= f(T).
DaT' =2T/T,® T}/, folgt f(T) = f(T").
Sei wieder ohne Beschriinkung der Allgemeinheit 7 - 7" in Ta. Da n nicht
N-regulér ist, muss 7 gegen eine der beiden N-Regularitéitsbedingungen (A)

oder (B) verstofien.
Wir nehmen zunéchst an, dass n gegen (A) verstoBt. Es gilt

d(mid(n)) = 1.
Dies kann nicht passieren, wenn C M-regulér ist. Es gelte also die Annahme,
dass
max(T) > max{f(Py1),..., f(Pn)} > 0.

Insbesondere ist f(7;) > 0. Wir betrachten

n:0—=T,—T,—T —0.
Es gilt

J(Ty) = maxy(T) = f(Ta)-
Somit folgt

Somit folgt auch f(1") < f(T).
Wir untersuchen nun den Fall, in dem 7 die N-Regularitéitsbedingung (A)
erfiillt, aber gegen die N-Regularitatsbedingung (B) verstoBt. Wir betrachten

n:0-T,—-T,dT,— T — 0.
Da n gegen die N-Regularitatsbedingung (B) verstoBt, gilt entweder T, €
add(N) oder Ty, € add(N). Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit T, €
add(N). Falls T, ¢ add(M), so gilt f(T,) < f(T;). Falls T, € add(M), so
kann C nicht M-regulér sein. Es gelte also
F(T3) > max{f(Prs1), ..., f(P)}
und es folgt ebenso f(T,) < f(T;). Des weiteren ist f(T}) < f(T;). Somit
folgt
(1) = f(To) + f(Th) = f(T3)
<2f(Ty) — f(T3)
= f(T3).
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Somit gilt auch f(7") < f(7).

Lemma 17.9. Sei f : Exc(A) — Z additiv auf C. Sei
T=MoPT cc.
il
Seien

max(T) = max{f(T1),..., f(T})},
N(T)=M & & ;.
{FELIF(Ty)#max (T)}

Sei C nicht N(T)-reguldr. Auflerdem gelte eine der beiden folgenden Annahmen:
Entweder sei C M -requldr oder es gelte

max (7)) > max{f(P1),..., f(P.)} > 0.

Dann gibt es einen Kippmodul T" € C mit der folgenden FEigenschaft: Entweder ist
max;(1") < maxy(7T) oder es gilt max;(1") = max;(T) und 6(N(T")) > 6(N(T)).

Beweis. Nach Bemerkung 17.6 ist C(/N(7')) zusammenhéngend. Des weiteren ist C
nach Voraussetzung nicht (N (7T'))-reguldr. Wir finden also eine Folge von Kippmo-
duln T =T° T, ..., T% und Austauschfolgen

e 72 73 MNs—1 _ n
T s b 2y 2 By B sl sy s

in C(N), sodass ny,...,ns_1 N-regulér sind, s hingegen nicht. Nach Lemma 17.8.(a)
gilt, dass

f(T) = f(TY) == f(T°7),

N(T)2 N(TY) = ... 2 N(T*),
max;(T) = max;(T") = - = max;(T°"),
S(N(T)) = (N(T") =+ = 6(N(T*)).

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 7571 — T in C. Wir betrachten nun
die Austauschfolge

Ns:0 =T =TTyt = TF — 0.
Nach 17.8.(b) folgt, dass f(T¢) < f(TF'). Wir unterscheiden zwei Fille:
Falls N(T°7%) = T5=1/T~ ! (d.h., dass TF ' der eindeutige unzerlegbare, direkte
Summand von 7% ! ist, auf dem f einen maximalen Wert annimmt), so gilt
max(T%) < max;(T°") = max;(T).
Sonst gilt wegen f(T7?) < f(T:™1), dass
N(T*) = N(T* Y @ T7.

Insbesondere ist
S(N(T*)) > §(N(T*71)) = 6(N(T)).

Somit ist T unser gesuchtes 7T". U
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Lemma 17.10. Sei N € mod(A) ein partieller Kippmodul mit M € add(N), so
dass C(N) # (. Wir nehmen an, dass C(N) eine Quelle hat. Dann ist C nicht N -
requldr.

Beweis. Durch Widerspruch. Sei T' Quelle in C(N), T = N Ty & --- & T,. Wir
betrachten fiir s € {1,...,r} minimale add(7'/T;)-Linksapproximationen von T;. Da
C N-regulér ist, haben diese die Form

0= T; = Tagy ® To),
wobei a,b: {1,...,7} — {1,...,r} Funktionen ohne Fixpunkt sind. Durch Hinter-
einanderschalten dieser Linksapproximationen erhalten wir eine Kette von Mono-
morphismen der Form
f f f
0= T = Togs) © To) = Tatatiy) © Toate)) ® Tawiiy) ® Thieiy) = - - - -
Sei
b = max{Lange(7}), ..., Linge(7})}.
Nach Lemma 10.4 wird die Verkettung
fm—lofm—2o"'of2of1

dieser Abbildungen 0, sobald m > 2°, was einen Widerspruch dazu ergibt, dass alle
fi Monomorphismen sind. 0

Korollar 17.11. Sei N € mod(A),N 2 M ein partieller Kippmodul mit M €
add(N), so dass C(N) # 0. Dann ist C nicht N -requlir.

Beweis. Sei B die Bongartz-Vervollstéindigung von N. Da Ta (V) zusammenhéngend
ist, folgt, dass B € C(N). Nach Bemerkung 9.12.(a) ist B eine Quelle in C(N). Der

Rest ist Lemma 17.10. g
Lemma 17.12. Sei C M -regulir. Sei F : Exc(A) — Z additiv auf C. Sei
T=Mae@T.
ieL

Seien j,k € L mit F(1;) # F(T}). Sei T" € C beliebig,
T=Mao@T].
i€l
Dann gibt es j', k' € L mit F(T;) # F(Ty).
Beweis. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, dass es ein
T'=Mo@T/ccC
ieL
gibt, so dass F(T]) = A fiir alle i € L. Sei
T — M @ @ TZ/
i€L
ein Nachbar von 7" in C. Wegen der M-Regularitit von C gilt nach Lemma 17.8.(a)

F(T!) = A fiir alle i € L. Da C zusammenhéngend ist, gilt dasselbe fiir alle Punkte
von C, insbesondere also auch fiir 7". Widerspruch. O
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Proposition 17.13. Sei f : Exc(A) — Z additiv auf C. Fiir
T=Me@PT eC
il
seien
maxf(T) = ma‘X{f(Tl)7 s 7f(1—‘l)}7
N(T)=M® & T;.
{ieL|f(Ty)F#max;(T)}
Fiir alle T € C sei C nicht N(T)-reguldr.
(a) Sei C M-requldr. Insbesondere ist
N(T) % M
fir alle T € C. Dann ist maxs(-) auf C nicht nach unten beschrdnkt.
(b) Fiir alle j € L' sei
0 < F(F)-
Dann gibt es ein T € C mit
HlaXf(T) < maX{f(PlJrl)? ey f(Pn)} = 0.

Beweis. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, dass max;(-) auf C nach unten be-
schrankt ist. Sei

N = min{max(T) | T € C}.
Fiir Teil (b) kénnen wir annehmen, dass
N> max{f(Pi1), ..., f(En)}
Wir betrachten die Menge
M ={T €C | max;(T) =N}
Des weiteren seien
8 = max{§(N(T)) | T € M},
N=A{T e M | §(N(T))=4d}c M.

Nach Konstruktion sind die Mengen M und N nichtleer. Wir wéhlen uns nun ein
T € N. Nach Lemma 17.9 gibt es einen Kippmodul T € C mit max(7") < maxs(7T')

A ~

oder max;(7") = max(7T") und 6(N (7)) > §(N(T')). In beiden Fillen ergibt sich ein
Widerspruch zu T € N d

Korollar 17.14. C ist nicht M -requldr.

Beweis. Sei C M-regulér. Falls C endlich ist, so hat C eine Quelle. Dann kann C nach
Lemma 17.10 nicht M-regular sein. Wir kénnen also annehmen, dass C nicht endlich
ist. Dann gibt es ein t € )y und ein

T=Mo@DT cc,

€L
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so dass j,k € L existieren mit dim Homa (P, T}) # dim Hom,(F;, Ty) (siehe [22,
Kapitel 3]). Fiir einen A-Modul X setzen wir F'(X) = dim Homu(F;, X). F ist eine
additive Funktion auf C. Sei

T=Me@PT eC
i€L
beliebig. Nach Lemma 17.12 gibt es j', k" € L mit F(T}) # F(T}). Insbesondere
gilt fiir alle 7" € C, dass

M 2 N(T).

Aus Korollar 17.11 folgt, dass C nicht N (T')-regulér ist fiir alle T € C. Nach Proposi-
tion 17.13.(a) ist maxg(+) nicht nach unten beschrinkt, was zum Widerspruch fiihrt,
da der Wertebereich von F' in N liegt und somit nach unten beschrinkt ist. U

Satz 17.15. Sei f : Exc(A) — Z additiv auf C. Sei

M=EP.

jer
Sei fiir alle j € L'
0< F(P) <A
Dann gibt es ein T € C mit
T=MoPT
S

und fir alle i € L gilt f(T;) < \.

Beweis. Nach Lemma 17.11 und Korollar 17.14 ist C N-regulér ist fiir alle partiellen
Kippmoduln N mit M € add(M) und C(N) # ). Insbesondere ist fiir alle T € C C
N(T)-regulér. Nach 17.13.(b) erhalten wir ein

T=Mo@T;
icL
mit
max (7)) < max{f(P41),...,f(P.)} > 0.
Insbesondere ist f(7;) < A fur alle ¢ € L. O

18. EXZEPTIONELLE AUSTAUSCHFOLGEN
Sei X € mod(A). Fiir j € Q setzen wir
F;(X) = dimg Homu (X, 5;),
G;(X) = dimg Ext} (X, S;).
Bemerkung 18.1. Sei j € L. Dann ist
F;(M)=G;(M)=0.

Definition 18.2. Sei nun 7' € T5 und j € Q.
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(a) Wir nennen T' j-positiv, falls gilt
Fy(T) # 0,
G,(T)=0.
(b) Wir nennen T' j-negativ, falls gilt
F(T) =0,
G;(T) #0.

Nach Bemerkung 7.9 ist jeder Kippmodul T € T, entweder j-positiv oder j-
negativ. Offensichtlich kann ein Kippmodul nicht j-positiv und j-negativ zugleich

sein. Sei nun T 5 T" ein Pfeil in C, der einer kurzen exakten Folge
0T, =T =T -0
entspricht, die wir ebenfalls mit 7 bezeichnen. Aus der langen exakten Homologie-
folge zu Fj(-) folgen die (zueinander dquivalenten) Implikationen
T' ist j-positiv = T ist j-positiv,
T ist j-negativ = T" ist j-negativ.
Wir nennen 1 exzeptionell fiir i, falls gilt:
T ist j-positiv,
T' ist j-negativ.
Lemma 18.3. Sei j € L. Dann gibt es eine exzeptionelle Austauschfolge n fiir j.

Beweis. Falls es kein solches 7 geben wiirde, wire entweder F;(T) = 0 fiir alle T € C
oder G;(T") =0 fiir alle T' € C.
e Nehmen wir den ersten Fall an. Dann ist
G;() = —x(5;)
auf C und somit additiv. Des weiteren gilt nach Bemerkung 18.1, dass G;(M) =
0. Somit gibt es nach Satz 17.15 ein T' € C mit G;(7") < 0. Widerspruch.
e Falls G,(T) =0 fiir alle T' € C, so ist
auf C und somit additiv. Des weiteren gilt nach Bemerkung 18.1, dass F;(M) =
0. Somit gibt es nach Satz 17.15 ein T" € C mit F;(T") < 0. Widerspruch.

g

Definition 18.4. Sei W =a;...a, € S. Sei i € Q.
(a) Wir sagen ¢ liegt auf W, falls es ein k € {1,...,s} gibt mit s(ax) = i oder

t(ag) = 1.
(b) Wir sagen i kommt an Stelle 0 in W wvor, falls

t(al) = 1.
(c) Wir sagen i kommt an Stelle s in W wvor, falls

s(as) = 1.
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(d) Sei k € {1,...,s—1}. Wir sagen i kommt an Stelle k in W wvor, falls
s(a) = t(ags1) = 1.
(e) Falls W = 1(; 4 fiir ein t € {1, =1}, so sagen wir i liegt auf W und kommt
an Stelle 0 auf W wvor.

Bemerkung 18.5. Sei W =a;...a5; € S. Sei i € (). Sei u die Anzahl der Stellen,
an denen ¢ in W vorkommt. Dann ist

u = dimy Homa (P;, M(W)).

Bemerkung 18.6. Sei W = qa;...a5 € S, sei X = M(W) € mod(A) ein Faden-
modul, sei i € Q)g. Nach Satz 11.20 ist

{folae AW, 16n)}

eine Basis von Homy (X, S;). Jedes dieser f, ist ein Epimorphismus und entspricht
einem Faktor (D, E, F) von W mit

M(E) = ;.

Jeder solche Faktor entspricht der Anzahl der Stellen, in denen ¢ in W auftritt, so
dass i an dieser Stelle kein Endpunkt eines direkten oder inversen Pfeiles von W
ist. Diese Anzahl enspricht aber genau der Anzahl des Auftretens von i als obere
Spitze in einer Visualisierung von W. Wir kénnen also dimg (Hom4 (X, S;)) an einer
Visualisierung von W sofort ablesen. Analog dazu entspricht dimg(Hom4(S;, X))
der Anzahl des Auftretens von i als untere Spitze in einer Visualisierung.

Bemerkung 18.7. Sei
0-X=2Y 5270

eine kurze exakte Folge von A-Moduln. Wir betrachten fiir einen A-Modul U die
induzierte Folge
0 — Homa(Z,U) 7% Homa(Y,U) ‘% Homa(X,U) — Exty(Z,U).

Dann gilt
Homa(Y,U) = Homa(Z,U) & Im(:};)
als K-Vektorraum.

Wir benutzen diese triviale Beobachtung in folgendem

Lemma 18.8. Sei T 5 T' exzeptionell fir j. Dann gilt
Fy(T) =1,
G;(T) = 1.
Beweis. n entspricht nun einer Austauschfolge
0—=T, —T—T —0.

Es gilt T'/T; = T'/T;. Da T j-positiv und 1" j-negativ ist, muss gelten F;(T/T;) =
G,(T/T;) = 0. Somit folgt F;(T') = F;(T;) und G;(T") = G,(1}). AuBlerdem gilt

F;(T) = G;(T) = 0. Aus der langen exakten Homologiefolge folgt, dass
Fy(Ti) = G4(T7) # 0.
Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch. Sei also F;(T;) > 2.
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e Sei zuniichst 6(T) = 1. Wir wiihlen uns Féden W;, W/ wie in Korollar 15.4.
Wire
Fy(T) = E;(M(W3)) > 1,
so wire F;(M(W;aW]/)) > 0 (siehe Skizze). Widerspruch.

/N j\/\/ N /\/ \/\//\/\
e Wir kénnen also annehmen, dass §(T) = 2. Sei T = T, & T, mit T,, T,

unzerlegbar. Wir wahlen uns Faden D, D', E, F,F', ap,ar,ap,ap wie in
Korollar 15.5. Sei

t: M(D)d M(F)— M(DapFEapF)
und sei
.1, — 7= M(FE)
der Kokern von ¢. Nach Bemerkung 18.7 gilt
Fy(Ty) = Fj(M(DapEarpF)) = Fj(Z) + dimg Im(cg, ).

Wiéire Im(c,) # 0, so wére nach Konstruktion auch Fj(T, & T;) # 0, was
einen Widerspruch ergibe:

/\ﬂ /\fﬁ

Also muss gelten Fj(Z) > 2. Daraus folgt aber ebenfalls sofort, dass
Fi(Tv), F;(Ty) # 0. Wlderspruch

F/
j j — ' '
Mit den gleichen Uberlegungen folgt sofort folgendes
Korollar 18.9. Sei n : T — T’ exzeptionell fir j. Sei d(mid(n)) = 2. Seien

D, D' E,F,F', ap,ap,apr,ap so gewdhlt wie in Korollar 15.5. Dann gilt
M(E) = 5.

19. DER KOCHER @,

Sei
T=Ma@PT eC.
=3
Nach unseren getroffenen Annahmen und nach Korollar 4.5 gilt fiir jedes ¢ € L:
(i) DHomu (M, 7(T;)) = Exty (T;, M) = 0.
(ii) D Homu(P;, 7(T;)) = Extly(T;, P;) # 0 fiir alle j € L.
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Bemerkung 19.1. Sei i € L. Der Modul 7(7;) ist nach Lemma 12.2 ein Fadenmo-
dul.

(a) Da fiir alle j € L’ gelten muss, dass Homu(P;, 7(7;)) = 0, kann kein Punkt
j € L’ auf dem zugehorigen Faden von 7(T;) liegen.

(b) Da fiir alle j € L gelten muss, dass Homa (P}, 7(7;)) # 0, muss jeder Punkt
j € L auf dem zugehérigen Faden von 7(7;) liegen.

Dies kann aber nur funktionieren, wenn (), der volle Unterkocher von (), der
genau die Punkte aus L enthilt, zusammenhéngend ist. Wir erhalten also

Korollar 19.2. (), ist zusammenhdngend.

Sei I, das Ideal, welches von allen Relationen in I erzeugt wird, die schon vollsténdig
in Qp, liegen. Die Algebra K@ /I ist deriviert speziell biseriell und endlich-dimen-
sional, da A deriviert speziell biseriell und endlich-dimensional ist.

Lemma 19.3. Es gibt einen Punkt d € L, der folgender Bedingung geniigt:

o Entweder gibt es in Qr genau einen Pfeil a mit s(a) = d und einen Pfeil b
mit t(b) = d. Es gilt ab € 1.

e Oder die Anzahl der Pfeile mit Endpunkt d in QQp ist echt grofier als die
Anzahl der Pfeile mit Anfangspunkt d in Qr,.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt keinen Punkt in L, welcher der Oder-Bedingung
geniigt. Fiir alle ¢ € L gelte also

#{a € (@)1 | s(a) =i} = #{b € (Qu)1 [ £(b) = i}
Wegen
#Q1 =) #{ae(@Quh [s(a) =i}
icL
> #{b e (Qu Is(b) =i}
ieL
= #
gilt dann aber schon fiir alle « € L, dass
#{a € (Qu)1 | s(a) =i} = #{b € (Qr)1 | t(b) =i}
Da @ nach Korollar 19.2 zusammenhéngend ist und da [ > 2, kann es nicht pas-
sieren, dass

#{a € Qo) | s(a) =i} =#{b € (Qu)1 [ 5(b) =i} =0

fiir ein ¢ € L. Es gilt also fiir alle ¢ € L, dass

#{a € (Quh | s(a) =i} = #{b € (Qu)1 | 5(b) =7} € {1,2}.
Falls nun kein ¢ € L der Entweder-Bedingung geniigt, so kann man leicht unendlich
lange Wege in (@, I1) konstruieren (jeder Weg, der in einem Punkt ¢ € L startet
oder endet, kann um einen Pfeil verldngert werden und liegt dann immer noch nicht
in Ir). Dann ist aber A nicht endlich-dimensional. Widerspruch. g

Wir wahlen uns von nun an ein solches d aus und fixieren es fiir den Rest des
Beweises. Wir fithren eine Fallunterscheidung durch:
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(A) d ist eine Senke in Qp, also #{a € Q1 | s(a) =d,t(a) € L} =0.
(B) #{a € Q1 | s(a) =d,t(a) € L} = 1.
Fall (A) konnen wir als erstes abhandeln:
Sei d eine Senke in Q1. Nach Lemma 18.3 gibt es eine exzeptionelle Austauschfolge
n:T—T
fiir d. Sei
T=MaePT.
iceL
Insbesondere gibt es ein i € L mit Homu(7;,S;) # 0. Sei W; der zu T; gehorige
Faden (d.h. ein Faden mit M(W;) = T;). W; muss lokal folgendermaflen aussehen:

d
h Ly

mit I} € L’ (es kann natiirlich auch vorkommen, dass in W; nur ein Pfeil (oder gar
keiner) von d ausgeht). Da T" € C, gilt insbesondere

Homy (P @ Py, 7(T3)) = DExty(T;, Py @ Fy) = 0.

Nach Bemerkung 19.1.(a) kénnen die Punkte (i = 1,2) also beide nicht in dem
zu 7(T;) zugehorigen Faden vorkommen. Inbesondere sieht man, dass WW; sowohl in
einem Tal starten als auch enden muss. Die einzigen verbleibenden Moglichkeiten
fir 7(7;) sind 7(7;) = 0 oder 7(7;) = S;. Im ersten Fall ist T; schon projektiv, was
einen Widerspruch zu unseren Annahmen aus Abschnitt 16 ergibt. Im zweiten Fall
gilt
Ext! (T3, S4) = Hom (S, 7(T3)) # 0,
und das wére ein Widerspruch zu Bemerkung 7.9.
Wir nehmen also fiir den Rest des Beweises an, dass

#{a € Q| s(a) =d,t(a) € L} = 1.

20. ABSCHLUSS DES BEWEISES

Zum Abschluss des Beweises benotigen wir zunéchst die folgenden einfachen Lem-
mata:

Lemma 20.1. Sei X € Gen(M), sei T € C. Dann gilt
Exty(T, X) = 0.

Beweis. Aus X € Gen(M) folgt natiirlich auch X € Gen(T'). Der Rest ist Lemma
7.8. O

Korollar 20.2. Sei X € Gen(M). Dann ist Homa(-, X) eine additive Funktion auf
C.
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Beweis. Auf C gilt
Homy (-, X) = Homu (-, X) — 0
X

= Homy (-, X) — Extl (-, X)
O

Korollar 20.3. Sei X € Gen(M), sei

T-=Me@PT ec,

i€l

sel

0=-X—=Y—=>2-0
eine kurze exakte Folge von A-Moduln. Dann gilt fir alle i € L

Ext) (T;,Y) = Ext'(T}, Z).

Beweis. Benutze die lange exakte Homologiefolge. U

Lemma 20.4. Sei Y € mod(A), sei & : M"™ — Y ein Morphismus von A-Moduln.
Dann ist Tm(®) € Gen(M).

Beweis. Offensichtlich. O

Lemma 20.5. Seii € L. Sei p = ay...as ein Weg in (Q,I) mit s(p) = i. Dann
gibt es einen Weg p' = ay...ashy ... b, in (Q,I) mit s(p') = s(b,) € L'.

Beweis. Wir konnen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass p ein
maximaler Weg mit der Eigenschaft s(p) = i ist, d.h. wir nehmen an, dass es keinen
Pfeil a € @ gibt mit ap ¢ I. Wir betrachten den Modul P;. Der zu P; gehorige
Faden W; sieht folgendermaflen aus (eventuell ohne die Pfeile a}):

i
N\
AN
Das Auftreten von j an der Stelle 0 in W; induziert einen Monomorphismus
L:S;— B
Da M ein treuer A-Modul ist, gibt es insbesondere einen Monomorphismus
Vv Pp— M

mit M’ € add(M). Sei

M=X o -oX,
eine Zerlegung von M’ in unterlegbare direkte Summanden von M, sei 7, : M’ — X,
die kanonische Projektion. Dann gibt es ein k € {1,...,r}, so dass m; o1 o # 0.
Wir wihlen uns ein solches k. Es gilt X = P, fiir ein ¢ € L'. Wir kénnen

Wkow:ZAufu:Pi%Pc
=1
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als Linearkombination von kanonischen Abbildungen f, : P, — P, schreiben. Ins-
besondere gilt fiir ein f,, dass 0 # f, o¢ : S; — P.. Wir wéhlen uns solch ein
fu : P, = P.und betrachten dies. Der Morphismus f, kann nicht surjektiv sein, da
er sonst spalten wiirde. Zu einem Faktor (D, E, F') von W; sei ng : P, — M(E) der
kanonische Epimorphismus. Die méglichen Faktoren (D, E, F') von W; mit ot # 0
haben die Form

(1), a1 - - as, ay” ...a; ),
(1(]'71,), aj ... asa’f .. .CL::, 1(]'/71,/))

fir v,v" € {1, —1}. Sei M(W.) = P.. Es muss also (bis auf die Wahl einer Orien-
tierung von W.) einen Subfaktor der Form

(D';ay...as F)
bzw. (D', ay...asa)" ...a; , F)

von W, geben. Der zweite Fall kann nicht eintreten. Im ersten Fall muss W, die
folgende Form haben:

N
"/

J
Somit haben wir den gewiinschten Weg gefunden. U

Wir betrachten nun den Modul P,. Sei W,; € S mit M(W,;) = P,. Dann sieht W
folgendermaBen aus (eventuell ohne die Pfeile by):

d
O\
ds c
as—y Y&Z
di

Hierbei sind dy € L, € L. Sei
uw=max({k € {1,...,s} | dp € L'} U{0}).

Das Auftreten von ¢’ an der Stelle s+1 induziert einen Morphismus ®; : P, — P;.
Falls u # 0, setzen wir ¢’ = d,,. In diesem Fall induziert das Auftreten von ¢’ an der
Stelle u — 1 einen Morphismus &, : P.» — P;. Wir setzen

— (@1,(I)Q)ZPC/®PC//—>Pd, fallsu;«éO;
®,: P, — Py, falls u = 0.
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Sei P = Coker(®). Sei W) € § mit M(W)) = Pj. Dann hat W} (bis auf Orien-
tierung) die folgende Form:

d

"/

ds

”‘s—l/
au+y

du+1

und es gilt
HOIDA(M, Pé) =0.

Nach Lemma 20.5 existiert ein Pfad
p = ays1...a5by... b,

mit ¢ = s(p’) € L'. Wir nehmen an, dass p’ minimal mit dieser Eigenschaft gewéhlt
wurde. Dann ist p’ eindeutig bestimmt und sieht folgendermaflen aus:

b br—1 b1 as as—1 Ay+1
c—=w, w, = d ———dj dyir

Hierbei ist w; € L fiir i € {1,...,7}.
Sei C, = M(p'). Es gibt einen kanonischen Monomorphismus P; = C’. Sei
Cq = Coker(¢). Wir fassen die Situation in folgendem Diagramm zusammen:

0

Im(P)

Sei nun
T=Mo@PT cC.
i€l
Aus Korollar 20.3 folgt, dass
Ext}y (T3, Pa) = Ext)y (T, Fy)
fiir alle ¢ € L. Weiterhin folgt aus Lemma 20.1, dass
Ext! (T}, C) = Ext!y(T},Cy) = 0
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fiir alle ¢ € L. Nun wenden wir den Funktor Hom (75, -) auf die horizontale kurze

exakte Folge an und erhalten (indem wir Ext!, (7}, P}) durch Ext} (T}, P;) ersetzen)
0 — Homu (T3, P)) — Homa(T;, C}) — Homy(T;, Cy) — Exthy (T;, Py) — 0.

Wegen Cy € Gen(M) ist nach Korollar 20.2 H(-) = Homy(-,Cy) eine additive
Funktion auf C. Des weiteren gilt

H(M)=H(F.) =1,
H(M/P.) =0.
Nach Satz 17.15 finden wir nun ein 7 € C mit T'= M @ @ T; und
ieL
H(T;) <1 furallei € L.
Falls nun fiir ein ¢ € L gelten wiirde, dass
H(T;) =0,
so wiirde sofort folgen, dass Ext) (T}, P;) = 0 und wir wiren fertig. Somit kénnen
wir annehmen, dass
H(T;)=1fir allei € L
gilt.
Wir betrachten nun die folgende Menge X C C:
X={T"=Moe@T eC| H(T)) <1 firalle i € L}.
ieL
Mit derselben Uberlegung wie oben kiénnen wir annehmen, dass
X={T"=Mo@PT cC| H(T)) =1 fir alle i € L}.
i€l
Lemma 20.6. X =C.

Beweis. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, dass X # C. Wir wissen schon, dass
X #0,dajaT € X. Da C zusammenhingend ist, muss es zwei in C benachbarte
Kippmoduln 7%, 7Y geben mit 7% € X', TV ¢ X. Sei ohne Einschrinkung

n:T%—=1TY
(der andere Fall funktioniert analog). Wir haben also eine kurze exakte Folge
0T =TTy - T/ —0,
wobei einer der Mittelterme auch 0 sein kann. Da H additiv ist, gilt:
3 < H(TY) + H(TY) = H(Ty) + H(Ty) < 2.
Widerspruch. O

Korollar 20.7. Fiir alle Austauschfolgen n in C gilt folgendes:

(a) o(mid(n)) = 2.
(b) add(mid(n)) Nadd(M/P.) = 0.

Beweis. Benutze die Additivitat von H. O

Wir haben unter unseren Annahmen insbesondere gezeigt:
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Proposition 20.8. Sei T € C, sei T = M & @ T;. Dann ist fir allei € L

€L

dimg Ext! (T3, Py) = 1.

Wir wahlen uns nun fiir den Rest des Beweises eine Austauschfolge 7, die ex-
zeptionell fiir d ist. Nach Korollar 20.7 kénnen wir annehmen, dass §(mid(n)) = 2.
Wir wahlen uns nun Faden D, D', E, F, F', ap,ap/, ap,ap wie in Korollar 15.5. Des
weiteren orientieren wir die Féden so, dass gilt:

(i) t(ap) € L', falls ar die Linge 1 hat.
(ii) t(ap) € L, falls ap die Lange 1 hat.
Die Situation sieht folgendermafien aus:

’ / ’ ’
/F' D'/ =

D' y/F—
e N W\ o

d
QxﬁDYZL —DI%D “NL

Wir fithren eine Fallunterscheidung durch und zeigen, dass in jedem Fall ein Wider-
spruch entsteht. Wenn wir dies gezeigt haben, ist unser Resultat bewiesen.

(Fall 1) Wir nehmen an, dass ap die Lidnge 1 hat. Insbesondere gibt es ein y €
L’ und einen Pfeil ¢ € @1 mit s(a) = d, t(a) = y. Sei u die Stelle, an
der d in DaplgarF in der Skizze vorkommt. Es ist x € L. Es ist T; =
M(DapligmapF) fir ein v € {1, -1}. Da P, € add(M) und

Hom (M, 7(T;)) = D Ext} (T}, M) = 0,

kann y nicht als Punkt auf einem zu 7(7;) gehérenden Faden vorkommen.
Dies kann nur passieren, wenn Daplg.)arf’ in einem Tal startet. Wir neh-
men also an, dass Dapl)arl in einem Tal startet und zwar so, dass bei
Bildung von (75) ... der Punkt y an der Stelle u+1 wegfillt. Dann fallt aber
auch der Punkt d an der Stelle v weg und es gilt (T;)recnts = M(D). Wiirde
nun bei Bildung von (7;)jnks der Punkt z an der Stelle u — 1 wegfallen, so
wére 7(7;) = 0 und damit 7; schon projektiv. Wir kénnen also annehmen,
dass x nicht wegfallt. In diesem Fall hat (7})yns die Form

(T} )tinks = M(DaDl(d,v)aFF)
fiir ein D € S. Wir betrachten die Auslander-Reiten Folge fiir T}:

—_—

S

d — d
_f)xﬁ DXZL D 233% DYZL

D T

x
Es gilt somit 7(T}) = M(D). Nach Proposition 20.8 gilt
dimg Hom (P, 7(T})) = dimg Ext!y (T}, P;) =1,

und somit liegt d an genau einer Stelle auf D. Wir betrachten nun

Ta = M(Dapl(dm)aF/F').
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Falls ap F' die Lénge 0 hat, so ist T, = M(Dapl,)). Da Daplg,) nicht
in einem Tal startet, liegt y aber auf den zu (7, )ecnts und 7(7,) gehérenden
Féden und es gilt

dimg Ext}y(T,, P,) = dimg Homa(P,, 7(T,)) # 0

im Widerspruch zu unseren Annahmen.
Wir nehmen also an, dass agF” Lange > 1 hat. Dann fallt aber d an der
Stelle u bei Bildung von (7} )ecnts nicht weg und es gilt

T(Ta) = M<DaDl(d,v)F)

fiir ein ' € S. Insbesondere liegt d an mindestens zwei verschiedenen Stellen
auf Daplg,)F' und es gilt

dimg BExt! (T}, Py) = dimg Homu (Py, 7(T,)) > 2

im Widerspruch zu Proposition 20.8.
(Fall 2) Wir nehmen an, dass ar die Liange 0 hat und dass es ein y € L' und ein
a € )1 gibt mit s(a) =d, t(a) =y. Es ist

T’i = M(Dapl(d’v)).

In diesem Fall startet jedoch Dapl(g,) nicht in einem Tal und y liegt auf
den zu (T})ecnts und 7(7;) gehorenden Féaden. Es gilt somit

dimg ExtY (T3, P,) = dimg Homs(P,, 7(T})) # 0

im Widerspruch zu unseren Annahmen.

(Fall 3) Wir nehmen an, dass ap die Linge 0 hat und dass es kein a € @1 gibt mit
s(a) = d, t(a) € L'. Es ist T; = M(Dapl.)). Unter unseren Vorausset-
zungen startet M(Dapl(a,) in einem Tal. Dann erhalten wir mit denselben
Argumenten wie in Fall 1 einen Widerspruch zu Proposition 20.8.

21. BEISPIELE
Beispiel 21.1. Sei Q) der Kdocher

] —>9—=3

b d

und sei I = {(ca,db). Sei A = KQ/I. Sei M = Py. Dann ist M ein treuer, projektiver
partieller Kippmodul. In diesem Fall sieht Ta(M) folgendermafen aus:

Beispiel 21.2. Sei ) der Kdcher

L.3-C54
und sei A = KQ. Sei M = Py. Dann ist M ein treuer, projektiver partieller Kipp-
modul. In diesem Fall sieht Ta(M) folgendermafSen aus:

1252
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Beispiel 21.3. Sei Q der Kdocher

1—s90<4 4

und sei I = (ea,bd,ac). Sei A = KQ/I. Set M = P,. Dann ist M ein treuer,
projektiver partieller Kippmodul. In diesem Fall sieht Ta(M) folgendermafien aus:

[ ] [ J [ ] [ ] [ J
} } VAR AN AN
[ ] [ J [ J [ ] [ ] [ J [ J [ ]
} } } boAN A }
.= 0 >0 >0 >0 [ ] [ ] [ J [ ] >0 >0 —=> 0 —>
) boONC N SN NAXAf }
[ ] [ ] [ J [ ] [ ] [ J [ J [ ] [ ]
! } } Y4
[} [ ] [ ] [ IR
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Teil 4. Kippmoduln iiber der duplizierten Algebra
22. DUPLIZIERTE ALGEBREN

Definition 22.1. Sei A eine endlich-dimensionale Algebra iiber K. Die duplizierte
Algebra A von A ist die Matrixalgebra

b1y 4)

Sei nun A = KQ/I gegeben durch einen Kocher mit Relationen, sei
QO = {1,,’”}

Sei Q der volle Unterkdcher von @ auf den Punkten in Qg x {0,1}. Sei I das Ideal,

welches von allen Relationen in / erzeugt wird, die schon in Q liegen. Dann gilt
folgendes

Lemma 22.2.
A=KQ/I.
Beweis. Siehe [47, Beweis zum Theorem in Abschnitt 3. O
Lemma 22.3. Seii € QQy. Dann gilt
Py = Lio,)-
Dies sind die einzigen projektiv-injektiven Objekte in mod(A).
Bewers. Folgt aus Lemma 13.5. U

Sei von nun an A = K@Q/I eine deriviert speziell biserielle Algebra.

Definition 22.4. Seien X,Y € mod(A). Dann setzen wir
J(X,Y) ={f € Hom;(X,Y)| f faktorisiert durch ein projektiv-injektives Objekt}.
Ferner setzen wir
Hom 4(X,Y) = Homz(X,Y)/J(X,Y).
Es gilt folgendes

Lemma 22.5. Sei M € mod(A) mit Ext;(M, M) = 0. Dann ist End (M) deriviert
speziell biseriell.
Beweis. Wir kénnen M als Modul iiber A auffassen. Es gilt, dass

Extz(]\_f, M) = Ext(M, M) = 0.
Des weiteren gilt

End (M) = End ;(M).

Der Rest folgt mit Satz 14.12. O

Beispiel 22.6. Sei @) der Kicher 1 ﬁ 2 wund I das Nullideal. Dann sieht Q
b

folgendermafen aus
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1—=2

b
qup
1/ ; 2/
b/
und I = (qa,d'q,pb,b'p,pa — qb,a'p — b'q).

Beispiel 22.7. Sei ) der Kocher 1 ﬁ 2 —>3 wund I das Ideal, das von ca
b

erzeugt wird. Dann sieht Q folgendermafen aus

’

Y4 /
1/ —=2——3

/
bpl/
a c

1—=2—3

b
und I = {(ca,cd’,apa’, pb', aq, bp, cbqc’, bgc't', pa’ — qc't/, b’ — ap).
Beispiel 22.8. Sei ) der Kdocher

und I das Nullideal. Dann sieht Q) folgendermafSen aus

3¢ 1=—3 < 7
p

Xja kta/

2 9!

und I = (qV', aq, cp, pc’, cqc’, bapb', apb'a’, qc — pb'd’, bap — cq).

Definition 22.9. Wir definieren eine Fadenalgebra At folgendermafien. Sei I°t
das Ideal in A, das von den Restklassen aller vollen Pfade erzeugt wird. Dann setzen
wir

Astr — A/[str.

Die Modulkategorien von A und A*" unterscheiden sich nur um die projektiv-
injektiven Objekte. Insbedondere sieht fiir fast alle unzerlegbaren Moduln X {iber
A die Auslander-Reiten Folge genauso aus wie iiber der Fadenalgebra A%*". Wir
erhalten folgende Lemmata:

Lemma 22.10. Es gibt ein N' € N, so dass folgendes gilt:
Fiir alle Fadenmoduln X tber A und alle i € Qg ist

dimy Homy (P, X) < dimg Hom 4(B;, 7(X)) + N,

Hierber nennen wir X einen Fadenmodul tiber A, falls wir X als Fadenmodul tber
A" auffassen kénnen.
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Beweis. Wir kénnen die endlich vielen Fille vernachléssigen, in denen die Auslander-
Reiten Folgen von X iiber A und A% sich unterscheiden. In den anderen Fillen wird
771(X) nach der Regel in Lemma 12.2 gebildet und es gilt

dimg Hom 4(P;, X) < dimy Hom 5(P;, 7(X)) + 4.
U

Korollar 22.11. Es gibt ein N € N, so dass folgendes gilt: Fir alle unzerlegebaren
X € mod(A) mit Ext5(X, X) =0 und pd4(X) < 1 und alle i € Q ist

dimg Hom 4(Z(g45, X) < N.

Bewers. Falls X nicht projektiv-injektiv ist, so muss X ein Fadenmodul sein. Dann
gilt aber

0 = dimg Ext’(Ip;, X)
=dimyg D Hom 4(1y;, 7(X))
Z dlmK HOII]A(IOJ‘, X) — N,.
Hierbei bezeichnet N’ die Konstante aus Lemma 22.10. O

23. FORMULIERUNG DES ERGEBNISSES

Sei A = KQ/I eine deriviert speziell biserielle Algebra, so dass Q) keine orientier-
ten Kreise enthélt. Sei A die duplizierte Algebra von A. Sei

I = @ I(O,i)-
i=1

Lemma 23.1. Sei T € Tz. Dann ist T € add(T).
Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Folge
0— 4A—=T° =T —0.

Da T projektiv ist, ist Z ein direkter Summand von 5A. Somit gibt es einen Mono-
morphismus

LT —TY.
Da 7 injektiv ist, spaltet ¢, und somit gilt
7 € add(T°) C add(T).

Korollar 23.2. T3 = Ti(Z).
Lemma 23.3. Sei M € mod(A) projektiv. Dann gilt
M ist treu < 7 € add(M).

Beweis. (=) DaZ € add(M) und Z treu ist, ist auch M treu.
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(<) Da M treu ist, gibt es einen Monomorphismus
Azzl — M?°.

Insbesondere gibt es auch einen Monomorphismus ¢ : Z < M?. Da Z injektiv
ist, muss ¢ spalten, und es gilt

7 € add(M?®) = add(M).

Wir werden folgenden Satz beweisen:

Satz 23.4. Sei M € mod(A) projektiv und treu. Dann ist T3 (M) zusammenhingend.

Insbesondere gilt
Korollar 23.5. T3 = TA(Z) ist zusammenhdingend.

Wir werden Satz 23.4 Uber Induktion nach [(M) = 2n — 6(M) beweisen. Fiir
I(M) = 0 besteht Tz(M) nur aus einem Punkt und die Behauptung ist trivial.
Fir (M) = 1 folgt die Behauptung aus Lemma 7.16. Wir nehmen also an, dass
[(M) > 2 und dass die Behauptung fiir alle M’ mit [(M') < (M) schon bewiesen
ist. Wir setzen L = {1,...1(M)} und L' = {{(M),...,n}. Ferner benennen wir die
Punkte aus @ so um, dass

Qo={1,...,2n}

und dass fir alle ¢ € {1,...,n} die Punkte (0,4) und ¢ sowie die Punkte (1,4) und
© + n sich entsprechen. Es gilt

n 2n
I:@Ii = EB P,
=1

i=n+1
Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass gilt
M=TaePP.
ieL!

Wir betrachten von nun an eine feste Zusammenhangskomponente C von Tz (M).
Wir werden zeigen, dass C = Tx(M).

24. ADDITIVE FUNKTIONEN AUF KIPPMODULN DER DUPLIZIERTEN ALGEBRA

Definition 24.1. Wir nennen eine Abbildung f : Exc(A) — Z fast additive Funk-
tion auf C, falls f die folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) f respektiert Isomorphismen, d.h. fiir alle X,Y € Exc(A) mit X &Y gilt
f(X) = f(Y).
(b) f respektiert direkte Summen, d.h. fiir alle X, Y € mod(A) gilt
fXaY)=f(X)+f(Y)
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(c) Fir jede Austauschfolge
n:0—=T,-T—=T =0
in C gilt, dass
F(T) + f(T)) = f(T).
Wir nennen eine fast additive Funktion f : Exc(A) — Z additive Funktion auf C,

falls f zusétzlich der folgenden Bedingung geniigt:
(d) Fiir jeden projektiv-injektiven Modul I € mod(A) gilt, dass

F(I) = 0.

Definition 24.2. Sei N ein partieller Kippmodul mit M € add(N), so dass es einen
Kippmodul T" € C gibt mit N € add(7"). Wir setzen wie in 17.5

C(N)=Tz(N)nC.
Definition 24.3. Sei N = N’ @ Z. Sei
n:0=T,—T—=T =0
eine Austauschfolge in C(NNV). Sei
T=IaoT

mit I € add(Z), so dass T keinen projektiv-injektiven, direkten Summanden enthiilt.
Dann nennen wir n N-reguldr, falls die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(A) o(T) = 2.
(B) add(7T) nadd(N’) = 0.
Wir nennen C N-reguldr, falls C(N) kein einpunktiger Kocher ist und falls es eine
Zusammenhangskomponente C’' von C(N) gibt, so dass jede Austauschfolge 7 in C’
N-regulér ist.

Lemma 24.4. Sei f : Exc(A) — Z additiv auf C. Sei
Tr=10Pno---oPhohe---0TeC.
Sei
max(T) = max{f(T}), .., (T} > max{f(Fis1), ... f(P)} = 0.
Sei
N=M®a® & T;.
{eL|f(Ty)F#max;(T)}
(a) Sein : T « T eine Austauschfolge in C(N), so dass T; € add(T) gegen
T! € add(T") ausgetauscht wird. Falls n N-reguldr ist, so ist f(1}) = f(T;)
und somit auch f(T") = f(T).
(b) Sein :T < T" eine Austauschfolge in C(N), so dass T; € add(T') gegen T} €
add(T") ausgetauscht wird. Falls n nicht N-requldr ist, so ist f(T!) < f(T;)
und somit auch f(T") < f(T).

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 17.8. O
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Lemma 24.5. Sei f : Exc(A) — Z additiv auf C. Sei
T=Mo@PT cC.
il
Seien

max;(T') = max{f(T1),..., f(T))} > max{f(P1),..., f(Fn)} =0,
N(T)=M & o) T;.
{FEL|f(Tj)#max,(T)}
Sei C nicht N(T)-requldr. Dann gibt es einen Kippmodul T' € C mit der folgenden

Eigenschaft: Entweder ist maxy(T") < maxy(T') oder es gilt max;(T") = max;(T)
und §(N(T")) > o(N(T)).

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 17.9. U

Proposition 24.6. Sei f : Exc(A) — Z additiv auf C. Fiir
T=MeT ecC
il

seien

max(T) = max{f(T1),..., f(T1)},
N(T)=M® & T;.
{eL|f(Ty)F#max;(T)}
Fiir alle T € C sei C nicht N(T')-reguldr.
(a) Sei C M -regulir. Insbesondere ist
N(T) 2 M
fiir alle T € C. Dann ist maxs(-) auf C nicht nach unten beschrdankt.
(b) Fiir alle j € L' sei
0 < F(F))-
Dann gibt es ein T € C mit
HlaXf(T) < maX{f(PlJrl)? ey f(Pn)} = 0.

Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 17.13. Il

Korollar 24.7. Sei f : Exc(A) — Z additiv auf C. Sei 0 < f(P;) < X fir alle

j € L'. Fiir alle partiellen Kippmoduln N mit M € add(N) und C(N) # 0 sei C

nicht N-reguldr. Dann gibt es ein T = M & @ T; € C mit f(T;) < X fir allei € L.
il

Beweis. Folgt sofort aus 24.6.(b). O

Wir mochten nun folgendes Lemma zeigen:

Lemma 24.8. Sei N € mod(A) ein partieller Kippmodul mit M € add(N) und
C(N) # 0. Dann ist C nicht N -regulir.
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Wir mochten Lemma 24.8 per Induktion nach I(N) beweisen. Fiir [(N) = 1 ist
die Aussage trivial. Sei also (V) > 1 und die Behauptung stimme fiir alle N mit

M € add(N) € add(N).

Sei C’ eine Zusammenhangskomponente von C(N). Wir zeigen, dass C' Austausch-
folgen enthalten muss, die nicht N-reguldr sind. Wir setzen L” = {1,...,I[(N)}.

Lemma 24.9. Fulls C' eine Quelle oder eine Senke besitzt, so enthdlt C' Austausch-
folgen, die nicht N-requldr sind.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass C’ eine Quelle besitzt. Der andere Fall lauft
analog. Wir nehmen an, dass alle Austauschfolgen in C" N-regular sind. Sei

T=Ne@PT ec

iGLN
eine Quelle. Sei 7; die Austauschfolge zu 7;. Dann hat 7; die Form
(I O%E%Ta(i)@Tb(i)@[—)T{%O.

Hierbei sind
a,b:{1,... I(N)} = {1,...,l(N)}

Funktionen ohne Fixpunkt und I € add(Z) (I kann auch 0 sein). Wir betrachten
nun die Algebra B = End 5(7). Nach Lemma 22.11 ist B deriviert speziell biseriell
und endlich-dimensional. Wir schreiben B = kQ'/I’ als Kocher mit Relationen. Sei

n—Il(N)
N=Io P N

i=1

fiir unzerlegbare N;. Dann schreiben wir @y = {21y, ...T1,y), TNys - - TN, _yx) }» SO
dass die Punkte in @) den direkten Summanden von N/Z entsprechen. Fiir einen
Punkt zy € @Qj entsprechen dann die Pfeile, die in xy enden, den nicht-projektiv-
injektiven direkten Summanden einer minimalen add(/N/Y")-Linksapproximation von
Y.

Dann wissen wir aber, dass in jeden Punkt der Form z7, genau zwei Pfeile hinein-
gehen, namlich

LTy )

N

X,

LTy
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Da B deriviert speziell biseriell ist, miissen dann aber auch aus jedem Punkt zg,
zwel Pfeile hinausgehen, so dass z7, lokal wie folgt aussieht:

N
RN

LTy LTy )

LT, Tor 3

Hierbei sind wiederum
a b1, JI(N)} = {1,...,I(N)}

Funktionen ohne Fixpunkt. Dann ist es aber nicht mehr moglich, ein zulédssiges
Ideal I’ C K@ zu wéhlen, so dass K@Q'/I' deriviert speziell biseriell und endlich-
dimensional ist. Widerspruch. [l

Korollar 24.10. Falls C' endlich ist, so enthdlt C' Austauschfolgen, die nicht N -
requldr sind.

Beweis. Da Tj keine orientierten Kreise besitzt, besitzt auch C’ keine orientierten
Kreise. Falls C’ nun endlich ist, so muss C’' eine Quelle und eine Senke besitzen. Der
Rest folgt mit Lemma 24.9. U

Definition 24.11. Sei nun i € {1,...,2n}. Fiir einen A-Modul X setzen wir
F;(X) = dimg Homa(P;, X).
F;(+) ist eine fast additive Funktion auf C. Sei
dim(X) = (Fi(X), ..., Fou(X)) € 2"
der Dimensionsvektor zu X . Des weiteren sei
dim®*™(X) = (Fppr(X), ..., Fon(X)) € Z"
der obere Dimensionsvektor zu X.

Definition 24.12. Sei C’' eine Zusammenhangskomponente von C(N). Wir sagen,
dass C’' die Bedingung (x) erfiillt, falls folgendes gilt:

(x) Sei T'=N® @ T; € C' und seien k, k' € L”. Dann ist
jeL”
dim(7%) = dim(Ty ).
Definition 24.13. Wir sagen, dass C’ die Bedingung (xx) erfiillt, falls folgendes gilt:
(xx) Sei T =N @ @ T; € C' und seien k, k' € L”. Dann ist
jeL”

di_mOben(Tk) — d_i_mOben(Tk/).
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Lemma 24.14. Sei M = P, ®---® P, ®T ein treuer, projektiver A-Modul. Sei N
ein partieller Kippmodul mit M € add(M) und C(N) # 0. Sei C' eine Zusammen-
hangskomponente von Tx(N). Wir nehmen an, dass alle Kippmoduln in C' denselben
Dimensionsvektor haben. Dann ist C' nicht N -reguldr.

Beweis. Nach [22, Kapitel 3] gibt es nur endlich viele Kippmoduln mit gleichem
Dimensionsvektor. Somit muss C’ endlich sein. Der Rest folgt mit 24.10. g

Lemma 24.15. Sei M = P, @ --- @ P, ® T ein treuer, projektiver A-Modul. Sei
N ein partieller Kippmodul mit M € add(N) und C(N) # (. Sei C' eine Zusam-
menhangskomponente von Tz (N).

(a) Wir nehmen an, dass C' die Bedingung (%) erfillt. Des weiteren nehmen wir
an, dass C N -requldr ist. Dann kann kein projektiv-injektiver Modul in einer
Austauschfolge in C' vorkommen.

(b) Wir nehmen an, dass C' die Bedingung (**) erfillt. Des weiteren nehmen
wir an, dass C N-reguldr ist. Dann kann kein projektiv-injektiver Modul in
einer Austauschfolge in C' vorkommen.

Beweis. (a) Sei p : T <> T eine Austauschfolge in C’. Diese entspricht einer
kurzen exakten Folge

n: 0T, —-T, T, &1 =T —0

mit 7,, Ty, ¢ add(N) und I € add(Z). Wir wollen zeigen, dass I = 0. Aus (%)
folgt, dass

dim(7;) = dim(7,) = dim(7;) = dim(77).
Wegen der Fastadditivitdt der F; folgt sofort, dass dim(/) = 0 und somit
= 0.

(b) Der Beweis lauft analog zu (a).
U

Korollar 24.16. (a) Unter den Annahmen von 24.15.(a) haben alle Kippmo-
duln in C' denselben Dimensionsvektor. Insbesondere ist C' endlich.
(b) Unter den Annahmen von 24.15.(b) haben alle Kippmoduln in C' denselben
oberen Dimensionsvektor.

Lemma 24.17. SeiC N-regulir. SeiC' eine Zusammenhangskomponente von C(N),
die (xx) erfillt. Sei
T=NoPT
jeL
ein beliebiger Kippmodul in C', fir den folgendes gilt:
Fir alle k, k' € L" ist
dim(7}) = dim(7y ).
Dann erfillt C' die Bedingung (x).

Beweis. Sei T" ein Nachbar von T in C'. Wir betrachten die zugehorige Austausch-
folge

n:0->T,—-T,T,—T — 0.
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Aus der Fastadditivitét der F; folgt, dass dim(77}) = dim(7;). Insbesondere erfiillt 7"
dieselbe Bedingung wie T'. Da C’ zusammenhéingend ist, erfiillen alle Kippmoduln
in C’ diese Bedingung. Somit erfiillt C" die Bedingung (*). O

Lemma 24.18. SeiC N-regulir. SeiC' eine Zusammenhangskomponente von C(N),
die (xx) erfullt. Seii € {1,...,n}. Sei

T=No P71
jeL”
ein beliebiger Kippmodul in C', fiir den folgendes gilt:
Es gibt k, k" € L" mit
Fy(Ty) # Fi(T).
Dann gilt Selbiges fiir alle T" € C'.

Beweis. Seil

N @
jeL”
ein Nachbar von T in C’. Wir nehmen an, dass 7" nicht obiger Bedingung geniigt.
Somit gilt fir alle k, k" € L”, dass

Fi(Ty) = F(Ty).
Wir betrachten die zugehorige Austauschfolge
n:0=T;,—-T,&T, = T; — 0.
Aus der Fastadditivitat der F; folgt, dass
Fi(Ty) = Fi(T5).
Dann erfiillt T" aber nicht obige Bedingung. Widerspruch.

Wir haben gezeigt, dass die Aussage fiir alle Nachbarn von T in C’ gilt. Da C’
zusammenhéngend ist, gilt die Aussage somit fiir alle 7" € C'. O

Wir formulieren nun die entsprechenden Versionen von Lemma 24.4, Lemma 24.5
und Proposition 24.6, die auf unsere Situation zugeschnitten sind:

Lemma 24.19. Sei f : Exc(A) — Z fast additiv auf C. Sei
T'=NeTi&---dTyn el
Wir nehmen an, dass C N -requldr ist. Seien
max;(T) = max{f(T1),..., f(Tyn))},
ming (7)) = min{ f(7T1), .. ., f(TZ(N))},

{FeL”|f(T})#max;(T)}
S=Na & T;.

{eL”|f(T;)#ming (T)}

(a) Sein: T <> T' eine Austauschfolge in C(R) (beziehungsweise in C(S)), so
dass T; € add(T) gegen T! € add(T") ausgetauscht wird. Wir nehmen an,
dass kein projektiv-injektiver Modul in n vorkommt. Falls n R-reguldr (bzw.
S-requldr) ist, so ist f(T1!) = f(T;) und somit auch f(1") = f(T).



90

(b) Sein:T <> T" eine Austauschfolge in C(R), so dass T; € add(T") gegen T} €
add(T") ausgetauscht wird. Wir nehmen an, dass kein projektiv-injektiver
Modul in n vorkommt. Falls n nicht R-requldr ist, so ist f(T]) < f(T;) und
somit auch f(T") < f(T).

(c) Sein:T < T in C(S) S-regulir, so dass T; € add(T") gegen T! € add(T1")
ausgetauscht wird. Wir nehmen an, dass n die Form

n: 0T, —-T, T, &1 =T —0

hat. Hierbei sei I € add(Z) mit f(I) >0 (bzw. f(I) =0). Dann ist f(T}) >
F(T) (b f(T!) = F(T)) und somit auch f(T) > f(T) (bw. f(T) =
7(T)).

(d) Sei fiir jeden projektiv-injektiven Modul f(I) > 0. Sein : T <« T’ eine
Austauschfolge in C(S), so dass T; € add(T') gegen T} € add(T") ausgetauscht
wird. Falls n nicht S-reguldr ist, so ist f(1}) > f(T;) und somit auch f(1") >

F(T).

Beweis. (a),(b) Analog zum Beweis von Lemma 17.8.
(c) Es gelten f(T,), f(Ty) = f(T;) sowie f(I) > 0 (bzw. f(I) = 0). Aus der
Fastadditivitdt von f folgt

(d) Die Austauschfolge 1 hat die Form
n: 0T, —-T, T, &1 =T —0
mit [ € add(Z). Aus der Fastadditivitéit von f folgt

H(T) = [(T) + f(Ty) + f(I) — f(T3)
> 2f(Ty) + f(I) = f(T7)
= f(T3) + f(I)
> [(T3).

Lemma 24.20. Sei f : Exc(A) — Z fast additiv auf C. Sei

T-NeT.ecC.

ieL”
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Seien

max;(T) = max{f(T1),..., f(Tyn))},
ming (7)) = min{ f(71), ..., f(Tiwv))},

{aeL”|f(T;)#maxy (T)}
S(T)=N & - T;.

{JeL”| f(T;)#ming (T)}
Sei C N -reguldr.

(a) SeiC nicht R(T')-reguldr. Wir nehmen an, dass kein projektiv-injektiver Mo-
dul in einer Austauschfolge in C' vorkommt. Dann gibt es einen Kippmodul
T" € C' mit der folgenden Eigenschaft: Entweder ist max;(T") < maxs(T)
oder es gilt max;(1T") = max;(T) und §(R(T")) > §(R(T)).

(b) Fiir jeden projektiv-injektiven Modul I sei f(I) > 0. Sei C nicht S(T')-reguldr.
Insbesondere ist S(T) 2 N. Dann gibt es einen Kippmodul T" € C' mit

der folgenden Eigenschaft: Entweder ist ming(T") > ming(T) oder es gilt
ming(7") = ming(7T") und §(S(1")) > §(S(T")). Des weiteren ist S(1") 2 N.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 17.9. Wir zeigen noch
einmal Aussage (b). Wir finden eine Folge von Kippmoduln 7= T° T, ... T® und
Austauschfolgen

s 12 73 MNs—1 _ .
T st 2y 2 Byl sl ey s

in C’, so dass 1y, ...,ns_1 S(T)-reguldr sind und dass fiir jedem projektiv-injektiver
Modul I, der in einem Mittelterm von ny,...,ns_; vorkommt, gilt, dass f(I) = 0.
Die Austauschfolge n, sei so gewéhlt, dass entweder ein projektiv-injektiver Modul
I im Mittelterm von 7, vorkommt mit f(I) > 0 oder dass 7, nicht S(T")-regulér ist.
Nach Lemma 24.19.(a) und 24.19.(c) gilt, dass

f(T) = f(TY) =--- = f(T*7),

N(T) 2 N(T") ... = N(T*™),
maxy(7T") = maxf(Tl) =...= maXf(T87l)7
S(N(T)) = 6(N(T")) =+ = §(N(T*™)).

Sei ohne Beschriinkung der Allgemeinheit 75~ — T in C’. Wir betrachten nun die
Austauschfolge

N0 =T =Tt e T el = TF — 0.

Nach Lemma 24.19.(c) (bzw. Lemma 24.19.(d)) folgt, dass f(T7) > f(T:™'). Wir
unterscheiden zwei Félle:

e Falls S(T57') = T 1/T5 ! (d.h., dass 77! der eindeutige unzerlegbare,
direkte Summand von T°~! ist, auf dem f einen minimalen Wert annimmt),
so gilt

min(7%) > ming(751) = miny (7).
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Wire nun S(7°) = N, so wire insbesondere
AT) = (157 = [(T)
und somit
AT > (177
= f(T57) + A7) + f(1) = f(T7)
= f{17) + f{1),

was absurd ist.
e Sonst gilt wegen f(TF) > f(T57'), dass

S(T%) = §(T* Y & T7.

~

1%

Insbesondere ist
3(S(T%)) > 8(S(T°71)) = 8(S(T)).
Auch in diesem Fall gilt offensichtlich, dass S(7°) 2 N.
Somit ist 7" unser gesuchtes T". U

Proposition 24.21. Sei f : Exc(A) — Z fast additiv auf C. Fir
T=Ne@PTec
iGL//
seien
max;(T) = max{f(T1),..., f(Tyn))},
ming (1) = min{ f(71), ..., f(Tiav))},

{FeL”|f(Tj)#max;(T)}
S(T)=N @ & T;.

{oeL”|f(T;)#ming (T)}

(a) FiralleT € C' seiC nicht R(T)-reguldr. Wir nehmen an, dass kein projektiv-
injektiver Modul in einer Austauschfolge in C' vorkommt. Des weiteren neh-
men wir an, dass C N-requldr ist. Dann ist maxs(-) auf C' nicht nach unten
beschrdnkt.

(b) Fir jeden projektiv-injektiven Modul I sei f(I) > 0. Es existiere ein T € C',
so dass C nicht S(T')-reguldr. Des weiteren nehmen wir an, dass C N -regulir
ist. Dann ist ming(-) auf C' nicht nach oben beschrankt.

Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 17.13. U
Proposition 24.22. Falls C' die Bedingung (xx) erfillt, so ist C' nicht N -reguldr.

Beweis. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, C' sei N-regulédr. Falls C' zusétzlich
die Bedingung (x) erfiillt, so ist C’ endlich und somit nach Korollar 24.10 nicht N-
regulér. Sei also (%) nicht erfiillt fir C'. Es gibt also ein 7 € {1,...,n} und einen
Kippmodul

T=Ne@Pnec,

keL"”
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sowie k, k' € L” mit
E(Tk) # Fi(Tw).

Nach Lemma 24.18 gibt es solche k, k' sogar fiir alle T € C'.

Insbesondere ist nach unserer Induktionsvoraussetzung C nicht R(7T')-regulér fiir al-
le T € C'. F; ist eine fast additive Funktion auf C. Nach Lemma 24.15 kommt
kein projektiv-injektiver Modul in einer Austauschfolge in C’ vor. Nach Proposi-
tion 24.21.(a) ist maxg (-) auf C’ nicht nach unten beschrénkt. Dies ergibt einen
Widerspruch, da der Wertebereich von F; nach unten beschréankt ist. Il

Somit bleibt noch folgende Proposition zu zeigen:

Proposition 24.23. Fualls C' die Bedingung (xx) nicht erfillt, so ist C' nicht N -
requldr.

Beweis. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, C wére N-regulidr. Da C’ die Bedin-
gung (**) nicht erfiillt, gibt es ein ¢ € {1,...,n} und ein T'= N & P T} sowie

keL"
k,k' € L" mit
Fy(Ty) # Fi(Tw ).
Insbesondere ist S(7') 2 N. Nach unserer Induktionsvoraussetzung ist C nicht S(7')-
regulér. Nach Proposition 24.21.(b) ist ming,(-) auf C' nicht nach oben beschréinkt.
Das liefert uns aber einen Widerspruch zu Lemma 22.11. O

Korollar 24.24. Sei N ein partieller Kippmodul mit M € add(N) und C(N) # 0.
Dann st C nicht N -reguldr.

Satz 24.25. Sei f : Exc(A) — Z additiv auf C. Sei 0 < f(P;) < X fir alle j € L.
Dann gibt es ein T =M & @ T; € C mit f(T;) < X fir allei € L.

ieL
Beweis. Folgt sofort aus Korollar 24.24 und Korollar 24.7. O

25. DER KOCHER DER KIPPMODULN UBER DER DUPLIZIERTEN ALGEBRA

Wir beweisen in diesem Abschnitt Satz 23.4. Dazu benutzen wir Satz 24.25.

Fiir einen Kocher Q = (Qo, @1, s,t) und eine Teilmenge M C Qg sei Q\M der
volle Unterkocher auf den Punkten in Qo\M. Sei nun A = K@Q/I deriviert speziell
biseriell, so dass () keine orientierten Kreise enthélt. Wir fixieren eine Ordnung =
auf Qp, so dass i; =iy = --- <4, und i; Senke in Q/{iy,...,4;_1} ist.

Lemma 25.1. Sei T' Kippmodul iber A. Falls S;,,...,S;, € T(T), so gilt
P, @ @ P, €add(T).

Beweis. Sei k € {1,...,j}. Da P, nur Kompositionsfaktoren S;,,...,S; _, hat und

T (T') abgeschlossen unter Erweiterungen ist, gilt "
P, € T(T) = Gen(T).
Sei nun
YT —
ein Epimorphismus. Da P;, projektiv ist, spaltet ¢ und es gilt somit P, € add(T’).
U

i
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Sei M 2 ;A ein treuer, projektiver partieller Kippmodul iiber A. Sei
i’ = min{j € {i1, ..., in}|P;; ¢ add(M)}.

Sei nun T € T3(M) beliebig. Sei C’ die Zusammenhangskomponente von 7z (M),
in der T liegt. Wir zeigen folgendes

Lemma 25.2. Es gibt einen Kippmodul T' € C' mit
Rl € add(T/)

Beweis. Falls es einen Kippmodul S € C’ gibt mit Hom4(S, Sy) # 0, so folgt S; €
T (S) und somit nach der obigen Vorbemerkung auch, dass P/ € add(S). In diesem
Fall wére S unser gesuchtes 7".

Wir nehmen also an, dass fiir alle S € C’ gilt, dass

HOIHA(S, Sz/) =0.

Wir betrachten nun die Funktion F': Exc(A) — Z, die gegeben ist durch
F(-) = dimg Ext(-, Sy).

Dann ist F' eine additive Funktion auf C’. Wir finden also nach Satz 24.25 ein S € C’
mit

EXt}a(S, Sz’) =0.
Somit ist Sy € T(S) = Gen(S). Insbesondere gilt, dass

HOHIA<S, Sl/) 7é 0,
was einen Widerspruch ergibt. O

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 23.4.

Beweis. Wir beweisen Satz 23.4 per Induktion tiber [(M) = 2n—4§(M). Fir [ € {0,1}
ist die Behauptung trivial bzw. folgt aus Lemma 7.16. Sei also die Behauptung fiir
alle M’ mit I[(M') < I(M) schon bewiesen.

Sei T € Tx(M) beliebig. Sei C die Zusammenhangskomponente von 73 (M), die
T enthélt. Wir zeigen, dass die reguldre Darstellung ;A € C.

Sei 7" wie oben definiert und sei M" = M & Py. Es gilt, dass [(M') < [(M). Nach
Lemma 25.2 gibt es ein 77 € C mit M’ € add(7”). Sei €’ die Zusammenhangskom-
ponente von T3z (M'), die T" enthélt. Es gilt, dass C' C C. Da Tz (M’) nach Induktion
zusammenhéingend ist, folgt, dass C' = Tz(M’). Insbesondere ist

1Aec cc.
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26. BEISPIELE

Beispiel 26.1. Sei Q der Kicher 1 ﬁQ und I das Nullideal. Dann sieht Q
b

folgendermafen aus

1—=2

ol

' —=2

b/

und I = (qa,a’q, pb,b'p, pa — qb,a'p — b'q).
Dann hat Ty die folgende Form:

Beispiel 26.2. Sei () der Kocher

1—/=2-°-3
b

und sei I das Ideal, welches von ca ereugt wird. Dann hat A = KQ/I die Form

a c
1—=2——3

p
1'_>—'> .

b/

und I = {ca,cd’,a'pa,pb,a'q,b'p, V' qc, pa — qcb, b'qc — a'p). In diesem Fall sieht T 3
folgendermafen aus:

A1
o STEINININ
0 O
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und I das Nullideal. Dann sieht Q) folgendermafSen aus

c q c
J~—-1=—3 <~—1
P
Xja kla,
2 2/

und I = {(qb', aq, cp, pc, cqc’, bapb', apb'a’, qc’ — pb'a’, bap — cq).
Dann hat T 4 die folgende Form:

..—>o—>I—>o—>I—>o—>I<—o<—I<—o—>E—>o—>E—>o—>...

MRS S T DY MY S

o — . ..
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Teil 5. Kippmoduln iiber Quasi-erblichen Algebren
27. DER i-SOCKEL EINES MODULS

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei Q' = (Qy, @}, s, t') ein endlicher
Kocher, sei I' C KQ' ein zuléssiges Ideal. Sei B = K(Q'/I’ eine endlich-dimensionale
K-Algebra. Sei @, = {1,...,n}. Fir einen B-Modul M sei soc(M) die Summe
aller einfachen Untermoduln von M. Wir nennen soc(M) den Sockel von M. Fir
einen B-Modul M und einen einfachen B-Modul S definieren wir socg(M) als die
Summe aller Untermoduln U von M mit U = S. Die Moduln soc(M), socg(M) sind
halbeinfache Untermoduln von M.

Lemma 27.1. Sei
i: (7:17“-72.7") S QE)T
Sei M € mod(B). Dann existiert eine eindeutige Kette
O=MyC M CM;C---CM,CM)

von Untermoduln My von M, so dass gilt

Mk:/Mk—l = SOCSik (M/Mk_l)
fir alle k € {1,...,r}.
Beweis. Siehe [17, Abschnitt 3.2]. O

Definition 27.2. Sei

i=(i1,...,1,) € Qp .
Sei M € mod(B). Wir definieren den i-Sockel soci(M) von M als
..... in(M) = M,.
Bemerkung 27.3. (a) Sei M € mod(B). Sei

i=(i1,...,1,) € Q.

soc;(M) = soc;,

Dann gilt
soci (M) = soc;(soci(M)).
(b) Sei M € mod(B). Sei
i=(i1,...,1,) € Q.
Sei U € mod(B) ein Untermodul von M mit soc;(M) C U. Dann ist
soc;(M) = soc;(U).
(c) Seien M € mod(B) und
i=(i1,...,i,) € Qp
so gewahlt, dass
soc;(M) = M.
Sei
0=MyC M, CM,C---CM,=M)
die zugehorige Kette von Untermoduln. Dann ist fiir k € {1,...,r — 1}
iy (M/My) = M /M.

SOC(ik+1 7777
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(d) Seil € Q. Seii= (i,...,i) € Qp . Sei
ky=min{j € {1,...,r} | i; =}
Dann ist

s0¢i (1) = S0C(i, iy, 1,0ir) (11)-

Definition 27.4. (a) Fiir i € Q sei e; der i zugeordnete Weg der Léange 0 in
KQ'. Sei J; das maximale Ideal in B, welches von allen Restklassen der Form

p=p+I1

aufgespannt wird, wobei p alle Wege in KQ' auler dem Weg e; durchlauft.
(b) Fiir k,s € {1,...r} setzen wir

{Jik T, falls k> s,
Jks ==
B sonst.

(c) Wir setzen By = B/ J, 1.

Sei D; die volle Unterkategorie von mod(B) aller Moduln M € mod(B) mit
soci(M) = M. Wir identifizieren die Kategorie mod(B;) mit der vollen Unterka-
tegorie von mod(B) aller M € mod(B) mit J, ;M = 0.

Unter dieser Identifikation erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 27.5. D; = mod(B;).
Beweis. Siehe [17, Lemma 3.6]. O
Korollar 27.6. Sei M € mod(B), seiie Q. Dann gilt

soci(M) =M < J.1M = 0.

Sei i = (i1,...,4,). Wir nehmen an, dass es fiir jedes j € @ ein k € {1,...,7}
gibt mit ¢, = j. Fir k € {1,...,r} und j € {1,...,n} setzen wir
kT =min{l >k | i =i} U{r+1},
k= =max{l <k |i =i} U{0},
Emin = min{l <1 <7 |i =i},
Emex =max{l <[ <r|i =i},
ki =min{l <I<r|i=j}

Des weiteren setzen wir

und
Vi=Vie--- V.

Wir erhalten folgende Lemmata:



99

Lemma 27.7. Sei M € mod(B). Seien

i=(i1,...,i) € Qq,
= (i,...,i)
= (i1 sy 1y 0y ey in) € Q)T
(a) Es gilt socy (M) C soc;(M).

(b) Es gilt
socy (M) = soc;(M) < socy (soci(M)) = soc;(M)
& J)_y s0c(M) = 0.

Hierbei sei J) = Ji, ... Jij i iy

jH1di—1

Beweis. Offensichtlich folgt (a) sofort aus der Definition des i-Sockels. Wir zeigen
(b). Wegen (a) und Bemerkung 27.3.(b) gilt

socy (M) = socy (soc;(M))
und die erste Aquivalenz folgt. Die zweite Aquivalenz ist nun Korollar 27.6. U

Lemma 27.8. Seien X, Y € mod(B), sei f: X =Y. Seiie Q.
(a) Es gilt f(soci(X)) C soc;(Y).
(b) Falls f ein Monomorphismus (beziehungsweise ein Epimorphismus) ist, so
1st der induzierte Morphismus

X/ soci(X) — Y/soci(Y)
ebenfalls ein Monomorphismus (beziehungsweise ein Epimorphismus).
Beweis. Siehe [17, Lemma 3.2]. O
Lemma 27.9. Sei M € mod(B), seii= (i1,...,i,) € Q. Es gelte soc(M) = S;,.
Sei X = soc;(M). Sei
soc(X/soc(X)) = @ Sy
j=1

Wir setzen fir j € {1,...,r}
Ky =min{2 <1 <r|i=j}

Dann gibt es einen Monomorphismus

X/soc(X) = PV
j=1

Beweis. Es gilt soc(X) = S;,. Nach 27.3.(a) ist
soci(X) = X.
Wir betrachten die zugehorige Kette
0=XCX;=5,CX,C--CX,=XCM
von Untermoduln von X. Dies induziert eine Kette
0=X1/X;1 CXy/X;C---CX,/Xy = X/X, = X/soc(X) C M/soc(M)
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von Untermoduln von X/soc(X) mit

(Xe/X),

(X1 /X)) = Xe/ Xi1 = socs, (X)X, ) = socs,, (X/X1)

7(X, /Xl))

k—1

fir k € {2,...,r}. Insbesondere ist

,,,,, i) (X/ soc(X))
& 80C(iy, i) (M / s0¢(X)).

Wir betrachten nun die injektive Hiille ¢ von X/soc(X). Nach unseren Vorausset-
zungen ist

t: X/soc(X) — EB]?.
i=1
Nach Lemma 27.8.(a) und Bemerkung 27.3.(d) erhalten wir

-----

Lemma 27.10. Seii= (iy,...,i,) € Q. Sei V; nicht basisch. Seien

j=max{l,...,r | I <j:V; =V},
Ji=min{l,...,;—1|V; 2 Vy}.

Sei
o ./ N o . . R . . r—1
1 = (Zl, - 727“—1) = (21, N A PN Y 1A% TN ,’Lr) € QO .
Seien
/I
Vi = soc i) (1y,),
r—1
!
V- D
k=1
Dann st

v Vi, falls k < 7'
YT Visr,  falls k> 5.

Insbesondere gelten

‘/i’ = ‘/i/v}’a
bas(Vi) = bas(Vj).
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Beweis. Fiir k > j' gilt

Sei k < j', so dass die Behauptung schon fiir alle [ > k gezeigt wurde. Nach Lemma
27.7.(a) gilt V! C Vi. Nach Lemma 27.8.(b) erhalten wir V//soc(V}) C Vi /soc(V4).
Wegen soc(V}) = soc(V}) reicht es nun,

Vi /soc(V}) =2 V. / soc(Vi)

zu zeigen. Wie im Beweis von Lemma 27.9 gilt aber

Vi/ soc(Vi,) = soc, ...y (Vi/ s0c(Vi)),

Vi /soc(V}) = SOC( ., i;_l)(Vk’/ soc(V}))
iy (Vi/soc(Vy)).
Nach Lemma 27.7.(b) reicht es nun zu zeigen, dass

Jip oo iy, i i, (Vi/soc(Vy)) = 0.
Nach Lemma 27.9 gibt es aber einen Monomorphismus

Vi) soc(Vy) = V
mit V € add(Viy1 @& --- @ V,) und es gilt
i Ji, i Ji, Vi=0

fiir [ > k, da die Behauptung fiir alle [ > k schon bewiesen war. O

= SOC(Z‘;c+1 .....

o T

3417 -1 K'+1

Nach Lemma 27.10 kénnen wir ab jetzt ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dass V; basisch ist (andernfalls konnen wir zu einer kiirzeren Folge i’
iibergehen). Sei A = A; = Endp(V;)°. Fiir j € Qf sei I;; = Vi,. Wir setzen

Ii - é [i,j'
j=1

Sei F': mod(B) — mod(A) der Funktor Homp(V;, -). F induziert eine Aquivalenz
von Kategorien

add(V;) R proj(A).
Hierbei ist proj(A) die volle Unterkategorie von mod(A) aller projektiven Moduln.

Wir schreiben A = KQ/I als Wegealgebra modulo einem zuléssigen Ideal. Hierbei
sei

Qoz{l,...,r}
so gewéhlt, dass fir k € {1,...,r} gilt, dass
F(V;) = P,.
Lemma 27.11. I; ist injektiv in mod(B;).
Beweis. Siehe [17, Lemma 3.13]. O
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Bemerkung 27.12. Der Fall, in dem B die (nicht notwendigerweise endlich-dimen-
sionale) préaprojektive Algebra eines Kochers () ohne orientierte Kreise ist und i ein

reduzierter Ausdruck eines Elementes aus der Weylgruppe von Q, wurde in [18]
betrachtet.

Beispiel 27.13. Sei ' der folgende Kocher:

a

G

und I’ das Ideal, welches von allen Wegen der Lange 3 erzeugt wird. Seii = (1,1, 1).
Wir erhalten A; = K@Q/I mit folgendem Kécher @Q:

1 —=2—=3
b d

In diesem Fall ist I = (ab — dc, cd).
Beispiel 27.14. Sei ' der folgende Kocher:

Qs

und I' = (a®—cb,ac). Seii= (1,1,1,2,1). Wir erhalten A; = KQ/I mit folgendem

Kocher Q:
l—=2—>3—>5
b d f
)k %
4
In diesem Fall ist I = (hg — bdf,ef, fe — cd,ab — dc, ecah).
Beispiel 27.15. Sei ' der folgende Kocher:

1—2-92=—3

und I’ = (ba,cb). Sei i = (2,3,1,2,3). Wir erhalten 4; = K@Q/I mit folgendem
Kocher Q:

In diesem Fall ist I = (be, ad).

Wir benétigen folgende Lemmata:
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Lemma 27.16. Sei k € {1,...,r}. Dann gibt es einen kanonischen Monomorphis-
mus

tg : Vir — Vi
Beweis. Vi+,Vj sind beides Untermoduln von I;,, die ineinander enthalten sind. [J

Lemma 27.17. Sei f : Vi, — Vi ein Morphismus, der kein Isomorphismus ist. Dann
gibt esein g: Vi — Vir mit f =1,0g.

Beweis. Wir betrachten die Konstruktion von Vj. Sei M = I;,. Dann ist V}, =
;) (M ). Wir erhalten eine Kette von Untermoduln

(OCSik:ng---ng+g---ngzvch)

mit socg, (M;/M;_1) = socSij(M/Mj_l). Genauso ist Viy+ = soc(;
M = I; . =M. Wir erhalten eine Kette von Untermoduln

(OCSik+: ];+QQM7I,:Vk+CM/)

mit socs, (M;/M; ) = socsij(]\/[’/M]’-fl). Sei nun f € Endg(V}) kein Isomorphis-
mus. Das ist genau dann der Fall, wenn f|y, = 0. Da soc(Vj) = S;, und da S;, nicht
als Kompositionsfaktor von M+ 1 /My vorkommt, gilt

flar, , =0,
und somit kénnen wir f als Morphismus
FiVi/Myr 1 — Vi
auffassen. Sei nun i’ = (igx+,...,%.). Nach Bemerkung 27.3.(c) gilt, dass
socy (Vi /My+_1) = Vi /My+_4
und nach Bemerkung 27.3.(b) gilt, dass
socy (Vi) = Vi+.
Somit folgt nach 27.8.(a), dass f(Vi) C V. O

Lemma 27.18. Sei j > k und sei f : V; = Vi ein Morphismus. Dann gibt es ein
g:V; = Vir mit f=1,0g.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 27.17 betrachten wir die Kontruktion von Vj.
Sei k' = min{l € Qo | [ > 7,4, = ix}. Wir haben

Sei M = I;;. Dann gibt es eine Kette von Untermoduln von M
0CS, =My C---CMpyC---CM=V;CM).
Sei f:V; =V}, ein Morphismus. Offensichtlich gilt, dass
flm,_, =0,

wir konnen also f als Morphismus

f : V}'/Mkl_l — Vk
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auffassen. Sei i’ = (ig ...4,). Dann ist
socy (Vi /My—1) = Vj /My _1,
socy (Vi) = Vi
Mit Lemma 27.8.(a) folgt, dass Im(f) C Vjy C Vi+. O

28. STARK QUASI-ERBLICHE ALGEBREN

Definition 28.1. Sei Q = (Qo, @1, s,t) ein endlicher Kocher. Sei Qg = {1,...,r}.
Sei I C K@ ein zuléssiges Ideal. Sei A = K@/ eine basische endlich-dimensionale
K-Algebra. Wir definieren fiir i € )y den i-ten Standardmodul A; als den gréfiten
Faktormodul von P;, der keine Kompositionsfaktoren S; fiir j > 7 enthélt. Analog
dazu definieren wir den i-ten Kostandardmodul V; als den gréfiten Untermodul von
I;, der keine Kompositionsfaktoren S; fiir j > 4 enthélt. Sei A = A; @ --- B A,,, sei
V=V & ---dV,.

Definition 28.2. Sei U eine volle Unterkategorie von mod(A). Sei F(U) die volle
Unterkategorie von mod(A) aller Objekte X, so dass X eine Filtration mit Kompo-
sitionsfaktoren in U hat. Fiir einen A-Modul M sei F(M) = F(add(M)).

Definition 28.3. A heifit quasi-erblich, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(i) Fir alle i € {1,...,r} ist Enda(A;) = K.
(i) 4A € F(A).
Der Begriff quasi-erblich hangt von der Wahl einer Ordnung der einfachen Moduln
ab.

Definition 28.4. A heifit stark quasi-erblich, falls es fiir alle k € {1,...,r} eine
kurze exakte Folge

0—= Ry — P, — D, —0
gibt mit R, € add(Pys1 & --- & P,) und dimg Homyu(P;, D) = 0 fiir j > k,
dimg Homa( Py, Di) = 1. Wir nennen diese Folge die kanonische Folge fiir Dj,.

Quasi-erbliche Algebren wurden erstmals in [13] betrachtet. Stark quasi-erbliche
Algebren wurden in [40] eingefiihrt.

Lemma 28.5. Sei A stark quasi-erblich. Dann ist Dy, = Ay und A ist quasi-erblich.
Beweis. Siehe [40, Proposition in Abschnitt 4]. O
Lemma 28.6. Sei A stark quasi-erblich. Sei X € F(A). Dann ist pd,(X) < 1.

Beweis. Falls X = Ay fiir ein k, so folgt pd,(X) < 1 sofort aus der Definition
von stark quasi-erblich. Die Behauptung fiir allgemeines X € F(A) folgt aus der
Tatsache, dass die volle Unterkategorie von mod(A) aller Moduln der projektiven
Dimension < 1 abgeschlossen unter Erweiterungen ist. U

Lemma 28.7. Sei A quasi-erblich.

(i) Es existiert ein bis auf Isomorphie eindeutiger basischer Kippmodul Ty, €
mod(A) mit add(Tim) = F(A) N F(V). Wir nennen Ty, den kanonischen
Kippmodul.

(ll) HOmA(AZ'7Aj) = O, f(ZUS 1> ]
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(iil) Extl(A;,A;) =0, fallsi > j.
(iv) Die projektiven Moduln in F(A) sind genau die projektiven A-Moduln. Die
injektiven Moduln in F (V) sind genau die injektiven A-Moduln.
(v) Die injektiven Moduln in F(A) sind genau die Moduln in add(T). Die pro-
jektiven Moduln in F(V) sind genau die Moduln in add(T).
(vi) Falls fiir allei € {1,...,7} gilt Ext}(X,V;) =0, so gilt X € F(A).
(vii) Falls fiir allei € {1,...,r} gilt Exth(A;,Y) =0, so gilt Y € F(V).

Beweis. Siehe [18, 11.1], auch [43, Theorem 5|, [42], [16, Lemma A.1.3, Theorem
A.2.6, Theorem A.2.8]. O

Im Zusammenhang mit quasi-erbliche Algebren ist folgender interessanter Satz zu
erwahnen:

Satz 28.8. Sei B eine endlich-dimensionale K-Algebra, sei M € mod(B). Dann
gibt es ein N € mod(B), so dass

Endg(M & N)
quasi-erblich ist.
Beweis. Siche [33, 1.1]. O
Das folgende Lemma wurde schon in [45] bewiesen.

Lemma 28.9. Sei A = A; = KQ/I. Setze Py = P,y = 0. Dann ist A stark quasi-
erblich und Ry = Py+. Mit anderen Worten gibt es fiir k € Qqy eine kurze exakte
Folge

0— P+ — P, —D,—0.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung ¢ : Vi+ — Vi. Anwenden von F' liefert uns
eine kurze exakte Folge

0— P 2 po ™ D, -5 0.

Hierbei sei Dy, = Coker(F(¢1)). Wir zeigen, dass Dy, die Bedingungen fiir stark quasi-
erblich erfiillt. Sei also & > k und sei 0 : P,y — Dy. Da Py projektiv ist, gibt es ein
¢2Pk/—>PkH1it

To¢p=2~0.
Die Situation sieht folgendermaflen aus:
Pk/
e
0
0— P 2 p "D, ——0

Sei nun ¢ : Viy — Vi mit F(¢) = ¢. Nach Lemma 27.17 und Lemma 27.18
faktorisiert ¢ iiber ¢, falls ¢ kein Isomorphismus ist. Dann faktorisiert aber auch ¢
iiber F'(1) und somit wére 6 = 0.

Vi Py
# A
Vir — Vi P+ m P,
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Sei im folgenden immer A = A; = KQ/I.

Beispiel 28.10. Sei A wie in Beispiel 1.1. Die unzerlegbar-projektiven Moduln
haben folgende Form.

P P, Py
1 2 3
2 1 3 2
1 3 2 1
2 1
1

Die kurzen exakten Folgen sehen wie folgt aus.

O—>P2—>P1—>A1’£51—>O,
0Py —P— A= 2 0,
0=20—=PFP—A;3=P;—0.

Beispiel 28.11. Sei A wie in Beispiel 1.2. Die unzerlegbar-projektiven Moduln
haben folgende Form.

P Py Ps Py P

1 2 3 4 )

2 1 3 2 5 1 3 4

1 3 2 5 3 4 2 2

2 5 3 4 2 3 1
3 4 2 1
2 1

1

Die kurzen exakten Folgen sehen wie folgt aus.

0P —>P —A1 =5 —0,
0= Ps— Pp— Ay =2 =0,
0— P — Py — A3 =3 =0,
0—-0—P, — A, =P, —0,
0=20—=PFP —A;=F; —0.

Beispiel 28.12. Sei A wie in Beispiel 1.3. Die unzerleghar-projektiven Moduln
haben folgende Form.

(NI ] )
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Die kurzen exakten Folgen sehen wie folgt aus.

0P —>P —-A1 =5 —0,
0= P> P,— Ay =5y =0,
0=>0—>P— A3=P;—0,
0=>0—>P —A,=2P,—0,

0=>0—> P — As =P — 0.

29. DER KANONISCHE KIPPMODUL

Sei k € QQg. Durch die kanonische Folge fiir A, bekommen wir eine kanonische
Injektion

ngZPk+"—>Pk.

Insbesondere bekommen wir durch sukzessives Anwenden dieser Injektionen eine
Injektion

P+ = Ppmin.
Wir setzen fiir k € Qq
Ty = Ppwin / P+
Wir erhalten kanonische Surjektionen
Ty — T

ES gl].t Tkmax — Pkmin.
Wir bendtigen folgendes Lemma aus [17]:

Lemma 29.1. Se: X € D;. Dann ist
Homp (X, V;) = Hompg, (X, V}).
Beweis. Siehe [17, Lemma 3.3, Lemma 3.5, Lemma 3.16]. O
Korollar 29.2. Fir k, k' € {1,...,r} gilt
Homp(Vi, Vi) = Homp, (Vi, Vi ).

Proposition 29.3. Sei X € F(A). Sei k € QQy. Dann ist
Ext! (X, Tymax) = 0.
Beweis. Sei i € {1,...,r}. Wir betrachten die kurze exakte Folge
n:0— Pt 25 P, — A; — 0.

Sei f': P; = Tgmax ein Morphismus von A-Moduln. Es gelten
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P+ = Homp(V;, Vi+),
P, = Homp(V;, V),
Tkmax = HomB(Vi, Vkmin).
Die Abbildung ¢; : P+ — P; entspricht mittels F' einer Abbildung
L : V;+ — V;,
es gilt also ¢; = Hompg(V;, ¢;). Sei
f : V;+ — [iyk = ‘/;gmin

der Morphismus von B-Moduln mit f* = Hompg(V;, f). Wir kénnen ¢;, f nach Ko-
rollar 29.2 als Morphismen von B;-Moduln betrachten. Da I, nach Lemma 27.11
injektiv in B; ist, gibt es ein g : V; — I, mit f = g o ;. Wieder nach Korollar
29.2 koénnen wir g als Morphismus von B-Moduln auffassen. Wir haben folgende
Situation:

Vit ——=V;
g
|
Lk
Durch Anwenden des Funktors F' erhalten wir das kommutative Diagramm

.
Py 2o p,

F
(g)j /

Tkmax

Insbesondere ist Hom 4 (@;, Tgmax) : Homy (P, Tmax) — Hom( P+, Tymax) surjektiv.
Anwenden von Hom (-, Tgmax) auf n liefert die exakte Folge

HOII’IA (g&i,Tkmax)

0 — Homy (A, Tgmax)  — Homg (P, Tjmax) — Hom ( P+, Tymax)
— Ext! (A, Tmax) — Ext! (P, Timax) 0,
aus welcher die Behauptung folgt. O
Korollar 29.4. Sei X € F(A). Sei k € Qo. Dann ist
Ext (X, T}) = 0.

Beweis. Wir betrachten die kanonische Surjektion Tpmax — Tj und die zugehorige
kurze exakte Folge

O_>Pk+ —>Tkmax—>Tk—>0.
Da X € F(A), gilt pd4(X) <1 und somit

O - Eth(X7 Tkmax) - EXt}4<X7 Tk)
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Korollar 29.5. Der kanonische Kippmodul T, hat eine direkte Summenzerlequng

Tmin == @ Tk
k=1
Beweis. Wir betrachten

T = éTk.
k=1

Zunichst zeigen wir, dass T" ein Kippmodul ist. Wegen T; € F(A) gilt pd4(7;) < 1
fiir alle i € @y und somit auch pd 4(7) < 1. Aus Korollar 29.4 folgt, dass fiir 7, j € Qo
gilt, dass

Ext}(T,. T;) = 0;
somit gilt auch

Ext’ (T, T) = 0.
Schliellich gilt offenbar, dass

oT) =r.
Somit ist 7' ein Kippmodul. Sei nun X ein unzerlegbarer, direkter Summand von
Tin mit
X ¢ add(T).
Wegen X € F(V) N F(A) gilt nach Korollar 29.4 und Lemma 28.7.(v), dass
Exty (T, X) = Exty(X,T) = 0.
Da T aber schon ein Kippmodul ist, muss nach Lemma 7.5 gelten, dass X € add(T).
O

Korollar 29.6. Sei i € (Qy. Dann existiert fiir jede kurze exakte Folge

0-X3Y—=>2Z2-0
in F(A) und jeden Morphismus f : X — T; ein Morphismus g : Y — T; mit
f=go¢.

30. DAs ERGEBNIS

Wir mochten folgenden Satz beweisen:

Satz 30.1. Sei A= A; = KQ/I. Dann gibt es einen gerichteten Weg von 4 A nach
Tnin @0 Ta. Alle Punkte auf diesem Weg liegen in F(A).

Zunéachst benotigen wir noch etwas Notation. Sei
p:Qo— Qg

die Abbildung mit p(j) = ¢;. Seien nun k, k" € Qo mit p(k) = p(k') und &' > k. Wir
definieren den Modul My, € F(A) als

Mk,k’ = Pk/Pk/+.
Sei fir 1 € Q)
u(l) = #{k € Qo | p(k) = 1}.
Ferner sei fiir [ € Q) und 7 € Qg
ul) = #:0k € Qo | b < iy plk) = 1},



110

Sei auflerdem
{ke€Qolplk)=1}={[1] <i2] <--- <I[u)]}
Mit dieser Notation ist
Py = My gmax = My pju(x))
Tk — Mkmin7k — Mk[l],ka
Ak = Mka.
Wir benétigen folgende Lemmata:

Lemma 30.2. Seien k' < k < m mit p(k) = p(k') = p(m). Sei ¢ : My, = My,
ein Morphismus. Falls o|a,, # 0, so ist ¢ injektiv.

Beweis. Wir betrachten folgendes kommutatives Diagramm:
0 Am - Mk,m — Mk’,m— —0

FF LT

0 Am - Mk’,m — Mk’,m* —0

Die Abbildungen 7, 7', ¢, ¢/ sind jeweils die kanonische Injektionen bzw. Surjektionen.
Nach Lemma 28.7.(ii) ist

Homa (A, Mk’,m/Am) = 0.
Insbesondere existiert der linke vertikale Morphismus. Wegen ¢|a,, # 0 und
Ends(A,) =2 K

kénnen wir nach Skalieren mit einem geeigneten Vielfachen annehmen, dass dieser
Morphismus der Identitét

id: A, — Ay
entspricht. Die Existenz von ¢’ folgt aus 7’ o ¢|a,, = 0.
Aus ¢la,, # 0 folgt, dass p|a _ # 0, da A,,- iiber A, in der A-Filtration von My, ,
liegt. Somit folgt per Induktion, dass ¢’ injektiv ist und damit auch (z.B. nach dem
Schlangenlemma) die Injektivitét von ¢. O

Lemma 30.3. Seien k' < k < m mit p(k) = p(k') = p(m). Sei ¢ : My, = My,
ein injektiver Morphismus. Dann ist ¢ = p1 + s, so dass folgendes gilt:

1 801 A"L = 07
o 9 st ein skalares Vielfaches der kanonischen Injektion.

Beweis. Wir betrachten folgendes kommutatives Diagramm:
A, —= My
Lid Lso
A —5 My,

Wie in Lemma 30.2 konnen wir nach Skalierung annehmen, dass links im Diagramm
die Identitét steht. Sei ¢o : My, — My ., die kanonische Injektion. Dann ist ¢ —

QDQ‘AM =0. O
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Unser Weg von 4A nach T),;, wird ausschlieBlich aus Kippmoduln bestehen, die
nur direkte Summanden der Form My fiir geeignete & < k' € @Qp mit p(k) =
p(k') haben. Wir starten im Punkt 4A. Wir gehen in r Schrittfolgen vor. Die i-te
Schrittfolge wird aus

(ttrr1—i(p(r +1—1)) — 1) Mutationen

bestehen. Sei R? derjenige Kippmodul, der am Anfang der i-ten Schrittfolge ist. Sei
St derjenige Kippmodul am Ende der i-ten Schrittfolge. Es ist R = 4A. Sei nun ¢
fest. Seien

L= p(r+1-1i) € Q).
T = flrg1-i(1).
Mit dieser Notation ist
lz]=r+1—1i€ Q.
Wir betrachten R’ und S*. Es gilt
R' = R} & RY,
St =S @Sy
Hierbei ist R} (bzw. S}) die direkte Summen aller direkten Summanden von R’ (bzw.

S%), welche eine A-Filtration besitzen, in der ein Filtrationsfaktor A, vorkommt mit
p(u) =1+ 1 —i. Des weiteren seien

#1 = RZ/R;a
Sy, =58
(A;) Am Anfang der i-ten Schrittfolge werden wir folgende Situation haben: Es
gilt
[z] Ul
@ My 1 © @ My k-
k=1[1] k=l[z+1]
p(k)=l p(k)=l

Falls r +1 — ¢ = [1], so ist z = 1, und es ist schon

Uu() Upu()

69 Ti = GB Mipy = B,
k=I[1] k=I[1]

p(k)=l p(k)=l

In diesem Fall gehen wir zur néchsten Schrittfolge iiber. Falls r + 1 — ¢ # I[1], so
benotigen wir  — 1 Mutationen, um von R’ nach S* zu gelangen. Wir mutieren dazu
nacheinander an den Stellen

Mr+1—i,r+1—i> Ml[:pfl},vdrlf'h s 7Ml[2},7"+17i-

(B;) Diese Mutationen liefern uns einen Weg von R’ nach S* in To. Wir erhalten
als neue direkte Summanden von S nacheinander

My 1101017 Mijp—2)4fa—11, - - - » Miji)iz—11-
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(C;) Am Ende der i-ten Schrittfolge haben wir folgende Situation: Es gilt

l[xz—1] Up(l)

@ My tje—1) ® @ My, = S].
k=I[1] ke=1[x]

p(k)=l p(k)=l

Des weiteren ist
S'=S@ S# St @ R
Auflerdem gilt wihrend der i-ten Schrittfolge folgendes.
(D;) SeiY ein unzerlegbarer direkter Summand von R;l. Sei h > r+1—i. Falls Ay,

in der A-Filtration von Y vorkommt, so ist Y bereits ein direkter Summand
des kanonischen Kippmoduls.

Wenn wir die Behauptungen (A;, B;, C;, D;) bewiesen haben, so haben wir einen
Weg von 4A nach T, erhalten. Satz 30.1 ist dann bewiesen.

Beweis. Wir beweisen die obigen Behauptungen per Induktion nach ¢. Offenbar folgt
(Cy) aus (4;) und (B;).

Schrittfolge 1: Es sind

L= p(r),
x = u(l).

Wir haben
Uu(D)]

Uu(®)]
D Mi.= P b=

k=I[1] k=I[1]
plk)=1 p(k)=1

Insbesondere gilt (A;). Falls Y = P, mit p(k) # p(r), so taucht A, nicht
in der A-Filtration von Py auf. Somit gilt auch (D;). Wir zeigen (Bj) per
Induktion nach der Anzahl der schon in dieser Schrittfolge getéitigten Muta-
tionen.

Erste Mutation: Wir mutieren an der Stelle

M,, = P. = A,.

Wir konstruieren eine minimale add(R'/A,)-Linksapproximation von
A,. Wegen Lemma 28.7.(ii) und Ends(A,) = K folgt, dass

~fo,  falls p(k) # p(r),
Homy (A, Pi) = {K falls p(k) = p(r).

Auflerdem ist fiir beliebiges k € Qp mit k # r und p(k) = p(r) folgen-
des Diagramm kommutativ (die Pfeile entsprechen hier den kanonischen
Abbildungen):

o R—

e

Py,
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Somit haben wir eine minimale add(R'/A,)-Linksapproximation von
A, gefunden, namlich

0—=>A, =>P-—>A-—0.
Wegen r~ = l[x — 1] ist
A, = Mijz_1)1jz—1)

und es folgt das Gewiinschte.

Wir mutieren an der Stelle

Miz—j11r = Pla—j+1-

Der Kippmodul U, von dem aus wir mutieren, hat mittlerweile folgende
Form:

lx—1]
1
U:R/ {[z] ® @ M -1
@ My p(k)=
p(k)=l k=l[z— ]+1}
k=l[z—j+2]
l[x—j+1]
—R#@ @ My, @ @ Mz
p(k)=
1[1] k=l[z— ]+1}

Wir zeigen, dass folgende kurze exakte Folge eine Austauschfolge fiir
Mijz—j41),» ist (die Abbildungen sind hierbei die kanonischen Abbildun-
gen):

0 = Mijg—ji)r — Mip—j)r ® Mig—ji1)0- — Mijp—ji1- — 0.

Sei ndmlich X € add(U/M;jz—;41),,) unzerlegbar und ¢ : M1y, —
X ein Morphismus. Wir zeigen, dass ¢ iiber ¢ faktorisiert. Dazu unter-
scheiden wir zwei Félle fiir X:

Sei A, kein Filtrationsfaktor von X in der A-Filtration von X. Da X
nur aus Filtrationsfaktoren A, mit & < r besteht, folgt nach Lemma
28.7.(ii), dass

Homy(A,, X) = 0.
Somit wird der Untermodul A, C M;j_;1), unter ¢ auf 0 geschickt
und damit faktorisiert ¢ schon iiber
Ml[ac—j-l—l},r - Ml[xfjJrl],r—

Wir nehmen also an, dass A, ein Filtrationsfaktor von X ist, es gilt
also X = My, fir ein k € Qo mit p(k) = p(r) und k < [z — j + 1].
Dann ist aber ¢ nach Lemma 30.3 nach Abzug von Morphismen, die
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wir schon abgehandelt haben, ein skalares Vielfaches der kanonischen
Injektion und faktorisiert iiber

Ml[:(;—j-i-l},?“ — Ml[a:—j]m-

Somit haben wir auch (B;) gezeigt.
Schrittfolge i: Sei l = p(r + 1 —1i), * = py41-4(1). Wir mochten zunéchst (A;) zeigen. Falls

i=min{k € Qo | p(r +1—k) =1},
so gilt wegen
(C1),...,(Ci—1)

und da wir noch keinen direkten Summanden der Form Py, mit p(k) = 1
ausgetauscht haben, dass

Up(l) Up(D)]
@ Mk r+l—i — @ Pk
k= 11] k=I[1]
p(k)=l p(k)=l

Insbesondere gilt in diesem Fall (A;). Ansonsten seien
i =max{k € Qo | plr+1—Fk)=1k<i},
U!'=plr+1—4)=plr+1-1),
= _o(l) =z + 1.

Wegen
(C’L/)7 ) (Ci—l)
haben wir
l[z'—1] Up()]
= @ Mz —1) © @ Mk
k= 11]
p(k) (k)
Up(l)
= @ M2 ® @ Mk
k=I[1] k=l[z+1]
p(k)=l p(k)=l

und es folgt (A;). Sei nun Y ein unzerlegbarer direkter Summand von R.,,
sei h > r+1—1i. Der Modul Y hat die Form

Y = Mjp
fiir geeignete k, &' mit p(k) = p(k") = p(h). Sei nun
i =max{k € Qo | p(r + 1 —k) = p(h), k < i}.

Dann ist Y schon in S/i),(h) und es gilt h > r+ 1 — 7. Aus Cy konnen wir
ablesen, dass Y schon die Form T}, haben muss. Somit gilt auch (D;). Wir
zeigen (B;) per Induktion iiber die Anzahl der schon getitigten Mutationen.
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Erste Mutation: Wir mutieren an der Stelle M, _11;,_14+; = A,_14,;. Wir konstruieren eine
minimale add(R'/M,_14;,—14;)-Linksapproximation von M, _14;,—14i.
Dazu betrachten wir die folgende kurze exakte Folge:

0— A1y = M_14iy- r—14i = D149~ — 0.

Wir werden zeigen, dass ¢ eine add(R’/A,;_1)-Linksapproximation von
A,yipist. Sei X € add(R'/A, ;1) und ¢ : A, — X. Falls X keinen
Filtrationsfaktor A, besitzt mit s > r+1¢ — 1, so ist ¢ = 0 nach Lemma
28.7.(ii).

Falls X = My, fir ein £ < r+4—1 mit p(k) = p(r +i— 1), so
faktorisiert ¢ nach Lemma 30.3 iiber ¢.

Ansonsten gilt wegen (D;) und (A;), dass X = Ty fir ein £ € Q;
somit faktorisiert ¢ nach Lemma 29.6 iiber ¢. Es folgt, dass ¢ eine
add(R"/A,;_1)-Linksapproximation von A, ;_; ist.

J-te Mutation: Wir mutieren an der Stelle Mjj,_j) r1i—1 = Mjz—j)2)- Der Kippmodul
U, von dem aus wir mutieren, hat mittlerweile folgende Form:

) l[z—1]
U= R/ l[z] ® @ M -1
D Mua  ea
p(k)=l k=llxz—j+1]
k=l[z—j+2]
llx—j+1] l[z—1]
=RL® P Mum® P Mgy
p(k)=l p(k)=l
ke=I[1] k=l[z—j+1]

Wir betrachten folgende kurze exakte Folge

0 = Mifp—jjae] = Mijz—jjiiz—1) © Mife—j-141a]
— Mijp—j—1)fz—1) — 0.

Wir zeigen, dass ¢ eine add(U/ M, ) 121 )-Linksapproximation von M, ;i)
ist. Sei dazu X € add(U/Mj,—j] 2 unzerlegbar und

@ Mijp—jlaz) = X

ein Morphismus. Falls

SD|A1"+1'71 =0,
so faktorisiert ¢ iiber Mj,—j)iz—1)-
Falls

Sp’Ar+i71 7& 07

so muss nach Lemma 28.7.(ii) ein Filtrationsfaktor Ay mit s > r+i—1in
X vorkommen. Dann hat X wegen (A;), (D;) und den bisher bewiesenen
Mutationen von (B;) entweder die Form T}, fiir ein & € Qg oder die Form
My i fiir ein k < r+14i— 1 mit p(k) = p(r + i — 1). In beiden Féllen
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faktorisiert ¢ nach denselben Argumenten wie im ersten Schritt {iber ¢
und wir sind fertig.

g



(1]
2]
3]

[10]

[11]
[12]
[13]
[14]
[15]

[16]
[17]

[18]

117

LITERATUR

F. W. Anderson, K. R. Fuller, Rings and Categories of Modules, Second Edition, Graduate
Texts in Mathematics 13, Springer-Verlag, New York-Heidelberg (1991).

I. Assem, T. Briistle, R. Schiffler, G. Todorov, Cluster categories and duplicated algebras, J.
Algebra 305 (2006), no. 1, 548-561.

I. Assem, D. Simson, A. Skowronski, Flements of the representation theory of associative
algebras, Vol. 1, Techniques of representation theory, London Mathematical Society Student
Texts 65, Cambridge University Press, Cambridge, 2006.

I. Assem, A. Skowronski, Iterated tilted algebras of type A,,, Math Z. 195 (1987), no. 2, 269-290.
M. Auslander, I. Reiten, Applications of contravariantly finite subcategories, Adv. in Math. 86
(1991), no. 1, 111-152.

M. Auslander, I. Reiten, S. O. Smalg, Representation theory of Artin Algebras, Cambridge
Studies in Advanced Mathematics 36, Cambridge University Press, Cambridge, 1995.

M. Auslander, S.O. Smalg, Almost split sequences in subcategories, J. Algebra 69 (1981), no.
2, 426-454.

M. Auslander, S.O. Smalg, Preprojective modules over artin algebras, J. Algebra 66 (1980),
no. 1, 61-122.

K. Bongartz, Tilted algebras, Representations of algebras (Puebla, 1980), 26-38, Lecture Notes
in Math. 903, Springer, Berlin-New York, 1981.

S. Brenner, M. C. R. Butler, Generalizations of the Berstein-Gelfand-Ponomarev reflection
functors, Representation theory II, Lecture Notes in Math. 832, Springer, Berlin-New York,
1980.

A. Buan, O. Iyama, L.Reiten. J. Scott, Cluster structures for 2-Calabi-Yau categories and
unipotent groups, Compos. Math. 145 (2009), no. 4, 1035-1079.

M. C. R. Butler, C. M. Ringel, Auslander-Reiten sequences with few middle terms and appli-
cations to string algebras, Comm. Algebra 15 (1987), no. 1-2, 145-179.

E. Cline, B. Parshall, L. Scott, Finite dimensional algebras and highest weight categories, J.
Reine Angew. Math. 391 (1988), 85-99.

F. Coelho, D. Happel, L. Unger, Complements to partial tilting modules, J. Algebra 170 (1994),
no. 1, 184-205.

W. W. Crawley-Boevey, Maps between representations of zero-relation algebras, J. Algebra
126 (1989), no. 2, 259-263.

Y.A. Drozd, V.V. Kirichenko, Finite-dimensional Algebras, Springer-Verlag, Berlin, 1994.

C. Geiss, B. Leclerc, J. Schroer, Generic bases for cluster algebras and the Chamber Ansatz,
Journal of the American Mathematical Society 25 (2012), 21-76.

C. Geiss, B. Leclerc, J. Schroer, Kac-Moody groups and cluster algebras, Adv. in Math. 228
(2011), 329-433.

C. Geiss, B. Leclerc, J. Schroer, Rigid modules over preprojective algebras, Invent. Math 165
(2006), no. 3, 589-632.

D. Happel, On the derived category of a finite-dimensional algebra, Comment. Math. Helv. 62
(1987), no. 3, 339-389.

D. Happel, Partial tilting modules and recollement, Proceedings of the International Confe-
rence on Algebra, Part 2 (Novosibirsk, 1989), 345-362, Contemp. Math. 131, Part 2, Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 1992.

D. Happel, Selforthogonal modules, Abelian Groups and Modules (Padova, 1994), Math. Appl.
343, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1995, 257-276.

D. Happel, Triangulated categories in the representation theory of finite dimensional algebras,
London Mathematical Society Lecture Note Series 119, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1988.

D. Happel, C. M. Ringel, Tilted Algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 274 (1982), no. 2, 399-443.
D. Happel, L. Unger, Almost complete tilting modules, Proc. Amer. Math. Soc 107 (1989), no.
3, 603-610 .



118

[26]

[27]
[28]

[29]
[30]

[31]

D. Happel, L. Unger, Complements and the generalized Nakayama conjecture, Algebras and
modules IT (Geiranger, 1996), 293-310, CMS Conf. Proc. 24, Amer. Math. Soc., Providence,
RI, 1998.

D. Happel, L. Unger, Links of faithful partial tilting modules, Algebr. and Repr. Theory 13
(2010), no. 6, 637-652.

D. Happel, L. Unger, On a partial order of tilting modules, Algebr. and Repr. Theory 8 (2005),
no. 2, 147-156.

D. Happel, L. Unger, On the quiver of tilting modules, J. Algebra 284 (2005), no. 2, 857-868.
D. Happel, L. Unger, Partial tilting modules and covariantly finite subcategories, Comm. Al-
gebra 22 (1994), no. 5, 1723-1727.

M. Harada, Y. Sai, On categories of indecomposable modules I, Osaka J. Math. 7 (1970),
323-344.

R. Hartshorne, Residues and Duality, Lecture Notes in Mathematics 20, Springer-Verlag,
Berlin-New York, 1966.

O. Iyama, Finiteness of representation dimension, Proc. Amer. Math. Soc. 131 (2003), no. 4,
1011-1014.

W. Krull Uber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen, Math. Z. 23 (1925), no. 1, 161-196.
Y. Miyashita, Tilting modules of finite projective dimension, Math. Z. 193 (1986), no. 1, 113-
146.

Z. Pogorzaly, A. Skowronski, Self-injective biserial standard algebras, J. Algebra 138 (1991),
no. 2, 491-504.

R. Remak, Uber die Zerlegung der endlichen Gruppen in direkte unzerlegbare Faktoren, J.
Reine Angew. Math (1911), 293-308.

J. Rickard, A. Schofield, Cocovers and tilting modules, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc.
106 (1989), no. 1, 1-5.

C. Riedtmann, A. Schofield, On a simplicial complex associated with tilting modules, Comment.
Math. Helv. 66 (1991), no. 1, 70-78.

C. M. Ringel, Iyama’s finiteness theorem via strongly quasi-hereditary algebras, J. Pure Appl.
Algebra 214 (2010), no. 9, 1687-1692.

C. M. Ringel, Tame algebras and integral quadratic forms, Lecture Notes in Mathematics 1099,
Springer-Verlag, Berlin, 1984.

C. M. Ringel, The category of good modules over a quasi-hereditary algebra, Proceedings of
the Sixth International Conference on Representations of Algebras (Ottawa, ON, 1992), 17
pp-, Carleton-Ottawa Math. Lecture Note Ser. 14, Carleton Univ., Ottawa, ON, 1992.

C. M. Ringel, The category of modules with good filtrations over a quasi-hereditary algebra has
almost split sequences, Math. Z. 208 (1991), no. 2, 209-233.

C. M. Ringel, The repetitive algebra of a gentle algebra, Bol. Soc. Mat. Mexicana 3 (1997), no.
2, 235-253.

J. Schroer, A new class of quasi-hereditary algebras, Seminar talk in Bonn, 2009.

J. Schréer, Modules without self-extensions over gentle algebras, J. Algebra 216 (1999), no. 1,
178-189.

J. Schréer, On the quiver with relations of a repetitive algebra, Archiv der Mathematik (Basel)
72 (1999), no. 6, 426-432.

J. Schréer, A.Zimmermann, Stable endomorphism algebras of modules over special biserial
algebras, Math. Z. 244 (2003), no.3, 515-530.

I. Schur, Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere, Sitzungsberichte der Koniglich
PreuBlischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin (1905), 406-432.

L. Unger, Combinatorial aspects of the set of tilting modules, Handbook of Tilting Theory,
259-277, London Mathematical Society Lecture Note Series 332, Cambridge University Press,
Cambridge, 2007.

J.-L. Verdier, Catégories dérivée, état 0, in SGA 4.5., 1977, Lecture Notes 569, Springer-Verlag,
1977, 262-308.

T. Wakamatsu Stable equivalence for self-injective algebras and a gemeralization of tilting
modules, J. Algebra 134 (1990), no. 2, 289-325.



119

[53] B. Wald, J.Waschbiisch, Tame biserial algebras, J. Algebra 95 (1985), no. 2, 480-500.
[54] J. Xu, Flat covers of modules, Lecture Notes in Mathematics 1634, Springer-Verlag, Berlin,
1996.



