
Analytische und p−adische Aspekte von

klassischen und Mock-Modulformen

Dissertation

zur

Erlangung des Doktorgrades

der

Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät

der

Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universität Bonn

vorgelegt von

Karl-Heinz Fricke

aus

Belecke

Bonn, 2013



Angefertigt mit Genehmigung
der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät
der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universität Bonn

1. Gutachter: Prof. Dr. Don B. Zagier
2. Gutachter: Prof. Dr. Jens Franke

Tag der Promotion: 06. September 2013

Erscheinungsjahr: 2013



Zusammenfassung

Ausgangsthema war die Gleichverteilung von geschlossenen Geodäti-
schen auf der Modulkurve SL2 (Z) \H bei wachsender Bogenlänge. Mit
der Theorie verallgemeinerter Funktionen (Distributionen) beweisen wir
einen Spezialfall dieser Aussage durch Integration von charakteristischen
Funktionen über Geodätische. Siegel erkannte, dass man Zyklenintegrale
der Thetareihe zu einer indefiniten quadratischen Form über Geodätische
beliebiger Bogenlänge zu einer erzeugenden Funktion zusammenfassen
kann. Wir liefern viele Beispiele für Zyklenintegrale von Eisensteinrei-
hen, Poincaréreihen... Das war der Ursprung der Thetakorrespondenzen,
die Modulformen ganzen und halbzahligen Gewichts in Beziehung set-
zen. Wir konstruieren Kernfunktionen dieser Integraltransformationen
und verallgemeinern diese Korrespondenzen auf harmonische schwache
Maaßformen, die in jüngerer Zeit zum Gegenstand vieler Forschungen
geworden sind. Diese Verallgemeinerungen beruhen auf dem Prinzip der
Regularisierung von divergenten Integralen. Dazu tragen wir einige neue
Gedanken und Anwendungen auf Periodenintegrale und L−Funktionen
bei.
Es werden verschiedene andere Lifte von schwachen Maaßformen, bei-
spielsweise von Gewicht k ≤ 0 auf 2 − k untersucht, die speziell für
Mock-Modulformen interessant sind.
In dieser Arbeit werden Aussagen zur Teilbarkeit bzw. Ganzzahligkeit
von Mock-Modulformkoeffizienten gemacht. Es gibt anschauliche Mus-
ter, was die p−Ordnungen der Fourierkoeffizienten betrifft. Sie sind fast
gesetzmäßig, aber es gibt immer wieder Ausnahmen. Hier kommen not-
wendigerweise p−adische Methoden ins Spiel. Entscheidend ist die Theo-
rie schwacher Hecke-Eigenformen, die wir detailliert entwickeln. Es er-
geben sich Verallgemeinerungen der bekannten Ramanujan- und Honda-
Kaneko Kongruenzen. Wir zeigen, dass ungewöhnliche Primzahlen (z.B.
Primzahlen p ≤ −k) Hindernisse für die Ganzzahligkeit von Mock-
Modulformkoeffizienten sind. Hiermit erklärt sich, dass alle bekannten
Beispiele (Ramanujans Mock-Thetafunktionen, die Eisensteinreihe E2)
positives Gewicht haben.



Danksagung

Zunächst möchte ich mich bei Herrn Prof. Zagier für die interessante The-
menstellung bedanken. Er gab der Dissertation durch eigene Forschungen
immer wieder überraschende Wendungen. So wurde es nie langweilig und
ein Thema fügte sich zum anderen. Die Zusammenarbeit mit ihm hat zu
erstaunlichen Einsichten geführt.
Außerdem hat Frau Prof. Bringmann sehr zum zweiten Teil der Doktor-
arbeit über Periodenfunktionen und p−adische Methoden beigetragen.
Sie hat sich immer Zeit genommen, mir mit Tips und neuen Forschungen
weiter zu helfen. Durch ihre schnelle und spontane Hilfe trug sie sehr zur
abschließenden Ausarbeitung der Arbeit bei.
Bedanken möchte ich mich des weiteren bei Martin Raum, der mir wert-
volle Tips zum Programmieren in Sage gegeben hat.
Das Max-Planck-Institut für Mathematik hat mich durch seine inspirie-
rende Atmosphäre über die Grenzen meines eigenen Verständnisses hin-
ausgeführt. Ohne die Nutzung der Computer am Max-Planck Institut
wäre das gesamte fünfte Kapitel der Arbeit undenkbar gewesen. Vielen
Dank an die Mitarbeiter der EDV, der Bücherei und die vielen anregen-
den Vorträge am Max-Planck Institut.
Sicher gab es viele weitere Menschen, die sichtbar oder im Hintergrund
zum Gelingen der Arbeit beigetragen haben, und sei es, dass sie stabile
Rahmenbedingungen geschaffen haben, die kreatives Forschen überhaupt
erst ermöglichen.



Inhaltsverzeichnis

Zusammenfassung ii

Danksagung iii

Teil 1. Linienintegrale auf der Modulkurve 1

Einleitung 2

Kapitel 1. Gleichverteilung 10
1.1. Geodätische und quadratische Formen 10
1.2. Ambige, spiegelsymmetrische, reziproke Geodätische 13
1.3. Definition und Fourierreihe der Bogenlängendistribution 14
1.4. Grenzwert des konstanten Fourierkoeffizienten 17
1.5. Verschiedenes 19

Kapitel 2. Zyklenintegrale 31
2.1. Eisensteinreihen 32
2.2. Holomorphe Poincaréreihen 42
2.3. Nicht-holomorphe Poincaréreihen 43
2.4. Thetareihen 51
2.5. Maaßspitzenformen 56

Kapitel 3. Thetakerne 60
3.1. Maaß-Shimura Korrespondenz 60
3.2. Zagier-Lift 77
3.3. Beispiel: Eisensteinreihen 91

Teil 2. Mock-Modulformen 93

Kapitel 4. Konvergenz durch Regularisierung 94
4.1. Notationen 94
4.2. Eichlerintegrale, Perioden- und L−Funktionen 95
4.3. Spezielle L-Werte 106
4.4. Mock-Modulformen und Eichlerintegale 108
4.5. Konvergenz in der unteren Halbebene 109
4.6. Mock-Modulformen haben unendlich viele Schatten 111

Kapitel 5. Kongruenzen 113
5.1. Hecke-Spitzenformen 113
5.2. Galoistheorie 119
5.3. Schwache Hecke-Eigenformen 120
5.4. Ramanujan-Honda-Kaneko Kongruenzen 126
5.5. Ganzheit und Selbstähnlichkeit 131
5.6. Adele 135
5.7. Mock-Jacobiformen 137

Teil 3. Hintergrundmaterial, spezielle Funktionen und Tabellen 140

Anhang A. Allgemeines 141
A.1. Symmetrische Polynome 141

iv



INHALTSVERZEICHNIS v

A.2. Partielle Summation 142
A.3. Chinesischer Restsatz 142
A.4. Primzahlen und Newton-Polygone 143
A.5. Rankin-Selberg Methode für gewichtete Funktionen 146

A.6. Die Poincaréreihe
ys

2

∑
b2−4ac=d

1

|az2 + bz + c|s 147

A.7. Spezielle Funktionen 150

Anhang B. Darstellungsanzahlen 159
B.1. Allgemeines 159
B.2. Mittelwerte 160
B.3. Voronoïformeln 164

Anhang C. Modulformen und Verallgemeinerungen 172
C.1. Schwach-holomorphe Modulformen 172
C.2. Nicht-holomorphe Eisensteinreihen (Maaßformen) 180
C.3. Harmonische schwache Maaßformen (Mock-Modulformen) 185
C.4. Overkonvergente Modulformen 228

Anhang D. Integrale und Regularisierung 250
D.1. Integralformeln 250
D.2. Regularisierung 255

Anhang E. Computer-Programme 258
E.1. Geodätische (Mathematica) 258
E.2. Poincaréreihen, Eisensteinreihen (Pari) 264
E.3. p-Ordnungen (Sage) 275

Bezeichnungen und Definitionen 282

Literaturverzeichnis 291

Index 299



Teil 1

Linienintegrale auf der Modulkurve



Einleitung

Die Horozyklen Cy = Γ∞ \ (R+ iy) füllen den Standardfundamentalbereich F der Gruppe der unimodularen
Transformationen Γ = SL2 (Z) in der PoincaréhalbebeneH gleichmäßig aus: Cy schneidet eine beliebig vorgegebene
offene Menge U ⊂ F für genügend kleines y > 0 und der Anteil der Bogenlänge von Cy, der in U enthalten ist, an der
Gesamtlänge von Cy geht gegen den Anteil der Fläche von U an der Gesamtfläche des Standardfundamentalbereichs
F, falls die Horozyklenlänge gegen ∞ geht, vgl. [Zagier 10, Chapter 3B].

Folgen von Geodätischen zu quadratischen Formen unbeschränkt wachsender Diskriminante in F = Γ \ H zeigen
ein ähnliches Verhalten. Sei Q (x, y) = ax2 + bxy + cy2 eine primitive irreduzible ganze binäre quadratische Form

16269 601953

17 493

U

U U

U

Abbildung 0.1. Geodätische im Kleinschen Modell der hyperbolischen Ebene

der Diskriminante d = b2 − 4ac > 0 . Die Gleichung a |z|2 + b Re z + c = 0 beschreibt eine Geodätische CQ in
H, die eindeutig eine primitive, orientierte, geschlossene Geodätische ΓQ\CQ in F := Γ \ H induziert. Sei Λd die
Menge aller Geodätischen in F zu quadratischen Formen der Diskriminante d, Λd ∩ U die Teile der Geodätischen
von Λd in U . [Duke 1] hat, ausgehend von Siegels umfangreichen Ergebnissen über ternäre quadratische Formen
[Siegel 3] und mit Hilfe von [Maaß 3] und Abschätzungen der Fourierkoeffizienten von Modulformen halbganzen
Gewichtes ([Iwaniec 1]) gezeigt, dass für Fundamentaldiskriminanten d gilt:

l (Λd ∩ U)

l (Λd)

d→∞−−−→ vol (U)

vol (F)
,

2



EINLEITUNG 3

dabei ist l (Λd ∩ U) die Bogenlänge von Λd ∩ U und U ⊂ F messbar.

In Abbildung 0.1 wurde statt der Poincaréhalbebene das Kleinsche Modell der hyperbolischen Geometrie gewählt.
Das lässt sich grafisch leichter realisieren, da Geodätische in dem Modell gerade aussehen und der Standardfun-
damentalbereich ein Dreieck ist.

Eine geometrische Aufgabenstellung, die Bogenlänge einer Geodätischen zu berechnen, wird in ein analytisches
Problem umgewandelt. Binäre quadratischen Formen lassen sich als Geodätische in der hyperbolischen Ebene
H veranschaulichen. Das Integral über die Bogenlänge von Λd ist ein linearer stetiger Operator auf der Menge
der Schwartzfunktionen χ, d.h. es gibt eine Distribution Dd, so dass sich das Zyklenintegral als Skalarprodukt
(Dd, χ) über den Standardfundamentalbereich F ergibt. Ihre Fourierkoeffizienten, besonders der konstante Term,
werden hier untersucht. Es handelt sich um ein zweidimensionales Analogon der Diracschen δ-Distribution mit den
Geodätischen zur Diskriminante d als Träger.

Dd :=
√
d
∑

|Q|=d
δ

(
q (z)

y

)
.

Die Bogenlängendistribution Dd hat für festes y ∈
[√

3
2 ,∞

]
folgende Fourier-Stieltjes-Entwicklung in x (vgl.

Bezeichnungen S.282)

Dd (z) = 4y
√
d






√
d

2y∑

a=1

Nd (a)√
d− 4a2y2

+ 2
∞∑

r=1

(
√

d
2y∑

a=1

Sa (r, d) cos
(
πr
a

√
d− 4a2y2

)
√

d− 4a2y2

)
cos (2πrx)





.

Das Dilemma ist, dass die Fourierkoeffizienten Singularitäten bei
√
d

2a haben, so dass nicht klar ist, warum die Distri-
butionenfolge konvergieren sollte. Erstaunlicherweise gelingt es, Integralmittel des konstanten Terms asymptotisch
abzuschätzen. Dazu benötigt man gewichtete Summenformeln für

∑
a≤x

f (a)Nd (a) . Diese lassen sich analog zum

Beweis des Primzahlsatzes gewinnen, allerdings braucht man dazu Dirichletreihen mit meromorpher Fortsetzung

auf große Teile von C. Der Pol von
∞∑

a=1

Nd (a)

as
bei s = 1 ergibt das asymptotische Verhalten, vgl. Proposition 1.4.1:

l (Λd ∩ FY )

l (Λd)

d→∞−−−→ vol (FY )
vol (F)

, dabei ist FY =

{
z
∣∣ |Re z| < 1

2
, Im z > Y

}
.

Die ganze Argumentation lässt sich auf die Verteilung von Hyperzyklen verallgemeinern, Linien, die konstanten
Abstand von Geodätischen haben. Man kann auch hier die Kerndistribution in eine Fourierreihe entwickeln. Wie
im Fall der Geodätischen gibt es auch hier Gleichverteilung der Bogenlänge im Fundamentalbereich bezüglich der
y−Achse, Satz 1.5.3.1.3:

l (Λd,θ ∩ FY )

l (Λd,θ)

d→∞−−−→ vol (FY )
vol (F)

.

Im Anschluss an die Frage nach der Gleichverteilung der Bogenlänge werden allgemeiner Zyklenintegrale für
automorph transformierende Funktionen der oberen Halbebene untersucht. Anschließend an Siegels Theorie der
indefiniten quadratischen Formen lassen sich Zyklenintegrale für Eisensteinreihen untersuchen. Ergebnis ist die Ze-
tafunktion der zugehörigen Idealklasse bzw., falls man über alle Geodätischen einer Diskriminante d summiert, die

Dirichletreihe
∞∑

a=1

Nd (a)

as
. Ausgangspunkt sind die [Hecke]schen Integralformeln im reell-quadratischen Fall, Satz

2.1.2.3. Das lässt sich auf beliebige Stufe (Abschnitt 2.1.3) und beliebiges Gewicht (Satz 2.1.4.1) verallgemeinern:
∫

Λd

E2k (z, s)dΛd,2kz =
d

s
2 Γ (s) Γ

(
s−k
2

)
Γ
(
s+k
2

)

Γ (s− k) Γ (s+ k)

∞∑

a=1

Nd (a)

as
für 2 | k.

Es ergeben sich viele Parallelen zu den Periodenintegralen von holomorphen Modulformen, [Kohnen Zagier 2].
Ähnlich gelingt es, nicht-holomorphe Eisensteinreihen über Hyperzyklen (Satz 2.1.5.1) in der hyperbolischen Ebe-
ne zu integrieren. Die Mellintransformierte des Konstantgliedes ist nach dem Rankin-Selberg Verfahren zugleich
das Hyperzyklenintegral der nicht-holomorphen Eisensteinreihe. Bis auf einen hypergeometrischen Faktor ist das
wieder die Zetafunktion der zugehörigen Idealklasse. Dagegen ergibt das Integral der Eisensteinreihe über einen
hyperbolischen Kreis im wesentlichen den Wert der Eisensteinreihe im (hyperbolischen) Kreismittelpunkt (Satz
2.1.6.1).
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Für beliebige Funktionen ist die Berechnung von Zyklenintegralen etwas schwieriger, so dass wir uns auf einzelne
Beispiele beschränken: Für Poincaréreihen hat man (Abschnitt 2.3):

∫

Λd

Pn (z, s)dΛd
z =

d
s+1
4 Γ

(
s
2

)

π
s
2−1 (2 |n|)

s−1
2

∞∑

a=1

Sa (n, d)

a
s+1
2

J s−1
2

(
π|n|
√
d

a

)
.

Als Anwendung betrachten wir die Dirichletreihe

Sn,d (s) :=
∞∑

a=1

Sa (n, d)

as
,Re s > 1 mit Sa (n, d) =

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

e

(
nb

2a

)
, d ≡ 0 ∨ 1 (mod 4)

und ihre analytische Fortsetzung. Ihre Polstellen enthalten die Information über alle nichttrivialen Nullstellen
der Riemannschen ζ−Funktion, sowie über sämtliche Maaßformen sowie deren Spektralparameter, Satz 2.5.2.1.
Außerdem werden Thetareihen (Abschnitt 2.4) und Maaßformen (Abschnitt 2.5.1)) untersucht. Es ist erstaunlich,
dass sich Integrale von komplexen Funktionen über Geodätische überhaupt so gut berechnen lassen.

Viele der hier vorkommenden Ideen stehen mit dem Rankin-Selberg Verfahren in Zusammenhang. Symmetrien
der oberen Halbebene werden beseitigt, indem durch die Einheitengruppe dividiert wird. Das hat einen doppelten
Nutzen. Es vereinfacht sowohl den Integrationsbereich wie auch den Integranden der Periodenintegrale, eine Idee,
die im wesentlichen auf Hecke zurückgeht.

Es ergibt sich ein faszinierender Einblick in die analytische Zahlentheorie, angefangen von Landaus Untersuchun-
gen über Dirichletreihen, Voronoïs Reihenentwicklungen für deren Koeffizientensummen (, vorausgesetzt, dass es
Funktionalgleichungen gibt), Weils Erkenntnisse über den Zusammenhang von Dirichletreihen und Modulformen,
Maaß’ Verallgemeinerung dieser Theorie auf den reell-quadratischen Fall bis hin zu Zagiers expliziter Konstruktion
von Kernfunktionen(distributionen) für Periodenintegrale.

Ein wesentlicher Beitrag kommt auch von der [Schwartz]schen Distribtionentheorie. Schon Wilton hat in den
dreißiger Jahren mit Differenzialen von (unstetigen) Funktionen beschränkter Schwankung gerechnet. Das sind
dann Distributionen. Nach Schwartz’ vollständiger Systematisierung der Theorie lag es nahe, sie auf die obere
Halbebene H anzuwenden, um Kernfunktionen für Periodenintegrale zu konstruieren. Interessant ist die Existenz
von Fourier-Stieltjes Reihen, deren Koeffizienten nicht wie gewohnt bei n → ∞ verschwinden. Der konstante
Koeffizient lässt sich wie im Fall von SL2 (Z)−invarianten Funktionen für die Rankin-Selberg Methode verwenden,
um Periodenintegrale auszurechnen. Das ergibt neue einfache Beweise für die Heckeschen Integralformeln im reell-
quadratischen Fall.

Interessant ist das Auftreten der Zyklenintegrale als Fourierkoeffizienten von automorphen Formen halbganzen
Gewichts. Nach [Siegel 4] sind die Integralmittel von Thetareihen über den Majorantenraum der quadrati-
schen Formen Eigenfunktionen des Laplaceoperators. [Maaß 3] verallgemeinert das zu Integralen über Maaß-
formen. [Shintani] fand eine Korrespondenz von holomorphen Modulformen. Meine Motivation für das drit-
te Kapitel war es, die Arbeiten von [Kohnen 2] zur Shimura-Korrespondenz zu verstehen. Nach Lektüre von
[Shimura 2, Maaß 3, Katok Sarnak] ergab sich die Vermutung, dass ein einheitlicher Rahmen für all diese
Korrespondenzen von Modulformen existieren müsste, nahegelegt natürlich auch durch die vielen darstellungs-
theoretischen Arbeiten zu dem Thema. [Katok Sarnak] gaben einen Thetakern in drei Variablen an, der die
Korrespondenz von automorphen Formen von Gewicht Null auf Gewicht 1

2 vermittelt. Wir verallgemeinern hier
diese Korrespondenz auf automorphe Formen vom Gewicht 2k mit dem Thetakern:

Θ2k (z, τ) := y
2k+3

4

∑

d≡0,1 (mod 4)

e (dz)
∑

b2−4ac=d

(
aτ2+bτ+c

η

)k

e
4πy

(
a|τ|2+b ξ+c

η

)2 , vgl. Definition 3.1.2.2.

Siegels Parametrisierung des Majorantenraums einer ternären quadratischen Form überträgt sich ohne weiteres
auf andere Kernfunktionen. Die Fourierkoeffizienten dieses Maaßlifts werden in Satz 3.1.5.1 berechnet:∫

F

f (τ) Θ2k (x+ iy, τ)
dξdη
η2

=
∑

n>0

Cn (f)

2k+
3
2π

k
2 +

1
4n

3
4

W k
2+

1
4 ,

ν
2
(4πny) e (nx) +

∑

n<0

k!Cn (f)

22k+
3
2 π

k
2− 1

4 |n|
3
4

W−k
2− 1

4 ,
ν
2
(4π |n| y) e (nx) .

Im Beweis dieses Satzes wird verständlich, warum im definiten Fall „modulare Spuren“ (Abschnitt 3.1.3) als
Fourierkoeffizienten von Modulformen halbganzen Gewichts auftreten. Diese Korrespondenz ist kompatibel mit
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den Heckeoperatoren (Satz 3.1.6.3):

∫

F

Tpf (τ) Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2

= Tp2



∫

F

f (τ)Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2




und daher erfüllen die Fourierkoeffizienten korrespondierender Maaßspitzenformen dieselben Relationen, die vom
holomorphen Shimura-Lift bekannt sind (Satz 3.1.6.4):

LD (s+ 1)

∞∑

n=1

bn2D

ns−
1
2

= bD

∞∑

n=1

an
ns
.

Dieser Lift lässt sich umkehren, vgl. Satz Satz 3.1.7.3.

Das lässt sich variieren auf entsprechende Korrespondenzen für schwach-holomorphe Modulformen negativen Ge-
wichts, die also bei unendlich nicht verschwinden, Abschnitt 3.2. Man muss nur zusätzlich noch die Maaßableitungen
ins Spiel bringen, Definition 3.2.2.1. Der entsprechende Thetakern ist:

Ω2k (z, τ) :=

{
− 1

2πE
+
k− 1

2

◦ · · · ◦ E+
−k− 1

2

Θ2k (z, τ), k ∈ 2N0

23k−2πk−1E+τ
2k−2Θ2k−2 (z, τ), k − 1 ∈ 2N0.

Die Fourierkoeffizienten der korrespondierenden Maaßformen werden in Satz 3.2.2.3 berechnet. Außerdem kann
man automorphe Formen von gleichem Spektralparameter zulassen, die zusätzlich zum holomorphen Anteil nicht-
holomorphe Terme, die von der zweiten Whittakerfunktion kommen, haben (Satz 3.2.5.1). Ebenso fallen darunter
sämtliche Beispiele von erzeugenden Funktionen von Spuren von singulären Moduli, vgl. [Funke, Zagier 13],
Satz 3.2.1.1 und Folgerung 3.2.2.3.1. Mittels Regularisierung ([Borcherds 2]), Anhang D.2, lassen sich auch
die Konvergenzprobleme bei der Liftung von schwach-holomorphen Modulformen und harmonischen schwachen

Maaßformen lösen, z.B. Satz 3.2.2.3 für Poincaréreihen mit Hauptteil
1

qn
:

∫

F

F−2k (n, τ) Ω
hol.
2k (z, τ)dµ =





−2 (4πin)k ∑
m|n

mk+1Fk+ 3
2

(
m2, z

)
, k gerade,

2 (−1)
k+1
2 (4πn)

k ∑
m|n

m−kF 1
2−k

(
m2, z

)
, k ungerade.

Das nimmt den schwach- und nicht-holomorphen Formen etwas von ihrem Schrecken und richtet den Blick auf
eine entsprechende Erweiterung der Theorie im nächsten Kapitel Mock-Modulformen. Es gibt einfache Beziehun-
gen von harmonischen schwachen Maaßformen zu holomorphen Modulformen im wesentlichen durch Anwenden
der Maaßableitungen, [Bruinier Funke 2, Proposition 3.2 und Theorem 3.7]. Eine unmittelbare Folgerung ist
die Kompatibilität der Thetakorrespondenz mit den Heckeoperatoren (Heckeäquivarianz Satz 3.2.4.1). Dadurch
übertragen sich Eigenschaften wie Ganzzahligkeit und Teilbarkeit unmittelbar von der Seite ganzzahligen Gewichts
auf die Seite halbzahligen Gewichts. Sämtliche behandelten Korrespondenzen werden anhand von Eisensteinreihen
und Poincarereihen veranschaulicht, Tabelle auf S. 90, Abschnitt 3.3.

Kapitel 4 stellt eine Ausarbeitung und Verallgemeinerung der Ideen von Zagier und Zwegers zum Thema Mock-
Modulformen dar. Zunächst werden Eichlerintegrale für vektorwertige Modulformen mit Polen definiert:

f̃ (z)
.
= R.

i∞∫

z

f (τ) (τ − z)k−2 dτ, ˜̃
f (−z) .= R.

i∞∫

z

f (τ) (τ − z)k−2 dτ.

Deren Transformationsverhalten ergibt Periodenfunktionen, die in der ganzen komplexen Ebene C definiert sind:

Ψ− d
c
(z)

.
= R.

iN∫

− d
c

f (τ) (τ − z)k−2 dτ, N ∈ N.

Damit zusammenhängend lassen sich L−Funktionen für schwach-holomorphe Modulformen definieren:

L∗ (s) := R.

∞∫

0

f (iy) ys−1dy.

Zugrunde liegt die Idee der Regularisierung von divergenten Integralen. Die Regularisierung von Integralen, die
schon bei den Thetakorrespondenzen (Kap. 3) zu großen begrifflichen Vereinfachungen und Verallgemeinerun-
gen geführt hat, lässt die Definitionen nahezu zwangsläufig erscheinen. Die Verallgemeinerung auf vektorwertige
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Formen schließt Modulformen beliebiger Kongruenzuntergruppen ein. Auch im allgemeinen Fall stellt die Peri-
odenfunktion eine Verbindung von Eichlerintegralen in der oberen Halbebene und modifizierten Eichlerintegralen
in der unteren Halbebene dar.
Eine berechtigte Frage ist, wie kanonisch die hier gegebenen Definitionen der Regularisierung von Integralen sind.
Es zeigt sich, dass der Eichler-Shimura Isomorphismus zwischen Spitzenformen und erzeugenden Funktionen kri-
tischer L−Werte eine natürliche Erweiterung auf schwach-holomorphe Modulformen hat, Satz 4.2.3.8.
Abschnitt 4.2.4 untersucht das Wachstumsverhalten der Periodenfunktionen von (schwach-)holomorphen Modul-

formen am Rand der hyperbolischen Halbebene. Die beiden Eichlerintegrale f̃ , ˜̃f einer Spitzenform f haben am
Rand der oberen Halbebene interessante Eigenschaften. Sie besitzen eine identische asymptotische Entwicklung
in der Variablen y = Im z. Dazu wurden die Mellintransformierten der Eichlerintegrale betrachtet und auf Pole
und ihre Residuen untersucht1. Für halbzahliges Gewicht k und schwach-holomorphe Modulformen gibt es Kon-
vergenzprobleme mit der Mellintransformation. Mit Hilfe von Reihen- bzw. asymptotischen Entwicklungen der
unvollständigen Γ−Funktion gelingt es schließlich, die Periodenfunktion senkrecht durch die rationalen Punkte auf
die untere Halbebene C∞ fortzusetzen, Satz 4.2.4.4:

Ψ− d
c
(z) ∽

Res
s=k

Lx (s)

2πy
+
∞∑

j=0

(−2πy)j
j!

Lx (k − j − 1) .

Ein weiteres Argument für die hier definierten L−Reihen sind die speziellen Werte im kritischen Streifen. Sie
passen gut in das Deligne’sche Bild der Rationalität von kritischen L−Werten, Abschnitt 4.3.

Weiter lässt sich Zwegers’ Beobachtung, dass die Fourierreihen einer Mock-Thetafunktionen auch außerhalb des
Einheitskreises konvergieren, auf alle Poincaréreihen verallgemeinern. Bei einer nicht-holomorphen Poincaréreihe
ergeben sich die nicht-holomorphen Fourierkoeffizienten aus der Konvergenz des holomorphen (Mock-) Anteils in
der unteren Halbebene (Prop. 4.5.1). Weitere Anwendungen dieser Begriffe finden sich in [Bri Fri Ke]. Schwache
Mock-Modulformen vom Gewicht 2− k ∈ Z−0 sind genau die Eichlerintegrale von schwach-holomorphen Modulfor-
men. Die Eichlerintegrale der Eisensteinreihen vom Gewicht k sind die holomorphen Anteile der Eisensteinreihen
vom Gewicht 2−k < 0. Mock-Modulform und Eichlerintegral sind nur für SL2 (Z) Synonyme. Im Allgemeinen sind
Mock-Modulformen die holomorphen Anteile von harmonischen schwachen Maaßformen ([Zwegers 1]), Abschnitt
4.4.

Die Korrespondenz von Modulformen der komplementären Gewichte k ≥ 0 und 2 − k ist interessant im Hinblick
auf Mock-Modulformen vom Gewicht 2 − k. Kapitel 5 untersucht die Frage nach der Ganzzahligkeit der Fou-
rierkoeffizienten von Mock-Modulformen. Die Teilbarkeitseigenschaften von Modulformkoeffizienten folgen wie für
Spitzenformen aus der Hecketheorie, Abschnitt 5.1. Man stellt fest, dass die p−Ordnungen des 1, p, p2, p3, . . .−ten
Fourierkoeffizienten (= p−Teil) jeder Modulform fast immer eine arithmetische Folge bilden. Das gilt sowohl für
holomorphe, als auch schwach-holomorphe Modulformen. Die berühmten Ramanujankongruenzen

p (5mn+ δm) ≡ 0 (mod 5m), falls 24δm ≡ 1 (mod 5m),

sind nur ein Beispiel für dieses Verhalten. Nach einleitenden Definitionen (gewöhnliche/ungewöhnliche Primzah-
len, Newtonsteigungen, α−arithmetisch) folgt ein Satz über die Arithmetik von Linearkombinationen verschiedener
Neuformen, Folgerung 5.1.8.1.
[Atkin] beobachtete, dass es auch für schwach-holomorphe Modulformen so etwas wie eine Kongruenzhecketheorie
gibt. Im Abschnitt 5.3 werden schwache Heckeformen definiert, ein Äquivalent zu Hecke-Spitzenformen, die die
gleichen Heckerelationen (5.3.2) erfüllen, bis auf eine Modulform aus Dk−1M !

2−k (N,χ), deren m−ter Fourierkoef-
fizient durch c ·mk−1 teilbar ist. Analog zur Hecke-Multiplikativität weisen wir schwache Multiplikativität nach,
Folgerung 5.3.8.4. In Folgerung 5.3.8.5 konstruieren wir schwache Eigenformen explizit, eine Voraussetzung, um
die Arithmetik von Mock-Modulformkoeffizienten zu entschlüsseln. Es gibt eine schwach-holomorphe Modulform

H1 (z) =
1

q
+O (q) ∈ Sk (N,χ) mit algebraischen Fourierkoeffizienten. Dann ist

f ′i (z) =
∏

j 6=i
(Tp−τj (p))H1

eine schwache Hecke-Eigenform zum Eigenwert τi (p).

Abschnitt 5.4 über Ramanujan- und Kaneko-Kongruenzen ist eine konkrete Anwendung dieser Betrachtungen.
Diese sind im Fall von CM-Modulformen besonders augenfällig (Folgerung 5.4.4.1). Das steht in engem Zusammen-
hang mit der Spektraltheorie von [Atkin]’s U−Operator, vgl. Anhang C.4.1. Wir berechnen die erste Spektrallinie

1[Gangl Zagier, 7], [Zeidler, 6.7 Appendix by Don Zagier]
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schwacher Hecke-Eigenformen:

{
τ ′ (1) +

1

υi

(
h1 (pn) + hp (pn) υi + hp2 (pn) υ

2
i + . . .

)}
Υi, vgl. Hilfssatz 5.4.2,

und zeigen, dass sich diese Spektrallinien bei Überlagerung von Neuformen verschiedener Tp−Eigenwerte nicht
auslöschen (Folgerungen 5.1.8.1, 5.4.3.2). Falls die pm−ten Fourierkoeffizienten Null sind, ergeben sich besonders
gute Kongruenzen ([Honda Kaneko]).
Um Mock-Modulformen f mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten zu haben, müssen die Koeffizienten der schwach-
holomorphen Modulform Dk−1f extrem gute Kongruenzeigenschaften haben; speziell müssen die Spektrallinien
der Spitzenformen in Dk−1f Null sein. Das ergibt ein einfach überprüfbares Kriterium für die Existenz von Mock-
Modulformen mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten, Satz 5.5.1. Algorithmen und Programme dazu finden sich im
Anhang E.3. Der klassische Anteil des Spektrums schwach-holomorpher Modulformen kann explizit berechnet wer-
den, Hilfssatz 5.6.1. Fügt man die Information für alle Primzahlen zusammen, so ergibt sich der adelische Beitrag
der klassischen Spitzenformen zur schwach-holomorphen Modulform. Das Beispiel S!

12 (SL2 (Z)) auf S.137 veran-
schaulicht die allgemeine Situation. Um Mock-Modulformen mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten zu erhalten,
sollte man Räume von Spitzenformen ohne ungewöhnliche Primzahlen suchen (Folgerung 5.6.2.1).

Das hat Verallgemeinerungen auf die Existenz von Mock-Jacobiformen, die gleichzeitig p−adisch sind und Koeffi-
zienten in Zp haben, sowie auf Kongruenzen ihrer Fourierkoeffizienten, Folgerung 5.7.2.1.

Die verschiedenen Anhänge sind eine Mischung aus bekannten Ergebnissen und neuen Beiträgen. Im Anhang A
werden Grundlagen über die Diracsche δ−Distribution, Rankin-Selberg Verfahren, Abelsummation ... zusammen-
gestellt. In Anhang A.4 geht es um Teilbarkeit für Heckeformen mit Koeffizienten in algebraischen Erweiterun-
gen von Q. Entscheidendes Hilfsmittel sind die Newton-Polygone bzw. Newtonsteigungen des charakteristischen
Polynoms eines Heckeoperators Tp. Es geht um die konkrete Berechnung der Primidealzerlegung. Das geht im
wesentlichen schon auf Hilbert zurück.
Wir stellen Definitionen und Eigenschaften spezieller Funktionen zusammen wie sie z.B. aus [AS, GR, Magnus Ober]
bekannt sind. Der Abschnitt A.6 ist neu. Es geht in Satz A.6.1 um die analytische Fortsetzung der Poincaréreihe
ys

2

∑
b2−4ac=d

1

|az2 + bz + c|s , die bei Abschätzungen der Distribution Dd eine Rolle spielt. Definition, Asymptotik

und sonstige Eigenschaften der Meijer G-Funktionen (verallgemeinerte Besselfunktionen) in Abschnitt A.7.5 gehen
auf [Meijer] zurück bzw. ergaben sich durch umfangreiche Mathematica-Berechnungen.

Ein eigenständiger Beitrag ist der Abschnitt B mit expliziten Formeln für die Anzahl fd (n) der Darstellungen der
Zahl n durch quadratische Formen der Diskriminante d, sowie die Anzahl Nd (n) der primitiven Darstellungen.
Es folgt der Zusammenhang der beiden Anzahlfunktionen sowie die erzeugenden Dirichletreihen. Gute Abschät-
zungen über Mittelwerte dieser beiden zahlentheoretischen Funktionen und die Fehler, die dabei gemacht werden,
sind aus der Literatur bekannt und werden hier mit Hilfe einer Landauschen Methode, die auch beim Beweis des
Primzahlsatzes zur Anwendung kommt, wesentlich verschärft. Unter Annahme der Lindelöf-Vermutung lassen sich
sehr genaue Resultate erzielen. Aber auch ohne irgendwelche Bedingungen kann man sofort auf die gleichmäßige
Verteilung der Geodätischen in Bezug auf die y−Achse schließen. Satz B.2.4 war das erste substantielle Resultat
des ersten Teils der Arbeit.
Der Abschnitt B.3 „Voronoïformeln“ behandelt eigene Untersuchungen, die sich allerdings an bekannte Ergebnisse
anlehnen. Hier wird der Fehler beim Mittelwert der Darstellungsanzahlen fd (n) in eine Reihe entwickelt, um ihn
genauer einzugrenzen. [Wilton 1] hat das für die Teilerfunktion d (n) durchgeführt, (B.3.0.1). Wenn man die
Summe bei N ≈ 3

√
x abbricht, erhält man eine sehr genaue Fehlerabschätzung. Die unendliche Reihe (B.3.1.1) für

die Funktion fd (n) war bekannt ([Walfisz]). Neu ist die endliche Reihe mit explizitem Fehlerintegral, Satz B.3.2.1
und Folgerung B.3.2.1.1. Die Analyse der Fehlerterme führt tatsächlich über die besten bekannten Ergebnisse
hinaus, da die Gleichmäßigkeit in d besser ist. Satz B.3.3.1 von [Huxley Watt] gilt z.B. erst ab x≫ d, während
der optimale Wert für die Trankierung der Voronoïformel bei N = d

1
2+ε liegt. Das allgemeinste Ergebnis in dieser

Richtung ist die Summenformel B.3.2, die einen Hilfssatz B.3.1.1 von [Chandra 3] wesentlich verschärft. Es
bestand natürlich die Hoffnung, dass eine explizite Formel den Fehler sofort deutlich werden lässt.
In Abschnitt B.3.4 wird versucht, den konstanten Fourierkoeffizienten der Distribution Dd der Verteilung der Geo-
dätischen im Standardfundamentalbereich F in eine Voronoïreihe zu entwickeln. Das geht, wenn man Nd (n) durch
fd (n) ≈ ζ (2)Nd (n) ersetzt. Man erhält eine Reihe von Meijer G-Funktionen, Folgerung B.3.4.1.1. Die Fehler-
terme lassen sich allerdings gegenüber der schon bewiesenen Asymptotik des konstanten Terms in Abschnitt 1.4
nicht verbessern. Die Unstetigkeiten, d.h. Pole sind zu gravierend. Besser lassen sich Integralmittel des konstanten
Terms abschätzen. Das ergibt wieder unendliche Summen von Meijer G-Funktionen Proposition B.3.4.3 bzw.
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die trankierte Reihe Proposition B.3.4.2 mit explizitem Fehler. Der effektive Nutzen dieser Versuche besteht auf
jeden Fall in dem umfangreichen Mathematica-Paket, Abschnitt E.1.

Anhang C gibt einen Überblick über Verallgemeinerungen klassischer Modulformen. Als Grundlage werden ver-
schiedene Eigenschaften schwach-holomorpher Modulformen aufgelistet. Grundlegend für zahlentheoretische Ei-
genschaften sind Aussagen über Algebraizität, beschränkte Nenner, Ganzzahligkeit der Fourierkoeffizienten usw.
Einen Überblick über Räume schwach-holomorpher Modulformen geben verschiedene „Millerbasen“, das sind Basen
von M !

k,∞ (N,χ) der Art:

qis+ O
(
qis+1

)

qis−1 + O
(
qis−1+1

)

...

qi1 + O
(
qi1+1

)

1 + O (q)

H1 (z) =
1

q
+ O (q)

H2 (z) =
1

q2
+ O (q)

...

Ihr p−Teil hat erstaunlich regelmäßige p−Ordnungen, z.B. für M !
12,∞ (SL2 (Z)) , p = 2:

Koeff. 21 22 23 24 25 26 27

∆ 3 6 9 12 15 18 21
E 4 4 4 4 4 4 4
H1 5 8 11 14 17 20 23
H2 2 10 13 16 19 22 25
H4 7 2 10 13 16 19 22
H8 7 7 2 10 13 16 19
H16 7 7 7 2 10 13 16
H32 7 7 7 7 2 10 13

Nach Einsatz des Großcomputers am MPI gelang es, umfangreiches Zahlenmaterial zu erstellen, bis sich erstmals
Unregelmäßigkeiten einstellten (fettgedruckte Einträge für M !

66 (SL2 (Z)) in Tabelle 6, Abschnitt C.4.4), so dass
man den Beweis der zugrundeliegenden Muster wohl aufgeben kann. Von da ab konzentrierten sich die Bemühungen
auf p−adische Lösungen, d.h. um die Frage, ob man wenigstens über die p−Ordnungen von pm−ten Fourierkoeffi-
zienten für beliebig großes m etwas sagen kann. Es zeigte sich, dass p−adische Grenzwerte der Basen Hpm ,m→∞
existieren, im obigen Beispiel

H2∞
.
= G12 −∆, vgl. Folgerung C.4.3.10.1.

Standardbeispiele für die Untersuchungen verschiedenster Thetakorrespondenzen sind nicht-holomorphe Eisen-
steinreihen im Abschnitt C.2.

Besonders durch die Arbeiten von K. Bringmann, J.H. Bruinier u.a. hat sich die Spezialisierung von Maaßformen
auf Spektralparameter der holomorphen Modulformen s = k

2 als fruchtbar erwiesen, Abschnitt C.3. Diese Räume
stehen durch die Differenzialoperatoren Dk−1 und ξ2−k mit schwach-holomorphen Modulformen in Beziehung und
erben daher deren arithmetische Eigenschaften. Diese beiden Abschnitte sind bekannt.

Die genaueste Analyse von Teilbarkeitseigenschaften ergibt sich durch overkonvergente Modulformen. Nach
[Coleman 2] treten Hecke-Spitzenformen in p−adischen Familien von overkonvergenten Modulformen auf. Klas-
sisch heißt das, dass man zu jeder Heckeform vom Gewicht k eine Heckeform von grösserem Gewicht k′ finden kann,
deren Koeffizienten modulo einer beliebig vorgegebenen Primzahlpotenz gleich sind. Zu jeder Hecke-Spitzenform
gehört eindeutig eine schwache Heckeform und diese treten ebenfalls in p−adischen Familien auf mit dem gleichen
p−adischen Grenzwert wie die entsprechende Familie von Hecke-Spitzenformen, vgl. [Guer Kent Ono]. Ent-
scheidend in diesem Zusammenhang ist die Spektraltheorie von [Atkin]’s Up− Operator. Dadurch lassen sich die
Teilbarkeitseigenschaften eindeutig Eigenfunktionen des Up− Operators zuordnen. Einen Schlüssel zur Erklärung
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dieser Gesetzmäßigkeiten ist die Tatsache, dass die Klasse der Funktionen mit asymptotischer Spektralentwicklung
in Eigenfunktionen des Up− Operators sehr viel größer ist als bisher angenommen: Sie umfaßt klassische holomor-
phe Modulformen, schwach-holomorphe Modulformen, wie auch Mock-Modulformen mit ganzzahligen Koeffizien-
ten. Einfachstes Beispiel ist das [Atkin]-Verfahren, das an einer von Ramanujans Mock-Thetafunktionen

f (z) =

∞∑

m=0

f (m) qm = 1 +
q

(1 + q)
2 +

q4

(1 + q)
2
(1 + q2)

2 +
q9

(1 + q)
2
(1 + q2)

2
(1 + q3)

2 + . . .

illustriert wird. Computerberechungen legen nahe, dass für alle m,m0 ∈ N,m ≥ m0,m ≡ m0 (mod 2):

(−1)
m−m0

2

∞∑

n=0

f (5mn+ cm) qn≡
∞∑

n=0

f (5m0n+ cm0) q
n (mod 5[

m0+2
2 ]) mit 0 < cm < 5m, 5m ‖ 24cm − 1.

Diese Vermutung C.4.1.8 ist neu.

Abschließend werden diese Techniken auf die bekannten Basen schwach-holomorpher Modulformen angewandt. Da-
durch ergeben sich für nahezu alle Modulformen selbstähnliche Muster, vgl. [Folsom Kent Ono]. Eine Erklärung
dieser Muster ermöglicht es, Fragen nach Ganzzahligkeit bzw. Algebraizität von Mock-Modulformkoeffizienten zu
klären. Bei detaillierter Analyse verschwimmen diese Muster jedoch. Es gibt für große Gewichte Ausnahmen und
von daher gibt es keine Alternative zu einer p−adischen Analyse mit Hilfe overkonvergenter Modulformen. Die
zugrundeliegende Idee dieser Muster ergibt sich leicht aus der overkonvergenten Spektralreihe der Basisfunktio-
nen, Sätze C.4.3.6, C.4.3.10. Die detaillierte Erklärung in Abschnitt C.4.3 erfordert endliche Approximationen der
Spektralentwicklung. Auffällig ist die Diagonale in den Tabellen C.4.4. Die Werte rechts der Diagonale verhalten
sich p−adisch wie

∞∑
j=0

hpjτ
(
pj
)

p′T (τ)
f, f eine Hecke-Spitzenform, Satz C.4.3.10.

In Anhang D.1 wurden viele der im Text benötigten Integrale zusammengestellt, wie sie sich aus Mathematica-
Berechnungen bzw. durch Nachschlagen in bekannten Tafelwerken (hauptsächlich [GR]) ergaben.
Der Gültigkeitsbereich von Shimura’s Theta-Korrespondenzen (Abschnitt 3.1) lässt sich sinnvoll auf Funktionen
erweitern, bei denen das Integral gegen den Thetakern nicht mehr konvergiert. Hauptanwendungsbeispiel sind
die nicht-holomorphen Eisensteinreihen in Abschnitt 3.3. Die Idee der Regularisierung der Integrale taucht bei
[Harvey Moore] auf. Das wird in Anhang D.2 verallgemeinert. Beispielsweise kann man so Zyklenintegralen über
unendlich lange Geodätische, die in die Spitze des Fundamentalbereichs Γ\H laufen, sinnvolle Werte zuweisen, s.
Anhang D.2.2. Ähnliche Ideen ermöglichen es, Eichlerintegrale,L−Reihen u.a. für Modulformen mit exponentiellem
Wachstum in den Spitzen zu definieren. Das hat Anlass zu folgender Veröffentlichung gegeben: [Bri Fri Ke].

Anhang E beinhaltet eine Auflistung der Mathematica- und Pari-Programme für im Text benötigten zahlentheo-
retischen Funktionen, die Bilder der Geodätischen Abb. 0.1, E.1.0.1, E.1.0.2 und insbesondere für viele Beispiele
von Eisenstein- und Poincaréreihen, Anhang E.2.

Abschnitt E.3 umfaßt Algorithmen und Programme zur Berechnung von Heckedefekten und Spektrallinien schwa-
cher Hecke-Eigenformen.
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Gleichverteilung

Wir machen uns zunächst mit der Geometrie der Geodätischen in der oberen Halbebene
vertraut.

1.1. Geodätische und quadratische Formen

Betrachte die Aktion der Gruppe SL2 (Z) auf den quadratischen Formen:

Definition 1.1.1. Mit Q (x, y) = ax2 + bxy + cy2, γ =

(
A B
C D

)
∈ SL2 (R) ist

(γ ◦Q) (x, y) := a (Ax+By)2 + b (Ax +By) (Cx+Dy) + c (Cx+Dy)2

=
(
aA2 + bAC + cC2

)
x2 + (2aAB + b (AD +BC) + 2cCD)xy+

+
(
aB2 + bBD + cD2

)
y2

und entsprechend mit q (z) := a |z|2 + bx+ c,

(γ ◦ q) (z) :=
(
aA2 + bAC + cC2

)
|z|2 + (2aAB + b (AD +BC) + 2cCD)x+

+
(
aB2 + bBD + cD2

)
.

Hilfssatz 1.1.2. Einige offensichtliche Eigenschaften:

(γ ◦Q) (z, 1) = (Cz +D)
2
Q (γz, 1) ,

sowie (γ ◦ q) (z) = |Cz +D|2 q (γz) ,
dz = (Cz +D)

2 d (γz) ,

Im z = |Cz +D|2 Im (γz) .

Hilfssatz 1.1.3. Sei Q = (a, b, c) eine quadratische Form der Diskriminante d und

CQ : a |z|2 + bx+ c = 0

die dazu gehörige Geodätische. Dann gilt für beliebige z ∈ H:

∣∣az2 + bz + c
∣∣ =
√
dy

sinα
,

dabei ist α = ∢ (z,CQ) der euklidische (und 2α der hyperbolische) Winkel, unter dem der Durchmesser [w1, w2] ∈ R ⊂
H der Geodätischen CQ von z ∈ H aus erscheint bzw. für a = 0, d = b2 der Winkel zwischen z, dem Anfangspunkt
der Geodätischen (Geraden) − cb und der x−Achse.

Beweis. Sei zunächst a 6= 0, vgl. Abb. 1.1

w1 =
−b−

√
d

2a
, w2 =

−b+
√
d

2a
,

Fläche
(
∆(z, w1, w2)

)
=

1

2
|z − w1| |z − w2| sinα =

1

2a

∣∣az2 + bz + c
∣∣ sinα =

√
d

2a
y.

Für a = 0 ist b =
√
d und |bz + c| =

√
d∆, vgl. Abb. 1.2. �
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Abbildung 1.1. Dreieck: Höhe y, Breite
√
d
a

y

z

−c
b

α

CQ

Abbildung 1.2. a = 0, d = �

Hilfssatz 1.1.4. Auf der Geodätischen
CQ : a |z|2 + bx+ c = 0

wird durch das Bogenlängenelement

dQz = −
√
d

az2 + bz + c
dz

eine Orientierung gegeben, die für a > 0 von links nach rechts läuft.
Für a = 0 hat man senkrechte Geodätische, die für b > 0 auf die reelle x−Achse zu, für b < 0 von ihr weg ins
Unendliche laufen.

Beweis. Der Betrag des Bogenlängenelements findet sich in [Zagier 6, Proposition 2]. Man überzeugt sich,
dass die hier gegebene Wahl im Maximum der Geodätischen die richtige Orientierung hat. Wegen Hilfssatz 1.1.2
stimmt das auch in allen anderen Punkten der Geodätischen. �

Hilfssatz 1.1.5. Es gibt nur endlich viele Geodätische CQ, |Q| = d 6= � mit α = ∢ (z,CQ) ≥ π
2 .

Beweis. Punkte z = x+ iy mit ∢ (z,CQ) ≥ π
2 liegen innerhalb der Geodätischen, d.h. y ≤

√
d

2a bzw. a ≤
√
d

2y .

Alle Geodätischen mit gegebenem a lassen sich leicht aufzählen. Es gibt endlich viele b ∈ N mit −a < b ≤ a und
unendlich viele b′ = b + 2an, n ∈ Z, von denen aber für fast alle n ∈ Z der Winkel α < π

2 ist, weil α → 0 für
|n| → ∞. �

Aus ähnlichen Gründen gilt:

Hilfssatz 1.1.6. Es gibt nur endlich viele Geodätische CQ, |Q| = d 6= � mit α = ∢ (z,CQ) ≥ π
4 .

Für α < π
4 gilt: tan2 α ≤ 2 sin2 α.

Hilfssatz 1.1.7. Sei d := b2 − 4ac die Diskriminante der quadratischen Form (a, b, c).
(
a |z|2 + bx+ c

)2
=
∣∣az2 + bz + c

∣∣2 − dy2

Beweis. Quadrate ausrechnen. �
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Hilfssatz 1.1.8. Die Reihe
∑

a,b,c∈Z
b2−4ac=d

y2

|az2 + bz + c|2
ist lokal gleichmäßig konvergent in H, d.h. stetig.

90°

90°

x + iy
M P

Q = n + x + iy
� b2a�b+pd2a �b+pd2a

�1�2

Abbildung 1.3.

O.B.d.A.
∣∣x+ b

2a

∣∣ ≤ 1
2 ⇒ MP <

√
d

2a , MQ
2 ≥ y2 +

(
n− 1

2

)2
,

sinα1 = MP
MQ

<
√
d

2a
√
y2+(n− 1

2 )
2
> sinα2, α = α1 + α2 < π

Beweis. Für die lokal gleichmäßige Konvergenz reicht es, eine lokale Majorante zu finden [Grauert Fischer,
2.Kap., Satz 5.3]. Sei zunächst d 6= �:

∑

a,b,c∈Z
b2−4ac=d

y2

|az2 + bz + c|2
=

1

d

∑

a,b,c∈Z
b2−4ac=d

sin2 α nach Hilfssatz 1.1.3.

Nun ist, vgl. Abb. 1.3,

sinα = 2 sin
α

2
cos

α

2
= 2 sin

α1 + α2

2
cos

α1 + α2

2
< 2 sin

α1 + α2

2
cos

α1 − α2

2
= sinα1 + sinα2,

da die Kosinusfunktion im Intervall (0, π) monoton fallend ist, also
∑

a,b,c∈Z
b2−4ac=d

y2

|az2 + bz + c|2
<

1

d

∑

a,b,c∈Z
b2−4ac=d

(sinα1 + sinα2)
2 ≤ 1

d

∑

a,b,c∈Z
b2−4ac=d

(
2 sin2 α1 + 2 sin2 α2

)

Abb. 1.3
<

2

d

∑

a∈N

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

4
∑

n∈Z




√
d

2a

√
y2 +

(
n− 1

2

)2




2

<
2

d

∞∑

a=1

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

(
2

d

a2y2
+ 2

∑

n∈N

d

a2n2

)

= 4

(
1

y2
+ ζ (2)

) ∞∑

a=1

Nd (a)

a2
= O

(
1

y2
+ 1

)
;

falls d = � gibt es zusätzlich noch einen Beitrag
∑

a=0,b=±
√
d,c∈Z

y2

|bz + c|2
< O

(
y2
( 1
y2

+ ζ (2)
))

.

Der Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig [Grauert Fischer, 2.Kap.,Satz5.2]. �
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Bemerkung. Weitere Details über die Poincaréereihe
∑

a,b,c∈Z
b2−4ac=d

ys

|az2 + bz + c|s finden sich im Anhang A.6.

Satz 1.1.9. Der Punkt z ∈ H hat den Abstand d = arsinh

∣∣∣∣
q (z)

y
√
d

∣∣∣∣ von der Geodätischen CQ.

Beweis. Eine Bewegung γ ∈ SL2 (Z) bildet CQ auf Cγ−1◦Q ab. Durch eine Bewegung der hyperbolischen
Ebene lässt sich die Geodätische CQ auf C(1,0,−1) : |z|2 − 1 = 0 und ein beliebiger Punkt z auf iY abbilden.

d =

∣∣∣∣
Y∫

1

dy
y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣log Y

∣∣∣∣.

Sei θ der euklidische Winkel, unter dem die Strecke [−1, 1] von iY aus erscheint. Dann ist

cot
θ

2
= Y,

cot θ =
cos2 θ2 − sin2 θ2
2 sin θ

2 cos
θ
2

=
1

2

(
Y − 1

Y

)
=
q (iY )

Y
√
d
,

sinh d =

∣∣∣∣
1

2

(
Y − 1

Y

)∣∣∣∣ .

Sowohl der Abstand d als auch der Term

∣∣∣∣
q (z)

y
√
d

∣∣∣∣ sind nach Hilfssatz 1.1.2 invariant unter Bewegungen. �

1.2. Ambige, spiegelsymmetrische, reziproke Geodätische

Es gibt verschiedene augenfällige Symmetrien der quadratischen Form Q.

quadr. Form Bezeichnung

Q (a, b, c)

Q∗ (−a, b,−c) spiegelsymmetrische Geodätische

Q′ (a,−b, c) (ambig)

−Q (−a,−b,−c) reziproke Form bzw. Geodätische

In diesem Abschnitt betrachte ich nur primitive quadratische Formen (a, b, c), d.h. ggT (a, b, c) = 1, beliebiger
Diskriminante d = b2 − 4ac. Klassen und Geschlechter quadratischer Formen sind im engeren Sinne zu verstehen.

Spiegelsymmetrie lässt sich einfach feststellen:
Hat t2 − du2 = −4 ganzzahlige Lösungen, so ist jede primitive Geodätische ihr eigenes Spiegelbild: Q ∼ Q∗.
Sonst sind Geodätische und Spiegelbild verschieden, vgl. [Sarnak 3].

Reziprok heißt eine Geodätische, die in sich selbst zurückläuft: Q ∼ −Q, vgl. [Sarnak 3].
Reziproke Geodätische werden immer am Punkt i „reflektiert“: Sie enthalten eine Form (A,B,−A) .
Für Diskriminanten d mit 16 ∤ d ∧ (p | d⇒ p ≡ 1 mod 4) ist die Anzahl primitiver reziproker Geodätischer gleich
der Anzahl der Geschlechter.

Schon Gauß hat ambige Formen Q = (a, b, c) untersucht, das sind solche mit a | b. Man bezeichnet den Zykel zu
Q äquivalenter reduzierter quadratischer Formen als ambigen Zykel, vgl. [Buch Voll, 2.8, 6.14].
Ambige Formenzykel gehören zu Geodätischen, die gleichzeitig ihr Spiegelbild in entgegengesetzter Orientierung
durchlaufen.
Ambige Zykel sind diejenigen, in denen zu jeder Form Q auch Q′ auftritt.
Ambige Zykel enthalten eine der Formen (A,A,C) bzw. (A, 0, C).
Ambige (geschlossene) Geodätische sind solche, die ihr absolutes Maximum an der Stelle x = 0 ∨ ± 1

2 haben.
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Zu jeder Diskriminante d gibt es genau so viele ambige primitive Zykel wie Geschlechter, vgl. [Cassels, Ch. 14,
Composition of Binary Quadratic Forms, Lemma 4.2, 4.3].

Wenn t2−du2 = −4 ganzzahlige Lösungen hat, ist reziprok und ambig dasselbe. Sonst schließt sich das gegenseitig
aus.
Für Diskriminanten d mit 16 | d∨ (∃p ≡ 3 mod 4 : p | d) gibt es keine spiegelsymmetrischen und keine reziproken
Geodätischen.
Hat eine Geodätische zwei der Eigenschaften ambig, spiegelsymmetrisch oder reziprok, so auch die dritte.

Mit der Klassifikation aus [Robertson, 37 The relation between H+ (∆) und H (∆)] ergibt sich folgendes Bild für
beliebige Diskriminanten:

Typ t2 − du2 = −4 Zusatzbedingung Geodätische
II lösbar (⇒) (p | d⇒ p 6≡ 3 mod 4) alle spiegelsymmetrisch, reziprok = ambig
III (nicht lösbar ⇐) (16 | d) ∨ (∃p ≡ 3 mod 4 : p | d) keine spiegelsymmetrisch, keine reziprok
IV nicht lösbar ∧ (16 ∤ d) ∧ (p | d⇒ p 6≡ 3 mod 4) keine spiegelsymmetrisch, reziprok 6= ambig

Fall III tritt statistisch in 100% aller Fälle auf (Siebmethoden):

Keine Geodätische ist reziprok oder spiegelsymmetrisch.

Convenient Numbers1 (Klassenzahl gleich Anzahl der Geschlechter ⇐⇒ Alle Geodätischen sind ambig):
Falls h

(
df2
)
= g

(
df2
)

für eine beliebige Diskriminante d, so gilt auch h (d) = g (d) .
(Der ursprünglich von Euler stammende Beweis, korrigiert in [Grube, §7], lässt sich auf positive Diskriminanten
übertragen.)
Falls df2 vom Typ II ist,2 so auch d.
Fall IV tritt nicht auf. Im Fall II sind alle Geodätischen gleichzeitig ambig, reziprok und spiegelsymmetrisch.
Im Fall III gibt es weder reziproke noch spiegelsymmetrische Geodätische.

Hauptideale: Weitere sichtbare Eigenschaften der geschlossenen Geodätischen (a, b, c) im Standardfundamental-

bereich F sind die relativen Maxima, das absolute bei y =

√
d

2a
. Falls die quadratische Form Q die Primzahl p <

√
d

2

repräsentiert, ist Q ∼ (p, ∗, ∗) und die zugehörige Geodätische hat ein lokales Maximum bei y =

√
d

2p
. Insbesondere

ist eine Primzahl p Hauptideal in Q
(√

d
)
, falls entweder

(
d

p

)
= −1 oder die höchste Geodätische (1, ∗, ∗), das

Einselement in der Klassengruppe, ein lokales Maximum bei y =

√
d

2p
hat. Im Falle von convenient numbers sind

diese Primzahlen durch Kongruenzen mod d bestimmt.

1.3. Definition und Fourierreihe der Bogenlängendistribution

Um die Bogenlänge von Geodätischen a|z|2 + bx + c = 0 in der oberen Halbebene zu berechnen, schneiden wir
sie mit Hilfe von Distributionen aus. Eine Einführung in die Theorie der Distributionen findet man in bekannten
Standardwerken wie etwa [R.E.Edwards].

Da

∣∣∣∣
q (z)

y
√
d

∣∣∣∣ bis auf Terme höherer Ordnung der Abstand von der Geodätischen CQ : q (z) = 0 ist, sollte

(1.3.1) Dd =
∑

|Q|=d
δ

(
q (z)

y
√
d

)

die Distribution sein, die das Zyklenintegral über die Geodätische berechnet,
vgl. [Gel’fand-Shilov, Kap. 3, 1.3. Die verallgemeinerte Funktion δ (P )], [Zagier 6, (39)].
Wir beweisen das im folgenden.

1vermutlich mehr als 60% der positiven Diskriminanten, vgl. [Buell, 5.2]
2Diese Aussage lässt sich nicht für Typ III machen wie das Gegenbeispiel d = 72 zeigt: 72 ist vom Typ III, 8 aber vom Typ II.
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Definition 1.3.1. Testfunktionen sind stetige Funktionen f : H → C, so dass ∃ε > 0 : f (x+ iy) = O (y−ε) für
y →∞. Automorphe Testfunktionen sind zusätzlich invariant unter der Aktion der Modulgruppe |2kγ, γ ∈ SL2 (Z).
Als Konvergenzbegriff reicht gleichmäßige Konvergenz von (Test-)Funktionenfolgen aus.

Bekanntlich gibt es Folgen von C∞−Funktionen, die im distributionellen Sinn gegen die Distribution konvergieren.

Bemerkung. Die Distribution Dd lässt sich als distributioneller Grenzwert der Funktionenfolge

f (δ, d, z) =
y2d

π

∑

a,b,c
b2−4ac=d

δ
(
a |z|2 + bx+ c

)2
+ δ2 |az2 + bz + c|2

für δ ց 0 schreiben. Das konvergiert ∀δ > 0, d ∈ D0+, z ∈ H.

Die Dd sind temperierte Distributionen, d.h. lineare, stetige Funktionale auf dem Raum der Schwartzfunktionen auf
SL2 (Z) \H, ein Teilraum unserer Testfunktionen. Sie besitzen Fourierreihen, deren Koeffizienten nicht gegen Null
gehen, sondern absolut durch den konstanten Fourierkoeffizienten beschränkt sind, vgl. [R.E.Edwards, 12.7.5].

Satz 1.3.2 (Fourier-Stieltjes-Reihe). Sei d ∈ D0+, Sa (r, d) :=
∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

e

(
rb

2a

)
, F : H → C eine automorphe

Testfunktion3. Dann ist ∫

F

Dd (z)F (z)dµ =

∫

Λd

F (z)dΛz.

Die Distribution Dd hat für y 6=
√
d

2a , a ∈ N folgende Fourier-Stieltjes Reihe

Dd (z) =

∞∑

r=−∞
cr (y, d) cos 2πrx

mit

cr (y, d) = 4y
√
d

√
d

2y∑

a=1

Sa (r, d) cos
(
πr
a

√
d− 4a2y2

)

√
d− 4a2y2

+

{
2y
√
d, d = �,

√
d | r

0, sonst
, r ∈ Z.(1.3.2)

Beweis. Um Dd auf Funktionen F : F → C auszuwerten, kann man den Integrationsbereich durch eine

(flächentreue) Bewegung R =
1√
β − α

(
1 −β
1 −α

)
(α und β sind die Lösungen von ax2 + bx + c = 0, α < β) auf

einen Kreisring ε−10 ≤ |w| ≤ ε0 transformieren, w =
z − β
z − α = ξ + iη, und gleichzeitig die quadratische Form

Q = (a, b, c) vereinfachen zu R−1 ◦ Q =
(
0, sign (a)

√
d, 0
)
; das entspricht einer Diagonalisierung des Erzeugenden

der Automorphismengruppe von Q,

γQ =

(
t−bu
2 −cu
au t+bu

2

)
zu RγQR

−1 =





(
ε0 0

0 ε−10

)
, a < 0,

(
ε−10 0

0 ε0

)
, a > 0,

falls d keine Quadratzahl ist. Man hat folgende Transformation

(1.3.3)

w =
z − β
z − α = reiθ , z =

αw − β
w − 1

, Im z =

√
d η

|a| |w − 1|2

Q (z, 1) =
d · w

a (w − 1)
2 , q (z) =

d · ξ
a |w − 1|2

, dµ =
dξ dη
η2

=
dr dθ

r sin2 θ

3vgl. Definition 1.3.1
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T

ε−1
0 ε0

z0

γQz0

0−ε−1
0−ε0

w0ε
−1
0

w0ε0

ΓQ\H

βαT (ε0) T (−ε0)

Abbildung 1.3.1. für a > 0

T = R−1 =
1√
β − α

(
−α β
−1 1

)

Für d 6= � ist dann:

Dd [F ] =
∑

inäqu.Q,
|Q|=d

∫

F

∑

γ∈ΓQ\ SL2(Z)
(a,b,c)=γ◦Q

δ

(
a |z|2 + bx+ c

y
√
d

)
F (z)dµ =

∑

inäqu.Q,
|Q|=d

∫

ΓQ\H

δ

(
a |z|2 + bx+ c

y
√
d

)
F (z)dµ

(1.3.3)
=

∑

inäqu.Q,
|Q|=d

∫

ε−1
0 ≤|w|≤ε0

δ

(
sign (a)

ξ

η

)
F

(
z − β
z − α

)
dξdη
η2

=
∑

inäqu.Q,
|Q|=d

π∫

0

δ (cot θ)

ε0∫

ε−1
0

F
(
reiθ

) dr dθ

r sin2 θ

und da das isometrische Bild der Geodätischen unter R gerade θ = π
2 entspricht:

=
∑

Äqu.kl.A

∫

ΓQ\CQ

F (z)dQz =
∫

Λd

F (z)dΛz.

Falls d eine Quadratzahl ist, ist die Automorphismengruppe trivial {±Id}. Alle Geodätischen beginnen von einem
rationalen Punkt auf der reellen Achse, d.h. gehen durch eine Spitze, laufen in die Spitze zurück und sind daher
unendlich lang. Sie sind äquivalent zu (0, b, c) , b = ±

√
d. Es gibt

√
d Äquivalenzklassen ([Zagier 7, §8 Aufgabe 1].

∑

Q∼(0,b,c)

∫

F

δ

(
bx+ c

y
√
d

)
F (z)dµ =

∞∫

0

∞∫

−∞

δ

(
x

y

)
F
(
z − c

b

)
dx

dy
y2

=

∞∫

0

yF
(
−c
b
+ iy

) dy
y2

=

∫

CQ

F (z)dQz,

vgl. Hilfssatz A.7.1.2 und A.7.1.4. Wenn man über alle Äquivalenzklassen summiert, hat man die Aussage des
Satzes.

Man kann auch leicht die Fourierreihe für festes y > 0 ausrechnen mit
∂q

∂x
(z) = 2ax+ b, T =

(
1 1
0 1

)
,m ∈ Z:

∑

Q=Tm◦(a,b,c)

1
2∫

− 1
2

δ

(
q (z)

y

)
e (−rx) dx =

∞∫

−∞

δ

(
a |z|2 + bx+ c

y

)
e (−rx) dx

=
∑

x0,
q(x0)=0

ye (−rx0)
|2ax0 + b| = y

e

(
−r
(−b−√d−4a2y2

2a

))
+ e

(
−r
(−b+√d−4a2y2

2a

))

√
d− 4a2y2

=
2y√

d− 4a2y2
e

(
rb

2a

)
cos

(
πr
√
d− 4a2y2

a

)
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Also cr (y) =

1
2+iy∫

− 1
2+iy

Dd (z) · e (−rx) dx =
∑

a 6=0

∑

b (2a)

b2≡d (4a)

2y
√
d e
(
rb
2a

)
cos

πr
√
d−4a2y2
a√

d− 4a2y2
. �

3

0
0.5

1

1.40

0
0.5

5

0
0.5

1

1.40

0
0.5

10

0
0.5

1

1.40

0
0.5

0

0
0.5

1

1.40

0
0.5

1

0
0.5

1

1.40

0
0.5

2

0
0.5

1

1.40

0
0.5

Abbildung 1.3.2. Fourier-Stieltjes Reihe für D8, trankiert bei r = 0, 1, 2, 3, 5, 10.

1.4. Grenzwert des konstanten Fourierkoeffizienten

Die erste Hoffnung, dass die Fourierkoeffizienten im Grenzwert proportional zur Länge der Geodätischen in Λd
sind, konnte ich bis jetzt weder bestätigen noch widerlegen. Man sieht schon an Abbildung 1.4.1, dass ck (y, d) eine
(zunehmende) Anzahl von Polen hat. Die mittleren Abstände der a mit Nd (a) 6= 0 sind c

√
log (x). Falls es ähnlich

wie bei den Primzahlen keine wesentlich größeren Lücken in dieser Folge gibt, so liegen die Pole (bei

√
d

2a
) allmäh-

lich immer dichter. Computerberechnungen erwecken dennoch den Eindruck, dass die konstanten Terme ∼ l (Λd)

volF

sein könnten. Die Pole werden natürlich immer enger und dazwischen liegt man tatsächlich nahe bei
l (Λd)

volF
. Tat-

sächlich existieren Grenzwerte im distributionellen Sinn. Genau genommen reicht es, die Fourierkoeffizienten über

die y-Achse zu integrieren, um strenge Konvergenz zu haben, d.h. es existieren die Grenzwerte lim
d→∞

∞∫
Y

ck (y, d)
dy
y2

l (Λd)
.

Der erste Versuch, die Fourierkoeffizienten der Distributionenfolge (Dd,y)d∈D näher zu bestimmen, führte auf Rei-
henentwicklungen mit Hilfe verallgemeinerter Besselfunktionen, vgl. Anhang B.3. Sie haben jedoch gegenüber den
bekannten Voronoïformeln für die Teilersummen den großen Nachteil, dass man keine effektiven Fehlerabschätzun-
gen erhält. Erst viel später kam mir die Idee, Beweismethoden für den Primzahlsatz zu verwenden ([Karatsuba,
Chapter V, §2 The Prime Number Theorem]), die für den konstanten Fourierkoeffizienten tatsächlich zum Ziel
führen.

Proposition 1.4.1. Für 0 < Y1 < Y2 ist die Bogenlänge von ΛD, D ∈ D0+, D 6= �, D→∞ in Streifen
FY1,Y2 =

{
z = x+ iy

∣∣ |x| < 1
2 , Y1 < y < Y2

}
der oberen Halbebene flächenmäßig gleichverteilt:

∫

FY1,Y2

DD (z)dµ
D→∞∼ vol (FY1,Y2)

vol (F)
l (ΛD) .
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Beweis. Sei x =
√
D

2Y . Wegen
∑′

n≤t
ND (n)

HS. B.2.1
= O

(
Dεt1+ε

)
ist

∞∫

Y

c0 (y,D)
dy
y2

= 4
√
D

√
D

2Y∑

n=1

ND (n)

√
D

2n∫

Y

dy

y
√
D − 4n2y2

(D.1.1.4)
= 4

∑′

n≤x
ND (n) arcosh

x

n

(A.2.2)
= 4

x∫

0

x
∑′

n≤t
ND (n)

t
√
x2 − t2

dt

Satz B.2.4
= 4x





D0,4∫

0

∑′

n≤t
ND (n)dt

t
√
x2 − t2

+

x∫

D0,4

L (1, D)dt

ζ (2)
√
x2 − t2





+ O


D0,15x

x∫

0

dt

t0,37
√
x2 − t2




(D.1.2.1)
=

4xL (1, D)

ζ (2)

x∫

D0,4

dt√
x2 − t2

+O


xD1,4ε

D0,4∫

0

dt√
x2 − t2


+O

(
1

Y 0,63D0,035−ε

)

=
4πL (1, D)

ζ (2)
arcsin

t

x

∣∣∣∣
x

D0,4

+O

(
xD2ε arcsin

D0,4

x

)
+O

(
1

Y 0,63D0,035−ε

)
=
l (ΛD)

Y volF
+O

(
D0,4+2ε

)
.

1
Y ist der Flächeninhalt des „Rechtecks“ − 1

2 + iY, 12 + iY, 12 + i∞,− 1
2 + i∞ der oberen Halbebene H,

l (ΛD) = 2h (D) log ε0 = 2
√
DL (1, D) nach [Sarnak 1, Corollary 1.5]. Siegel hat gezeigt, dass es eine Konstante

c mit cD−ε < L (1, D) < cDε gibt. Entsprechendes gilt für
Y2∫
Y1

c0 (y,D) dy
y2 und die Gleichmäßigkeit der Verteilung

der Geodätischen bzgl. der y-Achse ist bewiesen. �

Für die anderen Fourierkoeffizienten ist die Konvergenz nicht so offensichtlich. [Duke 1, Theorem 1] gilt nur für
Fundamentaldiskriminanten.

1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5
y

-6

-4

-2

2

4

6

Abbildung 1.4.1.
vol (F)
l (Λd)

ck (y, 28), k = 0, 1, 2, 3

1.5 2.0 2.5
Y

0.5

1.0

1.5

Abbildung 1.4.2.
vol (F)
l (Λd)

∞∫

Y

ck (y, 28)
dy
y2
, k = 0, 1, 2, 3, im Vergleich 1

Y (gestrichelt)



1.5. VERSCHIEDENES 19

1.5. Verschiedenes

Die Idee, Linienintegrale mit Hilfe von Distributionen auszuschneiden, lässt sich vielfältig variieren.

1.5.1. Kerndistributionen für gewichtete automorphe Formen. Sei f : H → C eine Maaßform vom
Gewicht 2k, d.h.

{
y2
(

∂

∂x2
+

∂

∂y2

)
− 2kiy

∂

∂x

}
f (z) = λf (z)

und für γ =

(
A B
C D

)
∈ SL2 (Z) : f (γz) =

(
Cz +D

Cz +D

)k
f (z) .

Dann ist
f (z)

(
az2 + bz + c

)k

yk
dQz invariant unter ΓQ, d.h. periodisch auf der Geodätischen CQ. Daher ist folgendes

Zyklenintegral

1

d
k
2

∫

ΓQ\CQ

f (z)
(
az2 + bz + c

)k

yk
dQz

wohldefiniert. Für holomorphe Modulformen F (z) ist z.B. ykF (z) eine Maaßform vom Gewicht 2k und man hat

mit dQz = −
√
d

az2 + bz + c
dz entlang der orientierten Geodätischen CQ wieder die holomorphe Periodentheorie,

[Kohnen Zagier 2, 3. Hyperbolic Periods].

Bemerkung. Man kann die Geodätische mittels Bewegungen γ ∈ SL2 (Z) in den Standardfundamentalbereich F
verschieben und die Integrale über Geodätischenabschnitte

∫

C⊂CQ1

f (z)Q1 (z, 1)
k

yk
dQ1z =

∫

γ(C)⊂CQ2

f (z)Q2 (z, 1)
k

yk
dQ2z, Q1 = γ ◦Q2

dort auswerten, s. [Fricke].

Die Funktionen f können etwas allgemeiner gewählt werden. Für k ∈ Z kann man folgende Kerndistribution
wählen:

Definition 1.5.1.1. Sei

DA,2k (z) =
√
d
∑

Q∈A
δ

(
q (z)

y

)(
Q (z, 1)

|Q (z, 1)|

)k
.

Satz 1.5.1.2. Für d = Diskr. (Q) ∈ D0+ und automorph vom Gewicht 2k transformierende Testfunktionen f ist

DA,2k [f ] :=

∫

F

f (z)DA,2k (z) dµ =

∫

ΓQ\CQ

f (z)dQ,2kz.
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Beweis. Für d 6= � ist dann:

DA,2k [f ] =
√
d

∑

(a,b,c)∈A

∫

F

f (z)

∣∣az2 + bz + c
∣∣k

(az̄2 + bz̄ + c)
k
· δ
(
a |z|2 + bx+ c

y

)
dµ

=
√
d

∫

ΓQ\H

f (z)

∣∣az2 + bz + c
∣∣k

(az̄2 + bz̄ + c)
k
· δ
(
a |z|2 + bx+ c

y

)
dµ

(1.3.3)
=
√
d

∫

ε−1
0 ≤|w|≤ε0

f

(
αw − β
w − 1

)(
w − 1

w − 1
· |w|
w̄ signa

)k
· δ
(
sign (a)

√
d
ξ

η

)
dξdη
η2

=

√
d

(signa)
k

π∫

0

δ
(√

d cot θ
)

sin2 θ

ε0∫

ε−1
0

(
re−iθ − 1

reiθ − 1
eiθ
)k

f

(
αreiθ − β
reiθ − 1

)
dr
r

dθ

= ik (sign a)k
ε0∫

ε−1
0

(−ri − 1

ri− 1

)k
f

(
αri − β
ri − 1

)
dr
r

= (signa)k
iε0∫

iε−1
0

(
w − 1

w − 1

)k
f

(
αw − β
w − 1

)
wk

ηk
|dw|
η

(1.3.3)
=

1

d
k−1
2

∫

ΓQ\CQ

f (z)
(
az2 + bz + c

)k

yk
dQz =

∫

Λd

f (z)dΛ,2kz.

mit der Bewegung der oberen Halbebene wie auf S.15

z = T (w) , T =
1√
β − α

(
α −β
1 −1

)
, T ◦Q =

(
0,
√
d sign a, 0

)
.

Falls d eine Quadratzahl ist:

∑

Q∼(0,b,c)

∫

F

f (z)
|bz + c|k

(bz̄ + c)
k
· δ
(
bx+ c

y
√
d

)
dµ = (sign b)

k

∞∫

0

∞∫

−∞

f
(
z − c

b

) |z|k
z̄k
· δ
(
x

y

)
dx

dy
y2

= (i sign b)k
∞∫

0

f
(
−c
b
+ iy

) dy
y

=

∫

CQ

f (z)dQ,2kz,

vgl. Hilfssatz A.7.1.2 und A.7.1.4. �

Summiere über alle Formen der Diskriminante d:

Dd,2k (z) =
√
d
∑

Q,|Q|=d
δ

(
q (z)

y

)(
Q (z, 1)

|Q (z, 1)|

)k
.

Das ist die Kernfunktion für die Summe der Integrale über alle h (d) inäquivalenten Geodätischenzykel und trans-
formiert wie eine automorphe Form vom Gewicht 2k. Wir berechnen die Fourier-Stieltjes Reihe

Satz 1.5.1.3. Sei k ∈ 2Z, d ∈ D0+, f : H → C eine Testfunktion, automorph vom Gewicht 2k, d.h f (γz) =(
Cz +D

Cz +D

)k
f (z) für γ ∈ SL2 (Z) . Dann gilt für das Zyklenintegral

Cd (f) :=

∫

F

f (z)Dd,2k (z)dµ =

∫

Λd

f (z)dΛd,2k
z
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Abbildung 1.5.1.1. Die ersten Terme für |r| ≤ 5 der Fourier-Stieltjes Reihe für D8,2k , k = 2, 4, 6, 8, 10, 12.

mit Dd,2k (z) =
√
d
∑

Q,|Q|=d

(
Q (z, 1)

|Q (z, 1)|

)k
δ

(
q (z)

y

)
=
∑

r∈Z
cr,2k (y, d) cos 2πrx. Für gerades k ist

cr,2k (y, d) = 2 (−1)k
2 yδr,

√
dN0

√
d+ 4y

√
d

√
d

2y∑

a=1

Sa (r, d)√
d− 4a2y2

cos

(
πr
√
d− 4a2y2

a
− k arccos

(
−2ay√

d

))

= 2 (−1)k
2 yδr,

√
dN0

√
d

+ 4y
√
d

√
d

2y∑

a=1

Sa (r, d)



Tk

(
2ay√
d

)
cos

πr
√
d− 4a2y2

a√
d− 4a2y2

−
Uk−1

(
2ay√
d

)
sin

πr
√
d− 4a2y2

a√
d


 ∈ R,

dabei sind Tn und Un Tschebyscheff-Polynome erster bzw. zweiter Art,

T0 (x) = 1, T1 (x) = x, T2 (x) = 2x2 − 1, . . . T−n (x) = Tn (x) ,

und U0 (x) = 1, U1 (x) = 2x, U2 (x) = 4x2 − 1, . . . U−n−1 (x) =−Un−1 (x) .

Für ungerades k sind die Distributionen Null.

Beweis. Die Fourierkoeffizienten kann man nach folgender Formel berechnen:

cr,2k (y, d) =

1
2∫

− 1
2

Dd,2k (z) e (−rx) dx.

Sei zunächst d 6= �. Man kann die quadratischen Formen Q leicht abzählen. Für festes a 6= 0 ist b ∈ (− |a| , |a|)∪{a}
unter der Bedingung b2 ≡ d (mod 4a), falls die Geodätischenhalbkreise CQ ihren Mittelpunkt in

[
− 1

2 ,
1
2

)
haben.

Für beliebigen Mittelpunkt auf der reellen Achse sind T n◦Q mit T =

(
1 1
0 1

)
alle Formen. Ich summiere zunächst
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��
��
��
��

ω

z0

x

Abbildung 1.5.1.2. ω ≡ − argQ (z0, 1) (mod 2π)
ω → orientierte Tangente an z0 zur neg. x-Richtung drehen

über n.

√
d

1
2∫

− 1
2

∑

n∈Z
δ

(
T n ◦ q (z)

y

)(
T n ◦Q (z, 1)

|T n ◦Q (z, 1)|

)k
e (−rx) dx =

√
d

∞∫

−∞

δ

(
q (z)

y

)(
Q (z, 1)

|Q (z, 1)|

)k
e (−rx)dx(1.5.1.1)

=y
√
d
∑

x0

e (−rx0)Q (z0, 1)
k

|2ax0 + b| |Q (z0, 1)|k
, (vgl. Hilfssatz A.7.1.4)

mit x0 =
−b∓

√
d− 4a2y2

2a
, |a| ≤

√
d

2y (sonst kein Beitrag) und z0 = x0 + iy,

Q (z0, 1) = a (x0 + iy)
2
+ b (x0 + iy) + c = ax20 + bx0 + c− ay2 + iy (2ax0 + b) = y

(
−2ay ∓ i

√
d− 4a2y2

)
,

d.h.

Q (z0, 1)

|Q (z0, 1)|
=
−2ay ∓ i

√
d− 4a2y2√
d

= e∓iω

mit ω = ωa =





arctan

(
−
√
d−4a2y2
2ay

)
∈
(
0, π2

)
für a < 0,

π + arctan

(
−
√
d−4a2y2
2ay

)
∈
(
π
2 , π

)
für a > 0,

cosω = −2ay√
d
, sinω =

√
d− 4a2y2√

d
,(1.5.1.2)

Also ist (1.5.1.1) =
2y
√
d e
(
rb
2a

)
√
d− 4a2y2

cos

(
πr
√
d− 4a2y2

a
− kωa

)
. Aus

cos kω = Tk (cosω) = Tk

(
−2ay√

d

)
= (−1)k Tk

(
2ay√
d

)

und

sinkω = sin (ω)Uk−1 (cosω) =

√
d− 4a2y2√

d
Uk−1

(
−2ay√

d

)

= (−1)k−1
√
d− 4a2y2√

d
· Uk−1

(
2ay√
d

)
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folgt, wenn man über ±Q, d.h. ±a summiert: (1.5.1.1)=

2y
√
d e
(
rb
2a

)
√
d− 4a2y2

cos

(
πr
√
d− 4a2y2

a
− kωa

)
+

2y
√
de
(
− rb

2a

)
√
d− 4a2y2

cos

(
πr
√
d− 4a2y2

−a − kω−a
)

=
2y
√
d e
(
rb
2a

)
√
d− 4a2y2

{
cos

(
πr
√
d− 4a2y2

a

)
(−1)k Tk

(
2ay√
d

)

− sin

(
πr
√
d− 4a2y2

a

)
(−1)k

√
d− 4a2y2√

d
· Uk−1

(
2ay√
d

)}

+
2y
√
d e
(
− rb

2a

)
√
d− 4a2y2

{
cos

(
πr
√
d− 4a2y2

a

)
Tk

(
2ay√
d

)

+sin

(
−πr

√
d− 4a2y2

a

) √
d− 4a2y2√

d
· Uk−1

(
2ay√
d

)}

= 4y
√
d

{
cos

(
πr
√
d− 4a2y2

a

)
Tk

(
2ay√
d

)
/
√
d− 4a2y2

− sin

(
πr
√
d− 4a2y2

a

)
· Uk−1

(
2ay√
d

)
/
√
d

}
·
{
cos πrba , 2 | k;(
−i sin πrb

a

)
, sonst;

a läuft von 1 bis
√
d

2y und b über die Restklassen (mod 2a), b2 ≡ d (mod 4a) und
∑
b (2a)

b2≡d (mod 4)a

sin πrb
a = 0.

Für d = � kommen zusätzlich noch die senkrechten Geodätischen (0, b, c) mit b = ±
√
d dazu:

1
2∫

− 1
2

∑

(0,±
√
d,c)

δ

(
bx+ c

y
√
d

)(
bz + c

|bz + c|

)k
e (−rx) dx = y

∑

b=±
√
d

√
d∑

c=1

∞∫

−∞

δ
(
x+

c

b

)( bz + c

|bz + c|

)k
e (−rx) dx

= y
∑

b=±
√
d

√
d∑

c=1

(
iby

|iby|

)k
e
(rc
b

)
= 2 (−1)k

2 y

√
d∑

c=1

e

(
rc√
d

)
=

{
2 (−1)k

2 y
√
d, 2 | k,

√
d | r

0, sonst

�

1.5.2. Kerndistribution für definite Formen. Später wird auch eine Kerndistribution im definiten Fall
d < 0 benötigt:

Definition 1.5.2.1. Für d < 0 sei Dd (z) := −
2d

π

∑

Q∈Qd

δ
(∣∣∣Q(z,1)

y

∣∣∣
2)

wQ
, vgl. [Zagier 6, 3, iii].

Satz 1.5.2.2. Um eine automorphe Testfunktion f ∈ D2
0 für d < 0 an den CM-Punkten auszuwerten, kann man

gegen Dd (z) integrieren.

Cd (f) :=
∑

zQ∈F
az2Q+bzQ+c=0

(a,b,c)∈Qd

f (zQ)

wQ
=

∫

F

f (z)Dd (z)dµ

Beweis. Durch Einführung von Normalkoordinaten w = ξ+ iη =
z−zQ
z−zQ mit der Nullstelle zQ = xQ+ iyQ von

az2+ bz+ c mit positivem Imaginärteil lässt sich die obere Halbebene auf das Poincarékreismodell D abbilden und
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dann Polarkoordinaten einführen. Dann ist

z =
wzQ − zQ
w − 1

, q (zQ) = −
d

2a
, Q (z, 1) = −2q (zQ)w

(w − 1)2
,

q (z) = a |z|2 + bx+ c = q (zQ)
|w|2 + 1

|w − 1|2
, Im z = yQ

1− |w|2

|w − 1|2
,(1.5.2.1)

dµ =
4dξ dη

(
1− |w|2

)2 , w = reiθ, dξ dη = rdr dθ

vgl. [Maaß 4, Ch. I, §1], und für automorphe Testfunktionen f

∫

F

f (z)
∑

(a,b,c)∈Qd

δ

(∣∣∣∣
az2 + bz + c

y

∣∣∣∣
2
)

dµ =
∑

Q∈Γ\Qd

∫

F

f (z)
∑

γ∈ΓQ\Γ
δ

(∣∣∣∣
(γ ◦Q) (z, 1)

y

∣∣∣∣
2
)

dµ

=
∑

Q∈Γ\Qd

∫

ΓQ\H

f (z) δ

(∣∣∣∣
Q (z, 1)

y

∣∣∣∣
2
)

dµ =
∑

Q∈Γ\Qd

∫

U(zQ)

δ


 4 q2 (zQ) |w|2

y2Q

(
1− |w|2

)2


 4f (·)
(
1− |w|2

)2 dξ dη

=
∑

Q∈Γ\Qd

2π∫

0

dθ

ε∫

0

δ

(
4r2 |d|

(1− r2)2

)
4rf (·)

(1− r2)2
dr.

Der Integrand ist rotationssymmetrisch. Träger der Distribution ist zQ, bzw. w = 0, d.h. r = 0. Als Integrationsbe-
reich reicht eine beliebig kleine ε−Umgebung U (zQ) des Trägers. Mit x = 1−r2 ergibt sich für das Doppelintegral:

4π

1∫

1−ε

δ

(
4 (1− x) |d|

x2

)
f (·) dx

x2
. Mit

g (x) =
4 (1− x) |d|

x2
, xn = 1,

g′ (x) =
4 |d| (x− 2)

x3
, |g′ (1)| = 4 |d|

ist nach Hilfssatz A.7.1.4: δ

(
4 (1− x) |d|

x2

)[
1

x2

]
=

1

4 |d| . Da 4 (1− x) |d| punktsymmetrisch bzgl. x = 1 ist und

δ (x) = δ (−x), hat man für das gesuchte Integral gerade die Hälfte, also für ein ε ∈ (0, 1) :

2π

1+ε∫

1−ε

δ

(
4 (1− x) |d|

x2

)
f (·) dx

x2
=

π

2 |d|f (zQ)

und

∫

F

f (z)
∑

Q∈Qd

1

wQ
δ

(∣∣∣∣
az2 + bz + c

y

∣∣∣∣
2
)

dµ =
π

2 |d|
∑

Q∈Γ\Qd

f (zQ)

wQ
, vgl. [Zagier 1, (38)].

�

Satz 1.5.2.3. Für d < 0 ist

Cd (E (·, s)) = 2

( |d|
4

) s
2 ζ (s, d)

ζ (2s)
.
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Beweis. Mit dem ersten Teil des Satzes und [Zagier 6, Example 1] ist
∫

F

E (z, s)Dd (z)dµ =2
∑

Q∈Γ\Q+
d

E (zQ, s)

wQ
=

1

ζ (2s)

∑

Q∈Γ\Q+
d

ysQ
wQ

∑′

m,n

1

|mzQ + n|2s

=
1

ζ (2s)

( |d|
4

) s
2 ∑

Q∈Γ\Q+
d

1

wQ

∑′

m,n

1

Q (m,n)s
=

2

ζ (2s)

( |d|
4

) s
2 ∑

Q∈Γ\Q+
d

∑′

(m,n)/ΓQ

1

Q (m,n)s

=2

( |d|
4

) s
2 ζ (s, d)

ζ (2s)
in den Bezeichnungen von [Zagier 5, Prop. 3]

mit Q+
d =

{
Q pos. definit

∣∣ |Q| = d
}
, d < 0. �

1.5.3. Hyperzyklen. In der hyperbolischen Geometrie haben Parallele keinen konstanten Abstand. Die Kur-
ve, die von einer Geodätischen konstanten Abstand hat, ist keine Geodätische, sondern ein Hyperzykel.

1.5.3.1. Kernfunktion und Eigenschaften. Ähnliche Überlegungen wie für die Geodätische lassen sich allgemein
für Hyperzyklen CQ,θ mit Peripheriewinkel 0 < θ < π anstellen.

θ

M

CQ,θ

θ

H

C−Q,θ

Abbildung 1.5.3.1.1. Hyperzykel zu Q = (a, b, c) und −Q mit a > 0

Der Mittelpunkt M des euklidischen Kreises ist
(
− b

2a ,
√
d

2a cot θ
)
. Die Hyperzykelgleichung ist

(
x+

b

2a

)2

+

(
y −
√
d

2a
cot θ

)2

=
d

4a2 sin2 θ

bzw.

CQ,θ : a |z|2 + bx+ c =
√
dy cot θ

mit d = b2 − 4ac ∈ D0+. Die Geodätische erscheint vom Hyperzykel unter dem hyperbolischen Winkel 2θ.

Hilfssatz 1.5.3.1.1. Der Hyperzykel hat den konstanten Abstand arsinh |cot θ| von der Geodätischen CQ.

Beweis. Eine Bewegung γ ∈ SL2 (Z) bildet CQ,θ auf Cγ−1◦Q,θ ab. Durch eine Bewegung der hyperbolischen
Ebene lässt sich Geodätische CQ und Hyperzykel auf C(1,0,−1) : |z|2− 1 = 0 und C(1,0,−1),θ : |z|2− 1 = 2y cot θ und
ein beliebiger Punkt der Geodätischen CQ auf i abbilden. Nach dem Peripheriewinkelsatz ist i cot θ2 der „höchste“
Punkt des Hyperzykels C(1,0,−1),θ. Der hyperbolische Kreis (auch ein euklidischer Kreis) um i durch i cot θ2 liegt
innerhalb des Hyperzykels, daher ist der Abstand d von Kreis zu Hyperzykel gleich dem Abstand der Punkte i
und i cot θ2

d =

∣∣∣∣

cot θ
2∫

1

dy
y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣log cot

θ

2

∣∣∣∣, sinh d =

∣∣∣∣
cot θ2 − tan θ

2

2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
cos2 θ2 − sin2 θ2
2 sin θ

2 cos
θ
2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
cos θ

sin θ

∣∣∣∣.
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�

Sei zunächst a 6= 0. Betrachte die Hyperzyklen im Standardfundamentalbereich F, vgl. Abb. 1.3.1 auf Seite 16.
Immer wenn ein Hyperzykel F durch eine Seite verlässt ([Fricke]), bewirkt eine Abbildung durch die entspre-

chenden Seitenidentifizierenden

(
1 1
0 1

)
,

(
1 −1
0 1

)
oder

(
0 −1
1 0

)
auf die zugrunde liegende quadratische Form

Q = (a, b, c), dass die Fortsetzung wieder in F liegt; bei der Spiegelung am Einheitskreis

(
0 −1
1 0

)
wechselt das

Vorzeichen von a und der Peripheriewinkel beträgt π − θ. Dabei ist die Länge des Hyperzykelabschnitts dieselbe,
ob man sie in der oberen Halbebene oder im Fundamentalbereich misst (bewegungsinvariant). Nach Anwendung

des Automorphismus γQ =

(
t−bu
2 −cu
au t+bu

2

)
schließt sich der Hyperzykel bezüglich SL2 (Z). Die Hyperzyklen sind

im Fundamentalbereich periodisch. Die Einheitengruppe von CQ,θ ist ΓQ, unabhängig vom Winkel θ. Für a = 0
hat man euklidische Geraden y = ± tan θ

(
x+ c

b

)
. Die Orientierung soll so sein, dass sie für b > 0 auf die reelle

x−Achse zu, für b < 0 von ihr weg ins Unendliche laufen. Sie sind nicht periodisch, sondern laufen von Spitze zu

θ

−c
b

H

CQ,θ
C−Q,θ

Abbildung 1.5.3.1.2. Hyperzykel zu Q = (0, b, c) , b > 0

Spitze des Standardfundamentalbereichs F und sind unendlich lang.
Die Länge des Hyperzykels innerhalb einer offenen Menge U ∈ F lässt sich wieder als das Skalarprodukt von χU
mit einer geeigneten Kernfunktion Dd,θ darstellen. Dazu wähle

(1.5.3.1.1) Dd,θ (z) :=

√
d

sin θ

∑

|Q|=d
δ

(
q (z)−

√
dy cot θ

y

)

Die Kerndistribution hat ähnliche Eigenschaften wie im Spezialfall θ = π
2 .

Satz 1.5.3.1.2. Für automorphe Testfunktionen F : F→ C gilt:

∫

F

Dd,θ (z)F (z) dµ =

∫

Λd,θ

F (z)dΛ,θz.

Die Kerndistribution für die Hyperzykeln hat folgende Fourierentwicklung:

Dd,θ =
∑

r∈Z
cr,θ (y, d) cos 2πrx

mit

cr,θ (y, d) =
2y
√
d

sin θ

√
d

2y cot θ
2∑′

a=−
√

d
2y tan θ

2

Sa (r, d) cos
πr
a

√
d+ 4ay

√
d cot θ − 4a2y2

√
d+ 4ay

√
d cot θ − 4a2y2

+

{
2y
√
d

sin θ cos (2πry cot θ) ,
√
d | r,

0, sonst.
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Beweis. Sei zunächst d 6= �. Wählt man w = ξ + iη = T−1z = z−β
z−α = a|z|2+bx+c+iy

√
d

a|z−α|2 , α und β die beiden

Lösungen von Q (x, 1) = ax2 + bx+ c = 0, so erhält man

Dd,θ [F ] =
∑

inäqu.Q,
|Q|=d

∑

(a,b,c)∼Q

∫

F

δ

(
a |z|2 + bx+ c

y
√
d

− cot θ

)
F (z)dµ

=
∑

inäqu.Q,
|Q|=d

∫

ΓQ\H

δ

(
a |z|2 + bx+ c

y
√
d

− cot θ

)
F (z)dµ

=
∑

inäqu.Q,
|Q|=d

∫

ε−1
0 ≤|w|≤ε0

δ

(
sign (a)

ξ

η
− cot θ

)
F (w)

dξdη
η2

=
∑

inäqu.Q,
|Q|=d

π∫

0

δ (sign (a) cotφ− cot θ)

sin2 θ
dθ

ε0∫

ε−1
0

F (r, θ)
dr
r

=

∫

Λd,θ

F (z)dΛ,θz.

Für d = � sind die Geodätischen unendlich lang. Es gibt
√
d Äquivalenzklassen und wie auf S.16 ist

∑

Q∼(0,b,c)

∫

F

δ

(
bx+ c

y
√
d
− cot θ

)
F (z)dµ =

∫

H

δ

(
bx

y
√
d
− cot θ

)
F
(
z − c

b

)
dµ =

∫

CQ,θ

F (z)dQ,θz.

Für die Fourierkoeffizienten hat man, falls d 6= � :
√
d

sin θ

∑

a 6=0

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

∞∫

−∞

δ

(
q (z)− y

√
d cot θ

y

)
e (−rx) dx = 2

∑

a 6=0

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

√
dye (−rx0)

sin θ |2ax0 + b|

mit x0 =
−b+

√
b2−4a(c−

√
dy cot θ+ay2)

2a .
Lösungen x0 existieren, falls 4a2y2 − 4a

√
dy cot θ − d < 0 oder

−
√
d

2y
tan

θ

2
< a <

√
d

2y
cot

θ

2
.

also die Behauptung des Satzes, wenn man über alle a, b (mod 2a), b2 ≡ d (mod 4a) summiert.

Für d = �, a = 0 kommt noch etwas dazu:
√
d

sin θ

∑

b=±
√
d,c

δ

(
bx+ c− y

√
d cot θ

y

)

mit den Fourierkoeffizienten

√
d

sin θ

∑

b=±
√
d,c

1
2∫

− 1
2

δ

(
bx+ c− y

√
d cot θ

y

)
e (−rx) dx

=
1

sin θ

∑

c (mod
√
d)

∞∫

−∞

{
δ

(
x+

c√
d
− y cot θ

)
+ δ

(
x− c√

d
+ y cot θ

)}
ye (−rx) dx

=
2y

sin θ

√
d−1∑

c=0

cos

(
2πr√
d

(
c− y

√
d cot θ

))

=
2y

sin θ


cos (2πry cot θ)

∑

c (mod
√
d)

cos
2πrc√
d

+ sin (2πry cot θ)
∑

c (
√
d)

sin
2πrc√
d




=

{
2y
√
d

sin θ cos (2πry cot θ) , für
√
d | r

0, sonst
, da

∑

c (mod
√
d)

e

(
rc√
d

)
=

{√
d, für

√
d | r,

0, sonst;
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Im Falle des konstanten Terms (r = 0) kommt man auf das gleiche Ergebnis, wenn man die Ableitung des
Linienelements nach y auf dem Hyperzykel C(a,b,c),θ summiert über a 6= 0, b (mod 2a), b2 ≡ d (mod 4a). Für das
Bogenlängenelement auf dem Hyperzykel ergibt sich:

2axdx+ 2ay dy + b dx =
√
d cot θ dy

ds
dy

=
1

y

√
1 +

(
dx
dy

)2

=

√
d

y sin θ

√
d+ 4a

√
dy cot θ − 4a2y2

.

Für a = 0 kommt noch 2
√
d

ds
dy

= 2
√
d

√
1 +

(√
d cot θ
b

)2

y
=

2
√
d

y sin θ
dazu. �

Satz 1.5.3.1.3. Sei D ∈ D0+ eine Diskriminante. Für D → ∞, D 6= � gibt es Gleichverteilung der Hyperzyklen
ΛD,θ im Standardfundamentalbereich F bezüglich der y−Richtung.

Beweis. Für Fundamentaldiskriminanten ist die Gesamtlänge der Hyperzyklen in ΛD,θ gleich
2
√
DL (1, D)

sin θ
und für die Bogenlänge eines Hyperzykels in {z |z ∈ H ∧ Im z > Y }:

2

∞∫

Y

ds
dy
· dy =





2
√
D

sin θ

√
D

2a cot θ
2∫

Y

dy

y
√
D+4a

√
D cot θ·y−4a2y2

, für a > 0;

2
√
D

sin(π−θ)

√
D

2|a| cot
π−θ

2∫
Y

dy

y
√
D+4|a|

√
D cot(π−θ)·y−4a2y2

, für a < 0.

Zu festem −
√
d

2y tan θ
2 < a <

√
d

2y cot θ2 gibt es genau ND (a) Hyperzyklen in Γ∞\ {z|z ∈ H ∧ Im z > Y }. Daher ist

die gesamte Bogenlänge aller Hyperzykel in Q ∈ ΛD,θ mit Winkel θ in FY =
{
z ∈ H

∣∣∣|Re z| ≤ 1
2, Im z ≥ Y

}
mit

Hilfe der Integralformel (D.1.1.4) im Anhang:





√
D

2Y cot θ
2∑

a=1
ND (a) 2

sin θ arcosh
( √

D
2aY sin θ + cos θ

)
, a > 0,

√
D

2Y cot π−θ
2∑

a=1
ND (a) 2

sin(π−θ) arcosh
(√

D
2aY sin (π − θ) + cos (π − θ)

)
, a < 0.

(1.5.3.1.2)

Diese Summen lassen sich mit Hilfe von Abelsummation (A.2.2) berechnen:
(
x =

√
D

2Y

)

√
D

2Y cot θ
2∑

a=1

ND (a) arcosh

(√
D

2aY
sin θ + cos θ

)
= x





D0,4∫

0

+

x cot θ
2∫

D0,4





∑′

n≤t
ND (n)

t
√
x2 + 2tx cot θ − t2

dt(1.5.3.1.3)

HS. B.2.1
= O


xD1,4ε

D0,4∫

0

dt√
x2 + 2tx cot θ − t2


+

xL (1, d)

ζ (2)

x cot θ
2∫

D0,4

dt√
x2 + 2tx cot θ − t2

+O


xD0,15

x cot θ
2∫

0

dt

t0,37
√
x2 + 2tx cot θ − t2


 .

Die Integrale lassen sich leicht abschätzen, z.B. ist

x cot θ
2∫

0

dt

t0,37
√
x2 + 2tx cot θ − t2

=

(
cot θ2

)0,63

x0,37

1∫

0

dt

T 0,37

√
(1− T )

(
1 + T cot2 θ2

)
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mit T = t
x tan

θ
2 und

1∫

0

dt

T 0,37

√
(1− T )

(
1 + T cot2 θ2

) ≤
1∫

0

dt

T 0,37
√
1− T = B

(
1

2
; 0, 63

)
= O (1) .

Wegen

arcsin

(
D0,4

x
sin θ − cos θ

)
= arcsin (− cos θ) +Oθ

(
D0,4

x

)
= θ − π

2
+Oθ

(
D0,4

x

)

kann man die Zeile (1.5.3.1.2) mit (1.5.3.1.3) wie folgt fortsetzen

= xD2ε · Oθ
(D0,4

x

)
+
xL (1, d)

ζ (2)

{
π

2
−
(
θ − π

2
+Oθ

(D0,4

x

))}
+Oθ

(
x0,63D0,15

)

+
xL (1, d)

ζ (2)

{
π

2
−
(
π − θ − π

2
+Oπ−θ

(D0,4

x

))}
=
πxL (1, d)

ζ (2)
+Oθ

(
D0,47

)
.

Also ist die Bogenlänge der Hyperzyklen in FY ∼
√
DL (1, d)π

ζ (2)Y sin θ
. Das ist aber gerade die Fläche von FY im

Verhältnis zur Gesamtfläche von F mal der Gesamtbogenlänge des Hyperzykels im Fundamentalbereich. �

45 ° 55 ° 65 ° 75 ° 85 °

2 ° 5 ° 15 ° 25 ° 35 °

Abbildung 1.5.3.1.3. Hyperzyklen zu d = 5, θ und (180̊ − θ) ergeben dasselbe Bild.

Die Kerndistribution für höheres Gewicht k ist

Dd,2k,θ (z) :=

√
d

sin θ

∑

Q,|Q|=d
δ

(
q (z)

y
−
√
d cot θ

)
Q (z, 1)

k

|Q (z, 1)|k
.

Ähnlich dem Beweis von Satz 1.5.1.3 lassen sich wieder die Fourierkoeffizienten berechnen. Der konstante Fourier-
koeffizient von Dd,2k,θ ist z.B.:

c0,2k,θ (y, d) =
2y
√
d

sin θ




δd,� cos (kθ) +

√
d

2y cot θ
2∑′

a=−
√

d
2y tan θ

2

Nd (a)
T|k|

(
cos θ − 2ay sin θ√

d

)

√
d+ 4ay

√
d cot θ − 4a2y2




.

1.5.4. Hyperbolische Kreise. Der Kreis Cz1,r vom Radius r um den Punkt z1 = x1 + iy1 der oberen
Halbebene H = {z = x+ iy|y > 0}, s. Abb. 1.5.4.1, ist die Nullstellenmenge von

(1.5.4.1) Qz1,r (z) = (x− x1)2 + (y − y1 cosh r)2 − y21 sinh2 r = |z|2 − 2x1x− 2y1 cosh r · y + |z1|2 .
Bemerkung. Für Details über Kreise in der hyperbolischen Halbebene H vgl. [Iwaniec 2, 1.1 The Upper Half-
Plane].

Das totale Differenzial dQz1,r ergibt sich zu 2 (x− x1) dx+2 (y − y1 cosh r) dy, d.h. die Ableitung der Bogenlänge
von Cz1,r ist

dCz

dy
:=

√
dx2 + dy2

y dy
=

√
(x− x1)2 + (y − y1 cosh r)2

y |x− x1|
=

y1 sinh r

y |x− x1|
mit (1.5.4.1).
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xγ

zγ

xγ + iyγe
r

xγ + iyγ cosh r

iy

xγ + iyγe
−r

x0,γ + iy

yγ sinh r

x

”r”

Abbildung 1.5.4.1. Kreis um zγ ∈ H mit Radius r

Das kann man auch mit folgender Kerndistribution erreichen:

d (z1, r, z) := y1 sinh r · δ
(
|z|2 − 2x1x− 2y1 cosh r · y + |z1|2

y

)
.

Definition 1.5.4.1.

D (z1, r; z) := y1 sinh r
∑

γ∈SL2(Z) /{±I}
δ

(
γ ◦Qz1,r

y

)

Hilfssatz 1.5.4.2. Für automorphe Testfunktionen f ist∫

F

f (z)D (z1, r, z) (z)dµ =

∫

Cz1,r

f (z) dCz.

Beweis. Man hat ∫

Cz1,r

f (z)dCz =

∫

H

f (z) d (z1, r, z)dµ,

weil
∫

H

f (z) d (z1, r, z)dµ = y1 sinh r

∞∫

0

dy
y2

∞∫

−∞

δ

(
|z|2 − 2x1x− 2y1 cosh r · y + |z1|2

y

)
f (z)dx

= y1 sinh r

y1e
r∫

y1e−r

f (z)
y

|x0 − x1|
dy
y2

=

∫

Cz1,r

f (z)dCz

nach Abschnitt A.7.1, und x0 = x1 +
√
−y21 + 2y1 cosh ry − y2. Um das Rankin-Selberg Verfahren anwenden zu

können, muss man die Distribution noch symmetrisieren. Sei γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2 (Z) . Die Punkte von γ (Cr)

erfüllen folgende Gleichung
∣∣γ−1z

∣∣2 − 2x1 Re γ
−1z − 2y1 cosh r Im γ−1z + |z1|2 = 0

⇔
(
γ−1 ◦Qz1,r

)
(z) := |−cz + a|2

(∣∣γ−1z
∣∣2 − 2x1 Re γ

−1z − 2y1 cosh r Im γ−1z + |z1|2
)
= 0

Dann ist Qz1,r (γz) =
γ (z) ◦Qz1,r

|cz + d|2
, also

Qz1,r (γz)

Im γz
=
γ (z) ◦Qz1,r

y
. γ (Cr) ist ein hyperbolischer Kreis vom Radius

r um γz1. Die Punkte dieses Kreises in H sind außerdem die Nullstellenmenge von

Qzγ ,r (z) = (x− xγ)2 + (y − yγ cosh r)2 − y2γ sinh2 r
mit xγ + iyγ = γ (z1) .

�



KAPITEL 2

Zyklenintegrale

Man beweist die Funktionalgleichung vieler Zetafunktionen, indem man die Mellintrans-
formation einer entsprechenden Thetareihe bildet. Für etliche Thetareihen kennt man
das Transformationsverhalten. Bewegt man den Integrationsweg der Mellintransforma-
tion in der oberen Halbebene H, so erhält man Zyklenintegrale über Geodätische. Die
Mellintransformation von holomorphen Modulformen hat einige bemerkenswerte Eigen-
schaften, s. [Koblitz, Ch.III, 3, Weil’s Theorem]. In diesem Zusammenhang gibt es eini-
ge Forschungen mit Integralen von holomorphen Modulformen vom Gewicht 2k, k ∈ N≥2,
vgl. [Kohnen Zagier 2, 3. Hyperbolic Periods], [Fricke]. Ähnlich dem Stokesschen In-
tegralsatz kann man auch hier die eindimensionalen Kurvenintegrale∫

Λd

f (z)
(
az2 + bz + c

)k−1
dz

durch zweidimensionale Integrale über F ausdrücken. Man bildet das Petersson-Skalarprodukt
mit der Kernfunktion

fk,d (z) :=
22k−2dk−

1
2

π
(
2k−2
k−1

)
∑

b2−4ac=d

1

(az2 + bz + c)k
, k gerade, vgl. [Zagier 1].

Wie schon Shintani bemerkt hat, lassen sich diese Zyklenintegrale zu einer erzeugenden
Funktion zusammenfassen

∑

d>0
d≡0,1 (mod 4)

( ∫

Λd

f (z)Q (z, 1)k−1 dz
)
e (dτ) .

Diese Funktion ist eine Spitzenform vom Gewicht k +
1

2
für Γ0 (4), wenn f Spitzen-

form vom Gewicht 2k ist (Shintani-Lift, vgl. [Shintani], [Kohnen 2, (55) f.], Kap. 3).
Entsprechend hat dieser Lift die Kernfunktion

∑

d>0
d≡0,1 (mod 4)

fk,d (z) e (−dτ) .

Interessanterweise gibt es auch für nicht-holomorphe automorphe Funktionen vergleich-
bare Ergebnisse. Die Mellintransformation entspricht einem inneren Produkt gegen eine
Maaßform im eindimensionalen hyperbolischen Raum (=der Geodätischen). Die Berech-
nung der in einer Umgebung U enthaltenen Bogenlänge ist ein Beispiel für die Berech-
nung von Zyklenintegralen über die nicht-holomorphe Funktion χU (z).
• In diesem Kapitel ist oft die Äquivalenz von quadratischen Formen bzw. Idealen in

weiterem Sinne zu verstehen.
• Die Integrationswege der Zyklenintegrale liegen i.a. auf Geodätischen CQ der oberen

Halbebene, nicht unbedingt im Fundamentalbereich.

31
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2.1. Eisensteinreihen

2.1.1. Idealklassen und ihre Zetafunktionen. In [Buell, Zagier 7] wird auf die Zusammenhänge zwi-
schen Geodätischen CQ : a|z|2+bx+c = 0, den quadratischen Formen (a, b, c) positiver Fundamentaldiskriminante
d = b2− 4ac und den dazugehörigen Idealen eingegangen. Entscheidend ist die Äquivalenzrelation auf Formen und
Idealen, die sich gegenseitig entsprechen:

quadr. Form Ideal ⊂ OQ(
√
d)

Q (a, b, c) a

Q′ (a,−b, c) a′ ...konjugiertes Ideal

Q∗ (−a, b,−c)
(√
d
)
a

−Q (−a,−b,−c)
(√
d
)
a′

Die Geodätischen entsprechen den Äquivalenzklassen. Diese Äquivalenz im engeren Sinne wird durch SL2 (Z)-
Matrizen vermittelt. Es gibt eine zweite Äquivalenz im weiteren Sinne, indem man noch Matrizen der Deter-
minante −1 hinzunimmt. Diese Äquivalenz im weiteren Sinne entspricht eher den analytischen Formeln bei den
Zyklenintegralen, während die Äquivalenz im engeren Sinne eine einfachere Entsprechung auf Seiten der quadra-
tischen Formen hat. Die Formen Q,Q′, Q∗,−Q können paarweise inäquivalent im engeren Sinne sein, während
sie im weiteren Sinne alle äquivalent sind. Auch diese zweite Äquivalenz findet gleichzeitig auf den Geodätischen
und den Idealen statt. Eine wesentliche Rolle spielt die Automorphismengruppe der quadratischen Form bzw. die

Einheiten des quadratischen Körpers Q
(√

d
)
, welche mit den Lösungen der Pellschen Gleichung

t2 − du2 = 4 (im engeren Sinn)(2.1.1.1)

t2 − du2 =±4 (im weiteren Sinn)(2.1.1.2)

zu tun haben. Sei d eine Fundamentaldiskriminante, (t0, u0) die kleinste Lösung der ersten Gleichung (2.1.1.1)

und (t1, u1) die kleinste Lösung von Gleichung (2.1.1.2) in positiven Zahlen. Sei ε0 := t0+u0

√
d

2 , ε0,2 := t1+u1

√
d

2 .
Bezeichne N = NQ(

√
D)/Q die Normabbildung.

1) N (ε0,2) = −1 :

Das Erzeugende der Einheitengruppe von Q
(√

d
)

ist ε0,2 und ε0 = ε20,2 erzeugt die Einheiten positiver Norm,

vgl. [Buell, Theorem 3.18]. Die Automorphismengruppe im weiteren Sinn ΓQ,2 wird erzeugt von γQ,2. Die Auto-
morphismengruppe im engeren Sinn ΓQ wird erzeugt von γQ = γ2Q,2. Der Zykel (im engeren Sinne) äquivalenter
quadratischer Formen, angefangen von einer reduzierten1 Form Q = (a, b, c) , besteht aus zwei analogen Hälf-
ten. Die zweite Hälfte beginnt mit Q∗ := γQ,2 ◦ Q = (−a, b,−c). Die Geodätische im weiteren Sinn ΓQ,2\CQ ist
ein Stück von z0 ∈ H bis γQ2z0 ∈ H und wegen γ2Q2

= γQ ist das genau eine Hälfte der spiegelsymmetrischen
Geodätischen ΓQ\CQ im engeren Sinne. Entspricht die Form Q dem Ideal a, so entspricht Q∗ dem äquivalenten

Ideal
(
ε0,2
√
d
)
a =

(√
d
)
a. Die quadratische Form Q∗ ist SL2 (Z)−äquivalent (i.e.S. und i.w.S.2) zu Q und die

Äquivalenzklassen (von Formen wie von Idealen) im weiteren und im engeren Sinne stimmen überein. Speziell ist
für die Zetafunktion einer Idealklasse A

ζ (A, s) =
∑′

a∈A
ganze Ideale6=0

1

N (a)s
=

N (a)s

2

∑

µ∈a/ε0
Nµ>0

1

N (µ)s
=

N (a)s

4

∑′

µ∈a/ε0

1

|N (µ)|s =
N (a)s

2

∑′

µ∈a/ε0,2

1

|N (µ)|s .(2.1.1.3)

Der Faktor 1
2 teilt durch die Relation µ ←→ −µ. Die letzte Gleichheit beruht auf der Bijektion µ ←→ ε0,2µ

zwischen Elementen positiver und negativer Norm.

2) N (ε0,2) = 1 :
Dann ist ε0 = ε0,2, γQ = γQ,2,ΓQ = ΓQ,2. Die quadratische Form Q entspreche dem ganzen Ideal a. Das i.w.S.

äquivalente Ideal
(√

d
)
a ist i.e.S. nicht äquivalent, denn aus (µ) a =

(√
d
)
a folgt wegen der Eindeutigkeit der

1d.h. CQ ∩ F 6= ∅
2i.e.S. im engeren Sinne, i.w.S. im weiteren Sinne
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Primidealzerlegung: (µ) =
(√

d
)

bzw. Nµ = ±d. Falls Nµ = d, wäre µ√
d

eine Einheit der Norm −1. Wid.

Das heißt, dass auch die Formen Q und Q∗ verschiedenen Idealklassen (i.e.S.) angehören, z.B. A1 und A∗1. Die
entsprechenden Geodätischen sind spiegelbildlich zueinander, in Spur und Orientierung. Die Äquivalenzklasse von

a i.w.S. ist A = A1 + A∗1: Sei Nξ < 0. Aus (ξ) a ∼
(√

d
)
a i.w.S. folgt ηξa =

√
da mit N eta = N

√
d
ξ > 0, also

ξa ∼
√
da ⊂ A∗1 i.e.S. Die Zetafunktion i.w.S. ist

ζ (A, s) =
∑′

a∈A
ganz

1

N (a)s
= ζ (A1, s) + ζ (A∗1, s)

mit

ζ (A, s) = N (a)
s

2

∑′

µ∈a/ε0,2

1

|Nµ|s ,(2.1.1.4)

ζ (A1, s) =
N (a)

s

2

∑′

µ∈a/ε0
Nµ>0

1

|Nµ|s , ζ (A∗1, s) =
N
((√

d
)
a
)s

2

∑′

µ∈(
√
d)a/ε0

Nµ>0

1

|Nµ|s =
N (a)

s

2

∑′

µ∈a/ε0
Nµ<0

1

|Nµ|s .

Bemerkung (Nichtfundamentaldiskriminanten).

Falls d = d0f
2, d ∈ D0, d0 ∈ D, f ∈ N, hat man stattdessen Ideale in Ordnungen Of =

(
1, f d+

√
d

2

)
und die Einheit

εf := εm0,2 ∈ Of ,m ∈ N minimal. Die invertierbaren Ideale ⊂ Of entsprechen primitiven quadratischen Formen
der Diskriminante d. Äquivalenz von Idealen führt zur Definition der Ringklassengruppe, zu ζ (A, s) , bzw. ζ (s, d) ,
wenn man über alle (primitive und inprimitive) Formen der Diskriminante d addiert, vgl. [Zagier 7, §8 Aufgabe
8, §10 Aufgabe 5], [Zagier 5, (6)], [Cohn, ch. 13.2 Orders, ideals, and forms]

2.1.2. Heckesche Integralformeln. Blättert man in Heckes gesammelten Werken, so findet man den Term
µ2ev+µ′2e−v bei sehr vielen seiner Zetafunktionen. Dieser Ausdruck lässt sich durch die Punkte einer Geodätischen
in der oberen Halbebene parametrisieren. Sei d ∈ D+ eine Fundamentaldiskriminante, µ eine algebraische Zahl des

Ideals (1, w′) , w ∈ Q
(√

d
)

die größere Wurzel der primitiven quadratischen Form Q (x, 1) = ax2 + bx + c und v

der Bogenlängenparameter auf CQ; also z.B.

(2.1.2.1) µ = x1 − w′x2, u = iev,

d.h. die hyperbolische Bewegung

(2.1.2.2) z 7→ u =
z − w
z − w′ mit Re z =

w − u2w′
1− u2 , Im z =

u (w − w′)
i (1− u2) , |z|

2
=
w2 − u2w′2

1− u2
bildet die Geodätische CQ auf die imaginäre Achse ab. Dann ist

|a|
2

{
u

i
(x1 − w′x2)2 +

i

u
(x1 − wx2)2

}
=
|a| i
2u

{(
1− u2

)
x21 − 2

(
w − u2w′

)
x1x2 +

(
w2 − u2w′2

)
x22
}

=

√
d

2 Im z

(
x21 − 2Re (z)x1x2 + |z|2 x22

)
=

√
d

2 Im z
|x1 − x2z|2 .

(2.1.2.3)

Das ist aber genau die Majorante der Form Q, die dem Punkt z ∈ CQ entspricht (vgl. [Siegel 5, Ch. III 5, Ch.II

6 (68)], ausgewertet auf der Spalte

(
x1
x2

)
. Im Abschnitt 2.4.2 über Siegel-Thetareihen wird auf die Entsprechung

von Majorantenraum und Geodätischer näher eingegangen. Für m1 = −x2,m2 = x1 hat man

(2.1.2.4) µ = m1w
′ +m2 und µ2ev + µ′2e−v =

w − w′
Im z

|m1z +m2|2 .

Eine seiner vielen Ideen ist die Beobachtung, dass der Term µ2ev + µ′2e−v invariant unter den Substitutionen
µ 7−→ µε, v 7−→ v − 2 log ε ist; und für Funktionen f , die unter dieser Substitution invariant sind, gilt

(2.1.2.5)
∫

CQ

∑′

µ∈Π/ε
f (µ, v)dv =

∫

Γ\CQ

∑′

µ∈Π
f (µ, v) dv,

falls diese Integrale existieren. Sei a das Ideal (1, w′), v ist der Bogenlängenparameter,
∑′

µ

bedeutet eine Summe

über eine Menge Π ⊂ a von algebraischen Zahlen µ 6= 0, Γ′ ⊂ ΓQ ist die dazugehörige Einheitengruppe, Π sei
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abgeschlossen bezüglich der Multiplikation mit Einheiten ∈ Γ′. Statt über die gesamte Geodätische in der oberen
Halbebene zu integrieren, kann man die (bzgl. einer Einheit ε) assoziierten µ zusammenfassen. Man braucht
dann nur noch über einen Fundamentalbereich der Einheitengruppe auf der Geodätischen zu integrieren (im Falle
von ε = ε0 ist das die geschlossene Geodätische ΓQ\CQ). Ein Beispiel einer unter Multiplikation mit Einheiten
invarianten Funktion auf Idealen bzw. algebraischen Zahlen ist der Größencharakter χn.

Definition 2.1.2.1. Für algebraische Zahlen µ ∈ Q
(√

d
)
, d ∈ D+ und Ideale a ⊂ Q

(√
d
)

mit ah(d) = (α) sei3

χn (µ) :=

∣∣∣∣
µ

µ′

∣∣∣∣
fn

bzw. χn (a) :=
∣∣∣ α
α′

∣∣∣
fn

h (d) mit n ∈ Z, f =
πi

log ε0,2
, χn heißt Größencharakter von Q

(√
d
)
.

Etwas allgemeiner hat man Größencharaktere (mod f), ursprünglich von Hecke Größencharaktere nach ε genannt,

für ein ganzes Ideal f 6= 0 von Q
(√

d
)
, s. [Hecke 3]. Statt ε0,2 benutzt man das Erzeugende ε der total positiven

Einheiten ≡ 1 (mod f) und hat die gleiche Definition für χn mit f =
πi

log ε
.

Hilfssatz 2.1.2.2. Sei Q = (a, b, c) eine primitive indefinite quadratische Form der Diskriminante d ∈ D+ mit
der kleineren Wurzel w′, µ = m1w

′ +m2 6= 0, f ein ganzes Ideal 6= 0, ε Erzeugendes der total positiven Einheiten

≡ 1 (mod f) und f =
πi

log ε
, χn (µ) ein Größencharakter (mod f), n ∈ Z. Dann gilt für Re s > |fn| :

∞∫

−∞

e−fnv

(µ2ev + µ′2e−v)s
dv =

Γ
(
s+fn

2

)
Γ
(
s−fn

2

)
χn (µ)

2 Γ (s) |N (µ)|s .

Beweis. Nach der bekannten Integraldarstellung für die Gamma-Funktion

Γ (s) =

∞∫

0

ts−1e−tdt für Re s > 0(2.1.2.6)

ist

(
|µ|2

)−s+fn
2

=
1

Γ
(
s−fn

2

)
∞∫

0

exp
(
−µ2t

)
t
s−fn

2 −1dt

und

(
|µ′|2

)−s−fn
2

=
1

Γ
(
s+fn

2

)
∞∫

0

exp
(
−µ′2t′

)
t′

s+fn
2 −1dt′ für Re s > |fn| .

Also

χn (µ)

|N (µ)|s =
1

Γ
(
s+fn

2

)
Γ
(
s−fn

2

)
∞∫

0

∞∫

0

exp
(
−
(
µ2t+ µ′2t′

))
(tt′)

s
2

(
t

t′

)− fn
2 dtdt′

tt′
.(2.1.2.7)

Das Integral ist lokal gleichmäßig konvergent. Setze t = uev, t′ = ue−v =⇒
∣∣∣∣
∂ (t, t′)

∂ (u, v)

∣∣∣∣ = 2u. Dann ist das

Doppelintegral

= 2

∞∫

−∞

∞∫

0

exp
(
−u
(
µ2ev + µ′2e−v

))
use−fnv

du
u

dv(2.1.2.8)

und wegen (2.1.2.6)

∞∫

0

exp
(
−u
(
µ2ev + µ′2e−v

))
us−1du =

Γ (s)

(µ2ev + µ′2e−v)s
.

3Hauptideal bzw. Klassenzahl im engeren oder weiteren Sinne
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Anwenden von (D.1.2.4) führt zur Behauptung. �

Satz 2.1.2.3 ([Hecke]sche Integralformel). Sei Q eine quadratische Form der Diskriminante d ∈ D+,ΓQ\CQ die
entsprechende Geodätische (i.e.S.) und ζ (A, s) die Zetafunktion der zugehörigen Idealklasse im weiteren Sinne.
Dann ist

∫

ΓQ\CQ

E (z, s) dQz =





d
s
2Γ2

(
s
2

)

Γ (s) ζ (2s)
ζ (A, s) , N (ε0,2) = −1,

d
s
2Γ2

(
s
2

)

2 Γ (s) ζ (2s)
ζ (A, s) , N (ε0,2) = 1.

Beweis.

ζ (2s)

∫

ΓQ\CQ

E (z, s)dQz =
1

2

∫

ΓQ\CQ

∑′

m1,m2

ys

|m1z +m2|2s
dQz =

1

2

∫

CQ

∑′

(m1,m2)/ε0

ys

|m1z +m2|2s
dQz

HS.2.1.2.2
=

d
s
2Γ
(
s
2

)2

4 Γ (s)
N (a)

s
∑′

µ∈a/ε0

1

|Nµ|s =





d
s
2Γ2

(
s
2

)

Γ (s) ζ (2s)
ζ (A, s) , N (ε0,2) = −1,

d
s
2Γ2

(
s
2

)

2 Γ (s) ζ (2s)
ζ (A, s) , N (ε0,2) = 1.

�

Zyklenintegrale sind dann sinnvoll, wenn der Integrand invariant unter einer Untergruppe Γ′ ⊂ SL2 (Z) ist. Dann
ist er auf geschlossenen Geodätischen Γ′\CQ zyklisch mit der Periode der Länge der Geodätischen. Daher kann
man die Integrandenfunktion nach dem Bogenlängenparameter v in eine Fourierreihe entwickeln. Natürlich lassen
sich nicht nur die konstanten Fourierkoeffizienten berechnen. Statt den Integranden mit e−fnv zu multiplizie-
ren, kann man das auch als ein inneres Produkt mit einer Maaßform über den eindimensionalen hyperbolischen
Raum der Geodätischen interpretieren. Maaßformen u (v) sind Lösungen der (Cauchyschen) Differenzialgleichung

v
∂

∂v

(
v
∂

∂v
(u)

)
+λu = 0. Die Substitution v = ez führt auf die lineare Differenzialgleichung

∂2u

∂z2
+λu = 0 mit der

Lösung u (v) = c1v
fn + c2v

−fn mit λ = − (fn)
2 6= 0. Γ−invariante Maaßformen erhält man für f =

πi

log ε
, n ∈ N.

Satz 2.1.2.4. Sei Q eine primitive quadratische Form der Diskriminante d ∈ D+ mit Nullstellen w′ < w, a =

(1, w′) und A−11 die Idealklasse (im engeren Sinne) von a in Q
(√

d
)
. Dann ist für Re s > max (|fn| , 1) , n ∈ Z:

∫

ΓQ\CQ

E (z, s)

∣∣∣∣
z − w
z − w′

∣∣∣∣
−fn

dQz +
∫

ΓQ∗\CQ∗

E (z, s)

∣∣∣∣
z − w
z − w′

∣∣∣∣
−fn

dQ∗z

=
d

s
2Γ
(
s−fn

2

)
Γ
(
s+fn

2

)

Γ (s) ζ (2s)
χn (a) {ζ (A1, s, χn) + ζ (A∗1, s, χn)} ,

dabei ist χn der Größencharakter aus Definition 2.1.2.1 und ζ (A, s, χn) =
∑

a∈A

χn (a)

N (a)
s .

Bemerkung. Falls N (ε0,2) = −1, ist A1 = A∗1.

Beweis.

ζ (2s) E (z, s) =
1

2

∑′

m1,m2

ys

(m1z +m2)
2s , ζ (A1, s, χn) =

N (a)s

2χn (a)

∑

µ∈a/ε0
Nµ>0

χn (µ)

N (µ)
s für ein a ∈ A−11 ,

χn

(√
d
)
= 1, Hilfssatz 2.1.2.2, [Siegel 7, Chapter II, 3].

�



2.1. EISENSTEINREIHEN 36

2.1.3. Eisensteinreihen der Stufe d. Für a1, a2 ∈ Z/dZ, (a1, a2, d) = 1 betrachte die Eisensteinreihen

(2.1.3.1) G (z, s; (a1, a2) , d) :=
∑′

m1≡a1 (mod d)
m2≡a2 (mod d)

ys

|m1z +m2|2s
,Re s > 1

aus [Maaß 1, §3]. Sie sind invariant unter Γ (d) :=

{(
1 0
0 1

)
(mod d)

}
. Sei Q = (a, b, c) eine primitive quadra-

tische Form mit w =
−b+

√
d signa

2a
. Betrachte folgende Menge algebraischer Zahlen

Π :=
{
µ
∣∣µ = x1 − x2w′ ∈ (1, w′) , x1 ≡ a2 (mod d), x2 ≡ −a1 (mod d)

}
.

Sei 〈1, v〉 eine Ganzheitsbasis des Ringes der ganzen Zahlen O ⊂ Z
(√

d
)
, z.B. v = aw′. Multiplikation mit

n1 + n2v, wobei n1, n2 Restklassen (mod d) sind, ist definiert auf den Restklassen x1, x2 von µ:

(x1 − x2w′) (n1 + an2w
′) = n1x1 − an2x2w

′2 − w′ (n1x2 − an2x1)

= n1x1 + n2x2 (bw
′ + c)− w′ (n1x2 − an2x1)

= (n1x1 + cn2x2)− w′ (n1x2 − an2x1 − bn2x2)

Sei n ∈ N die kleinste Zahl, so dass εn0µ ≡ a1 − a2w
′ (mod d) wieder in der Menge Π liegt. Nach dem Di-

richletschen Schubfachprinzip gibt es so ein n, z.B. das Erzeugende der Einheitengruppe von Γ (d) in Q
(√

d
)
.

Also Γε =
{
γnmQ

∣∣m ∈ Z
}
. Man kann wieder das Zyklenintegral ausrechnen:

Satz 2.1.3.1. Sei Q eine primitive quadratische Form der Diskriminante d ∈ D+, χn ein Größencharakter nach
ε, s. Definition 2.1.2.1, Π und ε wie oben. Dann ist für Re s > max (|fn| , 1)

∫

Γε\CQ

G (τ, s; (a1, a2) , d)

∣∣∣∣
τ − w′
τ − w

∣∣∣∣
fn

dQτ =
d

s
2Γ
(
s+fn

2

)
Γ
(
s−fn

2

)

2 Γ (s)

∑′

µ∈Π/ε

χn (µ)

|Q (x1, x2)|s
.

Beweis. Nach Hilfssatz 2.1.2.2 ist
∫

Γε\CQ

∑′

m1≡a1 (mod d)
m2≡a2 (mod d)

ys

|mz + n|2s
∣∣∣∣
z − w′
z − w

∣∣∣∣
fn

dQz = (w − w′)s
∑′

µ∈Π/ε

∞∫

−∞

(
1

evµ2 + e−vµ′2

)s
e−fnvdv

=
√
d s
∑′

µ∈Π/ε

Γ
(
s+fu

2

)
Γ
(
s−fu

2

)
χn (µ)

2 Γ (s) |aN (µ)|s .

�

Bemerkung. Falls ε das Erzeugende der Einheitengruppe von Γ (d) ist, hat man für n = 0 ein Integral über die
geschlossene Geodätische im Fundamentalbereich von Γ (d) .

Etwas allgemeiner gilt

Satz 2.1.3.2. Sei Q = (a, b, c) eine primitive quadratische Form der Diskriminante d ∈ D+ mit der kleineren

Wurzel w′, N ∈ N, a das Ideal (1, w′) , ̺ ∈ a,N (a) = 1
|a| , χn ein Größencharakter,Π =

{
µ ∈ a|µ ≡ ̺ (mod N

√
d)
}
,

Γε = {εn|n ∈ Z} die Einheitengruppe von Π, erzeugt von der total positiven Einheit ε ≡ 1 (mod N
√
d),

f = πi
log ε , χn der entsprechende Größencharakter, Re s > 1,

ζ0

(
s, ̺, a, χ,N

√
d
)
:=

N (a)s

χ (a)

∑

µ∈Π/ε

χ (µ)

|N (µ)|s

eine Zetafunktion des reell-quadratischen Körpers Q
(√

d
)
,

f
(
z, s, ̺, a, N

√
d
)
:=

∑′

m1,m2

m1w
′+m2≡̺ (mod N

√
d)

ys

|m1z +m2|2s
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eine Linearkombination von Eisensteinreihen G (τ, s; ∗, N), s. (2.1.3.1). Dann ist für Re s > max (|fn| , 1)

∫

Γε\CQ

f
(
z, s, ̺, a, N

√
d
) ∣∣∣∣
z − w′
z − w

∣∣∣∣
fn

dQz =
d

s
2Γ
(
s+fn

2

)
Γ
(
s−fn

2

)
χn (a)

2 Γ (s)
ζ0

(
s, ̺, a, χn, N

√
d
)
.

mit dem Größencharakter χn.

Beweis. Hilfssatz 2.1.2.2, 2.1.2.5 mit Π =
{
µ ∈ a|µ ≡ ̺ (mod N

√
d)
}

und total positivem ε. Der Größen-

charakter χn ist zugleich Charakter mod
(
aN
√
d
)
. �

2.1.4. Eisensteinreihen vom Gewicht 2k. In Räumen geradzahligen Gewichts 2k, k ∈ Z gibt es jeweils
eine Eisensteinreihe E2k (z, s) zur vollen Modulgruppe SL2 (Z), vgl. [Maaß 4] bzw. Anhang C.3.2. Sie transformiert
folgendermaßen:

Für γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2 (Z) istE2k (γ (z) , s) =

(
cz + d

cz + d

)k
E2k (z, s) .

Satz 2.1.4.1. Die Zyklenintegrale für die nicht-holomorphen Eisensteinreihen

E2k (z, s) :=
1

2

∑

ggT(c,d)=1

ys

(cz + d)
s+k

(cz + d)
s−k

vom Gewicht 2k über die geschlossene Geodätische ΓQ\CQ zur primitiven quadratischen Form

Q (x, y) = ax2 + bxy + cy2 mit Diskriminante d ∈ D+, a =
(
1, b+sign(a)

√
d

2a

)
, a ∈ A (Äquivalenzklasse im wei-

teren Sinn) sind

∫

ΓQ\CQ

E2k (z, s) dQ,2kz =





d
s
2 Γ (s) Γ

(
s−k
2

)
Γ
(
s+k
2

)

2 Γ (s− k) Γ (s+ k) ζ (2s)

{
ζ (A, s) , N (ε0,2) = +1

2 ζ (A, s) , N (ε0,2) = −1
, 2 | k

− sign (a) d
s
2 Γ (s) Γ

(
s−k
2

)
Γ
(
s+k
2

)

2 Γ (s− k) Γ (s+ k) ζ (2s)
(ζ (A1, s)− ζ (A∗1, s)) , sonst

für Re s > 1. Dabei ist a ∈ A1,
(√

d
)
a ∈ A∗1 (Äquivalenzklassen i.e.S.) und ΓQ\CQ die Geodätische i.e.S.

Beweis. [Siegel 7] verwendet folgende Parametrisierung4, um über Geodätische zu integrieren (w′ < w):

ip =
z − w
z − w′ , Im z =

(w − w′)
(1 + p2)

p, µ = mw′ + n,

z =
ipw′ − w
ip− 1

, mz + n =
ipµ− µ′
ip− 1

, |mz + n|2 =
p2µ2 + µ′2

p2 + 1
,(2.1.4.1)

dQz = − signa
dp
p

= −
√
d

Q (z, 1)
dz, Q (z, 1) = i

d · p
a (ip− 1)

2 , a = (1, w′) .

4Der Parameter p reflektiert nicht unbedingt die Orientierung
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Im folgenden wenden wir (2.1.2.5) mit der total positiven Grundeinheit ε0 an, da jeder Summand invariant unter

der Substitution µ 7→ µε0, µ
′ 7→ µ′ε−10 , p 7→ p

ε20
ist;

ζ (2s)

∫

ΓQ\CQ

E2k (z, s)Q (z, 1)
k

yk
dQz =

1

2

∫

ΓQ\CQ

∑′

m,n

ys−kQ (z, 1)
k

|mz + n|2s−2k (mz + n)
2k

dQz

=ik
(w − w′)s−k dk

2ak

∞∫

0

∑′

µ∈a/ε0

(
p

1 + p2

)s−k
pk

(ip− 1)
2k

(
p2 + 1

p2µ2 + µ′2

)s−k (
ip− 1

ipµ− µ′
)2k dp

p

=
ikd

s+k
2 (sign a)

k

2 |a|s
∑′

µ∈a/ε0

∞∫

0

ps−1 (ipµ+ µ′)2k

(p2µ2 + µ′2)s+k
dp =

ikd
s+k
2 (signa)

k

2 |a|s
∑′

µ∈a/ε0

1

|Nµ|s
∞∫

0

ts−1 (it+ τ)
2k

(t2 + 1)
s+k

dt

mit p =
∣∣∣µ

′

µ

∣∣∣ t, τ = Nµ
|Nµ| = ±1, und mit Hilfssatz D.1.3.1 hat man

∫

ΓQ\CQ

E2k (z, s)Q (z, 1)k

|Q (z, 1)|k
dQz =

(−1)k d s
2 (sign a)

k
Γ (s) Γ

(
s−k
2

)
Γ
(
s+k
2

)

4 |a|s Γ (s− k) Γ (s+ k) ζ (2s)



∑′

µ∈a/ε0
Nµ>0

1

|Nµ|s + (−1)k
∑′

µ∈a/ε0
Nµ<0

1

|Nµ|s


 .

Mit der Diskussion von N (ε0,2) = ±1 auf S. 32 folgt der Satz. �

Folgerung 2.1.4.1.1. Sei A1 die Äquivalenzklasse (i.e.S.) der indefiniten quadratischen Form Q. Für k ∈ N, k ≥ 2
ist

∫

ΓQ\CQ

G2k (z)Q (z)
k−1 dz =

1

2
(−1)k ζ (A1, 1− k) .

Beweis. s→ k und die Funktionalgleichung von ζ (A, s), vgl. [Kohnen Zagier 2, Ende Abschnitt 4.1.]. �

Addiert über alle Geodätische ergibt sich

Folgerung 2.1.4.1.2. Für k = 0, s ∈ C r
{ρ
2
, 1
}

oder k ∈ 2Z, k 6= 0, s ∈ C r
{ρ
2
,−1,−2, . . . , 1− |k|

}
mit

ζ (ρ) = 0, d = |Q| ∈ D+ ist

Cd (E2k (·, s)) = R.

∫

Λd

E2k (z, s)dQ,2kz =
d

s
2 Γ (s) Γ

(
s−k
2

)
Γ
(
s+k
2

)
ζ (s, d)

Γ (s− k) Γ (s+ k) ζ (2s)
.

Für ungerades k ist das Integral Null.

Für d < 0, k ∈ Z ist unter den o.a. Voraussetzungen

Cd (E2k (·, s)) =
|d| s2 Γ (s) ζ (s, d)

2s−1 |k|! Γ (s− |k|) ζ (2s) .

Beweis. Für ungerades k vgl. Satz 1.5.1.3.
Die letzte Behauptung des Satzes wurde für k = 0 in Satz 1.5.2.3 bewiesen, für allgemeines k ergibt es sich später
als Hilfssatz 3.1.4.1.

Für die Pole der Eisensteinreihe s. Anhang C.2. Für alle anderen s ∈ C ist das Integral eine holomorphe Funktion
von s. Die analytische Fortsetzung in die ganze s−Ebene ist klar. �

Das lässt sich leicht auf die anderen Fourierkoeffizienten verallgemeinern.
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Satz 2.1.4.2. Sei Q eine (primitive) quadratische Form der Diskriminante d ∈ D+ mit Nullstellen w′ < w, a =

(1, w′) und A1 die Idealklasse (i.e.S.) von a in Q
(√

d
)
, f =

πi

log ε0
, χn ein Größencharakter wie in Def. 2.1.2.1.

Dann ist
∫

ΓQ\CQ

E2k (z, s)

∣∣∣∣
z − w
z − w′

∣∣∣∣
−fn

dQ,2kz +
∫

ΓQ∗\CQ∗

E2k (z, s)

∣∣∣∣
z − w
z − w′

∣∣∣∣
−fn

dQ∗,2kz

=
is+fn−kd

s
2 (signa)

k
Γ (s+ fn) Γ (s− fn)

Γ (2s) ζ (2s)
χn (a)

(
ζ (A1, s, χn) + (−1)k ζ (A∗1, s, χn)

)
·

·
(

2F1 (s+ k, s+ fn; 2s; 2− 0i) + (−1)k 2F1 (s− k, s+ fn; 2s; 2− 0i)
)

für Re s > max (1, |fn|).

Beweis. Sei

f =
πi

log ε0
;

w,w′ die Nullstellen der quadratischen Gleichung Q (z, 1) = az2 + bz + c,

a = (1, w′) ,

A1 die zu a gehörige Äquivalenzklasse (i.e.S) von Idealen,

dann ist A∗1 die zu
(√

d
)
a gehörige Äquivalenzklasse (i.e.S) von Idealen,

ζ (2s)

∫

ΓQ\CQ

E2k (z, s)Q (z, 1)
k

yk

∣∣∣∣
z − w
z − w′

∣∣∣∣
−fn

dQz

=
ik (w − w′)s−k dk

2ak

∞∫

0

∑′

µ∈a/ε0

(
p

1 + p2

)s−k
pk−fn

(ip− 1)
2k

(
p2 + 1

p2µ2 + µ′2

)s−k (
ip− 1

ipµ− µ′
)2k dp

p

=
ikd

s+k
2 (sign a)

k

2 |a|s
∑′

µ∈a/ε0

∞∫

0

ps−fn−1 (ipµ+ µ′)2k

(p2µ2 + µ′2)s+k
dp.

Mit p =
∣∣∣ µµ′

∣∣∣ t und τ =
µ

µ′∣∣∣ µ

µ′

∣∣∣
= signN (µ) hat man für das letzte Integral5 mit [GR, 3.259, 3.]

1

|µ|s−fn |µ′|s+fn

∞∫

0

ts−fn−1 (it+ τ)
2k

(t2 + 1)
s+k

dt = is+fn−2k
χn (µ)

|Nµ| B (s+ fn, s− fn)F (s+ τk, s+ fn; 2s; 2) .

Insgesamt ergibt sich
∫

ΓQ\CQ

E2k (z, s)Q (z, 1)
k

yk

∣∣∣∣
z − w
z − w′

∣∣∣∣
−fn

dQz

=
is+fn−kd

s+k
2 (signa)k Γ (s+ fn) Γ (s− fn)

2 |a|s Γ (2s)

∑′

µ∈a/ε0

χn (µ)

|Nµ|s F (s+ sign (Nµ) k, s+ fn; 2s; 2)

=
is+fn−kd

s+k
2 (signa)k Γ (s+ fn) Γ (s− fn)

|a|s Γ (2s)
·

· χn (a)
(
2F1 (s+ k, s+ fn; 2s; 2) ζ (A1, s, χn) + 2F1 (s− k, s+ fn; 2s; 2) ζ (A∗1, s, χn)

)

Nimmt man noch die spiegelsymmetrische Geodätische dazu, so ergibt sich die Beh. �

5Gauß’ hypergeometrische Funktion hat für {z|1 < z ∈ R} einen Sprung. Mathematika rechnet mit dem Funktionswert bei Annähe-
rung an 2 von der unteren Halbebene, den ich hier auch verwenden werde.
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Bemerkung. Die Argumentation mit Hilfe von Idealklassen wurde hier nur für Fundamentaldiskriminanten for-
muliert, lässt sich jedoch mit der Bemerkung auf S. 33 auf beliebige Diskriminanten verallgemeinern. Das gilt auch
für den nächsten Abschnitt.

2.1.5. Hyperzyklenintegral. (Fortsetzung von Abschnitt 1.5.3)

Satz 2.1.5.1. Für d ∈ D+, 0 < θ < π, s ∈ C r
{
1, 0,−1,−2, . . . , ρ

2
, . . .

}
mit ζ (ρ) = 0 ist

R.

∫

Λd,θ

E (z, s)dΛz =
d

s
2Γ2 (s)

sin (θ) Γ (2s) ζ (2s)

{
sins (θ) 2F1

(
s, s; 2s; cos2

(
θ

2

))
+ coss (θ) 2F1

(
s, s; 2s; sin2

(
θ

2

))}
ζ (s, d)

Beweis. Das Integral ergibt sich als (regularisierte) Rankin-Selberg Transformierte des konstanten Terms der
Kerndistribution. Sei zunächst Re s > 1:

∫

Λd,θ

E (z, s)dΛz =
2
√
d

sin θ

∞∫

0

√
d

2y cot θ
2∑′

a=−
√

d
2y tan θ

2

Nd (a) y
s−1

√
d+ 4ay

√
d cot θ − 4a2y2

dy und mit x =

√
d

2 |a|

=
2
√
d

sin θ

∞∑

a=1

Nd (a)

2a




x cot θ
2∫

0

ys−1√
x2 + 2yx cot θ − y2

dy +

x cot π−θ
2∫

0

ys−1√
x2 + 2yx cot (π − θ)− y2

dy




HS. D.1.3.1
=

√
d

sin θ

( ∞∑

a=1

Nd (a)

as

)
22s−1

Γ2 (s)

Γ (2s)

(√
d

2

)s−1
·

·
{(

cot
θ

2

)s
2F1

(
s,

1

2
; s+

1

2
;− cot2

θ

2

)
+

(
tan

θ

2

)s
2F1

(
s,

1

2
; s+

1

2
;− tan2

θ

2

)}

wegen B
(
1
2 , s
)
= 22s−1

Γ2 (s)

Γ (2s)
. Für

∞∑
a=1

Nd(a)
as vgl. [Zagier 5, Proposition 3]. Eulers Transformation ([AS, 15.3.4])

und analytische Fortsetzung in s auf den Definitionsbereich der rechten Seite ergibt die Beh. �

Im Spezialfall θ = 90̊ hat man wegen 2F1

(
s, 12 ; s+

1
2 ;−1

)
=

√
π Γ
(
s+ 1

2

)

2sΓ
(
s+1
2

)2 die Heckesche Integralformel, vgl. Satz

2.1.4.1.

Man kann ohne weiteres auch die Hyperzyklenintegrale für Eisensteinreihen höheren Gewichts ausrechnen:

Satz 2.1.5.2. Für k ∈ 2N0, d ∈ D+, 0 < θ < π
2 ist R.

∫

Λd,θ

E2k (z, s)dΛ,2kz = R.

∫

Λd,π−θ

E2k (z, s)dΛ,2kz =

eiθ(s+k) (sin θ)s−1
d

s
2

ζ (2s)

{(
1 + e

iπ(k−s)
) Γ (s)2

Γ (2s)
2F1

(
s+ k, s; 2s; 1− e

2iθ
)
+ 2πi

(
s− 1

k

)
e
−iπs

2F1

(
s+ k, s; k + 1; e2iθ

)}
ζ (s, d) .

Für andere k ∈ Z hat man etwas Ähnliches.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.1.4.1 verwenden wir [Siegel 7]’s Parametrisierung, diesmal auf den
Hyperzyklen. Sei w′ die kleinere Wurzel der quadratischen Gleichung az2 + bz + c = 0 :

eiθp =
z − w
z − w′ , d.h. p ∈ R Im z =

(w − w′) sin θ
(1− 2p cos θ + p2)

p, µ = mw′ + n,

z =
eiθpw′ − w
eiθp− 1

, mz + n =
eiθpµ− µ′
eiθp− 1

, |mz + n|2 =
p2µ2 − 2pµµ′ cos θ + µ′2

p2 − 2p cos θ + 1
,

dQ,θz = −
sign (a)

p sin θ
dp = −

√
d

Q (z, 1) sin θ
dz, Q (z, 1) =

deiθp

a (eiθp− 1)
2 , a = (1, w′) ∈ A
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und wie bei Satz 2.1.4.1:

ζ (2s)

∫

ΓQ\CQ,θ

E2k (z, s)Q (z, 1)
k

yk
dQ,θz =

1

2

∫

ΓQ\CQ,θ

∑′

m,n

ys−kQ (z, 1)
k

|mz + n|2s−2k (mz + n)
2k

dQ,θz

=eiθk

(√
d sin θ

)s−k
dk

2 |a|s−k ak sin θ

∞∫

0

∑′

µ∈a/ε0

pk

(eiθp− 1)
2k

(
p

p2µ2 − 2pµµ′ cos θ + µ′2

)s−k (
eiθp− 1

eiθpµ− µ′
)2k

dp
p

=
eiθkd

s+k
2 (signa)k (sin θ)s−k−1

2 |a|s
∑′

µ∈a/ε0

∞∫

0

ps−1
(
e−iθpµ− µ′

)2k

(p2µ2 − 2pµµ′ cos θ + µ′2)s+k
dp

=
eiθkd

s+k
2 (signa)k (sin θ)s−k−1

2 |a|s
∑′

µ∈a/ε0

1

|Nµ|s
∞∫

0

ts−1
(
e−iθt− τ

)2k

(t2 − 2τt cos θ + 1)
s+k

dt

dabei ist p =
∣∣∣µ

′

µ

∣∣∣ t, τ = Nµ
|Nµ| = ±1. Mit Hilfssatz D.1.3.1 hat man:

∞∫

0

ts−1
(
e−iθt− τ

)2k

(t2 − 2τt cos θ + 1)
s+k

dt =





ei(θ−π)s
(
Γ (s)

2

Γ (2s)
2F1

(
s+ k, s; 2s; 1− e2iθ

)

+2πi (−1)k
(
s− 1

|k|

)
e−2iθmin(0,k)

2F1

(
s+ |k| , s; |k|+ 1; e2iθ

))
, τ = 1,

eiθs
Γ (s)2

Γ (2s)
2F1

(
s+ k, s; 2s; 1− e2iθ

)
, τ = −1.

Auf dem Hyperzykel ist |Q (z, 1)| = y
√
d

sin θ
und wegen ζ (A, s) = 1

2|a|s
∑′

µ∈a/ε0
Nµ>0

1
|Nµ|s , ζ (A∗, s) = 1

2|a|s
∑′

µ∈a/ε0
Nµ<0

1
|Nµ|s , d.h.

∫

ΓQ\CQ,θ

E2k (z, s)dQ,2k,θz +
∫

ΓQ∗\CQ∗,θ

E2k (z, s)dQ∗,2k,θz

=
eiθ(s+k) (− signa)

k
(sin θ)

s−1
d

s
2

ζ (2s)

(
ζ (A, s) + (−1)k ζ (A∗, s)

)

·
{
Γ (s)2

Γ (2s)
2F1

(
s+ k, s; 2s; 1− e2iθ

) (
1 + eiπ(k−s)

)
+ 2πi

(
s− 1

|k|

)
e−2iθmin(0,k)−iπs

2F1

(
s+ |k| , s; |k|+ 1; e2iθ

)
}
.

Der Beitrag von (Q, θ) ist (−1)k mal dem von (−Q, π − θ). �

2.1.6. Hyperbolische Kreise. (Fortsetzung von Abschnitt 1.5.4)

Satz 2.1.6.1. Das Integral der Eisensteinreihe über den Kreis vom Radius r > 0 um z1 ∈ H ist

∫

Cz1,r

E (z, s)dCz = π ers sinh (r) 2F1

(
1

2
, s; 1; 1− e2r

)
E (z1, s) .

Beweis. Nach dem Rankin-Selberg Verfahren ist

∫

Cz1,r

E (z, s)dCz =

∫

F

E (z, s)D (z1, r; z)dµ =

∞∫

0

ys−2c0 (r, y)dy
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mit dem konstanten Term der Distribution D (z1, r; z) :

c0 (r, y) =

1
2∫

− 1
2

D (z1, r; z)dx = y1 sinh r
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

∑

n∈Z

1
2∫

− 1
2

δ

(
(T−n · γ)−1 ◦Qz1,r (z)

y

)

= y1 sinh r
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

∑

n∈Z

1
2∫

− 1
2

δ

(
γ−1 (z + n) ◦Qz1,r

y

)
= yγ sinh r

∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

∞∫

−∞

δ

(
Qzγ ,r (z)

y

)
dx

= yγ sinh r
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

∞∫

−∞

δ

(
|z|2 − 2xγx− 2yγ cosh r · y + |zγ |2

y

)
dx = yγ sinh r

∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

y

|x0,γ − xγ |

mit |x0,γ − xγ | =
√
(yγer − y) (y − yγe−r), Höhensatz in dem euklidischen Dreieck xγ+iyγe−r, xγ+iyγer, x0,γ+iy,

s. Abb. 1.5.4.1.

∫

Cr

E (z, s)dCz = sinh r
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

yγ

yγe
r∫

yγe−r

ys−1√(
yγer − y

)(
y − yγe−r

)dy

= sinh r
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

ysγ

er∫

e−r

ts−1√(
er − t

)(
t− e−r

)dt

= π sinh (r) ers 2F1

(
1

2
, s; 1; 1− e2r

)
E (z1, s)

mit Hilfssatz D.1.3.1. �

2.2. Holomorphe Poincaréreihen

Alle Spitzenformen aus S2k (Γ) , k gerade, lassen sich als (holomorphe) Poincaréreihen y−kP̃n,2k (z, k) = P2k (n, z)
darstellen (Bezeichnung von Anhang C.3.3; vgl. [Lehner]). Die Zyklenintegrale lassen sich mit Satz 1.5.1.3 be-
rechnen.

Hilfssatz 2.2.1. Sei d ∈ D0+, n ∈ N, k ∈ 2N, k ≥ 6. Das Zyklenintegral ist

∑

inäqu.Q,
|Q|=d

R.

∫

CQ

P2k (n, z)Q (z, 1)k−1 dz = −2d
k
2 Γ (k)

(2πin)
k

{
ε
(√

d | n
)
+

(−1)k
2
√
2nπ

4
√
d

∞∑

a=1

Sa (n, d)√
a

Jk− 1
2

(
πn
√
d

a

)}
,

dabei ist ε
(√

d | n
)
=

{
1, d = �,

√
d | n,

0, sonst.

Beweis. Sei n 6= 0 :

Cd

(
P̃n,2k (·, k)

)
=
(
P̃n,2k (·, k) ,Dd,2k

)
=

∞∫

0

yk−2e−2πnycn,2k (y, d)dy

=4
√
d
∞∑

a=1

Sa (n, d)

√
d

2a∫

0

yk−1e−2πny√
d− 4a2y2

cos

(
πn
√
d− 4a2y2

a
+ k arccos

(
−2ay√

d

))
dy

+ 2 (−1) k
2

√
d ε
(√

d | n
) ∞∫

0

yk−1e−2πnydy

=4

(√
d

2

)k ∞∑

a=1

Sa (n, d)

ak

1∫

0

e−
πn

√
d

a

√
1−t2 (1− t2

) k
2−1 cos

(
πn
√
d

a
t− k arccos

(√
1− t2

))
dt
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+
2
√
dΓ (k)

(2πin)
k
ε
(√

d | n
)

(D.1.4.3)
=

2
√
dΓ (k)

(2πin)
k
ε
(√

d | n
)
+

Γ (k) 4
√
d

2k−
3
2πk−1nk−

1
2

∞∑

a=1

Sa (n, d)√
a

Jk− 1
2

(
πn
√
d

a

)
.

Für n = 0 hat man als Grenzwert wieder das Zyklenintegral der Eisensteinreihe E2k (z), vgl. Folgerung 2.1.4.1.2:

∑

inäqu.Q,
|Q|=d

R.

∫

CQ

E2k (z)Q (z, 1)
k−1 dz = −

√
π dk−

1
2Γ (k)

22k−2Γ
(
k + 1

2

)
∞∑

a=1

Nd (a)

ak
.

�

Bemerkung. Für n = 1 ist das der d−te Fourierkoeffizient von −2d
k
2 Γ (k)

(2πi)
k
Pk+ 1

2
(1, z) ∈ S+

k+ 1
2

(Γ0 (4)):

Hilfssatz 2.2.2. Die Poincaréreihe Pk+ 1
2
(1, z) := 3

2

( ∑
γ∈Γ∞\Γ0(4)

q|k+ 1
2
γ (z)

)∣∣∣∣pr ∈ S+
k+ 1

2

(Γ0 (4)) hat für 2 | k die

Fourierentwicklung

q + (−1) k
2
√
2π

∞∑

d=1
d≡0,1 (mod 4)

d
2k−1

4

∞∑

a=1

Sa (1, d)√
a

Jk− 1
2

(π
a

√
d
)
qd.

Beweis. Nach Satz C.3.3.6.3 ist

Pk+ 1
2
(1, z) =

∞∑

d=1
d≡0,1 (mod 4)

{
δd,1 +

π

2ik+
1
2

d
2k−1

4

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
Sk+ 1

2 ,∞,∞ (1, d; 4c)

c
Jk− 1

2

(π
c

√
d
)}

qd.

Nach Hilfssatz C.3.3.4.2 ist

1− i
4
√
c
(1 + δungerade,c)Sk+ 1

2 ,∞,∞ (1, d; 4c) = Sc (1, d) .

Daraus folgt die Behauptung. �

2.3. Nicht-holomorphe Poincaréreihen

Wir berechnen jetzt die Mellintransformierten der anderen Fourierkoeffizienten von Dd, d ∈ D0+. Im ganzen
Abschnitt sei n 6= 0.

Definition 2.3.0.1 (Poincaréreihen). Für Re s > 1 sei6

P̃ (z,∞, s, n) :=
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

e2π(inRe γz−|n| Im γz) Ims γz

und

Pn (z, s) :=
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

e2πinRe(γz) Ims (γz) .

Diese Poincaréreihe isoliert die einzelnen Fourierkoeffizienten, s. [Bruggeman 1, (7.6)].

Hilfssatz 2.3.0.2 (Selberg). Die Poincaréreihe P̃ (z,∞, s, n) lässt sich analytisch in die ganze Ebene s ∈ C
fortsetzen mit Polen in der Menge

{
tj −m,

ρ

2
−m,−1

2
−m

∣∣∣∣ tj =
1

2
+ νj ,m ∈ N0, ζ (ρ) = 0

}
.

6vgl. [Neunhöffer, Definition 6.2], dort mit Faktor
(π |n|)s− 1

2

Γ
(
s+ 1

2

)
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Satz 2.3.0.3. Die Pn (z, s) , n 6= 0 lassen sich auf s ∈ C analytisch fortsetzen. Die Funktionen sind holomorph in
s bis auf Pole bei tj − n = 1

2 − n+ νj , tj − n entsprechend den Maaßformen

fj,l (z) =
∞∑

m=−∞
m 6=0

γm,j,l
√
y Kνj (2π|m|y) e (mx)

zum Spektralparameter νj und bei − 1
2 − n,

ρ
2 − n für n ∈ N0. Die Residuen auf der Geraden Re s = 1

2 sind

Res
s=tj

Pn (z, s) =
Γ (νj)

2 (π |n|)νj
∑

l

γn,j,lfj,l (z)

Für d ∈ D0+,Re s > 1 ist

Cd (Pn (z, s)) =
d

s+1
4 Γ

(
s
2

)

π
s
2−1 (2 |n|)

s−1
2

∞∑

a=1

Sa (n, d)

a
s+1
2

J s−1
2

(
π|n|
√
d

a

)
.

Für d ∈ D0−,Re s > 1 ist

Cd (Pn (z, s)) = 2

( |d|
4

) s
2

Sn,d (s)

in Verallgemeinerung von [Zagier 6, Example 1 u. 2].

Beweis. Pn (z, s) konvergiert für Re (s) > 1 gleichmäßig auf Kompakta und ist eine in z stetige und reell-
analytische Funktion, die allerdings in F nicht beschränkt ist und somit nicht quadratintegrierbar ist:
Pn (z, s) − yse2πinx ist beschränkt. Für Re s ≤ 1 kann man die Poincaréreihe Pn (z, s) mit der analytischen
Fortsetzung von P̃ (z,∞, s, n) vergleichen. Diese neue Poincaréreihe ist in D2

0 und hat nach [Neunhöffer, Satz
6.5] folgende Spektralzerlegung in Re s > 1:

P̃ (z,∞, s, n) =
√
π

22s−1 (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∑

j

∑

l

γn,j,l Γ (s− tj) Γ (s+ tj − 1) fj,l (z)+

+
1

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E
(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 − ir

)
ζ (1− 2ir)

dr(2.3.0.1)

mit den Maaßformen fj (z) =
√
y

∞∑
m=−∞
m 6=0

γm,jKtj− 1
2
(2π |m| y) e (mx) zum Eigenwert tj (1− tj) > 0 und der nicht-

holomorphen Eisensteinreihe, s. Anhang C.2.1.1

E (z, t) = yt +

√
π Γ
(
t− 1

2

)
ζ (2t− 1)

Γ (t) ζ (2t)
y1−t +

4
√
y πt

Γ (t) ζ (2t)

∑

n∈N
nt−

1
2 σ1−2t (n)Kt− 1

2
(2πny) cos 2πnx.

Wegen |Γ (s− tj) Γ (s+ tj − 1)| ≤ |Γ (s+ 1− tj) Γ (s+ tj)| für große tj ist die Summe absolut und lokal gleich-
mäßig in ganz s ∈ C konvergent außer für s = tj − n, s = 1− tj − n, n ∈ N0. Dort gibt es Pole. Der kontinuierliche
Anteil konvergiert für 0 < Re s < 1,Re s 6= 1

2 lokal gleichmäßig, vgl. [Neunhöffer, Satz 6.3], d.h. die Darstellung
(2.3.0.1) gilt sogar für Re s > 1

2 . Für s = 1
2 ± ir0 haben die Gammafaktoren Singularitäten auf dem Integrations-

weg, um die man einen kleinen Bogen machen kann, vgl. Abb. 2.3.0.1. Wenn Re (s) ein klein wenig größer als 1
2 ist,

ändert sich der Wert des Integrals um die Residuen an den Punkten s und 1 − s. Bewegt man jetzt s allmählich
nach links, so ändert sich der Wert des Integrals über C dadurch holomorph in Abhängigkeit von s. Es kommt also
bei Re s < 1

2 auf der rechten Seite noch folgender Beitrag zum überall außer für Re s = 1
2 −n, n ∈ N konvergenten7

7E
(
z, 1

2
+ ir

)
ist holomorph in z.
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C

1

2
0

Re

Im s

1 − s

Abbildung 2.3.0.1. Integrationsweg für t := 1
2 + ir ∈ C

Integral
1

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E
(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 − ir

)
ζ (1− 2ir)

dr hinzu:

2πi

i 4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

(
Res
t=s
− Res
t=1−s

)
σ2t−1 (n) Γ (s+ t− 1)Γ (s− t) E (z, t)

(π |n|)t− 1
2 Γ (1− t) ζ (2− 2t)

=− πσ1−2s (n) Γ (2s− 1)E (z, 1− s)
4s−1Γ2 (s) ζ (2s)

; t :=
1

2
+ ir.

Die beiden Residuen unterscheidet sich wegen der Funktionalgleichung der nicht-holomorphen Eisensteinreihe

E (z, s), s. Abschnitt A.7.6, und der Invarianz von
σ2s−1 (n)

|n|s−
1
2

unter s→ 1 − s nur um das Vorzeichen. Also ist für

1
2 < Re s < 1

2 + δ, 0 < δ klein

1

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E
(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 − ir

)
ζ (1− 2ir)

dr

=
1

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∫

C

σ2t−1 (n) Γ (s+ t− 1)Γ (s− t) E (z, t)

(π |n|)t− 1
2 Γ (1− t) ζ (2− 2t)

dt

+
πσ1−2s (n) Γ (2s− 1)E (z, 1− s)

4s−1Γ2 (s) ζ (2s)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist meromorph in − 1
2 < Re s < 1

2 + δ. Für − 1
2 < Re s < 1

2 ist
∞∫
−∞
· · · =

∫
C
· · · .

Folgende Funktion liefert daher die analytische Fortsetzung von P̃ (z,∞, s, n) nach − 1
2 < Re s < 1

2 :

P̃ (z,∞, s, n) =
√
π

22s−1 (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∑

j

∑

l

γn,j,l Γ (s− tj) Γ (s+ tj − 1) fj,l (z)

+
1

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E
(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 − ir

)
ζ (1− 2ir)

dr

+
σ1−2s (n) sin (πs) Γ (2s− 1)E (z, s)

4s−1π2s−1ζ (2− 2s)
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Für Re s = 1
2 ist

P̃ (z,∞, s, n) =
√
π

22s−1 (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∑

j

∑

l

γn,j,l Γ (s− tj) Γ (s+ tj − 1) fj,l (z)

+
1

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E
(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 − ir

)
ζ (1− 2ir)

dr

+
1

2

σ1−2s (n) sin (πs) Γ (2s− 1)E (z, s)

4s−1π2s−1ζ (2− 2s)
,

wenn man den Cauchyschen Hauptwert des Integrals nimmt, da die beiden Halbkreise von C unter Berücksichtung
der Funktionalgleichung genau einem ganzen Kreis entsprechen. Es gibt zusätzliche Pole bei s = ρ

2 , ζ (ρ) = 0, die
von der Eisensteinreihe kommen.

Sei 1
2 < Re s + j < 3

2 , j = 0, 1, 2, . . .. Bewegt man jetzt s nach links, bis − 1
2 < Re s + j < 1

2 + δ und ändert den
Integrationsweg entsprechend der Zeichnung zu C ab, so kommen wieder die Residuen dazu,

1

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E
(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 − ir

)
ζ (1− 2ir)

dr

=
−i

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∫

C

σ2t−1 (n) Γ (s+ t− 1) Γ (s− t) E (z, t)

(π |n|)t− 1
2 Γ (1− t) ζ (2− 2t)

dt+

+
2πi

i 4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

(
Res

t=1−j−s
− Res
t=s+j

)
σ2t−1 (n) Γ (s+ t− 1) Γ (s− t) E (z, t)

(π |n|)t− 1
2 Γ (1− t) ζ (2− 2t)

=
−i

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∫

C

σ2t−1 (n) Γ (s+ t− 1) Γ (s− t) E (z, t)

(π |n|)t− 1
2 Γ (1− t) ζ (2− 2t)

dt+

+
(− |n|)j σ1−2j−2s (n) (s)j sin (πs) Γ (2s+ j − 1)E (z, s+ j)

4s−1j!π2s+j−1ζ (2− 2j − 2s)

Bewegt man s in den Bereich − 1
2 < Re s+ j < 1

2 , so ist das Integral über C das gleiche wie über
(
1
2 − i∞, 12 + i∞

)

������

���� ��

������������

������ ���� ��

��

���� ��

1

2

s s + 1 s + j s

1 − s

s + j

1 − j − s 2 − s 1 − s

C
0 0

1 − j − s

Abbildung 2.3.0.2. verschiebe s stetig nach links

und induktiv ergibt sich in diesem Bereich die analytische Fortsetzung zu
1
2+i∞∫

1
2−i∞

+2πi

(
Res
t=1−s

+ Res
t=−s

+ . . .+ Res
t=1−j−s

−Res
t=s
− Res
t=s+1

− . . .− Res
t=s+j

)

und für Re s+ j = 1
2

1
2+i∞∫

1
2−i∞

+2πi

(
Res
t=1−s

+ Res
t=−s

+ . . .+
1

2
Res

t=1−j−s
−Res

t=s
− Res
t=s+1

− . . .− 1

2
Res
t=s+j

)
.
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Für − 1
2 − j < Re s < 1

2 − j liefert

P̃ (z,∞, s, n) =
√
π

22s−1 (π |n|)s− 1
2 Γ (s)

∑

j

∑

l

γn,j,l Γ (s− tj) Γ (s+ tj − 1) fj,l (z)

+
1

4s (π |n|)s−
1
2 Γ (s)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E
(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 − ir

)
ζ (1− 2ir)

dr

+

j∑

m=0

(− |n|)m σ1−2m−2s (n) (s)m sin (πs) Γ (2s+m− 1)E (z, s+m)

4s−1m!π2s+m−1ζ (2− 2m− 2s)

die analytische Fortsetzung und für Re s = 1
2 − j nur die Hälfte des Summanden mit m = j in der letzten Summe.

Es kommen Pole bei s = ρ
2 − j,− 1

2 − j hinzu. Das beweist den Hilfssatz.

Für y ց 0 ist ys − e−2π|n|yys = O
(
yRe s+1

)
. Also ist die Summe der Differenzen

∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

{
e2πinRe γz Ims γz − e2πinRe γz−2π|n| Im γz Ims γz

}

und damit auch P̃n (z, s)− P̃ (z,∞, s, n) in Re s > 0 holomorph und Pn (z, s) nach Re s > 0 analytisch fortsetzbar
mit den gleichen Polen auf der Geraden Re s = 1

2 und für s = ρ
2 wie P̃ (z,∞, s, n). Nimmt man noch einen Term

der Taylorentwicklung der Exponentialfunktion hinzu,

ys − 2π |n| ys+1 − e−2π|n|yys = O
(
yRe s+2

)
,

so ist Pn (z, s) − 2π |n|Pn (z, s+ 1) − P̃ (z,∞, s, n) holomorph in Re s > −1 und man hat weitere Pole bei
s = tj − 1, ρ2 − 1,− 1

2 ; wegen der Holomorphie von

Pn (z, s)− 2π |n|Pn (z, s+ 1) +
4π2 |n|2

2!
Pn (z, s+ 2)− P̃ (z,∞, s, n)

in Re s > −2 usw. ergeben sich schließlich alle Pole von Pn (z, s) in der Menge
{
tj − n, ρ2 − n,− 1

2 − n
}
, n ∈ N0.

Für die Residuen auf der Geraden Re s = 1
2 hat man, vgl. [Neunhöffer, Satz 6.8] und (2.3.0.1)

Res
s=tj

Pn (z, s) = Res
s=tj

P̃ (z,∞, s, n) = Γ (νj)

2 (π |n|)νj
∑

l

γn,j,lfj,l (z) .

Es ist nicht ganz geklärt, ob sich eventuell einzelne Pole bei Pn (z, s) wieder aufheben, d.h. ob sich für ihr Residuum
0 ergeben kann.
Die zweite Aussage folgt aus8

∫

Λd

Pn (z, s)dQz =
∫

F

Dd (z)
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

e (nRe (γz)) Ims (γz)dµ

=

√
d

2∫

0

ys−2cn (y, d)dy =
d

s+1
4 Γ

(
s
2

)

π
s
2−1 (2 |n|)

s−1
2

∞∑

a=1

Sa (n, d)

a
s+1
2

J s−1
2

(
π |n|

√
d

a

)
.

Für d < 0 hat man

∑

Q∈Γ\Qd

Pn (zQ, s)
wQ

=
∑

Q∈Γ\Qd

1

wQ

(
Pn (·, s)Dd

)
=

∑

Q∈Γ\Qd

2 |d|
πwQ

∫

F

δ

(∣∣∣∣
Q (z, 1)

y

∣∣∣∣
2
)

Pn (z, s)dµ

mit dem bekannten ’Unfolding’ ist das

=
2 |d|
π

∑

Q∈Γ∞\Qd

∞∫

0

ys

1
2∫

− 1
2

δ

(∣∣∣∣
Q (z, 1)

y

∣∣∣∣
2
)
e (nx) dµ =

∑

Q∈Γ∞\Qd

ysQe (nxQ)

8Für d = �,
√
d | n muss man regularisieren.
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mit zQ = xQ + iyQ = − b

2a
+

√
−d

2 |a| i

=
∑

Q∈Γ∞\Qd

(√
|d|

2 |a|

)s
e2a (−nb) =

(√
|d|
2

)s ∑

a∈Zr{0}

∑
b(2a)

b2≡d(4a)

e−
πinb

a

as
= 2

(√
|d|
2

)s
Sn,d (s) .

�

2.3.1. Gewichtete Poincaréreihen. Entsprechend den gewichteten Eisensteinreihen kann man auch die
Poincaréreihen noch etwas allgemeiner definieren und mit einem Drehfaktor versehen.

Definition 2.3.1.1. Für n, k ∈ Z, n 6= 0, z ∈ H, s ∈ C,Re s > 1, γ =

(
a b
c d

)
sei

Pn,2k (z, s) :=
∑

γ=∈Γ∞\ SL2(Z)

e2πinRe(γz) Ims γz · e−2ik arg(cz+d)

Diese Poincaréreihen entsprechen den∞Pn2k (Im
s z) aus [Bruggeman 1, (7.5)], sie transformieren wie automorphe

Formen vom Gewicht 2k:

Pn,2k (γz, s) =

(
cz + d

cz + d

)k
Pn,2k (z, s) ;

sie haben ähnliche Eigenschaften wie für k = 0, die Summen sind absolut konvergent gegen eine in Re (s) > 1
holomorphe und in z ∈ H reell-analytische Funktion. Leider sind die Funktionen nicht quadratintegrierbar; der
Term für γ = Id wächst zu schnell. Man kann wieder Pn,2k (z) mit der folgenden Poincaréreihe vergleichen
(Um (z, s; k, χ,Γ′) in [Selberg 2]):

Definition 2.3.1.2. Für n, k ∈ Z, n 6= 0, z ∈ H, s ∈ C,Re s > 1, γ =

(
a b
c d

)
sei

P̃n,2k (z, s) :=
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

e2πinRe γz−2π|n| Im γz (Im γz)s e−2ik arg (cz+d)

Satz 2.3.1.3. Die P̃n,2k (z, s) sowie die Pn,2k (z, s) transformieren in z vom Gewicht 2k, sind in D2
2k, vgl. Be-

zeichnungen S. 282 und lassen sich analytisch in die ganze s-Ebene fortsetzen mit Polen

∈
{
ρ

2
− n, tj − n,−

1

2
− n,−1,−2, . . . , 1− |k|

}
.

Beweis. .
Diese Poincaréreihen lassen sich auch so schreiben:

P̃n,2k (z, s) =
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

fs|2kγ (z) mit fs (z) = e2πinx−2π|n|yys.

Dann ist

∆2kfs (z) = s (1− s) fs (z) + 4πn (s signn− k) fs+1 (z) .

Da der Laplaceoperator ∆2k mit |2k vertauschbar ist, gilt

∆2kP̃n,2k (z, s) = s (1− s) P̃n,2k (z, s) + 4πn (s signn− k) P̃n,2k (z, s+ 1) ,(2.3.1.1)

d.h. für s = k signn sind das Maaßformen. Falls k ≥ 6, n ∈ N entsprechen sie den bekannten Poincaréreihen
P2k (n, z) ∈ S2k (Γ) aus Definition C.3.3.2.1.

Für Re s > 1 ist die Reihe für P̃n,2k (z, s) lokal gleichmäßig konvergent, da sie durch die Eisensteinreihe E (z, s)

majorisiert wird. Man kann gliedweise unendlich oft differenzieren. Für n 6= 0 ist P̃n,2k (z, s) quadratintegrierbar
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wegen dem exponentiellen Abfall von fs (z) für y →∞. Wegen (2.3.1.1) ist auch ∆2kP̃n,2k (z, s) ∈ L2 (F), also ist
P̃n,2k (z, s) ∈ D2

2k und ermöglicht eine Spektralentwicklung :

(
P̃n,2k (z, s) , fj,l

)
=

∞∫

0

1∫

0

yse−2π|n|ye2πinxfj,l (z)dµ = γn,j,l

∞∫

0

ys−2e−2π|n|yWk signn,tj− 1
2
(4π |n| y)dy(2.3.1.2)

mit den Maaßformen fj,l (z) = γ0,j,ly
1−tj +

∑
m 6=0

γm,j,lWk signm,tj− 1
2
(4π |m| y) e (mx) vom Gewicht 2k zum Ei-

genwert λj = tj (1− tj) 6= 0.9 Es handelt sich dabei um dieselben Eigenwerte mit Re = 1
2 wie für Gewicht 0,

außerdem zusätzlich endlich viele der Form h (1− h) , h = 2, 3, . . . , |k|, die von den holomorphen Spitzenformen
vom Gewicht 2h herkommen bzw. deren Konjugierten und durch Anwendung der Maaßoperatoren auf Gewicht
2k gebracht werden [Roelcke 1, Satz 6.3]. Die Integrale (2.3.1.2) wurden in [Selberg 2, (3.19)] ausgewertet: Sei
ε = sign n:

∞∫

0

ys−2e−2π|n|yWkε,tj− 1
2
(4π |n| y)dy

(A.7.4.2)
=

(4π |n|)tj
22tj−1Γ

(
tj − kε

)
∞∫

0

ys+tj−2
∞∫

1

e−2π|n|y(u+1) (u+ 1)
tj+kε−1 (u− 1)

tj−kε−1 du dy

=
2 (π |n|)tj
Γ
(
tj − kε

)
∞∫

1

(u+ 1)
tj+kε−1 (u− 1)

tj−kε−1
∞∫

0

ys+tj−2e−2π|n|y(u+1)dy du

=
4Γ
(
s+ tj − 1

)

22s (π |n|)s−1 Γ
(
tj − kε

)
∞∫

1

(u+ 1)−s+kε (u− 1)tj−kε−1 du =
Γ
(
s+ tj − 1

)
Γ
(
s− tj

)

(4π |n|)s−1 Γ (s− kε)
(2.3.1.3)

zunächst für Re (s) > Re (tj) > kε, vgl. [Selberg 2, (3.19)]. Die P̃n,2k (z, s) sind im Bereich Re (s) > 1
2 regulär in

s. Die endlich vielen negativen Eigenwerte λj = h (1− h) liefern Pole auf der negativen reellen Achse, die positiven
Eigenwerte mit Re (tj) = 1

2 Pole bei s = tj und 1 − tj = tj . Selberg hat das kontinuierliche Spektrum nicht
untersucht. Man hat hier, vgl. [Roelcke 2, Satz 7.2 und 12.3]

∫

F

P̃n,2k (z, s)E2k

(
z,

1

2
+ ir

)
dµ

Satz A.5.1
=

(−1)k π 1
2−ir |n|− 1

2−ir σ2ir (n)

Γ
(
1
2 + kε− ir

)
ζ (1− 2ir)

∞∫

0

ys−2e−2π|n|yWkε,ir (4π |n| y)dy

also,

1

4π

∞∫

−∞

(
P̃n,2k (·, s) ,E2k

(
·, 1
2
+ ir

))
E2k

(
z,

1

2
+ ir

)
dr

=
(−1)k

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s− kε)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E2k

(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 + kε− ir

)
ζ (1− 2ir)

dr.

9Ein Eigenwert 0 hätte fj,l ≡ konst. zur Folge, aber
(
P̃n,2k (·, s) , konst.

)
= 0
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Für Re s > 1
2 ist das holomorph. Im Gebiet 1

2 < Re s < 1
2 + δ,Re ist ähnlich der Argumentation im vorigen

Abschnitt für Gewicht 0:
∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E2k

(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 + kε− ir

)
ζ (1− 2ir)

dr

=

∫

C

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E2k

(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 + kε− ir

)
ζ (1− 2ir)

dr

− 2πi

(
Res
t=s
− Res
t=1−s

)
σ2t−1 (n) Γ (s+ t− 1) Γ (s− t) E2k (z, t)

i (π |n|)t− 1
2 Γ (1 + kε− t) ζ (2− 2t)

;

∞∫

−∞

· · · =
∫

C

· · ·+ 4π (π |n|)s− 1
2 σ1−2s (n) Γ (2s− 1)E2k (z, 1− s)

Γ (s+ kε) ζ (2s)
; t :=

1

2
+ ir(2.3.1.4)

mit dem Integrationsweg C von Abb. 2.3.0.1. Die Beiträge der beiden Residuen sind aus denselben Gründen wie
für Gewicht 0 gleich, vgl. auch die Funktionalgleichung der Eisensteinreihen E2k (z, s) in Abschnitt A.7.6 und
Γ (s+ k)

Γ (1 + k − s) =
Γ (s− k)

Γ (1− k − s) .
∫
C
. . . ist in − 1

2 < Re s < 1
2 + δ holomorph. Daher lässt sich P̃n,2k (z, s) mit (2.3.1.4)

auf diesen Bereich analytisch fortsetzen:

P̃n,2k (z, s) =
1

(4π |n|)s−1 Γ (s− kε)

(∑

j

∑

l

γn,j,l Γ (s− tj) Γ (s+ tj − 1) fj,l +

|k|∑

h=2

∑

l

γn,h,l Γ (s− h) Γ (s+ h− 1) fh,l

)

+
(−1)k

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s− kε)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E2k

(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 + kε− ir

)
ζ (1− 2ir)

dr

+
(−1)k πσ1−2s (n) Γ (2s− 1)E2k (z, 1− s)

4s−1Γ (s+ k) Γ (s− k) ζ (2s) für − 1

2
< Re s <

1

2
.

Ähnlich wie auf S. 47 liefert

P̃n,2k (z, s) =
1

(4π |n|)s−1 Γ (s− kε)

(∑

j

∑

l

γn,j,l Γ (s− tj) Γ (s+ tj − 1) fj,l +

|k|∑

h=2

∑

l

γn,h,l Γ (s− h) Γ (s+ h− 1) fh,l

)

+
(−1)k

4s (π |n|)s− 1
2 Γ (s− kε)

∞∫

−∞

σ2ir (n) Γ
(
s− 1

2 + ir
)
Γ
(
s− 1

2 − ir
)
E2k

(
z, 12 + ir

)

(π |n|)ir Γ
(
1
2 + kε− ir

)
ζ (1− 2ir)

dr

+

j∑

m=0

|n|m σ1−2m−2s (n) (s− kε)m sin (πs) Γ (2s+m− 1)E2k (z, s+m)

4s−1m!π2s+m−1ζ (2− 2m− 2s)

die analytische Fortsetzung auf − 1
2 − j < Re s < 1

2 − j und für Re s = 1
2 − j nur die Hälfte des Summanden mit

m = j in der letzten Summe. Es kommen Pole bei s = ρ
2 − j,− 1

2 − j,−1,−2, . . . , 1 − |k| hinzu. Mit derselben
Argumentation wie für Gewicht 0 auf S. 47 hat Pn,2k (z, ·) ebenfalls eine analytische Fortsetzung in die ganze
s−Ebene mit Polen an den gleichen Stellen. �

Mit dem regularisierten10 Rankin-Selberg-Unfolding kann man auch hier die Zyklenintegrale berechnen:

Satz 2.3.1.4. Für d ∈ D0+, s ∈ C r
{
tj − n,− 1

2 − n,−1,−2, . . . , 1− |k|
}
, k ∈ 2Z ist (nach analytischer Fortset-

zung)

Cd (Pn,2k (·, s)) = R.

∫

Λd

Pn,2k (z, s)dQ,2kz

=

|k|∑

m=0

d
s−m+1

4 Γ
(
s+m
2

)

2
s−m−1

2 π
s+m

2 −1 |n|
s+m−1

2

∞∑

a=1

Sa (n, d)

a
s−m+1

2




cmJ s+m−1

2

(
π|n|
√
d

a

)
, 2 | m

sign (kn) dmJ s+m+1
2

(
π|n|
√
d

a

)
, 2 ∤ m

10falls d = �,
√
d | n
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mit den Koeffizienten der Tschebyscheff-Polynome T|k|, U|k|−1

cm
[AS, 22.3.6]

=

{
(−1) k

2 , m = 0

(−1)
k+m

2 |k|2m−1

m

( |k|+m
2 −1
m−1

)
, m > 0 gerade

und

dm
[AS, 22.3.7]

= (−1)
k+m+1

2 2m
( |k|+m−1

2

m

)
, m ungerade.

Für ungerades k ist
∫

Λd

Pn,2k (z, s)Q (z, 1)
k−1

yk
ds = 0.

Beweis. vgl. Satz 2.3.0.3; für n = 0 handelt es sich wieder um Eisensteinreihen. Annahme n 6= 0 :
∫

Λd

Pn,2k (z, s)dQ,2kz =
∫

F

Pn,2k (z, s)Dd,2k (z)dµ

=

∫

F

∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

e2πinRe(γz)

(
cz + d

cz + d

)k
Ims (γz)

(
cz + d

cz + d

)k
Dd,2k (γz)dµ =

∞∫

0

ys−2cn,2k (y, d)dy

(mit den Fourierkoeffizienten aus Satz 1.5.1.3:)

=4

∞∑

a=1

Sa (n, d) ·
{√

d

√
d

2a∫

0

ys−1T|k|
(

2ay√
d

)
cos

πn
√
d−4a2y2
a√

d− 4a2y2
dy + sign (k)

√
d

2a∫

0

ys−1U|k|−1

(
2ay√
d

)
sin

πn
√
d− 4a2y2

a
dy

}

=4

∞∑

a=1

Sa (n, d)

{√
d

|k|∑

m=0

cm

(
2a√
d

)m
√

d
2a∫

0

ys+m−1 cos
πn
√
d−4a2y2
a√

d− 4a2y2
dy+

+ sign (k)

|k|−1∑

m=0

dm

(
2a√
d

)m
√

d
2a∫

0

ys+m−1 sin
πn
√
d− 4a2y2

a
dy

}

mit den Tschebyscheff-Polynomen T|k| (z) =
|k|∑

m=0

cmz
m, U|k|−1 (z) =

|k|−1∑

m=0

dmz
m

∫

Λd

Pn,2k (z, s)dQ,2kz

(D.1.4.1)
(D.1.4.2)

=

|k|∑

m=0

d
s−m+1

4 Γ
(
s+m
2

)

2
s−m−1

2 π
s+m

2 −1 |n|
s+m−1

2

∞∑

a=1

Sa (n, d)

a
s−m+1

2

{
cmJ s+m−1

2

(
π |n|

√
d

a

)
+ sign (kn) dmJ s+m+1

2

(
π |n|

√
d

a

)}
.

Der zusätzliche Beitrag der regularisierten Integrale für d = � ist 2 (−1) k
2 δr,

√
dN0

√
dR.

∞∫

0

ys−1dy = 0. �

2.4. Thetareihen

In diesem Abschnitt über Thetareihen sei d stets eine Fundamentaldiskriminante.
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2.4.1. Hecke-Thetareihen. Es gibt einen einfachen Zusammenhang zwischen Thetareihen und Maaßfor-
men. Während die Mellintransformation vieler eindimensionaler Thetareihen auf Zetafunktionen führt und so
zum Beweis der Funktionalgleichungen vieler Zetafunktionen verwendet wird, hat man bei Zyklenintegralen von
zweidimensionalen Thetareihen in vielen Fällen Maaßformen. Die Analogie bei Körpern n−ten Grades zum eindi-
mensionalen Fall ist folgendermaßen: Man kommt wieder auf Zetafunktionen, indem man (n− 1) Zyklenintegrale
und dann die Mellintransformation (Integrale entlang der Geodätischen (0, i∞)) bildet, vgl. [Hecke 2, §4 (18)].
Für reell-quadratische Körper lauten die Thetareihen wie folgt:

Definition 2.4.1.1. Seien t, t′ ∈ R+, d ∈ D+, a ein Ideal in Q
(√

d
)
, ̺ ∈ a, N eine natürliche Zahl, N(a) = A

ϑ0

(
t, t′, ̺, a, N

√
d
)
:=

∑

µ≡̺ (mod aN
√
d)

e−
π

ANd(µ
2t+µ′2t′)

ϑ1

(
t, t′, ̺, a, N

√
d
)
:=

∑

µ≡̺ (mod aN
√
d)

µµ′e−
π

ANd(µ
2t+µ′2t′)

Als Zyklenintegrale ergeben sich die Funktionen

g
(
z, ̺, a, χn, N

√
d
)
:= δn

(
̺

aN
√
d

)
log ε · √y +

√
y

χn (a)

∑′

µ≡̺ (mod aN
√

d)
(µ)

N
√

dp∞

χn (µ)Kfn

(
2π |N (µ)|

ANd
y

)
e

2πiN(µ)
ANd

x
.

Das sind Γ (Nd)−Maaßformen vom Gewicht Null, vgl. [Maaß 1, (29)]; dabei wird über ein volles System von
nicht verschwindenden, (mod N

√
d) nicht assoziierten Zahlen µ der Restklasse ̺ (mod aN

√
d) mit signµ = sign ̺,

signµ′ = sign ̺′ summiert.

δn (c) :=

{
1 für n = 0 und ein ganzes Ideal c

0 sonst,

ε erzeugt die Gruppe der total positiven Einheiten aus Q
(√

d
)
, die (mod N

√
d) der 1 kongruent sind, χn ist ein

Größencharakter nach ε. Sie gehören zu dem Paar von Dirichletreihen

ζ0

(
s, ̺, a, χn, N

√
d
)
:=

As

χn (a)

∑′

µ≡̺ (mod aN
√
d)

(µ)N
√

dp∞

χn (µ)

|N (µ)|s

ζ1

(
s, ̺, a, χn, N

√
d
)
:=

As

χn (a)

∑′

µ≡̺ (mod aN
√
d)

(µ)N
√

dp∞

signN (µ)
χn (µ)

|N (µ)|s

vgl. ([Maaß 1, (23)], [Lewis Zagier]), mit den zugehörigen Γ−Faktoren

ξ0

(
s, ̺, a, χn, N

√
d
)
:=

(
Nd

π

)s
Γ

(
s− fn

2

)
Γ

(
s+ fn

2

)
ζ0

(
s, ̺, a, χn, N

√
d
)

ξ1

(
s, ̺, a, χn, N

√
d
)
:=

(
Nd

π

)s+1

Γ

(
s+ 1− fn

2

)
Γ

(
s+ 1 + fn

2

)
ζ1

(
s, ̺, a, χn, N

√
d
)
.

Die Wurzeln w,w′ ∈ Q
(√

d
)

von quadratischen Gleichungen der Diskriminante d > 0 bestimmen die Endpunkte

einer Geodätischen in der abgeschlossenen oberen Halbebene H, und die Zyklenintegrale über diese Majoranten-
räume führen auf Maaßformen des reell-quadratischen Körpers bzw. per Mellintransformation auf die zugehörigen
Zetafunktionen.
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Satz 2.4.1.2. Mit den Bezeichnungen von oben und σ > max (1, |fn|) ist

(1)

√
y

2χn (a)

log ε∫

− log ε

ϑ0

(
yev, ye−v, ̺, a, N

√
d
)
efnvdv = g

(
iy, ̺, a, χn, N

√
d
)
,

(2)
1

8πi

σ+i∞∫

σ−i∞

ξ0

(
s, ̺, a, χn, N

√
d
)
y

1
2−sds = g

(
iy, ̺, a, χn, N

√
d
)
− konst.,

(3)

√
y

2χn (a)

log ε∫

− log ε

ϑ1

(
yev, ye−v, ̺, a, N

√
d
)
efnvdv =

ANd

2πi

∂g

∂x

(
iy, ̺, a, χn, N

√
d
)
,

(4)
1

8πi

σ+i∞∫

σ−i∞

ξ1

(
s, ̺, a, χn, N

√
d
)
y

1
2−sds = y

ANd

2πi

∂g

∂x

(
iy, ̺, a, χn, N

√
d
)
.

Zunächst ein

Hilfssatz 2.4.1.3. Sei χn der Größencharakter von Definition 2.1.2.1. Für u > 0 ist
∞∫

−∞

exp
{
−u
(
µ2ev + µ′2e−v

)}
e−fnvdv = 2χn (µ)Kfn (2u |Nµ|)

Beweis. Die Mellintransformierte des Integrals ist nach (2.1.2.7) und (2.1.2.8):
Γ
(
s+fn

2

)
Γ
(
s−fn

2

)
χn (µ)

2 |N (µ)|s .

Also ist nach Mellins Inversionsformel [Apostol 2, 3.5 f.], [Maaß 1, (52)] für σ > max (1, |fn|)
∞∫

−∞

exp
{
−u
(
µ2ev + µ′2e−v

)}
e−fnvdv =

χn (µ)

4πi

σ+i∞∫

σ−i∞

Γ
(
s+fn

2

)
Γ
(
s−fn

2

)

(u |N (µ)|)s ds = 2χn (µ)Kfn (2u |N (µ)|) .

�

Beweis des Satzes.

√
y

2χn (a)

log ε∫

− log ε

ϑ1

(
yev, ye−v, ̺, a, N

√
d
)
e−fnvdv =

√
y

2χn (a)

∑′

µ≡̺ (mod aN
√
d)

(µ)N
√

dp∞

∞∫

−∞

µµ′e−
πy

ANd(µ
2ev+µ′2e−v)e−fnvdv

=

√
y

χn (a)

∑′

µ≡̺ (mod aN
√
d)

(µ)N
√

dp∞

N (µ)χn (µ)Kfn

(
2π |N (µ)|
ANd

y

)

wegen Hilfssatz 2.4.1.3 und mit

∂g

∂x

(
iy, ̺, a, χn, N

√
d
)
=

2πi

ANdχn (a)

∑

µ≡̺ (mod aN
√
d)

(µ)N
√

dp∞

χn (µ)N (µ)
√
yKfn

(
2π |N (µ)|
ANd

y

)
e

2πiN(µ)
ANd x(2.4.1.1)

und [Maaß 1, (55),(59)] folgt die 3. und 4. Beh., vgl. auch Hilfssatz 2.1.2.2. �

Auf den Spezialfall
log ε0,2∫

− log ε0,2

∑

̺ (mod (
√
da))

ϑ0

(
ydev, yde−v, ̺, (1, w′) ,

√
d
)

dv =

∫

Γ\PQ

θQ (iy, P )dvP,

summiert über alle Restklassen mod
(√

d
)

in a, wird im nächsten Abschnitt 2.4.2 ausführlicher eingegangen.
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Das folgende Beispiel wird im nächsten Kapitel von Bedeutung sein:

2.4.2. Siegel-Thetareihen zu indefiniten binären quadratischen Formen.
Ähnlich wie beim Rankin-Selberg Verfahren bzw. bei Heckes Beweis der Heckeschen Integralformel kann man auch
die Thetareihen zu reell-quadratischen Körpern über Geodätische der Poincaréhalbebene integrieren, wenn man die
Punkte τ der oberen Halbebene mit der definiten quadratischen Form P (Majorante) mit P (τ, 1) = 0 identifiziert.

Sei Q =

(
a b

2
b
2 c

)
die Matrix einer indefiniten quadratischen Form der Grundzahl d. Sei L eine feste reguläre reelle

Matrix mit
(
L−1

)T
Q
(
L−1

)
= Q0 :=

(
1 0
0 −1

)
. Der zugehörige Majorantenraum ist nach [Siegel 5, Ch.III §5;

Ch.II §6 (68)]

PQ =

{
LT

(
1+X2

1−X2
2X

1−X2

2X
1−X2

1+X2

1−X2

)
L

∣∣∣∣∣− 1 < X < 1

}
=

{ √
d

2 Im τ

(
1 −Re τ

−Re τ |τ |2
)∣∣∣∣∣ τ ∈ CQ

}
.

Für a = 0 ist CQ die senkrechte Gerade auf − cb . Dann ist die Thetareihe (z = x+ iy ∈ H)

θQ (z, P ) := θQ (z, τ) :=
∑

x1,x2∈Z
e2πi(xQ(x1,x2)+iyP (x1,x2))

=
∑

x1,x2∈Z
e

(
x
(
ax21 + bx1x2 + cx22

)
+ i

y
√
d

2 Im τ

(
x21 − 2Re (τ) x1x2 + |τ |2 x22

))

in τ SL2 (Z)−invariant, auf der Geodätischen τ ∈ CQ periodisch und lässt sich bezüglich des Bogenlängenparame-

ters in eine Fourierreihe entwickeln. Ist γ =

(
A B
C D

)
∈ Γ0 (d), so transformiert sich die Thetareihe nach [Duke 1]

wie folgt:

θQ (γz, τ) = χd (D) |Cz +D| θQ (z, τ) .

Satz 2.4.2.1. Sei Q (x1, x2) = ax21 + bx1x2 + cx22 eine quadratische Form mit Fundamentaldiskriminante d > 0
und R (t,A) die Anzahl der inäquivalenten Darstellungen von t durch eine quadratische Form Q der Klasse A im
weiteren Sinne, dann ist

√
y

∫

ΓQ,2\CQ

θQ (z, τ)dQτ = 2
√
y


log ε0 +

∑

t6=0

R (t,A)K0 (2π |t| y) e (tx)


 ,

eine Maaßform vom Gewicht Null der Diskriminante d für Γ0 (d) .

Bemerkung. Es handelt sich um eine Verallgemeinerung der Heckeschen Funktion ϑ0
(
yev, ye−v, 0, b,

√
d
)
, vgl.

[Maaß 1, (91)].

Beweis. Sei Γ(Q,2) =

{(
t−bu
2 −cu
au t+bu

2

)∣∣∣∣ t2 − du2 = ±4
}

die Einheitengruppe der quadratischen Form Q. Die zu

(g1, g2) assoziierten Lösungen (x1, x2) ∼ (g1, g2) sind solche, für die

(
x1
x2

)
= U

(
g1
g2

)
mit einer Einheit U ∈ Γ. Mit

dem bekannten ’Unfolding’ ist dann für

(
g1
g2

)
6= 0, d.h. U

(
g1
g2

)
6=
(
g1
g2

)
:

∑

(x1,x2)∼(g1,g2)

∫

Γ\PQ

e2π
(
−yP (x1,x2)+ixQ(x1,x2)

)
dvP

=
∑

U∈Γ

∫

Γ\PQ

e2π
(
−yP [U ](g1,g2)+ixQ[U ](g1,g2)

)
dvP = e2πitz

∫

PQ

e−4πywdvP
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mit t = Q (g1, g2) 6= 0 und w =
Q+ P

2

[(
g1
g2

)]
, also

∫

ΓQ,2\CQ

θQ (z, τ) |dQτ | =
∫

ΓQ,2\CQ

|dQτ | + 2
∑

t6=0

R (t, Q) e2πitz
∫

PQ

e−4πywdvP.

Der Beitrag für t = 0 kommt nur von x1 = x2 = 0, da Q keine Nullform ist und ist 2 log ε0. Für t 6= 0
lässt sich das Integral auf einen eindimensionalen hyperbolischen Raum transformieren wie in [Maaß 3, 1]. Sei

q =

(
q1
q2

)
= L

(
g1
g2

)
. Dann ist w =

(q1 +Xq2)
2

1−X2
=

1

4ξ2
(
(q1 + q2) ξ

2 + q1 − q2
)2

mit dem Parameter X des Ma-

jorantenraums PQ aus [Siegel 5, Ch.III, §5] und X =
ξ2 − 1

ξ2 + 1
. Für das Linienelement hat man dvP =

dX
1−X2

=

dξ
ξ

=
1

2
dQτ. Jetzt wendet man die Isometrie ξ̂ =

√∣∣∣∣
q1 + q2
q1 − q2

∣∣∣∣ξ an, (ξ̂ ist eine Koordinate der hyperbolischen

Gerade PQ) und hat w =
|t|
4

(
ξ̂ +

signt

ξ̂

)2

, d.h.

∫

PQ

e−4πywdvP =

∞∫

0

e
−πy|t|


ξ̂+

signt

ξ̂




2

dξ̂

ξ̂

(D.1.4.6)
= e−2πtyK0 (2π |t| y) .

�

Ein anderer Beweis ergibt sich aus Hilfssatz 2.4.1.3, b = (1, w′) ,N (b) = 1
a und der Parametrisierung

µ = x1 − x2w′, iev =
τ − w
τ − w′ , τ =

ievw′ − w
iev − 1

,

Im τ =
w − w′
ev + e−v

, |x1 − x2τ |2 =
evµ2 + e−vµ′2

ev + e−v
, dQτ = dv.

√
y

∫

ΓQ,2\CQ

θQ (z, τ)dQτ
(2.1.2.3)

=
√
y
∑

x1,x2∈Z
e (xQ (x1, x2))

∫

ΓQ,2\CQ

exp

{
−πy

√
d

Im τ

(
x21 − 2Re (τ) x1x2 + |τ |2 x22

)}
dQτ

= 2
√
y log ε0,2 +

√
y
∑

µ6=0
µ∈b/ε0,2

e (xaNµ)

∞∫

−∞

exp
{
−πy |a|

(
evµ2 + e−vµ′2

)}
dv

= 2
√
y




log ε0,2 +

∑

b|(µ)
µ6=0

K0 (2πy |aNµ|) e (xaNµ)





mit Hilfssatz 2.4.1.3.

Dabei wird über Hauptideale im weiteren Sinn summiert. Der Faktor 2 erscheint, weil µ und −µ im gleichen Haupt-
ideal liegen. Diese Maaßform gehört unter der bekannten Korrespondenz via Mellintransformation zur Zetafunktion
ζ (A, s) der Äquivalenzklasse A (im weiteren Sinn) der quadratischen Form Q.

Bemerkung. Dieses Zyklenintegral lässt sich wieder im Fundamentalbereich F auswerten. Falls N (ε0,2) = −1
läuft die geschlossene Geodätische ΓQ\CQ in sich selbst zurück, −Q = γQ,2 ◦Q. Es handelt sich bei ΓQ,2\CQ nur
um die eine Hälfte der Geodätischen ΓQ\CQ.

Etwas allgemeiner gibt es folgenden Lift

Satz 2.4.2.2. Ist n 6= 0, f und χn zur Einheit ε0,2 wie in Definition 2.1.2.1 und Q eine quadratische Form der
Grundzahl d, so ist

√
y

∫

ΓQ,2\CQ

∣∣∣∣
τ − w′
τ − w

∣∣∣∣
fn

θQ (z, τ)dQτ =2
√
y
∑

a|(µ)
µ6=0

χn (µ)Kfn (2πy |aNµ|) e (xaNµ)
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eine Maaß-Spitzenform vom Gewicht Null der Diskriminante d für Γ0 (d) mit Eigenwert λ =
1

4
− f2n2.

Beweis. Der Beweis von Satz 2.4.2.1 lässt sich mit Hilfssatz 2.4.1.3 problemlos übertragen. �

Die letzten beiden Abschnitte geben Anlass zu folgender Aussage über Zyklenintegrale von Thetareihen über
geschlossene Geodätische im Fundamentalbereich von Kongruenzuntergruppen in Verallgemeinerung von Satz
2.4.1.2

Satz 2.4.2.3. Sei N ∈ N, Q = (a, b, c) , P =

√
d

2 Im τ

(
1,−2Re τ, |τ |2

)
, a = (1, w′) ,N (a) = A =

1

|a| , ̺ ∈ a; ε erzeuge

die Gruppe der total positiven Einheiten Γε aus Q
(√

d
)
, die ≡ 1 (mod N

√
d) sind und χn ein Größencharakter

nach ε, n 6= 0; dann ist

√
y

∫

Γε\CQ

{ ∑

x1,x2∈Z
x1−x2w

′≡̺ (mod N
√
d)

eNd
(
xQ (x1, x2) + iyP (x1, x2)

)} ∣∣∣∣
τ − w′
τ − w

∣∣∣∣
fn

dQτ = 2χn (a) g
(
z, ̺, a, χn, N

√
d
)
,

√
y

∫

Γε\CQ

{ ∑

x1,x2∈Z
x1−x2w

′≡̺ (mod N
√
d)

Q (x1, x2) eNd
(
xQ (x1, x2) + iyP (x1, x2)

)} ∣∣∣∣
τ − w′
τ − w

∣∣∣∣
fn

dQτ

= χn (a)
Nd

πi

∂

∂x
g
(
z, ̺, a, χn, N

√
d
)
.

Beweis für die zweite Aussage.

√
y

∫

Γε\ΓQ

∑

x1−x2w′≡̺ (mod N
√
d)

Q (x1, x2) e

2πixQ (x1, x2)

Nd
−
πy
√
d

Im τNd
|x1−x2τ |2

∣∣∣∣
τ − w′
τ − w

∣∣∣∣
fn

dQτ

=
√
y

∑

µ=x1−x2w′≡̺ (mod N
√
d)

|a|µµ′e
2πixQ (x1, x2)

Nd

log ε∫

− log ε

e
−
π |a| y
Nd

(evµ2+e−vµ′2)
efnvdv

=
√
y

∑

µ=x1−x2w
′≡̺ (mod N

√
d)

(µ)N
√

dp∞

|a|µµ′e
2πixQ (x1, x2)

Nd

∞∫

−∞

e
−
π |a| y
Nd

(evµ2+e−vµ′2)
efnvdv

=
2
√
y

A

∑

µ≡̺ (mod N
√
d)

(µ)N
√

dp∞

χn (µ)N (µ)Kfn

(
2π |Nµ|
ANd

y

)
e

2πix |a|µµ′
Nd

mit Hilfssatz 2.4.1.3, (2.4.1.1) und Definition 2.4.1.1. �

Ähnliche Gedanken finden sich in [Niwa 1, Example 2].

2.5. Maaßspitzenformen

Zyklenintegrale von Eisensteinreihen kamen schon im Abschnitt 2.1 vor. Hier sind einige Beispiele für Spitzenfor-
men:



2.5. MAASSSPITZENFORMEN 57

2.5.1. Maaß-Thetalift für indefinite ternäre quadratische Formen.
Duke hat in seiner Arbeit [Duke 1, Theorem 4] auf einen Lift von Maaßformen des Gewichtes Null auf Maaßformen
vom Gewicht 1

2 hingewiesen, der durch ein inneres Produkt im Majorantenraum der Form Q (a, b, c) = 4ac − b2
mit der folgenden Siegelschen Thetafunktion vermittelt wird.

Definition 2.5.1.1. Sei Q =



0 0 2
0 −1 0
2 0 0


 eine ternäre quadratische Form und P eine Majorante11 von Q.

Definiere

ΘQ (z, P ) := y
3
4

∑

a,b,c∈Z
e


(a b c

)
R



a
b
c




 mit R = xQ+ iyP.

ΘQ (z, P ) transformiert wie eine automorphe Form in z vom Gewicht− 1
2 für Γ0 (4) mit Multiplikator j (γ, z)−1 , j (γ, z) :=

θ (γz)

θ (z)
, θ (z) = 4

√
y
∑
n∈Z

e
(
n2z
)

, d.h.

ΘQ (γz, P ) = j (γ, z)−1 ΘQ (z, P ) für γ ∈ Γ0 (4) .

Durch Hauptachsentransformation



x
y
z


 = C



a
b
c


 mit C =



1 0 1
0 1 0
1 0 −1


 wird die quadratische Form Q diagona-

lisiert: Q0 (x, y, z) = x2−y2−z2. Als Majorante von Q0 bezeichnet man die Form P0 (x, y, z) = x2+y2+z2. Q hat
die Signatur (1, 2) und Q = CTQ0C mit der Majorante P = CTP0C. Die Matrix C ist nicht eindeutig festgelegt.
Es gibt viele Majoranten der quadratischen Form Q, die sich mit Hilfe der oberen Halbebene parametrisieren
lassen, vgl. [Maaß 3, 1], [Siegel 4, (5.16)]:

H −→ PQ

τ = ξ + iη 7−→ P =
1

η2
CT




1
2

(
|τ |2 − 1

)2
+ η2 ξ

(
|τ |2 − 1

)
1
2

(
|τ |4 − 1

)

ξ
(
|τ |2 − 1

)
ξ2 + |τ |2 ξ

(
1 + |τ |2

)

1
2

(
|τ |4 − 1

)
ξ
(
|τ |2 + 1

)
1
2

(
|τ |2 + 1

)2
− η2


C,

Sei Γ = PQ∩Sl3 (Z) ∼= SL2 (Z); man erhält eine in τ = ξ+iη Γ-invariante Funktion ΘQ (z, τ) . Die Thetafunktionen
sind keine Eigenfunktionen des Laplaceoperators. Doch durch Mittelbildung von Produkten der Thetafunktion mit
Maaßformen über den Majorantenbereich der quadratischen Form Q kommt man auf Eigenfunktionen.

Hält man
(
a b c

)T
Q



a
b
c


 = d fest, so transformiert der Integrationsbereich F = Γ\H in Γ(a,b,c)\H und bei

Anwendung von Normalkoordinaten ergibt sich für d > 0 eine Integration über den Kreisring
1

ε0
≤ |w| ≤ ε0, vgl.

Abb. 1.3.1. In Polarkoordinaten w = reiθ tritt eine Trennung der Variablen auf, so dass man ein Produkt mit dem

Integral über

[
i

ε0
, iε0

]
erhält; das ist wieder ein Zyklenintegral über Λd.

Satz 2.5.1.2. [Maaß 3] Sei ΘQ (z, τ) = ΘQ (z, P ) die Thetareihe aus Definition 2.5.1.1; f (τ) 6= konst. eine
Maaß-Spitzenform vom Gewicht 0 zum Spektralparameter ν. Dann hat das Integral von f (τ)ΘQ (z, τ) über den
Standardfundamentalbereich F folgende Fourierentwicklung∫

F

f (τ) ΘQ (z, τ)
dξ dη
η2

=
1

2
√
2

∑

d∈D0

Cd (f)

π
sign d

4 |d| 34
W sign d

4 , ν2
(4π |d| y) e (dx) .

Das ist eine Maaß-Spitzenform vom Gewicht 1
2 und Diskriminante −4 für Γ0 (4) zum Spektralparameter ν

2 .

Beweis. vgl. [Maaß 3, (15)-(18)], [Duke 1, Theorem 6 und 4], s. auch Abschnitt 3.1.5. �

Aus der Tatsache der Konvergenz dieser Fourierkoeffizienten gegen Null für d → ∞ folgert [Duke 1] die Gleich-
mäßigkeit der Geodätischenverteilung .

11s. Kap. 3
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Bemerkung. Ähnlich dem holomorphen Fall lassen sich die Zyklenintegrale als Fourierkoeffizienten einer auto-
morphen Form deuten ([Duke 1, Theorem 4]). Satz 2.5.1.2 ist die nicht-holomorphe Version des Shintani-Lifts.
Genaueres folgt in Kapitel 3.

2.5.2. Residuen der Dirichletreihe Sn,d (s) bei Re s = 1
2 .

Keine einzige Maaßform vom Gewicht Null bzw.
1

2
ist explizit bekannt. Betrachte jedoch die Dirichletreihen

Sn,d (s) :=

∞∑

a=1

Sa (n, d)

as
,Re s > 1 mit Sa (n, d) =

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

e

(
nb

2a

)
, d ≡ 0 ∨ 1 (mod 4).

Ihre analytische Fortsetzung bzw. die Lage der Pole auf der Geraden Re s = 1
2 und ihre Residuen enthalten alle

Informationen über die Eigenwerte und Fourierkoeffizienten dieser Maaßformen.

Satz 2.5.2.1. Die Dirichletreihe Sn,d (s) lässt sich in die ganze Ebene analytisch fortsetzen mit Polen in
{
tj −m,

ρ

2
−m,−1

2
−m,−2m− 1

}

m∈N0

.

Dabei sind fj,l (z) =
∞∑

m=−∞
m 6=0

γm,j,l
√
y Kνj (2π|m|y) e (mx) die normierten Maaß-Spitzenformen zum Spektralpara-

meter νj = tj − 1
2 ∈ iR und ρ Nullstellen der Riemannschen ζ−Funktion.

Für n 6= 0, d ∈ D0,Re s > 0 sind die einzigen Pole auf der Geraden Re s = 1
2 mit den Residuen

Res
s=tj=

1
2+νj

Sn,d (s) =





2tj−2Γ
(
tj+1
2

)
Γ (νj)

|n|νj πtjd
tj
2 Γ
(
tj
2

) ∑
l

γn,j,l Cd (fj,l) , d > 0

2tj−1Γ (νj)

(|n|π)νj |d|
tj
2

∑
l

γn,j,l Cd (fj,l) , d < 0

falls die Summen 6= 0 sind.

Für d = 0 ist Sn,0 (s) = σ1−2s (n)
ζ (s)

ζ (2s)
und es gibt Pole entsprechend den Nullstellen der Riemannschen

ζ-Funktion.

Bemerkung. Vermutlich gibt es nur eine Form fj,l zum Parameter νj .

Beweis. Die Residuen von Γ
(
s
2

) ∞∑
a=1

Sa (n, d)

a
s+1
2

J s−1
2

(
π |n|

√
d

a

)
sind nach Satz 2.3.0.3 dieselben12 wie die von

∫

Λd

Pn (z, s)dΛd
z. Nun ist

J s−1
2

(z) =

(
z
2

) s−1
2

Γ
(
s+1
2

) −
(
z
2

) s+3
2

1! Γ
(
s+3
2

) +
(
z
2

) s+7
2

2! Γ
(
s+5
2

) +O



(
z
2

) s+11
2

Γ
(
s+7
2

)




und daher die Differenzenreihe

(2.5.2.1)
∞∑

a=1




Sa (n, d)

a
s+1
2

J s−1
2

(
π |n|

√
d

a

)
− 1

Γ
(
s+1
2

)
(
π |n|

√
d

2

) s−1
2
Sa (n, d)

as





in Re s > −1 holomorph. Nimmt man noch weitere Terme der unendlichen Reihe für die Besselfunktion hinzu, so
erhält man wieder die analytische Fortsetzung auf alle s ∈ C, vgl. die Argumentation S. 47 f.

12bis auf Faktoren
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Satz 2.3.0.3 zusammen mit (2.5.2.1) ergibt für d > 0:

Res
s=tj

Sn,d (s) =
π

s
2−1 (2 |n|)

s−1
2 Γ

(
s+1
2

)
2

s−1
2

d
s+1
4 Γ

(
s
2

)
π

s−1
2 |n|

s−1
2 d

s−1
4

∣∣∣∣∣
s=tj

Res
s=tj

∫

Λd

Pn (z, s)dΛd
z

=
2s−1Γ

(
s+1
2

)
√
π Γ
(
s
2

)
d

s
2

∣∣∣∣∣
s=tj

∑

l

γn,j,l Γ
(
tj − 1

2

)

2 (π |n|)tj− 1
2

∫

Λd

fj,l (τ) dΛd
τ =

∑

l

2tj−2Γ
(
tj+1
2

)
Γ
(
tj − 1

2

)
γn,j,l

πtjd
tj
2 |n|tj− 1

2 Γ
(
tj
2

) Cd (fj,l)

Für d < 0 ist die Behauptung ebenfalls eine leichte Folgerung aus Satz 2.3.0.3.
Der Fall d = 0 wurde auf der letzten Seite von [Zagier 1] behandelt. �



KAPITEL 3

Thetakerne

Ein überraschendes Ergebnis ist, dass sich die Zyklenintegrale über alle Geodätischen
zu einer erzeugenden Funktion zusammenfassen lassen, die oft eine Maaßform ist. Da-
durch wird die Theorie der Maaßformen, die außer den Eisensteinreihen ohne ein einzi-
ges konkretes Beispiel ist, anwendbar. Beispielsweise fügt sich auch der Zagier-Lift von
schwach-holomorphen Modulformen mit Gewichten −2k −→ k + 3

2 in diesen allgemei-
neren Rahmen ein, [Zagier 12].

3.1. Maaß-Shimura Korrespondenz

Beispiel für eine Modulform ist die Thetafunktion zu einer definiten quadratischen Form
∑

a1,...,an

e (zQ (a1, . . . , an)).

Für indefinite Formen Q konvergiert das nicht mehr. Man kann die Summanden aber mit Hilfe der positiv defi-
niten Majoranten P von Q dämpfen,

∑
e (Qx+ iPy). Das ist eine Funktion von zwei Variablen, z und P . Das

Integralmittel über den Majorantenraum ergibt eine Maaßform, vgl. Abschnitt 2.5.1.

3.1.1. Der Majorantenraum. Die Form Q =
(

0 0 −2
0 1 0
−2 0 0

)
lässt sich durch eine Koordinatentransformation

in Diagonalgestalt bringen

Q = ST



1 0 0
0 1 0
0 0 −1


S mit S reell und regulär.

Als Majorante bezeichnet [Siegel 3] die Form P = ST
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
S = STS. Das ist nicht eindeutig. Falls

S =
(

1 0 −1
0 1 0
1 0 1

)
, ist P0 =

(
2 0 0
0 1 0
0 0 2

)
. Die Automorphismengruppe von Q ist

SO(Q) =

{

α2 αβ β2

2αγ αδ + βγ 2βδ
γ2 γδ δ2



∣∣∣∣ α, β, γ, δ ∈ R, αδ − βγ = 1

}
,

d.h. gTQg = Q für g ∈ SO (Q). Entsprechend bilden die Majoranten einen ganzen Majorantenraum

PQ =
{
gTP0 g

∣∣g ∈ SO(Q)
}
. Die Multiplikation von Matrizen aus SO(Q) mit den Vektoren

(
a
b
c

)
entspricht der

Aktion von SL2 (R) auf den Geodätischen a |τ |2 + b ξ+ c = 0, allerdings mit den Transponierten der Matrizen aus
Def. 1.1.1. Die Abbildung

(3.1.1.1) ψ :

(
α β
γ δ

)
∈ PSL2 (R) →֒



α2 αβ β2

2αγ αδ + βγ 2βδ
γ2 γδ δ2


 ∈ SO(Q)

ist ein Isomorphismus, der die Matrixmultiplikation respektiert. Die Iwasawazerlegung von SL2 (R) lautet
(
α β
γ δ

)
=

(
1 ξ
0 1

)(√
η 0
0 1√

η

)
kθ mit kθ =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

Da ψ (kθ)
T
P0 ψ (kθ) = P0, lässt sich der Majorantenraum PQ durch die obere Halbebene H ∼= SL2 (R) /K,

K = {kθ | θ ∈ [0, 2π)} parametrisieren:

τ = ξ + iη ∈ H 7→
(
α β
γ δ

)
:=

(√
η ξ√

η

0 1√
η

)
ψ→֒ SO(Q).

Der Fundamentalbereich der Einheitengruppe ΓQ = SO(Q) ∩ M3 (Z) = ψ (PSL2 (Z)) im Majorantenraum ist
isomorph zu F = PSL2 (Z) \H.

60
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3.1.2. Kernfunktion des Thetalifts. Siegels Thetafunktionen

y
3
4

∑

a,b,c∈Z
e


(a b c

)
R



a
b
c






mit R = xQ + iyP lassen sich durch Hinzufügen von homogenen, in Bezug auf Q sphärischen Polynomen etwas
verallgemeinern, vgl. [Shintani, Remark 2.1]. Für Gewicht 2k, k ∈ N0 und gerade, wählen wir folgende Kernfunk-
tion

Θ2k (z, g) := y
3
4

∑

a,b,c∈Z
e
(
x
(
b2 − 4ac

))
f3

(√
y g−1



a
b
c



)

(3.1.2.1)

mit

f3
(


a
b
c


) := (a− ib− c)k e−2π(2a2+b2+2c2).(3.1.2.2)

und z ∈ H. Für k=0 ist das konjugiert komplex zur Kernfunktion aus Definition 2.5.1.1. Die Parametrisierung
dort ist ein wenig anders. Im folgenden identifiziere ich einfach Matrizen aus SO(Q) und PSL2 (R) über die Abb.
ψ und wähle g ∈ PSL2 (R).

Hilfssatz 3.1.2.1. Die Thetafunktion Θ2k (z, g) , k ∈ 2N0 hat folgendes Transformationsverhalten

Θ2k (γ1z, g) = j (γ1, z)
2k+1 Θ2k (z, g) für γ1 ∈ Γ0 (4)(3.1.2.3)

Θ2k (z, γ2gkθ) = e−2ikθΘ2k (z, g) für γ2 ∈ PSL2 (Z) , kθ ∈ K(3.1.2.4)

mit dem Thetamultiplikator j (γ, z) =
θ (γz)

θ (z)
für γ =

(
a b
c d

)
, θ (z) = y

1
4 θ1 (z) = y

1
4

∑
n∈Z

e
(
n2z
)
. Die Thetafunktion

ist weder in z noch in g Eigenfunktion des jeweiligen Laplaceoperators; vielmehr gilt folgende Differenzialgleichung

(3.1.2.5) DgΘ2k (z, g) = 4∆k+ 1
2
Θ2k (z, g)−

3

4
Θ2k (z, g) ,

dabei ist Dg = −y2
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ y

∂2

∂x ∂θ
der Laplaceoperator für SL2 (R) in den Iwasawakoordinaten, vgl.

[Bump, Ch. 2 (1.29)].

Beweis. vgl. [Sarnak 2, Theorem 3.6 ff.], [Cipra, Theorem 2.3], [Katok Sarnak, Prop. 2.2, (2.10)].
zu (3.1.2.3) : Poisson-Summation, s. [Shintani, Niwa 1];
zu (3.1.2.4) : γ2 ändert nur die Summationsreihenfolge und für kθ:

Sei



x1
x2
x3


 = g−1



a
b
c


 und



y1
y2
y3


 = k−1θ



x1
x2
x3


 =




x1 cos θ
2 − x2 cos θ sin θ + x3 sin θ

2

2x1 sin θ cos θ + x2
(
cos θ2 − sin θ2

)
− 2x3 cos θ sin θ

x1 sin θ
2 + x2 sin θ cos θ + x3 cos θ

2


 .

Dann ist y1 − iy2 − y3 = e−2iθ (x1 − ix2 − x3) und

P [g] :=
(
g−1

)T
P0

(
g−1
)
= P [gkθ].

zu (3.1.2.5) : Basierend auf [Shintani, (1.23)] zeigt [Niwa 1, §2] folgende Differenzialgleichung

−Dgθ (z, g) =

{
4y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
− 2i (2k + 1) y

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
+

(2k + 1) (2k − 3)

4
+

3

4

}
θ (z, g)

für die Funktion θ (z, g) = y−
2k+1

4 Θ2k (z, g). Das ist äquivalent zu (3.1.2.5). �

Wegen PQ
∼= H lässt sich die Thetafunktion auch als Funktion in zwei Argumenten aus H schreiben. Wegen

Hilfssatz 3.1.2.1 hat man das richtige automorphe Transformationsverhalten in beiden komplexen Variablen, vgl.
[Gelbart 1, (2.4)]:
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Beachte a− bi− c = (a, b, c) (1,−i) im Sinne von Definition 1.1.1. Sei g =

(√
η ξ√

η

0 1√
η

)
. Dann entspricht ψ

(
g−1

) ( a
b
c

)

einer quadratischen Form und wenn man sie auf die beiden Argumente 1,−i anwendet, erhält man

((
g−1
)T ◦ (a, b, c)

)
(1,−i) = (a, b, c)

((
1 −i

)
· g−1

)
= (a, b, c)

(
(
1 −i

)
(

1√
η − ξ√

η

0
√
η

))

= (a, b, c)

(
1√
η
,− τ√

η

)
=

1

η

(
a− bτ + cτ2

)

und die Majoranten sind

P [g] :=
(
g−1

)T
P0

(
g−1

)
=

2

η2




1 −ξ ξ2

−ξ ξ2 + η2

2 −ξ |τ |2
ξ2 −ξ |τ |2 |τ |4


 =

2

η2




1
−ξ
|τ |2


(1 −ξ |τ |2

)
+Q;

also

f3
(√
y g−1



a
b
c


) =

y
k
2

(
a−bτ+cτ2

η

)k

exp


2πy

(
a b c

)
P [g]



a
b
c






= y
k
2

(
a−bτ+cτ2

η

)k

exp

(
2πy

(
2
(
a−bξ+c|τ |2

η

)2
+ b2 − 4ac

))

Die Matrix

(
0 −1
1 0

)
vermittelt eine Bijektion (a, b, c) −→ (c,−b, a) von Geodätischen.

Definition 3.1.2.2. Sei k ∈ 2N0, z = x+ iy ∈ H und τ = ξ + iη ∈ H,

Θ2k (z, τ) := y
2k+3

4

∑

d≡0,1 (mod 4)

e (dz)
∑

b2−4ac=d

(
aτ2+bτ+c

η

)k

e
4πy

(
a|τ|2+b ξ+c

η

)2

Bemerkung. Aufgrund dieser Definition ist es klar, dass die Fourierkoeffizienten für d > 0 etwas mit den Zyklen-
integralen bzw. für d < 0 mit Funktionswerten an den komplexen Lösungen der Gleichung a ξ2 + b ξ + c = 0 zu

tun haben: Für große y verhält sich die Kernfunktion wie ein Filter, der nur Werte am Minimum von
∣∣∣a|τ |

2+b ξ+c
η

∣∣∣
durchlässt, das sind die Geodätischen bzw. die CM-Punkte und für holomorphe Funktionen f ist

∫

F

ηkf (τ) Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2

.
= y

2k+1
4

∑

b2−4ac=d
e (dz)

∫

Λd

f (τ)
(
aτ2 + bτ + c

)k−1
dτ.

Entsprechend Hilfssatz 3.1.2.1 gilt

Hilfssatz 3.1.2.3. Die Thetafunktion Θ2k (z, τ) transformiert in z wie eine automorphe Form vom Gewicht k+ 1
2 ,

in τ wie eine automorphe Form vom Gewicht −2k:

Θ2k (γ1z, τ) = j (γ1, z)
2k+1

Θ2k (z, τ) für γ1 ∈ Γ0 (4) ,

Θ2k (z, γ2τ) =

(
cτ + d

|cτ + d|

)−2k
Θ2k (z, τ) für γ2 =

(
a b
c d

)
∈ SL2 (Z)

∆τ
−2kΘ2k (z, τ) = 4∆z

k+ 1
2
Θ2k (z, τ)−

3

4
Θ2k (z, τ) , ∆z bezieht sich auf z,∆τ auf τ ;

Θ2k (z, τ) = O

(
y

2k+3
4

(
1 +

1

y
3
2

)(
η +

1

η

))
für z, τ ∈ H.

Die letzte Abschätzung gilt auch für die Summe der Absolutbeträge in Definition 3.1.2.2.

Beweis. Der letzte Punkt stammt aus [Niwa 1, §2] und sorgt dafür, dass das Integral mit Maaß-Spitzenformen
konvergiert. �



3.1. MAASS-SHIMURA KORRESPONDENZ 63

Dieser Kern liftet holomorphe Spitzenformen vom Gewicht 2k, vgl. [Shimura 2, Shintani, Niwa 1]. [Kohnen 2]
konstruiert einen expliziten Isomorphismus zwischen S2k (SL2 (Z)) und S+

k+ 1
2

(Γ0 (4)).

Derselbe Kern liftet auch nicht-holomorphe Maaß-Spitzenformen. Eine ausführliche Untersuchung für Gewicht Null
findet sich in [Katok Sarnak]. Das lässt sich auf Maaßformen von allgemeinen Gewicht 2k mit o.a. Kernfunktion
verallgemeinern. Ähnlich wie in [Katok Sarnak, Prop. 2.3] hat man

Proposition 3.1.2.4. Sei f eine Maaß-Spitzenform vom Gewicht 2k ∈ 4N0 mit Spektralparameter ν und

F (z) =

∫

F

f (τ) Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2

. Dann gilt

• F ist eine Γ0 (4)−Spitzenform vom Gewicht k + 1
2 zum Spektralparameter ν

2 .
• Die n−ten Fourierkoeffizienten von F sind Null für n ≡ 2, 3 (mod 4).

3.1.3. Maaßableitungen und modulare Spur. Es gibt eine ganze Reihe von Arbeiten zum Thema traces
of singular moduli, modular traces,. . . :
[Zagier 13, Bri O 1, Jenkins 1, Boylan 2, Kim, Bruinier 2, Br Jen On, Bruinier Funke 1, Jenkins 2,
Guerzhoy 3, Ono 1, Duke Jen 2, Choi 2, DIT 2, Bruinier Ono 2], . . .
Für harmonische schwache Maaßformen vom Gewicht Null (Modulfunktionen wie z.B. die j−Invariante) ist das die
Summe der Funktionswerte an den Punkten komplexer Multiplikation. Für Gewicht 2k 6= 0 nimmt man stattdessen
die Summe der (−k)−ten Koeffizienten der Fourierentwicklung um die CM−Punkte, vgl. Satz 3.1.5.1.

Achtung: Unsere Bezeichnung dafür ist C+
d (f) im Unterschied zu Cd (f) = 2C+

d (f), da positiv und negativ
definite Formen sich über Q←→ −Q bijektiv (und inäquivalent) entsprechen.

Hilfssatz 3.1.3.1. Für z0 = x0 + iy0 ∈ H, w = reiθ = z−z0
z−z0 , k ∈ Z, hm = k · sign

(
m+ 1

2

)
,

f ∈ C2 (H) eine Eigenfunktion des Laplaceoperators ∆2k ist

f (z) =

(
1− w
1− w

)k ∑

m∈Z
cmr

|m| (1− r2
)s

2F1

(
s+ |m|+ hm, s− hm; 1 + |m| ; r2

)
eimθ

Für automorphe Formen ykF mit F holomorph sind die Fourierkoeffizienten mit negativem Index Null bzw.
für Formen y−kF mit antiholomorphem F sind die mit positivem Index Null und

(1− w)−2k F
(
z0 − z0w
1− w

)
=

1

yk0

∞∑

m=0

cmw
m

bzw.

(1− w)2k F
(
z0 − z0w
1− w

)
= yk0

∞∑

m=0

cmw
m.

ist die kanonische Fourierreihe von F um den Punkt z0.

Beweis. Sei z0 ein Punkt der oberen Halbebene H. Für alle Eigenfunktionen f ∈ C2 (H) von ∆2k gibt es nach
[Hejhal 1, S. 342, Prop. 4.2] folgende Fourierreihe um den Punkt z0 = x0 + iy0:

(3.1.3.1) f (z) =

(
1− w
1− w

)k ∑

m∈Z
cmr

|m| (1− r2
)s

2F1

(
s+ |m|+ hm, s− hm; 1 + |m| ; r2

)
eimθ

mit w = z−z0
z−z0 = reiθ, hm = k sign

(
m+ 1

2

)
, vgl. auch [Hejhal 2, (3.4)], [Fay, Theorem 1.1], [Neunhöffer, Lemma

2.1].

Für holomorphe Modulformen F (z) vom Gewicht 2k ist s = k und (1− w)−2k F
(
z0−z0w
1−w

)
holomorph in |w| < 1,

d.h.

(1− w)−2k F (z) = (1− w)−2k F
(
z0 − z0w
1− w

)
=

∞∑

m=0

dmw
m(3.1.3.2)
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die kanonische Taylorreihe von f um z0. Multipliziert man mit yk =
(
y0

1−|w|2
|1−w|2

)k
, so ist das äquivalent zu

ykF (z) = (1− w)2k
(
y0

1− r2
(1− w) (1− w)

)k ∞∑

m=0

dmw
m

oder
(
1− w
1− w

)k
ykF (z) = yk0

∑

m

dm
(
1− r2

)k
r|m| 2F1

(
k + |m|+ hm, k − hm; 1 + |m| ; r2

)
eimθ,

dabei sind die Koeffizienten dm mit negativem Index Null. Daher haben auch automorphe Formen ykF (z), die
von holomorphen Modulformen F kommen, eine Fourierreihe (3.1.3.1) mit cm = yk0dm für m ∈ N0, ebenso
alle automorphen Formen mit dem gleichen Eigenwert wie holomorphe Modulformen (vgl. harmonische schwache
Maaßformen).
Für automorphe Formen f = y−kF , die von antiholomorphen Modulformen F vom Gewicht 2k kommen, ist
s = −k, F holomorph vom Gewicht −2k, d.h.

(1− w)2k F
(
z0 − z0w
1− w

)
=

∞∑

m=0

dmw
m

und

y−kF

(
z0 − z0w
1− w

)
= y−k0

(1− w)k (1− w)k

(1− w)2k
∞∑

m=0

dm
(
1− r2

)s
wm

eine Reihenentwicklung der Art (3.1.3.1) mit cm = 0 für m ∈ N. �

Die Fourierkoeffizienten cm,m < 0 bzw. m > 0 sind Linearkombinationen der partiellen Ableitungen
∂n

∂zn
f (z0)

bzw.
∂n

∂zn
f (z0) für n = 0, 1, . . . , |k|.

Definition 3.1.3.2. Bezeichne E+
k , E

−
k die beiden Maaßoperatoren:

E+
k := 4iy∂z + k∗ = 2iy∂x + 2y∂y + k∗,

E−k :=−4iy∂z − k∗ =−2iy∂x + 2y∂y − k∗,

Hilfssatz 3.1.3.3. Für n ≥ 0, f ∈ Cn (H) Eigenfunktion von ∆2k mit der Fourierreihe aus Hilfssatz 3.1.3.1 ist

(1)
∂n

∂wn

{(
1− w
1− w

)k
f (z)

}∣∣∣∣
w=0

= n! cn;

(2)
∂n

∂wn

{(
1− w
1− w

)k
f (z)

}
=

(1− w)k

(1− w)k+n
n∑

j=0

cn,j

(
z0 − z0
1− w

)j
∂j

∂zj
f (z)

mit cn+1,j = (k + n+ j) cn,j + cn,j−1; cn,j =
(
n
j

)
(k + j)n−j;

(3)
1

2n
E+

2(k+n−1) ◦ · · · ◦ E+
2k+2 ◦ E+

2kf =

n∑

j=0

cn,j (z − z)j
∂jf

∂zj
, also

(4)
1

2n
E+

2(k+n−1) ◦ · · · ◦ E+
2k+2 ◦ E+

2kf (z0) = n! cn.

(5)
∂n

∂wn

{(
1− w
1− w

)k
f (z)

}∣∣∣∣
w=0

= n! c−n;

(6)
∂n

∂wn

{(
1− w
1− w

)k
f (z)

}
=

(1− w)k−n

(1− w)k
n∑

j=0

c−n,j

(
z0 − z0
1− w

)j
∂j

∂zj
f (z) mit ganzzahligen c−n,j, die noch

von k abhängen;

(7)
1

2n
E−2(k−n+1) ◦ · · · ◦ E−2k−2 ◦ E−2kf =

n∑

j=0

c−n,j (z − z)j
∂jf

∂zj
, also
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(8)
1

2n
E−2(k−n+1) ◦ · · · ◦ E−2k−2 ◦ E−2kf (z0) = n! c−n.

mit den Maaßoperatoren E+
n f = 4iy ∂zf + nf und E−n f = −4iy ∂zf − nf.

Beweis.

zu (1): zu berechnen ist

∂n

∂wn

∑

m∈N0

cmw
m (1− ww)s 2F1 (s+m+ k, s− k; 1 +m;ww)

+
∂n

∂wn

∑

m∈Z−

cmw
m (1− ww)s 2F1 (s−m− k, s+ k; 1−m;ww)

an der Stelle w = 0. Wegen

∂n

∂wn
wm
∣∣∣∣
w=0

=

{
0, n 6= m,

m!, n = m;

∂n

∂wn
wm
∣∣∣∣
w=0

= 0;

∂n

∂wn
(1− ww)s

∣∣∣∣
w=0

=

{
1, n = 0,

0, sonst;

∂n

∂wn
2F1 (ww)

∣∣∣∣
w=0

=

{
1, n = 0,

0, sonst;

folgt die Beh.

zu (2): vollständige Induktion: Für n = 0 ist nichts zu beweisen. Mit ∂z
∂w = z0−z0

(1−w)2
ist

∂

∂w

{
1

(1−w)k+n

n∑

j=0

cn,j

(
z0 − z0

1− w

)j
∂jf

∂zj

}
=

k + n

(1− w)k+n+j

n∑

j=0

cn,j

(
z0 − z0

1− w

)j
∂jf

∂zj

+
1

(1− w)k+n+1

n∑

j=0

j cn,j

(
z0 − z0

1−w

)j
∂jf

∂zj
+

1

(1− w)k+n

n∑

j=0

cn,j

(
z0 − z0

1−w

)j
∂z

∂w

∂j+1f

∂zj+1

=
1

(1− w)k+n+1

{
(k + n) cn,0f (z) +

n∑

j=1

((k + n+ j) cn,j + cn,j−1)

(
z0 − z0

1− w

)j
∂jf

∂zj

+cn,n

(
z0 − z0

1− w

)n+1
∂n+1f

∂zn+1

}
, dabei ist cn,n = 1 rekursiv für n ∈ N.

Die explizite Darstellung der Koeffizienten cn,j erfüllt dieselbe Rekursion:

(
n+ 1

j

)
(k + j)n−j+1 = (k + n+ j)

(
n

j

)
(k + j)n−j +

(
n

j − 1

)
(k + j − 1)n−j+1

⇐⇒ (n+ 1)! (k + n)!

j! (n− j + 1)! (k + j − 1)!
=

(k + n+ j) n! (k + n− 1)!

j! (n− j)! (k + j − 1)!
+

n! (k + j)! (k + n− 1)!

(j − 1)! (n− j + 1)! (k + j − 2)!

⇐⇒ (n+ 1) (k + n) = (k + n+ j) (n− j + 1) + j (k + j − 1) q.e.d.

Setze cn,−1 := 0, c0,0 = 1; dann ergeben sich alle übrigen cn,j .
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zu (3) vollständige Induktion:

n = 0 X

1

2
E2(k+n)





n∑

j=0

cn,j (z − z)j
∂jf

∂zj



 = {2iy ∂z + k + n}




n∑

j=0

cn,j (z − z)j
∂jf

∂zj




=2iy cn,0
∂f

∂z
+ (k + n) cn,0f+

+

n∑

j=1

2iy

{
j cn,j (z − z)j−1

∂jf

∂zj
+ cn,j (z − z)j

∂j+1f

∂zj+1

}
+ (k + n) cn,j (z − z)j

∂jf

∂zj

=cn,0 (z − z)
∂f

∂z
+ (k + n) cn,0f +





n∑

j=1

((j + k + n) cn,j + cn,j−1) (z − z)j
∂jf

∂zj



+ cn,n (z − z)n+1 ∂

n+1j

∂zn+1

=

n+1∑

j=0

cn+1,j (z − z)j
∂jf

∂zj
mit derselben Rekursion wie in (2).

zu (4): [Fay, Theorem 1.2] oder setze z = z0, w = 0 und verwende (3), (2) und(1).

zu (5), (6): für f Eigenfunktion von ∆2k mit (kanonischen) Fourierkoeffizienten cn ist f Eigenfunktion von ∆−2k

und Fourierkoeffizienten c−n um denselben inneren Punkt z0. Verwende (1) und
∂f

∂w
=
∂f

∂w
, s. auch den folgenden

Hilfssatz.

zu (7): E−2(k−n+1) ◦ · · · ◦ E−2k−2 ◦ E−2kf = E+
2(n−k−1) ◦ · · · ◦ E+

2−2k ◦ E+
−2kf und (3);

zu (8): (5) und (7). �

Definition 3.1.3.4 (Modulare Spur). Sei d < 0 und f ∈ C2 (H) eine modular vom Gewicht 2k transformierende
Eigenfunktion des Laplaceoperators ∆2k. Als modulare Spur von f bezeichnen wir folgende Ausdrücke:

Cd (f) =
∑

zQ
|Q|=d

c−k
wQ

,

dabei ist c−k ein Fourierkoeffizient1 zum CM-Punkt zQ ∈ F,

Hier kommen noch einige Tatsachen über partielle Ableitungen:

Hilfssatz 3.1.3.5. f transformiere automorph vom Gewicht k zur Gruppe SL2 (Z), E
+
k = 2iy∂x + 2y∂y + k,

E−k = −2iy∂x + 2y∂y − k sind die üblichen Maaßoperatoren;

(1) f transformiert automorph für SL2 (Z) vom Gewicht −k.
(2) fx = fx, fy = fy, ∂zf = ∂zf

(3) ∆kf = ∆−kf

(4) E−k f = E+
−kf, E

+
k f = E−−kf

(5)
(
E+
k f, g

)
= −

(
f, E−k+2g

)

(6) Cn
(
f
)
= Cn (f)

Beweis. Ich beschränke mich auf den letzten Punkt: Für Zyklenintegrale n > 0 ist

Cn
(
f
)
=

∫

Λn

f (τ) (aτ2 + bτ + c)
−k

(
√
n η)

−k dΛτ
HS.1.1.7

=

∫

Λn

f (τ)

(
aτ2 + bτ + c

|aτ2 + bτ + c|

)k
dΛτ = Cn (f) .

1entsprechend Hilfssatz 3.1.3.1
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Für n < 0 hat man Fourierentwicklungen um die CM-Punkte τQ mit w = reiθ =
τ−τQ
τ−τQ , hm = k sign

(
m+ 1

2

)
:

f (τ) =

(
1− w
1− w

)k∑

m

cmr
|m| (1− r2

)s
F
(
s+ |m|+ hm, s− hm; 1 + |m| ; r2

)
eimθ

d.h. f (τ) =

(
1− w
1− w

)k∑

m

cmr
|m| (1− r2

)s
F
(
s+ |m|+ hm, s− hm; 1 + |m| ; r2

)
e−imθ.

Als automorphe Form vom Gewicht −k hat f aber auch folgende Fourierentwicklung

f (τ) =

(
1− w
1− w

)−k∑

m

dmr
|m| (1− r2

)s
F
(
s+ |m| − hm, s+ hm; 1 + |m| ; r2

)
eimθ;

daraus folgt dm = c−m. �

3.1.4. Beispiel: CM-Punkte für Eisensteinreihen. Hier wird der Beweis für Folgerung 2.1.4.1.2 Teil 2
nachgeholt:

Hilfssatz 3.1.4.1. Für k ∈ Z, d < 0,Re s > 0 ist

Cd (E2k (·, s)) =
|d| s2 Γ (s) ζ (s, d)

2s−1 |k|! Γ (s− |k|) ζ (2s) .

Beweis. k = 0 ist klar, s. [Zagier 6, Example 1]2.

Sei k ∈ N. Dann ist nach [Bruggeman 1, (4.6)]

2k (s− k)k E0 (τ, s) = E−2 ◦ · · · ◦ E−2k E2k (τ, s)

und nach Hilfssatz 3.1.3.3 (8)

2k (s− k)k Cd (E0 (·, s)) = 2kk!Cd (E2k (·, s))

bzw. nach Satz 1.5.2.3

Cd (E2k (·, s)) =
|d| s2 Γ (s) ζ (s, d)

2s−1k! Γ (s− k) ζ (2s) ,

und entsprechend

2k (s− k)k E0 (τ, s) = E+
−2 ◦ · · · ◦ E+

−2k E−2k (τ, s)

und nach Hilfssatz 3.1.3.3 (4)

2k (s− k)k Cd (E0 (·, s)) = 2kk!Cd (E−2k (·, s))
mit dem gleichen Ergebnis für Cd (E−2k (·, s)). �

3.1.5. Fourierkoeffizienten des Thetalifts. Die Fourierkoeffizienten der Funktion

F (z) =

∫

F

f (τ) Θ2k (x+ iy, τ)
dξdη
η2

bzgl. x lassen sich für Spitzenformen f leicht berechnen, vgl. auch [Katok Sarnak, 3. Geometric calculation]:

Satz 3.1.5.1. Für eine Maaß-Spitzenform f vom Gewicht 2k, k ∈ 2N0, zur vollen Modulgruppe mit Spektralpara-
meter ν hat der Maaßlift folgende Fourierreihe:
∫

F

f (τ )Θ2k (x+ iy, τ )
dξdη

η2
=
∑

n>0

Cn (f)

2k+
3
2 π

k
2
+ 1

4n
3
4

W k
2
+ 1

4
, ν
2
(4πny) e (nx) +

∑

n<0

k!Cn (f)

22k+
3
2 π

k
2
− 1

4 |n| 34
W− k

2
− 1

4
, ν
2
(4π |n| y) e (nx)

Bemerkung. Für ungerade k ist die Kernfunktion ≡ 0.

2dort wird nur über positiv-definite Formen summiert
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Für holomorphe Spitzenformen F vom Gewicht 2k sind die c−k aus Hilfssatz 3.1.3.1 Null, also lautet die [Shintani]-
Korrespondenz in diesem Fall:

∫

F

ηkF (τ)Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2

(A.7.4.11)
=

∑

n>0

(4πny)
k
2+

1
4 e (nz)

2k+
3
2 π

k
2+

1
4n

3
4

∫

Λn

ηkF (τ)

(
aτ2 + bτ + c√

nη

)k
dΛτ

= −y
2k+1

4

2

∑

n∈D0+

∫

Λn

F (τ)
(
aτ2 + bτ + c

)k−1
dτ · e (nz)(3.1.5.1)

wegen dΛτ = −
√
n

aτ2 + bτ + c
dτ , vgl. Hilfssatz 1.1.4.

Wichtig ist folgendes Hilfsmittel für Funktionen, die sich fast wie Distributionen (Hilfssatz A.7.1.3 f.) verhalten.3

Hilfssatz 3.1.5.2. Seien f : R+
0 × R+

0 → C, g : R+
0 → C stetige Funktionen mit

• ∀x 6= x0, wobei x, x0 ≥ 0 : f (x, y) = o (f (x0, y)) für y →∞,
• |g| integrierbar auf [0,∞].

Dann ist für y →∞:
∞∫

0

f (x, y) g (x)dx ∼ g (x0)
∞∫

0

f (x, y)dx.

Beweis des Satzes. Sei Γ = PSL2 (Z);

Mn (f, y) =

1∫

0



∫

F

f (τ) Θ2k (x+ iy, τ)
dξdη
η2


 e (−nx)dx

= y
2k+3

4 e−2πny
∑

|Q|=n

∫

F

f (τ)Q (τ, 1)
k

ηke4πy(
q(τ)
η )

2

dξdη
η2

= y
2k+3

4 e−2πny
∑

Q∈Γ\Qn

∫

F

∑

γ∈ΓQ\Γ
γ=
(
A B
C D

)

(Cτ +D)k f (γτ) ((γ ◦Q) (τ, 1))k

(Cτ +D)
k
ηke4πy(

γ◦q(τ)
η )

2

dξdη
η2

= y
2k+3

4 e−2πny
∑

Q∈Γ\Qn

∑

γ∈ΓQ\Γ

∫

γF

f (τ)Qk (τ, 1)

ηke4πy(
q(τ)
η )

2

dξdη
η2

= y
2k+3

4 e−2πny
∑

Q∈Γ\Qn

∫

ΓQ\H

f (τ)Qk (τ, 1)

ηke4πy(
q(τ)
η )

2

dξdη
η2

Für positives n ist der Ausdruck

∣∣∣∣
q (τ)

η

∣∣∣∣ im wesentlichen der Abstand des Punktes τ ∈ H von der Geodätischen

CQ, vgl. Satz 1.1.9. Daher kommt der Beitrag des Integrals für y →∞ ausschließlich von der Geodätischen. Führt

man Normalkoordinaten w =
τ − β
τ − α = u+ iv = reiθ (vgl. S. 15, α < β) ein, so hat man für n > 0, 6= �:

∫

ΓQ\H

f (τ)Qk (τ, 1)

ηke4πy(
q(τ)
η )

2

dξdη
η2

= (signa)
k
n

k
2

∫

ε−1
0 ≤w≤ε0

(
w − 1

w − 1

)k
f (τ)

wk

vke4πny
u2

v2

du dv
v2

= (signa)
k
n

k
2

ε0∫

ε−1
0

π∫

0

(
re−iθ − 1

reiθ − 1

)k
f (τ)

(
eiθ

sin θ

)k

e4πny cot2 θ
dθ

sin2 θ

dr
r

3Der Beweis ist ein einfaches ε, δ−Argument.
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und mit λ = − cot θ :

∼ (signa)
k
n

k
2

ε0∫

ε−1
0

(−ri− 1

ri − 1

)k dr
r

∞∫

−∞

f (τ) (i− λ)k
e4πnyλ2 dλ.

Der Beitrag des letzten Integrals kommt für großes 4 y von λ ≈ 0, d.h. θ ≈ π
2 , also von der Geodätischen τ ∈ ΓQ\CQ.

Falls f beschränkt ist, hat man also:

Mn (f, y) ∼
y

2k+3
4

e2πny

∑

Q∈Γ\Qn

ε0∫

ε−1
0

(
sign a · i√n

)k
(−ri− 1

ri − 1

)k
f

(
αri − β
ri − 1

)
dr
r

∞∫

−∞

(1 + iλ)
k

e4πnyλ2 dλ

wegen

∞∫

−∞

dλ
e4πnyλ2 =

1

2
√
ny

ist das

∼ y
2k+3

4

2
√
nye2πny

∑

Q∈Γ\Qn

(
signa · i√n

)k
iε0∫

iε−1
0

(
w − 1

w − 1

)k
f

(
αw − β
w − 1

)
d |w|
η

=
y

2k+1
4

2
√
ne2πny

∫

Λn

f (τ)
(
aτ2 + bτ + c

)k

ηk
dΛτ für y →∞, vgl. Beweis von Satz 1.5.1.2.

Andererseits ist Mn (f, y) wegen Proposition 3.1.2.4 von der Form ρnW k
2+

1
4 ,s− 1

2
(4πny) ∼ (4πny)

k
2 +

1
4

e2πny
ρn, wobei

ρn unabhängig von y ist.

⇒ ρn =
1

2k+
3
2 π

k
2+

1
4n

k
2+

3
4

∫

Λn

f (τ)
(
aτ2 + bτ + c

)k

ηk
dΛτ, vgl. Satz 2.5.1.2.

Für n = � lassen sich alle quadratischen Formen mit Diskriminante d = n vgl. S. 16: γ ◦ (0, b, c) mit b =
√
d, c

(mod
√
d), γ ∈ PSL2 (Z). Das sind

√
d Äquivalenzklassen5; die Automorphismengruppe = {±Id} ist trivial, d.h.

Mn (f, y) = y
2k+3

4 e−2πny
∑

|Q|=n

∫

F

f (τ)Q (τ, 1)
k

ηke4πy(
q(τ)
η )

2 dµ = y
2k+3

4 e−2πny

√
d∑

c=1

∫

H

f (τ) (bτ + c)
k

ηke4πy(
bξ+c

η )
2 dµ

und
∫

H

f (τ) (bτ + c)k

ηke4πy(
bξ+c

η )
2 dµ =

∫

H

f
(
τ − c

b

)
bkτk

ηke4πyb2ξ2/η2
dµ = bk

∞∫

0

dη
ηk+2

∞∫

−∞

f
(
ξ − c

b + iη
)
(ξ + iη)

k

e4πyb2ξ2/η2
dξ,

dabei ist für y →∞
∞∫

−∞

f
(
ξ − c

b + iη
)
(ξ + iη)

k

e4πyb2ξ2/η2
dξ ∼ (iη)

k
f
(
−c
b
+ iη

) ∞∫

−∞

dξ
e4πyb2ξ2/η2

=
(−1) k

2 ηk+1

2
√
yb

f
(
−c
b
+ iη

)

und

(−1)k
2 bk

2
√
yb

∞∫

0

f
(
−c
b
+ iη

) dη
η

=
1

2b
√
y

∫

C(0,b,c)

f (τ)
(bτ + c)k

ηk
dQτ ;

d.h.

Mn (f, y) ∼
y

2k+1
4

2
√
ne2πny

∫

Λn

f (τ)Q (τ, 1)
k

ηk
|dΛτ | für y →∞

4es gibt einen ’peak’ wie bei einer δ−Distribution
5[Zagier 7, §8 Aufgabe 1]
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und für alle n ∈ N:

ρn =
1

2k+
3
2π

k
2+

1
4n

k
2+

3
4

∫

Λn

f (τ)
(
aτ2 + bτ + c

)k

ηk
dΛτ.(3.1.5.2)

Für n = 0 hat man keinen Beitrag, da es sich um eine Spitzenform handelt.

Für n < 0 lassen sich die Fourierkoeffizienten auch schnell bestimmen. In Normalkoordinaten w = u+iv =
τ − τQ
τ − τQ

,

vgl. (1.5.2.1), ist

∫

ΓQ\H

f (τ)

e4πy(
q(τ)
η )

2

(
aτ2 + bτ + c

η

)k
dξdη
η2

=
1

wQ

∫

D

f (τ)

e
4π|n|y

(
|w|2+1

|w|2−1

)2




2|n|w
2a(w−1)2√
|n|(1−|w|2)
2|a||w−1|2




k

4 du dv
(
1− |w|2

)2

=
2k+2 |n| k2 (signa)

k

wQ

2π∫

0

(
1− w
1− w

)k
wkf (τ)

1∫

0

r

(1− r2)k+2 e
4π|n|y

(
r2+1

r2−1

)2 dr dθ(3.1.5.3)

Die Formen Q und −Q sind positiv bzw. negativ definit und daher inäquivalent. Für gerades k geben sie zweimal
den gleichen Beitrag, für ungerades k löschen sie sich aus. Für definite Formen Q kommt der Beitrag zu den
Fourierkoeffizienten des Thetalifts nicht von Zyklenintegralen, sondern von den CM-Punkten. Für y →∞ verhält
sich der Integrand wie eine Distribution und der ganze Beitrag kommt von r ∼ 0 bzw. τ ∼ τQ. Dann ist

(
1− r2

)s−k−2
2F1

(
s+ |m|+ hm, s− hm; 1 + |m| ; r2

)
∼ 1

und Gleichung (3.1.5.3) lässt sich mit der Fourierentwicklung aus Hilfssatz 3.1.3.1 so abschätzen:

=
2k+2 |n| k2
wQ

2πc−k

1∫

0

r2k+1
(
1− r2

)s−k−2
2F1

(
s+ k + h−k, s− h−k; 1 + k; r2

)

e
4π|n|y

(
1+r2

1−r2

)2 dr

∼ 2k+3π |n| k2 c−k
wQ

1∫

0

r2k+1

e
4π|n|y

(
1+r2

1−r2

)2 dr;

mit λ =
1 + r2

1− r2 , dλ =
4r

(1− r2)2
dr ist der Hauptbeitrag bei λ ∼ 1

= 2k+1π |n| k2 c−k
wQ

∞∫

1

(
λ−1
λ+1

)k

e4π|n|yλ2 dλ ∼ 2π |n| k2 c−k
wQ

∞∫

0

λk

e4π|n|y(λ+1)2
dλ

∼ 2π |n| k2
e4π|n|y

c−k
wQ

∞∫

0

λk

e8π|n|yλ
dλ =

2k!π |n| k2
(8π |n| y)k+1

e4π|n|y
c−k
wQ

also

Mn (f, y) ∼ y
2k+3

4 e2π|n|y
2k!π |n| k2

(8π |n| y)k+1
e4π|n|y

∑

Q∈Γ\Qn

c−k
wQ

=
k!Cn (f)

23k+2πk |n|k2 +1
y

2k+1
4 e2π|n|y

mit Cn (f) :=
∑

Q∈Γ\Qn

c−k

wQ
, dabei hängt der Fourierkoeffizient c−k noch von τQ ab.

Andererseits ist Mn (f, y) von der Form ρnW− k
2− 1

4 ,s− 1
2
(4π |n| y) ∼ ρn

(4π |n| y) k
2+

1
4 e2π|n|y

.

⇒ ρn =
k!Cn (f)

22k+
3
2 π

k
2− 1

4 |n| 34
für k ≥ 0

�

Als Konsequenz hat man folgende reell-analytische Kernfunktion für Zyklenintegrale, die allerdings noch vom
Eigenwert abhängt und dadurch eventuell nur auf eine Funktion zutrifft:
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Folgerung 3.1.5.2.1. Für d ∈ D0+, f eine Maaß-Spitzenform vom Gewicht 2k ∈ 4Z und Eigenwert λ ist

Cd (f) =
1

d
k
2

∫

Λn

f (τ)
(
aτ2 + bτ + c

)k

ηk
dΛτ =

∫

F

f (τ) Θd,2k,s (τ)
dξdη
η2

mit

Θd,2k,s (τ) :=
2k+

3
2 π

k
2+

1
4 d

3
4 y

2k+3
4

ηke2πyd W k
2+

1
4 ,s− 1

2
(4πyd)

∑

Q∈Qd

Qk (τ, 1)

e4πy(
q(τ)
η )

2

und s (1− s) = λ′ =
λ+ 3

4

4
,Re s > 1

2 .

Für holomorphe Modulformen F vom Gewicht 2k, k gerade, d.h. s = 2k+1
4 ist

∫

Λd

F (τ)
(
aτ2 + bτ + c

)k−1
dτ =

∫

F

F (τ) Θhol
d,2k (τ)

dξdη
η2

mit

Θhol
d,2k (τ) := −

1√
π

∑

b2−4ac=d

(
aτ2 + bτ + c

)k

e

(
a|τ|2+bξ+c

η

)2

eine nicht-holomorphe Kernfunktion für das Periodenintegral.

Beweis. Für die Whittakerfunktionen im holomorphen Fall vgl. Anhang (A.7.4.11) und (A.7.4.12). �

3.1.6. Hecke Theorie.

Definition 3.1.6.1. Sei f (τ) =
∑
m 6=0

a (m)Wk signm,ν (4π |m| y) e (mx) eine Maaßspitzenform vom Gewicht 2k zu

SL2 (Z). Die Heckeoperatoren lassen sich folgendermaßen definieren, vgl. [Maaß 4, Ch. V], [Katok Sarnak, 1.],
[Balslev Venkov, 4.]:

Tn f (τ) =
1√
n

∑

ad=n
d>0

∑

b mod d

f

(
aτ + b

d

)
, d.h.

Tn f (τ) =
∑

m 6=0

a∗ (m)Wk signm,ν (4π |m| y) e (mx)

mit a∗ (m) =
√
n

∑

d|ggT(m,n)
d>0

a
(
mn
d2

)

d
.(3.1.6.1)

Für holomorphe Funktionen F vom Gewicht 2k sei Thol
n der übliche Heckeoperator im holomorphen Fall. Dann ist

nν Tn
(
ykF (z)

)
= yk Thol

n (F (z)) mit ν = k − 1

2
.(3.1.6.2)

Auf der linken Seite stehen die Heckeoperatoren aus [Maaß 4]. Maaß liftet die Heckeoperatoren allerdings nicht
auf die metaplektische Überlagerung von SL2 (Z). Folgende Definition entspricht (3.1.6.2) für halbganzes Gewicht,
vgl. [Shimura 2]: Für k ∈ N0, p 6= 2 und eine automorphe Form

F (z) = b (0) y
1+ν
2 + b′ (0) y

1−ν
2 +

∑

n6=0

b (n)W 2k+1
4 sign(n), ν2

(4π |n| y) e (nx)

vom Gewicht k + 1
2 sei

Tp2F (z) :=
(
pν + p−ν

) (
b (0) y

1+ν
2 + b′ (0) y

1−ν
2

)

+
∑

n6=0

{
p b
(
np2
)
+ p−

1
2

(
n (−1)k

p

)
b (n) + p−1b

(
n

p2

)}
W 2k+1

4 sign(n), ν2
(4π |n| y) e (nx) ,(3.1.6.3)
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dabei ist b (x) = 0 für x /∈ Z. Dann ist

pk−
1
2 Tp2

(
y

2k+1
4 F (z)

)
= y

2k+1
4 Thol

p2 (F (z)) .(3.1.6.4)

Der Heckeoperator ist in der üblichen Weise für Divisoren auf F = Γ\H erklärt, vgl. [Diamond Shur, 5 Hecke
Operators (5.8)]. Etwas allgemeiner:

Hilfssatz 3.1.6.2. [Zagier 6, (36)] Für eine Menge M ⊂ F sei

M |Tp := {px|x ∈M} ∪
{
x+ j

p
|x ∈M, j = 0, 1, . . . , p− 1

}
(mod Γ),

d.h. ∈ F und n ≡ 0, 1 (mod 4). Dann ist

Λn|Tp = Λnp2 +

(
n

p

)
Λn + p Λ n

p2
.

Die Korrespondenz aus Proposition (3.1.2.4) ist kompatibel mit den Heckeoperatoren.

Satz 3.1.6.3. Für Spitzenformen f zu SL2 (Z) vom Gewicht 2k, k gerade, ist

∫

F

Tpf (τ) Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2

= Tp2



∫

F

f (τ)Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2




Beweis. Sei f : H → C eine Maaßform für SL2 (Z), d.h. an = a−n:

f (τ) =
∑

n6=0

a (n)Wk signn,ν (4π |n| y) e (nx) .

Wegen
∫

C(a,b,c)

Tpf (τ)

(
aτ2 + bτ + c√

dη

)k
dQτ =

1√
p





∫

C
( a

p
,b,cp)

f (τ)

(
a
pτ

2 + bτ + cp
√
dη

)k
ds

+

p−1∑

j=0

∫

C(
ap,−2aj+b,

aj2−bj+c
p

)

f (τ)


apτ

2 + (−2aj + b) τ + aj2−bj+c
p√

dη



k

ds





und

∫

C(a,b,c)

f (τ)

(
aτ2 + bτ + c√

dη

)k
ds =

∫

C(pa,pb,pc)

f (τ)

(
paτ2 + pbτ + pc√

p2dη

)k
ds

ist

Cd (Tpf) =
∑

Q
CQ∈Λd

∫

CQ

Tpf (τ)

(
Q (τ, 1)√
|Q| η

)k
dQτ =

1√
p

∑

Q
CQ∈Λd|Tp

∫

CQ

f (τ)

(
Q (τ, 1)√
|Q| η

)k
dQτ
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für positive Diskriminanten d, (d < 0 ist klar,) also mit Hilfssatz 3.1.6.2.
∫

F

Tpf (τ) Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2

=
∑

n>0

Cn (Tpf)

2k+
3
2π

k
2+

1
4n

3
4

W k
2+

1
4 ,

ν
2
(4πny) +

∑

n<0

k!Cn (Tpf)

22k+
3
2 π

k
2− 1

4 |n| 34
W− k

2− 1
4 ,

ν
2
(4π |n| y)

=
1√
p




∑

n>0

Cnp2 (f) +
(
n
p

)
Cn (f) + pC n

p2
(f)

2k+
3
2 π

k
2+

1
4n

3
4

W k
2+

1
4 ,

ν
2
(4πny)+

+
∑

n<0

k!
(
Cnp2 (f) +

(
n
p

)
Cn (f) + pC n

p2
(f)
)

22k+
3
2 π

k
2− 1

4 |n| 34
W− k

2− 1
4 ,

ν
2
(4π |n| y)





=Tp2



∫

F

f (τ) Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2


 .

Also korrespondieren Hecke-Maaß Eigenformen mit Hecke-Maaß Eigenformen zu den gleichen Hecke-Eigenwerten.
�

Wie für die holomorphen Modulformen gibt es auch hier eine umgekehrte Korrespondenz:

Satz 3.1.6.4 (Shimura-Lift). Zwischen den Fourierkoeffizienten der korrespondierenden Hecke-Maaß Spitzenfor-
men f (τ) =

∑
n6=0

anWk sign n,ν (4π |n| y) e (nx) mit a1 = 1, k ∈ 2N0 und F (τ) =
∑
n6=0

bnW 2k+1
4 signn, ν2

(4π |n| y) e (nx)
besteht für alle Fundamentaldiskriminanten D folgender Zusammenhang:

LD (s+ 1)
∞∑

n=1

bn2D

ns−
1
2

= bD

∞∑

n=1

an
ns
.

Beweis. Die Heckeoperatoren sind hermitesch. Sie sind mit dem Laplaceoperator vertauschbar. Daher gibt
es eine orthogonale Basis von Hecke-Maaß Eigenformen

fj (τ) =
∑

m 6=0

aj (m)√
|m|

Wk signm,ν (4π |m| y) e (mx)

mit Tnfj (τ) = ρj (n) fj (τ) bzw. wegen (3.1.6.1)

ρj (n)
aj (m)√
|m|

=
√
n

∑

d|ggT(m,n)
d>0

aj
(
mn
d2

)

d

√
d2

|m|n oder ρj (n) aj (m) =
∑

d|ggT(m,n)
d>0

aj

(mn
d2

)
.

Wählt man m = 1, so ist ρj (n) aj (1) = aj (n) für n ∈ N, so dass also aj (1) 6= 0 für alle Hecke-Maaß Spitzenformen.
Wir können annehmen, dass die fj Hecke-normalisiert sind, dass also aj (1) = 1 ist. Dann sind die aj (n) Hecke-
Eigenwerte ([DFI, 6. Hecke operators]). Die Relationen zwischen den Fourierkoeffizienten spiegeln sich in der
L-Reihe

L (fj , s) =

∞∑

n=1

aj (n)

ns
=
∏

p

(
1− aj (p) p−s + p−2s

)−1
(3.1.6.5)

für Maaßformen wieder [Balslev Venkov, Theorem 5.1]. Sei Fj (z) =
∫

F

fj (τ)Θ2k (z, τ)
dξdη
η2

mit den Fourier-

koeffizienten bj (n). Das sind nach Proposition 3.1.2.4 und Satz 3.1.5.1 ebenfalls Hecke-Maaß Eigenformen zu den
gleichen Hecke-Eigenwerten ρj (n) = aj (n), also gilt nach (3.1.6.3) für die Fourierkoeffizienten von Tp2Fj :

aj (p) bj (n) = p bj
(
np2
)
+ p−

1
2

(
n

p

)
bj (n) + p−1bj

(
n

p2

)
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bzw. für ggT (m, p) = 1, p2 ∤ t :

aj (p) bj
(
tm2

)
= p bj

(
tm2p2

)
+

1√
p

(
t

p

)
bj
(
tm2

)
(3.1.6.6)

aj (p) bj
(
tm2p2n

)
= p bj

(
tm2p2(n+1)

)
+ p−1bj

(
tm2p2(n−1)

)
für n ∈ N.(3.1.6.7)

Entsprechend der Argumentation in [Shimura 2, Corollary 1.8.] setze Hm (x) =
∞∑
n=0

bj
(
tm2p2n

)
xn. Addiert man

das x−fache von Gleichung (3.1.6.6) und das xn+1−fache von Gleichung (3.1.6.7) für alle n ∈ N, so erhält man

aj (p)xHm (x) = pHm (x)− p bj
(
tm2

)
+

1√
p

(
t

p

)
bj
(
tm2

)
x+ p−1x2Hm (x) ,

also

Hm (x) = bj
(
tm2

) 1− p− 3
2

(
t
p

)
x

1− p−1aj (p)x+ p−2x2
.(3.1.6.8)

Die Identität von Dirichletreihen

∞∑

n=1

bj
(
tn2
)

ns
= bj (t)

∏

p

1−
(
t
p

)
p−

3
2−s

1− aj (p) p−1−s + p−2−2s
(3.1.6.9)

lässt sich reduzieren auf die Identität, die entsteht, wenn man für n nur Potenzen von p zulässt. Das ist dann

∞∑

m=1

bj
(
tp2m

)

pms
= bj (t)

1− p− 3
2−s

(
t
p

)

1− p−1−saj (p) + p−2−2s
.

Ersetze t durch tn2. Dann ist

∞∑

m=1

bj
(
tn2p2m

)

pms
= bj

(
tn2
) 1− p− 3

2−s
(
t
p

)

1− p−1−saj (p) + p−2−2s
.(3.1.6.10)

Gleichung (3.1.6.10) ist äquivalent zu (3.1.6.8), falls x = p−s und m ↔ n. Gleichung (3.1.6.9) ist äquivalent zu
(3.1.6.10) für alle Primzahlen p. Mit s′ = s+ 1

2 , D = t und (3.1.6.5) folgt der Satz aus (3.1.6.9). �

Folgerung 3.1.6.4.1. Sei k ∈ 2N0. Die Fourierkoeffizienten der korrespondierenden Hecke-Maaß Spitzenformen
f (τ) =

∑
n6=0

anWk signn,ν (4π |n| y) e (nx) mit a1 = 1 und g (τ) =
∑
n6=0

bnW 2k+1
4 signn, ν2

(4π |n| y) e (nx) erfüllen für

Fundamentaldiskriminanten D folgende Relationen (n > 0):

√
n
∑

d|n

χD (d) bn2D/d2

d
3
2

= bD · an bzw. bD ·
∑

d|n

µ (d)χD (d) an/d

d
=
√
n bn2D.

Beweis. Satz 3.1.6.4 und [Apostol 1, Theorem 11.5 und Example 3]. �

Das ist kompatibel mit [Shimura 2] in der holomorphen Situation, denn die Fourierkoeffizienten An bzw. Bn von
holomorphen Modulformen F (τ) bzw. G (τ) vom Gewicht 2k bzw. k + 1

2 stehen zu den Koeffizienten an, bn der

entsprechenden automorphen Formen ηkF und η
2k+1

4 G in der Beziehung

An = (4πn)
k
an Bn = (4πn)

2k+1
4 bn.

Dividiert man F und G durch (4π)
k, so ist F Hecke-normalisiert und man erhält:

Folgerung 3.1.6.4.2 (Shimura). Die Fourierkoeffizienten von korrespondierenden holomorphen Hecke-Eigenformen
F (τ) =

∑
n∈N

Anq
n mit A1 = 1 vom Gewicht 2k, k ∈ 2N und G (τ) =

∑
n∈N

Bnq
n vom Gewicht k + 1

2 erfüllen für

Fundamentaldiskriminanten D > 0 folgende Relationen:
∑

d|n
χD (d) dk−1Bn2D/d2 = BD · An bzw. BD ·

∑

d|n
µ (d)χD (d) dk−1An/d = Bn2D.



3.1. MAASS-SHIMURA KORRESPONDENZ 75

Definition 3.1.6.5. Sei F (τ) =
∑
n6=0

bnW 2k+1
4 signn, ν2

(4π |n| y) e (nx) eine Maaßform vom Gewicht k+ 1
2 für Γ0 (4)

und für Fundamentaldiskriminanten D:

LD (s+ 1)

∞∑

n=1

b(−1)kn2D

ns−
1
2

= b(−1)kD

∞∑

n=1

an
ns
.

Die Fourierkoeffizienten a−n mit negativem Index werden durch (3.1.7.1) bestimmt. Dann ist der Shimura-Lift
definiert als

ShimD (F ) =
∑

n6=0

anWk sign n,ν (4π |n| y) e (nx) .

Bemerkung. Falls F Hecke-Maaßform ist, hängt der Shimura-Lift nicht von D ab.

3.1.7. Niwa’s Lemma. Da die umgekehrte Abbildung

g (z) 7→
∫

Γ0(4)\H

g (z)Θ0 (z, τ)
dxdy
y2

nach [Katok Sarnak, 4.] auch mit den Heckeoperatoren verträglich ist und wegen der starken Multiplizität-1
für SL2 (Z)−Maaßformen hat man für k = 0 eine bijektive Korrespondenz zwischen Maaß-Spitzenformen vom
Gewicht Null und ihrem Bild unter der hier gegebenen Thetatransformation. Dieses Bild liegt wieder im Kohnen-
Plus-Raum, der sich durch das Verschwinden der Hälfte aller Fourierkoeffizienten beschreiben lässt. Das lässt sich
auf beliebiges Gewicht 2k verallgemeinern:

Definition 3.1.7.1. Für holomorphe Modulformen F vom Gewicht k + 1
2 , k ∈ 2N0 ist U4τ0 nach [Niwa 2] und

[Kohnen 1] ein selbstadjungierter Operator, dabei ist

(F |U4) (z) :=
1

4

∑

ν (mod 4)

F

(
z + ν

4

)

(F |τ0) (z) := (−2iz)−k− 1
2 F

(
− 1

4z

)

Dem entsprechen folgende Operatoren für automorphe Formen f vom gleichen Gewicht

σ (f (z)) := 2k−
3
2

∑

ν (mod 4)

f

(
z + ν

4

)

τ0 (f (z)) :=

(
z

|z|

)−k− 1
2

f

(
− 1

4z

)
.

Es ist ik+
1
2 τ0σ

(
y

2k+1
4 F (z)

)
= y

2k+1
4 (F |U4τ0) (z). Der selbstadjungierte Operator N := ik+

1
2 τ0σ hat die Eigen-

werte
(

2
2k+1

)
2k = (−1) k

2 2k und − (−1) k
2 2k−1. Sei

V := L2
cusp

(
Γ0 (4) \H, j2k+1

)

: =
{
f : H → C|f (γz) = j (γ, z)

2k+1
f (z) für γ ∈ Γ0 (4) , f cuspidal und quadratintegrierbar

}
.

der Hilbert-Raum der Gewicht k + 1
2 -Maaß-Spitzenformen und V + ⊂ V der Eigenraum von N zum Eigenwert

(2i)k (vgl. [Niwa 2, Lemma 1 und S. 201]).

Für Gewicht Null lässt sich eine einfache Unterscheidung in gerade und ungerade Formen an den Fourierkoeffizi-
enten festmachen: a−n = ±an. Für Formen geraden Gewichts 2k, k ∈ N0, mit Spektralparameter 2ν sorgen die
Maassoperatoren dafür, dass diese Relation in

a−n = ±
(
2ν − k + 1

2

)

2k

an(3.1.7.1)

für n > 0 übergeht. Äquivalent dazu ist die Definition von geraden Formen als den Eigenfunktionen des Θ−Operators
aus [Maaß 2, (25)]

E+
2k−2 ◦ . . . ◦ E+

−2k {f (−z)}
mit positivem Eigenwert.
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Definition 3.1.7.2. Falls das obere (bzw. untere) Vorzeichen in (3.1.7.1) zutrifft, sollen die Maaßformen
f (τ) =

∑
n6=0

anWk signn,2ν (4π |n| y) e (nx) vom Gewicht 2k wieder gerade (bzw. ungerade) heißen.

Bemerkung. Automorphe Formen, die von holomorphen Formen kommen, sind gerade. Sämtliche Maaßformen
zerfallen wieder in die direkte Summe des Raumes der geraden und ungeraden Maaßformen.

Satz 3.1.7.3. Sei k ∈ 2N0. Für Maaß-Spitzenformen

g (z) =
∑

n6=0

bnW 2k+1
4 signn,ν (4π |n| y) e (nx) ∈ V +

vom Gewicht k + 1
2 für Γ0 (4) ist

f (τ) :=

∫

Γ0(4)\H

g (z)Θ2k (z, τ)
dxdy
y2

eine gerade Maaßform vom Gewicht 2k für SL2 (Z) und zwar ist

f (τ) =
3
√
2π

1
4 b1

(4
√
π)
k

Shim1 (g) ,

wobei Shim1 (g) der von den holomorphen Modulformen bekannte Shimura-Lift aus Def. 3.1.6.5 ist. Die Korre-
spondenz ist kompatibel mit den Heckeoperatoren.6

Beweis. [Niwa 1], [Sarnak 2, Theorem 3.6 ff.], [Katok Sarnak, Proposition 4.1], [Kojima]. �

Damit ist Niwa’s Lemma auf automorphe Formen beliebigen geraden Gewichts verallgemeinert. Die Umkehrung
der Maaß-Shintani-Korrespondenz ist die Shimura-Korrespondenz.

3.1.8. Beispiele: Holomorphe Poincaréreihen. Die Zyklenintegrale der Poincaréreihen (Abschnitt 2.2)
lassen sich zu einer erzeugenden Funktion kombinieren.

Satz 3.1.8.1. Seien

Pk (m, z) :=





∑
γ∈Γ∞\Γ

qm|kγ (z) , k ∈ 2N, k ≥ 12,

3
2

( ∑
γ∈Γ∞\Γ0(4)

qm|kγ (z)
)∣∣∣∣pr, k − 1

2 ∈ N, k > 6

die Poincaréreihen zu SL2 (Z) bzw. aus den Kohnen-Plus-Räumen. pr ist Kohnens Projektionsoperator,
[Kohnen 3, S. 250]. Für k ∈ 2N, n ≡ 0, 1 (4) ist7

∫

F

P2k (n, τ) Θ
hol
2k (z, τ)dµ =

Γ (k)

(2πin)
k

∑

m|n
mkPk+ 1

2

(
m2, z

)
,(3.1.8.1)

∫

F

∑

m|n
µ
( n
m

)
mkP2k (m, τ) Θ

hol
2k (z, τ)dµ = Γ (k)

( n

2πi

)k
Pk+ 1

2

(
n2, z

)
.

Beweis. Für n = 1 folgt es aus Gleichung (3.1.5.1) und Abschnitt 2.2:
∫

F

P2k (1, τ)Θ
hol
2k (z, τ)dµ =

Γ (k)

(2πi)
k
Pk+ 1

2
(1, z) .

6wie in Satz 3.1.6.3
7Θhol

2k (z, τ) := ηky−
2k+1

4 Θ2k (z, τ)
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Für allgemeines n ∈ N ist
∫

F

P2k (n, τ)Θ
hol
2k (z, τ)dµ

(3.1.5.1)
= −1

2

∞∑

d=1
d≡0,1 (mod 4)

qd
∫

Q∈Qd

P2k (n, z)Q (z, 1)
k−1 dz

HS. 2.2.1
=

Γ (k)

(2πin)k

∑

d=1
d≡0,1 (mod 4)

{
d

k
2 ε
(√

d | n
)
+ (−1)k

2
√
2nπd

2k−1
4

∞∑

a=1

Sa (n, d)√
a

Jk− 1
2

(
πn
√
d

a

)}
qd.

Die rechte Seite von (3.1.8.1) ist

Γ (k)

(2πin)
k

∑

m|n
mkPk+ 1

2

(
m2, z

)
=

Γ (k)

(2πin)
k

∑

m|n
mk·

·
∑

d=1
d≡0,1 (4)

{
δm2,d +

π

2i
k+1
2

(
d

m2

) 2k−1
4

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
Sk+ 1

2 ,∞,∞
(
m2, d; 4c

)

c
Jk− 1

2

(
πm
√
d

c

)}
qd.

Wegen Hilfssatz C.3.3.4.2 (C.3.3.4.6) ist das gleich (setze m = n
t , c = a

t und summiere über t | ggT (a, n)). Die
zweite Zeile des Satzes ergibt sich mit Hilfe der Möbiusschen Umkehrformeln. �

Folgerung 3.1.8.1.1. Die Spitzenformen im Kohnen-Plus-Raum S+
k+ 1

2

(Γ0 (4)) , k ≥ 6 werden durch die Poin-

caréreihen

Pk+ 1
2

(
m2, z

)
, m = 1, . . . , n =

{[
k
6

]
− 1, k ≡ 1 (6)[

k
6

]
, sonst

erzeugt.

Beweis. Nach [Petersson 2, Satz 4] wird S2k (SL2 (Z)) durch die ersten n Poincaréreihen P2k (m, z) ,m =
1, . . . , n erzeugt. Das Bild des Θ-Lifts wird nach Satz 3.1.8.1 von Pk+ 1

2

(
m2, z

)
,m = 1, . . . , n erzeugt. Hecke-

Eigenformen werden durch Θ2k auf Hecke-Eigenformen zu den gleichen Eigenwerten abgebildet. Sie sind sowohl
in SL2 (Z) als auch in Γ0 (4) eindeutig durch ihre Hecke-Eigenwerte (dieselben in beiden Räumen) bestimmt, s.
[Kohnen 1, Theorem 1 ii)]. Daher liegen alle Hecke-Eigenformen (d.h. eine Basis) von S+

k+ 1
2

(Γ0 (4)) im Bild des

Θ−Lifts und

dimS2k (SL2 (Z)) = dimΘ2k (S2k (SL2 (Z))) = dimS+
k+ 1

2

(Γ0 (4)) .

�

Der Θ-Lift gibt einen Isomorphismus der Räume M2k (SL2 (Z)) und Mk+ 1
2
(Γ0 (4)), der für Hecke-Eigenformen

die Umkehrung des Shimura-Isomorphismus Shim1 (vgl. Definition 3.1.6.5) ist, aber für dimSk > 1 auf den
Poincaréreihen von ihm abweicht8: Z.B. ist i.a.

Shim1

(
Pk+ 1

2
(1, z)

)
6= λ · P2k (1, z) .

3.2. Zagier-Lift

3.2.1. Bekannte Ergebnisse.

Satz 3.2.1.1. Falls f (τ) =
∑
ane (nz) ∈M !

0, σ1 (0) := − 1
24 , ist

2
∑

n∈N0

a−nσ1 (n) +
∑

d∈N




∑

Q∈Γ\Q+
−d

f (τQ)

wQ


 qd −

∑

m∈N

(
m
∑

k∈N
a (−mk)

)
q−m

2

8da die Poincaréreihen dann Linearkombinationen mehrerer Hecke-Eigenformen sind
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der holomorphe Teil der harmonischen schwachen Maaßform y−
3
4

∫

F

f (τ) Ω0 (z, τ)
dξ dη
η2

vom Gewicht 3
2 mit

Ω0 (z, τ) := y
3
4

∑

d≡0,1 (mod 4)

e (−dz)
∑

|Q|=d

(
4y
(q (τ)

η

)2
− 1

2π

)
e−4πy(

q(τ)
η )

2

.

Beweis. Der Fall p = 1 von [Bruinier Funke 1, Theorem 1.1]. Der nicht-holomorphe Teil wird in
[Bruinier Funke 1, Theorem 4.5] wiedergegeben. �

Folgerung 3.2.1.1.1. [Bruinier Funke 1, Corollary 4.8]
Wenn der konstante Fourierkoeffizient von f ∈ S!

0 verschwindet, gilt

y−
3
4

∫

F

f (τ) Ω0 (z, τ)
dξdη
η2
∈M !

3
2
.

Beispiele für Satz und Folgerung sind f ≡ 1 mit dem Bild G 3
2

bzw. f (τ) = j (τ) − 744, das auf

−E4 (4z) θ1 (z)

η (4z)
6 ∈M !

3
2

(Γ0 (4)) abgebildet wird.

In der Maaß-Shintani-Reihe kommen CM-Werte als negative Fourierkoeffizienten vor. Durch Konjugation bzw. die
Symmetrie z 7→ z vertauschen sich positive und negative Fourierkoefizienten.

3.2.2. Korrespondenz von Formen negativen Gewichts −2k, k ∈ N0. Die folgenden Überlegungen
haben mehr heuristischen Charakter.
Sei f automorphe Spitzenform vom Gewicht −2k mit Spektralparameter ν. Die Maaß-Shintani-Korrespondenz
liefert für nicht-negatives gerades k folgende Fourierreihe:

∫

F

f (τ) Θ2k (z, τ)dµ =
∑

n>0

Cn
(
f
)

2k+
3
2π

k
2+

1
4n

3
4

W k
2+

1
4 ,

ν
2
(4πny) e (nx) +

∑

n<0

k!Cn
(
f
)

22k+
3
2 π

k
2− 1

4 |n| 34
W−k

2− 1
4 ,

ν
2
(4π |n| y) e (nx) ;

k + 1-maliges Anwenden des Maaßoperators E− liefert mit Hilfe von [Bruggeman 1, (4.4)]
∫

F

f (τ)E−−k+ 1
2

◦ · · · ◦ E−
k− 3

2

◦ E−
k+ 1

2

Θ2k (z, τ)dµ

=
2k+1

4k+1

((
−k − 1

2

)2

− ν2
)((

−k + 3

2

)2

− ν2
)
· · ·
((

k − 1

2

)2

− ν2
)
·

·
∑

n>0

Cn
(
f
)

2k+
3
2 π

k
2+

1
4n

3
4

W− k
2− 3

4 ,
ν
2
(4πny) e (nx)− 2k+1

∑

n<0

k!Cn
(
f
)

22k+
3
2π

k
2− 1

4 |n| 34
W k

2+
3
4 ,

ν
2
(4π |n| y) e (nx) .

Konjugieren, Multiplizieren mit − 1
2π und Ersetzen von n durch −n ergibt

∫

F

f (τ)Ω2k (z, τ)dµ =

(
ν − k − 1

2

)

2k+2

∑

n<0

C−n (f)

22k+
7
2π

k
2+

5
4 |n| 34

W− k
2− 3

4 ,
ν
2
(4π |n| y) e (nx)

+
∑

n>0

k!C−n (f)

2k+
3
2 π

k
2+

3
4n

3
4

W k
2+

3
4 ,

ν
2
(4πny) e (nx)(3.2.2.1)

Für automorphe Spitzenformen f vom Gewicht −2k mit Spektralparameter k+ 1
2 sind die Beiträge der Zyklenin-

tegrale Null.
Für ungerades k kann man die Shintani-Maaß-Korrespondenz auf die geliftete und anschließend konjugierte
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Funktion f anwenden und hat
∫

F

E+τ
−2kf (τ)Θ2k−2 (z, τ)dµ = −

∫

F

f (τ)E−τ2−2kΘ2k−2 (z, τ)dµ

=
∑

n>0

Cn

(
E+τ
−2kf

)

2k+
1
2 π

k
2− 1

4n
3
4

W k
2− 1

4 ,
ν
2
(4πny) e (nx) +

∑

n<0

(k − 1)!Cn

(
E+τ
−2kf

)

22k−
1
2π

k
2− 3

4 |n| 34
W 1

4− k
2 ,

ν
2
(4π |n| y) e (nx)

Konjugieren, Multiplizieren mit 23k−2πk−1 und Ersetzen von n durch −n ergibt

∫

F

f (τ) Ω2k (z, τ)dµ =
∑

n<0

22k−
5
2π

k
2− 3

4C−n
(
E+
−2kf

)

|n| 34
W k

2− 1
4 ,

ν
2
(4π |n| y) e (nx)

+
∑

n>0

2k−
3
2 π

k
2− 1

4 (k − 1)!C−n
(
E+
−2kf

)

n
3
4

W 1
4− k

2 ,
ν
2
(4πny) e (nx)

und für ν = k + 1
2 hat man

∫

F

f (τ) Ω2k (z, τ)dµ =y
1−2k

4

{∑

n<0

2k−2C−n
(
E+
−2kf

)

|n|
k+1
2
√
π

Γ

(
k +

1

2
, 4π |n| y

)
e (nz) +

∑

n>0

(k − 1)!C−n
(
E+
−2kf

)

2n
k+1
2

e (nz)

}
.

Das motiviert folgende Kernfunktion für eine Korrespondenz von automorphen Formen vom Gewicht −2k auf
Formen vom Gewicht 3

2 + k für gerades k bzw. 1
2 − k für ungerades k, vgl. [Bruinier Funke 1, Lemma 7.6,

Theorem 7.7] und [Zagier 13, Theorem 1, 5(ii), 11] im holomorphen Fall:

Definition 3.2.2.1. Für k ∈ 2N0 sei

Ω2k (z, τ) :=−
1

2π
E+
k− 1

2

◦ · · · ◦ E+
−k− 1

2

Θ2k (z, τ)

mit den Maaßoperatoren E+
m = 4iy∂z +m = 2iy∂x+ 2y∂y +m. Sie beziehen sich im folgenden immer, wenn nicht

ausdrücklich anders erwähnt, auf die Variable z. Für k ∈ Nungerade sei

Ω2k (z, τ) :=23k−2πk−1E+τ
2k−2Θ2k−2 (z, τ)

mit dem Maaßoperator bezogen auf die Variable τ .

Konstruiert wurde diese Kernfunktion für k = 0 in [Kudla Millson]. Die Fourierreihe bzgl.−z vertauscht die Rolle
von Zyklenintegralen und CM-Werten. Das Integral von Ω0 über den Standardfundamentalbereich stammt von
[Funke], s. auch [Bruinier Funke 1, Corollary 7.2]. Man kommt dabei auf die nicht-holomorphe Eisensteinreihe
vom Gewicht 3

2 aus [Zagier 2]:

y−
3
4

∫

F

Ω0 (z, τ)
dξ dy
η2

= −1

6
+ 2

∞∑

N=1

H (N) e (Nz) +
1

8π
√
y

∑

n∈Z
β
(
4πn2y

)
e
(
−n2z

)

mit β (y) =
∞∫
1

t−
3
2 e−tydt = 2e−y − 2

√
πy erfc

(√
y
)
=

W− 3
4 ,

1
4
(y)

e
y
2 4
√
y

.

Die Verallgemeinerung für schwach-holomorphe Modulformen wurde von [Bruinier Funke 1] ausgewertet. Damit
sind auch die Beispiele aus [Zagier 13] erklärt. Mit Hilfe von Hilfssatz 3.1.2.3 ergibt sich

Hilfssatz 3.2.2.2. Die Thetafunktion Ω2k (z, τ) transformiert in z wie eine automorphe Form vom Gewicht k+ 3
2

bzw. 1
2 − k, in τ wie eine automorphe Form vom Gewicht 2k:

Ω2k (z, τ) = O
(
yC
(
1 +

1

y
3
2

)(
η +

1

η

))
für z, τ ∈ H, C ∈ R;
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das gilt sogar für die Summe der Absolutbeträge,

Ω2k (γ1z, τ) = Ω2k (z, τ) ·
{
j (γ1, z)

2k+3
, k gerade

j (γ1, z)
1−2k

, k ungerade
und γ1 ∈ Γ0 (4) ,

Ω2k (z, γ2τ) =

(
cz + d

|cz + d|

)2k

Ω2k (z, τ) für γ2 ∈ SL2 (Z),

∆τ
2kΩ2k (z, τ) = 4∆z

k+ 3
2
Ω2k (z, τ)−

3

4
Ω2k (z, τ) , ∆z bezieht sich auf z,∆τ auf τ.

Beweis. Man kann Ω2k als Funktion von z ∈ H und g ∈ SL2 (Z) schreiben:

y
3
4

∑

a,b,c∈Z
e
(
x
(
4ac− b2

))
f
(√
yg−1



a
b
c


)

mit

f
(


a
b
c


) =

{
P (a+ c)2 − 1

2π

}
e−2π(2a

2+b2+2c2),

P ein Polynom, vgl. Hilfssatz 3.2.2.4.

Die gleiche Argumentation wie in [Niwa 1, §2] führt zur 1. Beh. Das Anwenden der Maaßoperatoren ändert das
Wachstumsverhalten von Schwartzfunktionen nicht grundlegend. Interessanter ist die Frage, ob Ω2k wie für k = 0
bei i∞ exponentiell abfällt und der Lift daher auch für schwach-holomorphe Modulformen sinnvoll ist.
Maaßoperatoren und Laplaceoperator vertauschen (sowohl bezüglich derselben als auch verschiedener Variablen).
Anwendung der Relationen aus Hilfssatz 3.1.3.5 führt mit Hilfe von Hilfssatz 3.1.2.3 zur Differenzialgleichung von
Ωk. �

Satz 3.2.2.3. Automorphe Spitzenformen vom Gewicht −2k, k ∈ N0 mit Eigenwert −k (1 + k) entsprechen unter
der Ω-Korrespondenz automorphen Formen vom Gewicht k + 3

2 (k gerade) bzw. 1
2 − k (k ungerade) mit Spektral-

parameter 2k+1
4 :

∫

F

f (τ) Ω2k (z, τ)dµ =





2k! y
2k+3

4

∑
n∈N

n
k
2C−n (f) e (nz) , k gerade,

2k! y
1−2k

4

∑
n∈N

n−
k+1
2 C−n (f) e (nz) +

∑
n≤0

c′n (y) e (nx) , k ungerade.

Beweis. Spezialfall der Gleichungen (3.2.2.1) ff.

Nach Hilfssatz 3.1.3.3 ist 2k!C−n (f) = (k − 1)!C−n
(
E+
−2kf

)
; (3.2.2.1) und W k

2+
3
4 ,

k
2+

1
4
(4πny) = (4πny)

2k+3
4 e−2πny.

Wegen Hilfssatz 3.2.2.2 gibt es keine Konvergenzprobleme für automorphe Spitzenformen. �

Bemerkung. Diese Überlegungen waren eher heuristischer Natur zur Konstruktion des Thetakerns. Eine sinnvolle
Klasse von Funktionen für die Theta-Korrespondenz wird in [Bruinier Funke 2, 3. Weak Maass forms] eingeführt.

Falls die Konvergenz keine Schwierigkeiten macht, hat man dabei auch [Zagier 13, Theorem 11] (k ungerade)
erklärt:

Folgerung 3.2.2.3.1. [Zagier 13, Theorem 11]
Für gerades k, d.h. k = 0, 2, 4, 6;F1 = j − 744, F3 = E2

4 /∆, F5 = E4 /∆ und F7 = 1/∆ ist9
∫

F

η−kFk+1 (τ) Ω2k (z, τ)
dξ dη
η2

= −2 (4πi)k y 2k+3
4 γk+1 (z) ;

9dann ist Fk+1 = F−2k (1, τ) , γk+1 = Fk+ 3
2
(1, z) im Sinne von Anhang C.3.3
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γk+1 (z) = q−1 +O (q) ∈M !
k+ 3

2

sind eindeutig gegeben durch:

γ1 (z)=
E4 (4z)α

144∆ (4z)
=

16E4 (4z)

θ3 (z) θ42 (z)
, γ3 (z) =

5E6 (4z)α (z) + E4 (4z)β (z)

864∆ (4z)
,

γ5 (z)=
5E2

4 (4z)α (z) + E6 (4z)β (z)

864∆ (4z)
, γ7 (z) = E4 (4z)γ3 (z)

mit den Spitzenformen

α (z) := E6 (4z)E 7
2
(z)− E4 (4z)E 11

2
(z) ∈ S+

9 1
2

(Γ) ,

β (z) := E4 (4z)
2
E 7

2
(z)− E6 (4z)E 11

2
(z) ∈ S+

11 1
2

(Γ)

und

θ3 (z) :=
∑

n∈Z
qn

2 ∈M+
1
2

(Γ0 (4)) , θ
4
2 (z) := 16

∞∑

n=1
ungerade

σ (n) qn ∈M2 (Γ0 (4)) .

Beweis. Sei ∂h =
1

2πi

∂

∂τ
− h

4πη
wie in [Zagier 13, vor Theorem 11]. Wegen Hilfssatz 3.1.3.3 ist10:

E+τ
h

(
η

h
2 F (τ)

)
= −8πη h

2 +1∂hF (τ) für (schwach-)holomorphe F vom Gewicht h,

also

(8π)k Φk+1 (τQ) := (−8π)k ∂−2 ◦ ∂−4 ◦ · · · ◦ ∂−2kFk+1 (τ)
∣∣∣
τ=τQ

= E+τ
−2 ◦E+τ

−4 ◦ · · · ◦ E+τ
−2k

(
η−kFk+1 (τ)

) ∣∣∣
τ=τQ

= 2kk! ck =

(√
d

a

)k
Ck [Fk+1; τQ]

mit den kanonische Taylorkoeffizienten Ck [F ; τQ] für holomorphe Funktionen F vom Gewicht −2k, definiert durch

1

(1− w)−2k
F

(
τQ − τQw
1− w

)
=

∞∑

n=0

Cn [F ; τQ]
wn

n!
(|w| < 1) , vgl. (3.1.3.2).

Insgesamt ist

k!C−n
(
η−kFk+1

)
= (4π)

k
∑

Q∈Γ\Q−n

Φk+1 (τQ)

wQ
,(3.2.2.2)

d.h.

n. ter Koeff. des Zagier-Lifts
Satz 3.2.2.3

= n
k
2 (4π)k C−n (Φk+1) .

Damit ist die Folgerung bis auf einen konstanten Faktor bewiesen11. �

Für k = 0 sind die Konvergenzfragen in [Funke, 4.1] geklärt. Die Kernfunktion Ω0 (z, τ) verschwindet bei τ → i∞
wie e−Cη

2

. Das lässt sich auf den gewichteten Fall übertragen, vgl. Abschnitt 3.2.3. Daher ist die Ω−Korrespondenz
auf schwach-holomorphen Modulformen definierbar.

Hilfssatz 3.2.2.4. Für k ∈ 2N0, d = b2 − 4ac sei

ω2k,n (z, τ) :=−
1

2π
E+

2n−k− 5
2

◦ · · · ◦ E+
−k− 1

2


y

2k+3
4 e (−dz)

(
aτ2+bτ+c

η

)k

e
4πy

(
a|τ|2+b ξ+c

η

)2


 .

10E+τ
h (f) ist die Maaßableitung bezogen auf τ

11Hier wird über positiv und negativ definite Formen summiert
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Dann gilt

ω2k,n (z, τ) =

(√
y
(
aτ2 + bτ + c

)

η

)k
ω0,n (z, τ) ,

ω0,n (z, τ) =−
y

3
4 e (−dz)

2πe
4πy

(
a|τ|2+b ξ+c

η

)2 He2n

(
√
8πy

a |τ |2 + b ξ + c

η

)

mit den Hermite-Polynomen

He2n (x) = (−1)n (2n− 1)!! exp

(
x2

2

)
1F1

(
n+

1

2
,
1

2
;−x

2

2

)
.

Mit Hilfe dieser Funktionen läßt sich die Kernfunktion konstruieren. Für k ∈ 2N0 :

Ω2k (z, τ) =
∑

a,b,c∈Z
ω2k,k+1 = − (2k + 1)!!

y
2k+3

4

2πηk

∑

d≡0,1 (mod 4)

e (−dz)
∑

|Q|=d
Qk (τ , 1) 1F1

(
k +

3

2
;
1

2
;−4πy q

2 (τ)

η2

)
;

für ungerades k ∈ N :

Ω2k (z, τ) =
23k+2πky

2k+5
4

ηk+1

∑

a,b,c∈Z
e (−dz)

(
aτ2 + bτ + c

)k

e
4πy

(
a|τ|2+bξ+c

η

)2

(
a |τ |2 + b ξ + c

)
.

Beweis. 1) k gerade:
Wir verwenden vollständige Induktion nach n:
Für n = 0 lautet die erste Aussage:

ω2k,0 =

(√
y q (τ )

η

)k
ω0,0 (z, τ) , setze ω0,0 (z, τ) := −

y
3
4 e (−dz)

2πe
4πy

(
a|τ|2+b ξ+c

η

)2 .

Es gibt nichts zu beweisen. Der Schluss von n auf n+ 1 geht folgendermaßen:

ω2k,n+1 = E+
2n−k− 1

2

ω2k,n =

{
2iy ∂x + 2y ∂y +

(
2n− k − 1

2

)}{(√
yq (τ )

η

)k
ω0,n

}

=

(
q (τ)

η

)k {
2iy

k
2 +1 ∂xω0,n + 2y

k

2
y

k
2−1ω0,n + 2y

k
2 +1∂yω0,n +

(
2n− k − 1

2

)
y

k
2 ω0,n

}

=

(
q (τ)

η

)k
y

k
2 E+

2n− 1
2

ω0,n =

(√
y
q (τ )

η

)k
ω0,n+1.

Der explizite Ausdruck für die ω0,n lässt sich ebenfalls induktiv bestätigen. Für n = 0 ist alles klar.

Sei ω0,n = − (2n− 1)!!
y

3
4 e (−dz)
2πery

1F1

(
−n; 12 ; ry

)
mit r := 4π

(
a|τ |2+bξ+c

η

2
)

schon bewiesen. Dann ist nach Defini-

tion ω0,n+1 = −
(2n− 1)!!

2π
E+

2n− 1
2

(
y

3
4 e−2πidz−ry 1F1

(
−n; 12 ; ry

))
und mit Φ := y

3
4 e−2πidx−2πdy−ry 1F1

(
−n; 1

2 ; ry
)
:

E+
2n− 1

2

(Φ) = 2iy (−2πid)Φ + 2y

{
3Φ

4y
− (2πd+ r) Φ + y

3
4
e (−dz)
ery

∂

∂y
1F1

(
−n; 1

2
; ry

)}
+

(
2n− 1

2

)
Φ

= (2n+ 1− 2ry)Φ + 2y
7
4 r
e (−dz)
ery

1F1

(
1− n; 3

2
; ry

)

=
y

3
4 e (−dz)
ery

{
(2n+ 1− 2ry) 1F1

(
−n; 1

2
; ry

)
− 4nry 1F1

(
1− n; 3

2
; ry

)}

[AS, (13.4.11)]
= (2n+ 1)

y
3
4 e (−dz)
ery

1F1

(
−n− 1;

1

2
; ry

)

(A.7.3.3)
= (2n+ 1) y

3
4 e (−dz) 1F1

(
n+

3

2
;
1

2
;−ry

)
.
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Daraus folgt die Induktionsbehauptung.Die Darstellung mit Hilfe von Hermite-Polynomen verwendet [AS, 22.3.11],
[AS, 22.5.56].

2) k ungerade: zu zeigen ist

23k−2πk−1 {2 (τ − τ ) ∂τ + (2k − 2) ∗}


y

2k+1
4 e2πid(−x+iy)

(
aτ2+bτ+c

τ−τ
2i

)k−1

e
4πy


aττ+b τ+τ

2 +c
τ−τ
2i




2




=
23k+2πky

2k+5
4

ηk+1
e (−dz)

(
aτ2 + bτ + c

)k

e
4πy

(
a|τ|2+bξ+c

η

)2

(
a |τ |2 + b ξ + c

)
.

Das lässt sich leicht mit Mathematica überprüfen. �

Unter der Voraussetzung der Konvergenz ergibt das:

Satz 3.2.2.5. Die Liftung von schwach-holomorphen Modulformen f ∈M !
−2k nach

g (z) =
∫
F

Ωhol
2k (z, τ) f (τ) dµ ∈M !

k+ 3
2

aus [Zagier 13, Theorem 11] hat folgenden Integralkern:

Für k ∈ 2N0

Ωhol
2k (z, τ) = − (2k + 2)!

2k+2πη2k

∑

d≡0,1 (mod 4)

e (−dz)
∑

|Q|=d

Qk (τ , 1)

e4πy(
q(τ)
η )

2

k+1∑

j=0

(
−16πy q

2(τ)
η2

)j

(k + 1− j)! (2j)!

= − (2k + 1)!!

2πη2k

∑

d≡0,1 (mod 4)

e (−dz)
∑

|Q|=d
Qk (τ, 1) 1F1

(
k +

3

2
;
1

2
;−4πy q

2 (τ)

η2

)

und für k ∈ Nungerade

Ωhol
2k (z, τ) =

23k+2πkyk+1

η2k+1

∑

a,b,c∈Z
e
((
4ac− b2

)
z
) (
aτ2 + bτ + c

)k a |τ |2 + bξ + c

e
4πy

(
a|τ|2+bξ+c

η

)2 .

Beweis. Ωhol
2k (z, τ) =

1

ηky
2k+3

4

∑

a,b,c

ω2k,k+1 (z, τ) für k gerade und Hilfssatz 3.2.2.4. Es fehlt noch der Nachweis,

dass der Integralkern wie e−Cη
2

bei i∞ abnimmt, im nächsten Abschnitt. �

3.2.3. Konvergenz. Wie in [Bruinier Funke 1, Prop. 4.1] hat man

Satz 3.2.3.1. Es gibt eine Konstante C > 0, so dass für η →∞

Ω2k (z, τ) =
(
e−Cη

2
)

gleichmäßig in ξ.

Beweis. Ich beschränke mich im folgenden immer auf gerades k.

Die Summe über alle ganzzahligen a, b, c im Kern Ω2k wird durch Poisson-Summation bezüglich c vereinfacht. Sei

t = − 2
√
y

η

(
a |τ |2 + bξ + c

)
und

f (c) = e
(
−
(
b2 − 4ac

)
z
) (
aτ2 + bτ + c

)k
1F1


k + 3

2
;
1

2
;−4πy

(
a |τ |2 + bξ + c

η

)2

 .
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Dann ist

f̂ (w) =

∞∫

−∞

f (c) e (−cw)dc

= −
(

η

2
√
y

)k+1

e
(
(w − 4az)

(
a |τ |2 + bξ

)
− b2z

) ∞∫

−∞

e2πiut (t+ v)
k

1F1

(
k +

3

2
;
1

2
;−πt2

)
dt(3.2.3.1)

mit u = η
2
√
y (w − 4az) und v = 2i

√
y (2aτ + b) .Das Integral ist wegen (A.7.3.3) von der Form

∞∫
−∞

e2πiut−πt
2

P (t)dt

mit einem Polynom P (t). P kann im folgenden verschiedene Polynome bezeichnen. Das lässt sich geschlossen
auswerten, vgl. (D.1.3.5):

∞∫

−∞

tne2πiut−πt
2

dt = e−πu
2

P (u) .

Also ist
∞∫

−∞

tn 1F1

(
k +

3

2
;
1

2
;−πt2

)
e (ut)dt = e−πu

2

P (u) .

Den konstanten Teil dieses Polynoms erhält man, indem man u = 0 setzt und hat für n = 0, 1, 2, . . . , k nach
(D.1.3.6):

∞∫

−∞

tn 1F1

(
k +

3

2
;
1

2
;−πt2

)
dt = 0.

Das bedeutet

(3.2.3.2)

∞∫

−∞

e2πiut (t+ v)
k

1F1

(
k +

3

2
;
1

2
;−πt2

)
dt = e−πu

2

uPk (u, v) ,

mit

Pk (u, v) = uk+2
k∑

m=0

vm
(
ck,m,0u

m + ck,m,1u
m+2 + · · ·+ ck,m,k−mu

2k−m) .

Das Integral ist bei unendlich fallend wie e−Cη
2

, außer w = a = u = 0; dann verschwindet aber das Polynom. Die

anderen Faktoren in (3.2.3.1) sind auch O
(
e−Cη

2
)
, daher auch f̂ (w) = O

(
e−Cη

2
)
. Insgesamt ergibt sich

Ω2k (z, τ) =
(2k + 1)!! η2

2k+2π 4
√
y

∑

a,b,w

(w − 4az)P

(
η√
y
(w − 4az) ,

√
y (2aτ + b)

)
·

· e
(
−zb2

)
e
(
(w − 4az)

(
a |τ |2 + bξ

))
exp

(
−πη

2

4y
(w − 4az)

2

)

=
(2k + 1)!! η2

2k+2π 4
√
y

∑

a,b,w

(w − 4az)P

(
η√
y
(w − 4az) ,

√
y (2aτ + b)

)
·

· e
(
−zb2

)
e
(
(w − 4az)

(
a |τ |2 + bξ

))
e
(
4a2η2z − aη2w

)
exp

(
−πη

2

4y
|w − 4az|2

)

=
(2k + 1)!! η2

2k+2π 4
√
y

∑

a,b,w

(w − 4az)P

(
η√
y
(w − 4az) ,

√
y (2aτ + b)

)
·

· e
(
−z (b+ 2aξ)

2
)
e ((aξ + b) ξw) exp

(
−πη

2

4y2
|w − 4az|2

)
(3.2.3.3)

�
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3.2.4. Heckeoperatoren. Aus den gleichen Gründen wie in Satz 3.1.6.3 ist diese Korrespondenz verträglich
mit den Heckeoperatoren:

Satz 3.2.4.1. Für automorphe Formen f vom Gewicht −2k, k ∈ 2N0 ist

∫

F

Tp (f (τ))Ω2k (z, τ)
dξ dη
η2

= Tp2
∫

F

f (τ) Ω2k (z, τ)
dξ dη
η2

.

Beweis.∫

F

Tp (f (τ))Ω2k (z, τ)dµ
(3.2.2.1)

=

(
ν − k − 1

2

)

2k+2

∑

n<0

C−n (Tp (f))

22k+
5
2π

k
2+

5
4 |n|

3
4

W− k
2− 3

4 ,
ν
2
(4π |n| y) e (nx)

+
∑

n>0

C−n (Tp (f))

2k+
3
2 π

k
2+

3
4n

3
4

W k
2+

3
4 ,

ν
2
(4πny) e (nx)

=
1√
p





(
ν − k − 1

2

)

2k+2

∑

n<0

C−np2 (f) +
(
−n
p

)
C−n (f) + pC− n

p2
(f)

22k+
5
2π

k
2+

5
4 |n| 34

W− k
2− 3

4 ,
ν
2
(4π |n| y) e (nx)

+
∑

n>0

C−np2 (f) +
(
−n
p

)
C−n (f) + pC− n

p2
(f)

2k+
3
2π

k
2+

3
4n

3
4

W k
2+

3
4 ,

ν
2
(4πny) e (nx)



 = Tp2

∫

F

f (τ)Ω2k (z, τ)
dξ dη
η2

.

�

Hecke-Maaß Eigenformen korrespondieren wieder mit Hecke-Maaß Eigenformen zu den gleichen Eigenwerten, falls
sie existieren. Wegen (3.1.6.3) gibt es aber keine holomorphen Eigenformen12. Aus heuristischen Gründen habe ich
den nachfolgenden Satz dennoch eingefügt, denn es gibt eine Korrespondenz von Eisensteinreihen, die zwar nicht
in den hier betrachteten Definitionsbereich fallen, aber die gleichen Relationen zwischen den Koeffizienten erfüllen.
Insbesondere gibt es wieder die gleichen Relationen zwischen den Fourierkoeffizienten wie beim Shimura-Lift.

Satz 3.2.4.2. Zwischen den Fourierkoeffizienten der korrespondierenden Hecke-Maaß Spitzenformen
f (τ) =

∑
n6=0

anW−k sign n,ν (4π |n| y) e (nx) mit a1 = 1 und F (τ) =
∑
n6=0

bnW 2k+3
4 signn, ν2

(4π |n| y) e (nx) besteht

für alle Fundamentaldiskriminanten D folgender Zusammenhang:

LD (s+ 1)

∞∑

n=1

b−n2D

ns−
1
2

= b−D

∞∑

n=1

an
ns
.

Beweis. Man kann wieder eine Hecke-normalisierte Orthogonal-Basis von Hecke-Maaß Eigenformen fj finden
mit

fj (τ) =
∑

m 6=0

aj (m)√
|m|

Wk signm,ν (4π |m| y) e (mx) ,

aj (n) aj (m) =
∑

d|ggT(m,n)
d>0

aj

(mn
d2

)
,

L (fj , s) =

∞∑

n=1

aj (n)

ns
=
∏

p

(
1− aj (p) p−s + p−2s

)−1
.

Die Funktionen Fj (z) =
∫
F

fj (τ) Ω2k (z, τ)
dξ dη
η2 mit den Fourierkoeffizienten bj sind ebenfalls Hecke-Maaß Eigen-

formen zu den Eigenwerten aj (n) und für die Fourierkoeffizienten von Tp2Fj gilt wieder

aj (p) bj (n) = p bj
(
np2
)
+ p−

1
2

(
n (−1)k+1

p

)
bj (n) + p−1bj

(
n

p2

)
.

12der Form
∑

n>n0

anqn.
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Der Satz folgt wie im Beweis des Shimura-Lifts Satz 3.1.6.4, außer dass jetzt D = (−1)k+1
n. �

Es ergibt sich wieder die

Folgerung 3.2.4.2.1. Die Fourierkoeffizienten der korrespondierenden Hecke-Maaß Spitzenformen
f (τ) =

∑
n6=0

anW−k sign n,ν (4π |n| y) e (nx) mit a1 = 1 und F (τ) =
∑
n6=0

bnW 2k+3
4 signn, ν2

(4π |n| y) e (nx) erfüllen

für Fundamentaldiskriminanten D folgende Relationen (n > 0):

√
n
∑

d|n

χD (d) b−n2D/d2

d
3
2

= b−D · an bzw. b−D ·
∑

d|n

µ (d)χD (d) an/d

d
=
√
n b−n2D.

Insbesondere lässt sich die Liftung für Hecke-Maaß Spitzenformen ähnlich der Shimura-Korrespondenz umkehren.

Falls Satz 3.2.4.1 auch für schwach-holomorphe Formen zutrifft, d.h.
∫

F

Tp (J (τ))Ω0 (z, τ)
dξ dη
η2

= Tp2
∫

F

J (τ) Ω0 (z, τ)
dξ dη
η2

,

liefert das einen neuen Beweis für [Zagier 13, Theorem 5 (ii)] und beantwortet [Borcherds 2, Problem 16.5].

3.2.5. Fourierkoeffizienten. Um das Rankin-Selberg-Unfolding zur Berechnung der Fourierkoeffizienten des
Ω−lifts durchzuführen, braucht man gewisse Einschränkungen, um die Konvergenz zu gewährleisten. Für die
arithmetischen Beispiele aus [Zagier 13] ist die Klasse der harmonischen schwachen Maaßformen13 sinnvoll.

Satz 3.2.5.1. Sei k ∈ N0, f (τ) =
∑
n≥n1

cnq
n +

∑
n>0

c′nΓ (1 + 2k, 4πnη) q−n ∈ Ŝ−2k.

Dann ist die Fourierreihe des Zagier-Lifts für gerades k > 0:
∫

F

f (τ) Ωhol.
2k (z, τ) dµ=− 2 (4πi)

k
∑

m,n>0

m2k+1nkc−mnq
−m2

+ 2k!
∑

n∈N
n

k
2C+
−n
(
η−kf

)
qn ∈ S!

k+ 3
2
.

Für k = 0, c0 = 0 ist

∫

F

f (τ) Ωhol.
0 (z, τ) dµ=− 2

∑

m,n>0

mc−mnq
−m2

+ 4
∑

n>0

σ1 (n) c−n + 2
∑

n∈N
C+
−n (f) q

n + nicht-hol. ∈ Ŝ 3
2
.

Der konstante Term trägt eine nicht-holomorphe Eisensteinreihe bei:

∫

F

Ωhol.
0 (z, τ)

dξ dy
η2

= 2G 3
2
(z) =

1

8π
√
y

∑

n∈Z
β
(
4πn2y

)
q−n

2 − 1

6
+ 2

∑

n∈N
H (n) qn ∈ M̂ 3

2
.

Für ungerades k ist
∫

F

f (τ) Ωhol.
2k (z, τ)dµ ∈ Ŝ 1

2−k und der holomorphe Anteil ist

2 (−1)
k+1
2 (4π)

k

( ∑

m,n>0

nkc−mnq
−m2 − 2

Bk+1

B2k+2

∑

m>0

σ2k+1 (m) c−m

)
− 2k!

∑

n∈N
n−

k+1
2 C+

−n
(
η−kf

)
qn.

Da harmonische schwache Maaßformen ∈ Ŝ−2k eindeutig durch Hauptteil und Gewicht bestimmt sind, s. Anhang
C.3.3, ergibt sich die

13Anhang C.3



3.2. ZAGIER-LIFT 87

Folgerung 3.2.5.1.1. [Duke Jen 2, Proposition 7 u. 8]. Sei k ∈ N0, f (τ) =
∑
n≤0

cnq
n+O (1) schwach-holomorph

vom Gewicht −2k. Mit den Poincaréreihen Fk+ 1
2
(m, z) := 3

2

( ∑
γ∈Γ∞\Γ0(4)

q−m|k+ 1
2
γ (z)

)∣∣∣∣pr aus dem Kohnen-Plus-

Raum ist

∫

F

f (τ) Ωhol.
2k (z, τ)dµ =





−2 (4πi)k ∑
m,n>0

c−mnm2k+1nkFk+ 3
2

(
m2, z

)
, k gerade,

2c0G 3
2
(z)− 2

∑
m,n>0

c−mnmF 3
2

(
m2, z

)
, k = 0,

2 (−1)
k+1
2 (4π)

k ∑
m,n

c−mnnkF 1
2−k

(
m2, z

)
, k ungerade.

Insbesondere

k ∈ 2N0 :

∫

F

F−2k (n, τ) Ω
hol.
2k (z, τ)dµ =





−2 (4πin)k ∑
m|n

mk+1Fk+ 3
2

(
m2, z

)
, k gerade,

2 (−1)
k+1
2 (4πn)

k ∑
m|n

m−kF 1
2−k

(
m2, z

)
, k ungerade.

Beweise von Satz und Folgerung. Analog zum Beweis der Maaß-Shimura-Korrespondenz. Da die Kern-
funktion in den Spitzen schnell gegen Null geht, braucht man keine Regularisierung. �

3.2.6. Umkehrung der Korrespondenz. [Borcherds 2, Problem 16.10]. Da sich die Maaß-Shintani Lif-
tung umkehren lässt, vgl. Abschnitt 3.1.7, gilt das unter geeigneten Voraussetzungen auch für den Zagier-Lift. Die
Maaßoperatoren sind allerdings nicht immer umkehrbar. Das ergibt die Einschränkungen.

Satz 3.2.6.1. Für eine automorphe Spitzenform

g (z) =
∑

n6=0

bnW 2k+3
4 signn,ν (4π |n| y) e (nx)

vom Gewicht k + 3
2 , k ∈ 2N0 und Spektralparameter ν 6= ± 1

4 ,± 5
4 , . . . ,± 2k+1

4 im Bild des Zagier-Lifts ist, gilt

∫

Γ0(4)\H

g (z)Ω2k (z, τ)
dxdy
y2

=
3b−1

2k−
1
2π

k
2+

3
4

f (τ) ,

dabei ist f eine Art Shimura-Lift: Die Fourierkoeffizienten an von f sind

an =

√
n

b−D

∑

d|n

χD (d) b−n2D/d2

d
3
2

bzw. b−D
∞∑

n=1

an
ns

= LD (s+ 1)

∞∑

n=1

b−n2D

ns−
1
2

für Fundamentaldiskriminanten D.

Beweis. Sei f0 eine Hecke-normalisierte automorphe Spitzenform mit

g (z) = c

∫

F

f0 (τ) Ω2k (z, τ)
dξ dη
η2

, d.h. g (z) = − c

2π
E+
k− 1

2

◦ · · · ◦ E+
−k− 1

2

∫

F

f0 (τ) Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2

.

Die Maaßoperatoren lassen sich unter den gegebenen Umständen umkehren:

− c

2π

(
2ν − k − 1

2

)

2k+2

∫

F

f0 (τ) Θ2k (z, τ)
dξ dη
η2

= E−−k+ 3
2

◦ · · · ◦ E−
k+ 3

2

g (z)
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bzw. nach Satz 3.1.7.3

3
√
2π

1
4 c1

(4
√
π)
k
f (τ) =− 2π

c
(
2ν − k − 1

2

)
2k+2

∫

Γ0(4)\H

E+
k− 3

2

◦ · · · ◦ E+
−k− 3

2

g (z) Θ2k (z, τ)
dxdy
y2

,

f (τ) =
22k+

1
2π

k
2+

3
4

3cc1
(
2ν − k − 1

2

)
2k+2

∫

Γ0(4)\H

g (z)E−−k+ 1
2

◦ · · · ◦ E−
k+ 1

2

Θ2k (z, τ)
dxdy
y2

,

f (τ) = − 22k+
3
2π

k
2+

7
4

3cc1
(
2ν − k − 1

2

)
2k+2

∫

Γ0(4)\H

g (z)Ω2k (z, τ)
dxdy
y2

,

dabei ist c1 der erste Fourierkoeffizient von − 2π

c(2ν−k− 1
2 )2k+2

E+
k− 3

2

◦ · · · ◦ E+
−k− 3

2

g (z), d.h. c1 = − 2k+2π b−1

c(2ν−k− 1
2 )2k+2

,

vgl. [Bruggeman 1, (4.4)] und f = Shim1

(
E+
k− 3

2

◦ . . . ◦ E+
−k− 3

2

g
)
.

Gerade Formen gehen durch die Maaßoperatoren in gerade Formen über. �

Für schwach-holomorphe Modulformen ergibt sich aus Folgerung 3.2.5.1.1

Folgerung 3.2.6.1.1.

∫

F

∑

m|n

µ
(
n
m

)

mk
F−2k (m, τ)Ω

hol.
2k dµ =

{
−2 (4πi)k nk+1Fk+ 3

2

(
n2, z

)
, k gerade;

2 (−1)
k+1
2 (4π)k n−kF 1

2−k
(
n2, z

)
, k ungerade.

Beweis. Möbiussche Umkehrformeln [Apostol 1, Theorem 2.9] �

Als Analogie zum Shimura-Isomorphismus der Räume Mk+ 1
2
,M2k hat man eine Hecke-kompatible bijektive Korre-

spondenz von harmonischen schwachen Maaßformen aus Ŝ−2k, k > 0 und von schwach-holomorphen Modulformen
des Gewichts k + 3

2 mit Koeffizienten wie im Kohnen-Plus-Raum, deren Hauptteil nur Koeffizienten zu quadrati-
schen Indizes c−n2 enthält, ein Teilraum von S!+

k+ 3
2

.

Bis jetzt wurde der Kern der Maaß-Shintani Korrespondenz nur für gerades k konstruiert. Andererseits ist die um-
gekehrte Shimura-Korrespondenz [Koblitz, IV §4], [Shimura 2] in der gleichen Form auch für ungerades k gültig.
Mit Hilfe der im nächsten Kapitel 4 erwähnten Dualität von Formen des Gewichts 2 − 2k und 2k lässt sich der
Fall von ungeradem k verstehen; z.B. sieht die Umkehrung der Maaß-Shintani Korrespondenz Satz 3.1.6.4 formal
genauso aus wie die Umkehrung der Zagier-Lift Satz 3.2.4.2. Das Anwenden der Maaßoperatoren ändert die Fou-
rierkoeffizienten einer Maaßform nicht wesentlich. Also ergibt sich die Vermutung, dass die Shimura-Korrespondenz
für ungerades k genau die Zusammensetzung aus der Umkehrung des Zagier-Lifts und dem mehrfachen Anwenden
der Maaßoperatoren E+ ist:

Satz 3.2.6.2. Sei g (z) =
∑
n6=0

bnW 2k+3
4 signn,ν (4π |n| y) e (nx) ∈ V + eine Maaß-Spitzenform vom Gewicht k + 3

2 ,

k ∈ 2N0 im Bild des Zagier-Lifts. Dann ist

Shim1 (g) =
π

k
2 +

3
4

3 · 2k+ 3
2 b−1

E+
2k ◦ . . . ◦ E+

−2k

∫

Γ0(4)\H

g (z)Ω2k (z, τ)
dx dy
y2

.

Ist g auch Eigenform aller Heckeoperatoren, so ist das Shim1 (g) = ShimD (g) für alle Fundamentaldiskriminanten
D.

Beweis. Sei f̃ (τ) =
∑
n6=0

ãnW−k signn,2ν (4π |n| y) e (nx) die g unter dem Zagier-Lift entsprechende Hecke-

Maaßform mit

g (z) =

∫

F

f̃ (τ) Ω2k (z, τ)
dξdη
η2

;
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also wie in Satz 3.2.6.1
∫

Γ0(4)\H

g (z)Ω2k (z, τ)
dxdy
y2

=
3b−1

2k−
1
2 π

k
2+

3
4

f̃0 (τ) ,

falls die Korrespondenz 1− 1 ist. Dabei ist f̃0 die Hecke-Normalisierung von f̃ . Daher gilt

a1LD (s+ 1)
∞∑

n=1

b−n2D

ns−
1
2

= b−D

∞∑

n=1

an
ns
,

auch für die Koeffizienten von

f (τ) := E+
2k ◦ . . . ◦ E+

−2k

∫

Γ0(4)\H

g (z)Ω2k (z, τ)
dxdy
y2

=
∑

n6=0

anWk+1,2ν (4π |n| y) e (nx) ,

d.h. Shim (g) ist das Hecke-normalisierte f :

E+
2k ◦ . . . ◦ E+

−2k

∫

Γ0(4)\H

g (z)Ω2k (z, τ)
dxdy
y2

=
3 · 2k+ 3

2 b−1

π
k
2+

3
4

Shim (g) .

�
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Gewicht = 0 3
2

j (z) − 744
E4 α

∆
= 1

q
+ 196884q + 21493760q2 + . . . = 1

q
− 2 + 248q3 − 492q4 + 4119q7 − 7256q8 + . . .

j (z)2 − 1488j (z) + 159768
177 E4 α + 2E2

4 E11/2 (z)

∆

= 1
q2

+ 42897520q + 40491909396q2 + . . . = 2
q4

+ 1
q

− 6 − 53256q3 − 287244q4 − 16572393q7 + . . .

j (z)3 − 2232j (z)2 + 1069956j (z) − 36866976

(
3j2 − 4680j + 972676

)
E4 α + 6 (j − 744) E2

4 E11/2 (z)

∆
= 1

q3
+ 2592899910q + 12756069900288q2 + . . . = 3

q9
+ 1

q
− 8 + 12288992q3 − 153540528q4 + 67515202851q7 − . . .

Gewicht = −2 − 1
2

E4 (z) E6 (z)

∆ (z)

β
∆

= 1
q

− 240 − 141444q − 8529280q2 + . . . = 1
q

+ 10 − 64q3 + 108q4 − 513q7 + 808q8 + . . .

E4 (z) E6 (z)

∆ (z)
(j (z) − 504)

5 E2
4 E7/2 (z) + 3E6 E11/2

16∆
= 1

q2
− 2160 − 68234240q − 34428048516q2 − . . . = 1

2q4
+ 1

q
+ 45 + 16128q3 + 66096q4 + 2225151q7 + . . .

E4 (z) E6 (z)

∆ (z)

(
j (z)2 − 1248j (z) + 180252

) (5j − 3696) E2
4 E6 α + (j − 1488) E3

4 β + 8884∆β

18∆2

= 1
q3

− 6720 − 6446476530q − 16767789046272q2 − . . . = 1
3q9

+ 1
q

+ 280
3

− 3845376q3 + 36348912q4 − 9258231717q7 − . . .

Gewicht = −4 7
2

E4 (z)2

∆ (z)

5 E6 α + E4 β

6∆
= 1

q
+ 504 + 73764q + 2695040q2 + . . . = 1

q
− 384q3 + 1248q4 − 19473q7 + 40768q8 + . . .

E4 (z)2

∆(z)
(j (z) − 1248)

(−4j + 1245) E6 α + (4j − 3927) E4 β

6∆
= 1

q2
+ 16632 + 86241280q + 24916561956q2 + . . . = 8

q4
+ 1

q
+ 119808q3 + 896256q4 + 96339951q7 + . . .

E4 (z)2

∆(z)

(
j (z)2 − 1992j (z) + 714996

)
(
135j2 − 132192j + 7332260

)
E6 α +

(
27j2 − 46656j + 10631764

)
E4 β

6∆
= 1

q3
+ 122976 + 13305642390q + 19326934844928q2 + . . . = 27

q9
+ 1

q
− 30506496q3 + 521607552q4 − 418027463637q7 + . . .

Gewicht = −6 − 5
2

E6 (z)

∆ (z)

α

∆
= 1

q
− 480 − 28404q − 682240q2 + . . . = 1

q
− 2 + 8q3 − 12q4 + 39q7 − 56q8 + . . .

E6 (z)

∆ (z)
(j (z) − 264)

(1152 − j)∆α + E4 E6 β

96∆2

= 1
q2

− 61920 − 87326720q − 15382933236q2 − . . . = 1
8q4

+ 1
q

− 129
4

− 3336q3 − 10944q4 − 233433q7 − . . .

E6 (z)

∆ (z)

(
j (z)2 − 1008j (z) + 61452

)
(
5j2 − 7416j + 783432

)
∆α + (j − 504) E4 E6 β

162∆2

= 1
q3

− 1050240 − 22876173090q − 19556393905152q2 − . . . = 1
27q9

+ 1
q

− 4376
27

+ 935712q3 − 6925488q4 + 1078227411q7 − . . .

Gewicht = −8 11
2

E4 (z)

∆ (z)

5 E2
4 α + E6 β

6∆
= 1

q
+ 264 + 8244q + 139520q2 + . . . = 1

q
+ 312q3 − 1632q4 + 57351q7 − 144704q8 + . . .

E4 (z)

∆ (z)
(j (z) − 1008)

(−16j + 20709) E2
4 α + (16j − 3807) E6 β

6∆
= 1

q2
+ 135432 + 71434240q + 8126603316q2 + . . . = 32

q4
+ 1

q
− 185544q3 − 2022624q4 − 438452217q7 + . . .

E4 (z)

∆ (z)

(
j (z)2 − 1752j (z) + 417636

)
(
1215j2 − 2385288j + 825614132

)
E2
4 α +

(
243j2 − 239112j + 13472164)

)
E6 β

6∆
= 1

q3
+ 5196576 + 32915684070q + 17401742189568q2 + . . . = 243

q9
+ 1

q
+ 59018208q3 − 1428071808q4 + 2199449986419q7 + . . .

Spitzenformen α = η18θ4 (z) , β =
1

144

{
E2

4 E7/2 (z)− E6 E11/2 (z)
}
,

Argumente 4z wurden weggelassen: j = j (4z) , η = η (4z) ,E = E (4z) , . . .;

Tabelle 1. Zagier-Lift

linke Spalte: F−2k (n, z) , rechte Spalte:
(−1)[

k
2
+1]

2 (4πn)k

∫

F

F−2k (n, τ )Ω
hol.
2k (z, τ )dµ
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3.3. Beispiel: Eisensteinreihen

Die Korrespondenzen von automorphen Formen ganzen und halbganzen Gewichts lassen sich auf harmonische
schwache Maaßformen erweitern. Für den Zagier-Kern hat man einfache Konvergenz, da er mehr als exponentiell
abfällt. Beim Shintani-Kern müssen die Integrale regularisiert werden. [Choie Lim 2] betrachten die Shimura-
Korrespondenz für harmonische schwache Maaßformen.

Definitionen und Fourierentwicklung von metaplektischen Eisensteinreihen, s. Anhang C.3.2.4.

Aufgrund der Eigenschaften des Thetakerns übertragen sich die Spektralparameter (bis auf den Faktor 2) au-
tomatisch, ebenso wie die Hecke-Eigenwerte, und da das Spektrum der Spitzenformen diskret ist, müssen Ei-
sensteinreihen zu beliebigem Spektralparameter im Falle der Konvergenz der auftretenden Integrale wieder mit
Eisensteinreihen korrespondieren.14 Es ist allerdings notwendig, die Integrale zu regularisieren, da die bisherigen
Untersuchungen meist für Spitzenformen gedacht waren.

Mit den erwähnten Methoden und dem Rankin-Selberg „Unfolding“ hat man leicht folgende Sätze:

Satz 3.3.1 (Kudla-Millson). Für k = 0, s 6= ρ
2 , 1 und k ∈ 2N, s 6= 1− |k| , . . . ,−2,−1, ρ2 ist:

∫

F

E−2k (τ, s)Ω2k (z, τ)
dξ dη
η2

= − (−1)k
2
Γ (k + 1− s) Γ

(
s+k+2

2

)
ζ (s)

2k+1−sπ
s+k+2

2 Γ (1− s)
Ek+ 3

2

(
z,

2s+ 1

4

)
.

Mit den vervollständigten Funktionen

E∗−2k (τ, s) := π−sΓ (s+ k) ζ (2s) E−2k (τ, s)

und

E∗k+ 3
2
(z, t) :=

(
2

π

)2t− 1
2
(
t− 1

4

)

k
2+1

Γ

(
2t− 1

2

)
ζ (4t− 1)Ek+ 3

2
(z, t)

ist

∫

F

E∗−2k (τ, s)Ω2k (z, τ)
dξ dη
η2

= − (−1) k
2 (s− k)2k

2k+1−2sπ
s+k+2

2

Γ
(s
2

)
ζ (s) E∗k+ 3

2

(
z,
s

2
+

1

4

)

für s ∈ C, außer k = 0, s = 0 ∨ 1.

Bemerkung. Die Funktionalgleichung für E−2k (τ, s) hat die Funktionalgleichung für Ek+ 3
2

(
z, 2s+1

4

)
zur Folge.

Satz 3.3.2 (holomorph). Sei k ∈ 2N, q := e2πiτ ,

G−2k (τ) :=η
kζ (2k + 1)E−2k (τ,−k) = ζ (2k + 1) +

4kζ (2k + 2)

π
η2k+1 +

∑

n>0

σ−2k−1 (n)


qn + qn

2k∑

j=0

(4πnη)
j

j!




und

Gk+ 3
2
(z) :=

∑

N≥0
H (k + 1, N) qN =

ζ (−2k − 1)

2k+
5
2 y

k
2+

3
4

Ek+ 3
2

(
z,
k

2
+

3

4

)

die eindeutig definierte ([Zagier 2], [Cohen]-)Eisensteinreihe aus M+
k+ 3

2

zur Gruppe Γ0 (4). Dann ist
∫

F

G−2k (τ) Ω
hol
2k (z, τ)

dξ dη
η2

= (−1)k
2 (4π)

k
ζ (k + 1)Gk+ 3

2
(z) .

Satz 3.3.3 (Umkehrung). Für k ∈ 2N0,Re ν > − 2k+1
4 ist:

∫

Γ0(4)\H

Ek+ 3
2

(
z,

1

2
+ ν

)
Ω2k (z, τ)

dx dy
y2

=
3Γ
(
k + 1

2 + 2ν
)
ζ (4ν + 1)

2k+4νπ
k
2+

3
4+νΓ

(
ν − k

2 − 1
4

) E−2k
(
z,

1

2
+ 2ν

)
.

14Es reicht, die konstanten Fourierkoeffizienten zu vergleichen.
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Satz 3.3.4 (Maaß-Shintani). Für k ∈ 2N ist

R.

∫

F

E2k (τ, s)Θ2k (z, τ)dµ = (4π)
− k+1−s

2 Γ

(
k + 1− s

2

)
ζ (1− s) Ek+ 1

2

(
z,
s

2
+

1

4

)
.

und mit den vervollständigten Eisensteinreihen

E∗2k (τ, s) := π−sΓ (s+ k) ζ (2s)E2k (τ, s)

und

E∗k+ 1
2
(z, t) :=

(
2

π

)2t− 1
2 (
t+

1

4

)
k
2

Γ

(
2t− 1

2

)
ζ (4t− 1)Ek+ 1

2
(z, t) ,

R.

∫

F

E∗2k (τ, s)Θ2k (z, τ)dµ =

(
1−s
2

)
k
2

(4π)
s+k
2

Γ

(
s+ k

2

)
ζ (s) E∗k+ 1

2

(
z,
s

2
+

1

4

)
.

Satz 3.3.5 (holomorph). Sei k ∈ 2N, κ = k + 1
2 und G2k (τ) := −B2k

4k +
∞∑
n=1

σ2k−1 (n) e (nτ) die holomorphe

Eisensteinreihe in M2k (SL2 (Z)). Sie korrespondieren mit den Cohen-Eisensteinreihen

Gκ (z) :=

∞∑

N=0

H (k,N) qN = y−
κ
2 ζ (1− 2k) Eκ

(
z,
κ

2

)

des Gewichts κ, wenn man Borcherds’ Regularisierung verwendet:

R.

∫

F

G2k (τ) Θ
hol
2k (z, τ)

dξ dη
η2

= −Bk
4k
Gk+ 1

2
(z) .

Satz 3.3.6 (Shimura). Die Ek+ 1
2

(
z, 12 + 2ν

)
sind Hecke-Maaßformen und

Shim1

(
E2k

(
1

2
+ 2ν, s

))
= c−1 Ek+ 1

2

(
z,

1

2
+ ν

)

mit c = erster Fourierkoeffizient von Ek+ 1
2

(
z, 12 + ν

)
, und im holomorphen Fall ist mit den H (k, n) aus [Cohen]

für k ∈ N und Fundamentaldiskriminanten D mit (−1)kD > 0:
∑

t|n
χD (t) tk−1H

(
k,
n2 |D|
t2

)
= H (k, |D|)σ2k−1 (n) .

Satz 3.3.7 (Niwa). Für k ∈ 2N0 ist

R.

∫

Γ0(4)\H

Ek+ 1
2

(
z,

1

2
+ ν

)
Θ2k (z, τ)

dxdy
y2

=
3Γ
(
ν + k

2 + 1
4

)
ζ (4ν + 1)

(4π)
ν+ k

2+
1
4

E2k

(
τ,

1

2
+ 2ν

)
.



Teil 2

Mock-Modulformen



KAPITEL 4

Konvergenz durch Regularisierung

Im Zusammenhang mit harmonischen schwachen Maaßformen fallen verschiedene Dinge
auf. Die nicht-holomorphe Eisensteinreihe E2−k, vgl. (4.1.1) und Anhang (C.3.2.1.1), ist
eine (k − 1)-fache Stammfunktion der holomorphen Eisensteinreihe Ek vom Gewicht k.
Solche Stammfunktionen heißen Eichlerintegrale. Die nicht-holomorphen Fourierkoeffi-
zienten sind gleich den holomorphen. Der holomorphe Anteil einer harmonischen schwa-
chen Maaßform ist Eichlerintegral f̃ einer schwach-holomorphen Modulform f ∈M !

k von
komplementärem Gewicht und der nicht-holomorphe Anteil ist modifiziertes Eichlerinte-
gral ˜̃g einer (anderen) solchen Form. Allgemein gibt es eine mathcalC∞−Fortsetzung

von f̃ (z) , z ∈ H auf ˜̃f (−z) , z ∈ H−. Entsprechend macht es oft Sinn, die Reihensumme
für f̃ in der unteren Halbebene zu bilden und man kommt so (z.B. bei Poincaréreihen) auf
die Fourierkoeffizienten des nicht-holomorphen Anteils von F . Dabei treten drei Themen
miteinander in Beziehung: Das Wachstumsverhalten am Rand der hyperbolischen Halb-
ebene, die Fortsetzbarkeit über die Spitzen hinaus in die untere Halbebene und die Frage
nach der Komplettierbarkeit von Ramanujans holomorphen Mock-Thetafunktionen zu
harmonischen schwachen Maaßformen. [Zwegers 1] fand die Antwort auf den letzten
Punkt mit Hilfe des Transformationsverhaltens von modifizierten Eichlerintegralen.
Ein überraschendes Ergebnis ist, dass es zu jeder Modulform

∑
n≥n0

anq
n ∈ M !

k, k > 1

eine harmonische schwache Maaßform
∑
n≥n0

an
nk−1

qn +
∑
n≥n1

a′nΓ (k − 1, 4πny) q−n vom

Gewicht 2− k gibt.

4.1. Notationen

Dieses Kapitel basiert auf der Theorie der schwach-holomorphen Modulformen bzw. harmonischen schwachen
Maaßformen, vgl. Anhänge C.1 und C.3. Der ’slash’ Operator |k ist folgendermaßen zu lesen:

Modulgruppe SL2 (Z) : f |kγ (z) = (cz + d)
−k
f (γz) ,

Kongruenzuntergruppe Γ0 (4) : f |kγ (z) =
(( c
d

)
εd
)2k

(cz + d)−k f (γz) ,

metaplektische Gruppe Mp2 (Z) : f |kγ (z) = φ (z)
−2k

(Mγ,φ)
−1
f (γz) ,

mit der gemeinsamen Eigenschaft: f |kγ1|kγ2 (z) = f |k (γ1γ2) (z) .

Sei k ∈ 2Z. Wir benötigen folgende Eisensteinreihen ([Bruggeman 1, 3.2], [Diamond Shur, 4.10 Nonholomor-
phic Eisenstein series], Anhang C.3.2):

Ek (z) :=
∑

γ∈SL2(Z)

|cz + d|−s (cz + d)
−k
∣∣∣∣
s=0

=
1

2

∑′

m,n∈Z
ggT(m,n)=1

1

|mz + n|2s (mz + n)
k

∣∣∣∣
s=0

,

absolut und gleichmäßig konvergent für Re s > 1 − k
2 . Anhand der Fourierreihe C.2.1.1 kann man sie auf s = 0

analytisch fortsetzen. Für k > 2 sind das die bekannten holomorphen Eisensteinreihen

Ek (z) = 1− 2k

Bk

∞∑

n=1

σk−1 (n) q
n.

94
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Man hat folgende Fourierentwicklung für negatives Gewicht 2− 2k, k ≥ 2 :

G2−2k (z) := ζ (2k − 1)E2−2k (z)

= ζ (2k − 1) +
(−4)k−1

π
ζ (2k) y2k−1 +

∞∑

n=1

σ−2k+1 (n)

{
qn +

Γ (2k − 1, 4πny)

(2k − 2)!
q−n

}
(4.1.1)

= ζ (2k − 1) +
(−4)k−1

π
ζ (2k) y2k−1 +

∞∑

n=1

σ−2k+1 (n)



q

n + q̄n
2k−2∑

j=0

(4πny)
j

j!



 ,

vgl. auch [Bri Gu Ke On, Theorem 2.4]. Der Begriff der Modulform soll auf diese Fälle verallgemeinert werden:

Definition 4.1.1. [Bruinier Funke 2] Eine C∞−Funktion f : H → C heißt harmonische schwache Maaßform
f ∈ M̂!

k (Γ
′) vom Gewicht k ∈ 1

2Z zur Kongruenzuntergruppe Γ′ ⊂ SL2 (Z), falls

(1) ∀γ ∈ Γ′ : f
∣∣
k
γ = f.

(2) y
k
2 f ist eine Maaßform zum Eigenwert1 k

2

(
1− k

2

)
des Laplaceoperators ∆k.

(3) Das Wachstum ist in allen Spitzen höchstens exponentiell: f
∣∣
k
γ (z) = O (ecy) , y →∞.

4.2. Eichlerintegrale, Perioden- und L−Funktionen

4.2.1. SL2 (Z). Mit [Bol]’s Identität (Lemma C.3.5.2) folgt, dass Modulformen vom Gewicht 2 − 2k, k ∈ N
durch D2k−1 auf Modulformen abgebildet werden. Lässt sich dieser Schluß umkehren? Wie sieht es mit (2k − 1)−
fachen Stammfunktionen, sogenannten Eichlerintegralen f̃ von Modulformen f ∈M2k aus, vgl. [Zagier 9]:

f̃ (z) : = − (2πi)
2k−1

(2k − 2)!

i∞∫

z

(f (τ) − a0) (τ − z)2k−2 dτ =

∞∑

n=1

an
n2k−1 q

n,

Das Transformationsverhalten von Eichlerintegralen und Modulformen ist sehr ähnlich. Die Abweichung von der
Modularität lässt sich durch eine rationale Periodenfunktion ψ beschreiben, vgl. [Knopp, Choie Zagier, Kent].

Sei Ck :=
(−2πi)k−1
Γ (k − 1)

;

ψ− d
c
(z) : = f̃ (z)− (cz + d)

2k−2
f̃ (γz)

= C2k





i∞∫

z

(f (τ)− a0) (τ − z)2k−2 dτ − (cz + d)
2k−2

i∞∫

γz

(f (τ) − a0) (τ − γz)2k−2 dτ





= C2k





i∞∫

z

(f (τ)− a0) (τ − z)2k−2 dτ −
γ−1(i∞)∫

z

(
f (τ) − a0

(cτ + d)
2k

)
(τ − z)2k−2 dτ





;

im Spezialfall γ = S =
(
0 −1
1 0

)
ist

ψ (z) : = ψ0 (z) =
(
f̃ − f̃

∣∣
2−2kS

)
(z) := C2k





i∞∫

z

(f (τ)− a0) (τ − z)2k−2 dτ −
0∫

z

(
f (τ)− a0

τ2k

)
(τ − z)2k−2 dτ



 .

Für τ0 = X = z ∈ H erhält man (bis auf einen Faktor) das Periodenpolynom rf aus [Zagier 9]:

ψ = C2krf .

Im Fall der Eisensteinreihe G2k (z) := −
B2k

4k
+
∞∑

n=1

σ2k−1 (n) q
n ist der letzte Ausdruck

(
G̃2k − G̃2k

∣∣
2−2k

S
)
(z) =

ζ (2k − 1)

2
− (2πi)2k−1






2k−1∑

j=−1
j ungerade

Bj+1B2k−j−1

(j + 1)! (2k − j − 1)!
z
2k−j−2





− ζ (2k − 1)

2
z
2k−2

.

1gleicher Eigenwert wie holomorphe Modulformen
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Es gibt allerdings eine (2k − 1)−fache Stammfunktion von G2k, die zusätzlich modular transformiert:

G2−2k (z)
(4.1.1)
= ζ (2k − 1) +

(−4)k−1
π

ζ (2k) y2k−1 +
∞∑

n=1

σ−2k+1 (n)



q

n + q̄n
2k−2∑

j=0

(4πny)
j

j!



 .

Beide Funktionen erfüllen

D2k−1
(
G̃2k

)
= D2k−1 (G2−2k) = G2k.

Daher ist G̃2k − G2−2k = ein Polynom in z vom Grad≤ 2k − 2 mit antiholomorphen Koeffizienten. Die Eisen-
steinreihe G2−2k besteht zusätzlich zum Eichlerintegral noch aus einem nicht-holomorphen Anteil mit den gleichen
Fourierkoeffizienten wie der holomorphe Anteil. Mit dem Differenzialoperator Θ lassen sich holomorphe und nicht-
holomorphe Fourierkoeffizienten vertauschen, vgl. Hilfssatz C.3.5.3:

˜̃
f (z) : =

(
Θf̃
)
(z) =

(4πy)
2k−2

(2k − 2)!

(
∂2k−22−2k f̃

)
(−z̄)

= − (4πy)
2k−2

(2πi)
2k−1

(2k − 2)!2
y2k−2

i∞∫

−z̄

(f (τ)− a0) ∂2k−2 (τ + z̄)
2k−2 dτ

= C2k

i∞∫

−z̄

(f (τ) − a0) (τ + z)
2k−2 dτ = C2k

i∞∫

−z̄

∞∑

n=1

ane
2πinτ (τ + z)

2k−2 dτ

= C2k lim
T→∞

iT+z∫

2iy

∞∑

n=1

ane (−nz) e2πintt2k−2dt = C2k lim
T→∞

2πn(T−iz)∫

4πny

∞∑

n=1

an
e (−nz)

(−2πin)2k−1
e−ww2k−2dw

= −C2k

∞∑

n=1

an
e (−nz)

(2πin)2k−1
Γ (2k − 1, 4πny) =

∞∑

n=1

an
n2k−1 q̄

n
2k−2∑

j=0

(4πny)j

j!
.

Das Verhalten von Modulformen am Rand der hyperbolischen Halbebene H sieht recht chaotisch aus. Wäh-
rend Spitzenformen bei senkrechter Annäherung an die Spitze den eindeutigen Grenzwert Null haben, tritt bei
senkrechter Annäherung an irrationale Punkte auf der reellen Achse ein dichtes Band von Häufungspunkten

auf [Lehner]. In [Lawrence Zagier] wurde das Verhalten der beiden Eichlerintegrale

i∞∫

z

f (τ)√
τ − z dτ, z ∈ H und

i∞∫

z̄

f (τ)√
τ − zdτ , z ∈ H− für eine Modulform vom Gewicht 3

2 untersucht und festgestellt, dass die Funktion von der

oberen Halbebene H durch die rationalen Punkte in die untere Halbebene C∞ „durchsickert“. Dieses Verhalten,
das dort an einem speziellen Beispiel ausgeführt wurde, soll hier allgemein für (vektorwertige) Modulformen (halb-
ganzen Gewichts) untersucht werden. Entscheidend ist, das die beiden Eichlerintegrale bis auf etwas exponentiell
Kleines dieselbe asymptotische Entwicklung wie die Periodenfunktion

R.

i∞∫

Re z

f (τ) (τ − z)k−2 dτ

haben und das ist reell-analytisch und lässt sich von der oberen Halbebene senkrecht durch die rationalen Punkte
auf die untere Halbebene fortsetzen. Aufgrund des binomischen Lehrsatzes hat man für f ∈ Mk, k ∈ 2N ein
Periodenpolynom.

4.2.2. Regularisierte Integrale. Die Regularisierung von divergenten Integralen, vgl. Anhang D.2.3, läuft
darauf hinaus, dass man die Integrale für variables s, n und k dort berechnet, wo sie konvergieren und dann
analytisch zu den gewünschten Parameterwerten fortsetzt. Es ist entscheidend, auch das Gewicht variabel zu
setzen. Betrachte folgendes Beispiel:
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Hilfssatz 4.2.2.1. Sei 2k ∈ N, k > 1, s, z ∈ C, s−k /∈ N0, a > 0, z1 ∈ H, γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2 (Z), Ck := (−2πi)k−1

Γ(k−1) , q =

e (z) :

1) R.

∞∫

a

e−2πnyys−1dy =

{
−ass , n = 0
Γ(s,2πna)
(2πn)s , n 6= 0

2) R.

a∫

0

e
− 2πn

c2y ys−k−1dy =





as−k

s−k , n = 0
Γ(k−s, 2πn

c2a
)

( 2πn
c2

)k−s , n 6= 0

3) CkR.

i∞∫

z1

e (nτ) (τ − z)k−2 dτ =

{
− (−2πi(z1−z))k−1

Γ(k) , n = 0
Γ(k−1,−2πin(z1−z))

Γ(k−1)nk−1 qn, n 6= 0

4) CkR.

z1∫

− d
c

e (nγτ)
(τ − z)k−2

(cτ + d)
k

dτ =





1
Γ(k)(cz+d)

(
−2πi(z1−z)

ci+d

)k−1
, n = 0

− (cz+d)k−2

nk−1Γ(k−1)Γ
(
k − 1, −2πin(z1−z)(ci+d)(cz+d)

)
e (nγz) , n 6= 0

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind klar für n ≥ 0 und ergeben sich mit analytischer Fortsetzung nach
n < 0.

3)
∫
e (nτ) (τ − z)k−2 dτ =

{
(τ−z)k−1

k−1 , n = 0,

−Γ(k−1,−2πin(τ−z))
(−2πin)k−1 e2πinz , n 6= 0.

4) Mit w = γτ, u = γz, w − u = τ−z
(cτ+d)(cz+d) , dw = dτ

(cτ+d)2
folgt aus 3)

∫
e (nγτ)

(τ − z)k−2

(cτ + d)k
dτ =





1
(k−1)(cz+d)

(
τ−z
cτ+d

)k−1
, n = 0,

− (cz+d)k−2

(−2πin)k−1Γ
(
k − 1,− 2πin(τ−z)

(cτ+d)(cz+d)

)
e2πinγz, n 6= 0.

Die wesentliche Singularität in den Spitzen leistet den Beitrag Null, falls n > 0 und nach analytischer Fortsetzung
auch für n < 0. �

4.2.3. Vektorwertige Modulformen. Schwach-holomorphe Modulformen zu beliebigen Kongruenzunter-
gruppen lassen sich einheitlich mit Hilfe von vektorwertigen Modulformen zur vollen Modulgruppe SL2 (Z) be-
schreiben, vgl. [Selberg 2] und [Borcherds 2, Lemma 2.6]. Ist f ∈M !

k (N,χ) , k ∈ Z, so gibt es eine Darstellung
ρ von SL2 (Z) durch Permutationsmatrizen, so dass der Vektor

f = (f |A)A∈Γ0(N) \ SL2(Z)

modular transformiert, d.h. ∀γ ∈ SL2 (Z) : f (γz) = (cz + d)
k
ρ (γ) · f (z) .

Wir betrachten etwas allgemeiner vektorwertige Modulformen mit Transformationsverhalten bezüglich der me-
taplektischen Gruppe Mp2 (Z). Es gibt keinen Unterschied für ganzes und halbganzes Gewicht.

Die folgenden Bezeichnungen stammen aus [Bundschuh, 1.2 Vektorwertige Modulformen] und [Bruinier Funke 2,
Abschnitt 3]:
Betrachte die Gruppe von Paaren

(
M,φ (z)

)
, wobei M =

(
a b
c d

)
∈ SL2 (Z) und φ eine holomorphe Quadratwurzel

von z 7→ cz + d ist, mit der Multiplikation

(M,ϕ (z)) (N,ψ (z)) := (MN,ϕ (N (z)) · ψ (z)) .

Sei Mp2 (Z) das Urbild von SL2 (Z) bzgl. der Überlagerung, (V, q) ein reeller quadratischer Raum, L ein gerades
Gitter der Signatur (b+, b−] und Stufe N . Die quadratische Form q (x) = 1

2 (x, x) sei nicht ausgeartet, k ∈ 1
2Z, k > 1

und ρ die Weildarstellung auf dem Gruppenring C [L′/L].

Definition 4.2.3.1.

M !
k := M!

k,L (Mp2 (Z))

ist der Raum der vektorwertigen schwach-holomorphen Modulformen vom Gewicht k zur Darstellung ρ der Gruppe
Mp2 (Z) mit Darstellungsmatrix Mγ,φ. Das sind alle zweimal differenzierbaren Funktionen f : H → C [L′/L] mit
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• ∀ (γ, φ) ∈ Γ : f (γz) = φ (z)
2k
Mγ,φf (z)

• Die Funktion f wächst in jeder Spitze der Gruppe Γ höchstens exponentiell.

Dann hat f ∈M!
k eine Fourierentwicklung2

f (z) =
∑

h∈L′/L

fh (z) eh mit fh (z) =
∑

n∈Z+q(h)
ah,nq

n,(4.2.3.1)

dabei ist 〈eh〉h∈L′/L die Standardbasis des Gruppenrings L′/L. Die Zweideutigkeit der Quadratwurzel tritt nie in
Erscheinung, da sie sich bei φ und Mγ,φ gegenseitig aufhebt.

fHT (z) :=
∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n≤0

ah,nq
neh der Hauptteil der Funktion f,

f (z)−
M−1γ,φfHT (γz)

φ (τ)
2k

nimmt exponentiell ab für y ց 0, wegen der Funktionalgleichung

und da
∑
n>0

ah,nq
n → 0 und ah,n = O

(
ec
√
n
)
,

f0 :=
∑

h∈L′/L
q(h)=0

ah,0eh der konstante Term.

Definition 4.2.3.2. (Eichlerintegrale) Sei k ∈ 1
2Z, k > 1, Ck := (−2πi)k−1

Γ(k−1) , z ∈ H.

f̃ (z) := CkR.

i∞∫

z

f (τ) (τ − z)k−2 dτ

= f̃HT (z) + Ck

i∞∫

z

(f (τ) − fHT (τ)) (τ − z)k−2 dτ

mit

f̃HT (z) := CkR.

i∞∫

z

fHT (τ) (τ − z)k−2 dτ
HS.4.2.2.1

=
∑

n∈Z+q(h)
n<0

ah,n
nk−1

qneh,

f̃ (z) =
∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n6=0

ah,n
nk−1

qneh.

Sei z ∈ H−. Definiere folgendes modifizierte Eichlerintegral:

˜̃
f (−z) := CkR.

i∞∫

z̄

f (τ) (τ − z)k−2 dτ

HS.4.2.2.1
= − (4π |y|)k−1

Γ (k)
f0 + Ck





i∞∫

z̄

(
f (τ)− fHT (τ)

)
(τ − z)k−2 dτ +R.

i∞∫

z̄

(
fHT (τ)− f0

)
(τ − z)k−2 dτ





HS.4.2.2.1
=

1

Γ (k − 1)

∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n6=0

ah,n
nk−1

Γ (k − 1, 4πn|y|) qneh −
(4π |y|)k−1

Γ (k)
f0.

2Eine zweite Möglichkeit ist, vektorwertige Funktionen zur adjungierten Darstellung ρ∗ mit der Fourierentwicklung
f (z) =

∑
h∈L′/L

fh (z) eh, fh (z) =
∑

n∈Z−q(h)

ah,nq
n zu betrachten. Das geht völlig analog und wird hier nicht eigens untersucht.
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Sei z ∈ H :

˜̃fHT (z) := ˜̃f0 (z) +
1

Γ (k − 1)

∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n≤0

ah,n
nk−1

Γ (k − 1, 4πny) q−neh,

˜̃
f0 (z) :=−

(4π |y|)k−1
Γ (k)

f0.

f̃ ist holomorph und D2k−1f̃ = f . Ähnlich ist
∂k−1 ˜̃f

∂z̄∂k−2z
(z) = (−2πi)k−1 f (−z̄).

Definition 4.2.3.3. Im vektorwertigen Zusammenhang definieren wir für f ∈M!
k:

f̃ |γ (z) := φ (z)
2k−4

M−1γ,φf̃

(
az + b

cz + d

)
,

˜̃
f |γ (z) := φ (z)

2k−4
M−1γ,φ

˜̃
f

(
az + b

cz + d

)
,

Ψ|γ (z) := φ (z)
2k−4

M−1γ,φΨ

(
az + b

cz + d

)
.

mit der folgenden Definition für Ψ = Ψ0:

Definition 4.2.3.4. Sei f (z) :=
∑

h∈L′/L

∑
n∈Z+q(h)

ah,ne (nz) eh eine vektorwertige schwach-holomorphe Modulform

vom Gewicht k ∈ 1
2Z, k > 1 zur metaplektischen Gruppe Mp2 (Z) , γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2 (Z), Ck = (−2πi)k−1

Γ(k−1) . Dann ist
die Periodenfunktion

Ψ− d
c
(z) := CkR.

i∞∫

− d
c

f (τ) (τ − z)k−2 dτ, z ∈ C,

wie folgt definiert:

Ψ−d
c
(z) =

(
f̃ − f̃ |γ

)
(z)

=Ck

{ i∫

−d
c

{
f (τ)−

M−1γ,φfHT
(
γ (τ)

)

φ (τ)
2k

}
(τ − z)k−2 dτ +

i∞∫

i

{
f (τ)− fHT (τ)

}
(τ − z)k−2 dτ(4.2.3.2)

+R.

i∫

− d
c

M−1γ,φfHT
(
γ (τ)

)

φ (τ)
2k

(τ − z)k−2 dτ +R.

i∞∫

i

fHT (τ) (τ − z)k−2 dτ

}
.

Folgerung 4.2.3.4.1. Für Funktionen f wie in (4.2.3.1) konvergieren folgende Summen:

Ψ−d
c
(z) =

1

Γ (k − 1)

∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n6=0

ah,n
nk−1

Γ (k − 1, 2πn (1 + iz)) qneh

+
φ (z)

2k−4

Γ (k − 1)
M−1γ,φ

∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n6=0

ah,n
nk−1

Γ

(
k − 1,

2πn (1 + iz)

(ci+ d) (cz + d)

)
e (nγz) eh

− (2π (1 + iz))
k−1

Γ (k)

{
f0 −

1

φ
(
− dc + i

)2k−2
(cz + d)

M−1γ,φf0

}
.

Beweis. Definition (4.2.3.2) und Hilfssatz 4.2.2.1. �
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Das Transformationsverhalten von ˜̃
f (−z) bezüglich γ =

(
a b
c d

)
ist

(
˜̃f − ˜̃f |γ

)
(−z) = Ck

{ i∞∫

z̄

(f (τ)− fHT (τ)) (τ − z)k−2 dτ +

z̄∫

− d
c

(
f (τ) −M−1γ,φ

fHT (γτ)

φ (τ)
2k

)
(τ − z)k−2 dτ

+R.

i∞∫

z̄

fHT (τ) (τ − z)k−2 dτ +R.M−1γ,φ

z̄∫

− d
c

fHT (γτ)
(τ − z)k−2

φ (τ)
2k

dτ

}

= Ck ·R.
∞∫

− d
c

f (τ) (τ − z)k−2 dτ.

Es ergibt sich wieder dieselbe Periodenfunktion, deren Eigenschaften bei senkrechter Annäherung an die reelle
Achse im folgenden untersucht werden.

Hilfssatz 4.2.3.5. Falls die Vektorkomponenten von f (z) , z ∈ H, f wie in (4.2.3.1), linear unabhängig sind,
erfüllt die Periodenfunktion Ψ := Ψ0 die Manin-Relationen:

Ψ+Ψ|S = Ψ+Ψ|U +Ψ|U2 ≡ 0

diesmal mit dem |−slash-Operator der metaplektischen Gruppe, s. Abschnitt 4.1

S :=
((

0 −1
1 0

)
,
√
z
)
, T := (( 1 1

0 1 ) , 1) , U := ST =
((

0 −1
1 1

)
,
√
z + 1

)

mit der entlang der negativen reellen Achse unstetigen Standardquadratwurzel;

S2 = U3 = Z =
((−1 0

0 −1
)
, i
)
, Z4 = Id,

Ψ|2−k (γ, φ) (z) := φ (z)
2k−4

M−1γ,φΨ

(
az + b

cz + d

)

und die folgende Funktionalgleichung

Ψ(z) =M−1T Ψ(z + 1) + (z + 1)k−2M−1TSTΨ

(
z

z + 1

)

mit der zu TST gehörenden Quadratwurzel.

Beweis des Hilfssatzes. Für Spitzenformen f ist

Ψ(z) := Ck

i∞∫

0

f (τ) (τ − z)k−2 dτ

Ψ
∣∣
2−kγ (z) := Ckφ (z)

2k−4M−1γ,φ

i∞∫

0

f (τ) (τ − γz)k−2 dτ = Ckφ (z)
2k−4M−1γ,φ

γ−1(i∞)∫

γ−1(0)

f (γξ) (γξ − γz)k−2 dξ

φ (ξ)4

= Ckφ (z)
2k−4

γ−1(i∞)∫

γ−1(0)

φ (ξ)
2k
f (ξ)

(ξ − z)k−2

φ (ξ)
2k−4

φ (z)
2k−4

dξ

φ (ξ)
4 = Ck

γ−1(i∞)∫

γ−1(0)

f (ξ) (ξ − z)k−2 dξ,

so dass die Manin-Relationen klar sind.
Allgemein muß man die Integrale regularisieren. Die Stammfunktion (Eichlerintegral) geht in den Spitzen gegen
∞. Für Funktionen f ∈M!

k, die von skalaren Modulformen zu Kongruenzuntergruppen kommen, ist wieder

f̃ |T = f̃ ,

aus der Fourierentwicklung sieht man, dass für die Komponentenfunktionen fh (z + 1) = e2πiq(h)fh (z) und MT ist
eine Diagonalmatrix. Ebenso ist

f̃ |S2 = f̃ .
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Für die verschiedenen Funktionalgleichungen s. [Manin 1, Manin 2] bzw. [Kohnen Zagier 2, 1.1]. Die Manin-
Relationen wurden in [Zagier 9] für f ∈ Mk bewiesen. Für schwach-holomorphe Modulformen ohne konstanten
Term zur vollen Modulgruppe vgl. [DIT 1, Theorem 2], [Bri Gu Ke On, Theorem 1.2]. Allgemein ist

Ψ = f̃ − f̃
∣∣S

Ψ
∣∣U = f̃

∣∣ (TS)− f̃
∣∣ (STS) = f̃

∣∣S − f̃
∣∣ (STS)

Ψ
∣∣U2 = f̃

∣∣ (TSTS)− f̃
∣∣ (STSTS) = f̃

∣∣ (STS)− f̃
∣∣T, da (ST )3 = Id.

Daraus folgt Ψ+Ψ
∣∣U +Ψ

∣∣U2 = 0. Ψ = −Ψ
∣∣S ist klar. Die Funktionalgleichung ist äquivalent zu

Ψ = Ψ|T +Ψ|TST

bzw. nach Anwenden von S

−Ψ = Ψ|S = Ψ|U +Ψ|U2,

�

Wie definieren wir die vektorwertige L-Reihe einer schwach-holomorphen Modulform? Wir versuchen, für f ∈M !
k

eine L−Reihe zu definieren3:

L∗f (s) =

∞∫

0

(f (iy)− a0) ys−1dy = (2π)−s Γ (s)Lf (s)

mit

Lf (s) =

∞∑

n6=0

an
ns
,

(
1

ns
:= exp (−s (log |n|+ iπ)) für n < 0

)
, Re s≫ 1.

Das Integral wie auch die Dirichletreihe sind allerdings divergent, aber es lässt sich folgender Sinn geben4:

Definition 4.2.3.6. Sei f (z) :=
∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n6=0

ah,nq
neh eine vektorwertige schwach-holomorphe Modulform vom

Gewicht k ∈ 1
2Z wie in (4.2.3.1), γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ, x = − dc . Definiere5

L∗x (s) := R.

∞∫

0

f (x+ iy) ys−1dy :=

t0∫

0

{
f (x+ iy)−

M−1γ,φfHT (γz)

φ (z)
2k

}
ys−1dy

+

∞∫

t0

{
f (x+ iy)− fHT (x+ iy)

}
ys−1dy +

∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n<0

ah,n Γ (s, 2πnt0) q
n

(2πn)
s eh

+
c2k−2s

φ
(
− dc + i

)2kM
−1
γ,φ

∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n<0

ah,n Γ
(
k − s, 2πnc2t0

)
e
(
na
c

)

(2πn)k−s
eh −

ts0
s
f0 −

ts−k0

φ
(
− dc + i

)2k
(k − s)

M−1γ,φf0,

Lx (s) :=
(2π)

s

Γ (s)
L∗x (s) und L (s) := Lf (s) := L0 (s) .

Die Ableitung der rechten Seite nach t0 ist Null, d.h. der Ausdruck ist unabhängig von t0, da die Fourierkoeffizienten
von der Größenordnung O

(
ec
√
n
)

sind, (Ramanujan, [Rademacher], [Bruinier Funke 2, Lemma 3.4]). Für t0 →

3Die folgenden Abschitte sind Verallgemeinerungen von [Zagier 9, 2. Periods of cusp forms and non-cusp forms] auf schwach-
holomorphe Modulformen

4Man braucht eine Regularisierung im Sinne von Anhang D.2, indem man
∞∫
0

e2πinzys−1dy, definiert für Re (n) > 0 auf n < 0 analytisch

fortsetzt
5ys := exp (s log y) mit dem Hauptwert des Logarithmus
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0 ist formal L∗f (s) → Γ(s)
(2π)s

∑
n6=0

an
ns , aber die Dirichletreihe

∑
n6=0

an
ns konvergiert wegen an = O

(
ec
√
n
)

vermutlich

nirgendwo. Vielmehr konvergiert folgende Darstellung:

Hilfssatz 4.2.3.7. Sei f ∈M!
k, γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2 (Z), x = − dc . Die L-Reihen

L∗x (s) =
∑

h∈L′/L

∑

n∈L′/L
n6=0

ah,n Γ
(
s, 2πnc

)
e (nx)

(2πn)
s eh +

c2k−2s

φ
(
− dc + i

)2kM
−1
γ,φ

∑

h∈L′/L

∑

n∈L′/L
n6=0

ah,n Γ
(
k − s, 2πnc

)
e
(
na
c

)

(2πn)k−s
eh

− 1

scs
f0 −

1

φ
(
− dc + i

)2k
(k − s) cs−k

M−1γ,φf0.

und Lx (s) sind in ganz C meromorphe Funktionen mit den einzigen Polen in s = k und für L∗x (s) auch s = 0.
Für m ∈ N ist Lx (−m) = 0. Es gilt die folgende Funktionalgleichung:

L∗a
c
(k − s) = φ

(
− dc + i

)2k

c2k−2s
Mγ,φL

∗
− d

c
(s) .

Beweis. Die Integrale ergeben sich aus Hilfssatz 4.2.2.1. Die Konvergenz folgt aus der Asymptotik der un-
vollständigen Γ-Funktion [AS, 6.5.32]. �

Beispiele. Sei k ∈ 2N. Für M !
k (SL2 (Z)) ist

L∗f (s) =
∑

n6=0

anΓ (s, 2πn)

(2πn)
s + ik

∑

n6=0

anΓ (k − s, 2πn)
(2πn)

k−s −
(
1

s
+

ik

k − s

)
a0.

Das ist in der ganzen s−Ebene meromorph mit zwei einfachen Polen bei 0 und k mit den Residuen

Res
s=0

L∗f (s) = −a0,

Res
s=k

L∗f (s) = ika0.

Es gilt die Funktionalgleichung

L∗f (k − s) = ikL∗f (s) .

Lf (s) ist holomorph in Cr {k} und

Lf (0) = −a0,

Res
s=k

Lf (s) =
(2πi)

k

Γ (k)
a0.

Für γ = S sieht die Periodenfunktion so aus:

ψ (z) =Ck

{
a0
k − 1

(
zk−1 +

1

z

)
+

k−2∑

n=0

i1−n
(
k − 2

n

)
L∗f (n+ 1) zk−2−n

}
.

Satz 4.2.3.8 (Eichler-Shimura-Isomorphismus). Sei k ∈ 2N, z ∈ C :

V̂k := z−1 · {Polynome in z vom Grad ≤ k} ,

Ŵk :=
{
φ ∈ V̂k : φ|2−k (1 + S) = φ|2−k

(
1 + U + U2

)
= 0
}

mit der üblichen |2−k−Aktion. Die Periodenfunktion

ψf (z)
.
=

a0
k − 1

(
zk−1 +

1

z

)
+

k−2∑

j=0

i1−j
(
k − 2

j

)
L∗f (j + 1) zk−2−j

vermittelt einen Isomorphismus ψ :




M !
k (1) /D

k−1 (S!
2−k (1)

)
−→ Ŵk,

f =
∑
n≥n0

anq
n 7−→ ψf .

Beweis. [Zagier 9, 2. Periods of cusp forms and non-cusp forms. Theorem], [Bri Fri Ke, Theorem 2.4, 2.5],
[Bri Gu Ke On, Theorem 1.2]. �
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4.2.4. Randverhalten der Periodenfunktionen.

Satz 4.2.4.1.
Sei f wie in (4.2.3.1), γ =

(
a b
c d

)
, x = − dc . Die Funktionen

f̃x : R+ → C, f̃x (y) := −φ (z)2k−4M−1γ,φf̃HT (γz) + f̃ (z) , z = −d
c
+ iy

˜̃
fx (−∗) : R− → C, ˜̃

fx (−y) := −φ (z)2k−4M−1γ,φ
˜̃
fHT (−γz) + ˜̃

f (−z)

sind holomorph in H bzw. reell-analytisch in H− und unterscheiden sich für y → 0 nur um etwas exponentiell6

Kleines von der Periodenfunktion Ψx (z) und haben denselben einfachen Pol bei senkrechter Annäherung an den
Punkt x ∈ R:

f̃x (y) ∼ Ψx (z)

˜̃fx (−y) ∼ Ψx (z)

Ψx (z) ∼ −
(2π)k−1 i

φ
(
− dc + i

)2k−2
Γ (k) cy

M−1γ,φf0.

Beweis. Mit Folgerung 4.2.3.4.1 und wegen

Γ (k − 1, 2πn (1 + iz)) e−2πny → Γ

(
k − 1, 2πn

(
1− id

c

))
,

(cz + d)
k−2

Γ

(
k − 1,

2πn (1 + iz)

(ci+ d) (cz + d)

)
e
− 2πn

c2y

[AS, 6.5.32]∼
(
2πn (1 + iz)

ci+ d

)k−2
exp

(
−2πn (1 + iz)

(ci+ d) icy
− 2πn

c2y

)
= O (1) , y → 0.

Insgesamt

f̃x (y) ∼CkR.
i∞∫

x

f (τ) (τ − z)k−2 dτ =
(2π)

k−1

φ
(
− dc + i

)2k−2
Γ (k) icy

M−1γ,φf0 für y ց 0,(4.2.4.1)

ebenso für ˜̃
fx (−y) und y ր 0. �

Im folgenden untersuchen wir die Details der Entwicklung in den Spitzen:

Wie sehen die Mellintransformierten aus? Leider haben die Periodenfunktion ψx und die Eichlerintegrale f̃ , ˜̃f keine
günstigen Eigenschaften für die Mellintransformation: Sie sind weder bei Null noch im Unendlichen exponentiell
klein. Rein formal ist

R.

∞∫

0

f̃ (z) ys−1dy =
(2π)

k−1

Γ (k − 1)
R.

∞∫

0

ys−1R.

∞∫

y

f (x+ iη) (η − y)k−2 dη dy

=
(2π)

k−1

Γ (k − 1)
R.

∞∫

0

f (x+ iη)R.

η∫

0

ys−1 (η − y)k−2 dy dη

(D.1.2.3)
=

(2π)
k−1

Γ (s)

Γ (s+ k − 1)
R.

∞∫

0

f (x+ iη) ηs+k−2dη =
Γ (s)

(2π)
sLx (s+ k − 1)

6f̃ (z)− f̃HT (z) bzw. ˜̃f (−z)− ˜̃fHT (−z) fallen schnell ab für Im z → ∞, weil an = O
(
eC

√
n
)
; [Bruinier Funke 2, Lemma 3.4].
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mit Polen für s = 1, 0,−1,−2, . . . mit den Residuen

Res
s=−n

R.

∞∫

0

f̃ (z) ys−1dy =
(−2π)n
n!

Lx (k − n− 1)

Res
s=1

R.

∞∫

0

f̃ (z) ys−1dy =
1

2π
Res
s=k

Lx (s) ,

Man muss sich über die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge für normalisierte Integrale Gedanken machen,
z.B. indem man die Integrationsbereiche immer in (0, 1) und (1,∞) zerlegt und jeweils die Reihenfolge vertauscht.
Für normale Modulformen f ∈Mk+ 3

2
ist das alles gleichmäßig konvergent. Für schwach-holomorphe Modulformen

beweisen wir eine asymptotische Entwicklung ohne Mellintransformation:

Hilfssatz 4.2.4.2. Für halbzahliges k, c ∈ R und |y| < 1 gibt es folgende Reihenentwicklung:

Γ (k − 1, c (1− y))
Γ (k − 1)

e−cy =
∞∑

n=0

Γ (k − n− 1, c) (−cy)n
Γ (k − n− 1)n!

.

Beweis. Für c > 0:

e−cy Γ (k − 1, c (1− y)) =
∞∫

c

e−t (t− cy)k−2 dt =

∞∫

c

e−t
∞∑

n=0

(
k − 2

n

)
tk−2−n (−cy)n dt

=

∞∑

n=0

(
k − 2

n

)
(−cy)n

∞∫

c

e−ttk−2−ndt =
∞∑

n=0

(
k − 2

n

)
(−cy)n Γ (k − 1− n, c) ,

da Integral und Summe vertauscht werden dürfen. Analytische Fortsetzung auf c < 0 liefert die Beh. �

Hilfssatz 4.2.4.3. Für k ∈ 1
2N, d < 0 und y ց 0 gibt es folgende asymptotische Entwicklung:

yk−2Γ

(
k − 1,−d

y
(1− y)

)
e−

d
y

∽ (−d)k−2
{
Γ (1, d)−

(
k − 2

1

)
Γ (2, d)

d
y +

(
k − 2

2

)
Γ (3, d)

d2
y2 −

(
k − 2

3

)
Γ (4, d)

d3
y3 + . . .

}
.

Beweis. Die Γ-Funktion hat folgende asymptotische Entwicklung für große zweite Argumente

Γ (k − 1, d (1− t)) [AS, 6.5.32]
∽ ed(t−1) (d (1− t))k−2

(
1 +

k − 2

d (1− t) +
(k − 2) (k − 3)

(d (1− t))2
+ . . .

)
.

Die Potenzen von 1− t lassen sich nach dem binomischen Lehrsatz entwickeln

(1− t)k−m = (−1)m (−t)k−2
(

1

tm−2
− k −m

tm−1
+

(
k−m
2

)

tm
− . . .

)

und man erhält insgesamt

e−tdΓ (k − 1, d (1− t)) ∽ e−d (−td)k−2
{
1−

(
1 +

1

d

)
k − 2

t
+

(
1

2!
+

1

1!d
+

1

d2

)
(k − 2) (k − 3)

t2
− . . .

}

∽ (−td)k−2
{
Γ (1, d)−

(
k − 2

1

)
Γ (2, d) (td)

−1
+

(
k − 2

2

)
Γ (3, d) (td)

−2 − . . .
}
.

�
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Satz 4.2.4.4. Sei f (z) =
∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n≥n0

ah,nq
n ∈M!

k, z = −
d

c
+ iy ∈ H, y ↓ 0, γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ, d.h. γz =

a

c
+

i

c2y
.

Für k > 1, 2k ∈ N ist bei senkrechter Annäherung an den Punkt x der reellen Achse:

f̃x (y) = f̃ (z)− φ (z)2k−4M−1γ,φf̃HT (γz)

∽ Ψx (z) ∽
1

2πy
Res
s=k

Lx (s) + Lx (k − 1) +
(−2πy)

1!
Lx (k − 2) +

(−2πy)2
2!

Lx (k − 3) + . . .

bzw. für z = − dc + iy ∈ H−, y ↑ 0

˜̃fx (−y) = ˜̃f (−z)− φ (z)2k−4M−1γ,φ
˜̃fHT (−γz)

∽Ψx (z) ∽
1

2πy
Res
s=k

Lx (s) + Lx (k − 1) +
(−2πy)

1!
Lx (k − 2) +

(−2πy)2
2!

Lx (k − 3) + . . . .

Für M !
k (SL2 (Z)) brechen diese Reihenentwicklungen nach k Termen ab und es gibt Gleichheit:

ψx (x+ iy) =
1

2πy
Res
s=k

Lx (s) + Lx (k − 1)− 2πyLx (k − 2) +− · · ·+ (−2πy)k−1
(k − 1)!

Lx (0) .

Beweis. Insgesamt ergibt sich mit Hilfssatz 4.2.3.4.1 und den Hilfssätzen 4.2.4.2, 4.2.4.3, d := πn
2c2 < 0, t = 1

y :

Ψx (z) ∽
∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n6=0

ah,ne (nx)

nk−1

N∑

j=0

Γ (k − j − 1, 2πn) (−2πny)j
Γ (k − j − 1) j!

eh

− (2πin)
k−2

φ
(
− dc + i

)2k−4M
−1

∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n6=0

ah,ne
(
an
c

)

n

N∑

j=0

(
k−2
j

)
Γ
(
j + 1, 2πnc2

)

Γ (k − 1)
(
− 2πn

c2

)j yjeh

− (2π)
k−1

Γ (k)
(1− y)k−1

{
f0 −

1

φ
(
− dc + i

)2k
y
M−1f0

}

Der Koeffizient von yj ist

(−1)j (2π)k−1
Γ (k − j − 1) j!

∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n6=0

ah,nΓ (k − j − 1, 2πn) e (nx)

(2πn)
k−j−1 eh

− c2k−2s (−1)j (2π)k−1

φ
(
− dc + i

)2k
Γ (k−j − 1) j!

M−1
∑

h∈L′/L

∑

n∈Z+q(h)
n6=0

ah,nΓ
(
j + 1, 2πnc2

)
e
(
na
c

)

(2πn)j+1
eh

− (−1)j (2π)k−1
j! Γ (k − j − 1)

{
1

k − j − 1
f0 −

1

(j + 1)φ
(
− dc + i

)2kM
−1f0

}

für j = −1, 0, 1, . . .

Das ist aber nach Lemma 4.2.3.7 gleich
(−2π)j
j!

Lx (k − j − 1). Die Pole der Mellintransformierten sind tatsächlich

wie am Anfang des Abschnitts vermutet, so dass es auch im allgemeinen Fall von schwach-holomorphen Modul-
formen halbganzen Gewichts eine asymptotische Entwicklung

1

2πy
Res
s=k

Lx (s) + Lx (k − 1) +
(−2πy)

1!
Lx (k − 2) +

(−2πy)2
2!

Lx (k − 3) + . . .

gibt. �
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4.3. Spezielle L-Werte

Satz 4.3.1 (Perioden ω±,Ω±). Sei f ∈ Sk (N,χ) eine Heckeform. Es gibt F (z) =
∑
n≥n0

C+
n q

n− (k − 2)!

(4π)
k−1 〈f, f〉

˜̃f ∈

Ŝ2−k,∞ (N,χ) mit C+
n ∈ Kf ∀n < 0, C+

0 = 0. Dann hat f ′ = Dk−1 (F ) − C+
1 f ∈ S!

k,∞ (N,χ) Fourierkoef-
fizienten aus Kf .7 Es gibt Vektoren aus Polynomen p+f :=

(
Kf
[
z2
])n

, p−f :=
(
z ·Kf

[
z2
])n

aus (Wk)
n
, n =

[SL2 (Z) : Γ0 (N)] und Konstanten c0 := − (2πi)
k−1

(k − 2)!
, ω+, ω− ∈ C mit

ω+ω−

i 〈f, f〉 ∈ Kf , falls k gerade ist, sonst

|ω±|2
〈f, f〉 ∈ Kf ,Ω+ := −ω+

(
C+

1 −
(k − 2)!

(4π)
k−1 〈f, f〉

)
, Ω− := −ω−

(
C+

1 +
(k − 2)!

(4π)
k−1 〈f, f〉

)
, so dass

Ψf =c0

(
ω+p+f + ω−p−f

)
,

Ψf′=c0

(
Ω+p+f +Ω−p−f

)

für die vektorwertigen Periodenfunktionen

Ψg (z) :=


− (2πi)

k−1

(k − 2)!
R.

i∞∫

0

(g|A) (τ) (τ − z)k−2 dτ



A∈Γ0(N) \ SL2(Z)

.

Beweis. Die Aussage für Heckespitzenformen ist aus [Pasol Popa, Proposition 5.11 ff]. Sei

f = (f |A)A∈Γ0(N) \ SL2(Z)

die vektorwertige Modulform auf der vollen Modulgruppe, d.h. für alle γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2 (Z) gibt es Darstellungs-

matrizen Mγ , so dass

f (γz) = (cz + d)kMγ · f (z) , d.h. f|γ = f.

Der slash-Operator ist für vektorwertige Modulformen wie folgt definiert:

f|γ := (cz + d)−kM−1γ · f (γz) .

Wir bezeichnen die entsprechenden vektorwertigen SL2 (Z)−Modulformen mit Frakturbuchstaben, z.B. F =
(F |A)A∈Γ0(N) \ SL2(Z)

. Mit F sind nach [Stein, Beweis zu Theorem 9.18, Case 2] auch die Komponenten von
F algebraisch. Dann gilt:

Ψf = Ψ0 = f̃− f̃|S, S =

(
0 −1
1 0

)
.

Der slash-Operator ist auf Vektoren anders definiert als auf den Komponenten! Wir verwenden den Differenzial-
operator ξ, vgl. Hilfssatz C.3.5.2 und S.197. Nach [Br On Rh] gibt es ein F ∈ Ŝ2−k (N,χ) „gut“ für K(f) (z) :=

f (−z̄), d.h. ξ2−kF = K(f). Die Funktion

F − C+
1 f̃ = f̃ ′ + C+

0 −
(k − 2)!

(4π)
k−1 〈f, f〉

˜̃
f, wobei f ′ ∈M !

k,∞ (N,χ) ,

hat nach [Guer Kent Ono] Fourierkoeffizienten aus Kf . Der Koeffizient C+
0 lässt sich mit der expliziten Konstruk-

tion von Poincaréreihen aus dem Hauptteil von F berechnen, Hilfssatz C.3.3.3.2, und ist algebraisch. Man kann
C+

0 = 0 wählen: Wie in [Bri Gu Ke On, Theorem 1.2] ist M !
2−k (N,χ) /S

!
2−k (N,χ) nichttrivial. M !

2−k (N,χ) hat
eine Basis mit Fourierkoeffizienten ausM = Z [χ], wie in Satz C.1.1.3. Daher hat eine dieser Basisfunktionen g einen

konstanten Fourierkoeffizienten c0 6= 0. Ersetze F gegebenenfalls durch F− C+
0

c0
g (und f ′ durch f ′− C+

0

c0
Dk−1g). Die

entsprechende vektorwertige SL2 (Z)−Modulform besteht im wesentlichen aus den Entwicklungen in jeder Spitze.
Diese sind nicht eindeutig, aber es ist eindeutig, dass die konstanten Koeffizienten in allen Spitzen Null sind. Das

7Das sind die schwachen Hecke-Eigenformen aus Abschnitt 5.3
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erfüllt die Voraussetzungen des Satzes und F transformiert modular, d.h. für die entsprechende vektorwertige
Modulform

0 = F| (1− S) = f̃′| (1− S) + C+
1 f̃| (1− S)− (k − 2)!

(4π)
k−1 〈f, f〉

˜̃
f
∣∣ (1− S)

S.99 f.
= Ψf′ (z) + C+

1 Ψf (z)−
(k − 2)!

(4π)
k−1 〈f, f〉

Ψf (−z)

und mit Ψf (−z) = c0

(
ω+p+f − ω−p−f

)
folgt die Beh. �

Folgerung 4.3.1.1 (L-Wert in der Mitte des kritischen Streifens). Sei 4 | k und g ∈ S k+1
2

(4) die der Heckeform
f ∈ Sk (1) unter der Shimura-Korrespondenz (Folgerung 3.1.6.4.2 mit D = 1) entsprechende Heckeform. Dann ist
für die schwache Hecke-Eigenform f ′ aus dem vorigen Satz:

Lf ′

(
k

2

)
= − π

k
2(

k
2 − 1

)
! 〈g, g〉

(
C+

1 〈f, f〉+
(k − 2)!

(4π)
k−1

)
.

Falls k ≡ 2 (mod 4) ist Lf ′
(
k
2

)
= 0 aufgrund der Funktionalgleichung.

Beweis. [Kohnen Zagier 1, Theorem 1], K. Bringmann - J. Funke (unveröffentlicht) �

Beispiele. Modulgruppe SL2 (Z)

• ∆(z) = q
∞∏
n=1

(1− qn)24 = q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + . . . ∈ S12 (1) ,

• ∆′ (z) := − 1

2073
∆ (z)

(
2048 j (z)

3 − 4524033 j (z)
2
+ 2121795000 j (z)− 68381511228

)

=
1

2073

(
−2048

q2
+

2049

q
− 47709536q− 7454869971360q2+ . . .

)
∈ S!

12 (1) ,

• j (z) = E4 (z)
3

∆(z)
=

1

q
+ 744 + 196884q+ 21493760q2 + 864299970q3 + . . . ∈M !

0 (1) .

• F−10 (1, z) =
1

q
+

24

B12
+ C+

1 q + . . . ∈M !
−10 (1) , C+

1 = −1842, 89;

• ω+ = 0, 114379; Ω+ = ω+

(
C+

1 −
210 · 10!

(4π)
11
ω+ω−

)
= −211, 113;

• ω− = 0, 00926928; Ω− = ω−

(
C+

1 +
210 · 10!

(4π)11 ω+ω−

)
= −17, 0560;
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n
(

10
n−1
)
· L∗∆ (n)

(
10
n−1
)
· L∗∆′ (n)

1
36

691
ω+ 36

691
Ω+

2 4ω− 4Ω−

3 ω+ Ω+

4 25ω− 25Ω−

5 3ω+ 3Ω+

6 42ω− 42Ω−

7 3ω+ 3Ω+

8 25ω− 25Ω−

9 ω+ Ω+

10 4ω− 4Ω−

11
36

691
ω+ 36

691
Ω+

4.4. Mock-Modulformen und Eichlerintegale

Statt Eichlerintegrale in die untere Halbebene fortzusetzen, kann man auch versuchen, sie in der gleichen (oberen)
Halbebene durch einen nicht-holomorphen Anteil zu vervollständigen, so dass sie modular transformieren. Man
kann vermuten, dass bei der Fortsetzung der Reihensumme einer Mock-Modulform f in die untere Halbebene H−
der modulare Defekt derselbe bleibt wie in H

f (z)− (cz + d)−k f (γz) = C2−kR.

i∞∫

x

P (τ) (τ − z)−k dτ, P ∈M !
2−k

ebenso wie beim Übergang von einem Eichlerintegral zum anderen, so dass f − ˜̃P wieder modular transformiert
und Eigenfunktion des Laplaceoperators ∆k ist. Die Reihensumme von f in der unteren Halbebene ist somit
f∗ = P̃ (−z). Nach [Ramanujan] heißt eine holomorphe Funktion f , die keine ’Thetafunktion’ ist, Mock-
Thetafunktion, wenn sie in jeder Spitze α ∈ Q ∪ {∞} die gleiche asymptotische Entwicklung wie eine (schwach-
holomorphe) Modulform hat, d.h.

f |γ (z) = a−n,αq
−n + . . .+ a−1,αq

−1 +O (1) , z → α (senkrecht von oben).

Mock-Thetafunktionen sind die holomorphen Anteile von harmonischen schwachen Maaßformen F vom Gewicht
1
2 und Spektralparameter 3

16 , vgl. [Zwegers 1, Zwegers 2]. [Zagier 15] verallgemeinert das zu

Definition 4.4.1. Die folgenden Funktionen sind invariant bezüglich des |−slash-Operators der Gruppe
Γ = Γ0 (N), Nebentyp χ ∨ Γ0 (4).

(1) Mock-Spitzenformen f ∈ Sk (N,χ) sind die holomorphen Anteile der Funktionen aus Ŝk (N,χ), d.h.
der harmonischen schwachen Maaßformen, deren nicht-holomorpher Anteil in den Spitzen exponentiell
verschwindet.

(2) Mock-Modulformen f ∈ Mk (N,χ) sind die holomorphen Anteile von harmonischen schwachen Maaß-
formen F vom Gewicht κ, deren nicht-holomorpher Anteil in den Spitzen von höchstens polynomialem
Wachstum ist.

(3) Schwache Mock-Modulformen f ∈ M!
k (N,χ) sind (bis auf Konstanten) der holomorphe Anteil von har-

monischen schwachen Maaßformen F vom Gewicht k, deren nicht-holomorpher Anteil in den Spitzen
höchstens von exponentiellem Wachstum ist, d.h. F ∈ M̂!

k (N,χ).
(4) S+k ,M

+
k und M!+

k (k− 1
2 ∈ Z) sind die entsprechenden Räume von Modulformen zu Γ0 (4) mit Koeffizienten

cn, die die Bedingung ck = 0 für n ≡ − (−1)[k] ∨ 2 (mod 4) erfüllen (Kohnen-Plus-Raum).
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Zu jeder Mock-Modulform kann man nach Definition eine Komplettierung zu einer harmonischen schwachen Maaß-
form finden (Ŝk, M̂k, M̂!

k, . . . ). Aus der Klassifizierung der harmonischen schwachen Maaßformen im Anhang C.3
ergibt sich ein vollständiger Überblick über die Mock-Modulformen aus den Räumen Sk,Mk,M!

k bzw. den dazu-
gehörigen Kohnen-Plus-Räumen S+k ,M

+
k und M!+

k .

Im Falle von ganzem Gewicht k ≤ 0 ist Mock-Modulform dasselbe wie Eichlerintegral:

Satz 4.4.2. Sei f (z) =
∑
n≥n0

anq
n ∈ Sk (SL2 (Z)) , k ≤ 0, eine Mock-Spitzenform. Dann ist

f (z) =
∑

n<0

anF̃2−k (n, z) .

Für Gewicht Null kann man noch eine beliebige Konstante addieren.

Beweis. Gewicht 0:

Sei f (z) = c′0y +
∑

n≥n0

cnq
n +

∑

n≥n0

c′nq̄
n modular vom Gewicht 0;

Df (z) = − c
′
0

4π
+
∑

n≥n0

ncnq
n ∈M !

2 (Γ) =

〈
d
dz
P (j (z))

〉

⇒ c′0 = 0,
∑

n≥n0

cnq
n = c0 + P (j (z)) ∈M !

0 (Γ) .

Holomorpher und nicht-holomorpher Anteil werden durch Konjugation (bzw. auch durch Θ = X : z 7→ −z̄)
vertauscht, also

f (z) = P1 (j (z)) + P2 (j (z)) mit Polynomen P, P1, P2.

Für negatives Gewicht gibt es eine Basis aus Poincaréreihen, [Rademacher, 134.]

f (z) =
∑

n<0

anFk (n, z) ,

die wegen [Bol]’s Identität wieder auf Poincaréreihen des komplementären Gewichts 2− k abgebildet werden, vgl.
Lemma C.3.5.4. �

4.5. Konvergenz in der unteren Halbebene

Der Rand des Einheitskreises ist für die analytische Fortsetzung eine unüberwindliche Barriere, da es bei je-
der Einheitswurzel eine Singularität gibt, s. auch [Bri Ka Koh]. Es zeigt sich jedoch, dass die Fourierreihe von
Mock-Modulformen oft auch außerhalb des Einheitskreises konvergiert, und zwar gegen das Eichlerintegral einer
(schwach-)holomorphen Modulform P . Das wurde erstmals in [Petersson 2, §3 Verallgemeinerungen; Integral-
formen] angesprochen. Beispiele finden sich in [Lawrence Zagier]. [Hikami] arbeitet mit q−hypergeometrischen

Reihen. ˜̃P ist dann die nicht-holomorphe Komplettierung der Mock-Modulform f , d.h. f − ˜̃P transformiert modu-
lar. Das stimmt zumindest für Poincaréreihen Fk (n, z). Für negatives k ist P̃2−k (n, z) die analytische Fortsetzung
des holomorphen Anteils von Fk (n, z) auf die untere Halbebene. Man zeigt das entlang derselben Argumentati-
onslinien wie in [Rademacher, 135. The series for the modular form F (τ)] und [Lehner, Ch. IX, 3. Expansions
of Zero]. Heuristisch ist naheliegend, dass P2−k (n, z) =

∑
γ∈Γ∞\Γ

qn|γ etwas mit der analytischen Fortsetzung von

F2−k (n, z) =
∑

γ∈Γ∞\Γ
q−n|γ außerhalb des Einheitskreises zu tun haben könnte, und dass daher P̃2−k (n, z) eine

Fortsetzung von F̃2−k (n, z) ist8. Es gibt also zwei Möglichkeiten, von der einen in die andere Halbebene fortzu-
setzen: Zusätzlich zur Fortsetzung vom einen auf das andere Eichlerintegral macht auch die bekannte analytische
Fortsetzung von holomorphen Funktionen (eingeschränkten9) Sinn. Indem man bei einem Übergang von einer in
die andere Halbebene die eine, beim anderen Übergang die andere Methode wählt, hat man die modulare Kom-
plettierung der Mock-Modulform.

8Modulformen lassen sich aber nicht analytisch fortsetzen.
9Es gibt keine Fortsetzung entlang einer offenen Umgebung.



4.5. KONVERGENZ IN DER UNTEREN HALBEBENE 110

Der holomorphe Anteil der Fourierreihe der Poincaréreihen lässt sich auch in der unteren Halbebene sinnvoll
interpretieren:

Proposition 4.5.1. Sei L ein gerades Gitter, k ∈ 1
2Z und ̺ die Weildarstellung (bzw. deren Dual) auf dem

Gruppenring C [L′/L]. Der nicht-holomorphe Anteil der Poincaréreihen aus [Bruinier 1] hat dieselben Fourier-
koeffizienten, die man erhält, indem man die (holomorphe) Reihensumme in der unteren Halbebene berechnet.

Beweis. Sei10 m < 0. Der holomorphe Anteil der vektorwertigen Poincaréreihe FLβ,m
(
τ, 1− k

2

)
∈ M̂!

k vom
Gewicht k < 0 zum Gitter L aus [Bruinier 1, Def.1.8, Prop.1.10] ist11

F+
β,m

(
τ, 1− k

2

)
:= 2eβ (mτ) + 2π

∑

γ∈L/L′

∑

n∈Z
n+q(γ)≥0

(
n+ q (γ)

−m

) k−1
2

·
∑

c∈Zr{0}
Hc (β,m, γ, n+ q (γ)) I1−k

(
4π

|c|
√
−m (n+ q (γ))

)
qn+q(γ)eγ

= 2eβ (mτ) + 2π
∑

γ∈L/L′

∑
(
a b
c d

)
∈Γ∞\Γ/Γ∞

̺−1γβ

(̃
a b
c d

)

eπi sign(c)k/2 |c|e
(ma
c

)
Φc

(
e

(
d

c

)
q

)
eγ(4.5.1)

mit

Φc (z) :=
∑

n∈N0

n+q(γ)≥0

(
n+ q (γ)

−m

) k−1
2

I1−k

(
4π

|c|
√
−m (n+ q (γ))

)
zn+q(γ)

Die Funktion z 7→ Φc (z) hat eine holomorphe Fortsetzung auf C r {1}.
Sei

Bc (t) :=

(
t+ q (γ)

−m

) k−1
2

I1−k

(
4π

|c|
√
−m (t+ q (γ))

)
=

∞∑

n=0

acn
n!

(t+ q (γ))
n

mit

acn :=
(−m)

1−k+n
(

2π
|c|

)1−k+2n

Γ (2− k + n)
, l (s) :=

∞∑

n=0

acn
sn+1

, |s| = η > 0 beliebig.

Dann ist

Bc (t) =
1

2πi

∫

|s|=η

es(t+q(γ))l (s)ds,

Φc (z) =
∑

n∈N0

n+q(γ)≥0

Bc (n) z
n+q(γ) =





zq(γ)+1

2πi

∫
|s|=η

e(q(γ)+1)sl(s)
1−zes ds, γ 6= 0, q (γ) = −γ2,

zq(γ)

2πi

∫
|s|=η

eq(γ)sl(s)
1−zes ds, sonst.

.

10Das Vorzeichen in [Bruinier 1] ist umgekehrt in dieser Arbeit

11Hc (β,m, γ, n) :=
e−πi sign(c)k/2

|c|
∑

d (mod c)∗
a b
c d


∈Γ∞\Γ/Γ∞

̺−1
γβ

˜(
a b
c d

)
e

(
ma+ nd

c

)
, Kloostermansumme
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Entsprechend der Argumentation in [Lehner, Ch.IX 3. Expansions of Zero] liefert diese Integraldarstellung die
analytische Fortsetzung Φ∗c von Φc nach z ∈ Cr {1}:

Φ∗c (z) = zq(γ)+1 Res
s=0

e(q(γ)+1)sl (s)

1− zes = −zq(γ)+1 Res
s=0

∞∑

j=0

((q (γ) + 1) s)
j

j!

∞∑

n=1

(zes)
−n

∞∑

l=0

acl
sl+1

= −Res
s=0

∞∑

j=0

((q (γ) + 1) s)
j

j!

∞∑

n=1

zq(γ)+1−n
∞∑

p=0

(−sn)p
p!

∞∑

l=0

acl
sl+1

= −
∞∑

n=1

∑

j+p=l

(q (γ) + 1)
j
(−n)p

j!p!
aclz

q(γ)+1−n = −
∞∑

n=0

∞∑

l=0

(q (γ)− n)l
l!

aclz
q(γ)−n

für γ 6= 0, q (γ) = −γ2 bzw.

Φ∗c (z) = −
∞∑

n=1

∞∑

l=0

(q (γ)− n)l
l!

aclz
q(γ)−n sonst; d.h.

Φ∗c (z) = −
∞∑

n∈Z
q(γ)+n<0

Bc (n) z
q(γ)+n für |z| > 1.(4.5.2)

Damit hat man die analytische Fortsetzung außerhalb des Einheitskreises.
Gleichung (4.5.2) eingesetzt in die Fourierreihe (4.5.1) ergibt12

F ∗β,m

(
τ, 1− k

2

)
:= 2eβ (mτ)− 2π

∑

γ∈L/L′

∑

n∈Z+q(γ)
n<0

∣∣∣ n
m

∣∣∣
k−1
2

∑

c∈Zr{0}
Hc (β,m, γ, n) J1−k

(
4π

|c|
√
|mn|

)
qneγ .

Es ergeben sich genau die Fourierkoeffizienten von FLβ,m
(
τ, 1− k

2

)
mit negativem Index, vgl. [Bruinier 1, Prop.1.10].

�

Beispiele. Vektorwertige Modulformen zum Gitter Z mit der quadratischen Form q (a) = a2 für gerades k+ 1
2 bzw.

q (a) = −a2 für ungerades k + 1
2 entsprechen den Γ0 (4)-Formen aus dem Kohnen-Plus-Raum, vgl. [Bruinier 1,

Example 1.3] und Anhang C.3.2.4.

Das Ergebnis hängt von der Summationsreihenfolge ab, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

4.6. Mock-Modulformen haben unendlich viele Schatten

Die Eichlerintegrale von SL2 (Z)−Spitzenformen haben unendlich viele Schatten. Für ∆̃ eine explizite Konstruk-
tion:

Hilfssatz 4.6.1. Das Eichlerintegral der Diskrimiantenfunktion ∆ ∈ S12 lässt sich auf unendlich viele Arten zu
einer harmonischen schwachen Maaßform komplettieren:

∀m ∈ N : ∆̃ (z) +
(4π)11 〈∆,∆〉

10! τm

(
m11 ˜̃F 12 (m, z)−

24σ11 (m)

B12

)
= − (4π)11 〈∆,∆〉

10! τm
F−10 (−m, z)

mit den Poincaréreihen aus Definition C.3.3.2.2.

Beweis. Nach Hilfssatz C.3.3.1.4 ist

F−−10 (m, z) = −m11cm
˜̃
∆ = −m11 ˜̃P 12 (m, z)

mit cm =
10! τ (m)

(4πm)
11 〈∆,∆〉

, 〈∆,∆〉 = 1, 035 362 · 10−6. Jedesmal ergibt sich eine modulare Komplettierung von ∆̃.

Die Poincaréreihe F−10 (m, z) ist eine harmonische schwache Maaßform vom Gewicht−10, deren nicht-holomorpher

12F ∗
β,m

(
τ, 1− k

2

)
bezeichne die Reihensumme von F+

β,m

(
τ, 1− k

2

)
für Re τ < 0.
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Anteil ein Vielfaches des modifizierten Eichlerintegrals der ∆−Diskriminante sein muss:

D11F−10 (m, z) = −m11F12 (m, z)

F−10 (m, z) =
24 σ11 (m)

B12
−m11F̃12 (m, z)−m11cm

˜̃
∆(z) .

Anwendung von Θ vertauscht holomorphen und nicht-holomorphen Anteil:

m11cm∆̃ (z)− 24σ11 (m)

B12
+m11 ˜̃F 12 (m, z) = −ΘF−10 (m, z) HS.C.3.5.4

= −F−10 (−m, z)

und ∆̃ ist eine schwache Mock-Modulform mit unendlich vielen Schatten. �



KAPITEL 5

Kongruenzen

Die ursprüngliche Fragestellung für dieses Kapitel war das folgende Problem: Die Poin-
caréreihe

F+
−10 (1, z) =

1

q
− 65520

691
− 1842, 89 q − 23274, 08 q2 − 225028, 76 q3 + . . .

aus S−10 := S−10 (SL2 (Z)) hat vermutlich irrationale Fourierkoeffizienten. Addiert man
jedoch c ∆̃ z.B. mit c = 1842, 89 . . . , so ist das eine Mock-Modulform aus M!

−10 mit
rationalen Fourierkoeffizienten:

1

q
− 65520

691
− 1490923

26
q2 − 164044054

36
q3 − 29502448479

47
q4 . . . .

Es ist die Frage, wie man c optimal wählt, so dass der holomorphe Anteil von f :=

F+
−10 (1, z) + c ∆̃ Fourierkoeffizienten mit möglichst kleinen Nennern hat. Der Differen-

zialoperator D11 vermittelt einen einfachen Zusammenhang mit dem Raum S!
12. Durch

Computerexperimente stellt man fest, dass ganzzahlige Fourierkoeffizienten von Modul-
formen g (z) =

∑
n≫−∞

c (n) qn ∈ S!
12 rD11M !

−10 folgende Teilbarkeit haben:

∀m≫ 1 : ord2c (2
m) = 3m+ konst.

ord3c (3
m) = 2m+ konst.(5.0.1)

ord5c (5
m) = m+ konst.

ord7c (7
m) = m+ konst.

Daraus folgt sofort, dass die Fourierkoeffizienten einer Mock-Modulform f vom Gewicht
−10 nicht ganzzahlig sein können, denn dann müsste für die Fourierkoeffizienten der
Modulform D11f gelten:

∀ Primzahlen p : c (pm) ≡ 0 (mod p11m+konst.).

Auf der Suche nach einem Beweis von (5.0.1) stößt man auf folgende Kongruenzen der
Ramanujan τ−Funktion

τ (2mn) ≡ 0 (mod 23m),

τ (3mn) ≡ 0 (mod 32m),

τ (5mn) ≡ 0 (mod 5m),

τ (7mn) ≡ 0 (mod 7m).

Das erinnert an Ramanujans bekannte Kongruenzen für die Partitionszahlen p (n) und
läßt sich auf Fourierkoeffizienten holomorpher, schwach-holomorpher, Mock-Modulformen
sowie Jacobiformen modulo Primzahlpotenzen verallgemeinern. Wir untersuchen Trans-
formationsverhalten bezüglich der Gruppen Γ0 (N) mit Nebentyp.

5.1. Hecke-Spitzenformen

Wir versuchen, die Arithmetik von Modulformkoeffizienten auf die Wirkung der Heckeoperatoren zurückzuführen.
Am übersichtlichsten ist das bei Hecke-Eigenformen.

113
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Wir benötigen folgende Heckeoperatoren [Li, 1. Basic Lemmas]: Sei p eine Primzahl, t ∈ N:

Ut : M !
k (N,χ)→

{
M !
k (N,χ) , t | N,

M !
k (tN,1 · χ) , t ∤ N,

f (z) =
∑

i

ciq
i 7→
∑

i

ctiq
i,

Vt : M !
k (N,χ)→M !

k (tN,1 · χ) , f (z) =
∑

i

ciq
i 7→
∑

i

ciq
ti,

Tχ,kp :M !
k (N,χ)→M !

k (N,χ) ,Tp := Tχ,kp , f (z) =
∑

i

ciq
i 7→
∑

i

(
cpi + χ (p) pk−1c i

p

)
qi mit c i

p
:= 0 für p ∤ i,

Die Koeffizienten von Hecke-Eigenformen erfüllen die Rekursion:

τi
(
pm+1

)
= τi (p) τi (p

m)− χ (p) pk−1τi
(
pm−1

)
.(5.1.1)

Die Involution

K : M !
k (N,χ)→M !

k (N,χ) , f (z) 7→ f (−z̄)

hat auf Neuformen aus Sk (N,χ) eine ähnliche Wirkung wie die Fricke-Involution τ0 =
(

0 − 1√
N√

N 0

)
, vgl. [Ogg 2,

Lemma 7]. Der Operator K vertauscht mit Dk−1 und KTχ,kp = Tχ,kp K . Um Teilbarkeit der Fourierkoeffizienten
zu untersuchen, beschäftigen wir uns mit Hecke-Eigenformen. Die Spitzenformen Sk (N,χ) besitzen nach [Stein,
Theorem 9.4] eine Basis von simultanen Eigenformen aller Heckeoperatoren Tp, p ∤ N.

Sk (N,χ) =
⊕

m
cond(χ)|m|N

⊕

t|Nm

{
Vt f

{m}
i

∣∣i = 1, . . . , s
}
= 〈f1, . . . , fs〉 , s = dimSk (m,χm) ,(5.1.2)

dabei sind f
{m}
i (z) =

∞∑

j=1

τ
{m}
i (j) qj ∈ Sneu

k (m,χm) Neuformen der Stufe m, normalisiert durch τ
{m}
i (1) = 1, χ

wird von einem Charakter χm mod m induziert. Die Heckeoperatoren (genauer
√
χ (p) · Tp) sind hermitesch,

[Iwaniec 3, Theorem 6.20]:

p ∤ N : 〈Tp f, g〉 = χ (p) 〈f,Tp g〉 .(5.1.3)

Das führt zu folgender Relation der Tp−Eigenwerte:

p ∤ N : τi (p) = χ (p) τi (p) bzw. τi (p) ∈
√
χ (p)R.(5.1.4)

Induktiv ergibt sich:

∀m ∈ N : τi (p
m) = χ (p)

m
τi (pm).

Definition 5.1.1. [Ribet] Angenommen, ψ ist nicht der triviale Charakter. Eine Neuform heißt CM-Form, falls
für ihre Fourierkoeffizienten gilt:

c (p) = ψ (p) c (p)

für alle Primzahlen p einer Menge der Dichte 1.

Nach der Ramanujan-Petersson Vermutung, bewiesen durch [Deligne], gilt:

∀p ∤ N : |τi (p)| ≤ 2p
k−1
2 .(5.1.5)

Falls p | N, bezeichnen wir die Eigenwerte des Heckeoperators Tp = Up auch mit

υi = υi (p) = τi (p) .(5.1.6)

In diesem Fall ist

|υi| = 0 ∨ p k−2
2 ∨ p k−1

2 , [Atkin Li, Theorem 2.1].(5.1.7)

Jetzt untersuchen wir die Wirkung der Heckeoperatoren auf Spitzen κ 6=∞ :

Hilfssatz 5.1.2. Sei N ∈ N, χ ein Charakter mod N, p ∤ N eine Primzahl, f (z) =
∑

n≫−∞
cne

2πinz ∈M !
k,∞ (N,χ)

eine schwach-holomorphe Modulform mit Hauptteil nur in der Spitze ∞. Falls ggT (N,n) = 1, kann Tn f keinen
Hauptteil in anderen Spitzen als ∞ haben, d.h.

Tn f ∈M !
k,∞ (N,χ) .
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Beweis. Der Heckeoperator bewahrt Holomorphie inH und Transformationsverhalten bezüglich Γ0 (N). Spit-
zen äquivalent zu ∞ sind von der Form a

b mit ggT (a, b) = 1, N | b. Wegen

Tn f
.
=
∑

ad=n

f

∣∣∣∣
(
a b
0 d

)
=
∑

ad=n

d−kf

(
a2z + ab

n

)

und

z ∼ ∞⇐⇒ a2z + ab

n
∼ ∞

trägt der Hauptteil von f in der Spitze ∞ einen Hauptteil von Tn f nur in der Spitze ∞ bei. �

Definition 5.1.3. Für die Teilbarkeitseigenschaften der Fourierkoeffizienten der Modulformen aus M !
k (N,χ)

spielen die p-Ordnungen der Koeffizienten aj des Polynoms

pTm
(x) =

n∏

i=1

(x− τi (m)) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an, n = # {verschiedene Tm−Eigenwerte auf Sk (N,χ)}

des Heckeoperators Tm auf den Spitzenformen Sk (N,χ) eine Rolle.
Die Newtonsteigungen des Newton-Polygons (Anhang A.4) zu pTp

seien α1, . . . , αn ∈ Q.

(Falls τi (p) = 0, ist τi
(
pm+1

)
= 0, τi

(
p2m

)
=
(
−χ (p) pk−1

)m
, setze αi :=

k − 1

2
)

• Wir bezeichnen pTm
als das Heckepolynom1 zu Tm.

• Der p−Teil einer Modulform sind die . . . ,−p2,−p,−1, 1, p, p2, . . .−ten Fourierkoeffizienten.
• Im ganzen Kapitel sei s := dimSk (N,χ) , n := # {verschiedene Tp−Eigenwerte auf Sk (N,χ)}.
• Sei Kf der Körper, der die Fourierkoeffizienten2 der Heckeform f enthält, mit Ring der ganzen Zahlen
Of .

• Mit Kp meinen wir die Vervollständigung des Körpers K bezüglich eines Primideals p ⊂ OK über p.
• Sei M = Q (χ (2) , χ (3) , χ (4) , . . . ).
• Sei KHecke der Körper, der alle Fourierkoeffizienten aller Neuformen aus Sk (m,χm) , cond (χ) | m | N

enthält, mit Ring der ganzen Zahlen OHecke.
• Sei p ∤ N . Wir definieren Räume von Modulformen, die auf dem p−Teil Null sind:

S0
k :=



f (z) =

∑

j

cjq
j ∈ Sk (N,χ)

∣∣∣∣∀j ∈ N0 : cj algebraisch, cpj = 0



 .(5.1.8)

Dieser Raum ist genau dann nicht leer, falls es mindestens zwei Neuformen mit gleichem Eigenwert gibt,
z.B. falls in der Basis (5.1.2) Altformen auftreten. Er enthält Tp−Eigenformen, aber keine simultanen
Eigenformen (Neuformen).

Unsere Argumentation benutzt (hauptsächlich) Eigenschaften des p−Teils, d.h. der pm−ten Fourierkoeffizienten
von Modulformen (m ∈ N0). Wir betrachten Teilbarkeit von Modulformkoeffizienten oft im vervollständigten
diskreten Bewertungsring Kp. Komplexe Konjugation ist dann entsprechend einer fest gewählten Einbettung von C
in Cp zu verstehen. Für eine Primzahl p fixieren wir einen algebraischen Abschluß Qp von Qp und eine Einbettung
Q →֒ Qp. Sei Cp die p−adische Vervollständigung von Qp und ordp die normalisierte fortgesetzte p−adische
Bewertung. Im Folgenden verstehen wir unter Fourierkoeffizienten meist Fourierkoeffizienten in der Spitze ∞,
unter dem Hauptteil einer Funktion den Hauptteil in der Spitze ∞.

Es gibt konkrete Vermutungen über die p−Ordnungen der Koeffizienten aj des Heckepolynoms pTp
, vgl.

[Buzzard Calegari, Conjecture 1]. Eisensteinreihen treten in Familien auf: E(p−1)pr ≡ 1 (mod pr+1), vgl.
[Serre 1]. Für die Definition einer p−adischen Familie von Modulformen vgl. [Kassaei]. Etwas vereinfacht gesagt
geht es darum, dass es zu jeder Modulform vom Gewicht k1 eine von grösserem Gewicht k2 ≡ k1 (mod (p− 1) pm)
gibt, deren Koeffizienten kongruent bzgl. einer hohen p−Potenz sind. [Hida 1] hat das für „gewöhnliche“ Neu-

formen fj (z) =
∞∑
n=1

τj (n) q
n mit ggT (p, τj (p)) = 1 in Lp gezeigt. [Coleman 2] hat das verallgemeinert: Alle

Neuformen treten in Familien auf; man muss allerdings noch die Eigenformen zu den Stufen Γ (Npm) ,m = 1, 2, . . .
hinzunehmen. Der p−adische Grenzwert ist eine sogenannte overkonvergente Modulform im Sinne von [Katz], vgl.

1Das ist hier nicht immer das charakteristische Polynom des Heckeoperators, das oft mehrfache Nullstellen hat.
2Dann enthält Kf auch die Werte von χ.
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Abschnitt C.4. Die Hecke-Eigenwerte einer Familie konvergieren in der p−adischen Metrik. Klassisch bedeutet das,
dass die ersten m Newtonsteigungen (ein m ∈ N) periodisch im Gewicht sind, [Gouvêa 2]. Für die Primzahl 2 ist
die Periode der minimalen Newtonsteigung α1 explizit bekannt:

Beispiele. [Emerton, Theorem 1.1] Sei Γ = SL2 (Z), p = 2, k ≥ 12 und k 6= 14.

(1) Für k ≡ 0 (mod 4) ist α1 = 3.
(2) Für k ≡ 2 (mod 8) ist α1 = 4.
(3) Für k ≡ 6 (mod 16) ist α1 = 5.
(4) Für k ≡ 14 (mod 16) ist α1 = α2 = 6.

In den Fällen (1), (2) und (3) ist α2 > α1.

[Co Ste Tei] Sei Γ = SL2 (Z), p = 3, k ≥ 12, k 6≡ 10, 14 (mod 18).

(1) Für k ≡ 0 (mod 6) ist α1 = 2.
(2) Sonst ist α1 = 3.

Definition 5.1.4. Sei k ∈ N, p eine Primzahl, τ1 (p) , . . . , τn (p) die paarweise verschiedenen Eigenwerte des Hecke-

operators Tp auf Sk (N,χ) und fj (z) =
∞∑
n=1

τi (n) q
n die Neuformen von Sk (N,χ):

Gewöhnliche Primzahlen p erfüllen: ∀i : ordpτi (p) = 0.

Ungewöhnliche Primzahlen erfüllen: ∀i : ordpτi (p) > 0.

Meistens benötigen wir, dass p ungewöhnlich3 ist. Welche Primzahlen sind gewöhnlich, ungewöhnlich? Für Mo-
dulformen zur Gruppe SL2 (Z) wird vermutet, dass es unendlich viele ungewöhnliche Primzahlen (und damit
Ramanujan-Kongruenzen) gibt, die eine log log−Verteilung haben. Gewöhnliche Primzahlen sind i.a. ≥ k − 1 :

Satz 5.1.5. Sei X0 (N) vom Geschlecht Null, N 6= 2, 3, sei p ≥ 5 eine gewöhnliche Primzahl für Sk (Γ0 (N)),
p ∤ N . Dann ist p ≥ k − 1 oder N = 1, p = 11, k = 22.

Beweis. Angenommen, p ist gewöhnlich und p ≤ k − 2. Betrachte Up auf M̃k (Γ0 (N)), dem Raum der
mod p reduzierten Formen aus Mk (Γ0 (N)). Der lineare Operator Up ≡ Tp wird bezüglich einer Basis durch eine
Matrix representiert, deren Determinante bis auf das Vorzeichen gleich dem Produkt der Eigenwerte, also nach
Voraussetzung eine Einheit ist. Daher ist diese Matrix und die Abbildung Up auf M̃k (Γ0 (N)) invertierbar. Dazu
äquivalent ist, dass kerUp auf diesen Räumen trivial ist. Da Sk (Γ0 (N)) nach [Choi 1] eine Basis der Form

qs + O
(
qs+1

)
,

qs−1 + O
(
qs+1

)
,

...

q + O
(
qs+1

)

mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten hat, sind die Dimensionen der mod p reduzierten und nicht reduzierten
Modulformen gleich. Sei k = Ap+B,A ≥ 1, 2 ≤ B ≤ p+ 1. Nach [Dewar 2, (1.1)] ist

dim kerUp
∣∣
M̃k(Γ0(N))

= dimMk (Γ0 (N))− dimMA+B (Γ0 (N)) .

Sei p ≥ 13. Wegen k −A−B = A (p− 1) = 12∨ ≥ 16 ist für N = 1

dim kerUp
∣∣
M̃k(Γ0(N))

> 0.

Das gilt erst recht für N > 1, da die Dimensionszahlen dann stärker mit dem Gewicht anwachsen. Das bedeutet,
dass die Annahme falsch war. Für p = 5 und p = 7 ist ebenfalls kerUp 6= 0, für p = 11 gibt es eine Ausnahme
(N = 1, k = 22), wie man sich durch ein leichtes Computerprogramm überzeugt. �

3engl.: ordinary vs. non-ordinary von ’ordinary vs. supersingular reduction’ elliptischer Kurven (Gewicht 2),
Achtung: Die Primzahl p = 13 ist für Gewicht k = 24 weder gewöhnlich noch ungewöhnlich, α1 = 0, α2 = 1.
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Größere Primzahlen sind in der Regel gewöhnlich. Dann gibt es bis auf vereinzelte Ausnahmen keine Ramanujan-
Kongruenzen. Für S12 (SL2 (Z)) gibt es folgende ungewöhnliche Primzahlen: 2, 3, 5, 7, 2411, 7758337633, [Ly Ro].
Die meisten Arbeiten zum Thema Kongruenzen von Heckepolynomen beschäftigen sich mit Kongruenzen von τi (p)
mod q für verschiedene Primzahlen p und q, z.B. im Zusammenhang mit Galoisdarstellungen, s. [Serre 1, Serre 2].
In diesem Kapitel wird versucht, etwas über Kongruenzen zur gleichen Primzahl auszusagen.

Satz 5.1.6. Angenommen, p ∤ N . Die p−Teile aller Modulformen Sk (N,χ) haben eine n−dimensionale Basis von
Neuformen 〈f1, . . . , fn〉 (beliebiger Stufe mi | N), n =Anzahl verschiedener Tp−Eigenwerte. Gilt zusätzlich in der
Deligne-Abschätzung (5.1.5) echte Ungleichheit, dann gibt es Up−Eigenformen in Sk (pN,1 · χ), die den p−Teil
von Sk (N,χ) aufspannen: zu allen Neuformen fi ∈ Sk (m,χm) die Altformen fi − xVp fi, wobei x2 − τi (p)x +

χm (p) pk−1 = 0. Falls τi (p) = ±2
√
χm (p)p

k−1
2 , so ist τi (pm) = (m+ 1)

(
τi(p)
2

)m
und der Up− Operator ist

bezüglich der Basis
〈
fi − τi(p)

2 Vp fi, fi

〉
in Jordan-Normalform.

Beweis. Seien fi, i = 1, . . . , n eine maximale Anzahl von Neuformen der Basis (5.1.2) von Sk (N,χ) mit
paarweise verschiedenen Tp−Eigenwerten τi (p). Altformen aus der Basis (5.1.2) verschwinden auf dem p−Teil:
Vt fi ∈ S0

k. Offensichtlich bilden die Vektoren
(
1, τi (p) , τi

(
p2
)
, τi
(
p3
)
, . . .

)
, i = 1, . . . , n,

eine Basis der p−Teile von Sk (N,χ). Sei

fi (z) = q + τi (2) q
2 + . . .+ τi (p) q

p + . . . ∈ Sk (m,χm) ⊂ Sk (N,χ)
eine Neuform, d.h.

Tp fi (z) = τi (p) fi (z) .

Nach Definition von Tp und Up ist

Up fi (z) = τi (p) fi (z)− χm (p) pk−1fi (pz) ,

Up fi (pz) = fi (z) .

Das charakteristische Polynom der Matrix
(
τi(p) −χm(p)pk−1

1 0

)
ist

X2 − τi (p)X + χm (p) pk−1 = 0.

Der Operator Up hat die Eigenwerte

υi, υ
c
i =

τi (p)± i
√
4χm (p) pk−1 − τi (p)2

2

vom Betrag p
k−1
2 . Nehmen wir an, dass in der [Deligne]-Abschätzung echte Ungleichheit gilt:

|τi (p)| < 2p
k−1
2 .

Das ist äquivalent zu

τi (p) 6= ±2
√
χm (p)p

k−1
2 , vgl. (5.1.4) und [Choie Kohnen].

Die Neuform fi spaltet in Sk (pN,1p · χ) in zwei Alt-Eigenformen auf:

Υi (z) = fi (z)− υci fi (pz) =
∞∑

i=1

υi (i) q
i mit p−Teil υi (p

m) = υmi ,

Υci (z) = fi (z)− υifi (pz) mit p−Teil (υci )
m
.

(5.1.9)

Umgekehrt ist

fi (z) =
υiΥi (z)− υciΥci

υi − υci
.

Die zwei Up−Eigenformen haben einen p−Teil mit Newtonsteigungen min
(
α1,

k−1
2

)
und max

(
k − 1− α1,

k−1
2

)
.
�
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Wir benötigen auch die Eigenform K(f) ∈ Sk (N,χ) und die zugehörigen K(Υi) ,K(Υci) ∈ Sk (pN, χ · 1p). Für
ihre Eigenwerte gilt:

υi = χ(p)υci ,(5.1.10)

wie eine Argumentüberlegung zeigt. Falls die τi (p) paarweise verschieden und 6= ±2
√
χ (p)p

k−1
2 , sind auch die

Up−Eigenwerte υi, υci paarweise verschieden.

Definition 5.1.7. Sei p eine feste Primzahl, k ∈ N, p ∤ u, f (z) =
∑

n≫−∞
cnq

n ∈ M !
k (N,χ) ∩ Q {q} schwach-

holomorph. Die Modulform f heißt

• mindestens αi−arithmetisch, falls es ein λ ∈ N gibt mit

∀m≫ 1 : λ · cpm ≡ 0 (mod pmαi),

• αi−arithmetisch, falls f mindestens αi−arithmetisch, aber nicht mindestens β−arithmetisch für ein β > α
ist;

Hilfssatz 5.1.8 (Ramanujan-Kongruenzen für Neuformen). Sei N ∈ N, p eine Primzahl, f ∈ Sk (N,χ)
eine Neuform zum Eigenwert τj (p). Sei zunächst p ∤ N :

Für αj = ordpτj (p) ≤
k − 1

2
, τj (p) 6= 0,±2

√
χ (p)p

k−1
2 , gilt:

ordpτi (pm) = mαj .

Falls τj (p) = 0 gilt ordpτj
(
p2m

)
= m (k − 1). Setze αj :=

k − 1

2
. Falls ordpτj (p) ≥ k−1

2 , ist f k−1
2 −arithmetisch.

Falls p | N, ist τj (pm) = υmj und die Teilbarkeit klar.

Beweis. Wählt man Υj (z) := fj (z)− υcjfj (pz) ∈ Sk (Np, χ · 1p) , falls υj, υcj Lösungen von

X2 − τjX + χ (p) pk−1 = 0

sind, so ist der pm−te Fourierkoeffizient von Υj einfach υmj . Mit dem Satz von Vieta folgt unter der Voraussetzung
αj ≤ k−1

2 :

ordp (υj) = ordp (τj) = αj ≤ ordp
(
υcj
)
= k − 1− αj .

Aus der Definition der Υj folgt:

fj =
υjΥj − υcjΥcj
υj − υcj

bzw. τj (pm) =
υm+1
j −

(
υcj
)m+1

υj − υcj
.(5.1.11)

Falls τj (p) = ±2
√
χ (p)p

k−1
2 , ist υj = υcj =

τj (p)

2
, der Up−Operator läßt sich nicht diagonalisieren. Gleichung

(5.1.11) nimmt die Form τj (p
m) = (m+ 1) υmj an. Daraus folgt die behauptete Arithmetik.

Dasselbe gilt für υj 6= υcj mit gleicher p−Ordnung k−1
2 . Falls ordpτj (p) ≥ k−1

2 , ist ordp (υj) = ordp
(
υcj
)
= k−1

2 ,
vgl. auch [Gouvêa 2]. �

Dieses Verhalten (Hilfssatz 5.1.8) bei Neuformen scheint eine generelle Eigenschaft von Modulformen zu sein.

Meistens nummerieren wir die Up−Eigenwerte nach wachsenden Newtonsteigungen durch: Zu υ1, . . . , υn, υcn, . . . , , υ
c
1

gehören die Newtonsteigungen

min

(
α1,

k − 1

2

)
≤ · · · ≤ min

(
αn,

k − 1

2

)
≤ max

(
k − 1− αn,

k − 1

2

)
≤ . . . ≤ max

(
k − 1− α1,

k − 1

2

)
.

Folgerung 5.1.8.1. Gegeben eine Primzahl p. Eine Linearkombination4 von Neuformen fij ∈ Sk (m,χm) ,
cond (χ) | m | N paarweise verschiedener Tp−Eigenwerte der Newtonsteigungen αi1 ≤ αi2 ≤ . . . ist
min

(
αi1 ,

k−1
2

)
− arithmetisch.

4mit Koeffizienten aus Cp
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Beweis. Falls τi 6= ±2
√
χ (p)p

k−1
2 , ist υi 6= υci . Statt mit Stufe N−Neuformen fj rechnen wir mit den

entsprechenden Stufe pN−Altformen Υj,Υ
c
j . Modulformen verschiedener Newtonsteigungen machen sich keine

Konkurrenz. Bleibt der Fall gleicher Newtonsteigungen: Sei α = ordp (υ1) = ordp (υ2) , β ≥ 0, c1 6= 0. Wir rechnen

in Cp und zeigen, dass jede Linearkombination α−arithmetisch ist. Sei zunächst τi 6= ±2
√
χ (p)p

k−1
2 :

∀m : c1υ
m
1 + c2υ

m
2 ≡ 0 (mod p(α+β)m+γ),

oder, indem man durch c1υm1 dividiert:

1 + d1ω
m ≡ 0 (mod pβm+δ), ω :=

υ2
υ1
6= 1 eine Einheit, d1 =

c2
c1
6= 0,

1 + d1ω
m+1 ≡ 0 (mod pβ(m+1)+δ)

bzw. nach Subtraktion

∀m : d1 (ω − 1)ωm ≡ 0 (mod pβm+δ)

⇒ β = 0.

Das beweist die Aussage für zwei Up−Eigenwerte gleicher Newtonsteigung. Für eine größere Anzahl verwende
vollständige Induktion:

∀m : c1υ
m
1 + . . .+ csυ

m
s ≡ 0 (mod p(α+β)m+γ), dividiert durch c1υ

m
1 :(5.1.12)

1 + d2ω
m
2 + . . .+ dsω

m
s ≡ 0 (mod pβm+δ), ωi :=

υi
υ1
6= 1 Einheit, di 6= 0 und wieder

d2 (ω2 − 1)ωm2 + · · ·+ ds (ωs − 1)ωms ≡ 0 (mod pβm+δ),

dieselbe Aussage wie (5.1.12) für s→ s− 1, α = 0. Mit τi (pm) =
υm+1
i − (υci )

m+1

υi − υci
folgt die Beh.

Falls τi = ±2
√
χ (p)p

k−1
2 , ist υi = υci und es gibt nur eine Jordan-Normalform. Die Argumentation bleibt ähnlich:

(c1 + c2m) υmi ist k−1
2 −arithmetisch.

(c1 + c2m) υmi +(d1 + d2m) (−υi)m ist k−1
2 −arithmetisch, indem man gerade und ungerade Koeffizienten getrennt

betrachtet.
Ähnlich geht c0υm0 + . . .+ ciυ

m
i + (d1 + d2m) υmi+1 für gleiche Newtonsteigung k−1

2 . �

5.2. Galoistheorie

Spitzenformen aus Sk (Γ1 (N)) haben eine Basis mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten, daher ist das charakteristi-
sche Polynom des Heckeoperators Tp auf Sk (Γ1 (N)) aus Z [x]. Sei K1

Hecke der Körper, der alle Fourierkoeffizienten
aller Neuformen aus Sk (Γ1 (m)) ,m | N enthält. K1

Hecke /Q ist eine Galoiserweiterung. Automorphismen σ von
K1

Hecke /Q wirken koeffizientenweise auf Neuformen f (z) =
∑
cnq

n ∈ Sk (Γ1 (m)) ,m | N :

fσ :=
∑

cσnq
n.

Solche Neuformen sind immer Neuformen aus Sk (m,χm) für einen Charakter χ mod N , die unter σ in Neuformen
aus Sk (m,χσm) übergehen ([Ribet]). Die Permutationen σ, die die Werte von χ invariant lassen, bilden eine
Untergruppe von Gal

(
K1

Hecke /Q
)
. Der entsprechende Fixkörper ist M = Q (χ (1) , . . . , χ (N)). Diese Untergruppe

operiert auf Sk (N,χ)∩KHecke [[q]]: Sei f ∈ Sk (N,χ) und 〈f1, . . . , ft〉 alle Neuformen aus Sk (N,χ) beliebiger Stufe
m | N . Dann ist

σ : f −→ fσ

t∑

i=1

cifi −→
t∑

i=1

cσi f
σ
i ,

wobei die Neuformen permutiert werden. Daher ist fσ ∈ Sk (N,χ) ,KHecke /M eine Galoiserweiterung. Das gilt
auch für Eisensteinreihen und folglich für schwach-holomorphe Modulformen aus M !

k (N,χ).

Satz 5.2.1 (Mittelung über Galoiskonjugierte). Sei f ∈ M !
k (N,χ) eine schwach-holomorphe Modulform, deren

Hauptteil (in∞) algebraische Fourierkoeffizienten aus M (bzw. KHecke) hat. Dann gibt es eine schwach-holomorphe
Modulform g, die den gleichen Hauptteil wie f hat, so dass alle Fourierkoeffizienten aus M (bzw. KHecke) sind.
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Beweis. Sei m ∈ N eine obere Schranke für die Polordnungen von f in allen Spitzen. Dann ist ∆m+1f eine
Γ1 (N)−Spitzenform. Diese haben eine (endliche) Basis 〈f1, . . . , fm〉 mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten, d.h.

∆m+1f = c1f1 + . . .+ cmfm.

Indem man die ersten Fourierkoeffizienten in allen Spitzen vergleicht, ergeben sich die ci als Lösungen eines li-
nearen Gleichungssystems, nach Hilfssatz C.1.1.2 mit algebraischen Koeffizienten. Dieses hat nach Voraussetzung
eine Lösung, könnte aber unter- oder überbestimmt sein. Man erhält ein reguläres Gleichungssystem, indem man
genügend viele Gleichungen mit algebraischen Koeffizienten hinzufügt oder weglässt. Dieses hat nach der Cramer-
schen Regel eine algebraische Lösung ci, i = 1, . . . ,m. Das ergibt eine Modulform g1 mit dem gleichen Hauptteil
wie f und algebraischen Fourierkoeffizienten, z.B. aus der Galoiserweiterung K /KHecke. Sei G1 = Gal (K /KHecke).

Dann hat g2 =
1

#G1

∑
σ∈G1

gσ1 Fourierkoeffizienten in KHecke. Falls der Hauptteil von f aus KHecke kommt, sind wir

fertig. Sonst sei G2 = Gal (KHecke /M) , und g =
1

#G2

∑
σ∈G2

gσ2 hat Fourierkoeffizienten in M . �

Unter galoiskonjugiert verstehen wir im folgenden meist konjugiert bezüglich Gal (KHecke /M).

5.3. Schwache Hecke-Eigenformen

Die Teilbarkeitseigenschaften des p−Teils der schwach-holomorphen Modulformen sind ganz ähnlich wie bei den
Spitzenformen. Es gibt eine Analogie zur Hecketheorie. Die p−Ordnungen des 1, p, p2, · · · −ten Fourierkoeffizienten
ergeben schließlich eine arithmetische Folge. Das ist die typische Eigenschaft von Hecke-Eigenformen, vgl. Hilfssatz
5.1.8. [Guerzhoy 5] hat schwach-holomorphe Modulformen eingeführt, die sich ähnlich wie Hecke-Spitzenformen
verhalten. Wir präzisieren einige Begriffe:

Definition 5.3.1. Gegeben eine Primzahl p, k,N ∈ N, k ≥ 2 und χ ein Dirichletcharakter mod N . Eine schwache
Hecke-Eigenform5 zum Eigenwert τi (p) auf der Gruppe Γ0 (N) mit Nebentyp χ ist eine schwach-holomorphe
Modulform f ′ ∈ S!

k (N,χ) mit algebraischen Fourierkoeffizienten, so dass

∃d ∈M !
2−k (N,χ) , d 6≡ 0 : Tp f

′ = τi (p) f
′ +Dk−1d.(5.3.1)

Wir bezeichnen d als Heckedefekt für f ′. Er hängt noch von der Primzahl p ab.
Zu jeder Neuform fi aus Sk (N,χ) mit Hecke-Eigenwerten τi (m) bezeichnen wir mit Hecke-Eigenraum Ei alle
Modulformen f ′ ∈ S!

k (N,χ), die (5.3.1) ∀p ∤ N erfüllen.

Dadurch werden schwache Hecke-Eigenformen zu einem gegebenen Eigenwert nicht eindeutig festgelegt. Man
kann z.B. eine Spitzenform mit Tp−Eigenwert τi (p) oder eine beliebige schwach-holomorphe Modulform aus
Dk−1 (M !

2−k (N,χ)
)

mit algebraischen Fourierkoeffizienten dazu addieren.

Bemerkung. Schwach-holomorphe Modulformen ausDk−1 (M !
2−k (N,χ)

)
sind triviale schwache Hecke-Eigenformen

zu jedem beliebigen Hecke-Eigenwert.

Es gibt folgende implizite Charakterisierung:

Hilfssatz 5.3.2. Gegeben eine Primzahl p,N ∈ N und χ ein Dirichletcharakter mod N . Dann sind äquivalent:

• f ′ ist eine schwache Hecke-Eigenform zum Tp−Eigenwert τi (p).
• Es gibt eine harmonische schwache Maaßform F ∈ Ŝ2−k (N,χ) und Tp−Eigenformen f1, f2 ∈ Sk (N,χ)

zum gleichen Eigenwert τi (p) mit

Dk−1F − f ′ .= f1,
ξ2−kF

.
= K(f2) , (

.
= . . . proportional) ,

f ′ hat algebraische Fourierkoeffizienten.

Wir sagen, f ′ ist dual zu f2, falls ξ2−kF 6= 0.

5genauer : Eigenform des Heckeoperators Tp, keine simultane Eigenform
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Beweis. ⇒: Sei F ∈ Ŝ2−k (N,χ) harmonische schwache Maaßform mit dem gleichen Hauptteil wie das
Eichlerintegral f̃ ′, vgl. Satz C.3.3.1.3. Dann hat Dk−1F − f ′ keinen Hauptteil und ist eine Spitzenform f1. Nach
Hilfssatz C.3.6.2 ist S!

k (N,χ) = Dk−1S2−k (N,χ) ⊕ Sk (N,χ) eine direkte Summe, speziell f ′ = Dk−1F + s, s ∈
Sk (N,χ). Der Operator Tp−τi (p) Id lässt diese drei Räume invariant. Nun ist Tp f ′−τi (p) f ′ ∈ Dk−1S2−k (N,χ).
Der direkte Summand in Sk (N,χ) ist also Null, d.h. Tp f1 = τi (p) f1 und

Tp f
′ − τi (p) f ′ = TpD

k−1F − τi (p)Dk−1F = Dk−1d.

Wegen der Injektivität von Dk−1 ist pk−1 Tp F − τi (p)F = d, d.h. der nicht-holomorphe Anteil von F wird

durch Tp−p1−kτi (p) Id gelöscht. Er muss proportional zu einem modifizierten Eichlerintegral ˜̃f2 sein, f2 eine
Tp−Eigenform zum Eigenwert τi (p) und daher ein Urbild von K(f2) unter ξ2−k. �

Die entscheidende Eigenschaft von Neuformen ist, dass sie Eigenformen aller Heckeoperatoren Tn, n ∈ N sind.

Definition 5.3.3. Eine simultane schwache Hecke-Eigenform f ′ ist eine schwache Hecke-Eigenform, so dass die
Heckerelation (5.3.1) für alle Primzahlen p ∤ N gilt.
Eine schwache Neuform f ! ∈ S!

k (N,χ) ist eine simultane schwache Hecke-Eigenform, so dass die Heckerelation
(5.3.1) für alle Primzahlen p gilt. Wir fordern zusätzlich, dass die Fourierkoeffizienten von f ′ aus Kf2 kommen
sollen. Für eine schwache Neuform f ′ ist f2 eine Neuform.
Wir dehnen den Begriff dual auf Linearkombinationen von schwachen Hecke-Eigenformen aus:
Falls f ′ =

∑
f ′i + Dk−1g mit schwachen Hecke-Eigenformen f ′i zum Tp−Eigenwert τi (p) und harmonischen

schwachen Maaßformen Fi entsprechend Hilfssatz 5.3.2, so heißt f ′ dual zu K(ξ2−k (
∑
Fi)).

Diese Definition läßt noch sehr viel Spielraum, den wir in den Anwendungen auch ausschöpfen wollen.

Hilfssatz 5.3.4. Für eine schwach-holomorphe Modulform f ′ aus einem Hecke-Eigenraum dual zu einer Spitzen-
form f ∈ Sk (N,χ) aus demselben Eigenraum, F wie in Hilfssatz 5.3.2 und {·, ·} aus Definition C.1.2.1 ist

{K(f) , F} algebraisch und 6= 0.

Beweis. Mit f ′ hat auch f ′|γ algebraische Fourierkoeffizienten für alle γ ∈ SL2 (Z), [Stein, Beweis zu Theorem
9.18, Case 2]. Das sind (höchstens) [SL2 (Z) : Γ (N)] verschiedene Entwicklungen von f ′ = Dk−1F − cfi in den
Spitzen des Fundamentalbereichs, die sich zu einer vektorwertigen SL2 (Z)−Modulform zusammenfügen lassen.

Das gleiche gilt für die Hauptteile von
(
F − cf̃i

) ∣∣∣γ. Nach [Bruinier Funke 2, Proposition 3.5] ist {K(f) , F}
eine ganzalgebraische Linearkombination der Fourierkoeffizienten der Hauptteile der einzelnen Vektorkomponenten
und daher algebraisch. Nach Hilfssatz 5.3.2 ist

{K(f) , F} = 〈K(f) , c ·K(f)〉 = c̄ ‖K(f)‖2 6= 0 wegen c 6= 0.

�

Beispiele. Falls F „gut“ (im Sinne von [Guer Kent Ono]) für die Neuform f ist, gilt

{K(f) , F} = 1.

Bemerkung. Für CM-Formen F und Primzahlen p ∤ N , die im CM-Körper total zerlegt sind, ist F−p1−kυci (p)Vp F
eine p−adische Modulform, [Bri Guer Ka, Theorem 1.2].

Aufgrund der Charakterisierung in Hilfssatz 5.3.2 ist klar, dass schwache Hecke-Eigenformen dann schwache Neu-
formen sind, falls der Hecke-Eigenwert τi (p) einfach ist.

Hilfssatz 5.3.5. Sei N, u ∈ N, p eine Primzahl und f ′i (z) =
∑

n≫−∞
τ ′i (n) q

n eine schwache Hecke-Eigenform zum

Eigenwert τi (p). Dann gibt es schwach-holomorphe Formen d, d′ ∈ M !
2−k (N,χ) mit algebraischen Koeffizienten,

so dass

τ ′i
(
pm+1u

)
= τi (p) τ

′
i (p

mu)− χ (p) pk−1τ ′i
(
pm−1u

)
+ (pmu)k−1 d|pmu,

τ ′i (p
mu) = τi (p

m) τ ′i (u) +
∑

t+l=m−1
τi
(
pt
) (
plu
)k−1

d|plu.(5.3.2)



5.3. SCHWACHE HECKE-EIGENFORMEN 122

Man kann den Hauptteil auf verschiedene Arten wählen. Für die Teilbarkeitseigenschaften der Fourierkoeffizienten
der schwachen Hecke-Eigenformen spielt das keine große Rolle: Für zwei verschiedene simultane schwache Hecke-
Eigenformen f ′i , f

′′
i ∈ S!

k (N,χ) aus demselben Hecke-Eigenraum dual zu derselben Spitzenform fi gilt

(5.3.3) f ′i = λf ′′i + fi +Dk−1 (d′) , λ, µ algebraisch,

fi aus demselben Hecke-Eigenraum mit algebraischen Fourierkoeffizienten.

Beweis. Gleichung (5.3.2) folgt (rekursiv) aus der Hecke-Relation (5.3.1).
Nach Hilfssatz 5.3.2 gibt es harmonische schwache Maaßformen F1, F2 ∈ Ŝ2−k (N,χ) mit den gleichen Hauptteilen
wie f̃ ′i , f̃

′′
i , deren Schatten proportional sind. Dann hat F2 − λF1 keinen Schatten und ist in M !

2−k (N,χ) , mit
anderen Worten (Folgerung C.1.2.1.2)

{K(fi) , F2} = λ {K(fi) , F1} .
Wegen Hilfssatz 5.3.4 ist λ algebraisch, ebenso hat µfi+Dk−1d′ ∈ S!

k (N,χ) algebraische Fourierkoeffizienten. Der
Raum Mk (N,χ) hat eine Basis, so dass alle Fourierkoeffizienten algebraisch sind, daher auch M !

2−k (N,χ). Es gibt
eine algebraische Linearkombination dieser Basisfunktionen mit dem gleichen Hauptteil (in allen Spitzen) wie d′.
Für negatives Gewicht ist das eindeutig. Daher hat d′ algebraische Fourierkoeffizienten und µ ist algebraisch. �

Folgerung 5.3.5.1 (Ramanujankongruenzen für schwache Neuformen). Sei N ∈ N. Für eine schwache Hecke-
Eigenform f ′i ∈ S!

k (N,χ) zum Eigenwert τi (p) gilt:

Upm f ′i ≡ 0 (mod pm·min(αi,
k−1
2 )−Ap) für ein Ap ∈ Z, αi = ordpτi (p) .

Falls f ′i und die Heckedefekte für alle p ganzalgebraische Koeffizienten haben, kann man Ap = 0 wählen.

Beweis. Sei p eine Primzahl. Die Nenner der Fourierkoeffizienten von f ′i und des Heckedefektes d sind nach
Hilfssatz C.1.1.2 gleichmäßig beschränkt. Die Heckerelation (5.3.2) ergibt die Beh. �

Hilfssatz 5.3.6. Sei f eine Neuform der Stufe m | N und g ∈ Sk (N,χ) eine simultane Hecke-Eigenform aus
demselben Eigenraum wie f mit algebraischen Fourierkoeffizienten. Dann gilt:

g =
∑

t|Nm

ctVt f mit ct algebraisch..

Beweis. Bestimme die ct rekursiv nach aufsteigendem Index. �

Satz 5.3.7 (Altformen). 1) Sei f ′ ∈ S!
k (N,χ) eine schwache Neuform der Stufe m | N dual zur Neuform f und

g′ eine simultane schwache Hecke-Eigenform aus demselben Eigenraum wie f ′. Dann gilt:

g′ =
∑

t|Nm

(ctVt f
′ + dtVt f) +Dk−1 (g)(5.3.4)

mit algebraischen ct, dt und g ∈M !
2−k (N,χ) ∩Q {q}.

2) Falls zusätzlich f ′, g′ ∈ Kf {q}, so ist ct, dt ∈ Kf .
3) Falls das Eichlerintegral g̃′ ganzalgebraische Fourierkoeffizienten hat, gibt es eine schwache Neuform dual zu f ,
die mindestens (k − 1)-arithmetisch ist.

Beweis. Seien F und G dual zu f bzw. g, d.h. ξ2−k (F )
.
= K(f) und ξ2−k (G) aus dem Hecke-Eigenraum

von K(f), d.h. nach Hilfssatz 5.3.6 von der Form
∑
t|Nm

ctVtK(f). Für die Linearkombination
∑
t|Nm

tk−1ctVt F gilt:

ξ2−g (G) = ξ2−k

(
∑
t|Nm

tk−1ctVt F

)
, d.h. g′− ∑

t|Nm
ctVt f

′ ∈ S!
k (N,χ). Eine zweite Möglichkeit besteht darin, die ct

als Lösungen des linearen Gleichungssystems

∀t′ | N
m

:

{
Vt′ f, g

′ −
∑

t

ctVt f
′
}

= 0



5.3. SCHWACHE HECKE-EIGENFORMEN 123

zu bestimmen. Das hat offensichtlich eine algebraische Lösung. Der Hauptteil bestimmt g bis auf eine Spitzenform,
die nach Definition 5.3.1 und Hilfssatz 5.3.6 von der Form

∑
t|Nm

dtVt f mit algebraischen dt ist.

2) Annahme, ct, dt ∈ K ⊃ Kf . Wähle a so, dass Kf (a) der Galoisabschluß von K ist. Die Aussage folgt durch
Mittelbildung über die Galoiskonjugierten σ ∈ Gal (Kf (a) /Kf ). Dabei bleiben die Funktionen f ′ und g′ invariant

und
1

#σ

∑
σ
ct ∈ Kf , ebenso für dt. Da die Räume 〈Vt f ′〉 , 〈Vt f〉 und Dk−1 (M !

2−k (N,χ)
)

disjunkt sind, folgt die

Beh.
3) Sei tmin das minimale t 6= 0 in der Zerlegung des Satzes, p ∤ N . Dann ist der p−Teil von ctmin

f ′+dtmin
f mindestens

(k − 1)-arithmetisch, da die tmin · pm−ten Fourierkoeffizienten der übrigen Summanden ctVt f ′+ dtVt f, t > tmin

Null sind. �

Satz 5.3.8 (Summe von schwachen Neuformen). Sei 〈fi〉 die Basis (5.1.2) von Sk (N,χ).

• Die Fourierkoeffizienten einer schwachen Hecke-Eigenform f ′i dual zur Neuform fi spannen einen Erwei-
terungskörper von Kfi auf.

• Es gibt untereinander galoiskonjugierte schwache Hecke-Eigenformen f ′i dual zu den fi mit Hauptteil nur
in der Spitze ∞, Fourierkoeffizienten aus Ofi .

• Zu einer schwach-holomorphen Modulform f ′ ∈ S!
k (N,χ)rD

k−1M !
2−k (N,χ) mit algebraischen Fourier-

koeffizienten gibt es eine Zerlegung

f ′ =
∑

einige i

cif
′
i +Dk−1 (g) , ci algebraisch,(5.3.5)

in schwache Hecke-Eigenformen f ′i dual zu den fi und ein g ∈M !
2−k (N,χ), o.B.d.A. ci = 1.

• Falls f ′ Fourierkoeffizienten in KHecke hat, kann man f ′i wie in Punkt 1 wählen und ci ∈ Kfi . Dann hat
g Fourierkoeffizienten in KHecke.

• Falls f ′ Fourierkoeffizienten in M hat, kann man f ′i wie in Punkt 1 wählen und galoiskonjugierte ci ∈
KHecke. Dann hat g Fourierkoeffizienten in M .

• Falls das Eichlerintegral f̃ ′ ∈M!
2−k (N,χ) ganzalgebraische Fourierkoeffizienten hat, sind alle schwachen

Neuformen f ′i der Zerlegung (5.3.5) mindestens (k − 1)-arithmetisch.

(A ∪B bezeichnet den Körper, der durch A und B erzeugt wird.)

Beweis. Sei Kf ′
i

der Koeffzientenkörper von f ′i . Die Galoisautomorphismen aus Gal (Kfi /M) permutieren die
τi (p) nichttrivial für bestimmte Primzahlen p, daher (ihre Fortsetzungen) auch die f ′i , d.h. Kf ′

i
/M hat mindestens

so viele Automorphismen wie Kfi /M und Kf ′
i
⊃ Kfi .

Zu jeder Neuform fi ∈ Sk (m,χm) gibt es eine harmonische schwache Maaßform Fi mit ξ2−kFi
.
= K(fi), die

„gut“ für fi ist. Die Modulform Dk−1 (Fα) mit Fα = F − αf̃i aus [Guer Kent Ono, Theorem 1.1] hat alge-
braische Koeffizienten aus Kfi mit beschränkten Nennern (o.B.d.A. ganzalgebraisch), falls F |1 − α algebraisch
ist, d.h. Dk−1 (FF |1

)
ist eine schwache Neuform aus Sk (m,χm) wie in der ersten Aussage des Satzes. Sei f ′

eine beliebige schwache Hecke-Eigenform (Alt- oder Neuform) mit ganzalgebraischen Fourierkoeffizienten und
∑
cif
′
i eine algebraische Linearkombination dual zu derselben Spitzenform f wie f ′. Dann ist f ′ −

s∑
i=1

cif
′
i ∈

Dk−1 (M !
2−k (N,χ)

)
+ Sk (N,χ) . Daher gibt es zu jeder schwach-holomorphen Modulform f ′ eine Zerlegung

f ′ =
s∑
i=1

(cif
′
i + difi) + Dk−1 (g) mit reellen ci, di. Man kann wie in Satz 5.2.1 argumentieren, dass man wegen

endlicher Polordnung eine Linearkombination aus endlich vielen Basisfunktionen hat und die ci als Lösungen eines
linearen Gleichungssystems algebraisch sind. Mit f ′i ist auch cif ′i +difi eine schwache Hecke-Eigenform dual zu fi.
Mittelt man in der Zerlegung f ′ =

∑
cif
′
i+D

k−1g, ci ∈ K, über Gal (K /KHecke) und sind die Fourierkoeffizienten
von f ′ aus KHecke, so folgt: ci ∈ KHecke, f

′
i und g haben Fourierkoeffizienten in KHecke. Sind die Fourierkoeffizienten

von f ′ sogar aus M , so mittelt man noch einmal über Gal (KHecke /M).
Es gibt Primzahlen pj ∤ N , so dass

∏
j 6=i

(
Tpj −τj (pj)

)
f ′ Projektion auf den Eigenraum dual zu 〈Vt fi〉 ist. Natürlich

hat f̃ ′i := T̃ (i) f ′ =
∏

j 6=i

(
pk−1 Tpj −τj (pj)

)
f̃ ′ ganzalgebraische Koeffizienten, falls das für f̃ ′ zutrifft. Satz 5.3.7 3)

ergibt den letzten Punkt. �
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Folgerung 5.3.8.1. Schwach-holomorphe Modulformen haben folgende Basen:

S!
k (N,χ) = 〈f ′1, f ′2, . . . , f ′s〉 ⊕ 〈f1, f2, . . . , fs〉 ⊕Dk−1 (M !

2−k (N,χ)
)
,

M !
k (N,χ) = S!

k (N,χ)⊕ 〈Eisensteinreihen〉 ;
dabei sind f ′i vorgegebene simultane schwache Hecke-Eigenformen dual zu den fi der Basis (5.1.2).
Für Modulformen aus M!

k (N,χ) mit algebraischen Fourierkoeffizienten sind das algebraische Linearkombinationen.

Folgerung 5.3.8.2. Falls der Heckedefekt zu einer Primzahl p Fourierkoeffizienten aus M hat, sind die Fourier-
koeffizienten von f ′i aus Kfi . Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Beweis. Bei bekanntem Heckedefekt d lässt sich die schwache Hecke-Eigenform f ′i =
∑
n≥n0

anq
n eindeutig aus

Tp f
′
i − τi (p) f ′i = Dk−1d

rekonstruieren, indem man rekursiv an0 , an0+1, . . . , jeweils aus M [τi (p)] bestimmt. Nach dem vorigen Satz sind
die Fourierkoeffizienten mindestens aus Kfi , also Kfi ⊂M [τi (p)] ⊂ Kfi .
Sei umgekehrt z.B. dimSk (1) = 2 und τi (2) , τi (3) /∈ Q, H1 =

1
q +O (q) ∈ S!

k (1). Dann sind

f ′1 := T2H1 − τ2 (2)H1 =
2k−1

q2
− τ2 (2)

q
+O (q) ,

f ′2 := T2H1 − τ1 (2)H1 =
2k−1

q2
− τ1 (2)

q
+O (q)

schwache Hecke-Eigenformen, aber T3 f
′
i − τi (3) f ′i hat keine Fourierkoeffizienten in Q, sondern in Q [τi (3)]. �

Folgerung 5.3.8.3. Für X0 (N) vom Geschlecht Null gibt es zu jeder schwachen Hecke-Eigenform f ′ ∈ Sk (N,χ)
ein Vielfaches cf ′, sodass deren Heckedefekte d für alle Primzahlen p ganzalgebraische Koeffizienten haben, d wie
in (5.3.1).

Beweis. Wir können o.B.d.A annehmen, dass f̃ ′ einen Hauptteil in der Spitze ∞ mit ganzalgebraischen
Fourierkoeffizienten hat und konstant in allen anderen Spitzen ist (bis auf eine schwach-holomorphe Modulform,
deren Fourierkoeffizienten algebraisch mit beschränktem Nenner sind). Für alle Primzahlen p ∤ N hat die schwach-
holomorphe Modulform d := pk−1 Tp f̃ ′ − τ (p) f̃ ′ ∈ M !

2−k (N,χ) einen Hauptteil mit ganzalgebraischen Koeffizi-
enten. Nach Satz C.1.1.3 hat d gleichmäßig beschränkte Nenner. �

Mit Hilfe dieser Basis lassen sich Kongruenzen von Fourierkoeffizienten schwach-holomorpher Modulformen bewei-
sen.

Folgerung 5.3.8.4 (schwache Multiplikativität). Sei ggT (m,u) = 1. Für die Fourierkoeffizienten einer simulta-
nen schwachen Hecke-Eigenform f ′ mit Eigenwerten τi (u) gibt es ein Au mit

τ ′i (mu) ≡ τ ′i (m) τi (u) (mod
mk−1

ggT (Au,mk−1)
),(5.3.6)

und speziell für eine Primzahl p ∤ u:

τ ′i (p
mu) ≡ τ ′i (pm) τi (u) (mod pm(k−1)−Au).

Falls X0 (N) Geschlecht Null hat, ist Au = A unabhängig von u.

Beweis. Sei zunächst f ′ eine Neuform und F ∈ Ŝ2−k (N,χ) die harmonische schwache Maaßform entsprechend
Hilfssatz 5.3.2. Der Operator

(
uk−1 Tu−τi (u) ·

)
löscht den nicht-holomorphen Anteil von F . Berechne den m−ten

Fourierkoeffizienten in Tu f
′ = τi (u) f

′+Dk−1d. Die Fourierkoeffizienten von d sind algebraisch mit beschränktem
Nenner, daher Gleichung (5.3.6), die auch für die Fourierkoeffizienten von Vt f

′, t | N bzw. Linearkombinationen
daraus gilt. Die Gleichmäßigkeit in u ergibt sich mit Folgerung 5.3.8.3. �

Schwache Neuformen lassen sich explizit berechnen. Man kann sogar den Heckedefekt mit Hilfe des modularen
Gitters, Abschnitt C.1.2 berechnen, ohne die schwache Neuform zu kennen:
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Folgerung 5.3.8.5. Sei p ∤ N, τj (p) ein Tp−Eigenwert auf Sk (N,χ) und Hm (z) =
1

qm
+ O (q) ∈ S!

k,∞ (N,χ) ∩
M {q} die Basisfunktion aus Abschnitt C.1.1. Definiere

f !
j := χ (p)

1−n
n∏

i=1
i6=j

(Tp−τi (p))H1 ∈ S!
k,∞ (N,χ) ∩Kfj {q} .

Dann ist f !
j eine schwache Hecke-Eigenform und, falls der Tp−Eigenwert τj (p) einfach ist, eine schwache Neuform

dual zu fj mit Heckedefekt d = χ (p) dpn ∈M !
2−k (N,χ) ∩M {q} , dpn aus Def. C.1.2.2. Der p−Teil von f !

j ist

τ !j
(
pi
)
=

i−1∑

l=0

pl(k−1)d|pl · τj
(
pi−l−1

)
∈ Kfj .(5.3.7)

Falls X0 (N) Geschlecht Null hat, haben alle Fourierkoeffizienten einen durch Disk
(
pTp

)
gleichmäßig beschränkten

Nenner.
Die Konstruktion der f !

j läßt sich verallgemeinern, indem man H1 durch irgendein H ∈ S!
k (N,χ), das nicht aus

Dk−1M !
2−k (N,χ) + Sk (N,χ) kommt, ersetzt.

Beweis. Wende den Operator χ (p)
1−n ∏

i
i6=j

(Tp−τi (p)) auf die Zerlegung H1 =
s∑
i=1

cif
′
i+D

k−1g aus Satz 5.3.8

an. Dann werden alle schwachen Hecke-Eigenformen außer f ′j nach Dk−1 (M !
2−k (N,χ)

)
verschoben. Wir zeigen,

dass f ′j in der Zerlegung tatsächlich vorkommt: Die im Hilfssatz konstruierte Funktion (f !
j) hat einen Hauptteil

der Form
an−1
qpn−1 +

an−2
qpn−2 + . . .+

a0
q

mit an−1 6= 0.(5.3.8)

Sie ist orthogonal (im Sinne von {·, ·}) zu f1, . . . , f̂j, . . . , fn, da diese Anteile durch die Heckeoperatoren gelöscht
wurden. Sie ist nicht orthogonal zu fj , denn das Gleichungssystem

a0 + τi (p) a1 + . . .+ τi
(
pn−1

)
an−1 = 0, i = 1, . . . , n,

ist regulär, hat daher nur die triviale Lösung a0 = a1 = . . . = 0. Daher ist f !
j /∈ Dk−1M !

2−k (N,χ) + Sk (N,χ) und
ist schwache Hecke-Eigenform zum Eigenwert τj (p). Der Heckedefekt ist das Eichlerintegral von

χ (p)
1−n

n∏

i=1

(Tp−τi (p))H1 ∈M {q}

und hat den Hauptteil

−
(
χ (p)

qpn
+
an−1
qpn−1 +

an−2
qpn−2 + . . .+

a0
q

)
.

Das legt die Funktion eindeutig fest, die wir in Definition C.1.2.2 schon berechnet hatten: χ (p) dpn . Der p−Teil
von f !

j ergibt sich aus den Rekursionsformeln (5.3.2).
Für Geschlecht Null hat Disk

(
pTp

)
·H1 ganzalgebraische Koeffizienten aus M , vgl. Satz C.1.1.4 (5). �

Folgerung 5.3.8.6. Sei k,N ∈ N, p ∤ N eine Primzahl. Dann ist

f !
j :=

n−1∑

i=0

{
pi(k−1)aj,iHpi + τ !j

(
pi
)
∆
{N}
pi

}
+ gj ∈ S!

k (N,χ) , j ∈ {1, 2, . . . , n}

mit einem gj ∈ S0
k und

aj,i = (−χ (p))
i+1−n

n−i−1
2∑

s=0

((
i+ 2s

i+ s

)
−
(

i+ 2s

i+ s+ 1

))(
χ (p) pk−1

)s
σn−i−1−2s (τ1, . . . , τ̂j , . . . , τn) ∈ L [τj ] ,

τ !j
(
pi
)
=

i−1∑

l=0

pl(k−1)d|pl · τj
(
pi−l−1

)
algebraisch.

Beweis. Lange Rechnung. �
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Die weiteren Untersuchungen sind von der expliziten Form der f !
j unabhängig.

Beispiele. Sei p ∤ N, g ∈ S0
k (jeweils) eine Funktion mit verschwindendem Hauptteil, der Tp−Eigenwert τ1 (p)

einfach. Für dimSk (N,χ) = 1 ist

f !
1 = H1 + g.

Für n = 2 :

f !
1 = pk−1Hp − τ2H1 + χ (p)h1 (p2)

f1 − f2
τ1 − τ2

+ g.

Für n = 3 :

f !
1 (z) = p2(k−1)Hp2 − pk−1τ2 + τ3Hp + τ2τ3 + χ (p) pk−1H1+

+ χ (p)
pk−1hp (p3) + (τ1 − τ2 − τ3)h1 (p3)

(τ1 − τ2) (τ1 − τ3)
f1 + χ (p)

pk−1hp (p3)− τ3h1 (p3)
(τ2 − τ1) (τ2 − τ3)

f2

+ χ (p)
pk−1hp (p3)− τ2h1 (p3)

(τ3 − τ1) (τ3 − τ2)
f3 + g usw.

Damit ist der p−Teil dieser Funktionen eindeutig festgelegt. Wir haben die übrigen Koeffizienten nicht berechnet.
Alles, was man dazu wissen muß, ist Folgerung 5.3.8.4 über schwache Multiplikativität. Falls p | N, geht alles
analog, wenn man statt der Basis

〈
Hm
p

〉
schwach-holomorphe Modulformen nimmt, die nur in der Spitze Null

einen Hauptteil haben. Der Up− Operator belässt den Hauptteil dann nur in dieser Spitze, vgl. Satz C.3.5.8.

Damit und mit Anhang C.1 haben wir ein detailliertes Verständnis der Räume schwach-holomorpher Modulformen
gewonnen, das es uns ermöglicht, ihren p−Teil arithmetisch genau zu verstehen. Das betrifft die im Vorwort des
Kapitels angekündigten Ramanujan-Kongruenzen, erst kürzlich entdeckte schärfere Kaneko-Kongruenzen wie auch
die Frage nach der Ganzzahligkeit der Koeffizienten von Mock-Modulformen.

5.4. Ramanujan-Honda-Kaneko Kongruenzen

Sei p > 3 eine Primzahl, p ≡ 2 mod 3,m≫ 1. Dann gibt es nach [Guerzhoy 7] ein Ap ∈ N mit

Upm

(
E4 (6z)

η (6z)
4

)
≡ 0 (mod p[

m
2 ]−Ap).

Sei p eine Primzahl, p ≡ 3 mod 4,m≫ 1. Dann gibt es nach [Chi] ein Ap ∈ N mit

Upm

(
E4 (4z)

η (4z)
2
η (8z)

2

)
≡ 0 (mod p[

m
2 ]−Ap).

Dieses Phänomen hat folgende Verallgemeinerung:

Satz 5.4.1 (Ramanujan-Kongruenzen). Sei Sk (N,χ) 6= ∅, f ∈ S!
k (N,χ) schwach-holomorph mit ganzalge-

braischen Fourierkoeffizienten, p eine ungewöhnliche Primzahl. Dann gibt es ein Ap ∈ N mit

Upm (f) ≡ 0 (mod pm·min(α1,
k−1
2 )−Ap),

α1 ist die minimale Newtonsteigung des Tp−Heckepolynoms auf Sk (N,χ).
Falls die Modulkurve X0 (N) Geschlecht Null hat, ist A = Ap gleichmäßig in p.

Beweis. Für schwache Hecke-Eigenformen ist das Folgerung 5.3.5.1 und für Modulformen ausDk−1 (M !
2−k (N,χ)

)

gilt sogar

Upm f ≡ 0 (mod p(k−1)m−A), vgl. Hilfssatz C.1.1.2.

Für ein beliebiges f ∈ S!
k (N,χ) bestimme eine (algebraische) Linearkombination dieser Basisfunktionen entspre-

chend Satz 5.3.8. Falls X0 (N) Geschlecht Null hat, ergibt sich die Behauptung aus Folgerung 5.3.8.3. �
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Folgerung 5.4.1.1. Weitere Beispiele für verschiedene Kongruenzuntergruppen sind:

Γ0 (9) : Für p ≡ 2 mod 3 gilt: Upm

(
E4 (3z)

2

η (3z)
8

)
≡ 0 (mod p3[

m
2 ]−A),

Γ0 (16) , χ−4 : Für p ≡ 3 mod 4 gilt: Upm

(
E6 (4z)

η (4z)
6

)
≡ 0 (mod p2[

m
2 ]−A),

Γ0 (23) , χ−23 : Für
( p
23

)
= −1 gilt: Upm (1272H1) ≡ 0 (mod p2[

m
2 ]−Ap),

Γ0 (27) : Für p ≡ 2 mod 3 gilt: Upm

(
E4 (3z)

η (3z)
2
η (9z)

2

)
≡ 0 (mod p[

m
2 ]−Ap).

mit der schwachen Hecke-Eigenform zum Tp−Eigenwert 0,
(
p
23

)
= −1 :

H1 (z) := −
1

279840

(
E4 (z)− 234 E4 (23z)

η (z) η (23z)
− 11650G3,∞ (z) + 121670G3,0 (z)

)
=

1

q
+O (q) ∈ S!

3,∞

(
23,
( ·
23

))

mit den bekannten Eisensteinreihen zu den beiden Spitzen ∞ und Null:

G3,∞ (z) := −24 +
∞∑

j=1


∑

t|j

(
t

23

)
t2


 qj , G3,0 (z) :=

∞∑

j=1


∑

t|j

(
j/t

23

)
t2


 qj .

In Satz 5.5.1 und Folgerung zeigen wir, dass diese Kongruenzen in gewisser Hinsicht optimal sind.

Beweis. Im Nenner steht jeweils die einzige Spitzenform f (z) =
∞∑
j=1

τ1 (j) q
j aus Sk (Γ, χ), eine CM-Form

zum Charakter ψ =
(−m
·
)
,m = 3, 4∨ 23. Wir betrachten jeweils Primzahlen p, die träge im CM-Körper sind, d.h.

ψ (p) = −1. Dann ist τ1 (p) = 0, d.h. α1 = k−1
2 , vgl. Def. 5.1.3. Satz 5.4.1 ergibt die Kongruenzen. �

Im Hintergrund der Kongruenzen von Fourierkoeffizienten steht die Tatsache, dass schwach-holomorphe Modulfor-
men eine asymptotische Spektralentwicklung in overkonvergente Eigenfunktionen des Up− Operators haben, vgl.
Anhang C.4. Das hängt von einigen heute noch unbewiesenen Annahmen ab. Allerdings kann man den Anteil der
klassischen Spitzenformen im Spektrum beweisen.

Sei p eine ungewöhnliche Primzahl. Wir beweisen in Hilfssatz 5.4.2, dass die p− Ordnungen der pm−ten Koeffizien-
ten (m = 1, 2, 3, . . . ) einer einzelnen schwachen Hecke-Eigenform eine arithmetische Folge der konstanten Differenz
αi bilden, falls der Υi−Spektralkoeffizient ungleich Null ist. Man kann natürlich durch Multiplikation mit einer
Konstanten die Ordnungen der Fourierkoeffizienten beliebig vergrößern, nicht aber die Differenz der arithmeti-
schen Folge. Wenn man Neuformen mit größerer Steigung αj dazu addiert, verbessert das die Teilbarkeit auch
nicht wesentlich. Aber was ist mit einer Hecke-Spitzenform der gleichen Steigung αi? Es wird sich zeigen, dass die
Differenzen der arithmetischen Folge der p−Ordnungen (unter einfachen Voraussetzungen) eine obere Schranke
k− 1−αi haben. Diese wird im p−adischen Grenzwert angenommen, d.h. es gibt eine p−adisch konvergente Folge
(λl)l∈N ganzer Zahlen, so dass die Modulformen f !

i + λlfi Koeffizienten haben, deren p−Ordnungen eine arithme-
tische Folge unbegrenzt wachsender Länge mit konstanter Differenz k− 1−αi enthält. Der Grenzwert λ = lim

←l
λl

ist also, was die p−Ordnungen angeht, optimal.

Hilfssatz 5.4.2 (Spektralkoeffizienten von schwachen Neuformen). Gegeben eine Primzahl p, k ∈ N. Sei
dimSk (N,χ) > 0 und f ′i eine simultane schwache Hecke-Eigenform mit Tp−Eigenwert τi = τi (p) und Heckedefekt
d. Falls p ∤ N , seien Υi,Υ

c
i die entsprechenden Altformen in Sk (pN, 1p · χ) mit Up−Eigenwerten υi, υci , τi = υi+υ

c
i

und αi = ordp (τi) . Für p | N setze υi = τi. Dann gilt in Cp :

p | N :

∣∣∣∣∣∣
pk−1τ ′i (p

m)−


pk−1τ ′i (1) +

∞∑

j=0

d|pjυj+1
i


υmi

∣∣∣∣∣∣
p

≤cp−(k−1)m;

p ∤ N :

∣∣∣∣∣∣
pk−1τ ′i (p

m)−


pk−1τ ′i (1) +

∞∑

j=0

d|pjυj+1
i


 τi (p

m)

∣∣∣∣∣∣
p

≤cp−max(k−1−αi,
k−1
2 )m.
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Falls p ∤ N ungewöhnlich ist:
∣∣∣∣∣∣
pk−1τ ′i (p

m)−


pk−1τ ′i (1) +

∞∑

j=0

d|pjυj+1
i


 τi (p

m) +


υi

∞∑

j=0

d|pjτi (pj)


 υci (p

m)

∣∣∣∣∣∣
p

≤ cp−(k−1)m,

wobei die Konstante c nur von der schwachen Eigenform f ′ abhängt.

Falls f ′i ∈ S!
2−k (N,χ) mindestens (k − 1)-arithmetisch ist, gilt

∞∑
j=0

d|pjτi (pj) = 0.

Beweis. vgl. Prop. C.4.1.6 (4);
O.B.d.A. seien die Fourierkoeffizienten von f ′i und vom Heckedefekt d ganzalgebraisch. Mit Hilfssatz 5.3.5 ist:

τ ′i (p
m) = τi (p

m) τ ′i (1) +
m−1∑

j=0

pj(k−1)d|pj τi
(
pm−j−1

)
.(5.4.1)

Sei zunächst p ∤ N, υi 6= υci . Mit pk−1 = υiυi = χ (p) υiυ
c
i und τi (pm) =

υm+1
i − (υci )

m+1

υi − υci
hat man

τ ′i (p
m) =

1

υi − υci






υiτ ′i (1) +

m−1∑

j=0

d|pj (χ (p) υci )j

υmi −


υci τ ′i (1) +

m−1∑

j=0

d|pj (χ (p) υi)j

 (υci )

m





=
1

υi


υiτ ′i (1) +

m−1∑

j=0

d|pj (χ (p) υci )
j


 υm+1

i − (υci )
m+1

υi − υci
+

(υci )
m

υi

m−1∑

j=0

d|pjχ (p)
j (υ

c
i )
j+1 − υj+1

i

υi − υci
.

Die Klammer

(
υiτ
′
i (1) +

m−1∑
j=0

d|pj (χ (p) υci )
j

)
(5.1.10)
=

(
υiτ
′
i (1) +

m−1∑
j=0

d|pjυji

)
ist eine Cauchyfolge und daher für

m→∞ konvergent. Die Summe
m−1∑
j=0

d|pj τi (p)
j

ist p−adisch gleichmäßig in m beschränkt und konvergent, falls p

ungewöhnlich ist. Mit der Relation (5.1.10) folgt die erste Aussage. Im Falle von Konvergenz sei

(5.4.2) d1 =

υiτ
′
i (1) +

∞∑
j=0

d|pjυji
υi − υci

, d2 = −
υci τ
′
i (1) +

∞∑
j=0

d|pjυci
j

υi − υci
.

Der Fehler

τ ′i (p
m)− d1υmi − d2 (υci )m = − 1

υi − υci




∞∑

j=m

d|pjυjiυmi −
∞∑

j=m

d|pjυci
j
(υci )

m



 = −p

m(k−1)

υi − υci

∞∑

j=0

d|pj+m

(
υji − (υci )

j
)

ist von der gesuchten Größenordnung, da d beschränkte Nenner hat.

Falls υi = υci und wegen τi (pm) = (m+ 1) υmi wird aus (5.4.1):

τ ′i (p
m) =

(
(m+ 1) τ ′i (1) +

1

υi

(
md|1 + (m− 1)d|pυi + (m− 2)d|p2υ2i + . . .+ d|pm−1υm−1i

))
υmi .

Sei d1 =

υiτ
′
i (1) +

∞∑
j=0

d|pjυji
υi

. Dann ist:

τ ′i (p
m)− d1τi (pm) = −υ

m
i

υi
·
{
1d|1 + 2d|pυi + . . .+md|pm−1υm−1i + (m+ 1)

(
d|pmυmi + d|pm+1υm+1

i + . . .
)}
.

Mit d2 = −

∞∑
j=0

(j + 1) d|pjυji
υi

ist

τ ′i (p
m)− d1τi (pm)− d2υmi =

υmi
υi

∞∑

j=m+1

(j −m) d|pjυji =
pm(k−1)

υi

∞∑

j=1

j · d|pj+mυji .
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Der Fall p | N geht analog:

∃d ∈M !
2−k (N,χ) : UpΥ

′ = υi (p)Υ
′ +Dk−1d

υ′i (p
m) = υmi υ

′
i (1) +

m−1∑

j=0

pj(k−1)d|pjυm−j−1i .

Für f ′i ∈ S!
2−k (N,χ) mindestens (k − 1)-arithmetisch kann es nach Folgerung 5.1.8.1 keine (k − 1− αi)− arith-

metische Eigenform Υci im Spektrum haben. �

Mit dem Beweis zu [Guer Kent Ono, Theorem 1.2] lässt sich das verallgemeinern. Die Voraussetzung dort,
αi <

k−1
2 oder CM-Form, ist für Konvergenz notwendig, für die Ungleichungen hier jedoch nicht:

Hilfssatz 5.4.3 (allgemeinere Version). Gegeben eine Primzahl p, k ∈ N. Sei dimSk (N,χ) > 0 und f ′i eine
simultane schwache Hecke-Eigenform mit Tp−Eigenwert τi = τi (p) und Heckedefekt d. Falls p ∤ N , seien Υi,Υ

c
i

die entsprechenden Altformen in Sk (pN, 1p · χ) mit Up−Eigenwerten υi, υ
c
i , τi = υi + υci und αi = ordp (τi) . Für

p | N setze υi = τi. Dann gilt in Cp :

p | N :

∣∣∣∣∣∣
pk−1f ′i −


pk−1τ ′i (1) +

∞∑

j=0

d|pjυj+1
i


 fi

∣∣∣∣∣∣
p

≤cp−(k−1)m;

p ∤ N :

∣∣∣∣∣∣
pk−1f ′i −


pk−1τ ′i (1) +

∞∑

j=0

d|pjυj+1
i


 fi

∣∣∣∣∣∣
p

≤cp−max(k−1−αi,
k−1
2 )m.

Falls p ∤ N ungewöhnlich ist:
∣∣∣∣∣∣
pk−1f ′i −


pk−1τ ′i (1) +

∞∑

j=0

d|pjυj+1
i


 fi +


υi

∞∑

j=0

d|pjτi (pj)


Υci

∣∣∣∣∣∣
p

≤ cp−(k−1)m.

Folgerung 5.4.3.1. Sei p eine ungewöhnliche Primzahl, p ∤ N und fi eine Neuform. Die Frage, ob p−adisch
∞∑
j=0

d|pj τi (pj) = 0 hängt nur von fi und nicht von der speziellen Auswahl von f ′i dual zu fi bzw. dem daraus

resultierenden Heckedefekt d ab.

Beweis. Für zwei verschiedene schwache Neuformen f ′i , f
′′
i gilt nach Gleichung (5.3.3)

f ′i = λf ′′i + µfi + d′, λ, µ algebraisch, d′i ∈ Dk−1 (M !
2−k (N,χ)

)
.

Der Operator Tp−τi (p) löscht die Neuform fi und bildet den Raum Dk−1 (M !
2−k (N,χ)

)
auf sich ab. Nach

Hilfssatz 5.4.2 ist
∞∑
j=0

d′′|pj τi (pj) = 0 falls d′′ der Heckedefekt einer Funktion d′ ∈ Dk−1 (M !
2−k (N,χ)

)
ist, d.h.

falls Dk−1d′′ = (Tp−τi (p)) d′. �

Folgerung 5.4.3.2 (Überlagerung von Spektrallinien). Gegeben eine Primzahl p. Eine Linearkombination (mit
Koeffizienten aus Cp) von schwachen Neuformen f ′i ∈ S!

k (m,χm) , cond (χ) | m | N paarweise verschiedener
Tp−Eigenwerte, die βi−arithmetisch sind, ist β1− arithmetisch; (β1 ≤ β2 ≤ . . . , β1 < k − 1) .

Beweis. Ersetze f ′i durch die klassischen Spektrallinien Υi = fi − υci Vp fi und Υci entsprechend Hilfssatz
5.4.2 und Beweis von Satz 5.1.8.1. �

Folgerung 5.4.3.3 (schwache Multiplikativität - verallgemeinert). Sei ggT (m,u) = 1. Für die Fourierkoeffizien-
ten einer simultanen schwachen Hecke-Eigenform f ′ mit Eigenwerten τi (u) gibt es ein A mit

τ ′i (p
mu) ≡ τ ′i (pm) τi (u) (mod pm(k−1)−A).
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Diese Resultate sehen sehr hypothetisch aus. Es wird real, wenn man schwache Hecke-Eigenformen nimmt, die
dual zu CM-Formen sind.

Laut [Honda Kaneko] gilt für k ∈ {4, 6, 8, 10, 14} , p ≡ 1 mod 3: Up

(
Ek (6z)

η (6z)
4

)
≡ 0 (mod p).

[Guerzhoy 7] verallgemeinerte den Fall k = 4 zu Upm

(
E4 (6z)

η (6z)
4

)
≡ 0 (mod pm−Ap)

und [Chi] bewies für p ≡ 1 (mod 4): Upm

(
E4 (4z)

η (4z)2 η (8z)2

)
≡ 0 (mod pm−Ap)

für Konstanten Ap und alle natürlichen Zahlen m. Dieses Phänomen tritt auf, da der p−Teil der schwach-
holomorphen Modulform verschwindet.

Satz 5.4.4 (Kaneko-Kongruenzen). Sei p eine Primzahl, u ∈ N und die Tp−Eigenwerte auf Sk (N,χ) paar-
weise verschieden. Sei f ′ ∈ S!

k (N,χ)∩Q {q} und der p−Teil von f ′ Null. Dann gibt es ein A ∈ N unabhängig von
p mit

Upm f ′ ≡ 0 (mod pm(k−1)−A).

Beweis. Betrachte die Zerlegung aus Satz 5.3.8. Der p−Teil von f ′ ist Null, ebenso der p−Teil von Tp f
′ und

daher wegen Folgerung 5.3.8.5 auch der p−Teil aller f ′i . Schwache Multiplikativität (Folgerung 5.4.3.3) überträgt
die Arithmetik des p−Teils einer schwachen Neuform auf alle anderen Fourierkoeffizienten. �

Folgerung 5.4.4.1 (vgl. Vermutungen in [Honda Kaneko]). Seien m,u ∈ N, f ∈ Z [[q]] :

Γ0 (9) : Für p ≡ 1 mod 3 gilt: Upm

(
E4 (3z)

2

η (3z)8

)
≡ 0 (mod p

3m−A),

Γ0 (16) , χ−4 : Für p ≡ 1 mod 4 gilt: Upm

(
E6 (4z)

η (4z)6

)
≡ 0 (mod p

2m−A),

Γ0 (27) : Für f ∈ M4 (Γ0 (3)) , p ≡ 1 mod 3 gilt:

(
f (3z)

η (3z)2 η (9z)2

) ∣∣
pmu

≡ 0 (mod p
m−A),

Γ0 (32) : Für f ∈ M4 (Γ0 (2)) , p ≡ 1 mod 4 gilt:

(
f (4z)

η (4z)2 η (8z)2

) ∣∣
pmu

≡ 0 (mod p
m−A),

Γ0 (36) : Für f ∈ M4 (Γ0 (4)) , p ≡ 1 mod 3 gilt:

(
f (3z)

η (6z)4

) ∣∣
pmu

≡ 0 (mod p
m−A).

Beweis. Die Voraussetzungen von Satz 5.4.4 sind erfüllt: Die konstanten Fourierkoeffizienten der schwach-
holomorphen Modulformen sind in allen Spitzen Null. Fourierkoeffizienten sind eventuell nicht eindeutig, aber es
ist eindeutig, ob der konstante Koeffizient Null ist. Das kann man analog [Chi, Proposition 1] überprüfen, außer
dass z.B. γ ∈ Γ0 (4) die Eisensteinreihen E4,∞,E4,0,E4, 12

∈ M4 (Γ0 (4)) nicht invariant lässt, sondern permutiert.
Im Nenner steht jeweils die einzige Spitzenform, im Fall Γ0 (9) CM mit χ−3, für Γ0 (16) CM mit χ−4, in den
anderen Fällen handelt es sich um Modulformen zu den CM-Kurven y2 + y = x3, y2 = x3 − x, y2 = x3 + 1. Die
Indizes der Fourierkoeffizienten sind ≡ −1 mod 3 bzw. ≡ −1 mod 4 und daher ist der p−Teil Null.

�

Trotz dieser guten Kongruenzen für CM-Formen haben die entsprechenden Eichlerintegrale

˜(
E4 (3z)

2

η (3z)8

)
,

˜(
E6 (4z)

η (4z)6

)
,

˜(
f (3z)

η (3z)2 η (9z)2

)
, . . .

keine ganzzahligen Fourierkoeffizienten, da die im CM-Körper trägen Primzahlen (Folgerung 5.4.1.1) nicht mit-
spielen. Mehr dazu im nächsten Abschnitt, Satz 5.5.1 und Folgerung.

Vermutung 5.4.5. Seienm ∈ N, f ∈Mk1 (n, χ)∩Z [[q]] , Sk1 (Γ0 (n)) = ∅, s ein Etaprodukt, sm ∈ Sk2 (n, χ) ,Vm s ∈
Sk2

(
m2n, χ

)
:

Upm

(
f (mz)

s (mz)

)
≡ 0 (mod p(k1−k2−1)m−A),
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falls der p−Teil dieser Funktion Null, ist.

Interessant ist, dass auch viele meromorphe automorphe Formen ähnliche Kongruenzen aufweisen, vgl. Abschnitt
C.4.2.

5.5. Ganzheit und Selbstähnlichkeit

Mock-Modulformen haben ganzzahlige Fourierkoeffizienten, solange keine Spitzenformen von komplementärem
Gewicht k auftreten.6 Vermutlich sind die Koeffizienten dann irrational. Das Auftreten rationaler Koeffizienten
(für Poincaréreihen vgl. Bemerkung auf S. 227) hängt mit dem Verschwinden von Hecke-Eigenwerten zusammen7.
Weitere Mock-Modulformen mit rationalen Fourierkoeffizienten sind Eichlerintegrale f̃ , falls f ∈M !

k (N,χ)∩Z {q}.
Eine naheliegende Frage ist, ob es arithmetische Mock-Modulformen h ∈ M!

2−k (N,χ) mit ganzalgebraischen
Koeffizienten gibt, bzw. ob es schwach-holomorphe Modulformen H = Dk−1h ∈ M !

k (N,χ) gibt, deren n−ter
Fourierkoeffizient durch nk−1 teilbar ist. Natürlich gibt es Modulformen mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten,
z.B.:

E2
4 (z) E6 (z)

∆2 (z)
=

1

q2
+

24

q
− 196560− 47709536q+ · · · ∈M !

−10 (SL2 (Z)) ,

aber [Ramanujan]s Definition der Mock-Modulformen schließt (schwach-)holomorphe Modulformen aus. Betrach-
te die schwache Neuform

H1 := ∆
(
j2 − 1464j + 142236

)
=

1

q
+ 47709536q2 + 39862705122q3+ . . . ∈ S!

12.

Wir versuchen µ, λ ∈ Z so zu wählen, dass

µh1 (n) + λ τ (n) ≡ 0 (mod nk−1)

für die Fourierkoeffizienten der Funktion

µH1 + λ∆ ∈ S!
12.

Diese Kongruenz ist bei gegebenem µ genau dann eindeutig für λ (mod
nk−1

(τ (n) , nk−1)
) lösbar, falls

(
τ (n) , nk−1

)∣∣µ · h1 (n) .
Kompliziertere Hauptteile ergeben keine neuen Aspekte, da der Unterschied in Dk−1 (M !

−10
)

liegt und damit
mindestens (k − 1)-arithmetisch ist.

Es zeigt sich, dass die Ganzalgebraizität von Mock-Modulformkoeffizienten eine sehr starke Einschränkung ist, z.B.
müssen dann alle Komponenten aus den Hecke-Eigenräumen (Satz 5.3.8) ganzalgebraische Fourierkoeffizienten
haben. Ungewöhnliche Primzahlen stellen im allgemeinen ein Hindernis für die Ganzzahligkeit der Koeffizienten
dar:

Satz 5.5.1. Sei k ∈ N, k ≥ 2, p eine ungewöhnliche Primzahl, p ∤ N . Falls p−adisch

∞∑

j=0

d|pjτi (pj) 6= 0(5.5.1)

für jeweils eine schwache Neuform aus jeder Galoiskonjugationsklasse aus S!
k (m,χm) ⊂ S!

k (N,χ), dann gibt es
keine Mock-Modulform in M!

2−k (N,χ) \M !
2−k (N,χ) mit ganzalgebraischen Koeffizienten aus M .

Beweis. Der Raum M!
2−k (N,χ) ist nur unwesentlich komplizierter als S2−k (N,χ), vgl. Hilfssatz C.3.6.2.

Satz 5.3.8 lässt sich fast wörtlich auf f ′ ∈ M !
k (N,χ) übertragen. Insbesondere haben alle direkten Summanden

aus den Hecke-Eigenräumen f̃ ′i ganzalgebraische Koeffizienten, falls das für f̃ ′ zutrifft. Schwache Eisensteinreihen
sind im Prinzip klassische Eisensteinreihen aus M !

k (N,χ). Sie haben Hecke-Eigenwerte von der Form ψ1 (p) +

6Sie sind schwach-holomorph.
7[Br On Rh]
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ψ2 (p) p
k−1, die teilerfremd zu p sind, [Stein]. Ihre Eichlerintegrale sind nie ganzalgebraisch. Daher enthält f ′

keine Eisensteinreihe und ist aus S!
k (N,χ) und

f ′ =
∑

einige i

cif
′
i +Dk−1 (g)

mit schwachen Hecke-Eigenformen f ′i aus den Hecke-Eigenräumen und algebraischen ci. Falls f̃ ′ ganzalgebraische
Fourierkoeffizienten hat, sind die schwachen Neuformen aus der Zerlegung (5.3.5) mindestens (k − 1)−arithme-
tisch, vgl. Satz 5.3.7, und der Grenzwert (5.5.1) ist Null, vgl. Hilfssatz 5.4.2. Mit jeder (schwachen) Neuform
kommen auch alle Galoiskonjugierten in der Zerlegung vor. �

Bemerkung. Es handelt sich um eine neue Anwendung der „Paarung von Mock-Modulformen mit ihren Schatten“,
[Guer Kent Ono]. In [Bri Guer Ka] wurde gezeigt, dass es für p | N eine p−adische Linearkombination der
Neuform Υi und der entsprechenden schwachen Neuform gibt, die (k − 1)-arithmetisch ist. Hier zeigen wir, dass
das für p ∤ N i.a. nicht mehr zutrifft. Es gibt zwei Spektrallinien im p−adischen overkonvergenten Spektrum (zur
Stufe pN). Man kann durch Überlagerung von fi und f ′i eine davon löschen, aber in Stufe N (unter nachprüfbaren
Bedingungen) i.a. nicht beide gleichzeitig. Beide sind zu „langsam“ (Newtonsteigung αi und k − 1− αi), als dass
sie von Mock-Modulformen komplementären Gewichts kommen könnten.

Für X0 (N) vom Geschlecht Null kann man mit Hilfe des Hauptmoduls jN = 1
q + O (1) das modulare Gitter aus

Anhang C.1.2 benutzen, um den Heckedefekt dpn zu erhalten. Für Geschlecht > 0 gibt es z.B. den Algorithmus
auf S.278.

Folgerung 5.5.1.1. Es gibt keine Mock-Modulformen in M!
k (N,χ)rM

!
k (N,χ) mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten,

falls:

N χ k N χ k

1 1 0 ≥ k ≥ −72 3
( ·
3

)
0 ≥ k ≥ −27

2 1 0 ≥ k ≥ −34 4
( ·
4

)
0 ≥ k ≥ −13

3 1 0 ≥ k ≥ −36 5
( ·
5

)
0 ≥ k ≥ −14

4 1 0 ≥ k ≥ −14 7
( ·
7

)
0 ≥ k ≥ −7

5 1 0 ≥ k ≥ −14 3
( ·
3

)
0 ≥ k ≥ −27

7 1 0 ≥ k ≥ −4 4
( ·
4

)
0 ≥ k ≥ −13

9 1 0 ≥ k ≥ −2 5
( ·
5

)
0 ≥ k ≥ −14

11 1 0 ≥ k ≥ −8 7
( ·
7

)
0 ≥ k ≥ −7

14 1 k = 0 8
(−8
·
)

0 ≥ k ≥ −3
15 1 k = 0 12

( ·
3

)
k = −1

17 1 k = 0 11
( ·
11

)
k = −3

19 1 k = 0 16
( ·
4

)
k = −1

21 1 k = 0 23
( ·
23

)
k = −1

27 1 k = 0 37
( ·
37

)
k = 0

32 1 k = 0

36 1 k = 0

und einige weitere Einzelfälle, vgl. die Tabelle in Anhang C.4.5.

Beweis. Sei f ∈ Sk (N,χ) r S!
k (N,χ), d.h. ξkf ∈ S2−k (N,χ). Falls S2−k (N,χ) = ∅, Wid. Eine häufige

Situation ist dimSk (N,χ) = 1 und τ1 (p) = 0. Dann ist pTp (x) = x. Für SL2 (Z) gibt es Basen mit ganzzahligen
Fourierkoeffizienten ([Choi 1]) und das Heckepolynom ist aus Z [x]. Falls X0 (N) Geschlecht Null hat, sind die

Heckedefekte bekannt: d|pm = χ (p)hpm (pn). Nachweise dafür, dass
∞∑
j=0

h2jτ1
(
2j
)
6= 0 in den Fällen, wo X0 (N)

Geschlecht Null hat, findet man in der Tabelle im Anhang C.4.5, gewonnen mit dem Programm „Gamma0N.sage“
aus Abschnitt E.3.
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Beispiele für S!
2 (N,1) , X0 (N) vom Geschlecht 1. Das betrifft die Fälle N = 14, 15, 17, 19, 21, 27, 32, 36 :

S!
2 (Γ0 (14)) , p = 11 :

f ′1 =
E4 (z)

η (z) η (2z) η (7z) η (14z)
+

13 (E2 (z)− 2E2 (2z))

9
− 161 (E2 (z)− 7E2 (7z))

18
+

203 (E2 (z)− 14E2 (14z))

9
.

S!
2 (Γ0 (15)) , p = 7 :

f ′1 =
E4 (z)

η (z) η (3z) η (5z) η (15z)
+

3 (E2 (z)− 3E2 (3z))

16
− 35 (E2 (z)− 5E2 (5z))

16
+

285 (E2 (z)− 15E2 (15z))

16
.

S!
2 (Γ0 (19)) , p = 23 :

f ′1 =
10E6 (z)

(η (z) η (19z))
4 + 66463710 (E2 (z)− 19E2 (19z)) .

S!
2 (Γ0 (21)) , p = 23 :

f ′1 =
4E8 (z)

(η (z) η (3z) η (7z)η (21z))3
+ 517155 (E2 (z)− 3E2 (3z))− 509635 (E2 (z)− 7E2 (7z))

+ 2430435 (E2 (z)− 21E2 (21z)) .

Die Beipiele von [Honda Kaneko] sind:

S!
2 (Γ0 (27)) , p = 11: f ′1=

E4 (3z)

(η (3z) η (9z))
2 .

S!
2 (Γ0 (32)) , p = 3 : f ′1=

E4 (4z)

(η (4z) η (8z))2
.

S!
2 (Γ0 (36)) , p = 5 : f ′1=

E4 (6z)

η (6z)
4 .

In allen diesen Fällen ist τ1 (p) = 0, p ∤ τ ′1 (p) und d = T̃p f ′1 hat ganzzahlige Fourierkoeffizienten; außerdem

S!
2 (Γ0 (17)) , p = 3 : f ′1=

3E6 (z)

(η (z) η (17z))
4 −

73695 (E2 (z)− 17E2 (17z))

2
.

Hier gilt τ1 (p) = 0, p | τ ′1 (p), aber der Grenzwert g1 = ordp
∞∑
j=0

d|pjτ1 (pj) = 2 existiert.

Man überprüft leicht, dass genügend viele Fourierkoeffizienten ganzzahlig sind.

Die Fälle S!
k

(
11,
( ·
11

)k)
, S!

2

(
37,
( ·
37

))
lassen sich mit den Mathematica-Programmen im Anhang E.3.2 berech-

nen.
Wir erläutern noch kurz den Fall S!

3

(
23,
( ·
23

))
. Es gibt drei algebraisch konjugierte Neuformen, CM-Formen, deren

Hecke-Eigenwerte p−adische Einheiten sind, falls
(
p
23

)
= 1 und Null für

(
p
23

)
= −1. Es gibt entsprechend drei

algebraisch konjugierte schwache Neuformen, z.B.

f ′1 = (T2−τ2 (2)) (T2−τ3 (2))H1 = (T2)
2
H1 + τ1 (2)T2H1 +

(
τ1 (2)

2 − 12
)
H1.

Die Heckepolynome sind pT2
(x) = x3 − 12x+ 7, pT5

(x) = x3 und

H1 (z) = −
1

279840

(
E4 (z)− 234 E4 (4z)

η (z) η (23z)
− 11650G3,∞ (z) + 121670G3,0 (z)

)
∈ S!

3,∞

(
23,
( ·
23

))
.

Es gibt drei untereinander konjugierte Heckedefekte d für die Primzahl 5 :

d = T̃5 f ′i = −
1

q20
− τi (2)

q10
+

8− τi (2)2
q5

+
(
−40− 12τi (2)− τi (2)2

)
q + . . . .



5.5. GANZHEIT UND SELBSTÄHNLICHKEIT 134

Der erste Fourierkoeffizient d|1 =
(
−40− 12τi (2)− τi (2)2

)
ist in allen drei Fällen 5−adisch eine Einheit, τi (5) = 0

und daher
∞∑
j=0

d|5jτi (5j) 6= 0, d.h. es gibt keine auf dem 5−Teil mindestens (k − 1) = 2−arithmetischen nichttri-

vialen schwachen Neuformen. (Sie sind k−1
2 = 1−arithmetisch.) Angenommen, es gäbe eine nichttriviale Mock-

Modulform f ′ ∈ S−1
(
23,
( ·
23

))
mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten. Dann wäre nach Satz 5.3.8

D2f ′ = f ′1 + f ′2 + f ′3 +D2g, g ∈M !
−1

(
23,
( ·
23

))

mit nichttrivialen galoiskonjugierten schwachen Neuformen f ′i , die für alle Primzahlen mindestens 2−arithmetisch
wären. Wid. �

Die Grenzen für das Gewicht k ergeben sich aus der Länge der Rechenzeit.

Wir zeigen folgende effektive Version von [Guer Kent Ono, Theorem 1.2]:

Folgerung 5.5.1.2 (Fraktale Muster). Falls k ∈ N, k > 1, Sk (N,χ) = 〈f1〉 eindimensional, p ∤ N, τ1 (p) =

0, τ ′
(
p2m

)
= 0 ∀m,

∞∑
j=0

d|pj τ1 (pj) 6= 0 und f ′ ∈ S!
k (N,χ) rDk−1 (M !

2−k (N,χ)
)

ganzalgebraische Fourierkoeffizi-

enten hat, gibt es c ∈ Qp, A ∈ Z mit

Up2m+1 f ′

(−χ (p) pk−1)
m ≡ cf (mod pm(k−1)+A).

Beweis. Hier ist α = k−1
2 , υ =

√
−χ (p) pk−1, υc = −υ, τ

(
p2m

)
= υ2m. Nach dem Basistheorem (Folgerung

5.3.8.1) ist die schwach-holomorphe Modulform f ′ (z) =
∑
τ ′ (m) qm eine schwache Neuform dual zu f1:

Tn f
′ = τ1 (n) f

′ +Dk−1dn, dn ∈M !
2−k (N,χ) ,(5.5.2)

d.h. für n = p, d = dp:

Up2m+1 f ′ + χ (p) pk−1 Up2m−1 f ′ = p2m(k−1)Dk−1g, g = Up2m d ∈M !
2−k (pN, χ) ,

bzw.

Up2m+1 f ′

(−χ (p) pk−1)
m ≡

Up2m−1 f ′

(−χ (p) pk−1)m−1
(mod pm(k−1)+A)

und
Up2m+1 f ′

(−χ (p) pk−1)
m ist eine Cauchyfolge mit p−adischem Grenzwert F , sodass

Up2m+1 f ′

(−χ (p) pk−1)
m ≡ F (mod pm(k−1)+A).

Nach Hilfssatz 5.4.2 gibt es Konstanten d1, d2 ∈ Qp, c > 0 mit

|τ ′ (pm)− d1υm − d2 (−υ)m|p < cp−m(k−1)

mit Up−Eigenfunktionen Υ = f + υVp f,Υ
c = f − υVp f . Da die p2m−ten Fourierkoeffizienten von f ′ Null sind,

muss d2 = −d1 sein. Wegen Hilfssatz 5.4.2 ist 2d1υ =
∑
d|pj τ (pj) 6= 0, vgl. Folgerung 5.5.1.1. Daher ist der erste

Fourierkoeffizient von F nicht Null. Wegen (5.5.2) ist für p ∤ n:

TnUp2m+1 f ′ = τ1 (n)Up2m+1 f ′ + p(2m+1)(k−1)Dk−1 Up2m+1 dn

Teilt man durch
(
χ (p) pk−1

)m
und bildet den Grenzwert m → ∞, so folgt wie im Beweis zu [Guer Kent Ono,

Theorem 1.2]:

Tn F = τ1 (n)F.

Nach Konstruktion ist F eine Up2 −Eigenfunktion und

F |p2m+1 = 0, F |p2m =
(
−χ (p) pk−1

)m

und daraus

F
.
= f.
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�

Beispiele (vgl. Folgerung 5.4.1.1). Sei m≫ 1. Es gibt jeweils c ∈ Qp, A,Ap ∈ Z, sodass

Γ0 (9) : Für p ≡ 2 mod 3 gilt: Up2m

(
E4 (3z)

2

η (3z)
8

)
≡ c (−1)m p3mη (3pz)8 (mod p6m−A),

Γ0 (16) , χ−4 : Für p ≡ 3 mod 4 gilt: Up2m

(
E6 (4z)

η (4z)
6

)
≡ cp2mη (4pz)6 (mod p4m−A),

Γ0 (27) : Für p ≡ 2 mod 3 gilt: Up2m

(
E4 (3z)

η (3z)
2
η (9z)

2

)
≡ c (−p)m η (3pz)2 η (9pz)2 (mod p2m−Ap),

Γ0 (32) : Für p ≡ 3 mod 4 gilt: Up2m

(
E4 (4z)

η (4z)2 η (8z)2

)
≡ c (−p)m η (4pz)2 η (8pz)2 (mod p2m−Ap),

Γ0 (36) : Für p ≡ 2 mod 3 gilt: Up2m

(
E4 (6z)

η (6z)
4

)
≡ c (−p)m η (6pz)4 (mod p2m−Ap).

5.6. Adele

Hilfssatz 5.6.1 (Approximation). Sei p eine Primzahl und f ′ ∈ S!
k (N,χ) mit Fourierkoeffizienten aus KHecke

und mit8 αn < k−1
2 . Dann gibt es c ∈ N und eine Folge von Modulformen aus Fj ∈ Sk (N,χ) mit dem p−adischen

Grenzwert F ∈ (KHecke)p {q}, so dass

p | N oder p gewöhnlich : Upm (cf ′ + F )≡0 (mod p(k−1)m),

sonst: Upm (cf ′ + F )≡0 (mod p(k−1−αn)m).

Im Falle, dass die Modulkurve X0 (N) Geschlecht Null hat, ist die Konstante c unabhängig von p.

Beweis. Betrachte wieder die Zerlegung cf ′ =
s∑

i=1

f ′i +Dk−1g in simultane schwache Hecke-Eigenformen f ′i

dual zu fi, so dass alle Heckedefekte ganzalgebraische Fourierkoeffizienten haben (Satz 5.3.8). Nach Hilfssatz 5.4.2
ist

p | N : pk−1τ ′i (p
m)−A · υmi ≡ 0 (mod p(k−1)m−B),

p ∤ N, gewöhnlich : pk−1τ ′i (p
m)−A · τi (pm) ≡ 0 (mod p(k−1)m−B),

p ∤ N, ungewöhnlich : pk−1τ ′i (p
m)−A · τi (pm) +

(
υi

∞∑

t=0

d|ptτi (pt)
)
υci (p

m)≡ 0 (mod p(k−1)m−B),

wobei A = pk−1τ ′1 (1)+
∞∑
t=0

d|ptυt+1
i . Wähle Fj =

s∑
i=1

(
τ ′1 (1) + p1−k

j∑
t=0

d|ptυt+1
i

)
fi. Mit schwacher Multiplikativi-

tät (Folgerung 5.4.3.3) hat man Kongruenzen für alle Fourierkoeffizienten9 von f ′ + F , wobei man eventuell noch
eine Potenz von p im Modul verliert. Wegen ordp (υi) 6= ordp (υci ) ist υi ∈ (OHecke)p. �

Die p−adischen Hecke-Eigenfunktionen hängen von der Primzahl p ab. Daher ist die Vorstellung einer adelischen
Spektralentwicklung abwegig. Nichts desto weniger kann man einen adelischen Koeffizienten der ersten Eigenfunk-
tion (klassische Neuform) berechnen und damit Aussagen über Kongruenzen zu allen Primzahlen kodieren. Das

8Die Newtonsteigungen scheinen erheblich kleiner als k−1
2

zu sein. Sie liegen fast ausnahmslos im Intervall
(
0, k−1

p+1

)
. Sie scheinen

zumindest für die volle Modulgruppe SL2 (Z) etwa gleichverteilt und (bis auf Ausnahmen) ganzzahlig zu sein, und man hätte dann
einen durchschnittlichen Abstand αi+1 − αi ≈ 12

p+1
. Detaillierte Berechnungen finden sich in [Gouvêa 2].

9gleichmäßig mit der Methode von [Guer Kent Ono, Beweis von Theorem 1.2]
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Problem ist der Nenner pk−1 der Fourierkoeffizienten von Fj , falls p ungewöhnlich ist.

S := Menge von Primzahlen mit Newtonsteigungen αi <
k − 1

2
, sodass nur endlich viele ungewöhnlich sind;

(AK)S :=
∏̂

p|p
p∈S

Kp die eingeschränkten Adele des Zahlkörpers K.

Es ist nicht ohne weiteres möglich, unendlich viele ungewöhnliche Primzahlen in die Menge S zu nehmen, da die
Nenner der Fj unbegrenzt anwachsen könnten und das Produkt dann keine guten Konvergenzeigenschaften hat
(lokalkompakt).

Satz 5.6.2 (Nenner von Mock-Modulformen). Sei X0 (N) vom Geschlecht Null. Zu einer Mock-Modulform f ′ ∈
S2−k (N,χ) mit Fourierkoeffizienten des Hauptteils aus KHecke gibt es (eingeschränkte) Adele λi =

(
(λi)∞ , (λi)fin

)
∈

(AKHecke
)S, so dass

Dk−1f ′ +
s∑

i=1

λifi =
∑

m≫−∞
Cmq

m,

projektiver Grenzwert von Modulformen aus S!
k (N,χ) ∩KHecke {q} ist mit

Cm ∈ (AKHecke
)S , Cm ≡ 0 (mod Nm)(5.6.1)

und

Nm :=
∏

p∤N,p|m
pmax{0,ordp(m)(k−1−αn(p))+β(p)}

∏

p|N,p|m
pmax{0,ordp(m)(k−1)+β(p)},

wobei αn (p) die maximale Newtonsteigung des Heckeoperators Tp auf Sk (N,χ) und β (p) Konstanten sind.

Beweis. Sei Dk−1f ′ =
1

c

(
s∑

i=1

F ′i +Dk−1g

)
eine Zerlegung in Eigenräume des Heckeoperators,

F ′i , g ∈ M !
2−k (N,χ) entsprechend Satz 5.3.8. Es gibt reelle Zahlen (λi)∞, so dass f ′i

.
= F ′i + (λi)∞ fi simultane

schwache Hecke-Eigenformen (Satz 5.3.8) sind, deren Fourierkoeffizienten und Heckedefekte für alle p ganzalge-
braisch aus OHecke sind, vgl. Folgerung 5.3.8.3.
Falls p gewöhnlich und daher ordp (υi) = k− 1, zerfällt das Polynom X2− τi (p)X +χ (p) pk−1 schon über KHecke

und (λi)p = −

∞∑
j=0

d|pjυj+1
i

pk−1
∈ (OHecke)p ist ganzalgebraisch.

Kompatibilität für teilerfremde Zahlen m und n:
Wir nehmen an, dass es µ ∈ N, νi (m) , νi (n) ∈ OHecke gibt mit

µτ ′i (m) +νi (m) τi (m)≡ 0 (mod Nm)

µτ ′i (n) +νi (n) τi (n) ≡ 0 (mod Nn).

Nach dem chinesischen Restsatz gibt es eine Lösung νi ∈ Ofi , so dass

µτ ′i (m) +νiτi (m) ≡ 0 (mod Nm)(5.6.2)

und gleichzeitig

µτ ′i (n) +νiτi (n) ≡ 0 (mod Nn).(5.6.3)

Bleibt zu zeigen:

µτ ′i (mn)+νiτi (mn) ≡ 0 (mod Nmn).(5.6.4)

Die Kompatibilität von (5.6.2) und (5.6.3) ist kein Problem, da ggT (Nm, Nn) = 1.
Die Kompatibilität von (5.6.2) und (5.6.4) folgt aus Nmn = kgV (Nm, Nn) = NmNn:
Wegen schwacher Multiplikativität ist

µτ ′i (mn) + νiτi (mn)
Folgerung 5.3.8.4≡ (µτ ′i (m) + νiτi (m)) τi (n) ≡ 0 (mod Nm)
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und aus Symmetriegründen ebenfalls

µτ ′i (mn) + νiτi (mn) ≡ 0 (mod Nn).
√

Eventuell muss man die β (p) entsprechend den Konstanten in Folgerung 5.3.8.4 anpassen. Wegen starker Approxi-
mation ([Narkiewicz, Theorem 6.28]) gibt es eine simultane Lösung νi und von (5.6.3) damit λi in den endlichen
(eingeschränkten) Adelen (AKHecke

)∞S für alle n ∈ N. �

Folgerung 5.6.2.1. Falls alle Primzahlen p ∤ N gewöhnlich sind, kann man tatsächlich Cm ≡ 0 (mod mk−1)

erreichen, d.h. es gibt Mock-Modulformen mit Koeffizienten in ÔHecke =
∏
p

(OHecke)p.

Das und Satz 5.1.5 machen deutlich, dass Ramanujans Mock-Thetafunktionen kleines Gewicht (k = 1
2 ) haben.

Beispiele. Für H1 := ∆
(
j2 − 1464j + 142236

)
=

1

q
+ 47709536q2 + 39862705122q3 + . . . ∈ M !

12 (SL2 (Z)) sehen

die Ramanujan-Kongruenzen folgendermaßen aus, vgl. Hilfssatz 5.4.2:

h1 (2
m) ≡ 0 (mod 23m+2)

h1 (3
m) ≡ 0 (mod 32m+3)

h1 (5
m) ≡ 0 (mod 5m)

h1 (7
m) ≡ 0 (mod 7m)

h1 (2411
m) ≡ 0 (mod 2411m−1)

h1 (p
m) ≡ 0 (mod pαm+βp)

während es ein eingeschränktes Adel λ ∈ ∏̂
S

Qp gibt, so dass

h1 (2
m) +λ τ (2m) ≡ 0 (mod 28m+7)

h1 (3
m) +λ τ (3m) ≡ 0 (mod 39m+3)

h1 (5
m) +λ τ (5m) ≡ 0 (mod 510m+1)

h1 (7
m) +λ τ (7m) ≡ 0 (mod 710m)

h1 (2411
m) +λ τ (2411m)≡ 0 (mod 241110m+1)

h1 (p
m) +λ τ (pm) ≡ 0 (mod p(11−α)m + βp)

h1
(
2m3l

)
+λ τ

(
2m3l

)
≡ 0 (mod 28m+739l+3)

...

simultan für große m gilt und diese Kongruenzen sind bestmöglich.

5.7. Mock-Jacobiformen

Verallgemeinerungen auf Jacobiformen halbganzen Gewichts sind naheliegend.

Definition 5.7.1. p−adische Modulformen der Stufe N lassen sich als Grenzwerte von Modulformen der Stufe
N definieren, vgl. [Sofer]. p−adische Jacobiformen werden wie in [Guerzhoy 1] als p−adische Grenzwerte von
Jacobiformen verstanden. Jacobiformen halbganzen Gewichts wurden in [Choie 1] definiert.

Satz 5.7.2. Für k ∈ 2N, eine Primzahl p,N ∈ N mit kgV (4, p) | N gibt es p−adische Jacobiformen vom Gewicht
5
2 − k, Index 1 zur Gruppe Γ0 (N), die zugleich p−adische Grenzwerte von nichttrivialen Mock-Jacobiformen sind.
Für N = 1, k = 6 oder N = 2, k = 4, p ∤ N gibt es keine p−adischen Mock-Jacobiformen vom Gewicht 5

2 −k, Index
1 zur Gruppe Γ0 (N) mit ganzalgebraischen Koeffizienten.

Beweis. Wir verwenden halbganzes Gewicht, weil dann Differenzialoperatoren zur Verfügung stehen, die
genau den Operatoren Dk−1 und ξ2−k für Modulformen vom Gewicht 2 − k entsprechen, vgl. [Choie Lim 1,
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Theorem 1.2, 1.3], [Choie 1, 4. Analogue of Bol’s result] und [Bri Ri]. Wir zeigen folgende Isomorphie:

(5.7.1)
J !
k+ 1

2 ,1
(Γ0 (N)) ∼= M+

k (Γ0 (4N))

φ (τ, z) ←→ h (τ) = h0 (4τ) + h1 (4τ) ,

dabei ist φ (τ, z) = h0 (τ) ϑ1,0 (τ, z) + h1 (τ)ϑ1,1 (τ, z) die bekannte Theta-Zerlegung [Eichler Zagier, Ch.II §5]
der Jacobiform φ und

M+
k (Γ0 (4N)) :=



h ∈M

!
k (Γ0 (4N))

∣∣h (τ) =
∑

n≡0∨3 (mod 4)

cne (nτ)



 .

Aus dem Transformationsverhalten der ϑ−Funktionen folgt, dass h ∈ M+
k (Γ0 (4N)), [Mani Rama, Theorem

3.1]. Umgekehrt folgt für Funktionen aus M+
k (Γ0 (4N)) wegen [Atkin Lehner], dass die Vektorkomponenten

h0 (4τ) = V4 U4 h und h1 (4τ) = h (τ) − h0 (4τ) Γ0 (4N)−Modulformen sind. Das ist äquivalent zu hµ ∈
Mk

(
Γ0
0 (N, 4)

)
. Außerdem gilt ([Tanigawa, Lemma 3]) für µ ∈ {0, 1} :

hµ (τ + 1) = e

(
−µ

2

4

)
hµ (τ) .

Damit haben h0, h1 Transformationsverhalten für die Gruppe Γ0 (N) =

〈
Γ0
0 (N, 4) ,

(
1 1
0 1

)〉
und das nach

(5.7.1) entsprechende φ transformiert wie eine Jacobiform aus J !
k+ 1

2 ,1
(Γ0 (N)). Es gibt p−adische Grenzwerte

von Mock-Modulformen aus M+
2−k (Γ0 (4N)) mit derselben +Bedingung wie oben, z.B. V4 f mit f p−adischer

Mock-Modulform vom Gewicht 2 − k zur Gruppe Γ0 (N), vgl. [Bri Guer Ka, Theorem 1.1]. Diese Form ent-
spricht unter der angegebenen Korrespondenz einer p−adischen Mock-Jacobiform, hier verstanden als

φ (τ, z) =

1∑

µ=0

hµ (τ)ϑ1,µ (τ, z)

mit einer vektorwertigen p−adischen Mock-Modulform (hµ). Der zweite Teil folgt aus Folgerung 5.5.1.1 bzw. der
Tabelle in Anhang C.4.5. �

Folgerung 5.7.2.1 (Ramanujan-Kongruenzen). Für Jacobi-Spitzenformen sowie schwach-holomorphe Jacobifor-
men φ =

∑
n,r

4n−r2 6=0

c (n, r) qnζr halbganzen Gewichts, Index 1 zur Gruppe Γ0 (4) mit ganzzahligen Koeffizienten gibt

es folgende Teilbarkeit:

∃b ∈ N : ∀m≫ 1 : 4n− r2 = 2m ⇒ 2mα1+b | c (n, r) ,
α1 ist die minimale Newtonsteigung des Heckeoperators T2 auf den entsprechenden Spitzenformen.

Beweis. Betrachte den 2−Teil der φ unter (5.7.1) entsprechenden Modulform. �

Definition 5.7.3. Unter p−adischen overkonvergenten Jacobiformen verstehen wir diejenigen Jacobiformen, die
unter der Korrespondenz (5.7.1) p−adischen overkonvergenten Modulformen entsprechen.

Folgerung 5.7.3.1. (Schwach-)Holomorphe sowie Mock-Jacobiformen halbganzen Gewichts, Index 1 zur Gruppe
Γ0 (4) mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten haben eine asymptotische 2−adische overkonvergente Spektralentwick-
lung.

Beweis. Wähle N = 4, p = 2. Die Teilbarkeit von Γ0 (16)−Modulformen weicht nicht sehr stark von der
Situation für Γ0 (2) ab. Einmal sind Γ0 (2)−Modulformen gleichzeitig auch Γ0 (16), andererseits haben Neufor-
men für Γ0 (2

m) ,m > 1 nur ungerade Fourierkoeffizienten ([Atkin Lehner]), liefern also keinen Beitrag für
die asymptotische Spektralentwicklung des p−Teils. Die geraden Fourierkoeffizienten kommen von V2m Υi für

Stufe-2-Heckeformen Υi. Die asymptotische Spektralreihe von V2m Υi ist einfach
1

υmi
Υi. Daher gibt es eine Spek-

tralentwicklung in overkonvergente Eigenformen des U2−Operators. Das gilt nicht nur für holomorphe Modulfor-
men, sondern aus den gleichen Gründen wie zuvor auch für schwach-holomorphe und Mock-Modulformen mit
ganzzahligen Fourierkoeffizienten positiven oder negativen Gewichts. Wir müssen noch sicherstellen, dass die

Γ0 (2)−Basisfunktionen aus dem Γ+
0 (16)-Raum kommen. Wähle einfach V4 Υi ∽

1

υ2i
Υi und die unter (5.7.1)
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korrespondierenden Jacobiformen bilden eine Basis für den 2−Teil der overkonvergenten Jacobiformen. Beachte
allerdings, dass der U2−Operator auf den Jacobiformen im allgemeinen keine Parallele hat. �
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ANHANG A

Allgemeines

A.1. Symmetrische Polynome

Quelle: http://en.wikipedia.org/wiki/Symmetric_polynomial

Elementarsymmetrische Polynome:

Definition A.1.1. Seien x1, . . . , xn ∈ R und

σm (x1, . . . , xn) := 0 für m ∈ Z− ∨m > n,

σ0 (x1, . . . , xn) := 1,

σm (x1, . . . , xn) :=
∑

1≤i1<i2<...<im≤n
xi1xi2 · · ·xim , m ∈ {1, , 2, . . . , n} .

In den Fourierkoeffizienten der schwachen Heckeformen tauchen Polynome auf, die symmetrisch in allen Hecke-
Eigenwerten x1, . . . , xn außer einem xj sind.

Newton-Girard Formeln:

Sei pk := pk (x1, . . . , xn) =
n∑
j=1

xkj , xn + a1x
n−1 + . . .+ an = (x− x1) · · · (x− xn). Dann gilt

(A.1.1) ∀m ∈ N :

min(m,n)∑

k=0

akpm−k = 0.

Beweis. http://en.wikipedia.org/wiki/Newton’s_identities �

Vollständige homogene symmetrische Polynome:

Definition A.1.2.

hm (x1, . . . , xn) := 0 für m ∈ Z−,

h0 (x1, . . . , xn) := 1,

hm (x1, . . . , xn) :=
∑

1≤i1≤i2≤...≤im≤n
xi1xi2 · · ·xim , m ∈ N.

Kurzschreibweise für Argumente:

hm (xi,j) := hm (xi, . . . , xj) .

Falls die Argumente aus dem Zusammenhang klar sind, lassen wir sie ganz weg.

Die xi sind die Hecke-Eigenwerte τi = τi (p) von Tp auf Sk (N,χ); n ist die Anzahl der verschiedenen Eigenwerte,
nicht in jedem Fall dimSk (Γ).

Hilfssatz A.1.3. Sei n ∈ N, i ∈ N0, p (x) := (x− x1) · · · (x− xn),

(Euler):
n∑

j=1

xij
p′ (xj)

=

{
0, i = 0, . . . , n− 2

hi−n+1 (x1, . . . , xn) , i ≥ n− 1

n∑

j=1

fj
p′T (τj)

= ∆
{N}
pn−1

141
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mit den Basisfunktionen für Sk (N,χ).

Beweis. Ein einfacher Beweis für Eulers Lemma findet sich in [Serre 3, Ch.III Discriminant and Different].
Es ist klar, dass die Spitzenformen ∆pn−1 eine Darstellung in der Hecke-Basis haben. Sie wurde bereits berechnet,
s. Abschnitt C.1.1. �

A.2. Partielle Summation

Sei a : N→ R eine arithmetische Funktion, d.h. a (x) = 0 für x /∈ N, und für 0 < x < y:

∑′

x≤n≤y
a (n) f (n) :=

( ∑

x≤n≤y
a (n) f (n)

)
− 1

2
a (x) f (x)− 1

2
a (y) f (y) ,

∑′

n≤x
a (n) f (n) :=




0, x < 1,(∑

n≤x a (n) f (n)

)
− 1

2a (x) f (x) , x ≥ 1,

sei A (x) =
∑′

n≤x
a (n) mit A (z) := 0 für z < 1 und f : [x, y] → R stetig bis auf endlich viele Sprungstellen /∈ N0.

Dann gilt:

∑′

x≤n≤y
a (n) f (n) =

y∫

x

f (t)dA (t) .(A.2.1)

Ist f : (x, y)→ R sogar stetig differenzierbar, so gilt:

∑′

n≤x
a (n) f (n) = A (x) f (x) −

x∫

1

A (t) f ′ (t)dt.(A.2.2)

Ist die Funktion f zusätzlich monoton fallend und positiv, so gilt:
∑′

x≤n≤y
a (n) f (n) = O

(
f (x) max

x≤ξ≤y
|A (ξ)|

)
.(A.2.3)

Beweis. vgl. Abel’s identity [Apostol 1, Theorem 4.2]. Der Beweis funktioniert auch, wenn sich am Rand
des Integrationsintervalls eine Singularität befindet. �

A.3. Chinesischer Restsatz

Wir benötigen den Chinesischen Restsatz für nicht-teilerfremde Moduln.

Satz A.3.1. Seien n1, . . . , nm ∈ N, a1, . . . , am ∈ O, ein Ring ganzalgebraischer Zahlen. Dann gibt es eine Lösung
x ∈ O des Systems simultaner Kongruenzen

x ≡ a1 (mod n1),

x ≡ a2 (mod n2),

...

x ≡ am (mod nm),

genau dann wenn

∀i, j : ai ≡ aj (mod ggT (ni, nj)).

Diese Lösung ist eindeutig (mod kgV (n1, . . . , nm)).

Beweis. [Mollin, Theorem 2.5 Generalized Chinese Remainder Theorem] �
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Folgerung A.3.1.1. Seien p und q zwei verschiedene Primzahlen, n0 < n1 < n2 < · · · ,m0 < m1 < m2 < · · ·
natürliche Zahlen. Ein unendliches System simultaner Kongruenzen

x ≡ a0 (mod pn0)

x ≡ a1 (mod pn1)

x ≡ a2 (mod pn2)

...

x ≡ b0 (mod qm0)

x ≡ b1 (mod qm1)

x ≡ b2 (mod qm2)

...

hat genau eine Lösung in x ∈ Zp ⊗ Zq, falls ∀i < j :

ai ≡ aj (mod pni)

bi ≡ bj (mod qmi).

Diese Lösung x hat dann eine eindeutige Projektion auf eine Restklasse y ∈ Z/pniqmjZ mit

y ≡ ai (mod pni)

y ≡ bj (mod qmj ).

A.4. Primzahlen und Newton-Polygone

Definition A.4.1. [Narkiewicz, Ch.1 §2 Valuations and Exponents]
Sei K ein Zahlkörper. Exponenten von K sind surjektive Homomorphismen

n : K∗ → Z

mit

n (x+ y) ≥ min (n (x) , n (y))

für alle 0 6= x, y ∈ K.
Sei p ein Primideal des Ringes OK der ganzen algebraischen Zahlen aus K. Schreibe xOK = pn(x)I mit n (x) ∈ Z
und einem gebrochenen Ideal I ⊂ OK, teilerfremd zu p. Dann ist n (x) := ordp (x) der durch p induzierte Exponent
von K oder die p−Ordnung.

Definition A.4.2. Sei M ∈ N, p eine Primzahl und

f (x) = xm + a1x
m−1 + . . .+ am ∈ L [x]

ein Polynom mit am 6= 0. Die untere konvexe Hülle des Polygonzuges
{(

0, 0
)
,
(
1, ordp (a1)

)
, . . . ,

(
m, ordp (am)

)}

heißt Newton-Polygon zu f (x) und αj , j = 1, . . . ,m ist die Steigung des Newton-Polygons im Intervall [j − 1, j].

Beispiele. Das charakteristische Polynom des Heckeoperators T2 auf S46 (SL2 (Z)) ist:

pT (x) = x3 − 3814272x2 − 44544640241664x+ 135250282417024401408∈ Z [x] , n (x) := ord2 (x) ;

Da 27 ‖ 3814272, 212 ‖ 44544640241664 und 225 ‖ 135250282417024401408, sind die Steigungen α1 = α2 = 6 und
α3 = 13.

Hilfssatz A.4.3. Eigenschaften der Newtonsteigungen:

ordp (a1) ≥ α1, „ = “ für α1 < α2;

ordp (aj) ≥ α1 + . . .+ αj , „ = “ für αj < αj+1;

ordp (an) = α = α1 + . . .+ αn.
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(0,0)

(1,7)

(2,12)

(3,25)

Abbildung A.4.1. Newton-Polygon zu pT für S46, α1 = α2 = 6, α3 = 13

Satz A.4.4. Sei OK der Ring der ganzen Zahlen des algebraischen Zahlkörpers K, p ein Primideal von OK und
L/Kp eine endliche Körpererweiterung des vervollständigten Körpers Kp mit Ring der ganzen Zahlen OL. Dann
gilt

pOL = Pe

für das Primideal P ⊂ OL, Verzweigungsindex e ∈ N.

Beweis. [Koch, Beweis von Satz 4.5.3], [Frö Tay, Theorem 16, Corollary] �

Satz A.4.5. Sei p eine Primzahl, K ein p−adischer Körper mit Ring der ganzen Zahlen OK, f (x) = xn+a1x
n−1+

. . .+an, ai ∈ OK, an 6= 0 ein separables Polynom. Seien α1, . . . , αn die Steigungen des Newton-Polygons von f und
pOK = pe die Primidealzerlegung von (p) im Ring OK. Dann ist e αj der durch p induzierte Exponent von xj :

(xj)OK = peαjI

mit einem zu p teilerfremden Ideal I.

Beweis. [Neukirch, Kap.II §6 Henselsche Körper (6.3) Satz] �

Hilfssatz A.4.6. Sei L wie in Definition 5.1.3. Für die Anzahl g der Primideale in OHecke über der Primzahl p
gilt

[KHecke : L]

2!n23!n34!n4 · · ·
∣∣∣ g
∣∣∣ [KHecke : L] ,

wobei nj die Anzahl der j−Tupel (αi+1, αi+2, . . . , αi+j) mit αi+1 = . . . = αi+j ist.

Beweis. Bekanntlich gilt für die Zerlegung (p) = (p1 · · · pg)e in der Galoiserweiterung OHecke

efg = [KHecke : L] .

Nach Satz A.4.5 ist

peα1 ‖ τ1 (p) ,
peα2 ‖ τ2 (p) ,

...

peαn ‖ τn (p)
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bei geeigneter Wahl eines Primideals p | p. Die linken Seiten sind invariant unter der Aktion der Zerlegungsgruppe
Zp von p. Die rechten Seiten werden permutiert:

peα1 ‖ σ (τ1 (p)) ,
peα2 ‖ σ (τ2 (p)) ,

...

peαn ‖ σ (τn (p)) .
Nun ist {(

σ
(
τ1 (p)

)
, . . . , σ

(
τn (p)

)) ∣∣∣σ ∈ Zp

}

gleichmächtig mit Zp. Aufgefasst als Permutationen der Indizes muss es sich um eine Untergruppe der Permuta-
tionsgruppe {

σ ∈ Sn
∣∣ (α1, . . . , αn) =

(
ασ(1), . . . , ασ(n)

)}

der Ordnung 2!n23!n34!n4 · · · handeln. Also

|Zp| = ef =
[KHecke : L]

g

∣∣∣∣ 2!n23!n34!n4 · · ·

�

Folgerung A.4.6.1. Falls die Newtonsteigungen α1 < α2 < . . . < αs paarweise verschieden sind, ist die Primzahl
p total zerlegt:

(p) = p1 · · · ps in Of1
bzw.

(p) = p1 · · · pg in OHecke.

Beweis. In diesen Fällen ist das Hauptideal (p) gleichzeitig in Of1 und OHecke total zerlegt, vgl. [Koch, 6.3
Primidealzerlegung in einem Zwischenkörper, Satz 6.3.2] �

Die Umkehrung gilt i.a. nicht.
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Gewicht Newtonst. (2) =
∏

p in Of1 (2) =
∏

p in OHecke Teilbarkeit in OHecke

12 3 2 2 23 ‖ τ
16 3 2 2 23 ‖ τ
18 4 2 2 24 ‖ τ
20 3 2 2 23 ‖ τ
22 5 2 2 25 ‖ τ
24 3,7 p1p2 p1p2 p31p

7
2 ‖ τ1

p71p
3
2 ‖ τ2

26 4 2 2 24 ‖ τ
28 3,8 p1p2 p1p2 p31p

8
2 ‖ τ1

p81p
3
2 ‖ τ2

30 6,6 2 2 26 ‖ τ1,2
32 3,7 p1p2 p1p2 p31p

7
2 ‖ τ1

p71p
3
2 ‖ τ2

34 4,8 p1p2 p1p2 p41p
8
2 ‖ τ1

p81p
4
2 ‖ τ2

36 3,9,9 p1p2 p1p2,1p2,2 p31p
9
2p

9
3 ‖ τ1

p91p
3
2p

9
3 ‖ τ2

p91p
9
2p

3
3 ‖ τ3

38 5,8 p1p2 p1p2 p51p
8
2 ‖ τ1

p81p
5
2 ‖ τ2

40 3,7,11 p1p2p3 p1,1p1,2p2,1p2,2p3,1p3,2 p31p
3
2p

7
3p

7
4p

11
5 p116 ‖ τ1

p71p
11
2 p33p

11
4 p35p

7
6 ‖ τ2

p111 p72p
11
3 p34p

7
5p

3
6 ‖ τ3

42 4,9,12 p1p2p3 p1,1p1,2p2,1p2,2p3,1p3,2 p41p
4
2p

9
3p

9
4p

12
5 p126 ‖ τ1

p91p
12
2 p43p

12
4 p45p

9
6 ‖ τ2

p121 p92p
12
3 p44p

9
5p

4
6 ‖ τ3

44 3,8,11 p1p2p3 p1,1p1,2p2,1p2,2p3,1p3,2 p31p
3
2p

8
3p

8
4p

11
5 p116 ‖ τ1

p81p
11
2 p33p

11
4 p35p

8
6 ‖ τ2

p111 p82p
11
3 p34p

8
5p

3
6 ‖ τ3

46 6,6,13 p21p2 p21,1p
2
1,2p

2
2 p121 p122 p263 ‖ τ1

p121 p262 p123 ‖ τ2
p261 p122 p123 ‖ τ3

48 3,7,12,15 p1p2p3p4
∏4
i=1 pi,1 · · · pi,6 p31p

3
2p

3
3p

3
4p

3
5p

3
6p

7
7 . . . ‖ τ1

p71p
7
2p

12
3 p124 p155 p156 . . . ‖ τ2

p121 p152 p73p
15
4 p75p

12
6 . . . ‖ τ3

p151 p122 p153 p74p
12
5 p76 . . . ‖ τ4

50 4,8,13 p1p2p3 p1,1p1,2p2,1p2,2p3,1p3,2 p41p
4
2p

8
3p

8
4p

13
5 p136 ‖ τ1

p81p
13
2 p43p

13
4 p45p

8
6 ‖ τ2

p131 p82p
13
3 p44p

8
5p

4
6 ‖ τ3

Tabelle 1. Primteiler von Hecke-Eigenwerten

A.5. Rankin-Selberg Methode für gewichtete Funktionen

Einige Male wird die Rankin-Selberg Methode für Distributionen angewendet, die wie automorphe Formen vom
Gewicht 2k bzw. k + 1

2 transformieren.
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Sei

E2k (z, s) =
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

(
Cz̄ +D

Cz +D

)k
(Im γ (z))

s

Ek+ 1
2 ,∞ (z, s) :=

∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

j (γ, z)−(2k+1) (Im γz)s

Satz A.5.1. Sei f (z) =
∞∑

m=−∞
cm (y) e (mx) eine stetige Funktion in der oberen Halbebene H, die wie automorphe

Formen vom Gewicht κ mit κ ∈ 2Z ∨ κ − 1
2 ∈ Z transformiert und in der Spitze y → ∞ genügend schnell

verschwindet, z.B. f (x+ iy) = O
(
y−N

)
für alle N > 0, y →∞; so ist

(Eκ (·, s) , f)SL2(Z)
=

∞∫

0

c0 (y)y
s−2dy,

(Eκ,∞ (·, s) , f)Γ0(4)
=

∞∫

0

c0 (y)y
s−2dy

für Re s≫ 1.

Beweis. Sei zunächst κ ∈ 2Z :

(E2k (·, s) , f (·)) =
∫

F

∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

(
Cz̄ +D

Cz +D

)k
(Im γz)

s

(
Cz +D

Cz̄ +D

)k
f (γz)dµ

=
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

∫

γF

(Im z)
s
f (z)dµ =

∞∫

0

ys

1
2∫

− 1
2

f (z)dx
dy
y2

=

∞∫

0

ys−2c0 (y)dy.

Für κ halbzahlig fügen sich die Translatierten des Fundamentalbereichs F0 (4) auch wieder zu dem Streifen Γ∞\H
zusammen ∫

Γ0(4) \H

Eκ,∞ (z, s) f (z)
dxdy
y2

=

∫

Γ0(4) \H

∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

j (γ, z)
−2k−1

(Im γz)
s
j (γ, z)

−2k−1
f (γz)dµ

=
∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

∫

γ(Γ0(4) \H)

ysf (z)dµ =

∞∫

0

ys−2c0 (y)dy.

Vertauschung von Integration und Summation sind für absolut konvergente Reihen zulässig. �

A.6. Die Poincaréreihe
ys

2

∑
b2−4ac=d

1

|az2 + bz + c|s

Die Exponentialsummen Sa (n, d) traten zum ersten Mal bei den Fourierkoeffizienten der holomorphen Modul-

form
∑

(a,b,c)

b2−4ac=d

1

(az2 + bz + c)
k

auf, vgl. [Zagier 1, Appendix]. Sie haben auch etwas mit der nicht-holomorphen

Poincaréreihe Zd (z, s), definiert für Re s > 1 durch
ys

2

∑
(a,b,c)

b2−4ac=d

1

|az2 + bz + c|s , zu tun. Sie liefern die analytische

Fortsetzung dieser Funktion. Diese Funktion hat folgende Eigenschaften

Satz A.6.1. Die Funktion Zd (z, s) :=
ys

2

∑
(a,b,c)

b2−4ac=d

1

|az2 + bz + c|s , z ∈ H,Re s > 1, d ∈ D0+ ist holomorph in

Re s > 1 und reell-analytisch in z = x+ iy ∈ H. Sie erfüllt folgende Gleichung

(A.6.1) y2
(
∂2Zd (z, s)

∂x2
+
∂2Zd (z, s)

∂y2

)
= s (s− 1)Zd (z, s)− s2dZd (z, s+ 2) .
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In z ist sie SL2 (Z)-invariant: Zd (γz, s) = Zd (z, s) für γ ∈ SL2 (Z) .

Sie lässt sich auf Re s > −1 analytisch fortsetzen mit Polen bei s = 1 mit Residuum
6L (1, d)

π
, bei s = tj =

1
2 + νj

entsprechend den Maaßformen mit Residuen

2tj−1Γ
(
tj+1
2

)
Γ (νj)

Γ (tj) d
tj
2 Γ
(
tj
2

)
∑

l

Cd (fj,l) fj,l (−z̄),

bei s = tj − 1, ρ2 ,
ρ
2 − 1, wobei ρ eine Nullstelle der Riemannschen Zetafunktion ist, und bei s = − 1

2 . Für Quadrat-
zahlen d kommt noch ein Pol bei s = 1

2 hinzu.

Beweis. Sei zunächst d 6= �. Man kann Zd (z, s) mit der ∆-Eigenfunktion
∑

Q,|Q|=d

1(
a
∣∣z + b

2a

∣∣2
)s vergleichen:

Zd (z, s) =
ys

2

∑

b2−4ac=d

1

|az2 + bz + c|s ≈
ys

2

∑

b2−4ac=d

1∣∣az2 + bz + b2

4a

∣∣s

=
ys

2

∑

a 6=0

1

|a|s
∑

b∈Z
b2≡d (mod 4a)

1
∣∣z + b

2a

∣∣2s = ys
∞∑

a=1

1

as

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

∑

n∈Z

1
∣∣z + n+ b

2a

∣∣2s

= ys
∞∑

a=1

1

as

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)



√
π Γ

(
s− 1

2

)

Γ (s)
y1−2s +

2πs

Γ (s)
y

1
2−s

∑

r 6=0

|r|s− 1
2 Ks− 1

2
(2π |n| y) e2πirxeπir b

a




=

√
π Γ

(
s− 1

2

)

Γ (s)

∞∑

a=1

Nd (a)

as
y1−s +

2πs

Γ (s)

√
y
∑

r 6=0

|r|s− 1
2

∞∑

a=1

Sa (r, d)

as
Ks− 1

2
(2π |r| y) e (rx)

=

√
π Γ

(
s− 1

2

)
ζ (s)L (s, d)

Γ (s) ζ (2s)
y1−s +

4πs

Γ (s)

√
y
∞∑

r=1

rs−
1
2

∞∑

a=1

Sa (r, d)

as
Ks− 1

2
(2π |r| y) cos (2πrx) , Re s > 1,

(A.6.2)

vgl. [Zagier 10, Apppendix A (3)].
Für d = � kommt noch folgender Beitrag hinzu:

ys
∑

c∈Z

1∣∣∣
√
dz + c

∣∣∣
s = ys

{√
π Γ

(
s− 1

2

)

Γ (s)

(√
dy
)1−2s

+
2πs

Γ (s)

(√
dy
) 1

2−s∑

r 6=0

|r|s− 1
2 Ks− 1

2
(2π |n| y) e

(√
dx
)}

(A.6.3)

Der Fehler, der bei der Näherung gemacht wurde, beträgt:

∆(z, s) :=
ys

2

∑

b2−4ac=d
a 6=0

(
1

|az2 + bz + c|s −
1∣∣az2 + bz + b2

4a

∣∣s
)

=ys
∞∑

a=1

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

1

|a|s
(

1∣∣z2 + b
az +

c
a

∣∣s −
1

∣∣z + b
a

∣∣2s

)
.

Mit t := z + b
2a , d.h. |t| > y, ε := d

4a2t2 ∈ C− R, also |ε| < d
4a2y2 ist

∆(z, s) = ys
∞∑

a=1

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

1

as

(
1

|t2 − t2ε|s −
1

|t|2s

)
= ys

∞∑

a=1

∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

1

|at2|s
(

1

|1− ε|s − 1

)

oder

(A.6.4) |∆(z, s)| ≤ 1

yRe s

∞∑

a=1

Nd (s)

as

∣∣∣∣
1

|1− ε|s − 1

∣∣∣∣ .
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Folgende Dinge sind klar:

(1) ε ∈ C, |ε| < 1

4
, ε′ :=

∣∣∣∣
1

1− ε

∣∣∣∣− 1⇒ |ε′| < 4

3
|ε|

(2) ε′ ∈ R, |ε′| < 1

3
⇒ |log (1 + ε′)| < 5

4
|ε′| < 5

3
|ε| mit der Potenzreihe des Logarithmus;

(3) Voraussetzungen wie in (1);

∣∣∣∣sε <
1

5

∣∣∣∣⇒
∣∣∣∣

1

|1− ε|s − 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣es log(1+ε

′) − 1
∣∣∣ ≤ 3 |sε| mit der

Potenzreihe des Logarithmus.

Für a genügend groß sind die Voraussetzungen von Punkt (3) erfüllt: Wähle a (y, s) ∈ N, so dass
|ε| = d

4a2|t|2 <
1
4 , |sε| < 1

5 für a > a (y, s); dann ist

|∆(z, s)|
(A.6.4)
≤ 1

yRe s

a(y,s)∑

a=1

Nd (a)

as

∣∣∣∣
1

|1− ε|s − 1

∣∣∣∣+
3 |s| d

4yRe s+2

∑

a>a(y,s)

Nd (a)

aRe s+2

≤ konst (z, s) +
3 |s| d

4yRe s+2

∞∑

a=1

Nd (a)

aRe s+2
< konst (z, s) <∞ für Re s > −1.

Es ist ersichtlich, dass die Reihe für ∆(z, s) ,Re s > −1 absolut konvergiert und daher nach dem Majorantenkri-
terium auch lokal gleichmäßig [Fischer Lieb, Kap. I, Satz 7.2]. Also ist ∆(z, s) holomorph in s für Re s >
−1, vgl. [Fischer Lieb, Kap. III]; nach entsprechenden Sätzen der reellen Analysis [Forster 1] auch reell-
analytisch in x + iy ∈ H (die gleichmäßige Konvergenz der partiellen Ableitungen lässt sich ähnlich zeigen!).
Die Fourierreihe (A.6.2) ist meromorph in der gesamten s−Ebene und für x + iy ∈ H reell-analytisch (beachte∣∣∣∣
∞∑
a=1

Sa(r,d)
as

∣∣∣∣ ≤
∞∑
a=1

Nd(a)
aRe s <∞ für Re s > 1 und Satz 2.5.2.1).

Die Gleichung (A.6.1) ergibt sich folgendermaßen: Für z = x+ iy sei N (x, y) :=
∣∣az2 + bz + c

∣∣2. Es gilt

y
(
N2
x +N2

y

)
− 4N ·Ny = −4dyN, →Mathematica, also(A.6.5)

y2
y2N2

x + (2N − yNy)2
N4

=
y2

N4

{
y2
(
N2
x +N2

y

)
+ 4N2 − 4NNyy

}
(A.6.6)

(A.6.5)
=

4y2

N2
− 4d · y4

N3
=

4g2

y2
(1− d · g) für g = g (x, y) =

y2

N
.

Nun ist gx = y2
Nx
N3

, gy =
y (2N − yNy)

N2
, die linke Seite von (A.6.6), also = g2x + g2y. (A.6.6) lässt sich umformen

zu

(A.6.7) y2
s (s− 2)

4
g

s
2−2

(
g2x + g2y

)
+ sg

s
2 (1− 2dg) = s (s− 1) g

s
2 − d · s2g s

2+1.

Die linke Seite von (A.6.7) ist

y2
{s
2

(s
2
− 1
)
g

s
2−2g2x +

s

2
g

s
2−1gxx +

s

2
g

s
2−1gyy +

s

2

(s
2
− 1
)
g

s
2−2g2y

}

=y2
{
∂

∂x

(s
2
g

s
2−1gx

)
+

∂

∂y

(s
2
g

s
2−1gy

)}
= y2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
g

s
2

Identität (A.6.7) sagt daher

y2
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ys

|az2 + bz + c|s = s (s− 1)
ys

|az2 + bz + c|s − d · s
2 ys+2

|az2 + bz + c|s+2 .

Das ist die Aussage (A.6.1).

Für die Residuen betrachte (A.6.2). s = 1 ist klar. Die Residuen für s = ρ
2 , 0 < Re ρ < 1, ζ (2ρ) = 0 kommen vom

konstanten Term von (A.6.2). Die Residuen der Pole auf der Geraden Re s = 1
2 entsprechend den Maaßformen

sind selbst Maaßformen, wie man sich an der Gleichung (A.6.1) und Satz 2.5.2.1 klar macht:
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Res
s=νj=

1
2+tj

Zd (z, s) =
∑

n6=0

2πtj

Γ (tj)

√
y |n|νj

2tj−2Γ
(
tj+1
2

)
Γ (νj)

|n|νj πtjd
tj
2 Γ
(
tj
2

)
∑

l

γn,j,l Cd (fj,l)Kνj (2π |n| y) e (nx)

=
2tj−1Γ

(
tj+1
2

)
Γ (νj)

d
tj
2 Γ (tj) Γ

(
tj
2

)
∑

l

Cd (fj,l) fj,l (−z̄)

mit den Maaßformen zum Spektralparameter νj

fj,l (z) =

∞∑

m=−∞
m 6=0

γm,j,l
√
y Kνj (2π|m|y) e (mx).

Für d = � kommt noch ein Pol bei s = 1
2 von (A.6.3) dazu. �

A.7. Spezielle Funktionen

A.7.1. Diracsche δ−Distribution. vgl. [Messiah, Anhang A Distributionen];

Definition A.7.1.1. Die Diracsche δ−Distribution ist dasjenige (bei gleichmäßiger Konvergenz der Testfunktio-
nen) stetige lineare Funktional auf der Menge der von unten halbstetigen Testfunktionen f : U → C mit

δ (x) [f (x)] := f (0) .

Man kann die δ−Distribution auch symbolisch so darstellen:

lim
δց0

1

π

δ

δ2 + x2
;

das bedeutet, dass man (im Grenzwert) dasselbe Ergebnis erhält, indem man gegen diese Funktionenfolge integriert.
Etwas allgemeiner definiert man

δ (g (x)) [f (x)] := lim
δց0

1

π

∞∫

−∞

δf (x)

δ2 + g (x)
2 dx,

oder die Schreibweise
∫

M

δ (g (z)) f (z)dz := lim
δց0

1

π

∫

M

δf (z)

δ2 + g (z)2
dz

für eine Umgebung M ⊂ C der Nullstellenmenge von g.

Hilfssatz A.7.1.2. Für a 6= 0 ist δ (ax) = 1
|a|δ (x) .

Hilfssatz A.7.1.3. Für alle Nullstellen x0 von f (x) , falls nicht zugleich g (x0) = 0, gilt:

δ

(
f (x)

g (x)

)
=

∑

x0,
f(x0)=0

δ

(
f (x)

g (x0)

)
=

∑

x0,
f(x0)=0

|g (x0)| · δ (f (x))

Hilfssatz A.7.1.4. Ist die Funktion g stetig differenzierbar in den Nullstellen x0 von g mit Ableitung 6= 0 und f
dort stetig, so gilt

δ (g (x)) [f (x)] =
∑

x0,
g(x0)=0

f (x0)

|g′ (x0)|

anders ausgedrückt

δ (g (x)) =
∑

x0,
g(x0)=0

δ (x− x0)
|g′ (x0)|

.
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Beweis.

δ (g (x)) [f (x)] = lim
δց0

∑

x0,
g(x0)=0

1

π

∫

U(x0)

δf (x)

δ2 + g (x)2
dx = lim

δց0

1

π

∑

x0

∫

g(U(x0))

δf
(
g−1 (z)

)

(δ2 + z2) |g′ (g−1 (z))|dz

mit der Substitution z = g (x) .1 Beiträge ergeben sich nur in Umgebungen U (x0) der Nullstellen x0 von g.
Dort existiert eine eindeutige Umkehrfunktion g−1 und für beliebiges ε > 0 und genügend kleine Umgebungen
U = U (x0) ist aus Stetigkeitsgründen

∣∣∣∣∣∣∣

∫

g(U)

δf
(
g−1 (z)

)

(δ2 + z2) g′ (g−1 (z))
dz −

∫

g(U)

δf (x0)

(δ2 + z2) |g′ (x0)|
dz

∣∣∣∣∣∣∣
<
ε

2

und für δ < δ0 (ε) :

∣∣∣∣∣∣∣

∫

g(U)

δf (x0)

(δ2 + z2) |g′ (x0)|
dz − f (x0)

|g′ (x0)|

∣∣∣∣∣∣∣
<
ε

2
.

�

A.7.2. Spezielle Besselfunktionen.

Definition A.7.2.1. Sei ν ∈ N0:

Lν (z) := −Yν (z)−
2

π
Kν (z) ,

Mν (z) := −Yν (z) +
2

π
Kν (z) .

Die klein geschriebenen Funktionen ergeben sich daraus durch Subtraktion der Singularität bei Null, z.B.

l0 (z) := L0 (z)−
1

π
z2 log z, m0 (z) :=M0 (z) +

4

π
(log z + γ − log 2) ,

l1 (z) := L1 (z) +
2z

π
log

z

2
, m1 (z) :=M1 (z)−

4

πz
,

l2 (z) := L2 (z)−
2

π
, m2 (z) :=M2 (z)−

8

πz2
,

l3 (z) := L3 (z)−
4

πz
, m3 (z) :=M3 (z)−

32

πz3
.

Asymptotische Beziehungen, gleichmäßig in 0 < z < 1− ε :

L0 (z) =
1

π
z2 log z +O

(
z2
)
,

L1 (z) = −
2

π
z log z +O (z) ,

L2 (z) =
2

π
+O

(
z4 log z

)
,

L3 (z) =
4

πz
+O

(
z3 log z

)
,

M0 (z) = −
4

π
log z +O (1) ,

M1 (z) =
4

πz
+O

(
z3 log z

)
,

M2 (z) =
8

πz2
+O

(
z2 log z

)
,

M3 (z) =
32

πz3
+O (z) .

1g dreht die Integrationsgrenzen um, falls g′ (x0) < 0
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Abbildung A.7.2.1. L0,L1,L2,L3 M0,M1,M2,M3
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Abbildung A.7.2.2. l0, l1, l2, l3 m0,m1,m2,m3

vgl. [AS, Besselfunctions of integer order]. gleichmäßig in 0 < z <∞ :

L0 (z) = −
√

2

πz
sin
(
z − π

4

)
+O

(
1

z
3
2

)
,(A.7.2.1)

L1 (z) =

√
2

πz

{
sin
(
z +

π

4

)
+

3

8z
cos
(
z +

π

4

)
+
c2
z2

sin
(
z +

π

4

)
+ · · ·+O

(
1

zl

)}
,(A.7.2.2)

L2 (z) =

√
2

πz
sin
(
z − π

4

)
+O

(
1

z
3
2

)
,

L3 (z) = −
√

2

πz
sin
(
z +

π

4

)
+O

(
1

z
3
2

)
.

M0 (z) = −
√

2

πz
sin
(
z − π

4

)
+O

(
1

z
3
2

)
,

M1 (z) =

√
2

πz
sin
(
z +

π

4

)
+O

(
1

z
3
2

)
,

M2 (z) =

√
2

πz
sin
(
z − π

4

)
+O

(
1

z
3
2

)
,

M3 (z) = −
√

2

πz
sin
(
z +

π

4

)
+O

(
1

z
3
2

)
.

vgl. [AS].

Ableitungen (t, d, x > 0, n ∈ N0):

d
dt

{√
td

x
L1

(
4π

√
xt

d

)}
= 2πM0

(
4π

√
xt

d

)
,(A.7.2.3)

d
dt

{
td

x
L2

(
4π

√
xt

d

)}
= 2π

√
td

x
M1

(
4π

√
xt

d

)
,(A.7.2.4)
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d
dt

{
td

x
M2

(
4π

√
xt

d

)}
= 2π

√
td

x
L1

(
4π

√
xt

d

)
,

d
dt

{
td

x
m2

(
4π

√
xt

d

)}
= 2π

√
td

x
L1

(
4π

√
xt

d

)
,

d
dt

{( x
td

)n
2

Ln
(
4π

√
xt

d

)}
= −2π

( x
td

)n+1
2

Ln+1

(
4π

√
xt

d

)
,(A.7.2.5)

d
dt

{( x
td

)n
2

ln
(
4π

√
xt

d

)}
= −2π

( x
td

)n+1
2

ln+1

(
4π

√
xt

d

)
,

d
dt

{( x
td

) 1
2

m1

(
4π

√
xt

d

)}
= −2π

( x
td

)
m2

(
4π

√
xt

d

)
,

vgl. [Wilton 1, 3.].

A.7.3. Kummer Funktion.

Definition A.7.3.1. Sei b /∈ Z−0 , a, b ∈ C. Dann ist

1F1 (a; b; z) := 1 +
a

b
z +

a (a+ 1)

b (b+ 1)

z2

2!
+ . . . ganz in z

eine Lösung der Differenzialgleichung

zF ′′ + (b− z)F ′ − aF = 0, F (0) = 1, Fz (0) =
a

b
.

Integraldarstellung:

Für Re b > Re a > 0 ist

1F1 (a; b; z) =
Γ (b)

Γ (a) Γ (b− a)

1∫

0

ezττa−1 (1− τ)b−a−1 dτ.

Asymptotik: z ∈ R+, z →∞

a ∈ Z−, b ∈ Rr Z : 1F1 (a; b; z) ∼
(−z)−a
(b)−a

, Polynom(A.7.3.1)

a ∈ R r Z−0 : 1F1 (a; b; z) ∼
Γ (b)

Γ (a)
ezza−b, [AS, 13.1.4](A.7.3.2)

Kummer-Transformation: [AS, (13.1.27)]

(A.7.3.3) e−X 1F1

(
−n; 1

2
;X

)
= 1F1

(
n+

1

2
;
1

2
;−X

)

A.7.4. Whittakerfunktionen.

Definition A.7.4.1. [Magnus Ober, 6. Kap. §2]
Die Whittakerfunktionen sind Lösungen der Differenzialgleichung

F ′′ +

(
−1

4
+
κ

z
+

1
4 − µ2

z2

)
F = 0.
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Für Re
(
µ+ 1

2 − κ
)
> 0,Re z > 0

Wκ,µ (z) :=
zµ+

1
2 e−

z
2

Γ
(
µ+ 1

2 − κ
)
∞∫

0

e−zττµ−κ−
1
2 (1 + τ)

µ+κ− 1
2 dτ, [AS, 13.2.5](A.7.4.1)

=
zµ+

1
2

4µ Γ
(
µ+ 1

2 − κ
)
∞∫

1

e−
zu
2 (u+ 1)µ+κ−

1
2 (u− 1)µ−κ−

1
2 du Subst. u = 2τ + 1(A.7.4.2)

= e−
z
2 z

1
2+µU

(
1

2
+ µ− κ, 1 + 2µ, z

)
[AS, 13.1.33](A.7.4.3)

mit Kummers hypergeometrischer Funktion U (a, b, z) :=
1

Γ (a)

∞∫
0

e−ztta−1 (1 + t)
b−a−1 dt.

Für µ /∈ 1
2Z
− ist

Mκ,µ (z) := e−
z
2 z

1
2+µ 1F1

(
1

2
+ µ− κ; 1 + 2µ; z

)
(A.7.4.4)

eine weitere Lösung der Whittaker-DGL, eindeutig für z ∈ CrZ−. Man kann holomorph auf dieselbe Riemannsche
Fläche wie z

1
2+µ fortsetzen.

Für Re
(
1
2 + µ+ κ

)
,Re

(
1
2 + µ− κ

)
> 0 ist

Mκ,µ (z) =
Γ (1 + 2µ) zµ+

1
2 e−

z
2

Γ
(
1
2 + µ+ κ

)
Γ
(
1
2 + µ− κ

)
1∫

0

ezττµ−κ−
1
2 (1− τ)µ+κ− 1

2 dτ.

Eigenschaften:

Wκ,µ (z) = Wκ,−µ (z) , [GR, 9.232.1](A.7.4.5)

Wκ,µ (z) = Wκ,µ̄ (z)

Mκ,µ (z) = Mκ,µ̄ (z)
für κ ∈ R, z ∈ R+(A.7.4.6)

Wκ,µ (z) =
Γ (−2µ)

Γ
(
1
2 − µ− κ

)Mκ,µ (z) +
Γ (2µ)

Γ
(
1
2 + µ− κ

)Mκ,−µ (z) , [AS, 13.1.34](A.7.4.7)

Mκ,µ (z) = e−iπ(µ+
1
2 ) M−κ,µ

(
zeiπ

)
, [Magnus Ober, 6. Kap. §2](A.7.4.8)

Maaßoperatoren: [Bruggeman 1, 4.1]

Für 2k ∈ Z:

E+
k

{
W k

2 signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx)

}
=

{
−2W( k

2 +1) signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx) , n > 0

2
(
k
2 + s

) (
k
2 + 1− s

)
W( k

2+1) signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx) , n < 0

E−k

{
W k

2 signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx)

}
=

{
2
(
k
2 − s

) (
k
2 + s− 1

)
W( k

2−1) sign n,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx) , n > 0

−2W( k
2−1) signn,s− 1

2
(4π |n| y) e (nx) , n < 0

E+
k

{
M k

2 signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx)

}
= (2s+ k)M( k

2+1) signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx)

E−k

{
M k

2 signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx)

}
= (2s− k)M( k

2−1) signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx)
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Sei im folgenden y > 0 bzw. y →∞

W0,µ (y) =

√
y

π
Kµ

(y
2

)
, [GR, 9.235.2](A.7.4.9)

Wκ,µ (y) ∼ e−
y
2 yκ [GR, 9.227](A.7.4.10)

Wκ,κ− 1
2
(y) = Mκ,κ− 1

2
(y) = e−

y
2 yκ, [Bruinier 1, (1.31)](A.7.4.11)

Wκ,κ+ 1
2
(y) = e

y
2 y−κ Γ (1 + 2κ, y)(A.7.4.12)

W− 3
4 ,

1
4
(y) = e

y
2 4
√
y β (y) , (A.7.4.12).(A.7.4.13)

Mit (A.7.3.1) und (A.7.3.1) ist

Mκ,µ (y) ∼





Γ(1+2µ)

Γ( 1
2+µ−κ)

e
y
2 y−κ, für κ− µ+ 1

2 /∈ N, µ /∈ 1
2Z
−

(−1)κ−µ− 1
2

(2µ+1)
κ−µ− 1

2

e−
y
2 yκ, sonst, Nenner 6= 0

(A.7.4.14)

M k
2 ,

1−k
2

(y) = (−1)k (k − 1) e−
y
2 y

k
2 γ (1− k,−y) ∼ (k − 1) e

y
2 y−

k
2 für k /∈ N≥2(A.7.4.15)

Sei k ∈ 1

2
Zr Z−0 : M− k

2 ,
k−1
2

(y) = e
y
2 y

k
2 , [Bruinier 1, (1.30)](A.7.4.16)

Sei k ∈ 1

2
Z r N : M− k

2 ,
1−k
2

(y) = (1− k) e y
2 y

k
2 γ (1− k, y) ∼ (1− k) e− y

2 y−
k
2 ,(A.7.4.17)

M 2k+1
4 , 2k+1

4
(y) ∼ (2k + 1)!! e

y
2

2k+1y
2k+1

4

, (A.7.4.14)(A.7.4.18)

M− 2k+1
4 , 2k+1

4
(y) ∼ Γ

(
k + 3

2

)

k!
e

y
2 y

2k+1
4 für k > 0 nach (A.7.4.14);(A.7.4.19)

A.7.5. Meijer G-Funktionen.

Definition A.7.5.1. ([GR, 9.3]) m,n, p, q ∈ N, q ≥ 1, 0 ≤ n ≤ p ≤ q und 0 ≤ m ≤ q; sei z 6= 0 :

Gm,n
p,q

(
z
∣∣∣a1,...,apb1,...,bq

)
=

1

2πi

∫

C

m∏

j=1

Γ (bj − s)
n∏

j=1

Γ (1− aj + s)

q∏

j=m+1

Γ (1− bj + s)

p∏

j=n+1

Γ (aj − s)
zsds,

dabei läuft die Kurve C von ∞− iτ nach ∞+ iτ (τ > 0) und umschließt alle Pole

bj , bj + 1, bj + 2, . . . (j = 1, . . . ,m) ,

aber keinen der Pole

aj − 1, aj − 2, aj − 3, . . . (j = 1, . . . , n) ,

des Integranden.

Satz A.7.5.2. Es gibt folgende asymptotische Darstellungen für große reelle Zahlen z

G2,0
0,4 (z) ∽ AH

(
ze2πi

)
+ ĀH

(
ze−2πi

)
.

Erfüllen die Zahlen a1 und b1, . . . , bm die Bedingung

a1 − bh 6= 1, 2, 3, . . . (h = 1, . . . ,m)

dann gilt

G2,1
1,5 (z) ∽ AH

(
ze2πi

)
+ ĀH

(
ze−2πi

)
+ e−3πia1∆ · E

(
ze3πi

)
,
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dabei ist

A = − 1

4π2
e(a1+···+an−bm+1−···−bq)πi

ϑ =
1

4

{
−3

2
+

q∑

h=1

bh −
p∑

h=1

ah

}

H (z) =
zϑ

exp (4 4
√
z)

{
√
2π

3
2 +

M1

4
√
z
+

M2

4
√
z
2 + · · ·

}

∆ = − 1
5∏

j=3

{Γ (a1 − bj) Γ (1 + bj − a1)}

E (z) = z−1+a1
∞∑

h=0

(−1)h
5∏

j=1

Γ (1 + bj − a1 + h)

h!zh

s. [Meijer, I(1)-(4),(13),(16),(17),II(45),VII Theorem 17,18]

Aus dem Satz ergeben sich folgende

Asymptotische Beziehungen (0 < z <∞) :

G20
04

(
z2
∣∣∣−
0,0;0, 12

)
∽

1√
2π

(
cos 4

√
z√

z
+

sin 4
√
z

16z
− cos 4

√
z

512z
3
2

+ · · ·
)

(A.7.5.1)

G20
04

(
z2
∣∣∣−0,0;0,− 1

2

)
∽

1√
2π

(
sin 4
√
z

z
− cos 4

√
z

16z
3
2

− 9 sin 4
√
z

512z2
+ · · ·

)

G20
04

(
z2
∣∣∣−
0,0;−1, 12

)
∽

1√
2π

(
sin 4
√
z

z
+

7 cos 4
√
z

16z
3
2

− 57 sin4
√
z

512z2
+ · · ·

)

G20
04

(
z
∣∣∣−
0,1;− 1

2 ,0

)
=− cos (4 4

√
z)√

2π
√
z

+M1
sin 4 4
√
z

4
√
z
2 +M2

cos 4 4
√
z

4
√
z
3 + . . .+O

(
1

4
√
z
m

)
,(A.7.5.2)

G20
04

(
z
∣∣∣−
0,1; 12 ,0

)
=
sin (4 4

√
z)√

2π
+O

(
1
4
√
z

)
,(A.7.5.3)

G21
15

(
z
∣∣∣1;−1
2 ,

1
2 ;

1
2 ,0,0

)
=
√
π − cos (4 4

√
z)√

2π
√
z

+O

(
1√
z

)
,(A.7.5.4)

G21
15

(
z
∣∣∣0;
0,1;− 1

2 ,− 1
2 ,

3
2

)
=
sin (4 4

√
z)√

2π
+O

(
1
4
√
z

)
(A.7.5.5)

oder allgemeiner für k ∈ N0

G20
04

(
z
∣∣∣−
0,0; 12 ,−k

)
=
cos
(
4 4
√
z − kπ

2

)
√
2π 4
√
z
k+1

+O

(
1

4
√
z
k+2

)
,(A.7.5.6)

G20
04

(
z
∣∣∣−
0,0;− 1

2 ,−k

)
=
sin
(
4 4
√
z − kπ

2

)
√
2π 4
√
z
k+2

+O

(
1

4
√
z
k+3

)
,(A.7.5.7)

G20
04

(
z
∣∣∣−0,1; 12 ,−k

)
=
sin
(
4 4
√
z − kπ

2

)
√
2π 4
√
z
k

+M1

cos
(
4 4
√
z − kπ

2

)

4
√
z
k+1

+(A.7.5.8)

+M2

sin
(
4 4
√
z − kπ

2

)

4
√
z
k+2

+ . . .+O

(
1

4
√
z
k+m

)
,

Die Asymptotik für z ց 0 erhält man mit Hilfe des Residuensatzes als die Summe der Residuen an den Polen auf
der x-Achse in Richtung +∞.
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Abbildung A.7.5.1. G20
04

(
z2
∣∣∣−0,0;− 1

2 ,−k

)
; G20

04

(
z2
∣∣∣−0,0; 12 ,−k

)
; k=0,1,2,3

Beispiele. z ∈ R+:

G20
04

(
z
∣∣∣−
0,0;0, 12

)
=

2√
π

∞∑

n=0

Hn + H2n − 2γ − log 2− 1
2 log z

n!2 (2n)!
(4z)

n
,

G20
04

(
z
∣∣∣−0,0;−1, 12

)
=

2√
π

∞∑

n=0

Hn + H2n − 2γ − log 2− 1
2 log z +

1
2n+2

n! (n+ 1)! (2n)!
(4z)

n
,

G20
04

(
z
∣∣∣−
0,0;− 1

2 ,0

)
=

4√
π

∞∑

n=0

Hn + H2n − 2γ − log 2− 1
2 log z +

1
2n+1

n!2 (2n+ 1)!
(4z)n .

Asymptotische Beziehungen (0 < z < 1− ǫ):

G20
04

(
z
∣∣∣−
0,0; 12 ,−k

)
=−

log (4z) + 4γ −Hk +
2

k+1z log (4z)√
πk!

+O (z) ,

G20
04

(
z
∣∣∣−
0,0;− 1

2 ,−k

)
=− 2

log (4z) + 4γ −Hk − 2 + 4
3(k+1)z log (4z)√

πk!
+O (z) ,

G20
04

(
z
∣∣∣−
0,1;− 1

2 ,0

)
=

2√
π
+

4z log z

3
√
π

+O (z) ,

G20
04

(
z
∣∣∣−0,1; 12 ,−k

)
=

1√
πk!

+
2z log z√
π (k + 1)!

+O (z) .

Beweis.

π
3
2 G20

04

(
n2

256

∣∣∣−
0,0;0, 12

)
(D.1.5.1)

=

1∫

0

4K0 (
√
nx)− 2πY0 (

√
nx)√

1− x2
dx

=− π2

(
J0

(√
in

2

)
Y0

(√
− in

2

)
+ I0

(√
in

2

)
Y0

(√
in

2

))

=2π

∞∑

k=0

Hk + H2k − 2γ − log n
8

k!2 (2k)!

(n
8

)2k

Aus der Definition folgt:

2z2k−1G20
04

(
z2
∣∣∣−0,0; 12 ,1−k

)
=

d
dz

{
z2kG20

04

(
z2
∣∣∣−0,0; 12 ,−k

)}

2z2k−1G20
04

(
z2
∣∣∣−
0,0;− 1

2 ,1−k

)
=

d
dz

{
z2kG20

04

(
z2
∣∣∣−
0,0;− 1

2 ,−k

)}
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und speziell

G20
04

(
z2
∣∣∣−
0,0;0,− 1

2

)
=
2

z

∫
G20

04

(
z2
∣∣∣−
0,0;0, 12

)
dz

G20
04

(
z2
∣∣∣−0,0;− 1

2 ,−k

)
=
2

z

∫
G20

04

(
z2
∣∣∣−0,0; 12 ,−k

)
dz

G20
04

(
z2
∣∣∣−
0,0;−1, 12

)
=

2

z2

∫
zG20

04

(
z2
∣∣∣−
0,0;0, 12

)
dz.

�

A.7.6. Funktionalgleichungen.

Gammafunktion:

Γ (s) Γ (1− s) =
π

sinπs
,

Riemannsche Zetafunktion:

π−
s
2Γ
(s
2

)
ζ (s) =π−

1−s
2 Γ
(1− s

2

)
ζ (1− s) ,

2s−1πs

Γ (s)
ζ (1− s) = cos

(πs
2

)
ζ (s) ,

Dedekindsche Zetafunktion:

d > 0 :
(√d
π

)s
Γ2
(s
2

)
ζ (s, d) =

(√d
π

)1−s
Γ2
(1− s

2

)
ζ (1− s, d) ,

d < 0 :
(√|d|

2π

)s
Γ (s) ζ (s, d)=

(√|d|
2π

)1−s
Γ (1− s) ζ (1− s, d) ,

L−Reihen:

π−
s
2 |d| s2 Γ

(
s+ δ

2

)
L (s, d) = π−

1−s
2 |d|

1−s
2 Γ

(
1− s+ δ

2

)
L (1− s, d) , δ =

{
0, d > 0,

1, d < 0.

L (s, d) = 2sπs−1 |d| 12−s Γ (1− s)L (1− s, d) ·
{
sin πs

2 , d > 0

cos πs2 , d < 0

nicht-holomorphe Eisensteinreihen:

2κ ∈ Z : E∗κ (z, s)=E∗κ (z, 1− s)
mit

E∗κ (z, s)=





π−sΓ
(
s+ |κ|2

)
ζ (2s)Eκ (z, s) , κ ∈ 2Z,

(
2

π

)2s− 1
2 Γ

(
s+ |κ|2

)
Γ
(
2s− 1

2

)
ζ (4s− 1)

Γ
(
s+ (−1)[|κ|]

4

) Eκ (z, s) , sonst.

Beweis. [Apostol 1, 12.8 und 12.10]; [Zagier 10], [Zagier 5, Prop. 3], [Roelcke 2, Satz 10.2 ff.], [Bump,
Prop. 1.10.1] bzw. Satz C.2.3.1. �



ANHANG B

Darstellungsanzahlen

B.1. Allgemeines

Schon Gauß hat die Anzahl fD (n) der inäquivalenten Darstellungen der Zahl n durch primitive quadratische
Formen der DiskriminanteD untersucht. Wenn man sich auf primitive Darstellungen, d.h. solche n = ax2+bxy+cy2

mit teilerfremden x, y beschränkt, so ist deren Anzahl

ND (n) =
∑

b (mod 2n)

b2≡D (mod 4n)

1,

vgl. [Zagier 7, §8 Satz 3 ff.]. Sei D = df2, d Grundzahl, f ∈ N, ggT (n, f) = 1. Aus der Definition folgt leicht die
Beziehung

fD (n) = fd (n) =
∑

t|n
χd (t) mit dem Kroneckersymbol χd =

(
d

·

)
,

fD (n) =
∑

m2|n
ND

( n

m2

)
, [Zagier 7, §8 (26)].(B.1.1)

Mit den Möbiusschen Umkehrformeln hat man für ggT (n, f) = 1:

ND (n) =
∑

k2|n
µ (k) fD

( n
k2

)
= Nd (n) .(B.1.2)

Für n mit ggT (n, f) = 1 sind die Funktionen fD (n) , ND (n) multiplikativ.
Allgemein gilt, vgl. [Hirzebruch Zagier, Ch.1 Prop.2]:

Ndf2 (n) =
∏

p Primzahl
pα‖f,pβ‖n

Ndp2α
(
pβ
)
.

Hilfssatz B.1.1. Für Fundamentaldiskriminanten d ∈ D und eine beliebige Primzahl p ist:

Ndp2α
(
pβ
)
=





p[
β
2 ], β ≤ 2α,

pα (1 + χd (p)) , β = 2α+ 1,

pαχd (p) (1 + χd (p)) , β ≥ 2α+ 2.

Beweis. Aus Gleichung (B.1.2) ergibt sich leicht

Nd
(
pβ
)
=





1, β = 0,

1 + χd (p) , β = 1,

χd (p) (1 + χd (p)) , β ≥ 2.

Aus der Definition folgt Ndf2 (1) = Ndf2 (p) = 1, falls p | f und wegen

pNdp2α
(
pβ
)
= Ndp2α+2

(
pβ+2

)
[Hirzebruch Zagier, (22) f.]

ergibt sich rekursiv die allgemeine Aussage. �

Hilfssatz B.1.2. Für ε > 0 ist:

ggT (n, f) = 1 : ND (n)≤fD (n) ≤ d (n) = O (nε)

ggT (n,D) = m : ND (n)=O (m · d (m)nε) .

159
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Beweis. Aus der Definition der ND (n) und (B.1.1) folgt sofort die erste Abschätzung. Die zweite Zeile folgt
aus:

Ndp2α
(
pβ
)
≤pmin(α,β)Nd

(
pβ
)
,

Ndf2 (n) ≤md (m)Nd


 ∏

p|n,p∤m
pβ


 = O (m · d (m)nε) mit m = ggT (n, f) .

�

Falls n ein Produkt von verschiedenen Primzahlen p, p ∤ f mit χd (p) = 1 ist, so

ND (n) = fD (n) = d (n) = 2
#
{
p
∣∣ p|n}

, d.h. sup
n
ND (n) =∞.

Falls p ‖ n mit χD (p) = −1, so ist fD (n) = ND (n) = 0. Mit Siebmethoden kann man zeigen, dass der Anteil aller

übrigen Zahlen im Intervall [1, x] O
(

x√
log x

)
beträgt, d.h. der Anteil der Werte n mit fD (n) = ND (n) = 0 geht

gegen 100%.
Für Dirichletreihen übersetzt bedeutet das

∞∑

n=1

ND (n)

ns
=
ζ (s)L (s,D)

ζ (2s)
(B.1.3)

und für Fundamentaldiskriminanten d:

∞∑

n=1

fd (n)

ns
= ζ (s)Ld (s) .(B.1.4)

Die Anzahlfunktion ND (a) tritt in der Bogenlängendistribution DD in Satz 1.3.2 deshalb auf, weil es die Anzahl
der Geodätischen C(a,∗,∗) in Γ∞\H = [0, 1] + iR zur Diskriminante D ist.

B.2. Mittelwerte

Im folgenden sei immer d ∈ D eine Fundamentaldiskriminante und D = df2 eine beliebige Diskriminante, f ∈ N.

Hilfssatz B.2.1. Für beliebige Diskrimanten D ∈ D0+, ε > 0 und x > 0 ist:
∑

n≤x
ND (x) = O

(
Dεx1+ε

)
.

Beweis.

∑

n≤x
ND (n) ≤

∑

m|D

∑

n≤x
ggT(n,D)=m

ND (n)
HS. B.1.2

= O



∑

m|D

∑

n≤x
m|n

m · d (m)xε


 = O


∑

m|D
m · d (m)

x

m
xε


 .

Mit d (m) ≤ d (D) = O
(
D

ε
2

)
folgt die Beh. �

Ähnlich wie beim Beweis des Primzahlsatzes kann man auch hier versuchen, mit Methoden der komplexen Inte-
gration einen asymptotischen Hauptteil mit explizitem Fehler zu erreichen. Im folgenden beziehen wir uns auf eine

Arbeit von [Landau] aus dem Jahr 1912. Der dort bewiesene Satz soll für Z (s) =
ζ (s)L (s,D)

ζ (2s)
=
∞∑
n=1

ND (n)

ns

spezialisiert werden. Ich stelle hier noch einmal die nötigen Hilfssätze zusammen. Zunächst eine Abschätzung der
Größenordnung von Z (s) auf der Geraden Re s = 1

2 :
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Hilfssatz B.2.2. Sei d eine Fundamentaldiskriminante, D eine beliebige Diskriminante und t̃ = |t|+1. Dann gilt
gleichmäßig

∣∣∣∣ζ
(
1

2
+ it

)
Ld
(
1

2
+ it

)∣∣∣∣ = O
(
d0,19t̃ 0,35

)

∣∣∣∣∣
ζ
(
1
2 + it

)
L
(
1
2 + it,D

)

ζ (1 + 2it)

∣∣∣∣∣ = O
(
D0,19t̃ 0,35

)

Beweis. Nach [Huxley] ist ζ
(
1
2 + it

)
= O

(
t̃

89
570+ε

)
.

Außerdem ist Ld
(
1
2 + it

)
≪
(
dt̃
) 3

16
+ε
, vgl. [Heath-Brown],∣∣∣∣

1

ζ (1 + it)

∣∣∣∣ = O
(
log7 t

)
für t ≥ t0 > 0, vgl. [Apostol 1, Theorem 13.7] und

∑
t|f
µ (t)

( d
t )

t
1
2
+it
σ−2it

(
f
t

)
= o (f ε) , d.h.

L
(
1
2 + it,D

)
≪
(
Dt̃
) 3

16+ε . �

Mit Hilfe des Lemmas von Phragmén-Lindelöf ([Landau, Hilfssatz 6]) lässt sich diese Ungleichung auf einen Teil
des „kritischen“ Streifens 0 < Re s < 1 erweitern:

Hilfssatz B.2.3. Für ε > 0, 12 ≤ σ = Re s ≤ 1 + ε, t = Im s, |t| > t0 > 0 ist

|ζ (s)Ld (s)| =
(
d0,19t0,35

) 1+ε−σ
1
2
+ε ,∣∣∣∣

ζ (s)L (s,D)

ζ (2s)

∣∣∣∣ =
(
D0,19t0,35

) 1+ε−σ
1
2
+ε .

Beweis. Auf dem linken Rand des Streifens gilt B.2.2. Auf dem rechten Rand ist |ζ (s)| ≤ ζ (1 + ε) =

1
ε + γ + O (ε) ≪ε 1, vgl. [Zagier 7, 4, Aufgabe 4], und

∣∣∣∣
1

ζ (2s)

∣∣∣∣ ≤
ζ (2σ)

ζ (4σ)
= O (1) für σ = Re s > 1

2 + ε, vgl.

[Apostol 2, Theorem 7.11]. Im Innern hat die Funktion endliche Ordnung, wenn man den Pol ausklammert, d.h.
|t| > t0 > 0. Mit dem Phragmén-Lindelöf-Lemma folgt die Beh. �

Satz B.2.4. Für D 6= �, x > D0,4 ist
∑′

n≤x
ND (n) =

L (1, D)

ζ (2)
x+O

(
x0,63D 0,15

)
.

Beweis. Um die Summenfunktion der Darstellungsanzahlen ND (n) auszurechnen, lässt sich die trankierte
Perron-Formel ([Karatsuba, Chapter V, §1 A General Theorem], [Kara Voronin, Appendix, 5]) verwenden. Mit
A (n) = nε, α = 1 und b = 1 + ε ist dann für x = N + 1

2 , N ∈ N:

(B.2.1)

x∑′

n=1

ND (n) =
1

2πi

1+ε+iT∫

1+ε−iT

xsζ (s)L (s,D)

s ζ (2s)
ds+O

(
x1+ε

Tε

)
+O

(
x1+ε log x

T

)
.

Wir werten das Integral mit dem Residuensatz aus:

(B.2.2)

1+ε+iT∫

1+ε−iT

xsζ (s)L (s,D)

s ζ (2s)
ds = 2πi

L (1, D)

ζ (2)
x+





1
2−iT∫

1+ε−iT

+

1
2+iT∫

1
2−iT

+

1+ε+iT∫

1
2+iT




xsζ (s)L (s,D)

s ζ (2s)
ds
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Abbildung B.2.1. Integrationsweg; d = 2524, x = 50, T = 1.5

Im Unterschied zum Beweis des Primzahlsatzes, s. [Karatsuba, Chapter V, §2 The Prime Number Theorem],

mit Z (s) = −ζ
′ (s)

ζ (s)
gibt es keine weiteren Pole (außer bei 1) bis Re s = 1

2 . Vergleicht man (B.2.1) und (B.2.2), so

ergibt sich folgende Ungleichung:

(B.2.3)

∣∣∣∣∣

x∑′

n=1

ND (n)− L (1, s)

ζ (2)
x

∣∣∣∣∣ ≤
1

2πi





1
2−iT∫

1+ε−iT

+

1
2+iT∫

1
2−iT

+

1+ε+iT∫

1
2+iT




xsζ (s)L (s,D)

s ζ (2s)
ds+Oε

(
x1+ε log x

T

)

Das erste und dritte Integral lässt sich nach B.2.3 abschätzen:
∣∣∣∣∣∣∣

1+ε+iT∫

1
2+iT

xsζ (s)L (s,D)

s ζ (2s)
ds

∣∣∣∣∣∣∣
≪ε

1

T

1+ε∫

1
2

xσ
(
D0,19T 0,35

) 1+ε−σ
1
2
+ε dσ =

(
D0,19T 0,35

) 1+ε
1
2
+ε

T

1+ε∫

1
2

(
x

(D0,19T 0,35)
2

1+2ε

)σ
dσ

≪
(
D0,19T 0,35

) 1+ε
1
2
+ε

T
max

1
2<σ<1+ε

(
x

(D0,19T 0,35)
2

1+2ε

)σ
= O

(
x1+ε

T

)
+O

(√
xD0,19

T 0,65

)
.

Das zweite Integral in (B.2.3) lässt sich in

1
2+iT∫
1
2−iT

=

1−i
2∫

1
2−iT

+

1+i
2∫

1−i
2

+

1
2+iT∫
1+i
2

unterteilen und mit Hilfssatz B.2.2 abschätzen:

∣∣∣∣∣∣∣

1
2+iT∫

1+i
2

xsζ (s)L (s,D)

s ζ (2s)
ds

∣∣∣∣∣∣∣
≪ √

x

T∫

1
2

1

t
D0,19t0,35dt≪ √xD0,19T 0,35

∣∣∣∣∣∣∣

1+i
2∫

1−i
2

xsζ (s)L (s,D)

s ζ (2s)
ds

∣∣∣∣∣∣∣
≪ D0,19√x

1
2∫

− 1
2

t̃ 0,35dt≪ √xD0,19

Insgesamt wird aus (B.2.3), falls T > 1

∑′

n≤x
ND (n)− L (1, D)

ζ (2)
x = O

(
x1+2ε

T

)
+O

(√
xD0,19T 0,35

)
.

Setzt man T = xαDδ > 1. Dann ergeben sich folgende Fehlerterme

O
(
x1+2α−δD−δ

)
und O

(
x

1
2+0,35αD0,19+0,35δ

)
,
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die noch gegeneinander ausbalanciert werden müssen. Die beiden Terme sind ungefähr gleich für
α = 0, 37 + 1, 48ε, δ = −0, 14 und ab x > D0,4 ist T > 1. Die Beschränkung auf x = N + 1

2 ist nicht wesentlich.
�

Ein analoger Beweis führt zu

Satz B.2.5. Für x > d0,4, d Fundamentaldiskriminante ist
∑′

n≤x
fd (n) = Ld (1)x+O

(
x0,63d 0,15

)
.

Damit kommt man schon auf eine asymptotische Abschätzung für x > c
√
d

2y , da Ld (1) 6= 0. Unter Annahme der
Lindelöf-Hypothese für die Dirichletschen L-Reihen lässt sich der Fehler noch weiter verbessern.

Lindelöf-Hypothese. Sei t̃ = |t|+ 1. Für alle δ > 0 gilt:

ζ

(
1

2
+ it

)
= O

(
t̃ δ
)
,

Ld
(
1

2
+ it

)
= O

((
dt̃
)δ)

.

.

Es ergibt sich dann ein

LemmaL B.2.6. Für alle δ > 0, 0 < ε < 1
10 ,

1
2 ≤ σ = Re s ≤ 1 + ε, t = Im s, |t| > t0 > 0 ist

|ζ (s)Ld (s)| ≪
(
dt̃
)δ 1+ε−σ

1
2
+ε

(
1 +

1

ε

)2

In diesem Fall ist
1
2+iT∫

1
2−iT

xs

s
ζ (s)Ld (s) ds≪ √x

T∫

1
2

dδtδ

t
dt+

1+i
2∫

1−i
2

xs

s
ζ (s)Ld (s)ds≪ √xdδT δ

und
1+ε+iT∫

1
2+iT

xs

s
ζ (s)Ld (s)ds ≪ 1

T

1+ε∫

1
2

xσ (Td)
δ 1+ε−σ

1
2
+ε dσ =

(Td)
δ 1+ε

1
2
+ε

T

1+ε∫

1
2

(
x

(dT )
2δ

1+2ε

)σ
dσ

≪ (Td)
δ 1+ε

1
2
+ε

T
max

1
2<σ<1+ε

(
x

(dT )
2δ

1+2ε

)σ
= O

(
x1+ε

T

)
+O

(√
xdδ

T 1−δ

)

Also insgesamt
∑′

n≤x
fd (n)− Ld (1)x = O

(
x1+2ε

T

)
+O

(√
x dδT δ

)
.

Mit T ≍ √x ergibt das

Vermutung B.2.7. Für alle δ > 0, x > x0 > 0, d ∈ D+ ist

(B.2.4)
∑′

n≤x
fd (n) = Ld (1)x+O

(
dδx

1+δ
2

)

gleichmäßig in d.

Für
∑′

n≤x
Nd (n) , d ∈ D+ lässt sich der Fehler genauso abschätzen.

Wie man in (B.3.2.4) sieht, hat die Güte der Approximation ∆d (x) :=
∑′

n≤x
fd (n) − Ld (1)x direkt mit der

Bogenlänge der Geodätischen Λd zur Grundzahl d zu tun:

(B.2.5) l (Λd) = −8
∞∫

0

∆d (t)

t
dt.
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Abbildung B.2.2. d = 4565;
∑′

n≤x
fd (n) ,Ld (1)x,

∑′

n≤x
ND (n) ,

L (1, D)

ζ (2)
x

B.3. Voronoïformeln

Bei den mit Nd (n) verwandten Funktionen fd (n) kann man nicht bloß die Größenordnung der Summenfunktion
ermitteln. Da die Dirichletreihe

∑ fd(n)
n eine einfache Funktionalgleichung (A.7.6) erfüllt, lassen sich die Gedanken

aus [Landau] wesentlich weiter anwenden: Es gibt explizite Reihenentwicklungen durch „besselähnliche“ Funktio-
nen1. Analog zur trankierten Voronoïformel für das Dirichletsche Teilerproblem:

∆(x) =
∑′

n≤N

√
x

n
d (n)L1

(
4π
√
nx
)
+

logN + 2γ

2π
L0

(
4π
√
Nx
)
+

1

2π

∞∫

N

L0

(
4π
√
xt
) dt
t

−∆(N)

√
x

N
L1

(
4π
√
Nx
)
+
√
x

∞∑

n=1

d (n)√
n

∞∫

4π
√
Nx

L2 (u)L1

(
u

√
n

x

)
du

(B.3.0.1)

mit

∆(x) :=
∑′

n≤x
d (n)− x log x− (2γ − 1)x− 1

4
, vgl. [Wilton 1, Theorem 1],

wird hier eine Näherung für die Anzahl Fd (x) der Ideale der Norm ≤ x im reell-quadratischen Körper der Diskri-
minante d mit explizitem Fehlerterm gegeben. Problematisch bleibt allerdings der Hauptterm, eine Exponential-
summe, die sich nicht in der gleichen Weise wie im Dirichletschen Teilerproblem abschätzen lässt.

Im folgenden sei d ∈ D+ immer eine Fundamentaldiskriminante,

∆d (x) :=
∑′

n≤x
fd (n)− Ld (1)x,

∆̃d (x) :=

x∫

0

∆d (t)dt.

B.3.1. Bekannte Resultate. [Walfisz] hat folgende Reihenentwicklungen bewiesen:

∆d (x) =

∞∑

n=1

√
x

n
fd (n)L1

(
4π

√
xn

d

)
;(B.3.1.1)

∆̃d (x) =

√
dx

2π

∞∑

n=1

fd (n)

n
m2

(
4π

√
xn

d

)
, lokal gleichmäßig in x > 0.(B.3.1.2)

Das sind Verallgemeinerungen der ursprünglich von [Voronoï 2] entwickelten Summenformel
x∑′

n=1

d (n) = x log x+ (2γ − 1)x+
1

4
+

∞∑

n=1

√
x

n
d (n)L1

(
4π
√
nx
)
.

1vgl. Anhänge A.7.2 und A.7.5
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Diese Formeln lassen sich für beliebige Gewichtsfunktionen beschränkter Schwankung g (t) auf Summen∑
0<a≤n≤b

fd (n) g (n) verallgemeinern. Allerdings haben die Besselfunktionen Singularitäten bei t = 0, so dass man

die Voraussetzungen im Fall von Summen über 0 ≤ n ≤ N etwas einschränken muss.

Hilfssatz B.3.1.1. [Chandra 3]: Sei g : (0,∞)→ R zweimal stetig differenzierbar und
1∫

0

tp |g′′ (t)| dt <∞ für ein p < 1 :

∑′

n≤N
fd (n) g (n) = Ld (1)

N∫

0

g (t)dt++
2π√
d

∞∑

n=1

fd (n)

N∫

0

M0

(
4π

√
nt

d

)
g (t) dt,

Diese Formeln ermöglichen Abschätzungen der Art
∑
n≤x

fd (n) = Ld (1)x + O
(
x

1
3

)
und daran anschließend

∑
n≤x

Nd (n) =
Ld(1)
ζ(2) x+ o

(
x

1
2

)
, für die Folgerung vgl. [Postnikov]. Leider sind die Konstanten im O ()-Term noch

von d abhängig. Gleichmäßige Abschätzungen liefern trankierte Voronoïformeln, vgl. [Ivić]. Für die integrierte
Funktion gibt es genauere Fehlerabschätzungen

(B.3.1.3) ∆̃d (x) = O
(
x

3
4

)
s. [Walfisz].

B.3.2. Trankierte Voronoïformeln. Um die Voronoïformeln (B.3.1.1), (B.3.1.2) praktisch anwenden zu
können, braucht man Abschätzungen der unendlichen Summen. Hilfssatz B.3.1.1 lässt sich weiter umformen. Setzt

man in der Voronoï-Chandrasekharan-Formel g (n) =
L1

(
4π
√

xn
d

)
√
n

, so ergibt sich eine verbesserte Abschätzung.

So kann man im Prinzip die Voronoïformel mehrfach auf sich selbst anwenden. Das scheitert jedoch irgendwann
an der Kompliziertheit der Integrale. Im folgenden wird ein anderer Weg beschritten, der analytisch sauberer ist (,
jedoch etwas künstlich erscheint) und auf das gleiche Ergebnis führt. Er geht auf Integrale über Besselfunktionen
von Hardy zurück und wurde in der Form in [Wilton 1] auf das Dirichletsche Teilerproblem angewandt, d.h. auf
den Spezialfall d = 1. Der Fehler, den man in (B.3.1.1) macht, wenn man die Summe bei n = N abbricht, lässt
sich so berechnen:

Satz B.3.2.1. Sei x > 0, N > 0, d Fundamentaldiskriminante und Σ (d, x,N) := ∆d (x)−
∑′

n≤N

√
x
nfd (n)L1

(
4π
√

xn
d

)
.

Σ (d, x,N) =
Ld (1)

√
d

2π
L0

(
4π

√
xN

d

)
−
√
x

N
∆d (N)L1

(
4π

√
xN

d

)

+
√
x
∞∑

n=1

fd (n)√
n

∞∫

4π
√

xN
d

L2 (u)L1

(
u

√
n

x

)
du(B.3.2.1)

=
Ld (1)

√
d

2π
L0

(
4π

√
xN

d

)
−
√
x

N
∆d (N)L1

(
4π

√
xN

d

)
+ χ (d, x,N)(B.3.2.2)

mit χ (d, x,N) :=
2πx√
d

∞∫

N

∆d (t)

t
L2

(
4π

√
xt

d

)
dt.
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Abbildung B.3.2.1. Σ (5, x,N) , Σ(5,x,N)
x (N=0,1,10,100)

Beweis. Sei Fd (x) :=
∑′

n≤x
fd (n) . Dann gilt mit (D.1.4.4) und (B.3.1.2):

Fd (x)
(D.1.4.4)

=
2πx

3
2√
d

∞∑

n=1

fd (n)

n

∞∫

0

l3
(
4π

√
xt

d

)
m2

(
4π

√
nt

d

) dt√
t

Def. v. L3=
2πx

3
2√
d

∞∑

n=1

fd (n)

n

∞∫

N

(
L3

(
4π

√
xt

d

)
−
√
d

π2
√
xt

)
m2

(
4π

√
nt

d

) dt√
t

+
2πx

3
2√
d

∞∑

n=1

fd (n)

n

N∫

0

l3
(
4π

√
xt

d

)
m2

(
4π

√
nt

d

) dt√
t

(B.3.1.2)
= 2π

∞∑

n=1

fd (n)

∞∫

N

( x
td

) 3
2

L3

(
4π

√
xt

d

) td
n

m2

(
4π

√
nt

d

)
dt(B.3.2.3)

−2x

π

∞∫

N

∞∑

n=1

fd (n)

n
m2

(
4π

√
nt

d

)dt
t
+

4π2x
3
2

d

N∫

0

l3
(
4π

√
xt

d

)∆̃d (t)

t
3
2

dt.

∞∑

n=1

fd(n)
tn m2

(
4π
√

nt
d

)
und 2πx

3
2√
td

∞∑

n=1

fd(n)
n l3

(
4π
√

xt
d

)
m2

(
4π
√

nt
d

)
haben integrierbare Majoranten, und man kann

wegen dem Konvergenzsatz von Lebesgue Integration und Summation vertauschen. Mit (B.3.1.2) ist

Fd (x) = −
∞∑

n=1

fd (n)

(
td

n
m2

(
4π

√
nt

d

) x
td

L2

(
4π

√
xt

d

))
∣∣∣∣∣

t=∞

N

+2π

∞∑

n=1

fd (n)

∞∫

N

x

td
L2

(
4π

√
xt

d

)
√
td

n
L1

(
4π

√
nt

d

)
dt− 4x√

d

∞∫

N

∆̃d (t)

t2
dt

−2π
√
d
x

td
l2
(
4π

√
xt

d

)
∆̃d (t)

∣∣∣∣∣

t=N

0

+ 2π
√
d

N∫

0

x

td
l2
(
4π

√
xt

d

)
∆d (t)dt

(B.3.1.2)
=

2πx√
d

∞∑

n=1

fd (n)√
n

∞∫

N

L2

(
4π

√
xt

d

)
L1

(
4π

√
nt

d

) dt√
t

+
2πx√
dN
· 2
π
∆̃d (N)− 4x√

d

∞∫

N

∆̃d (t)

t2
dt+ 2π

√
d

N∫

0

x

td
l2
(
4π

√
xt

d

)
∆d (t)dt.

Nun ist

2π

N∫

0

x

td
l2
(
4π

√
xt

d

)
∆d (t)dt =

N∫

0

x

td

(
2πL2

(
4π

√
xt

d

)
− 4

)
(Fd (t)− Ld (1) t)dt

=2π

N∫

0

Fd (t)
x

td
L2

(
4π

√
xt

d

)
dt− 2πLd (1)

N∫

0

t
x

td
L2

(
4π

√
xt

d

)
dt− 4x

d

N∫

0

∆d (t)

t
dt
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= −Fd (t)
√
x

td
L1

(
4π

√
xt

d

)
∣∣∣∣∣

N

0

+

N∫

0

√
x

td
L1

(
4π

√
xt

d

)
dFd (t)

+ Ld (1)



 t

√
x

td
L1

(
4π

√
xt

d

)
∣∣∣∣∣

N

0

−
N∫

0

√
x

td
L1

(
4π

√
xt

d

)
dt



−

4x

d





∆̃d (t)

t

∣∣∣∣∣

N

0

+

N∫

0

∆̃d (t)

t2
dt





=−∆d (N)

√
x

Nd
L1

(
4π

√
xN

d

)
+
∑′

n≤N

√
x

nd
fd (n)L1

(
4π

√
xn

d

)

+
Ld (1)
2π

L0

(
4π

√
xN

d

)
− 4x

d

∆̃d (N)

N
− 4x

d

N∫

0

∆̃d (t)

t2
dt.

Also mit Σ (d, x,N) := ∆d (x)−
∑′

n≤N

√
x

n
fd (n)L1

(
4π

√
xn

d

)
,

Σ (d, x,N) =
Ld (1)

√
d

2π
L0

(
4π

√
xN

d

)
−
√
x

N
∆d (N)L1

(
4π

√
xN

d

)

+
√
x
∞∑

n=1

fd (n)√
n

∞∫

4π
√

xN
d

L2 (u)L1

(
u

√
n

x

)
du− x


 4√

d

∞∫

0

∆̃d (t)

t2
dt+ Ld (1)


 .

Alle Terme sind für festes d > 0, N = 1
2 von der Größenordnung o (x), s. [Wilton 1], außer eventuell dem letzten,

daher verschwindet auch der Koeffizient von x, d.h.

∞∫

0

∆d (t)

t
dt =

∞∫

0

∆̃d (t)

t2
dt = −Ld (1)

√
d

4
;(B.3.2.4)

und die erste Gleichung des Satzes ist bewiesen.

Aussage (B.3.2.2): Die Zeile (B.3.2.3) lässt sich vereinfachen. Aus dem gleichen Grund wie dort lassen sich Sum-
mation und Integration vertauschen.

2π

∞∑

n=1

fd (n)

M∫

N

( x
td

) 3
2

L3

(
4π

√
xt

d

) td
n

m2

(
4π

√
nt

d

)
dt

(B.3.1.2)
= 4π2

√
d

M∫

N

( x
td

) 3
2

L3

(
4π

√
xt

d

)
∆̃d (t)dt.

Partielle Integration liefert

−x
∞∑

n=1

fd (n)

n
m2

(
4π

√
nt

d

)
L2

(
4π

√
xt

d

)∣∣∣∣∣

t=M

N

+
2πx√
d

∞∑

n=1

fd (n)√
n

M∫

N

L2

(
4π

√
xt

d

)
L1

(
4π

√
nt

d

)
dt√
t

=
2πx

t
√
d
L2

(
4π

√
xt

d

)
∆̃d (t)

∣∣∣∣∣

t=M

N

+
2πx√
d

M∫

N

L2

(
4π

√
xt

d

)
∆d (t)

t
dt,

also mit (B.3.1.2)

2πx√
d

∞∑

n=1

fd (n)√
n

M∫

N

L2

(
4π

√
xt

d

)
L1

(
4π

√
nt

d

)
dt√
t
=

2πx√
d

M∫

N

L2

(
4π

√
xt

d

)
∆d (t)

t
dt.

Da

2πx√
d

∞∑

n=1

fd (n)√
n

M∫

N

L2

(
4π

√
xt

d

)
L1

(
4π

√
nt

d

)
dt√
t
→ 0 für N →∞,

wie der Beweis der Folgerung zeigt, folgt die Beh. �



B.3. VORONOÏFORMELN 168

Folgerung B.3.2.1.1. Für N ≫ d, ε > 0 ist:

Σ (d, t,N) = T +O

(
Ld (1) d 3

4

4
√
tN

)
+O

(
4

√
td

N3
∆d (N)

)
+O

(√
t1+εd

N

)
,

gleichmäßig in 0 < a ≤ t ≤ b mit

T := 0 für t <
1

2
,

T :=
sign (τ − t)

π

(
t

τ

) 5
4

fd (τ) si

(
4π

√
N

d

∣∣∣
√
t−√τ

∣∣∣
)

für t ≥ 1

2
, τ =

[
t+

1

2

]
.

Beweis. [Wilton 1, Theorem 3]. Man verwendet Hilfssatz D.1.4.1 mit τ = 4π
√

Nx
d , y =

√
n
x , ersetzt in

[Wilton 1, 4., Beweis zu Theorem 3] N durch N
d und d (n) durch fd (n) und erhält:

√
t
∞∑

n=1

fd (n)√
n

∞∫

4π
√

tN
d

L2 (u)L1

(
u

√
n

t

)
du = T +O

(√
t1+εd

N

)
.

Die Behauptung folgt dann aus Satz B.3.2.1 (B.3.2.1) und (A.7.2.1), (A.7.2.2). Für festes t geht T gegen 0, falls
N
d →∞ (nicht gleichmäßig in t), da si (x) ∼ −cosx

x
. �

Jetzt benötige ich folgende genauere

Summenformel. Sei 0 ≤ x < y, g : [x, y]→ R ∪ {∞} stetig. Dann ist:

∑′

x≤n≤y
fd (n) g (n) = Ld (1)

y∫

x

g (t)dt+
2π√
d

∑′

n≤N
fd (n)

y∫

x

M0

(
4π

√
nt

d

)
g (t)dt

− Ld (1)
√
N

y∫

x

L1

(
4π

√
Nt

d

)
g (t)

dt√
t
− 2π∆d (N)√

d

y∫

x

M0

(
4π

√
Nt

d

)
g (t) dt+ lim

εց0

y∫

x+ε

g (t)dχ (d, t,N) ,

falls alle Summen, Integrale und Grenzwerte existieren.

Beweis. Nach (A.2.1), (B.3.1.1) und (A.7.2.3) ist

∑′

a≤n≤b
fd (n) g (n)− Ld (1)

b∫

a

g (t)dt =

b∫

a

g (t)d∆d (t)

=

b∫

a

g (t)dΣ (d, t,N) +
2π√
d

∑′

n≤N
fd (n)

b∫

a

M0
(
4π

√
nt

d

)
g (t)dt

und Satz B.3.2.1 (B.3.2.2), (A.7.2.3) und (A.7.2.5). �

B.3.3. Größenordnung der Restglieder. Hier ist die genaueste mir bekannte Abschätzung für
∑
n≤x

fd (n) , x≫
d:

Satz B.3.3.1. [Huxley Watt] Für Fundamentaldiskriminanten d und x≫ d gilt:

∆d (x) = O
(
d

50
73 x

23
73 (log x)

461
146

)
.

Ebenso gelten die elementaren Abschätzungen von [Richert] erst für x > d:

∆d (x) = O
(
d

55
82 x

27
82

)
.

Allerdings wird sich zeigen, dass der interessante Bereich bei N ≈
√
d liegt und dafür liefert Landaus Methode

(Satz B.2.5) bessere Ergebnisse. Eine detaillierte Fehleranalyse wie in [Wilton 1], [Wilton 2] führt auf folgenden
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Hilfssatz B.3.3.2. Zunächst sei N > d, 0 ≤ t ≤ a :

χ (d, t,N)=O
( d
N

)
(B.3.3.1)

χ (d, t,N)=O
(√

td
)
, t→ 0(B.3.3.2)

χ (d, t, 0) =∆d (t)(B.3.3.3)

x

x∫

0

χ (d, t,N)

t
√
x2 − t2

dt = O

(√
xd

2
3

N
1
6

)
.(B.3.3.4)

Für N > x
1
2+εd ist:

x∫

0

dχ (d, t,N)√
x2 − t2

= O

(
4
√
d

x
1
4−ε (x− [x]) 4

√
N

)
.(B.3.3.5)

Mit d1+ε

x ≪ N ≪ x
1
2−εd ist:

x∫

0

√
x2 − t2

2k−1
dχ (d, t,N) = Ok

(
x

3k
2 d

k
2+

3
4

N
k
2+

3
4

)
für k ∈ N(B.3.3.6)

Beweis. auf Nachfrage. �

5 10 15 20

-1

-0.5

0.5

1

Abbildung B.3.3.1. Gibbs-Phänomen für χ (5, t, N) mit N=0,1,10,100
Es gibt Sprünge bei n mit fd (n) 6= 0.

B.3.4. Voronoïentwicklung des modifizierten konstanten Terms. Die gleichmäßige Verteilung der
Geodätischenfolge Dd bzgl. der Bogenlänge folgt aus der Konvergenz der Distribution gegen 1. Das ist gleichbe-
deutend damit, dass die Fourier-Stieltjes-Koeffizienten asymptotisch zu(
2
√
dLd (1) , 0, 0, . . .

)
sind. Ersetzt man im konstanten Term Nd (a) durch fd (a), was im Mittel ζ (2) = π2

6 mal so

groß ist, so lässt sich die Summe durch trankierte Voronoïformeln ausdrücken. Ich teile nur die Ergebnisse mit:

Satz B.3.4.1. Für k ∈ N, d ∈ D+, d
1
2+ε ≪ N ≪ d

5
4−ε, x =

√
d

2y ist:

∑

n≤x
fd (n)

(
x2 − n2

)k− 1
2 =

(
2k−1
k

)

4k
πLd (1)x2k +

πΓ
(
k + 1

2

)
√
d

x2k
N∑′

n=1

fd (n)G
20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−
0,0; 12 ,−k

)

− Γ
(
k + 1

2

)
Ld (1) d

k+1
2

2
√
2πk+

3
2N

k
2

x
3
2k−1 sin

(
4π

√
Nx

d
− kπ

2

)
− Γ

(
k + 1

2

)
∆d (N) d

k
2

√
2πk+

1
2N

k+1
2

x
3k−1

2 cos
(
4π

√
Nx

d
− kπ

2

)

+O

(
Ld (1) d k

2+1x
3
2 (k−1)

N
k+1
2

)
+O

(
∆d (N) d

k+1
2 x

3k
2 −1

N
k
2 +1

)
+O

(
x

3
2kd

k
2+

3
4

N
k
2+

3
4

)
.
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Für N > d
5
4+ε:

∑

n≤x

fd (n)√
x2 − n2

=
πLd (1)

2
+
π

3
2√
d

N∑′

n=1

fd (n)G20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−0,0; 12 ,0
)

−Ld (1) y√
2π

sin
(
4π

√
Nx

d

)
+O

(
d

1
8+ε

(x− [x]) 4
√
N

)
.

Beweis. Mit der Summenformel in Abschnitt B.3.2. �

Folgerung B.3.4.1.1. Der Ausdruck 1 + 2
√
π

Ld(1)
√
d

∞∑
n=1

fd (n)G20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−0,0; 12 ,0
)

ist (C, 1)-summierbar zu

2
πLd(1)

∑
n<x

fd(n)√
x2−n2

. Genauer gilt:

2

πLd (1)
∑

n<x

fd (n)√
x2 − n2

=
1

N ′

N ′∑

N=1

{
1 +

2
√
π

Ld (1)
√
d

N∑

n=1

fd (n)G
20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−0,0; 12 ,0
)}

+O

(
d

3
4

x
1
4−ε (x− [x]) 4

√
N ′

)
.

Bemerkung. Der Grenzwert von 4y
πLd(1)

∑
n<

√
d

2y

fd(n)√
d−4y2n2

für d → ∞ existiert nach Computertests wohl nicht;

es gibt nur einen Grenzwert von Dd,y

l(Λd)
im distributionellen Sinn. Es gibt eine Asymptotik bei variablem y, vgl.

Proposition B.3.4.2.

Folgerung B.3.4.1.2. Für x =
√
d

2y , d→∞ ist

∑

n≤x

fd (n)√
x2 − n2

∼ πLd (1)
2

−
√
2d1,18Ld (1)

4πx
sin 4π

√
x+

π
3
2√
d

d2,36∑

n=1

fd (n)G20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−
0,0; 12 ,0

)
,

∑

n≤x
fd (n)

√
x2 − n2 ∼ π

4
Ld (1)x2 +

π
3
2

2
√
d
x2

d0,81∑

n=1

fd (n)G20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−0,0; 12 ,−1
)
,

∑

n≤x
fd (n)

(
x2 − n2

) 3
2 ∼ 3π

16
Ld (1)x4 +

3π
3
2

4
√
d
x4

d0,72∑

n=1

fd (n)G20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−
0,0; 12 ,−2

)
,

∑

n≤x
fd (n)

(
x2 − n2

) 5
2 ∼ 5π

32
Ld (1)x6 +

15π
5
2

8
√
d
x6

d0,67∑

n=1

fd (n)G20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−0,0; 1
2
,−3

)
.

Betrachtet man statt der eindimensionale Distribution Dd,y das Integral
∞∫
Y

∗dy
y2 des konstanten Terms von Dd,y,

so kommt man auf folgenden

Satz B.3.4.2. Für d ∈ D+, N > d2.5, x > 1 gilt:

∑

n≤x
fd (n) arcosh

x

n
=

πLd (1)
2

x− Ld (1)
√
d

4
+
π

3
2x

2
√
d

∑′

n≤N
fd (n)G20

04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−0,0;0,− 1
2

)
+O

(√
xd

2
3

N
1
6

)
.

Die Beweise der Sätze B.3.4.1 und B.3.4.2 ergeben leider erst für N ≫
√
d ≈ x günstige Fehlerabschätzungen.

Das verhindert eine Trivialabschätzung des Hauptgliedes wie im Fall des Dirichletschen Teilerproblems, wo man
N ≈ 3

√
x wählt. Eine weitere Schwierigkeit sind die Singularitäten der G-Funktionen bei 0. Auf jeden Fall folgt

aus den Beweisen die Konvergenz der Voronoïformeln für N →∞:

Satz B.3.4.3. Für d ∈ D+, x > 0, k ∈ N gilt:
x∑′

n=1

fd (n) arcosh
x

n
=
πLd (1)x

2
− Ld (1)

√
d

4
+
π

3
2x

2
√
d

∞∑

n=1

fd (n)G20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−
0,0;− 1

2 ,0

)
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und
x∑′

n=1

fd (n)
(
x2 − n2

)k− 1
2 =

(
2k−1
k

)

4k
πLd (1)x2k +

πΓ
(
k + 1

2

)
√
d

x2k
∞∑

n=1

fd (n)G20
04

(
π4n2x2

d2

∣∣∣−0,0; 12 ,−k
)
.

Satz B.3.4.1 und B.3.4.2 sind der Versuch, die Schwierigkeiten durch die Singularitäten der Fourierkoeffizienten
fd (a)√
d− 4a2y2

zu umgehen. Oft vereinfachen sich Schwierigkeiten durch Integration. Die Reihen in Satz B.3.4.1

gehen durch rekursives Anwenden des Differenzialoperators
d
xdx

ineinander über. Im Falle des Dirichletschen Tei-

lerproblems lassen sich die Summenformeln für höheres Gewicht, d.h. (B.3.1.2), leichter beweisen. Es gibt dann
keine Schwierigkeiten mit der Vertauschung von Integration und Summation, da die Reihen gleichmäßig konver-
gieren. Daraus lässt sich dann (B.3.1.1) mit dem Riemannschen Lokalisationssatz ableiten. In Satz B.3.4.2 wurden

die Fourierkoeffizienten der eindimensionalen Distribution in y−Richtung integriert. Das Integral

√
d

2a∫

y1

dy

y
√
d− 4a2y2

liefert den arcosh. Leider funktionieren diese Methoden nicht bei den oszillierenden Termen. Die Theorie der Ex-
ponentialsummen mit Charakteren, wie sie in [Huxley] dargelegt ist, hat wieder den entscheidenden Nachteil,
dass die hier betrachteten Summationsbereiche zu kurz sind. Sie liefern Abschätzungen erst für x > d5. Sonst lässt

sich die Gleichmäßigkeit bezüglich d nicht gewährleisten. Der Schluss von

√
d

2y∑

a=1

fd (a)

y
√
d− 4a2y2

auf

√
d

2y∑

a=1

Nd (a)

y
√
d− 4a2y2

lässt sich folgendermaßen bewerkstelligen. Nach (B.1.2) ist

√
d

2y∑

a=1

Nd (a)

y
√
d− 4a2y2

=
∑

k≤
√

d
2y

µ (k)

√
d

2(k2y)∑

a=1

fd (a)

y

√
d− 4a2 (k2y)

2
.

Ähnliches gilt für
∑

fd (n) arcosh
x

n
und

∑
Nd (n) arcosh

x

n
. Das vergrößert den Fehler natürlich weiter.

Bemerkung. Die Fehlerabschätzungen des Kapitels 1.4 sind allerdings besser.



ANHANG C

Modulformen und Verallgemeinerungen

C.1. Schwach-holomorphe Modulformen

C.1.1. Basen. Der Raum der schwach-holomorphen Modulformen M !
k (Γ, χ) besteht aus denjenigen Funk-

tionen, die bzgl. der Gruppe Γ vom Gewicht k mit (Dirichlet-)Charakter χ transformieren und holomorph in H,
meromorph in den Spitzen sind. Meistens ist Γ = Γ0 (N) , k ∈ Z. Falls Γ = Γ0 (4) und k ∈ 1

2Z, meinen wir immer

Modulformen, die mit dem Theta-Multiplikator wie θ3 (z)
2k transformieren. In diesem Fall oder wenn Γ die volle

Modulgruppe ist, schreiben wir auch einfach M !
k.

Definition C.1.1.1. Sei k ∈ Z,Γ = Γ0 (N) , χ ein Dirichletcharakter mod N, κ eine Spitze von X0 (N) .

M !
k (N,χ) :=

{
f ∈ C {q} , f

∣∣
k

(
a b
c d

)
= χ (d) f, γ ∈ Γ, f holomorph in H, meromorph in allen Spitzen

}
,

M !
k,κ (N,χ):=

{
Modulformen aus M !

k (N,χ) mit Hauptteil nur in der Spitze κ, konstant in den anderen Spitzen
}
,

S!
k (N,χ) :=



f ∈M

!
k (N,χ)

∣∣∣∣ (f |γ) (z) =
∞∑

n≥n0

aγ,nq
n, aγ,0 = 0 für alle γ ∈ SL2 (Z)



 , S!

k,∞ (N,χ) entsprechend;

bzw. für die Gruppe Γ0 (4), k ∈ 1
2Z:

Mk :=Mk (Γ0 (4)) , Sk := Sk (Γ0 (4))

M !
k :=

{
f ∈ C {q} , f

∣∣
k
γ = f für γ ∈ Γ0 (4) , f holomorph in H, meromorph in den Spitzen ∞, 0, 1

2

}
,

M !+
k :=

{
f ∈M !

k

∣∣∣∣f (z) =
∞∑

n≥n0

(−1)[k]n≡0,1 (4)

anq
n, f

∣∣
k
γ = f für γ ∈ Γ0 (4)

}
, Kohnen-Plus-Raum,

S!
k :=

{
f ∈M !

k

∣∣∣∣konst. Koeff. in allen Spitzen = 0

}
,

S!+
k :=

{
f ∈M !+

k

∣∣∣∣konst. Koeff. in allen Spitzen = 0

}
;

Die Räume M !
k (N,χ) , S

!
k (N,χ) ,M

!+
k , S!+

k sind unendlich dimensional. Für die Modulgruppe SL2 (Z) wird die
Konstruktion einer Basis der schwach-holomorphen Modulformen in [Duke Jen 1] erklärt, für den Kohnen-Plus-
Raum in [Duke Jen 2].

Hilfssatz C.1.1.2. Schwach-holomorphe Modulformen aus M !
k (N,χ) mit algebraischen Fourierkoeffizienten in

einer Spitze κ haben algebraische Fourierkoeffizienten von beschränktem Nenner in allen Spitzen des Fundamenal-
bereichs Γ0 (N) \H.
Mock-Modulformen f ∈ Sk (N,χ) , k ≤ 0 mit algebraischen Fourierkoeffizienten in einer Spitze haben ebenfalls al-
gebraische Koeffizienten in allen anderen Spitzen. Allerdings bleiben die Nenner im allgemeinen nicht beschränkt.

Beweis. Multipliziere mit einer Potenz der Diskriminantenfunktion ∆, um eine Spitzenform zu erhalten, deren

Fourierkoeffizienten dann beschränkte Nenner haben. Multiplikation mit
1

∆
∈ Z {q} verändert diese Eigenschaft

nicht.
Die Aussage für Fourierkoeffizienten in den anderen Spitzen folgt aus dem Beweis zu [Stein, Theorem 9.18]. Die
Aktion von SL2 (Z) ist kompatibel mit einer geeigneten algebraischen Erweiterung.
Ist f eine Mock-Modulform, so betrachte Dk−1f . Der Differenzialoperator vertauscht mit der Aktion von SL2 (Z)

172
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und daher kann man Dk−1 auf jede Spitze einzeln anwenden. Das Beispiel ∆̃ ∈ M!
−10 (SL2 (Z)) hat rationale

Koeffizienten mit unbegrenzt wachsenden Nennern; vgl. auch Abschnitt 5.5. �

Satz C.1.1.3. Schwach-holomorphe Modulformen aus S!
k,∞ (N,χ) , k ≥ 1 haben eine Miller-Basis, d.h. eine Basis

der Form:

∆top:= qis+O
(
qis+1

)

qis−1 +O
(
qis−1+1

)

...

qi1 +O
(
qi1+1

)

1

q
+O (q)

1

q2
+O (q)

... , 0 < i1 = 1 < i2 < . . . < is, s = dimSk (N,χ) ,

mit algebraischen Fourierkoeffizienten aus M. Falls X0 (N) Geschlecht Null hat, ist ∀j : ij = j möglich und die
Nenner der Fourierkoeffizienten aller Basisfunktionen sind gleichmäßig beschränkt.1

Für k ≤ 0 bestimme die Zahlen i1 = 1 < i2 < . . . < is für S2−k (N,χ). Sei t die kleinste natürliche Zahl, die in
dieser Folge fehlt. Dann gibt es eine Miller-Basis der Form

1

qt
+O

(
1

qt

)

1

qt+1
+O

(
1

qt

)

1

qt+2
+O

(
1

qt

)

...

mit Koeffizienten aus M und derselben Aussage über gleichmäßige Beschränktheit.

Beweis. Die Fourierkoeffizienten der Spitzenformen Sk,∞ (N,χ) haben eine Basis in Zeilenstufenform

∆top:= qis+O
(
qis+1

)

qis−1 +O
(
qis−1+1

)

...(C.1.1.1)

qi1 +O
(
qi1+1

)
,

die sich durch den Gaußalgorithmus aus der Basis (5.1.2) ergibt, d.h. alle Fourierkoeffizienten sind aus KHecke. Es
gibt nach [Rhoades, Theorem 2.2] ein f ′ ∈ S2−k,∞ (N,χ) mit Hauptteil 1

qm . Nach Anwenden von Dk−1 landet

das in S!
k,∞ (N,χ). Die Aussagen zur Algebraizität der Fourierkoeffizienten folgen aus Satz 5.2.1.

Falls es einen Hauptmodul jN = 1
q + O (1) ∈ M !

0,∞ (Γ0 (N)) ∩ Z {q} gibt, sind die
〈
∆top,∆topjN ,∆

topj2N , . . .
〉

linear unabhängig. Daraus folgt: ∀j : ij = j.

Für k ≤ 0 gibt es keine Spitzenformen. Seien fi (z) =
∞∑
j=1

ci,jq
j die Spitzenformen der Millerbasis von S2−k (N,χ).

Ein Hauptteil
∑
n<0

ajq
j gehört nach Folgerung C.1.2.1.2 genau dann zu einer schwach-holomorphen Modulform,

wenn

∀i : a−1ci,1 + a−2ci,2 + . . . = 0.

1Bezeichnungen aus Definition 5.1.3
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Die Koeffizientenvektoren (ci,1, . . . , ci,u)i=1,...,s sind linear unabhängig, falls u < t da t ≤ s+ 1. Dann gibt es nur
die triviale Lösung 0. Für u ≥ t sind sie immer linear abhängig und es gibt einen Hauptteil mit Koeffizienten aus
M , der zu einer Modulform gehört (Folgerung C.3.3.1.3.1). �

Zunächst definieren wir Basen der Räume M !
k (N,χ), die günstig im Hinblick auf Teilbarkeitseigenschaften ihres

p−Teils (1, p, p2, . . .−ter Koeffizient) sind und aus kleineren algebraischen Erweiterungen als die Neuformen kom-
men. Daher lassen sie sich leicht berechnen. Die p−Ordnungen ihres p−Teils sind ähnlich übersichtlich wie bei den
Neuformen.

In [Choi 1] findet sich eine Standardbasiskonstruktion für Mk

(
Γ0 (N)

)
, k ∈ 2N0, falls X0 (N) vom Geschlecht Null

ist. Eine ähnliche Konstruktion lässt sich auf Mk (N,χ) für beliebiges N ∈ N verallgemeinern. Die Tp−Eigenwerte
kommen für höhere Stufe häufig mehrfach in der Basis (5.1.2) vor. Dann ist die Determinante der Vandermonde-
ähnlichen Koeffizientenmatrix




1 · · · 1
τ1 (p) τs
τ1
(
p2
)

τs
(
p2
)

...
...

τ1
(
ps−1

)
· · · τs

(
ps−1

)



, s := dimSk (N,χ) ,

det =
∏
i>j

(τi (p)− τj (p)) = 0 und man kann die Spitzenformen nicht mehr bijektiv dem p−Teil zuordnen. Man

kann (durch Gaußalgorithmus) eine Basis mit p−Teil der Form

1·q + · · ·+ 0· qp + · · ·+ 0·qpn−1

+ . . .

0·q + · · ·+ 1·qp + · · ·+ 0·qpn−1

+ . . .

. . .

0·q + · · ·+ 0·qp + · · ·+ 1·qpn−1

+ . . .(C.1.1.2)

0·q + · · ·+ 0· qp + · · ·+ 0·qpn−1

+ . . .

...
...

0·q + · · ·+ 0· qp + · · ·+ 0·qpn−1

+ . . .

finden; davon sind s− n Spitzenformen auf dem p−Teil Null, so dass das Verhalten auf diesen Koeffizienten allein
durch die ersten n Formen beschrieben wird, vgl. den Beweis von Satz 5.1.6. Die Vandermondesche Matrix hat n
linear unabhängige Zeilen und die restlichen Zeilen werden durch Differenzbildung auf dem p−Teil identisch Null.
Insbesondere sind alle Altformen (Vt f, p ∤ t > 1) auf dem p−Teil Null. Seien f1, . . . , fn eine Basis von Neufor-
men zu paarweise verschiedenen Eigenwerten und S0

k der Raum von Spitzenformen, deren p−Teil verschwindet,
mit Fourierkoeffizienten aus demselben Körper wie die Neuformen. Die Basisfunktionen (C.1.1.2) sind nicht ein-
deutig. Nur der p−Teil ist eindeutig. Vielleicht stellt man sich eher Äquivalenzklassen von Funktionen modulo
Spitzenformen aus S0

k vor. Entscheidend ist, dass es in allen auftretenden Fällen tatsächlich konkrete Funktionen
gibt.

Satz C.1.1.4. Sei k,N ∈ N, k ≥ 2. Es gibt eine Basis
〈
∆
{N}
p0 ,∆

{N}
p1 , . . . ,∆

{N}
pn−1

〉
,

sodass die p−Teile von ∆
{N}
pj die p−Teile aller Spitzenformen Sk (N,χ) erzeugen. Falls die Tp−Eigenwerte τi (p)

paarweise verschieden sind, ist das eine Basis aller Spitzenformen Sk (N,χ). Diese Basis lässt sich folgendermaßen
bestimmen:

(1) Der p−Teil ist ganzalgebraisch: ∀m ∈ N0 : τ
{N}
pj (pm) ∈M .

(2) ∀j,m ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} : τ{N}pj (pm) = δjm.
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Man gewinnt diese Basis, indem man die Koeffizientenmatrix




g1 (1) g1 (p) g1
(
p2
)

. . . g1
(
ps−1

)

...

gs (1) gs (p) gs
(
p2
)

. . . gs
(
ps−1

)




einer beliebigen Basis 〈gj〉j=1,...,s , gj (z) =
∞∑
i=1

gj (i) q
i von Sk (N,χ) in Zeilenstufenform bringt.

Dazu gibt es schwach-holomorphe Modulformen 〈H1, H2, H3, . . .〉 vom Gewicht k, d.h. Hj (z) =
1

qj
+
∞∑
m=0

hj (m) qm ∈
S!
k,∞ (N,χ) , j ∈ N, so dass für die Koeffizienten gilt:

(3) Falls die Modulkurve X0 (N) Geschlecht Null hat, ist der p−Teil ganzalgebraisch.

(4) ∀m ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} : hj (pm) = 0.

Für alle Basisfunktionen gilt:

(5) Sämtliche Fourierkoeffizienten sind aus M , für X0 (N) vom Geschlecht Null sind die Nenner gleichmäßig beschränkt

durch Disk
(
pTp

)
.

Diese Funktionen hängen noch vom Gewicht k, von der Primzahl p, der Gruppe Γ = Γ0 (N) und vom Nebentyp χ
ab. Außerdem sind sie nur bis auf Funktionen aus S0

k eindeutig.

Beweis. Zunächst zeige ich, dass es tatsächlich eine Basis mit der Eigenschaft (2) gibt. Starten wir mit den

Neuformen fj (z) =
∞∑
i=1

τj (i) q
i, j = 1, . . . , n, die den p−Teil von Sk (N,χ) aufspannen. Der Gauß-Algorithmus,

angewendet auf die Koeffizientenmatrix

V T0 :=




1 τ1 (p) τ1
(
p2
)

. . . τ1
(
pn−1

)

...
...

1 τn (p) τn
(
p2
)

. . . τn
(
pn−1

)



,(C.1.1.3)

ergibt eine eindeutige Lösung, denn mit Hilfe von Spaltenaddition sieht man, dass

det =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 τ1 (p) τ1 (p)
2

. . . τ1 (p)
n−1

...
...

1 τn (p) τn (p)
2

. . . τn (p)
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∏

1≤i<j≤n
(τj (p)− τi (p)) 6= 0.(C.1.1.4)

Insbesondere sind die 1, p, p2, . . . , pn−1−ten Koeffizienten der Hecke-Eigenformen linear unabhängig. Daher gibt
es eine Basis, sodass (2) gilt. Seien λj,i die Koeffizienten der Entwicklung von ∆

{N}
pj in eine Basis von Stufe-N -

Neuformen paarweise verschiedener Eigenwerte f1, . . . , fn und sonstiger Basisfunktionen der Standardbasis (5.1.2):

∆
{N}
pj =

n∑

i=1

λj,ifi +

s∑

i=n+1

λj,ifi mit fn+1, . . . , fs ∈ S0
k,(C.1.1.5)
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d.h.

τ
{N}
pj (pm) =

n∑

i=1

λj,iτi (p
m) ,

sj,m :=

n∑

i=1

λj,iτ
m
i .

Die elementarsymmetrischen Funktionen der τj (p) , j = 1, . . . , n bezeichnen wir mit σj . Dann gilt analog den
Newton-Girard-Formeln, vgl. (A.1.1)

(C.1.1.6) ∀k ≥ n : sj,k = sj,k−1σ1 − sj,k−2σ2 + sj,k−3σ3 ∓ . . .+ (−1)n−1 sj,k−nσn.

Aus (2) folgt rekursiv sj,k ∈ L und mit

τ
{N}
pj (pm) =

m
2∑

i=0

(
−χ (p) pk−1

)i(m− i
i

)
sj,m−2i

die Eigenschaft (1).

Nach Satz C.1.1.3 gibt es entsprechende schwach-holomorphe BasisfunktionenHj mit Hauptteil
1

qm
und Fourierko-

effizientan ausM . Mit Hilfe einer Linearkombination der ∆{N}pj lassen sich die 0, 1, p, p2, . . . , pn−1−ten Koeffizienten
löschen. Das ist Aussage (4). Falls es keine Spitzenform gibt, startet man mit einer Linearkombination aller Ei-
sensteinreihen, die in ∞ eine Nullstelle maximal möglicher Ordnung hat oder, falls das Gewicht k = 0 ist, mit der
konstanten Funktion 1. Die Koeffizienten λj,i, i ≤ n sind Lösungen eines linearen Gleichungssystems mit Koeffizi-
enten aus OHecke und Systemdeterminante (C.1.1.4), ein Teiler von Disk

(
pTp

)
; für i > n o.B.d.A. λj,i = 0. Alle

Fourierkoeffizienten sind wegen Satz C.1.1.3 aus M .

(3) Falls X0 (N) Geschlecht Null hat, existiert ein Hauptmoduls jN (z) =
1

q
+ . . . ∈ M !

0,∞ (Γ0 (N)) ∩ Z {q} mit

einem einfachen Pol in ∞ und konstant in den anderen Spitzen (Liste in [Choi 1, Table 2]). Daher sind die

Modulformen Hj von der Form ∆
{N}
pn−1 · Polynom (jN ) und p−Teil ganzalgebraisch. �

Beispiele. Diese Basis sieht etwas ungewöhnlich aus. Es gibt jedoch erstaunliche Regelmäßigkeiten.
Für SL2 (Z), p = 2, k = 42 mit Heckepolynom

pT2
(x) = x3 + 344688x2 − 6374982426624x− 520435526440845312.

ist

∆
{1}
1 = q −147452

9
q3 −30855526170q5 + . . .−237541401468862464q8+. . . ,

∆
{1}
2 = q2− 783

4
q3 − 83724625q5 + . . .+ 1976935915520q8+. . . ,

∆
{1}
4 = − 1

576
q3 + q4− 615

16
q5 + . . .− 344688q8+ . . .

Die 2−Ordnungen der 2m−ten Koeffizienten (m = 0, 1, 2, . . .) sind völlig regelmäßig

∆
{N}
1 : 0, /, /, 25, 29, 33, 37, 41, 45, 49, 53, . . .

∆
{N}
2 : /, 0, /, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, . . .

∆
{N}
4 : /, /, 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, . . . .
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Dazu gehören die M !
42−Formen

H1 =
1

q
− 31080726q3− 398604069640640q5+ . . . ,

H2 =
1

q2
− 8090641595

9
q3− 24311899396576500q5+ . . . ,

H3 =
1

q3
− 21454401528q3− 1130390763371899875q5+ . . . ,

H4 =
1

q4
−7001359561989

16
q3−169470726327454521115

4
q5 + . . . .

Die 2−Ordnungen der 2m−ten Koeffizienten (m = 0, 1, 2, . . .) sind

H1 : /, /, /, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51, 55,

H2 : /, /, /, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43,

H4 : /, /, /, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34,

H8 : /, /, /, 2 , 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38,

H16 : /, /, /, 8, 2 , 14, 18, 22, 26, 30, 34,

H32 : /, /, /, 8, 8, 2 , 14, 18, 22, 26, 30,

H64 : /, /, /, 8, 8, 8, 2 , 14, 18, 22, 26,

mit offensichtlichem Zusammenhang zu den p−Ordnungen der Spitzenformen ∆
{N}
2j (die ersten drei Zeilen stimmen

bis auf eine konstante Differenz von 2 überein). Alle auftretenden Formen sind 4−arithmetisch.

Definition C.1.1.5. Sei dimSk (N,χ) = s und n sei die Anzahl verschiedener Tp−Eigenwerte. Wir verwenden
im folgenden die Abkürzung

hm := hm
(
pn
)
.

Diese Werte werden wir als Anfangswerte bezeichnen, da hm
(
p0
)
= . . . = hm

(
pn−1

)
= 0.

Hilfssatz C.1.1.6 (Hecketheorie). Sei k ∈ N,m ∈ N0, p eine Primzahl, p ∤ N,n die Anzahl paarweise verschiedener
Tp−Eigenwerte. Dann gibt es eine Spitzenform f ∈ S0

k mit verschwindendem p−Teil, so dass

TpHpm = ε (m > 0)Hpm−1 + χ (p) pk−1Hpm+1 + hpm∆
{N}
pn−1 + f.

Falls alle Tp−Eigenwerte paarweise verschieden sind, ist f ≡ 0.

Beweis. Durch den Hauptteil und die 1, p, . . . , pn−1−ten Koeffizienten ist der p−Teil der Modulform nach
Satz C.1.1.4 eindeutig bestimmt. Der 1, p, . . . , pn−2−te Koeffizient ist Null. Der pn−1−te Koeffizient ist hpm (pn).
Nach Hilfssatz 5.1.2 hat TpHpm keinen Hauptteil in Spitzen κ 6=∞. �

Die folgenden Hilfssätze entsprangen dem Versuch, Analogien zwischen den Basen von Spitzenformen qp
m

+ . . .

und den parallelen schwach-holomorphen Modulformen
1

qpm
+ . . . herzustellen. Die Fourierkoeffizienten der Basis-

funktionen lassen sich durch Anwendung der Heckeoperatoren aus den Anfangswerten hpm berechnen.

Hilfssatz C.1.1.7. Sei p eine Primzahl, p ∤ N,n die Anzahl paarweise verschiedener Tp−Eigenwerte, m, s ∈
N0, s ≥ n, l = 1. Dann ist

τ
{N}
pm (ps) =

n∑

i=0

(
χ (p) pk−1

)i min(s−1−i,m)∑

j=0

τ
{N}
pm−j+i (p

n) τ
{N}
pn−1

(
ps−i−j−1

)
, ∀m < n

hpm (lps) =

s−1∑

i=0

(
χ (p) pk−1

)i min(s−1−i,m)∑

j=0

hpm−j+iτ
{N}
pn−1

(
lps−i−j−1

)
+

s∑

i=max(0,s−m)

(
χ (p) pk−1

)i
hpm−s+2i (l) ;

wobei τ{N}pn (pn) := −1 und Summanden mit sinnlosen Argumenten Null sind. Falls alle Tp−Eigenwerte paarweise
verschieden sind, kann man l ∈ N beliebig mit p ∤ l nehmen.
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Beweis. Ich beweise nur die zweite Aussage, da die erste Relation nicht weiter benötigt wird und ihr Beweis
nahezu analog ist. Zunächst ergibt die Anwendung des Heckeoperators Tp nach Hilfssatz C.1.1.6:

s ≥ 1,m ≥ 0 : hpm (lps)− hpm−1

(
lps−1

)
= χ (p) pk−1

(
hpm+1

(
lps−1

)
− hpm

(
lps−2

))
+ hpmτ

{N}
pn−1

(
lps−1

)
.

Durch Iteration hat man

hpm (lps) = hpm−1

(
lps−1

)
+
(
χ (p) pk−1

)s
hpm+s (l)

+ hpmτ
{N}
pn−1

(
lps−1

)
+ χ (p) pk−1hpm+1τ

{N}
pn−1

(
lps−2

)
+ . . .+

(
χ (p) pk−1

)s−1
hpm+s−1τ

{N}
pn−1 (l) .

Das ist auch für s = 0 noch richtig. Ersetzt man m und s durch m − j und s − j und summiert über
j = 0, 1, . . . , t = min (s,m) , so ist

hpm (lps) =

t∑

j=0

(
χ (p) pk−1

)s−j
hpm+s−2j (l) +

∑

i,j
0≤i+j≤s−1

j≤t

(
χ (p) pk−1

)i
hpm−j+iτ

{N}
pn−1

(
lps−i−j−1

)
.

�

C.1.2. Modulares Gitter. [Bruinier Funke 2] führen folgende Paarung von Modulformen ein:

Definition C.1.2.1. Sei f ∈M !
k (N,χ) , g ∈ Ŝ2−k (N,χ) und

{f, g}Γ := 〈f, ξ2−k (g)〉Γ ,

das Skalarprodukt, verstanden in der Verallgemeinerung von [Guerzhoy 4, Proof of Theorem 1] und [Kent, Prop.
4.4.1]. Falls g einen Hauptteil nur in der Spitze ∞ hat und in den anderen Spitzen konstant ist, gilt

{f, g} = konstanter Term von fg+,

wie in [Bruinier Funke 2, Proposition 3.5], [Rhoades, Lemma 3.1].

Folgerung C.1.2.1.1. Schwach-holomorphe Modulformen f ∈ M !
k,∞ (N,χ) und g ∈ M !

2−k,∞ (N,χ) sind ortho-
gonal: {f, g} = 0.

Folgerung C.1.2.1.2. Sei k ∈ N, g ∈ Ŝ2−k (N,χ) . Dann sind äquivalent

• ∀f ∈ Sk (N,χ) : {f, g} = 0.

• g ist schwach-holomorph: g ∈M !
2−k (N,χ) .

Beweis. Sei ξ2−k (g) =
∑
i

cigi eine Summe von Hecke-Eigenformen aus Sk (N,χ). Aus {gj , g} =
∑
i

ci 〈gj , gi〉 =
cj 〈gj , gj〉 = 0 folgt cj = 0. Also ist g schwach-holomorph. �
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Die im Abschnitt C.1.1 konstruierten Basisfunktionen vom Gewicht lassen sich zu einem Gitter anordnen.

(C.1.2.1)

∆
{N}
pn−1= 0q+τ

{N}
pn−1 (2) q

2 + . . .+ 0qp + . . .+ 1qp
n−1

+ . . .+τ
{N}
pn−1 (p

m)qp
m

+ . . .

...

∆{N}p = 0q+ τ{N}p (2) q2 + . . .+ 1qp+ . . . + τ{N}p (pm)qp
m

+ . . .

∆
{N}
1 = 1q+ τ

{N}
1 (2) q2+ . . . + τ

{N}
1 (pm)qp

m

+ . . .

E = 1+0q+ e (2) q2 + . . .+ 0qp+ + . . .+ e (pm)qp
m

+ . . .

H1 =
1

q
+0q+ h1 (2) q

2 + . . .+ 0qp + . . .+ 0qp
n−1

+ . . .+ h1 (p
m)qp

m

+ . . .

H2 =
1

q2
+0q+ h2 (2) q

2 + . . . „ + h2 (p
m)qp

m

+ . . .

H3 =
1

q3
+0q+ h3 (2) q

2+ . . . + h3 (p
m)qp

m

+ . . .

H4 =
1

q4
+0q+ h4 (2) q

2+ . . . + h4 (p
m)qp

m

+ . . .

...

mit den Funktionen ∆
{N}
pj aus Satz C.1.1.4 und der Eisensteinreihe E mit e

(
pj
)
= hi

(
pj
)
= 0, j = 0, . . . , n− 1, i ∈

N. Alle Funktionen außer E sind nach Satz C.1.1.4 aus S!
k,∞ (N,χ).

In Satz C.1.2.3 beweisen wir, dass in den senkrechten Spalten von (C.1.2.1) die Fourierkoeffizienten einer Modulform
von komplementärem Gewicht und komplex konjugiertem Nebentyp χ stehen:

Definition C.1.2.2. Sei n sei die Anzahl verschiedener Tp−Eigenwerte. Definiere Funktionen

dpm (z) := − 1

qpm
+
τ
{N}
pn−1 (pm)

qpn−1 + . . .+
τ
{N}
p0 (pm)

q
+ ek (pm) + h1 (pm)q + h2 (pm)q2 + . . . .

Für m < n ist dpm ≡ 0. Hauptsächlich interessiert uns der Spezialfall m = n und

χ (p)Dk−1dpn = χ (p)


p

n(k−1)

qpn
−
p(n−1)(k−1)τ{N}pn−1 (pn)

qpn−1 − . . .−
τ
{N}
p0 (pn)

q
+ h1q + 2k−1h2q

2 + . . .


 .

Satz C.1.2.3. Die Funktionen dpm sind aus M !
2−k (N,χ) mit algebraischen Fourierkoeffizienten aus M ;

falls X0 (N) Geschlecht Null hat, ganzalgebraisch aus L.

Beweis. Nach Satz [Rhoades, Theorem 2.2] gibt es Funktionen Fm ∈ Ŝ2−k (N,χ) mit dem Hauptteil

− 1

qpm
+
τ
{N}
pn−1 (pm)

qpn−1 + . . .+
τ
{N}
p0 (pm)

q
+ ek (pm) +O (q)

in der Spitze ∞, konstant in eventuellen weiteren Spitzen. Man kann Fm schwach-holomorph aus M !
2−k (N,χ)

wählen, da K(Fm) orthogonal auf S0
k, vgl. Def. 5.1.8, und den Spitzenformen der gegebenen Basis (C.1.2.1) steht

(Folgerung C.1.2.1.2):
{
∆
{N}
pj ,K(Fm)

}
= −τ{N}pj (pm) + τ

{N}
pj (pm) = 0.

Wegen Folgerung C.1.2.1.1 ist K(Fm) orthogonal auf alle Basisfunktionen (C.1.2.1):

0 = {Hj ,K(Fm)} = −hj (pm) +
(
Fm
∣∣
j

)
.

Dadurch ist die gesamte Fourierentwicklung von Fm eindeutig gegeben. Setze dpm = Fm. Nach Satz C.1.1.4
kommen die Fourierkoeffizienten aus den angegebenen algebraischen Erweiterungen. �
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C.2. Nicht-holomorphe Eisensteinreihen (Maaßformen)

C.2.1. Gruppe SL2 (Z). Für jedes Gewicht k ∈ 2Z gibt es jeweils nur eine Eisensteinreihe zur volle Modul-
gruppe SL2 (Z), vgl. [Maaß 4, Theorem 31].

Definition C.2.1.1. Für k ∈ 2Z,Re s > 1 sei

E2k (z, s) :=
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

ys
∣∣
2k
γ (z) =

∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z),

γ=(A B
C D )

(
Cz̄ +D

Cz +D

)k (
y

|Cz +D|2
)s

=
1

2

∑

ggT(C,D)=1

ys

(Cz +D)s+k (Cz̄ +D)s−k

die Eisensteinreihe zum Spektralparameter ν = s− 1
2 , vgl. [Bruggeman 1, 3.2]. E∗2k (z, s) := π−sΓ (s+ |k|) ζ (2s) E2k (z, s)

heißt vervollständigte Eisensteinreihe.

Es handelt sich um Maaßformen vom Gewicht 2k, d.h.

∆2k E2k (z, s) = s (1− s) E2k (z, s)

und für γ ∈ SL2 (Z):

E2k (·, s)
∣∣
2k
γ (z) = E2k (z, s) ,

In der Terminologie von [Maaß 4] ist

2 ζ (2s) E2k (z, s) = ysG (z, z̄; s+ k, s− k) =
∑′

m,n∈Z

(
mz̄ + n

mz + n

)k (
y

|mz + n|2
)s

,

summiert über alle ganzen m,n mit Ausnahme von m = n = 0.

Fourierentwicklung: [Maaß 4, Ch. IV 3], [Kubota, §6.1], [Fay, Theorem 3.4 (76)’]
Die Fourierreihe liefert die meromorphe Fortsetzung der Eisensteinreihen in die gesamte s−Ebene:

E2k (z, s) = ys + (−1)k π Γ (2s− 1) ζ (2s− 1)

Γ (s+ k) Γ (s− k) ζ (2s) (4y)
1−s

+

+
(−1)k πs
ζ (2s)

∑

n6=0

|n|s−1 σ1−2s (n)
Γ (s+ k signn)

Wk signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx)(C.2.1.1)

speziell für k = 0, s 6= 0, 1

E (z, s) := E0 (z, s) = ys +

√
π Γ
(
s− 1

2

)
ζ (2s− 1)

Γ (s) ζ (2s)
y1−s+

+
4πs

Γ (s) ζ (2s)

√
y

∞∑

n=1

n
1
2−sσ2s−1 (n)Ks− 1

2
(2πny) cos (nx) ,

E (z, 0) = 1,

E (z, 1) =∞.
Es gibt Pole bei s = ρ

2 , 1 für k = 0 und s = 1 − |k| , . . . ,−2,−1, ρ2 für k 6= 0, dabei bezeichne ρ die nichttrivialen
Nullstellen der Riemannschen ζ−Funktion.

Für k 6= 0 sind die vervollständigten Eisensteinreihen E∗2k (z, s) = π−sΓ (s+ |k|) ζ (2s)E2k (z, s) holomorph in
s ∈ C. Für Gewicht k = 0 ist E∗ (z, s) holomorph in der ganzen s−Ebene bis auf Pole bei s = 0 und 1.
In den Eisensteinreihen (−1)k E∗2k (z, s) ist der erste Fourierkoeffizient normiert zu Wk,s− 1

2
(4πy) e (x) .

Maaßoperatoren: [Bruggeman 1, (4.6)]

E+
κ Eκ (z, s) = (2s+ κ) Eκ+2 (z, s) ,

E−κ Eκ (z, s) = (2s− κ) Eκ−2 (z, s) .
Für s = k hat man holomorphe Eisensteinreihen E2k (z) := y−k E2k (z, k).
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C.2.2. Gruppe Γ0 (4). Eisensteinreihen gibt es nur zu regulären Spitzen, also a = ∞, 0 für k ∈ 1
2Z bzw. 1

2
für gerades k.

Definition C.2.2.1. Für Maaßformen2 F vom Gewicht k ∈ 1
2Z sei

F
∣∣
k
τ0 (z) :=F

∣∣
k
τ−10 (z) =

( |z|
z

)k
F

(
− 1

4z

)
,

F
∣∣
k
τ 1

2
(z) :=

( |z|
z

)k
F

(
1

2
− 1

4z

)
;

für Re (s) > 1− k
2 :

Ek,∞ (z, s) :=
∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

Ims z
∣∣
k
γ,

Ek,0 (z, s) :=Ek,∞ (·, s) |kτ−10 (z) =

( |z|
z

)k
Ek,∞

(
− 1

4z
, s

)
,

k ∈ 2Z : Ek, 12 (z, s) :=Ek,∞ (·, s) |kτ−11
2

(z) =

( |z|
z

)k
Ek,∞

(
1

2
− 1

4z
, s

)
.

Diese Maaßformen lassen sich analytisch in die ganze s−Ebene fortsetzen. Spezialisiert man auf s = k
2 , so ergeben

sich harmonische schwache Maaßformen:

Ek,a |kτa (z):=Ek,∞ (z) := y−
k
2 Ek,∞

(
z,
k

2

)
,

Gk,a (z) :=ζ (2− 2k) Ek,a (z) ,

(
a 6= 1

2
, k ∈ 1

2
Z
)
∨ k ∈ 2Z.

Sie hängen mit den Funktionen

E∞ (z, s, k):=
∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

(Im γz)s
( c
d

)
εkd (cz + d)−

k
2 ,

E0 (z, s, k) :=z−
k
2E∞

(
− 1

4z
, s, k

)
=
(y
4

)s ∑

ggT(u,2v)=1
u>0

(−v
u

)
εku

|uz + v|2s (uz + v)
k
2

aus [Goldfeld Hoffstein, §1 Eisenstein series on Γ0 (4)] folgendermaßen zusammen:

Ek,∞ (z, s) =y
k
2E∞

(
z, s− k

2
, 2k

)
,

Ek,0 (z, s) =
(y
4

) k
2

E0

(
z, s− k

2
, 2k

)
.

In [Sturm 1, Goldfeld Hoffstein] wurden auch die Fourierkoeffizienten ausgerechnet. Die Beispiele für positives
Gewicht k ≥ 5

2 finden sich in [Kohnen 2]. Der Fall k = 3
2 wurde von [Cohen, Hirzebruch Zagier] untersucht.

Satz C.2.2.2. [Fay, (76’)] Die Eisensteinreihen Ek,a (z, s) , k ∈ 1
2Z, a = 0 ∨∞ lassen sich in die ganze s−Ebene

meromorph fortsetzen. Sei nb := n+ κb. Die Fourierentwicklung um die Spitze b ist:

Ek,a (·, s) |kτb (z) = δaby
s + δ0κb

π Γ (2s− 1)

ik4s−1Γ
(
s− k

2

)
Γ
(
s+ k

2

)
∑

c>0

Sk,a,b (0, 0; c)

c2s
y1−s

+
πs

ik

∑

nb 6=0

|nb|s−1

Γ
(
s+ k

2 sign (nb)
)
∑

c>0

Sk,a,b (0, nb; c)

c2s
W k

2 signnb,s− 1
2
(4π |nb| y) e (nbx)

mit den Kloostermansummen aus Definition C.3.3.4.1.

2Die Definition ist für Maaßformen etwas anders als für Modulformen, vgl. Definition C.3.2.2.1 und auch Abschnitt Bezeichnungen

und Definitionen



C.2. NICHT-HOLOMORPHE EISENSTEINREIHEN (MAASSFORMEN) 182

C.2.3. Metaplektische Gruppe. Notationen und Bezeichnungen kommen aus [Bruinier 1], nummerische
Auswertungen für den holomorphen Spezialfall t = κ

2 aus [Bruinier Kuß] und die Verallgemeinerung auf nicht-
holomorphe Eisensteinreihen aus [Bruinier Kühn]. Eine übersichtliche Zusammenstellung der wichtigsten Vor-
aussetzungen zum Thema Gitter, vektorwertige Modulformen und Weil-Darstellungen findet sich in [Bundschuh].
Im einzelnen sei Mp2 (R) die metaplektische Überlagerung von SL2 (R), d.h. die Gruppe von Paaren (M,φ (z)),
wobei M =

(
a b
c d

)
∈ SL2 (R) und φ eine holomorphe Quadratwurzel von z 7→ cz + d ist, mit der Multiplikation

(M,ϕ (z)) (N,ψ (z)) := (MN,ϕ (N (z)) · ψ (z)) .

Sei Mp2 (Z) das Urbild von SL2 (Z) bzgl. der Überlagerung; L das eindimensionale Gitter Z mit der quadratischen
Form q (a) = a2, d.h. der Bilinearform (a, b) = 2ab mit Gram-Matrix (2). Das dazu duale Gitter L′ ist 1

2Z
und die Diskriminantengruppe L′/L =

{
0, 12
}
. Sei (eγ)γ∈L′/L die Standardbasis des Gruppenringes C [L′/L], d.h.

der Menge der formalen Linearkombinationen
∑

γ∈L′/L

xγeγ mit xγ ∈ C und der Multiplikation eγ · eδ := eγ+δ,

linear ausgedehnt. Der quadratische Raum (L, q) hat die Signatur (b+, b−) = (1, 0). Vektorwertige Modulformen
entsprechen Modulformen halbganzen Gewichts aus dem Kohnen-Plus-Raum, s. [Eichler Zagier, Theoreme 5.1,
5.4]. Eine Darstellung ρL der metaplektischen Gruppe auf C [L′/L], d.i. die Weil-Darstellung bezogen auf den

quadratischen Modul (L′/L, q), lässt sich für die Erzeugenden T =

((
1 1
0 1

)
, 1

)
und S =

((
0 −1
1 0

)
,
√
z

)

folgendermaßen angeben:

ρL (T ) eγ = e (q (γ)) eγ ,

ρL (S) eγ =
1√

i |L′/L|
∑

δ∈L′/L

e (− (γ, δ)) eδ;

mit γ ∈ L′/L =
{
0, 12

}
; explizit

ρL (T )

(
e0
e 1

2

)
=

(
1 0
0 i

)(
e0
e 1

2

)
,

ρL (S)

(
e0
e 1

2

)
=

1√
2i

(
1 1
1 −1

)(
e0
e 1

2

)
;

(C.2.3.1)

ρ∗L ist die hierzu duale Darstellung und wird durch die konjugiert-komplexe Matrix gegeben.

A) Das Gewicht κ der vektorwertigen Eisensteinreihe mit Spektralparameter s− 1
2 sei k+ 3

2 , k ∈ 2Z. Ich bezeichne
sie hier3 mit

Ek+ 3
2
(z, s) :=

1

2

∑

(M,φ)∈Γ̃∞\Mp2(Z)

(yse0)
∣∣∗
k+ 3

2

(M,φ) , Re (s) > 1

mit dem metaplektischen
∣∣∗
κ
-Operator für vektorwertige Funktionen f

(
f
∣∣∗
κ
(M,φ)

)
(z) :=

(
φ (z)

|φ (z)|

)−2κ
ρ∗L (M,φ)−1 f (Mz) .

B) Für Gewicht κ ∈ 2Z+ 1
2 ergeben sich metaplektische Eisensteinreihen

Ek+ 1
2
(z, s) :=

1

2

∑

(M,φ)∈Γ̃∞\Mp2(Z)

(yse0)
∣∣
k+ 1

2

(M,φ) , Re (s) > 1,

(
f
∣∣
κ
(M,φ)

)
(z) :=

(
φ (z)

|φ (z)|

)−2κ
ρL (M,φ)

−1
f (Mz)

basierend auf der Weil-Darstellung bezogen auf den quadratischen Modul (L′/L, q) , q (a) = a2 und Signatur (1, 0).

Bekanntlich4 ist dann

Eκ (z, s) :=
1

22s+1
{(Eκ (4z, s))1 + (Eκ (4z, s))2}(C.2.3.2)

3In den Bezeichnungen von [Bruinier Kühn] ist y
κ
2 E0

(
z, t− κ

2

)
= Eκ (z, t), da der Ausgangspunkt dort die holomorphe Funktion

mit Parameter 0 ist.
4[Eichler Zagier, Theorem 5.4]; ( · )i , i = 1, 2 bezeichne die i−te Vektorkomponente.
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die eindeutig gegebene Eisensteinreihe im Kohnen-Plus-Raum, eine Maaßform.

Konjugation wirkt wie im ganzzahligen Fall:

Eκ (z, s) = E−κ (z, s̄) ,

Eκ (z, s) = E−κ (z, s̄) ,

allerdings ist eine Eisensteinreihe bezogen auf die Weil-Darstellung, die andere auf deren Dual.

Satz C.2.3.1. [Bruinier Kühn, Prop. 3.1, 3.2] Die Eisensteinreihen Eκ (z, s), κ− 1
2 ∈ Z, im Kohnen-Plus-Raum

lassen sich in die ganze s−Ebene meromorph fortsetzen. Sie haben folgende Fourierreihe

Eκ (z, s) = ys + (−1)[κ2 + 1
4 ] π Γ (2s− 1) ζ (4s− 2)

26s−
7
2Γ
(
s+ κ

2

)
Γ
(
s− κ

2

)
ζ (4s− 1)

y1−s

+
(−1)[κ2 + 1

4 ] 2−4s+
3
2πs

ζ (4s− 1)

∑

n6=0

(−1)[κ]n≡0∨1 (mod 4)

|n|s−1 L
(
2s− 1

2 , (−1)
[κ]
n
)

Γ
(
s+ κ

2 signn
) W κ

2 signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx)

= ys +
(−1)[κ2 + 1

4 ] π Γ (2s− 1) ζ (4s− 2)

26s−
7
2Γ
(
s+ κ

2

)
Γ
(
s− κ

2

)
ζ (4s− 1)

y1−s +
(−1)[κ2 + 1

4 ] π3s− 1
2

4sΓ
(
2s− 1

2

)
ζ (4s− 1)

·
∑

n6=0

(−1)[κ]n≡0∨1 (mod 4)

L
(
−2s+ 3

2 , (−1)
[κ] n

)

|n|s sin
(
π
(
s+ (−1)[κ]

4 signn
))

Γ
(
s+ κ

2 signn
)W κ

2 signn,s− 1
2
(4π |n| y) e (nx)

und erfüllen folgende Funktionalgleichung:

Eκ (z, 1− s) = (−1)[κ2 + 1
4 ] 2

6s− 7
2Γ
(
s+ κ

2

)
Γ
(
s− κ

2

)
ζ (4s− 1)

π Γ (2s− 1) ζ (4s− 2)
Eκ (z, s)

oder symmetrischer aufgeschrieben: Sei

E∗κ (z, s) :=

(
2

π

)2s− 1
2 Γ

(
s+ |κ|2

)
Γ
(
2s− 1

2

)

Γ
(
s+ (−1)[|κ|]

4

) ζ (4s− 1)Eκ (z, s)(C.2.3.3)

die vervollständigte Eisensteinreihe. Dann ist E∗κ (z, 1− s) = E∗κ (z, s).

Für s = 1
2 ergibt sich der Grenzwert5

E∗κ

(
z,

1

2

)
=

Γ
(
|κ|+1

2

)

Γ
(

1
2 + (−1)[|κ|]

4

)
{√

y

2

{
log

2y

π2
+ 3γ +

1

2

(
ψ

(
1 + κ

2

)
+ ψ

(
1− κ
2

))}
+

+ (−1)[κ2 + 1
4 ]
√
π

∑

n6=0

(−1)[κ]n≡0∨1 (mod 4)

L
(

1
2 , (−1)

[κ]
n
)

√
|n|Γ

(
κ
2 signn+ 1

2

)W κ
2 signn,0 (4π |n| y) e (nx)

}
.

Die Funktionen Eκ (z, ·) sind holomorph bis auf Pole bei s = ρ+1
4 , wobei ρ eine nichttriviale Nullstelle der Rie-

mannschen Zetafunktion ist, für |κ| − 1
2 ∈ 2N0 zusätzlich bei s = 3

4 ,− 1
4 ,− 5

4 , . . . , 1 −
|κ|
2 und für |κ| − 3

2 ∈ 2N

zusätzlich bei s = − 3
4 ,− 7

4 , . . . , 1−
|κ|
2 .

Die E∗κ (z, ·) sind für |κ| − 1
2 ∈ 2N0 ganze Funktionen und haben für |κ| − 1

2 ∈ 2N0 Pole bei s = 1
4 und 3

4 .

Die Maaßoperatoren wirken wie im ganzzahligen Fall:

E+
κ Eκ (z, s) = (2s+ κ) Eκ+2 (z, s) ,

E−κ Eκ (z, s) = (2s− κ) Eκ−2 (z, s) .

5ψ (z) =
Γ′(z)
Γ(z)

, Digamma Funktion
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Beweis. Sei zunächst κ − 3
2 ∈ 2N. Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten sind die Dirichletreihen6

∑′

c

H∗c (0, 0, γ, n)

|c|s von Interesse, deren Koeffizienten, verallgemeinerte Kloostermansummen, in [Bruinier 1,

(1.13)] definiert wurden. Nach [Bruinier Kuß, (4.13), (4.14), (4.21), Example 2] ist für γ = n = 0

∑′

c

H∗c (0, 0, 0, 0)

|c|t
(13)
= L̃0,0 (t+ 1)

(14),(12)
= (−1)[κ2 + 1

4 ] 2√
2 ζ
(
t+ 1

2

)
∑

a∈N

N0 (a)

at+
1
2

=
(−1)[κ2 + 1

4 ]
√
2 ζ (2t)

ζ (2t+ 1)
, vgl. [Zagier 5, Prop. 3].

Allgemein ist
(
n = d0f

2
)

∑′

c

H∗c (0, 0, γ, n)

|c|t
(13)
= L̃γ,n (t+ 1)

(14),(21)
= (−1)[κ2 + 1

4 ] 2√
2

∏

p

Lγ,n (t+ 1, p)

Ex.10
= (−1)[κ2 + 1

4 ]
√
2
∏

p

1− p−2t−1

1−
(
d0
p

)
p−t−

1
2

(
σ−2t

(
pvp(f)

)
−
(
d0
p

)
p−t−

1
2σ−2t

(
pvp(f)−1

))

= (−1)[κ2 + 1
4 ]
√
2
L
(
t+ 1

2 , (−1)
[κ] 4n

)

ζ (2t+ 1)
.

Eingesetzt in [Bruinier Kühn, Proposition 3.1] ergibt das unter Berücksichtigung von (C.2.3.2)

22s+1 Eκ (z, t) = 2 (4y)
t
(4y)

κ
2 + (−1)[κ2 + 1

4 ] 2
3
2 π (4y)

−t−κ+1
(4y)

κ
2

Γ (2t+ κ− 1) ζ (4t+ 2κ− 2)

22t+κ−1Γ (t) Γ (t+ κ) ζ (4t+ 2κ− 1)

+
(−1)[κ2 + 1

4 ] 2κ+
1
2πt+κ4

κ
2

Γ (t+ κ) ζ (2 (2t+ κ− 1) + 1)

·
∑

n∈N
(−1)[κ]n≡0∨1 (mod 4)

{(n
4

)t+κ−1
(4πn)−

κ
2 L

(
2t+ κ− 1

2
, (−1)[κ] n

)
W κ

2 ,−t+
1−κ
2

(4πny) e (nx)

}

+
(−1)[κ2 + 1

4 ] 2κ+
1
2 πt+κ4

κ
2

Γ (t) ζ (2 (2t+ κ− 1) + 1)

·
∑

n∈Z−

(−1)[κ]n≡0∨1 (mod 4)

{( |n|
4

)t+κ−1
(4π |n|)−κ

2 L

(
2t+ κ− 1

2
, (−1)[κ] n

)
W κ

2 ,−t+
1−κ
2

(4π |n| y) e (nx)
}

Einsetzen von κ = k + 3
2 und t = s− k

2 − 3
4 ergibt die erste Behauptung. Verwenden der Funktionalgleichungen

L

(
2s− 1

2
, n

)
=

22s−
3
2 π2s− 1

2n−2s+1

sinπ
(
s+ 1

4

)
Γ
(
2s− 1

2

)L
(
−2s+ 3

2
, n

)
(C.2.3.4)

für n > 0 und

L

(
2s− 1

2
, n

)
=

22s−
3
2 π2s− 1

2 |n|−2s+1

sinπ
(
s− 1

4

)
Γ
(
2s− 1

2

)L
(
−2s+ 3

2
, n

)
(C.2.3.5)

für n < 0 führt zur 2. Gleichheit. Für κ− 1
2 ∈ 2N hat man genau dieselbe Berechnung, wenn man den quadratischen

Modul (L′/L, q̃) , q̃ (a) = −a2, Signatur (0, 1) zugrunde legt. Mit Konjugation kommt man auf den Bereich κ < −2
und mit den Maaßoperatoren auf −2 < κ < 2.

Die analytische Fortsetzung ergibt sich aus der lokal gleichmäßigen Konvergenz der Fourierreihe. Die Pole kommen
vom konstanten Fourierkoeffizienten. Gewicht κ und −κ gehen durch Konjugation auseinander hervor und haben
konjugiert komplexe Polstellen. Ich betrachte daher bloß positives Gewicht.

Der Zähler von
Γ (2s− 1) ζ (4s− 2)

Γ
(
s+ κ

2

)
Γ
(
s− κ

2

)
ζ (4s− 1)

hat einfache Pole in s = 1
2 ,

3
4 und keine Nullstellen. Der Nenner

hat einfache Nullstellen in s = − 1
4 , falls κ = 5

2 ,
9
2 ,

13
2 . . ., in s = − 3

4 , falls κ = 7
2 ,

11
2 ,

15
2 . . ., in s = − 5

4 , falls
κ = 9

2 ,
13
2 ,

17
2 . . . usw. und sonst keine Nullstellen.

6summiert über Z r {0}
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Der Nenner von
Γ (2s− 1) ζ (4s− 2)

Γ
(
s+ κ

2

)
Γ
(
s− κ

2

)
ζ (4s− 1)

hat für s = 1
2 ebenfalls einen einfachen Pol, bei s = 3

4 dagegen nur

für Gewicht κ = 3
2 ,

7
2 ,

11
2 . . .. Insgesamt ergeben sich folgende Pole

s κ
3
4 ± 1

2 ,± 5
2 ,± 9

2 . . .
m

m
− 1

4 ± 5
2 ,± 9

2 ,± 13
2 . . .

m

m
− 3

4 ± 7
2 ,± 11

2 ,± 15
2 . . .

m

m
− 5

4 ± 9
2 ,± 13

2 ,± 17
2 . . .

m

m
... · · ·

Die anderen Fourierkoeffizienten liefern keine weiteren Pole.

Die Funktionalgleichung kann man für jeden Koeffizienten einzeln überprüfen, ebenso wie das Wirken der Maaß-
operatoren.

Die Fourierkoeffizienten cn, n 6= 0 sind exponentiell abfallend wegen der Whittakerfunktion: die L−Reihen sind
für Realteil > 1 beschränkt, im kritischen Streifen für festes t polynomial in n beschränkt, vgl. [AS, Exercise 22,
Ch. 12] und für kleinere Realteile aufgrund der Funktionalgleichung ebenfalls, daher lokal gleichmäßig konvergent.
Sämtliche andere auftretende Funktionen haben eine eindeutige analytische Fortsetzung. Die Invarianz gegenüber
dem Γ0 (4)- Slash-Operator

∣∣
κ

bleibt bei analytischer Fortsetzung erhalten. �

C.3. Harmonische schwache Maaßformen (Mock-Modulformen)

Es hat sich als sinnvoll erwiesen, die Räume holomorpher Modulformen zu verallgemeinern. Außer der ganz all-
gemeinen Theorie der Eigenfunktionen des Laplaceoperators (Maaßformen) kann man auch den Laplaceeigenwert
(der holomorphen Modulformen) festhalten, aber die polynomiale Wachstumsbeschränkung in den Spitzen lo-
ckern und gleichzeitig reell-analytische Funktionen zulassen.Wir wiederholen hier noch einmal die Definition der
harmonischen schwachen Maaßformen:

Definition C.3.0.1. [Bruinier Funke 2] Eine C∞−Funktion f : H → C heißt harmonische schwache Maaßform
vom Gewicht k ∈ 1

2Z zur Kongruenzuntergruppe Γ′ ⊂ SL2 (Z), falls

(1) ∀γ ∈ Γ′ : f
∣∣
k
γ = f.

(2) y
k
2 f ist eine Maaßform zum Eigenwert7 k

2

(
1− k

2

)
des Laplaceoperators ∆k.

(3) Das Wachstum ist in allen Spitzen höchstens exponentiell: γ ∈ SL2 (Z) : f
∣∣
k
γ (z) = O (ecy) , y →∞.

f ∈ M̂!
k (Γ

′)

Für Spitzen κ des Fundamentalbereichs Γ′\H sind M̂!
k,κ (Γ

′) die harmonischen schwachen Maaßformen, die in allen
Spitzen 6= κ verschwinden.

Manchmal bezeichnen wir diese Funktionen auch als nicht-holomorphe Modulformen. Schwach-holomorphe Mo-
dulformen bilden eine Teilmenge der harmonischen schwachen Maaßformen.

C.3.1. Fourierkoeffizienten. Automorphe Eigenfunktionen F von ∆k zum Spektralparameter s = k
2 haben

folgende Fourierentwicklung, [Magnus Ober, 6. Kap. §2]: τ = ξ + iη,

F (τ) = c0η
s + c′0η

1−s +
∑

n∈Zr{0}

{
cnW k

2 signn, k−1
2

(4π |n| η) + c′nM k
2 sign n,|k−1

2 | (4πnη)
}
e (nx) .

Im Unterschied zu den üblichen Maaßformen wird hier nicht angenommen, dass die Funktion f in den Spitzen
beschränkt bleibt. Die Wachstumsbedingung in den Spitzen bewirkt, dass cn = 0 für n < n1 und c′n = 0 für
k < 1, n < n2 oder k > 1, n > n2 mit n1, n2 ∈ Z. Wegen (A.7.4.11), (A.7.4.12) und (A.7.4.16) ergibt sich folgende

7gleicher Eigenwert wie holomorphe Modulformen
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Entwicklung für schwache Maaßformen vom Gewicht k ∈ 1
2Z0:

f = f+ + f−, f+ (τ) =
∑

n∈Z
n≥n1

cnq
n, f− (τ) = c′0η

1−k +
∑

n∈Z
n≥n1

n6=0

c′nΓ (1− k, 4πnη) q−n,(C.3.1.1)

vgl. [Bruinier Funke 2, (3.2)]; qn bezeichnet je nach Situation e (nz) oder e (nτ). Wegen (A.7.4.11), (A.7.4.16)
und (A.7.4.13) ergibt sich folgende Entwicklung für harmonische schwache Maaßformen vom Gewicht 3

2 :

f (z) =
∑

n∈Z
n≥n1

{
cnq

n + c′n
β (4πny)√

y
q−n

}
,(C.3.1.2)

vgl. [Hirzebruch Zagier]’s nicht-holomorphe Eisensteinreihe vom Gewicht 3
2 und Satz 3.2.1.18. Für Gewicht k+ 3

2
heißt das:

Beispiele. Sei k ∈ N :

M̂!
k+ 3

2
:=
{
harmonische schwache Maaßformen f, d.h.

f (z) = c0 + c′0y
−k− 1

2 +
∑

n≥n1
n6=0

cnq
n + c′n Γ

(
−1

2
− k, 4πny

)
q−n

}
,

M̂!
1
2−k

:=

{
harmonische schwache Maaßformen f, d.h.

f (z) = c0 + c′0y
k+ 1

2 +
∑

n∈Zr{0}
n≥n1

{
cnq

n + yk+
1
2 c′nβk+1 (4πny)

}}
.

Der Zagier-Lift startet von der folgenden Menge

Ŝ−2k :=

{
harmonische schwache Maaßformen mit der Fourierentwicklung

f (τ) =
∑

n≥n1

cnq
n +

∑

n>0

c′nΓ (2k + 1, 4πnη) q−n
}
.(C.3.1.3)

C.3.2. Eisensteinreihen.

C.3.2.1. Gruppe SL2 (Z).

E2k (z) := 1− 4k

B2k

∞∑

n=1

σ2k−1 (n) q
n ∈M2k (Γ) , k ∈ N≥2,

E2 (z) := 1− 3

πy
− 24

∞∑

n=1

σ1 (n) q
n,

E0 (z) := 1

und für k < 0 folgende harmonische schwache Maaßformen ([Bri Gu Ke On, Theorem 2.4]

E2k (z) = 1 +
(−4)−k ζ (2− 2k)

π ζ (1− 2k)
y1−2k +

1

ζ (1− 2k)

∞∑

n=1

σ2k−1 (n)

(
qn +

Γ (1− 2k, 4πny)

Γ (1− 2k)
q−n

)
.(C.3.2.1.1)

Definiere G2k (z) :=

{
1
2ζ (1− 2k) E2k (z) , k > 0;

ζ (1− 2k) E2k (z) , k < 0.

8Tatsächlich ist sogar f (z) =
∑
n∈Z
n≥n1

cnqn + c′√
y

∑
n∈Z

β
(
4πn2y

)
q−n2
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Anwendung der Differenzialoperatoren9 ξ2k und D1−2k ergibt für k < 0 :

ξ2k E2k (z) =
4−2kπ1−2kB2−2k

(1− k) Γ (1− 2k) ζ (1− 2k)
E2−2k (z) ,

D1−2k E2k (z) =
ζ (2k − 1)

2 ζ (1− 2k)
E2−2k (z) .

Beweis. Verwende (k ∈ Z−)

lim
s→k

Γ (2s− 1) ζ (2s− 1)

Γ (s+ k) Γ (s− k) ζ (2s) =
ζ (2− 2k)

4π2ζ (1− 2k)
,

lim
s→k

ζ (2s) Γ (s+ k) =
(
−4π2

)k
ζ (1− 2k) ,

lim
s→k

ζ (2s) Γ (s− k) =
(
−4π2

)k
Γ (1− 2k) ζ (1− 2k)

in der Fourierentwicklung (C.2.1.1). �

C.3.2.2. Jacobi-Thetafunktionen.

Definition C.3.2.2.1. Die Modulkurve Γ0 (4) \H hat die drei Spitzen ∞, 0 und 1
2 . Sei Γa = {γ ∈ Γ0 (4) |γa = a}

der Stabilisator der Spitze a mit Erzeugendem γa, τa ∈ SL2 (R) mit τa∞ = a, τ−1a γaτa =

(
1 1
0 1

)
. Der holomorphe

Anteil der Fourierentwicklungen von Modulformen um die Spitze a sind von der Form qκa

∑
n∈Z

anq
n, 0 ≤ κa < 1.

Diese Daten werden immer folgendermaßen gewählt:

τ∞ :=

(
1 0
0 1

)
, τ0 :=

(
0 − 1

2
2 0

)
, τ 1

2
:=

(
1 − 1

2
2 0

)
;

γ∞ :=

(
1 1
0 1

)
, γ0 :=

(
1 0
−4 1

)
, γ 1

2
:=

(
−1 1
−4 3

)
;

κ∞ := κ0 := 0, κ 1
2
:=





0, 2k ≡ 0 (4)
1
4 , 2k ≡ 1 (mod 4)
1
2 , 2k ≡ 2 (mod 4)
3
4 , 2k ≡ 3 (mod 4)

.

Die Spitze a heißt regulär, falls κa = 0. Die Spitzen ∞ und 0 sind immer regulär. Die Spitze 1
2 ist nur für

2 | k regulär. Oft verwenden wir die Bezeichnung κ anstelle von κ 1
2
. Die ’slash’-Operatoren seien folgendermaßen

definiert:

f

∣∣∣∣
k

τ0 (z) := (−2iz)−k f
(
− 1

4z

)
, Atkin-Lehner Involution

f

∣∣∣∣
k

τ 1
2
(z) := (−2iz)−k f

(
− 1

4z
+

1

2

)
.

Sie erfüllen die Relationen:

f |kτ∞ (z) = f (z) ,

(f |kτ0) |kτ0 (z) = f (z) ,
((
f |kτ 1

2

)
|kτ 1

2

)
|kτ 1

2
(z) = ikf (z) .

Betrachte folgende Basisfunktionen aller Modulformen zu Γ0 (4):

9Abschnitt C.3.5
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Definition C.3.2.2.2 (Jacobi-Thetafunktionen).

θ2 (z) := q
1
4

∑

n∈Z
qn(n+1) = 2

η (4z)
2

η (2z)
,

θ3 (z) :=
∑

n∈Z
qn

2

=
η (2z)

5

η (z)
2
η (4z)

2 ,

θ4 (z) := θ3

(
z +

1

2

)
=
∑

n∈Z
(−1)n qn2

=
η (z)2

η (2z)
.

θ3 ist eine Γ0 (4)-Modulform: θ3 ∈M+
1
2

. Sei

vk (γ) :=
(( c

d

)
ε−1d

)2k
der übliche Multiplikator von θ2k3 .

Beweis. Das Verhalten der Thetafunktion θ3 ist bekannt, s. [Koblitz, Ch. III §4]. �

Hilfssatz C.3.2.2.3. Relationen der Jacobi-Thetafunktionen:

θ3 (4z) + θ2 (4z) = θ3 (z) ,

θ3 (4z)− θ2 (4z) = θ4 (z) ,

θ3 (z)
2
= E1,∞ (z) := 1 + 4

∞∑

n=1

∑

d|n

(−4
d

)
qn,

θ2 (z)
4
= 16F (z) := 16

∑

n∈N
n ungerade

σ (n) qn,

θ2 (z)
4 + θ4 (z)

4 = θ3 (z)
4 ,

Die Thetafunktionen sind Modulformen:

θ3 (z) ∈M+
1
2

; θ2 (z)
4 , θ4 (z)

4 ∈M2 (Γ0 (4))

mit folgendem Transformationsverhalten bzgl. γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0 (4):

θ2 (γz) =

( −b
a+ 2b

)
ε−1a+2b

√
cz + d θ2 (z) ,

θ3 (γz) =
( c
d

)
ε−1d
√
cz + d θ3 (z) ,

θ4 (γz) =

(
2 (d− a)− 4b+ c

a− c
2

)
ε−1a− c

2

√
cz + d θ4 (z) .

θ2

∣∣∣∣
1
2

τ0 (z) = θ4 (z) , θ2

∣∣∣∣
1
2

τ 1
2
(z) =

√
i θ4 (z) ,

θ3

∣∣∣∣
1
2

τ0 (z) = θ3 (z) , θ3

∣∣∣∣
1
2

τ 1
2
(z) = θ2 (z) ,

θ4

∣∣∣∣
1
2

τ0 (z) = θ2 (z) , θ4

∣∣∣∣
1
2

τ 1
2
(z) = θ3 (z) .
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Beweis. Aus der Theorie der Summe von vier Quadraten [Rademacher, 83] weiß man

θ3 (z)
4
= 1 + 8

∞∑

n=1

qn
∑

d|n
4∤d

d⇒ θ4 (z)
4
= 1 + 8

∞∑

n=1

(−q)n
∑

d|n
4∤d

d,

θ3 (z)
4
= θ2 (z)

4
+ θ4 (z)

4
,

d.h. θ2 (z)
4
= 16

∞∑

n=1
n ungerade

σ1 (n) q
n ∈M2 (Γ0 (4)) ist die Eisensteinreihe aus [Koblitz, III §3 Problem 10 (c)].

Sei v 1
2
(γ) =

(
c
d

)
ε−1d der Multiplikator von θ3. Entsprechend dem Hilfssatz aus [Lehner, Ch. VIII 3F] ist dann

v 1
2

(
τ 1

2
γτ−11

2

)
= v 1

2

((
∗ ∗
−4b a+ 2b

))
bzw. v 1

2

(
τ−11

2

γτ 1
2

)
= v 1

2

((
∗ ∗

2 (d− a)− 4b+ c a− c
2

))

der Multiplikator von θ2 bzw. θ4 bzgl. der konjugierten Gruppe Γ′ = Γ0 (4).
Außerdem wird das Verhalten von θ3 unter τ 1

2
benötigt10:

θ3|τ 1
2
= θ2, θ3|τ−11

2

= θ4.

�

C.3.2.3. Eisensteinreihen zur Gruppe Γ0 (4).

Satz C.3.2.3.1. [Fay, (76’)] Für halbganzes k ≥ 5
2 gibt es folgende arithmetische Γ0 (4)−Modulformen

Gk,∞ (z) = ζ (2− 2k) +

∞∑

n=1
(−1)[k]n=d(2αf)2

{
L

(
3

2
− k, (−1)[k] n

)
− 22α(k−1)−1

1−
(
d
2

)
2

1
2−k

1− 21−2k
L

(
3

2
− k, df2

)}
qn,

Gk,0 (z) =
(−1)[

k+1
2 ] 2k−

3
2

(1− 21−2k)

∞∑

n=1
(−1)[k]n=d(2αf)2

4α(k−1)
(
1−

(
d

2

)
2

1
2−k
)
L

(
3

2
− k, df2

)
qn.

Für Gewicht k ≤ 3
2 sind die Eisensteinreihen nicht-holomorph. Der nicht-holomorphe Anteil ist arithmetisch:

Gk,∞ (z) = ζ (2− 2k) +
(−1)[

k+1
2 ] 2

3
2−3kζ (3− 2k)

π (1− 21−2k)
y1−k

+

∞∑

n=1
(−1)[k]n=d(2αf)2




∑

t|2α
µ (t)

(
d
t

)

t
3
2−k

σ2k−2

(
2α

t

)
− 22α(k−1)−1

1−
(
d
2

)
2

1
2−k

1− 21−2k



L

(
3

2
− k, df2

)
qn

+

∞∑

n=1
(−1)[k]+1n=d(2αf)2




∑

t|2α
µ (t)

(
d
t

)

t
3
2−k

σ2k−2

(
2α

t

)
− 22α(k−1)−1

1−
(
d
2

)
2

1
2−k

1− 21−2k



L

(
3

2
− k, df2

)
·

· q−nΓ (1− k, 4πny)
Γ (1− k)) ,

Gk,0 (z) =
21−2k

(
1− 41−k

)
ζ (3− 2k)

π (1− 21−2k)
y1−k

+
(−1)[

k+1
2 ] 2k−

3
2

1− 21−2k

{ ∞∑

n=1
(−1)[k]n=d(2αf)2

(
1−

(
d

2

)
2

1
2−k
)
4α(k−1)L

(
3

2
− k, df2

)
qn

+
(4πy)

1−k

Γ (1− k)

∞∑

n=1
(−1)[k]+1n=d(2αf)2

(
1−

(
d

2

)
2

1
2−k
)(
|d| f2

)1−k
L

(
3

2
− k, df2

)
β 3

2−k (4πny) q
−n
}

10Definition C.3.2.2.1
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= c0y
1−k +

∞∑

n=1

cnq
n +

∑

n<0

cnq
nΓ (1− k, 4π |n| y)

und

Gk,∞|kτ 1
2
(z) := 41−k

{ ∞∑

n=0

c4(n+κ)q
n+κ +

∑

n<0

c4(n+κ)q
n+κΓ (1− k, 4π |n+ κ| y)

}
.

mit jedem vierten Koeffizienten von Gk,0 und κ = κ 1
2
.

Der nicht-holomorphe Anteil kommt von den Eisensteinreihen komplementären Gewichts:

ξ2−kG2−k,∞ =
24k−5π2k−2

(1− 23−2k) Γ (2k − 2)

{
(−1)[

k
2 ] 2

1
2−kGk,∞ (z)− (−1)[k]

(
1− 41−k

)
Gk,0 (z)

}
,

ξ2−kG2−k,0 =
24k−5π2k−2

(1− 23−2k) Γ (2k − 2)

{
(−1)[k]

(
1− 41−k

)
Gk,∞ (z)− (−1)[ k2 ] 2 1

2−kGk,0 (z)
}

Für k ∈ N ungerade, ergeben sich folgende Eisensteinreihen

Ek,∞ (z)=1− 2k

Bk,χ−4

∞∑

n=1

σk−1,χ−4 (n) q
n,

Ek,0 (z) =δk1 +
2kk∣∣Bk,χ−4

∣∣
∞∑

n=1

nk−1σ1−k,χ−4 (n) q
n.

Für k ∈ Z−, k ungerade hat man Mock-Eisensteinreihen

Ek,∞ (z)=1 +
1

L (1− k,−4)

∞∑

n=1

σk−1,χ−4 (n)

(
qn +

Γ (1− k, 4πny)
Γ (1− k) q−n

)
,

Ek,0 (z) =
|E1−k|

2k+1πk−1 (1− k)!L (1− k,−4)y
1−k

+
(−1)[ k2 ] 2k−1
L (1− k,−4)

∞∑

n=1

σ1−k,χ−4 (n)

n1−k

(
qn − Γ (1− k, 4πny)

Γ (1− k) q−n
)

und für gerades k

Ek,∞ (z)=
1

1− 2k
(
Ek (2z)− 2k Ek (4z)

)
,

Ek,0 (z) =
(−1) k

2

1− 2k
(Ek (2z)− Ek (z)) ,

Ek, 12 (z) =
(−1) k

2

1− 2k
(
Ek (z)−

(
2k + 1

)
Ek (2z) + 2k Ek (4z)

)
, holomorph für k ≥ 4.

Die Eisensteinreihe Ek, 12 (z) , 2 | k hat dieselben Fourierkoeffizienten wie Ek,0 (z), allerdings alternierend und
Ek, 12 |τ 1

2
(z) = Ek,∞ (z).

Folgerung C.3.2.3.1.1. Zusammenhang zwischen Eisensteinreihen und Thetafunktionen:

E 3
2 ,∞ (z) =

θ33 (z)

3
− 8G 3

2
(z) ,

E 3
2 ,0

(z) =
2θ33 (z)

3
+ 8G 3

2
(z) ,

G 3
2

∣∣
3
2

τ0 (z) =−G 3
2
(z)− θ33 (z)

24
,

θ33 (z) =E 3
2 ,∞ (z) + E 3

2 ,0
(z) ;

E 3
2 ,∞ (z) =1 + 2q + 4q2 − 2q4 + 8q5 + 8q6 − 8q7 + . . .+ 2

(
Q(0) + 2Q(1) + 2Q(4) + 2Q(9) + . . .

)
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mit

Q(n) =Q
(n)
k :=

{
− (4πy)1−k

Γ(2−k) , n = 0,
Γ(1−k,4πny)
n1−kΓ(1−k) q

−n, n 6= 0;

und den holomorphen Fourierkoeffizienten cn = r3 (n) /3−8H (n) , r3 (n) = 12
(
1−

(
d
2

))
H
(
−df2

)
, −n = (2αf)

2
d,

f ungerade, d ∈ D−, α = −1, 0, 1, 2 . . .. Die Q(n) sind so gewählt, dass man im nicht-holomorphen Anteil sofort

das modifizierte Eichlerintegral erkennt . . .E 3
2 ,∞ = 1 + 2q + · · ·+ 2

˜̃
θ3.

E 3
2 ,0

(z) =4q + 8q2 + 8q3 + 8q4 + 16q5 + 16q6 + 8q7 + . . .− 2
(
Q(0) + 2Q(1) + 2Q(4) + 2Q(9) + . . .

)

mit den holomorphen Fourierkoeffizienten cn,0 = 8H (n) + 2
3r3 (n),

E 3
2 ,∞ | 32 τ 1

2
(z)=q

3
4

(
4 + 4q + 12q2 + 8q3 + 12q4 + 12q5 + 16q6 + . . .

)
− 2

(
Q( 1

4 ) +Q( 9
4 ) +Q( 25

4 ) +Q( 49
4 ) + . . .

)

mit den holomorphen Fourierkoeffizienten cn, 12 = 4H (4n+ 3) + 1
3r3 (4n+ 3),

E 3
2 ,0

∣∣∣∣τ 1
2
(z) =q

3
4

(
4− 4q + 12q2 − 8q3 + 12q4 − 12q5 + 16q6 − 12q7 + . . .

)
+

+ 2
(
Q( 1

4 ) +Q( 9
4 ) +Q( 25

4 ) +Q( 49
4 ) + . . .

)

mit den holomorphen Fourierkoeffizienten (−1)n cn, 12 und

G 3
2
|τ 1

2
(z) =− q

3
4

6

(
1 + 3q + 3q2 + 6q3 + 3q4 + 9q5 + 4q6 + 9q7 + . . .

)
+

+
1

4

(
Q( 1

4 ) +Q( 9
4 ) +Q( 25

4 ) +Q( 49
4 ) + . . .

)

mit den holomorphen Fourierkoeffizienten
(−1)n − 2

24
cn, 12 .

C.3.2.4. Der Kohnen-Plus-Raum.

Hilfssatz C.3.2.4.1. Der Raum der Modulformen f ∈ M̂!
k (Γ0 (4)) ,

f (z) =
∑

n≥n0

anq
n +

∑

n≥n0

a′nΓ (1− k, 4πny) q−n

von halbganzem Gewicht k ist die direkte Summe zweier Eigenräume des Operators U4 τ0 mit den Eigenwerten

α1 = (−1)[
k+1
2 ] 2k−

1
2 und α2 = − 1

2α1. Der Eigenraum zu α1 ist der Kohnen-Plus-Raum und man kann f durch

f
∣∣pr :=

2

3α1
f
∣∣U4 τ0 +

1

3
f

in den Kohnen-Plus-Raum M̂!+
k projizieren. Dadurch ergibt sich folgende Linearkombination der Fourierentwick-

lungen um die drei Spitzen ∞, 0 und 1
2 :

f
∣∣pr (z) =

2

3





∑

n≡0∨(−1)[k] (mod 4)

anq
n +

∑

−n≡0∨(−1)[k] (mod 4)

a′nΓ (1− k, 4πny) q−n




+
α1

3

(
(f |τ0) (4z) +

(
f |τ 1

2

)
(4z)

)
.

Für Funktionen aus dem Kohnen-Plus-Raum hängen die Fourierreihen um die drei Spitzen direkt zusammen:

f |τ0 (z) =
∑

n≥n0

a4nq
n +

∑

n≥n0

a′4nΓ (1− k, 4πny) q−n,

f |τ 1
2
(z) =

∑

n≥n0

n≡(−1)[k] (mod 4)

anq
n
4 +

∑

n≥n0

−n≡(−1)[k] (mod 4)

a′nΓ (1− k, πny) q−n
4 ,
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also einmal die geraden, einmal die ungeraden Koeffizienten.11

Beweis. Ähnlich wie für holomorphe Modulformen in [Kohnen 2, Satz 2.1.3].
Über den Operator U4 τ0 vgl. [Niwa 2, Lemma 1, S.201] �

Beispiele. für den Projektionsoperator:

G 3
2

∣∣pr = G 3
2
,

θ33
∣∣pr = 0, denn M+

3
2

= ∅

und entsprechend

E 3
2 ,∞

∣∣pr = −8G 3
2
.

Definition C.3.2.4.2 (Modulformen (s = k
2 )). Sei Gk (z) := ζ (2− 2k) y−

k
2 Ek

(
z, k2

)
.

Satz C.3.2.4.3. Für k halbganz, k > 2 gibt es im Kohnen-Plus-Raum die Eisensteinreihen

Gk (z) =
∑

n∈N0

L

(
3

2
− k, (−1)[k] n

)
qn

= ζ (2− 2k) +
(−1)[ k2 ]

(
k − 3

2

)
!

2k−
3
2 π[k]

∑

n∈N
nk−1L

(
[k] , (−1)[k] n

)
qn

und für k < 2 folgende harmonische schwache Maaßformen

Gk (z) = ζ (2− 2k) +
∑

n∈N
L

(
3

2
− k, (−1)[k] n

)
qn +

(−1)[
k+1
2 ] 2

5
2−3kζ (3− 2k)

π
y1−k

+
1

Γ (1− k)
∑

n∈N
L

(
3

2
− k, (−1)k+ 1

2 n

)
Γ (1− k, 4πny) q−n

=
∑

n∈N0

L

(
3

2
− k, (−1)[k] n

)
qn

+ (−1)[
k+1
2 ] 2

7
2−5kπ2−2k

(1− 2k)!
y1−k

∑

n∈N0

L
(
[k] , (−1)k+ 1

2 n
)
β 3

2−k (4πny) q
−n.

Ihr nicht-holomorpher Anteil wird durch ξ2−k auf die holomorphen Eisensteinreihen abgebildet

ξ2−kG2−k (z) = (−1)[
k+1
2 ] 2

7
2−5kπ2−2k

(1− 2k)!
Gk (z) .

Beweis. Der Satz ergibt sich als Spezialisierung von Satz C.2.3.1 über nicht-holomorphe Eisensteinreihen
unter Berücksichtigung von

11Kohnen benutzt etwas andere Entwicklungen. Sei

f (z) =
∑

n

a (n) qn,

f |τ0 (z) =
∑

n

aτ0 (n) qn,

f |τ 1
2
(z) =

∑

n≡(−1)[k] (mod 4)

a
τ 1
2

([n
4

])
q

n
4 .

Dann ist in den Bezeichnungen von [Kohnen 3, Prop.3]

f |η(−1) (z) = (−z + 1)−k f

(
z

−z + 1

)
= 2−k

∑

n

ik−naτ0 (n) qn,

f |η( 1
2 ) (z) = (2z + 1)−k f

(
z

2z + 1

)
=

∑

n

i
2

(
n+κ 1

2

)
−k
a
τ 1
2 (n) q

n+κ 1
2 .
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(1) lim
s→−k

(s+ k) Γ (s) =
(−1)k
k!

, k ∈ N0;

(2) lim
s→−2k

ζ (s)

s+ 2k
= (−1)k (2k)! ζ (2k + 1)

22k+1π2k
, k ∈ N;

(3) lim
s→ k

2

Γ
(
s− k

2

)
ζ (4s− 1) = (−1)[k] 4kπ2k−1 (1− 2k)! ζ (2− 2k) , k − 1

2 ∈ Z−.

Der zweite Grenzwert folgt aus der Funktionalgleichung der ζ−Funktion; der dritte ergibt sich aus (1) und (2).
Verwenden der Funktionalgleichung von L (s, d), s. Anhang A.7.6.

Für die Anwendung des Operators ξ2−k s. Def. C.3.5.1. �

Für positives Gewicht sind das die bekannten [Cohen]-Eisensteinreihen.

Beispiele.

E 1
2
(z) := y−

1
4 E 1

2

(
z,

1

4

)
= θ3 (z) = 1 + 2q + 2q4 + 2q9 + . . .

G 3
2
(z) = − 1

12
+
∑

n>0

L (0,−n) qn +
1

8π
√
y
+

1

8π
√
y

∑

n∈N
β
(
4πn2y

)
q−n

2

= − 1

12
+
q3

3
+
q4

2
+ q7 + q8 + q11 +

4q12

3
+ . . .+

1

16π
√
y

∑

n∈Z
β
(
4πn2y

)
q−n

2

G 5
2
(z) =

1

120
+
∑

n∈N
L (−1, n) qn

=
1

120
− q

12
− 7q4

12
− 2q5

5
− q8 − 25q9

12
− 2q12 − 2q13 − 55q16

12
− 4q17 − . . .

G 7
2
(z) = − 1

252
+
∑

n∈N
L (−2,−n) qn

= − 1

252
− 2q3

9
− q4

2
− 16q7

7
− 3q8 − 6q11 − 74q12

9
− 16q15 − 33q16

2
− . . .

G− 1
2
(z) = ζ (3) +

8π3

45
y

3
2 +

∑

n∈N
L (2,−n) qn +

2√
π

∑

n∈N
L (2, n) Γ

(
3

2
, 4πny

)
q−n

= ζ (3) +
∑

n∈N
L (2,−n) qn

+
8π3

45
y

3
2

{
1 + 15 β2 (4πny) q

−1 + 105 β2 (16πny) q
−4 + 72 β2 (20πny) q

−5 + . . .
}

G− 3
2
(z) = ζ (5)− 128π5

945
y

5
2 +

∑

n∈N
L (3, n) qn − 8π

5
2

3

∑

n∈N

L (−2,−n)
n

5
2

Γ

(
5

2
, 4πny

)
q−n

= ζ (5) +
∑

n∈N
L (3, n) qn

+
128π5

945
y

5
2

{
−1 + 140β3 (12πny) q

−3 + 315 β3 (16πny) q
−4 + 1440 β3 (28πny) q

−7 + . . .
}

G− 5
2
(z) = ζ (7)− 512π7

4725
y

7
2 +

∑

n∈N
L (4,−n) qn +

32π
7
2

45

∑

n∈N

L (−3, n)
n

7
2

Γ

(
7

2
, 4πny

)
q−n

= ζ (7) +
∑

n∈N
L (4,−n) qn

+
512π7

4725
y

7
2

{
−1 + 7β4 (4πny) q

−1 + 847 β4 (16πny) q
−4 + 1680 β4 (20πny) q

−5 + . . .
}

G− 7
2
(z) = ζ (9) +

8192π9

93555
y

9
2 +

∑

n∈N
L (5, n) qn +

32π
9
2

315

∑

n∈N

L (−4,−n)
n

9
2

Γ

(
9

2
, 4πny

)
q−n

= ζ (9) +
∑

n∈N
L (5, n) qn
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+
8192π9

93555
y

9
2

{
1 + 396 β5 (12πny) q

−3 + 1485 β5 (16πny) q
−4 + 19008 β5 (28πny) q

−7 + . . .
}

C.3.3. Poincaréreihen. [Rademacher] hat gezeigt, dass es zu jedem Hauptteil tatsächlich eine Modulform
gibt, die in jeder Spitze diesen Hauptteil hat. Man muss dazu aber harmonische schwache Maaßformen zulassen,
das sind Modulformen, die von Maaßformen mit dem gleichen Spektralparameter wie holomorphe Modulformen
kommen. Die Rademacher-Schule, z.B. [Zuckerman] hat gezeigt, wie sich das auf Kongruenzuntergruppen Γ′

verallgemeinern lässt. Man kann (in unter Γ′) inäquivalenten Spitzen verschiedene asymptotische Entwicklungen
zulassen. Auch dann bestimmt diese Asymptotik mehr oder weniger eindeutig eine Modulform bzw. harmoni-
sche schwache Maaßform. Die Hauptbeiträge der Hardy-Ramanujan-Rademacher Kreis-Methode kommen vom
Hauptteil der Funktion.

C.3.3.1. Allgemeines.

Definition C.3.3.1.1. Es gibt nicht-holomorphe Poincaréreihen Fk,a (m, z) ∈ M !
k (Γ0 (N)) mit vorgegebenem

Hauptteil qm+κa in der Spitze a von Γ0 (N) \H:
Sei m ∈ Z, γ =

(
a b
c d

)
, γa ein Erzeugendes des Stabilisators Γa = {γ ∈ Γ0 (N) |γa = a} der Spitze a und

vk : Γ0 (N) −→ C

ein Multiplikatorsystem zur Gruppe Γ0 (N) vom Gewicht k, d.h.

|vk (γ)| = 1,

vk (γ1γ2) ((c1a2 + c2d1) z + c1b2 + d1d2)
−k

= vk (γ1) (c1γ2z + d1)
−k
vk (γ2) (c2z + d2)

−k
,

vk (γa) = e2πiκa , 0 ≤ κa < 1.

Fk,a (m, z) :=
∑

γ∈Γ∞\τ−1
a Γ0(N)

v̄k (τaγ) (cz + d)−k ϕm−κa
(γz) ,

Fk,a (0, z) := Ek,a (z) , κa 6=
1

2

mit

ϕm (z) :=

{
q−m, k ≥ 3

2 ,
γ(1−k,4πmy)

Γ(1−k) q−m, k ≤ 1
2

Literatur: [Iwaniec 3, Ch.2 Automorphic Forms in General, Ch.3 The Eisenstein and the Poincaré series],
[Lehner].
Beispiele für Poincaréreihen folgen im Abschnitt C.3.3. Die Daten für die Kongruenzuntergruppe Γ0 (4) werden in
Definition C.3.2.2.1 erläutert.
In [Lehner, Ch. IX Forms of positive and zero dimension] wurde gezeigt, dass sich die Fourierkoeffizienten mit
positivem Index eindeutig aus den Hauptteilen in den Spitzen ergeben. Der Beweis ist auch im nicht-holomorphen
Fall gültig. Die nicht-holomorphen Anteile (insofern sie in den Spitzen verschwinden) werden durch den Hauptteil
eindeutig festgelegt.

Hilfssatz C.3.3.1.2. Sei k ∈ Z, k 6= 1. Eine harmonische schwache Maaßform f ∈ Ŝk (N,χ), die in den Spitzen
verschwindet, ist eine holomorphe Spitzenform (aus Sk (N,χ)).

Beweis. Für S2−k (N,χ) 6= ∅ ist k ≤ 0, ξkf ∈ S2−k (N,χ) und es gibt ein g ∈ Ŝk (N,χ) mit ξkg ∈
S2−k (N,χ) , f − g ∈ S!

k (N,χ) ∩ Sk (N,χ) = ∅ holomorph und ohne Hauptteil, Widerspruch. Sonst ist f holo-
morph, also eine Spitzenform. �

Folgerung C.3.3.1.2.1. Eine harmonische schwache Maaßform ist durch holomorphen und nicht-holomorphen
Hauptteil eindeutig (bis auf Spitzenformen) festgelegt.

Das bedeutet, dass im Fall negativen Gewichts die Poincaréreihen eine Basis sämtlicher harmonischer schwacher
Maaßformen darstellen:
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Satz C.3.3.1.3.
Sei N ∈ N, χ ein Dirichletcharakter mod N, k ∈ 1

2Z
−
0 , f |τa (z) =

∑
n≥n0

a
(a)
n qn+κa ∈Mk (N,χ) die Fourierentwick-

lung in der Spitze a des Fundamentalbereichs Γ0 (N) \H. Dann ist

f (z) =
∑

a

∑

n>0

a
(a)
−nFk,a (−n, z) .

Für k = 0 kann man noch eine beliebige Konstante dazu addieren.

Beweis. ([Rademacher, 134.], [Niebur, Corollary zu Theorem 1], [Bruinier 1], [Bri O 5, Theorem 1.1]),
[Rhoades, Theorem 2.2]; vgl. Hilfssätze C.3.3.2.3, C.3.3.2.5, C.3.3.3.2 und C.3.3.5.3 �

Bemerkung. Die Poincaréreihen Fk (m, z) sind i.a. harmonische schwache Maaßformen. Linearkombinationen
sind schwach-holomorph, falls eine schwach-holomorphe Modulform mit gegebenem Hauptteil existiert, z.B.

G 15
2
(z)

∆ (4z)
= F− 9

2
(4, z) + 56F− 9

2
(1, z) =

1

q4
+

56

q
+ 390 + 15360q3 + 42264q4 + 615240q7 + 1379920q8 + . . . .

d.h. wegen S 13
2
=
〈

1
128θ3θ

4
2θ

4
4

(
7θ43 + θ44

)〉
=
〈
1q − 56q4 + 120q5 − 240q8 + 9q9 + . . .

〉
.

Folgerung C.3.3.1.3.1. Sei k ≤ 0. Jeder holomorphe und nicht-holomorphe Hauptteil in jeder Spitze ist in
M!
k (N,χ) realisierbar.

Für positives Gewicht k > 1 ist das etwas komplizierter: Produkte von harmonischen schwachen Maaßformen sind
i.a. keine Eigenfunktionen des Laplaceoperators wie das Beispiel j (z) j (z) zeigt. Der Operator Θ steht auch nicht
mehr zur Verfügung. Nur ξk sorgt dafür, dass der nicht-holomorphe Anteil wieder modifiziertes Eichlerintegral
einer Modulform ∈M !

2−k ist. Wegen der Exaktheit von (C.3.6.2) existieren diese Formen:

Formen vom Gewicht 3
2 und 2 sind z.B. die EisensteinreihenG 3

2
und E2. Mock-Modulformen von positivem Gewicht

k, falls Sk = ∅ wurden in [Bruggeman 2, (19.5)] als Ableitungen der Poincaréreihen
∑

M∈Γ∞\Γ
(cz + d)

−k
ϕm,s (Mz)

nach dem Spektralparameter an der Stelle s = k
2 gegeben,

ϕm,s (z) :=
(4πmy)

− k
2

Γ (2s)
M− k

2 ,s− 1
2
(4πmy) e (−mx) , m > 0,Re s >

1

2
.

In [Bri Dia Ra] wird erklärt, wie man die Urbilder unter ξ2−k von beliebigen holomorphen Modulformen negativen
Gewichts konstruiert.

Die Poincaréreihen selbst erzeugen genau die Räume schwach-holomorphen Modulformen M !
k, ([Br On Rh, Pro-

position 6.1]). Die Konvergenz der Poincaréreihen ist für k ≥ 2 und k ≤ 0 gewährleistet. Es mag irgendwo in der
Literatur Beweise für die übrigen Gewichte 1

2 ≤ k ≤ 3
2 geben. Computerberechnungen ergeben Konvergenz.

Beispiele. (Der Kohnen-Plus-Raum)
Die Dualität von Eisensteinreihen der halbganzen Gewichte k und 2 − k im Kohnen-Plus-Raum sieht folgen-

dermaßen aus (vgl. Abschnitt 4.2 im ganzzahligen Fall):
Die holomorphen Anteile der Γ0 (4)-Eisensteinreihen negativen halbganzen Gewichts k im Kohnen-Plus-Raum
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∞∑
n=0

L
(

3
2 − k, (−1)

[k]
n
)
qn sind Mock-Modulformen aus M+

k .

G 5
2
(z) =

1

120
− 1

2π2

∞∑

n=1

n
3
2L (2, n) qn =

1

120
+

∞∑

n=1

L (−1, n) qn

G− 1
2
(z)= ζ (3) +

8π3

45
y

3
2 +

∞∑

n=1

L (2,−n) qn − 4π
3
2

∞∑

n=1

L (−1, n) Γ
(
3
2 , 4πny

)

n
3
2

q−n

G 7
2
(z) =− 1

252
+

∞∑

n=1

L (−2,−n) qn

G− 3
2
(z)= ζ (5)− 128π5

945
y

5
2 +

∞∑

n=1

L (3, n) qn − 8π
5
2

3

∞∑

n=1

L (−2,−n) Γ
(
5
2 , 4πny

)

n
5
2

q−n

G 9
2
(z) =

1

240
+

∞∑

n=1

L (−3, n) qn

G− 5
2
(z)= ζ (7)− 512π7

4725
y

7
2 +

∞∑

n=1

L (4,−n) qn +
32π

7
2

45

∞∑

n=1

L (−3, n) Γ
(
7
2 , 4πny

)

n
7
2

q−n

Bei den Eisensteinreihen zu negativem Gewicht sieht man wieder einen Teil, der ähnlich wie das Eichlerintegral

(−1)[ k2 ] 2k− 3
2π[k]

(
k − 3

2

)
!

G̃k (z)

aussieht, aber andere Summationsindizes hat und die nichtarithmetischen Werte der Dirichletschen L-Reihen
enthält und das modifizierte Eichlerintegral mit den rationalen Koeffizienten von Gk+ 1

2
(z)

(−1)[ k2 ] 2k− 3
2 π[k]

(
k − 3

2

)
!

˜̃
Gk (z) .

Die Koeffizienten des Eichlerintegrals G̃k liegen für halbganzes Gewicht k nicht mehr im Kohnen-Plus-Raum, da
die Plus-Bedingung für [2− k] anders aussieht als für [k].

Hilfssatz C.3.3.1.4. Sei k ∈ Z−,m ∈ N und 〈f1, f2, . . . , fn〉 eine Basis von S2−k, bestehend aus Hecke-Eigenformen

fn (z) =
∞∑
m=1

cnmq
m. Dann ist der nicht-holomorphe Anteil der Poincaréreihe Fk (m, z)

F−k (m, z) = µ1c̄1m
˜̃
f1 + µ2c̄2m

˜̃
f2 + . . .+ µnc̄1n

˜̃
fn

mit

µr = −
Γ (1− k)

(4π)
1−k ‖fr‖2

.

Beweis. vgl. [Iwaniec 3, (3.29)]
Nach Lemma C.3.5.4 ist

ξkFk (m, z) =
(4πm)

1−k

Γ (1− k) P2−k (m, z)

bzw.

F−k (m, z) = −m1−k ˜̃P 2−k (m, z) .

Da

P2−k (m, z) =
n∑

r=1

〈fr, P2−k (m, ·)〉
〈fr, fr〉

fr (z)

die Koordinatendarstellung von P2−k (m, z) in dem Orthogonalsystem12 〈fr〉 ist, folgt mit Gleichung (C.3.3.2.1)
die Behauptung. �

12Nach [Ogg 1, Proposition 12] sind Hecke-Eigenformen orthogonal.
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Folgerung C.3.3.1.4.1 ([Ono 2]). [Lehmer]’s Vermutung

∀n ∈ N : τ (n) 6= 0

trifft zu, falls F−10 (n, z) immer einen nicht-holomorphen Anteil hat bzw. falls P12 (n, z) 6= 0.

C.3.3.2. Gruppe SL2 (Z).

Definition C.3.3.2.1. Für k ∈ 2N, k ≥ 12,m ∈ N sei Pk (m, z) :=
∑

γ∈Γ∞\Γ
qm|kγ (z)

Diese holomorphen Poincaréreihen wurden von [Petersson 1] als 1
2G−k (z,1, Id,Γ,m) eingeführt und berechnet.

Sie haben folgende Eigenschaft:

〈f, Pk (m, ·)〉 =
Γ (k − 1)

(4πm)
k−1 cm für f (z) =

∑

n

cnq
n ∈ Sk,(C.3.3.2.1)

dabei ist 〈 , 〉 das Standardskalarprodukt und f eine Spitzenform.

Definition C.3.3.2.2. [Hejhal 1, Ch.VI Prop.8.2], [Fay], [Bruinier 2, (4.1)]
Sei k ∈ 2Z r {2} ,m ∈ Z:

Fk (m, z) :=
∑

γ∈Γ∞\Γ
(ϕm|kγ) (z) ,

ϕm (z) :=




q−m, k ≥ 4,
γ (1− k, 4πmy)

Γ (1− k) q−m, k ≤ 0;

K (m,n; c) :=
∑

v (mod c)
ggT(v,c)=1

e

(
mv̄ + nv

c

)
, v̄ ∈ N mit vv̄ ≡ 1 (mod c).

Hilfssatz C.3.3.2.3. Für k ∈ 2N, k ≥ 12,m ∈ N ist

Pk (m, z) = qm + 2π (−1) k
2

∞∑

n=1

( n
m

) k−1
2
∞∑

c=1

K (m,n; c)

c
Jk−1

(
4π

c

√
mn

)
qn.

Die Pk (m, z) ,m ∈ N spannen den Raum der Spitzenformen Sk auf.

Beweis. [Iwaniec 3, Fourier expansion of Poincaréseries (3.19)]. �

Hilfssatz C.3.3.2.4. K (m,n; c) = K (−m,−n; c) = K (n,m; c) ∈ R.

Die Fourierreihe von Fk konvergiert für alle geraden k und auch für k = 2:

Hilfssatz C.3.3.2.5. Sei k ∈ 2Z,m ∈ N.
Für k ∈ 2N0 ist die Poincaréreihe Fk (m, z) schwach-holomorph mit Fourierreihe

Fk (m, z) =q
−m + 2π (−1)k

2

∞∑

n=1

( n
m

) k−1
2
∞∑

c=1

K (−m,n; c)
c

Ik−1

(
4π

c

√
mn

)
qn ∈M !

k.

Für k ∈ 2Z− ist

Fk (m, z):=q
−m +

2 (2− k)σ1−k (m)

B2−k
+ 2π (−1)k

2

∞∑

n=1

( n
m

)k−1
2
∞∑

c=1

K (−m,n; c)
c

I1−k

(
4π

c

√
mn

)
qn

+
∞∑

n=1

{
− δm,n + 2π (−1) k

2

( n
m

) k−1
2
∞∑

c=1

K (−m,−n; c)
c

J1−k

(
4π

c

√
mn

)}
Γ (1− k, 4πny)

Γ (1− k) q−n

eine i.a. harmonische schwache Maaßform. Falls k ≥ −8∨ k = −12 ist Fk (m, z) = q−m+O (1) ∈M !
k holomorph.

Die Fk (m, z) ,m ∈ N spannen zusammen mit Mk den Raum Ŝk auf.

Beweis. [Bruinier 2, (4.2)], [Lehner, Ch. VIII, IX], [Niebur, §2 Cor.], [Bri O 3, (4.3)] �
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Beispiele.
Ich verwende folgendes Symbol für nicht-holomorphe Fourierkoeffizienten

Q(n) = Q
(n)
k :=

{
− (4πy)1−k

Γ(2−k) , n = 0
Γ(1−k,4πny)
n1−kΓ(1−k) q

−n, n 6= 0

mit folgenden Eigenschaften:

ξk

(
cQ

(n)
k

)
= −c̄ (4π)

1−k

Γ (1− k)q
n, q = e2πiz,

˜̃c qn :=
(−2πi)1−k
Γ (1− k)

∞∫

−z̄

c qn (τ + z)
−k dτ = cQ

(n)
k .

(nicht-holomorphe Poincaréreihen)

E−10 (z) = 1 +
1

ζ (11)

(
q +

2049

2048
q2 +

177148

177147
q3 + . . .

−B12

24
Q

(0)
−10 +Q

(1)
−10 + 2049Q

(2)
−10 + 177148Q(3)+

)

F−10 (1, z) =
1

q
+

24

B12
− 1842, 89q− 23274, 08q2 − 225028, 76q3 + . . .

− 10!

(4π)
11 ‖∆‖2

(
Q(1) − 24Q(2) + 252Q(3) + . . .

)

F−10 (2, z) =
1

q2
+

24σ11 (2)

B12
− 47665306, 53q− 3687806578, 19q2+ . . .

+
24 · 10!

(4π)
11 ‖∆‖2

(
Q(1) − 24Q(2) + 252Q(3) + . . .

)

F−10 (3, z) =
1

q3
+

24σ11 (3)

B12
− 39863169531, 47q− 13646324629099, 01q2+ . . .

− 252 · 10!
(4π)11 ‖∆‖2

(
Q(1) − 24Q(2) + 252Q(3) + . . .

)

E−14 (z) = 1 +
1

ζ (15)

(
q +

32769

32768
q2 +

14348908

14348907
q3 + . . .

−B16

32
Q(0) +Q(1) + 32769Q(2) + 14348908Q(3) + . . .

)

F−14 (1, z) =
1

q
+

32

B16
− 45, 67q− 366, 47q2 − 2493, 45q3 + . . .

− 14!

(4π)
15 ‖∆E4‖2

(
Q(1) + 216Q(2) − 3348Q(3) + . . .

)

F−14 (2, z) =
1

q2
+

32σ15 (2)

B16
− 12008361, 57q− 490110472, 68q2+ . . .

− 216 · 14!
(4π)

15 ‖∆E4‖2
(
Q(1) + 216Q(2) − 3348Q(3) + . . .

)

F−14 (3, z) =
1

q3
+

32σ15 (3)

B16
− 35778227645, 69q− 5804859606863, 46q2+ . . .

+
3348 · 14!

(4π)
15 ‖∆E4‖2

(
Q(1) + 216Q(2) − 3348Q(3) + . . .

)

ist das in [Iwaniec 3, Ch. 3, The Eisenstein and the Poincaré Series] zu finden. Die Funktion Linearkombination
der Poincaréreihen Fk,a (m, z) ,m > 0.
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C.3.3.3. Gruppe Γ0 (N).

Die Situation ist eine naheliegende Verallgemeinerung des vorigen Abschnitts. In [Rademacher] wird mit Hilfe der
Hardy-Ramanujan Kreismethode gezeigt, wie man schwach-holomorphe Modulformen mit vorgegebenem Hauptteil
in der Spitze ∞ realisiert. Das wurde durch die Rademacher-Schule, z.B. [Zuckerman] auf beliebige Kongruenz-
untergruppen verallgemeinert. [Lehner, Ch. IX] liefert eine übersichtliche Zusammenfassung der Ergebnisse. Für
negatives Gewicht k sind die Funktionen eindeutig bestimmt. Tatsächlich konvergieren diese Fourierreihen aber
für (fast) jedes Gewicht. Für positives Gewicht k > 2 kann man dasselbe durch Konstruktion von Poincaréreihen
erreichen. Diese Idee geht auf [Petersson 1] zurück. Tatsächlich liefern beide Ansätze sowohl für positives als
auch negatives Gewicht dasselbe Ergebnis.

Definition C.3.3.3.1. Der Fundamentalbereich Γ0 (N) \H hat
∑
t|N

ϕ
(
ggT

(
t, Nt

))
Spitzen. Wir beschäftigen uns

hier mit den regulären Spitzen ∞, 0 und p
N , falls p ‖ N . Ihr Stabilisator Γ∞,Γ0 bzw. Γ p

N
wird erzeugt durch γ∞ =

( 1 1
0 1 ) , γ0 =

(
1 0
−N 1

)
bzw. γ p

N
=
(

1−N p

−N2

p N+1

)
und die Skalierungsmatrizen13 sind τ∞ = ( 1 0

0 1 ) , τ0 =
(

0 − 1√
N√

N 0

)
und

τ p
N

= 1√
p

(
p −b
N pa

)
mit p2a+ bN = p, d.h.

τa∞ = a, τ−1a γaτa =

(
1 1
0 1

)
.

Für die Gruppen Γ0 (N) definieren wir wie üblich14

f |τ0 (z) :=
(√

Nz
)−k

f

(
− 1

Nz

)
.

Sei N ∈ N, p ‖ N prim, k ∈ 2Z,m ∈ Z; a, b ∈ {∞, 0}:

K (m,n; c) :=

c∑

d=1
ggT(c,d)=1

ad≡1 (mod c)

e

(
am+ dn

c

)
, Kloostermansumme

K ′ (m,n; c) := K
(m
N

(mod c), n; c
)
,

K ′′ (m,n; c) := K

(
m

p
(mod

Nc

p
), n;

Nc

p

)
, p ∤ c

P
(N)
ka (m, ·) |kτb (z) :=

∑

M=
(
a b
c d

)
∈Γ∞\τ−1

a Γ0(N)τb

(cz + d)
−k
ϕ−m (Mz) für k > 0,

E
(N)
ka |kτb (z) :=

∑

M=
(
a b
c d

)
∈Γ∞\τ−1

a Γ0(N)τb

(cz + d)
−k für k ∈ 2N,

F
(N)
ka (m, ·) |kτb (z) :=

∑

M=
(
a b
c d

)
∈Γ∞\τ−1

a Γ0(N)τb

(cz + d)
−k
ϕm (Mz) für k ∈ Z,

ϕm wie in Definition C.3.3.2.2.

13Def.: τκ∞ = κ, τ−1
κ γκτκ =

(
1 1
0 1

)
, Γκ = {γ ∈ Γ0 (N) | γκ = κ} = 〈γκ〉

14ohne die Drehfaktoren wie bei Γ0 (4)
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Hilfssatz C.3.3.3.2. Für N ∈ N, p ‖ N prim, k ∈ 2N,m ∈ N ist

P
(N)
k,∞ (m, z) = P

(N)
k,0 (m, ·) |kτ0 (z) = q

m + (−1)
k
2 2π

∞∑

n=1

(
n

m

) k−1
2

q
n
∑

c>0
N|c

K (m,n; c)

c
Jk−1

(
4π

c

√
mn

)
,

P
(N)
k,0 (m, z) = P

(N)
k,∞ (m, ·) |kτ0 (z) = (−1)

k
2

2π√
N

∞∑

n=1

( n

m

)k−1
2

q
n

∑

c>0
ggT(N,c)=1

K′ (m,n; c)

c
Jk−1

(
4π

c

√
mn

N

)
,

P
(N)

k, p
N

(m, z) = (−1)
k
2
2π

√
p

N

∞∑

n=1

( n

m

)k−1
2

q
n
∑

c>0
p∤c

K′′ (m,n; c)

c
Jk−1

(
4π

Nc

√
pmn

)
,

F
(N)
k,∞ (m, z) = q

−m + (−1)
k
2 2π

∞∑

n=1

( n

m

)k−1
2

q
n
∑

c>0
N|c

K (−m,n; c)

c
Ik−1

(
4π

c

√
mn

)
,

F
(N)
k,0 (m, z) = F

(N)
k,∞ (m, ·) |kτ0 (z) = (−1)

k
2

2π√
N

∞∑

n=1

( n

m

)k−1
2

q
n

∑

c>0
ggT(N,c)=1

K′ (−m,n; c)

c
Ik−1

(
4π

c

√
mn

N

)
,

F
(N)

k, p
N

(m, z) = (−1)
k
2
2π

√
p

N

∞∑

n=1

(
n

m

)k−1
2

q
n
∑

c>0
p∤c

K′′ (m,n; c)

c
Ik−1

(
4π

Nc

√
pmn

)
.

Falls Sk (Γ0 (N)) = ∅, sind die P (N)
k,a (m, z) ≡ 0, ähnlich für die F (N)

k,a (m, z) . Eisensteinreihen und Poincaréreihen
lassen sich genauso für negatives Gewicht definieren. Für die Gruppe Γ0 (p) hat man

(
k ∈ 2Z−0

)

F
(p)
k,∞ (m, z) = F

(p)
k,0 (m, ·) |kτ0 (z) = q−m +

2 (2− k)
(
σ1−k (m)− p2−kσ1−k

(
m
p

))

(1− p2−k)B2−k

+(−1) k
2 2π

∞∑

n=1

( n
m

)k−1
2

qn
∑

c>0
p|c

K (−m,n; c)
c

I1−k

(
4π

c

√
mn

)

+

∞∑

n=1




−δm,n + (−1)k

2 2π
( n
m

) k−1
2
∑

c>0
p|c

K (−m,−n; c)
c

J1−k

(
4π

c

√
mn

)




Γ (1− k, 4πny)
Γ (1− k) q−n,

F
(p)
k,0 (m, z) = F

(p)
k,∞ (m, ·) |kτ0 (z) = (−1)k

2
m1−k

(1− k)!

(
2π√
p

)2−k ∞∑

c=1
p∤c

∑
d|(c,m)

dµ
(
c
d

)

c2−k

+(−1) k
2
2π√
p

∞∑

n=1

( n
m

)k−1
2

qn
∑

c>0
p∤c

K ′ (−m,n; c)
c

I1−k

(
4π

c

√
mn

p

)

+(−1) k
2
2π√
p

∞∑

n=1

( n
m

)k−1
2
∑

c>0
p∤c

K ′ (−m,−n; c)
c

J1−k

(
4π

c

√
mn

p

)
Γ (1− k, 4πny)

Γ (1− k) q−n.

Für k = 0 verschwinden die nicht-holomorphen Fourierkoeffizienten.

Beweis. [Iwaniec 3, Fourier expansion of Poincaré series+example], [Iwaniec 3, 2.5. Double coset decom-
position+example], [Iwaniec 3, Kloosterman sums for congruence groups]. Es gibt folgende Doppelnebenklassen
zu Γ0 (N) :
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a\b ∞

∞ Γ0 (N)

0




√
NZ 1√

N
Z

√
NZ

√
NZ




p
N




√
pZ 1√

pZ

N√
pZ

√
pZ




Die Kloostermansumme zur Spitze p
N ist für p ∤ c :

K ′′ (m,n; c) := Sk, p
N ,∞

(
m,n,

N√
p
c

)
=

Nc
p∑

d=1
ggT(d,Nc

p )=1

adp≡1 (mod Nc
p )

e

(
ma
√
p+ nd

√
p

N√
p c

)
= Sk,∞,∞

(
m

p
(mod

Nc

p
), n;

Nc

p

)
.

�

C.3.3.4. Kloostermansummen zu Γ0 (4).

Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihen und Poincaréreihe zu Γ0 (4) braucht man verallge-
meinerte Kloostermansummen, vgl. [Iwaniec 3, 2.5 Double coset decomposition Prop. 2.7, 3.2 Fourier expansion
of Poincaré series]:

Definition C.3.3.4.1. Kloostermansummen regeln den Beitrag des Multiplikators in den jeweiligen Spitzen:

Sk,a,b (m,n; c) :=
∑

γ=
(
a b
c d

)
∈Γ∞\τ−1

a
Γ0(4) τb/Γ∞

v̄k
(
τaγτ

−1
b

)
e

(
ma+ nd

c

)

=
∑

c,d∈R
0≤d<c(

a′ b′

c′ d′

)
=τa

(
a b
c d

)
τ−1
b
∈Γ0(4)

−c≤a<0

(( c′
d′

)
εd′
)2k

e

(
ma+ nd

c

)
,

z.B.

Sk,∞,∞ (m,n; c) = Sk,0,0 (m,n; c) =

c∑

d=1
ggT(d,c)=1,

ad≡1 (mod c)

(( c
d

)
εd

)2k
e

(
ma+ nd

c

)
, 4 | c

Sk, 12 ,
1
2
(m,n; c) =

c∑

d=1
ggT(d,c)=1
−c≤a<0(
a b
c d

)
∈Γ0(4)

(( −b
a+ 2b

)
εa+2b

)2k

e

(
ma+ nd

c

)
, 4 | c

Sk, 12 ,∞ (m,n; 2c) =
2c∑

d=1
ggT(d,2c)=1
−c≤a<0(

2a−c b−d
2

4a b

)
∈Γ0(4)

((a
b

)
εb

)2k
e

(
ma+ nd/2

c

)
, 2 ∤ c
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mit

εd :=

{
1, d ≡ 1 (mod 4),

i, d ≡ 3 (mod 4),
δungerade,c :=

{
1, c ist ungerade

0, sonst
;

δ�,m :=





1
2 , m = 0

1, m ist Quadratzahl > 0

0, sonst

, δ2△,m :=





1
2 , m = 0

1, m = n (n+ 1) für ein n ∈ N

0, sonst

, etc.

Zur Berechnung der Γ0 (4)-Kloostermansummen betrachte die Tabelle der Γ0 (4)-Matrizen τa
(
a b
c d

)
τ−1b :

a\b ∞ 0 1
2

∞
(
a b
c d

) (
−2b a

2

−2d c
2

) (
−2b a

2+b
−2d c

2+d

)

0
(
− c

2
− d

2

2a 2b

) (
d − c

4

−4b a

) (
d − c

4− d
2

−4b a+2b

)

1
2

(
a− c

2 b− d
2

2a 2b

) (
−2b+d a

2− c
4

−4b a

) (
−2b+d b− c

4+
a−d
2

−4b a+2b

)

Die Summation in den Kloostermansummen geht immer über Paare natürlicher Zahlen c, d mit 0 < d ≤ c.
Man braucht eventuell a, b ∈ 1

2Z, so dass ad − bc = 1,−c ≤ a < 0. Es gibt folgende weitere Einschränkungen

a\b ∞ 0 1
2

∞
4 | c, ggT (c, d) = 1, 2 ∤ d

ad ≡ 1 (mod c)

c ≡ 2 (mod 4), ggT
(
c
2
, d
)
= 1, 2 | d

ad ≡ 1 (mod c
2
), 2 | a

c ≡ 2 (mod 4), ggT
(
c
2
, d
)
= 1, 2 | d

ad ≡ 1 (mod c
2
), 2 ∤ a

0
c ≡ 2 (mod 4), ggT

(
c
2
, d
)
= 1, 2 | d

ad ≡ 1 (mod c
2
), 2 | a

4 | c, ggT (c, d) = 1, 2 ∤ d

ad ≡ 1 (mod c)

c ≡ 2 (mod 4), ggT (c, d) = 1, 2 ∤ d

ad ≡ 1 (mod c)

1
2

c ≡ 2 (mod 4), ggT (c, d) = 1, 2 ∤ d

ad ≡ 1 (mod c
2
), 2 | a

c ≡ 2 (mod 4), ggT (c, d) = 1, 2 ∤ d

ad ≡ 1 (mod c)

4 | c, ggT (c, d) = 1, 2 ∤ d

ad ≡ 1 (mod c)

Die Matrizen
(
a b
c d

)
∈ τ−1a Γ0 (4) τb haben für die verschiedenen Spitzen folgende allgemeine Form:

a\b ∞ 0 1
2

∞
(

2Z−+1 Z−

4N 2N0+1

) (
2Z− Z−+ 1

2

4N0+2 2N

) (
2Z−+1 Z−+ 1

2

4N0+2 2N

)

0
(

2Z− Z−+ 1
2

4N0+2 2N

) (
2Z−+1 Z−

4N 2N0+1

) (
2Z−+1 Z−

4N0+2 2N0+1

)

1
2

(
2Z− Z−+ 1

2

4N0+2 2N0+1

) (
2Z−+1 Z−

4N0+2 2N0+1

) (
2Z−+1 Z−

4N 2N0+1

)

Die vielfältigen Relationen der Poincaréreihen untereinander spiegeln die zahlreichen Symmetrien der Klooster-
mansummen wieder.

Hilfssatz C.3.3.4.2 (Eigenschaften von Kloostermansummen).
Sei k ∈ 1

2Z, c ∈ N,m, n ∈ Z, κ = κ (k). Dann gibt es folgende Symmetrien der verschiedenen Spitzen:

Sk,∞,∞ (m,n; c) =Sk,0,0 (m,n; c) , 4 | c
Sk,∞,0 (m,n; c) =i2kSk,0,∞ (m,n; c) , c ≡ 2 (mod 4)(C.3.3.4.1)

Sk,∞, 12

(
m,n+ κ 1

2
; c
)

=i
−2

(
n+κ 1

2

)

Sk,0, 12

(
m,n+ κ 1

2
; c
)
, c ≡ 2 (mod 4)

Sk, 12 ,∞

(
m+ κ 1

2
, n; c

)
=i
−2

(
m+3κ 1

2

)

Sk, 12 ,0

(
m+ κ 1

2
, n; c

)
, c ≡ 2 (mod 4)

Sk,∞,∞ (m, 4n; 2c) = (−1)[
m+3k−1

2 ] ik
√
2Sk,∞,0 (m,n; c) , c ≡ 2 (mod 4), k /∈ Z(C.3.3.4.2)

Sk,∞,∞
(
m, 4

(
n+ κ 1

2

)
; 2c
)
=(−1)[

m+3k−1
2 ] ik

√
2Sk,∞, 12

(
m,n+ κ 1

2
; c
)
, c ≡ 2 (mod 4), k /∈ Z(C.3.3.4.3)
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Sk,∞,∞ (0, n; 2c) =2i

(−4
n

)
Sk,∞,0 (0, n; c) , k ungerade, c ≡ 2 (mod 4)

Sk,∞, 12

(
0, n+ κ 1

2
; c
)

=Sk,∞,0
(
0, 4

(
n+ κ 1

2

)
; c
)
, c ≡ 2 (mod 4)(C.3.3.4.4)

Sk,∞, 12

(
m,n+ κ 1

2
; c
)

=
1

4
i
−2

(
n+κ 1

2

)

Sk,∞,∞
(
4m, 4

(
n+ κ 1

2

)
; 4c
)
, c ≡ 2 (mod 4)

Sk,0, 12

(
m,n+ κ 1

2
; c
)

=
1

4
Sk,∞,∞

(
4m, 4

(
n+ κ 1

2

)
; 4c
)
, c ≡ 2 (mod 4)

Sk, 12 ,∞

(
m+ κ 1

2
, n; c

)
=
1

4
i
−2

(
m+3κ 1

2

)

Sk,∞,∞
(
4
(
m+ κ 1

2

)
, 4n; 4c

)
, c ≡ 2 (mod 4)

Sk, 12 ,0

(
m+ κ 1

2
, n; c

)
=
1

4
Sk,∞,∞

(
4
(
m+ κ 1

2

)
, 4n; 4c

)
, c ≡ 2 (mod 4)

Sk, 12 ,
1
2

(
m+ κ 1

2
, n+ κ 1

2
; c
)
=
1

4
Sk,∞,∞

(
4
(
m+ κ 1

2

)
, 4
(
n+ κ 1

2

)
; 4c
)
, 4 | c

vertauschen von m und n:

Sk,∞,∞ (m,n; c)=Sk,∞,∞ (n,m; c) , 4 | c
Sk,∞,0 (m,n; c) =Sk,∞,0 (n,m; c) , c ≡ 2 (mod 4)

Sk,0,∞ (m,n; c) =Sk,0,∞ (n,m; c) , c ≡ 2 (mod 4)

Sk,0,0 (m,n; c) =Sk,0,0 (n,m; c) , 4 | c

Sk, 12 ,
1
2

(
m+ κ 1

2
, n+ κ 1

2
; c
)
= Sk, 12 ,

1
2

(
n+ κ 1

2
,m+ κ 1

2
; c
)
, 4 | c(C.3.3.4.5)

komplementäres Gewicht:

Sk,a,b (m+ κa (k) , n+ κb (k) ; c) = S2−k,a,b (−m− κa (k) ,−n− κb (k) ; c)
Sk,a,b (m+ κa (k) , n+ κb (k) ; c) = dabS2−k,a,b (−m− κa (k) ,−n− κb (k) ; c)

mit

dkab =





1, a =∞, b 6=∞
(−1)2k , a 6=∞, b =∞
i2k, sonst

; beachte κa (k) = 1− κa (2− k) für a =
1

2
∧ 2 ∤ k

Saliésumme:

Sa (n, d) :=
∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

cos
πnb

a
=

1− i
4
√
a

∑

t|ggT(a,n)

(
1 + δungerade, a

t

)√
t Sk+ 1

2 ,∞,∞

(
n2

t2
, d;

4a

t

)
,(C.3.3.4.6)

falls a, k, n, d ∈ N, 2 | k, d ≡ 0, 1 (mod 4), dabei ist δungerade,n :=

{
1, n ungerade,

0, sonst.

Hilfssatz C.3.3.4.3. Sei (−1)[k] n = d (2αf)
2
, d ∈ D, f ungerade,Re t ≫ 1, σk,χ (n) = σk,χ (−n) :=

∑
t|n
χ (t) tk.

Die Dirichletreihen der Kloostermansummen sind für halbganzes k:

∑

c>0
4|c

Sk,∞,∞ (0, n; c)

ct
=





(1+i2k)
(
1−( d

2 )2
1
2
−t

)
cn(t,k)L(t− 1

2
,df2)

(1−21−2t) ζ(2t−1) , n 6= 0,

(1+i2k)ζ(2t−2)
4t(1−21−2t) ζ(2t−1) , n = 0.
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mit

cn (t, k) =





−2−2t, (−1)[k] n ≡ 2 ∨ 3 (mod 4)

2−2t +
(
2
n

)
2

3
2−3t, (−1)[k] n ≡ 1 (mod 4)

2−2t + 22−2tcn/4 (t, k) , 4 | n
,

.

∑

c>0
c≡2 (mod 4)

Sk,∞,0 (0, n; c)

ct
=





(
1−( d

2 )2
1
2
−t

)
L(t− 1

2 ,df
2)

2t(1−21−2t) ζ(2t−1) , n 6= 0,

(1−22−2t) ζ(2t−2)
2t(1−21−2t) ζ(2t−1) , n = 0

, k − 1

2
∈ Z,

und für k ∈ 1
2Z

∑

c>0
c≡2 (mod 4)

Sk,∞, 12

(
0, n+ κ 1

2
; c
)

ct
=

∑

c>0
c≡2 (mod 4)

Sk,∞,0
(
0, 4

(
n+ κ 1

2

)
; c
)

ct
koeffizientenweise,

Die Kloostermansummen zur Spitze ∞ ergeben sich für ungerades k zu

∑

c∈4N

Sk,∞,∞ (0, n; c)

ct
=

{
0, n = 0
sign(n)i·σt−1,χ−4

(n)

22t−1|n|t−1L(t,−4) , n 6= 0

Für gerades k ist

∑

c∈4N

Sk,∞,∞ (0, n; c)

ct
=





21−2tζ(t−1)
(1−2−t)ζ(t) , n = 0

0, n ≡ 1 (mod 2)(
1− 2α(t−1)

2t−1

)
σt−1( n

2α )
(1−2t−1)|n|t−1ζ(t)

, 2α ‖ n, α ∈ N

Für ganzes Gewicht k ∈ Z ist

∑

c>0
c≡2 (mod 4)

Sk,∞,0 (0, n; c)

ct
=





L(t−1,χk
−4)

2tL(t,χk
−4)

, n = 0

σ
1−t,χk

−4
(n)

2tL(t,χk
−4)

, n 6= 0

mit

L
(
t, χk−4

)
=

{
(1− 2−t) ζ (t) , 2 | k
L (t,−4) , k ungerade

Für gerades Gewicht k ∈ 2Z ist

∑

c>0
c≡2 (mod 4)

Sk, 12 ,∞ (0, n; c)

ct
=





(1−21−t) ζ(t−1)
(2t−1) ζ(t) , n = 0

(−1)nσ1−t( n
2α )

(2t−1) ζ(t) , n 6= 0, 2α ‖ n
,

∑

c>0
4|c

Sk, 12 ,
1
2
(0, n; c)

ct
=





ζ(t−1)
2t−1(2t−1) ζ(t) , n = 0

0, n ungerade
(1+2α(1−t)(1−2t))σ1−t( n

2α )
(2t−1)(2t−1−1) ζ(t) , n 6= 0, 2α ‖ n, α > 0

;

vgl. Hilfssatz C.3.3.4.2 für die übrigen Spitzen.

Die Beweise sind Standard. Gleichung (C.3.3.4.6) ist [Kohnen 3, Prop. 5] mit D = 1 bzw. [Bri O 3, Prop. 3.2].
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C.3.3.5. Poincarëreihen zur Gruppe Γ0 (4). .

Für das Gewicht k nehmen wir an: k ∈ 1
2Z. Für die regulären Spitzen ∞ und 0 ist das in [Iwaniec 3, Ch. 3, The

Eisenstein and the Poincaré Series] zu finden. Die Funktion

Fk,∞ (m, z) :=
∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

q−m|kγ (z) ∈M !
k (Γ0 (4)) , k > 1

hat den Hauptteil q−m in der Fourierentwicklung um ∞. Nach [Lehner, Ch. VIII 3F] kann man dasselbe für die
Spitze a = 0 ∨ 1

2 durch die Poincaréreihe

Fk,a (m, z) = i3k
∑

γ∈Γ∞\τ−1
a Γ0(4)

v̄k (τaγ) (cz + d)
−k
e ((κa −m) γz)

erreichen; dabei ist vk
(
(A B
C D )

)
=
((

C
D

)
ε−1D
)2k

der übliche Theta-Multiplikator. Es ist entscheidend, dass der
Multiplikator hier wie auch im folgenden unabhängig vom Repräsentantensystem der Nebenklasen ist. Beachte
außerdem, dass τ−1a Γ∞τa = Γ∞ für alle Spitzen a.
Für negatives Gewicht definiert man die Poincaréreihe wie in [Fay] bzw. [Bruinier 1, 1.3 Non-holomorphic Poin-
caré series] mit der nicht-holomorphen Eigenfunktion

ϕm (z) :=
(4πmy)

− k
2

Γ (2− k) M− k
2 ,

1−k
2

(4πmy) e (−mx)

des Laplaceoperators ∆k.

Definition C.3.3.5.1. [Iwaniec 3, Ch. 3,4], [Bruinier 1]
Sei k ∈ 1

2Z,m ∈ N0, γ =
(
a b
c d

)
.

Pk,a (m, ·) |kτb (z) := cab
∑

γ∈Γ∞\τ−1
a Γ0(4) τb

v̄k
(
τaγτ

−1
b

)
(cz + d)

−k
e ((m+ κa) γz) ,m+ κa > 0;

Fk,a (m, ·) |kτb (z) := cab
∑

γ∈Γ∞\τ−1
a Γ0(4) τb

v̄k
(
τaγτ

−1
b

)
(cz + d)−k ϕm−κa

(γz) ,m ∈ N,

Fk,a (0, ·) |kτb (z) := Ek,a |kτb (z) , κa 6=
1

2

mit

cab =





ik, für a =∞, b 6=∞,
i3k, für a 6=∞, b =∞,
1, sonst;

ϕm (z) :=

{
q−m, k ≥ 3

2 ,
γ(1−k,4πmy)

Γ(1−k) q−m, k ≤ 1
2 .

z.B.

Pk,0 (m, ·) |kτ0 (z) := Pk,∞ (z) =
∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

(( c
d

)
εd

)−2k
(cz + d)

−k
e (mγz) ,

Pk, 12 (m, ·) |kτ 1
2
(z) :=

∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

(( −b
a+ 2b

)
εa+2b

)−2k
(cz + d)

−k
e
((
m+ κ 1

2

)
γz
)
,

Fk,0 (m, ·) |kτ0 (z) := Fk,∞ (m, z) =
∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

(( c
d

)
εd

)−2k
(cz + d)−k ϕm (γz) ,

Fk, 12 (m, ·) |kτ 1
2
(z) :=

∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

(( −b
a+ 2b

)
εa+2b

)−2k
(cz + d)

−k
ϕm−κ 1

2

(γz) .
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Bemerkung. Der Faktor cab erklärt sich daher, dass die slash-Operatoren (völlig willkürliche) Drehfaktoren
enthalten (Definition C.3.2.2.1), die keinen weiteren Zweck haben, als die Fourierreihen reell zu machen.

f |kτb (z) = (−2iz)−k f (τbz) =
ik

(2z)
k
f (τbz) , b 6=∞

mit der Standardquadratwurzel (Pari); entsprechend in den anderen Fällen.

Hilfssatz C.3.3.5.2. Für Spitzenformen f ∈ Sk (Γ0 (4)) ist

〈f, Pk,a (m, ·)〉 =
Γ (k − 1)

6 (4π (m+ κa))
k−1 c

(a)
m , falls f |τa (z) = qκa

∑

n

c(a)n qn.

Beweis. vgl. [Lehner, Ch.VIII 4. The Hilbert space of cusp forms].
�

Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten braucht man verallgemeinerte Kloostermansummen, vgl. Abschnitt C.3.3.4.

Hilfssatz C.3.3.5.3. Für 4 < k ∈ 1
2N,m ∈ N0,m+ κa > 0, nb = n+ κb ist

Pk,a (m, ·) |kτb (z) = δabq
m+κb +

2π

ik
cab

·
∞∑

nb>0

(
nb

m+ κa

) k−1
2 ∑

c>0(
a b
c d

)
∈τ−1

a
Γ0(4) τb

Sk,a,b (m+ κa, nb; c)

c
Jk−1

(
4π

c

√
(m+ κa)nb

)
qnb

Pk,∞ (m, z) = Pk,0 (m, ·) |kτ0 (z) =
∞∑

n=1

{
δm,n +

π

2ik

( n
m

)k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞,∞ (m,n; 4c)

c
Jk−1

(π
c

√
mn
)}

qn

Pk, 12 (m, ·) |kτ 1
2
(z) = qκ

∑

n∈N0
n+κ>0

{
δm,n

+
π

2ik

(
n+ κ

m+ κ

) k−1
2
∞∑

c=0

Sk, 12 ,
1
2
(m+ κ, n+ κ; 4c)

c
Jk−1

(π
c

√
(m+ κ) (n+ κ)

)}
qn+κ, κ = κ 1

2

mit den Kloostermansummen Sk,a,b (m+ κa, nb; c) aus Abschnitt C.3.3.4.
Die Pk,a (m, z) ,m ∈ N spannen für alle Spitzen a ∈

{
∞, 0, 12

}
den Raum der Spitzenformen Sk auf.

Formen Pk, 12 (m, z) existieren erst ab k ≥ 6.

Beweis. [Lehner, Ch VIII, Forms of negative dimension], [Duke 3]. �

Hilfssatz C.3.3.5.4. Der m-te Fourierkoeffizient von nk−1b Pk,a (n, z) ist gleich dem n-ten Fourierkoeffizient von
(m+ κa)

k−1
Pk,b (m, z) für (a, b) /∈

{(
1
2 , 0
)
,
(
0, 12
)
,
(
1
2 ,∞

)
,
(
∞, 12

)}
.

Bemerkung. Die Fourierreihen konvergieren schon ab k > 1 und ohne Beweis sei hier vermerkt, dass anscheinend

P1,∞ (m, z) = 2cmθ
2
3 (z) mit θ23 (z) =

∑

m

cmq
m,

Pk,∞ (m, z) = 0 für
3

2
≤ k ≤ 4.

Satz C.3.3.5.5. Mit den Bezeichnungen aus Definition C.3.3.5.1 sei k ∈ 1
2Z,m ∈ N, a ∈

{
∞, 0, 12

}
, κ = κ 1

2
,

mx = m − κx, nx = n + κx für x = a ∨ b. Für k ≥ 2 ist Fk,a (m, z) aus dem Raum der schwach-holomorphen
Modulformen M !

k,a = M !
k,a (Γ0 (4)) vom Gewicht k mit Polen nur in der Spitze a für die Gruppe Γ0 (4) mit
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Fourierreihe

Fk,a (m, ·) |kτb (z) = δabq
−ma +

2π

ik
cab·

·
∞∑

nb>0

(
nb

ma

) k−1
2 ∑

c>0(
a b
c d

)
∈τ−1

a
Γ0(4) τb

Sk,a,b (−ma, nb; c)

c
Ik−1

(
4π

c

√
manb

)
qnb

Fk,∞ (m, z) = Fk,0 (m, ·) |kτ0 (z) = q−m +
π

2ik

∞∑

n=1

( n
m

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞,∞ (−m,n; 4c)
c

Ik−1
(π
c

√
mn
)
qn,

Fk,∞ (m, ·) |kτ0 (z) = Fk,0 (m, z) = i2kπ

∞∑

n=1

( n
m

)k−1
2
∞∑

c=1

Sk,0,∞ (−m,n; 4c− 2)

2c− 1
Ik−1

(
2π

2c− 1

√
mn

)
qn,

Fk, 12 (m, z) = i2kπ

∞∑

n=1

(
n

m− κ

) k−1
2

∞∑

c=1
ungerade

Sk, 12 ,∞ (κ−m,n; 2c)
c

Ik−1

(
2π

c

√
(m− κ)n

)
qn,

Fk, 12 (m, ·) |kτ 1
2
(z) = qκ

{
q−m +

π

2ik

∞∑

n∈N0
n+κ>0

(
n+ κ

m− κ

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk, 12 ,
1
2
(κ−m,n+ κ; 4c)

c

· Ik−1
(π
c

√
(m− κ) (n+ κ)

)
qn

}
.

Für k = 3
2 ist

F 3
2 ,∞ (m, z) = F 3

2 ,0
(m, ·) | 3

2
τ0 (z)

= q−m − 1 + i

2
√
m

∞∑

n=1

∞∑

c=1

S 3
2 ,∞,∞ (−m,n; 4c)

√
c

sinh
(π
c

√
mn
)
qn +

4δ�,m√
y

{
Q(0) + 2Q(1) + 2Q(4) + 2Q(9) + . . .

}
.

F 3
2 ,0

(m, z) = F 3
2 ,∞ (m, ·) | 3

2
τ0 (z)

= − i√
m

∞∑

n=1

∞∑

c=1

S 3
2 ,0,∞ (−m,n; 4c− 2)

√
2c− 1

sinh

(
2π

2c− 1

√
mn

)
qn +

4δ�,m√
y

{
Q(0) + 2Q(1) + 2Q(4) + 2Q(9) + . . .

}
.

F 3
2 ,

1
2
(m, z) = q−m + δ2△+1,m −

i√
m− 3

4

∞∑

n=1

∞∑

c=1
ungerade

S 3
2 ,

1
2 ,∞

(
3
4 −m,n; 2c

)
√
c

sinh

(
2π

c

√(
m− 3

4

)
n

)
qn

− 8δ2△+1,m√
y

{
Q(0) + 2Q(1) + 2Q(4) + 2Q(9) + . . .

}
.

Folgende Korrektur

F 3
2 ,∞ (m, z)− 2δ�,mE 3

2 ,∞,

F 3
2 ,0

(m, z)− 2δ�,m E 3
2 ,∞,

F 3
2 ,

1
2
(m, z)− δ2△+1,m

(
E 3

2 ,0
−E 3

2 ,∞

)

führt auf schwach-holomorphe Formen aus M !
3
2

.

F 3
2 ,

1
2
(m, ·)

∣∣∣∣
3
2

τ 1
2
(z)− q 3

4−m

:= − 1 + i

2
√
m− 3

4

∞∑

n=0

∞∑

c=1

S 3
2 ,

1
2 ,

1
2

(
3
4 −m,n+ 3

4 ; 4c
)

√
c

sinh

(
π

c

√(
m− 3

4

)(
n+

3

4

))
qn+

3
4 .
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Für k = 1 gibt es holomorphe Formen:

F1,a (m, ·) |1τb (z) = δabq
−mb + δ0κb

cab
π

i

∞∑

c=1

S1,a,b (−ma, 0; c)

c
+

+ cab
2π

i

∞∑

nb>0

∑

c>0(
a b
c d

)
∈τ−1

a
Γ0(4) τb

S1,a,b (−ma, nb; c)

c
I0

(
4π

c

√
manb

)
qnb .

Für k = 1
2 sei

F 1
2 ,∞ (m, z) = F 1

2 ,0
(m, ·) | 1

2
τ0 (z) := q−m +

∞∑

n=1

1− i
2
√
n

∞∑

c=1

S 1
2 ,∞,∞ (−m,n; 4c)

√
c

sinh
(π
c

√
mn
)
qn ∈M !

1
2 ,∞

,

F 1
2 ,0

(m, z) = F 1
2 ,∞ (m, ·) | 1

2
τ0 (z) :=

∞∑

n=1

i√
n

∞∑

c=1

S 1
2 ,0,∞ (−m,n; 4c− 2)

√
2c− 1

sinh

(
2π

2c− 1

√
mn

)
qn ∈M !

1
2 ,0
,

F 1
2 ,

1
2
(m, z) :=

∞∑

n=0

i√
n

∞∑

c=1
ungerade

S 1
2 ,

1
2 ,∞

(
1
4 −m,n; 2c

)
√
c

sinh

(
2π

c

√(
m− 1

4

)
n

)
qn ∈M !

1
2 ,

1
2
,

dabei ist
1√
n
sinh

(
2π

c

√(
m− 1

4

)
n

)∣∣∣∣
n=0

:=
2π

c

√
m− 1

4
;

F 1
2 ,

1
2
(m, ·) | 1

2
τ 1

2
(z) = q

1
4−m +

∞∑

n=0

1− i
2
√
n+ 1

4

∞∑

c=1

S 1
2 ,

1
2 ,

1
2

(
1
4 −m,n+ 1

4 ; 4c
)

√
c

sinh

(
π

c

√(
m− 1

4

)(
n+

1

4

))
qn+

1
4 .

Für k ≤ 0 ist Fk,a (m, z) eine harmonische schwache Maaßform ∈ Ŝk vom Gewicht k für die Gruppe Γ0 (4) mit
Fourierreihe

Fk,a (m, ·) |kτb (z) = δabq
−mb + δ0κb

cab
(2π)2−km1−k

a

ikΓ (2− k)
∑

c>0(
a b
c d

)
∈τ−1

a
Γ0(4) τb

Sk,a,b (−ma, 0; c)

c2−k

+ cab
2π

ik

∞∑

nb>0

(
nb

ma

) k−1
2 ∑

c>0(
a b
c d

)
∈τ−1

a
Γ0(4) τb

Sk,a,b (−ma, nb; c)

c
I1−k

(
4π

c

√
manb

)
qnb

+
∑

n<0

{
− δm,|n|δab +

2π

ik
cab

( |nb|
ma

) k−1
2 ∑

c>0(
a b
c d

)
∈τ−1

a
Γ0(4) τb

Sk,a,b (−ma, nb; c)

c
J1−k

(
4π

c

√
ma |nb|

)}
·

· qnb
Γ (1− k, 4π |nb| y)

Γ (1− k) .

Fk,∞ (m, z) = Fk,0 (m, ·) |kτ0 (z) = q−m +

(
π
2

)2−k
m1−k

ikΓ (2− k)
∞∑

c=1

Sk,∞,∞ (−m, 0; 4c)
c2−k

+
π

2ik

∞∑

n=1

( n
m

)k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞,∞ (−m,n; 4c)
c

I1−k
(π
c

√
mn
)
qn

+

∞∑

n=1

{
−δm,n +

π

2ik

( n
m

)k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞,∞ (−m,−n; 4c)
c

J1−k
(π
c

√
mn
)}

q−n
Γ (1− k, 4πny)

Γ (1− k) ,

Fk, 12 (m, z) = q−m +
i2kπ2−k (m− κ)1−k

Γ (2− k)
∞∑

c=1
ungerade

Sk, 12 ,∞ (κ−m, 0; 2c)
c2−k
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+ i2kπ

∞∑

n=1

(
n

m− κ

) k−1
2

∞∑

c=1
ungerade

Sk, 12 ,∞ (κ−m,n; 2c)
c

I1−k

(
2π

c

√
(m− κ)n

)
qn

+ i2kπ

∞∑

n=1

(
n

m− κ

) k−1
2

∞∑

c=1
ungerade

Sk, 12 ,∞ (κ−m,−n; 2c)
c

J1−k

(
2π

c

√
(m− κ)n

)
q−n

Γ (1− k, 4πny)
Γ (1− k) ,

Fk, 12 (m, ·) |kτ 1
2
(z) = qκ

{
q−m + ε (2 | k)

(
π
2

)2−k
(m− κ)1−k

ikΓ (2− k)

∞∑

c=1

Sk, 12 ,
1
2
(κ−m, 0; 4c)
c2−k

+
π

2ik

∞∑

n∈N0
n+κ>0

(
n+ κ

m− κ

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk, 12 ,
1
2
(κ−m,n+ κ; 4c)

c
I1−k

(π
c

√
(m− κ) (n+ κ)

)
qn

+

∞∑

n=1

{
−δm,n +

π

2ik

(
n− κ
m− κ

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk, 12 ,
1
2
(κ−m,κ− n; 4c)

c
J1−k

(π
c

√
(m− κ) (n− κ)

)}

· q−nΓ (1− k, 4π (n− κ) y)
Γ (1− k)

}
.

Für k > −2 sind die Reihen holomorph, also in M !
k,a.

Die Fk,a (m, z) ,m > 0, k 6= 3
2 erzeugen zusammen mit Mk die Modulformen aus Ŝk. Für k = 3

2 kommt noch die
Eisensteinreihe G 3

2
(z) dazu.

Die Pk,a (m, z) ,m > 0 spannen den Raum der Spitzenformen Sk auf.

Wie erhält man harmonische schwache Maaßformen, deren nicht-holomorpher Anteil in der Spitze exponentiell
anwächst? Für negatives Gewicht gibt es keine Probleme: Ist k ∈ Z−, so liefert der Flipping-Operator15 Θ durch
Vertauschung von positiven und negativen Fourierkoeffizienten die gewünschten Modulformen, s. Hilfssatz C.3.5.3.
Für Γ0 (4) und k ∈ 1

2Z, k ≤ 1
2 ist das auch möglich:

Definition C.3.3.5.6. Sei k ∈ 1
2Z, k < 1,m ∈ Z−,

ϕm (z) :=
(4πmy)

− k
2

Γ (2− k) M− k
2 ,

1−k
2

(4πmy) e (−mx) = γ (1− k, 4πmy)
Γ (1− k) q−m,

Fk,a (m, ·) |kτb (z) := −i2kcab
∑

γ=
(
a b
c d

)
∈Γ∞\τ−1

a Γ0(4) τb

v̄k
(
τaγτ

−1
b

)
(cz + d)−k ϕm−κa

(γz) .

Satz C.3.3.5.7. Unter den Voraussetzungen von Satz C.3.3.5.5 mit k ∈ 1
2Z, k < 1,ma = m−κa < 0, nb = n+κb

ist dann

Fk,a (m, ·) |kτb (z) = −δabi2k
γ (1− k, 4πmay)

Γ (1− k) q−ma + δ0κb

(2π)2−k cab (−ma)
1−k

ikΓ (2− k)
∑

c>0(
a b
c d

)
∈τ−1

a
Γ0(4) τb

Sk,a,b (−ma, 0; c)

c2−k

+
2πcab
ik

∑

nb>0

(
nb

−ma

) k−1
2 ∑

c>0(
a b
c d

)
∈τ−1

a
Γ0(4) τb

Sk,a,b (−ma, nb; c)

c
J1−k

(
4π

c

√−manb

)
qnb

+
2πcab
ik

∑

n<0

(
nb

ma

) k−1
2 ∑

c>0(
a b
c d

)
∈τ−1

a
Γ0(4) τb

Sk,a,b (−ma, nb; c)

c
I1−k

(
4π

c

√
manb

)
qnb

Γ (1− k,−4πnby)

Γ (1− k) .

Die Poincaréreihen Fk,a (m, z) ,m 6= 0 und die Eisensteinreihen Ek,a (z) spannen den Raum der harmonischen
schwachen Maaßformen M̂k, k ∈ 1

2Z, k < 1 auf.

15Definition C.3.5.1
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Bemerkung. Für positives k ∈ N,m < 0 ist

Fk,a (m, z) = Pk,a (−m, z) .

Beweis der Sätze C.3.3.5.5 und C.3.3.5.7. .
vgl. [Fay], [Bri O 3, (2.16)], [Bruinier Funke 2, Remark 3.10], [Bri Ka Rho, Proposition 2].
Die Matrizen

(
a b
c d

)
∈ τ−1a Γ0 (4) τb haben für die verschiedenen Spitzen folgende allgemeine Form (a, b < 0; c, d > 0)

a\b ∞ 0 1
2

∞
(
2Z+1 Z
4Z 2Z+1

) (
2Z Z+ 1

2

4Z+2 2Z

) (
2Z+1 Z+ 1

2

4Z+2 2Z

)

0
(

2Z Z+ 1
2

4Z+2 2Z

) (
2Z+1 Z
4Z 2Z+1

) (
2Z+1 Z
4Z+2 2Z+1

)

1
2

(
2Z Z+ 1

2

4Z+2 2Z+1

) (
2Z+1 Z
4Z+2 2Z+1

) (
2Z+1 Z
4Z 2Z+1

)

und diese Form ist invariant bei Multiplikation von links oder rechts mit Γ∞. Daher gibt es eine Doppelneben-
klassenzerlegung von τ−1a Γ0 (4) τb bzgl. Γ∞. Sei k ∈ 1

2Z,m ∈ Z. Ähnlich wie in [Iwaniec 3, Ch. 3, The Eisenstein
and the Poincaré Series] erhält man16:

c−1ab Fka (m, ·) |kτb (z) =
∑

M=
(
a b
c d

)
∈Γ∞\τ−1

a Γ0(4) τb

v̄k
(
τaMτ−1b

)
(cz + d)−k ϕm−κa

(Mz)

= δabϕm−κa
(z) +

∑

16=M∈Γ∞\τ−1
a Γ0(4) τb/Γ∞

v̄k
(
τaMτ−1b

)
IM (z)

mit (c > 0)

I( a b
c d

) (z) : =
∑

n∈Z
(c (z + n) + d)

−k
ϕm−κa

(
a (z + n) + b

c (z + n) + d

)
e (−κbn)

0 =
∑

n∈Z

∞∫

−∞

(c (z + v) + d)
−k
ϕm−κa

(
a

c
− 1

c (c (z + v) + d)

)
e (− (n+ κb) v)dv

und

ϕm (z) : =
(4πmy)

− k
2

Γ (2s)
M− k

2 ,s− 1
2
(4πmy) e (−mx) ,Re s > 1

2
;(C.3.3.5.1)

s wird später festgelegt. Variablensubstitution v = ξ − x− d
c ergibt

I( a b
c d

) (z) =
∑

n∈Z
e

(
(n+ κb) x+

(n+ κb) d− (m− κa) a
c

)
(4π (m− κa) y)−

k
2

ikc
Ic (m− κa, n+ κb)

mit

Ic (m,n) =
c

Γ (2s)

∞∫

−∞

(
ξ + iy

−ξ + iy

)− k
2

M− k
2 ,s− 1

2

(
4πmy

c2 (ξ2 + y2)

)
e

(
mξ

c2 (ξ2 + y2)
− nξ

)
dξ

Das Integral erfüllt eine Differenzialgleichung, deren allgemeine Lösung bekannt ist. Die Taylorentwicklung um
m = 0 ergibt die Anfangsbedingung, vgl. [Hejhal 1, S. 357] bzw. Beweis zu [Bruinier 1, Prop. 1.9]

Ic (m,n) =





2π
√
−m

n

Γ(s− k
2 )

J2s−1
(

4π
|c|
√−mn

)
W− k

2 ,s− 1
2
(−4πny) , n < 0;

4π1+sms|c|1−2sy1−s

(2s−1)Γ(s+ k
2 )Γ(s− k

2 )
, n = κb = 0;

2π
√

m
n

Γ(s+ k
2 )

I2s−1
(

4π
|c|
√
mn
)
W k

2 ,s− 1
2
(4πny) , n > 0.

(C.3.3.5.2)

16vk

(
τaMτ−1

b
Tn

)
= vk

(
τaMτ−1

b

)
e (κbn)
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Für k < 1, s = 1− k
2 ,m > 0 ist ϕma

(z) = γ(1−k,4πmay)
Γ(1−k) q−ma und

Ic (m− κa, n+ κb) =





2π
√

−m−κa

n+κb
(4π |n+ κb| y)

k
2 J1−k

(
4π
|c|
√

− (m− κa) (n+ κb)
)
e−2π(n+κb)y Γ(1−k,−4π(n+κb)y)

Γ(1−k)
, n < 0;

4π
2− k

2 (m−κa)
1− k

2 |c|k−1y
k
2

Γ(2−k)
, n = κb = 0;

2π
√

m−κa

n+κb

(4π (n+ κb) y)
k
2 I1−k

(
4π
|c|
√

(m− κa) (n+ κb)
)
e−2π(n+κb)y, n+ κb > 0.

Für k < 1, s = 1− k
2 ,m < 0 ist das Integral17

Ic (m− κa, n+ κb) =





2πi2−k
√

m−κa

n+κb
(4π |n+ κb| y)

k
2 I1−k

(
4π
|c|
√

(m− κa) (n+ κb)
)
e−2π(n+κb)y Γ(1−k,−4π(n+κb)y)

Γ(1−k)
, n < 0;

4π
2− k

2 i2−k|m−κa|1−
k
2 |c|k−1y

k
2

Γ(2−k)
, n = κb = 0;

2πi2−k
√

−m−κa

n+κb
(4π (n+ κb) y)

k
2 J1−k

(
4π
|c|
√

− (m− κa) (n+ κb)
)
e−2π(n+κb)y , n+ κb > 0.

Für k ≥ 2, s = k
2 ist ϕma

(z) = 1
Γ(k) q

−ma und

Ic (m− κa, n+ κb) =






0, n+ κb ≤ 0;

2π

√
m−κa

n+κ
b

Γ(k)
(4π (n+ κb) y)

k
2 Ik−1

(
4π
|c|
√

(m− κa) (n+ κb)
)
e−2π(n+κb)y, n+ κb > 0.

Für m ∈ N erhält man die F - und für m < 0, k > 2 die P -Poincaréreihen, vgl. Definition C.3.3.4.1 der Klooster-
mansummen. Für Gewicht k = 3

2 , s = 1 − k
2 = 1

4 sind die Fourierreihen auch noch konvergent, s. [Br Jen On].
Allerdings ergeben sich für F 3

2

(
m2, z

)
nicht-holomorphe Anteile, die nur von der Eisensteinreihe E 3

2 ,∞ (z) kommen

können. Um holomorphe Formen zu erhalten, muss man Korrekturen vornehmen18:

F 3
2 ,∞ (m, z)− 2δ�,m E 3

2 ,∞ (z) ,

F 3
2 ,0

(m, z)− 2δ�,mE 3
2 ,0

(z) ,(C.3.3.5.3)

F 3
2 ,

1
2
(m, z)− δ2△+1,m

(
E 3

2 ,0
(z)− E 3

2 ,∞ (z)
)
.(C.3.3.5.4)

Der nicht-holomorphe Anteil ist bis auf Vielfache eindeutig (Eichlerintegral von θ3), d.h.

F 3
2 ,∞ (m, z) + am E 3

2 ,∞ (z) ∈M !
3
2
.(C.3.3.5.5)

Der Projektionsoperator 3
2pr aus Abschnitt C.3.2.4 wirkt auf Modulformen f vom Gewicht 3

2 mit den Entwick-
lungen

f (z) =
∑

n

anq
n, f |τ0 (z) =

∑

n

a(0)n qn, f |τ 1
2
(z) =

∑

n≡ 3
4 (mod 1)

a
( 1

2 )
n qn

folgendermaßen:

3

2
f |pr =

∑

n≡0,3 (mod 4)

anq
n −

∑

n≡0 (mod 4)

a
(0)
n
4
qn −

∑

n≡3 (mod 4)

a
( 1

2 )
n
4
qn.

Daher wird die Modulform (C.3.3.5.5) auf

3

2
F 3

2 ,∞ (m, z) |pr− 12amG 3
2
(z) ∈M !+

3
2

abgebildet. Nach [Br Jen On, Proposition 3.6] ist am = −2δ�,m.
Für vorgegeben Hauptteil in allen drei Spitzen sind die Formen eindeutig, daher ist

F 3
2 ,0

(m, z) = F 3
2 ,∞ (m, ·) |τ0 (z)

und die zweite Zeile (C.3.3.5.3) folgt aus der ersten.
Für die dritte Zeile (C.3.3.5.4) kann man ähnlich argumentieren:

f = F 3
2 ,

1
2
(m, z) =

∑

n

anq
n = F 3

2 ,
1
2
(m, z) + bm

(
E 3

2 ,0
(z)− E 3

2 ,∞ (z)
)
∈M !+

3
2

17Die Funktion γ (1− k, 4πmy) , m < 0 ist ganz für k ∈ Z, eindeutig für halbganzes k < 0 auf der Riemannscher Fläche der
√
m-

Funktion und wird in Pari und Mathematica so interpretiert, dass argm = π.
18Für δ�,m, δ△,m s. Bezeichnungen und Definitionen
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wird durch τ0 auf (−1)m F 3
2 ,

1
2
(m, z) abgebildet, hat jedenfalls keinen Hauptteil und insgesamt

F 3
2 ,

1
2
(m, z)

pr−→
∑

n≡0,3 (mod 4)

anq
n − (−1)m F 3

2 ,
1
2
(m, 4z)− F 3

2 ,
1
2
(m, ·)

∣∣τ 1
2
(4z)

= −F 3
2
(4m− 3, z) + 24bmG 3

2
(z) ∈M !+

3
2

.

Die letzte Gleichheit gilt, da der Hauptteil − 1

q4m−3
die Modulform eindeutig festlegt. Wie oben ist

bm = −δ�,4m−3 = −δ2△+1,m.

Für Gewicht k = 1
2 ergeben die Fourierreihen holomorphe Modulformen. Um die Symmetrieeigenschaften zu

verbessern, kann man allerdings auch hier19

F 1
2 ,∞ (m, z) + cmθ3,

F 1
2 ,0

(m, z) + cmθ3,

F 1
2 ,

1
2
(m, z)− δungerade,m−1 · cm−1, 12 · θ3

korrigieren.

�

C.3.3.6. Der Kohnen-Plus-Raum.

Definition C.3.3.6.1. Die Projektion der Γ0 (4)−Poincaréreihe in den Kohnen-Plus-Raum sei

Pk (m, z) :=
3

2


 ∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

qm|kγ (z)



∣∣∣∣pr ∈ S+

k , k > 6, (−1)[k]m ≡ 0, 1 (mod 4),m > 0;

Fk (m, z) :=
3

2
Fk,∞ (m, z) |pr, k > 1 ∨ k < 0, (−1)[k]m ≡ 0, 3 (mod 4),m 6= 0

mit [Kohnen 3, S. 250]’s Projektionsoperator pr, vgl. Abschnitt C.3.2.4.

Hilfssatz C.3.3.6.2. Für Spitzenformen f (z) =
∞∑
n=1

cnq
n ∈ S+

k ist 〈f, Pk (m, ·)〉 =
Γ (k − 1)

6 (4πm)
k−1 cm.

Satz C.3.3.6.3. Sei k halbganz, m ∈ N.
Für k ≥ 5

2 , (−1)
[k]
m ≡ 0, 3 (mod 4) ist Fk (m, z) eine schwach-holomorphe Modulform vom Gewicht k für die

Gruppe Γ0 (4) mit Fourierreihe

Fk (m, z) = q−m +
π

2ikm
k−1
2

∞∑

n=1
(−1)[k]n≡0,1 (mod 4)

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
n

k−1
2 Sk,∞,∞ (−m,n; 4c)

c
Ik−1

(π
c

√
mn
)
qn.

Für Gewicht k = 3
2 ,m ≡ 0, 1 (mod 4) ist

F 3
2
(m, z) := q−m − 1 + i

2

∞∑

n=1
n≡0,3 (mod 4)

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
S 3

2 ,∞,∞ (−m,n; 4c)
√
cm

sinh
(π
c

√
mn
)
qn

+
4δ�,m√

y

{
Q(0) + 2Q(1) + 2Q(4) + 2Q(9) + . . .

}

und die F 3
2
(m, z)− 2δ�,m E 3

2
(z) bilden eine Basis von M !+

3
2

.

19cm und em sind Fourierkoeffizienten der Gewicht 3
2
-Eisensteinreihen
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Für Gewicht k = 1
2 ,m ≡ 0, 3 (mod 4) ist

F 1
2
(m, z) := q−m + 12H (m) +

1− i
2

∞∑

n=1
n≡0,3 (mod 4)

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
S 1

2 ,∞,∞ (−m,n; 4c)
√
cn

sinh
(π
c

√
mn
)
qn

eine Basis von M !+
1
2

.

Für k = − 1
2 ,− 3

2 ,− 5
2 ,− 7

2 ,− 11
2 , (−1)

[k]
m ≡ 0, 3 (mod 4) ist

Fk (m, z) := q−m −
L
(
k − 1

2 , (−1)
k+ 1

2 m
)

ζ (2k − 2)

+
π

2ikm
k−1
2

∞∑

n=1
(−1)[k]n≡0,1 (mod 4)

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
n

k−1
2 Sk,∞,∞ (−m,n; 4c)

c
I1−k

(π
c

√
mn
)
qn.

Für k = − 9
2 ∨ k < −6, (−1)

[k]
m ≡ 0, 3 (mod 4) ist

Fk (m, z) := q−m −
L
(
k − 1

2 , (−1)
k+ 1

2 m
)

ζ (2k − 2)

+
π

2ikm
k−1
2

∞∑

n=1
(−1)[k]n≡0,1 (mod 4)

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
n

k−1
2 Sk,∞,∞ (−m,n; 4c)

c
I1−k

(π
c

√
mn
)
qn

+

∞∑

n=1
(−1)[k]+1n≡0,1 (mod 4)

{
−δm,n +

π

2ikm
k−1
2

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
n

k−1
2 Sk,∞,∞ (−m,−n; 4c)

c
J1−k

(π
c

√
mn
)}

· q−nΓ (1− k, 4πny)
Γ (1− k)

eine harmonische schwache Maaßform vom Gewicht k.

Sei jetzt k > 6, (−1)[k]m ≡ 0, 1 (mod 4):

Pk (m, z) =

∞∑

n=1
(−1)[k]n≡0,1 (mod 4)

{
δm,n +

π

2ik

( n
m

) k−1
2
∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
Sk,∞,∞ (m,n; 4c)

c
Jk−1

(π
c

√
mn
)}

qn.

Für halbganzes Gewicht k < 1,m ∈ Z−, (−1)[k]m ≡ 0, 3 (mod 4) lassen Modulformen mit nichtholomorphen
Singularitäten erzeugen:

Fk (m, z) = −i2k
γ (1− k, 4πmy)

Γ (1− k) q−m +

(
π
2

)2−k
(−m)

1−k

ikΓ (2− k)

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
Sk,∞,∞ (−m, 0, 4c)

c2−k

+
π

2ik

∑

n=1
(−1)[k]n≡0,1 (mod 4)

(
n

−m

) k−1
2
∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
Sk,∞,∞ (−m,n; 4c)

c
J1−k

(π
c

√
−mn

)
qn

+
π

2ik

∑

n=1
(−1)[k]+1n≡0,1 (mod 4)

(
n

−m

) k−1
2
∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
Sk,∞,∞ (−m,−n; 4c)

c
I1−k

(π
c

√
−mn

)

· q−nΓ (1− k, 4πny)
Γ (1− k)

Die Fk (m, z) ,m > 0 erzeugen zusammen mit M+
k die Modulformen aus Ŝ+k , deren Koeffizienten im Kohnen-

Plus-Raum liegen. Für M̂+
k , k < 1 kommen noch die Eisensteinreihen Ek (z) und die Fk (m, z) ,m < 0 dazu. Die

Pk (m, z) ,m > 0 spannen den Raum der Spitzenformen S+
k auf.
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Beweis. vgl. [Bri O 3], [Br Jen On, Theorem 3.3, 3.5, 3.7], [Zagier 13, §5]. In [DIT 3, Proposition 2]
werden die Fourierkoeffizienten für Funktionen vom Gewicht 1

2 behandelt.
Ich leite nur die Fourierreihe der nicht-holomorph explodierenden Poincaréreihen Fk (m, z) ,m < 0 her. Erinnern
wir uns an den Projektionsoperator:

Fk (m, z) =
3

2
Fk,∞ (m, z) |pr = q−m +

∞∑

n=1
(−1)[k]n≡0∨1 (mod 4)

anq
n +

∞∑

n=1
(−1)[k]+1n≡0∨1 (mod 4)

a′nq
−nΓ (1− k, 4πny)

Γ (1− k)

+ (−1)[
k+1
2 ] 2k−

3
2

(
Fk,∞ (m, ·) |τ0 (4z) + Fk,∞ (m, ·) |τ 1

2
(4z)

)
,

falls

Fk,∞ (m, z) = q−m +

∞∑

n=1

anq
n +

∞∑

n=1

a′nq
−nΓ (1− k, 4πny)

Γ (1− k) .

Nun ist

Fk,∞ (m, z) = −i2k γ (1− k, 4πmy)
Γ (1− k) q−m +

(
π
2

)2−k
(−m)

1−k

ikΓ (2− k)

∞∑

c=1

(1 + δungerade,c)
Sk,∞,∞ (−m, 0; 4c)

c2−k

+
π

2ik

∞∑

n=1

(
n

−m

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞,∞ (−m,n, 4c)
c

J1−k
(π
c

√
−mn

)
qn

+
π

2ik

∞∑

n=1

(
n

−m

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞,∞ (−m,−n, 4c)
c

I1−k
(π
c

√
−mn

)
q−n

Γ (1− k, 4πny)
Γ (1− k) ,

Fk,∞ (m, ·) |τ0 (4z) =
π2−k (−m)1−k

Γ (2− k)
∞∑

c=1

Sk,∞,0 (−m, 0; 4c− 2)

(2c− 1)2−k

+ π
∞∑

n=1

(
n

−m

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞,0 (−m,n, 4c− 2)

2c− 1
J1−k

(
2π

2c− 1

√
−mn

)
q4n

+ π

∞∑

n=1

(
n

−m

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞,0 (−m,−n, 4c− 2)

2c− 1
I1−k

(
2π

2c− 1

√
−mn

)
q−4n

Γ (1− k, 16πny)
Γ (1− k)

und

Fk,∞ (m, ·) |τ 1
2
(z) = π

∞∑

n=1

(
n+ κ

−m

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞, 12 (−m,n+ κ, 4c− 2)

2c− 1
J1−k

(
2π

2c− 1

√
−m (n+ κ)

)
q4(n+κ)

+ π

∞∑

n=1

(
n+ κ

−m

) k−1
2
∞∑

c=1

Sk,∞, 12 (−m,κ− n, 4c− 2)

2c− 1
I1−k

(
2π

2c− 1

√
−m (n+ κ)

)
q
4

(
κ 1

2
−n

)
Γ (1− k, 16π (n+ κ) y)

Γ (1− k) .

Mit Gleichung (C.3.3.4.2), (C.3.3.4.3) und wegen (−1)[
k+1
2 ]+[−m+3k−1

2 ] = 1

für (−1)[k]m ≡ 0, 3 (mod 4) ist

(−1)[
k+1
2 ] 2k−

3
2Sk,∞,0 (−m,n; 4c− 2) =

Sk,∞,∞ (−m, 4n; 8c− 4)

ik22−k

und

(−1)[
k+1
2 ] 2k−

3
2Sk,∞, 12

(
−m,n 1

2
; 4c− 2

)
=
Sk,∞,∞

(
−m, 4n 1

2
; 8c− 4

)

ik22−k
.

Das ergibt leicht die Fourierreihe. �
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Beispiele. (nicht-holomorph)

F− 9
2
(−7, z) = 8341, 7− 5, 9q3 − 1, 6q4 − 0, 6q7 − 0, 5q8 + . . .

−7 11
2

(
Q(−7) + 1, 9Q(1) − 615345, 0Q(4) + 8439785, 0Q(5) + . . .

)

F− 9
2
(−4, z) = 378, 2− 1, 1q3 − 0, 2q4 − 0, 1q7 − 0, 1q8 + . . .

−4 11
2

(
Q(−4) − 0, 7Q(1) − 42222, 5Q(4) − 370328, 9Q(5) + . . .

)

F− 9
2
(−3, z) = 76, 6 + 0, 1q3 − 0, 2q4 − 0, 1q7 + 0, 1q8

−3 11
2

(
Q(−3) + 0, 5Q(1) − 15390, 1Q(4) + 112669.4Q(5) + . . .

)

E− 9
2
(z) = 1 +

1

ζ (11)

(
L (6,−3) q3 + L (6,−4) q4 + L (6,−7) q7 + . . .

)

− π6

122850 ζ (11)

(
691Q(0) − 130Q(1) − 262210Q(4) − 877968Q(5) + . . .

)

F− 9
2
(1, z) =

1

q
+ 0, 19− 0, 54q3 + 0, 74q4 − 1, 88q7 + 2, 51q8 + . . .

−1, 124928
(
Q(1) − 56Q(4) + 120Q(5) − 240Q(8) + . . .

)

F− 9
2
(4, z) =

1

q4
+ 379, 46 + 15390, 06q3 + 42222, 53q4 + . . .

+56 · 1, 124928
(
Q(1) − 56Q(4) + 120Q(5) − 240Q(8) + . . .

)

F− 9
2
(5, z) =

1

q5
+ 1270, 58− 112669, 42q3 + 370328, 87q4 + . . .

−120 · 1, 124928
(
Q(1) − 56Q(4) + 120Q(5) − 240Q(8) + . . .

)

F− 13
2
(−7, z) = −20475, 3− 20, 4q − 0.01q4 + 0, 1q7 − 0, 4q8 + . . .

−7 11
2

(
Q(−7) − 0, 1Q(1) + 160482, 7Q(4) − 2983963, 9Q(5) + . . .

)

F− 13
2
(−4, z) = −306, 7− 2, 5q3 + 0, 7q4 − 0, 0q7 − 0, 1q8 + . . .

−4 11
2

(
Q(−4) + 0, 03Q(1) + 15122, 4Q(4) + 183862, 6Q(5) + . . .

)

F− 13
2
(−3, z) = −35, 3 + 1, 4q3−, 3q4 − 0, 03q7 + 0, 028 + . . .

−3 11
2

(
Q(−3) − 0, 02Q(1) + 6334, 1Q(4) − 65155, 8Q(5) + . . .

)

E− 13
2
(z) = 1 +

1

ζ (15)

(
L (8,−3) q3 + L (8,−4) q4 + L (8,−7) q7 + . . .

)

+
π8

321300 ζ (15)

(
3617Q(0) + 34Q(1) + 1109794Q(4) + . . .

)

F− 13
2
(1, z) =

1

q
− 0, 01 + 0, 02q3 − 0, 03q4 + 0, 06q7 − 0, 08q8 + . . .

−0.993031
(
Q(1) + 88Q(4) − 336Q(5) + 3696Q(8) + . . .

)

F− 13
2
(4, z) =

1

q4
− 306, 83− 6334, 10q3− 15122, 47q4 + . . .

−88 · 0.993031
(
Q(1) + 88Q(4) − 336Q(5) + 3696Q(8) + . . .

)

F− 13
2
(5, z) =

1

q5
− 1628, 84+ 65155, 75q3− 183862, 58q4 + . . .

+336 · 0.993031
(
Q(1) + 88Q(4) − 336Q(5) + 3696Q(8) + . . .

)
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C.3.4. Erzeugende Funktionen.

Satz C.3.4.1. Sei k ∈ {0, 4, 6, 8, 10, 14}. Die SL2 (Z)−Poincaréreihen haben folgende erzeugende Funktion

Ek (z)F2−k (1, τ)

j (τ)− j (z) =
∞∑

n=0

Fk (n, z) e (nτ) ;

sei

F2−k (1, τ)

j (τ)− t =

∞∑

n=0

Pn (t) e (nτ)

mit Polynomen Pn von n−tem Grad. Dann ist für n ∈ N

Fk (n, z) = Ek (z)Pn (j (z)) .

Die Γ0 (p)−Poincaréreihen haben folgende erzeugende Funktion

E
(p)
k,a (z)F

(p)
2−k,b (1, τ)

F
(p)
0,b (1, τ)− F (p)

0,a (1, z)
=

∞∑

n=0

F
(p)
k,a (n, z) e (nτ) = −

∞∑

m=1

F
(p)
2−k,b (m, τ) e (mz)

für a, b ∈ {∞, 0} , a =∞∨ b =∞, k = 0 ∨ k > 2, Sk = ∅, d.h. falls alle beteiligten Funktionen holomorph sind;

sei

F
(p)
2−k,∞ (1, τ)

F
(p)
0,∞ (1, τ)− t

=
∞∑

n=0

Pn (t) e (nτ) , k = 0 ∨ k > 2, Sk = ∅,

E
(p)
2−k,∞ (τ)

F
(p)
0,∞ (τ) − t

=

∞∑

n=1

Qn (t) e (nτ) , k < 0 ∨ k = 2

mit Polynomen Pn, Qn von n−tem Grad, die noch vom Gewicht abhängen. Dann ist für n ∈ N, a ∈ {∞, 0}

F
(p)
0,a (n, z)− konst. = Pn

(
F

(p)
0,a (1, z)

)
,

F
(p)
k,a (n, z) = E

(p)
k,a (z)Pn

(
F

(p)
0,a (1, z)

)
, k > 2,

F
(p)
k,a (n, z) = F

(p)
k,a (1, z)Qn

(
F

(p)
0,a (1, z)

)
, k < 0 ∨ k = 2;

sei

F
(p)
2−k,0 (1, τ)

F
(p)
0,0 (1, τ)− t

=

∞∑

n=0

P ′n (t) e (nτ) , k = 0 ∨ k > 2, Sk = ∅,

E
(p)
2−k,0 (τ)

F
(p)
0,0 (τ) − t

=

∞∑

n=1

Q′n (t) e (nτ) , k < 0 ∨ k = 2

mit Polynomen P ′n, Q
′
n von n−tem Grad, die noch vom Gewicht abhängen. Dann ist für n ∈ N

F
(p)
0,0 (n, z)− konst. = P ′n

(
F

(p)
0,∞ (1, z)

)
,

F
(p)
k,0 (n, z) = E

(p)
k,∞ (z)Pn

(
F

(p)
0,∞ (1, z)

)
, k > 2,

F
(p)
k,0 (n, z) = F

(p)
k,∞ (1, z)Qn

(
F

(p)
0,∞ (1, z)

)
, k < 0 ∨ k = 2.

Die Poincaréreihen im Kohnen-Plus-Raum haben folgende erzeugende Funktion

Ek (z)F2−k (4, τ) + Fk (3, z)F2−k (1, τ)

j (4τ)− j (4z) =

∞∑

n=0

Fk (n, z) e (nτ) für k ∈
{
5

2
,
9

2

}
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und

Ek (z)F2−k (4, τ) + Fk (1, z)F2−k (3, τ)

j (4τ)− j (4z) =

∞∑

n=0

Fk (n, z) e (nτ) für k ∈
{
7

2
,
11

2
,
15

2

}
.

Beweis. [As Ka Ni], [Duke Jen 1, Theorem 2], Verallgemeinerungen der Formel im Beweis zu [Zagier 13,
Theorem 4], [Duke Jen 2]. Computerberechnungen. �

C.3.5. Differenzial- und Heckeoperatoren.
[Maaß 2, Maaß 4, Br On Rh, Bri Ka Rho], . . .

Definition C.3.5.1. Wir verwenden folgende Differenzialoperatoren für harmonische schwache Maaßformen vom
Gewicht k ∈ 1

2Z:

D : M̂!
k (N,χ) −→M !

k+2 (N,χ) , Df :=
1

2πi

∂f

∂z
=

1

4πi

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
= q

∂f

∂q
,

∂ : M̂!
k (N,χ) −→ M̂!

k+2 (N,χ) , ∂f := ∂kf = Df − k

4πy
f, k ∈ 1

2
Z,

X : M̂!
k (N,χ) −→ M̂!

−k (N,χ) , Xf (z) := ykf (−z̄) ,(C.3.5.1)

ξk: M̂!
k (N,χ) −→M !

2−k (N,χ) , ξkF := −4π∂−k
(
ykF

)
= 2iyk

∂

∂z
F (z).

Für k ∈ Z−:

Θ: M̂!
k (N,χ) −→ M̂!

k (N,χ) ,

Θf (z) :=
(4πy)−k

(−k)!
(
∂−kf

)
(−z̄) = (4πy)−k

(−k)! (∂−k−2 ◦ ∂−k−4 ◦ · · · ◦ ∂kf) (−z̄) .

Bemerkung. Ein ähnlicher Operator Θ wurde in [Maaß 2, (25)] als f (z) 7→ konst ·
(
E−−k+2 ◦ · · · ◦ E−k f

)
(−z̄)

für Maaßformen positiven Gewichts definiert20 und detailliert in [Bri Ka Rho] (dort bis auf Konjugation F)
untersucht.

Ich stelle einige bekannte Eigenschaften dieser Differenzialoperatoren zusammen:

Hilfssatz C.3.5.2. Sei k ∈ 1
2Z, F eine beliebige reell-analytische Funktion. Dann ist

∂nkF := ∂k+2(n−1) ◦ . . . ◦ ∂kF =

(
− 1

4πy

)n n∑

j=0

(
n

j

)
(k + j)n−j (z − z̄)

j ∂
jF

∂zj
,(C.3.5.2)

und für γ ∈ SL2 (Z), k ∈ N, k ≥ 2 :

∂k−22−kF := ∂k−4 ◦ . . . ◦ ∂2−kF =
(k − 2)!

(4πy)
k−2

k−2∑

j=0

(4πy)
j

j!
DjF,

[Bol]’s Identität : ∂k−12−kF := ∂k−2 ◦ . . . ◦ ∂2−kF = Dk−1F,

∂k1
2−k

F =
k!

(16πy)
k

k∑

j=0

(
2k − 2j

k − j

)
(16πy)

j

j!
DjF,

Dk−1 (F |2−kγ) =
(
Dk−1F

)
|kγ,

Θ(F |2−kγ) = (ΘF ) |2−kγ′ mit γ =

(
a b
c d

)
und γ′ =

(
a −b
−c d

)
.

20Def. der Maaßoperatoren von E+
k , E

−
k in den Bezeichnungen und Definitionen
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Sei k ∈ 1
2Z :

X (F |kγ) = (XF ) |−kγ′,
∂k (F |kγ) = (∂kF ) |k+2γ, γ ∈ SL2 (Z),

ξk (F |kγ) = (ξkF ) |2−kγ.
Der Operator ξk bildet harmonische schwache Maaßformen vom Gewicht k

F (z) = c′0 + c0
y1−k

1− k −
∑

n≥n0

n6=0

1

(4πn)
1−k

(
dnq

n + cnq
−nΓ (1− k, 4πny)

)
∈ M̂!

k (N,χ)

auf schwach-holomorphe Modulformen

f (z) = ξkF (z) =
∑

n≥n0

cnq
n ∈M !

2−k (N,χ)(C.3.5.3)

von komplementärem Gewicht 2− k ab.
Für halbganzes Gewicht k heißt das:

F (z) = c′0 + c0
y1−k

1− k −
∑

n≥n0
n6=0

(
dn

(4πn)
1−k q

n + cny
1−kβ 3

2−k (4πny) q
−n
)

wird auf f (z) = ξkF (z) =
∑
n≥n0

cnq
n abgebildet21.

Der Operator ξ2−k ist surjektiv und

∀k ∈ N : ξ2−k = Dk−1 (yk−2XΘ
)
.

Beweis. Die erste Aussage entspricht Hilfssatz 3.1.3.3 (3).
Beweis mit vollständiger Induktion: n=0: X
Induktionsannahme: Die Aussage sei richtig für n:

∂k+2(n−1) ◦ . . . ◦ ∂kF =

(
− 1

4πy

)n n∑

j=0

cn,j (z − z̄)j
∂jF

∂zj
mit cn,j =

(
n

j

)
(k + j)n−j .

Ich beweise die Induktionsbehauptung:

∂k+2n ◦ ∂k+2(n−1) ◦ . . . ◦ ∂kF

=− k + 2n

4πy

(
− 1

4πy

)n n∑

j=0

cn,j (z − z̄)j
∂jF

∂zj
+

1

2πi

∂

∂z

(
− 1

4πy

)n n∑

j=0

cn,j (z − z̄)j
∂jF

∂zj

=

(
− 1

4πy

)n+1 n∑

j=0

(k + 2n) cn,j (z − z̄)j
∂jF

∂zj

+
1

2πi

(
− 1

4πy

)n n∑

j=0

{
jcn,j (z − z̄)j−1

∂jF

∂zj
+ cn,j (z − z̄)j

∂j+1F

∂zj+1

}

+
1

2πi

(
− 1

4π

)n(
− i
2

)
(−n) y−n−1

n∑

j=0

cn,j (z − z̄)j
∂jF

∂zj

=

(
− 1

4πy

)n+1{
(k + n) cn,0F +

n∑

j=1

{(k + 2n) cn,j + jcn,j + cn,j−1 − ncn,j} (z − z̄)j
∂jF

∂zj

+ cn,n (z − z̄)n+1 ∂
n+1F

∂zn+1

}

21Die Werte der β 3
2
−k-Funktion sind reell für positive Argumente.
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Man überzeugt sich, dass die cn,j =
(
n
j

)
(k + j)n−j die Rekursion cn+1,j = (k + n+ j) cn,j + cn,j−1 erfüllen: zu

zeigen ist

(n+ 1)!

j! (n− j + 1)!
(k + j) · · · (k + n− 1) (k + n)

= (k + n+ j)
n!

j! (n− j)! (k + j) · · · (k + n− 1) +
n!

(j − 1)! (n− j + 1)!
(k + j − 1) · · · (k + n− 1)

Das ist äquivalent zu

(n+ 1) (k + n) = (n− j + 1) (k + n+ j) + j (k + j − 1) X

Die Rekursionen für die Randwerte cn+1,0 = (k + n) cn,0 und cn+1,n+1 = cn,n sind ebenfalls konsistent mit der
expliziten Definition cn,0 = k · · · (k + n− 1) und cn,n = 1.

Ersetzt man in Gleichung (C.3.5.2) k durch 2 − k bzw. 1
2 − k und n durch k − 2, k − 1 bzw. k, so ergeben sich

die Spezialfälle. Für n = k − 1 fallen alle Pochhammersymbole mit Ausnahme des letzten weg, ( )0 = 1. [Bol]’s
Identität findet sich auch in [Br On Rh, Lemma 2.1].

Für die letzten fünf Aussagen beachte, dass die Maaßoperatoren und komplexe Konjugation (ykf̄) mit dem slash-
Operator vertauschen ([Fay, (5)], [Br On Rh, 2. Harmonic weak Maass forms]), während Xf (z) := yk−2f (−z̄),
f vom Gewicht 2− k, folgendes Transformationsverhalten hat

(Xf)
∣∣
2−k

(
a −b
−c d

)
=

((−c
d

)
εd

)−2k
(−cz + d)

k−2 yk−2

|−cz + d|2k−4 f
(−az̄ + b

−cz̄ + d

)

X

(
f
∣∣
k−2

(
a b
c d

))
=
(( c
d

)
εd
)2k

(−cz̄ + d)
k−2

yk−2f

(−az̄ + b

−cz̄ + d

)
.

Für k ∈ Z und Γ = SL2 (Z)∨Γ0 (4) ist das [Maaß 2, Hilfssatz 4] bzw. [Maaß 4, Ch. IV §1 (19)]. Für ungerades
k hat man Modulformen vom Nebentyp

(−4
d

)
.

Für halbganzes k und Γ0 (4) ist entweder

εd

(−c
d

)
= εd

(
c

d

)
=

(
c

d

)
, d ≡ 1 (mod 4)

oder

εd

(−c
d

)
= −εd

(
c

d

)
= ±i, d ≡ 3 (mod 4).

In beiden Fällen ist

((−c
d

)
εd

)−2k
=
(( c

d

)
εd

)2k
.

Die Berechnung der Fourierreihe von ξkF findet sich in [Bri O 3], [Br On Rh, (1.2),(1.3)].
Die Eigenschaften von ξ2−k finden sich in [Bruinier Funke 2, Theorem 3.7] und [Bri Ka Rho, Theorem 1.1].

�

Hilfssatz C.3.5.3. [Maaß 4, Ch.IV §1 (20)] (Eigenschaften von Θ)
Der Operator Θ bildet Modulformen vom Gewicht 2−k ∈ Z− auf Modulformen gleichen Gewichts ab. Der Operator
Θ vertauscht die nichtkonstanten holomorphen und nicht-holomorphen Fourierkoeffizienten von Modulformen.

Θ



c0 + c′0y

1−k +
∑

n6=0

(
cnq

n + c′n
Γ (k − 1, 4πny)

Γ (k − 1)
q−n

)
 = c0 + c′0y

1−k +
∑

n6=0

(
c′nq

n + cn
Γ (k − 1, 4πny)

Γ (k − 1)
q−n

)
,

Θ ◦Θ = Id.

Eigenfunktionen von Θ sind die Modulformen, die von geraden Maaßformen kommen, d.h. c′n = cn. Für
c ∈ R,m, n ∈ N,m ≤ k − 2, q := e2πiz, g (z) eine Modulform vom Gewicht 2 − k, k ∈ N≥2 zur Gruppe
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Γ = SL2 (Z),Γ0 (p) ∨Γ0 (4) ist

Θ c = c

Θ ym = 0

Θ yk−1 = yk−1

Θ zm = (−z)m

Θ zk−1 = (z − z̄)k−1 − zk−1

Θ z−1 = − 1

z̄

((
1− z̄

z

)k−1
− 1

)

n 6= 0 : Θ qn =
Γ (k − 1, 4πny)

Γ (k − 1)
q−n = q̄n

k−2∑

j=0

(4πny)
j

j!

Θ (τ − z)k−2 = (τ + z)
k−2

Beweis. Statt unseres Operators ∂k verwenden [Br On Rh] den Operator Rk := −4π∂k. Damit lautet der
Operator Θ für harmonische Maaßformen vom Gewicht 2− k folgendermaßen

Θ = X ◦
(
(4πy)k−2

Γ (k − 1)
∂k−4 ◦ ∂k−6 ◦ · · · ◦ ∂2−k

)
=

(−1)k−2
Γ (k − 1)

X ◦Rk−4 ◦Rk−6 ◦ · · · ◦R2−k

und sie beweisen ([Br On Rh, 3. Proof of Theorem 1.1]):
Falls

f (z) =
∑

n≫−∞

{
cnq

n + c′nΓ (k − 1, 4πny) q−n
}
,

so ist

Rk−22−kf (z) =
∑

n≫−∞

{
cnΓ (k − 1, 4πny) (−y)2−k e2πinz̄ + c′n (k − 2)!2 (−y)2−k e−2πinz̄

}
.

Mit der Definition X = yk−2g (−z̄) für harmonische Maaßformen vom Gewicht 2 − k folgt sofort, vgl. [Maaß 2,
Satz 5]:

Θf (z) =
∑

n≫−∞

{
cn

Γ (k − 1)
Γ (k − 1, 4πny) e−2πinz + Γ (k − 1) c′ne

2πinz

}
.

Der Beitrag des nicht-holomorphen Terms c′0y
1−k wird im folgenden noch untersucht. Wie in [Maaß 2, Hilfssatz

5] ist dann sofort

Θ ◦Θ = Id.

Mit Hilfssatz C.3.5.2 und mit dem binomischen Lehrsatz ist

∂k−22−ky
m =

(k − 2)!

(4πy)k−2

k−2∑

j=0

(4πy)
j

j!

(
− 1

4π

)j
∂j

∂yj
ym

=
(k − 2)!

(4πy)
k−2

m∑

j=0

(−1)j
(
m

j

)
ym =

(k − 2)!

(4πy)
k−2 (1− 1)m ym = 0,

∂k−22−ky
k−1 =

(k − 2)!

(4πy)k−2

k−2∑

j=0

(4πy)j

j!

(
− 1

4π

)j
∂j

∂yj
yk−1

= 0− (k − 2)!

(4πy)
k−2 (−1)k−1

(
k − 1

k − 1

)
yk−1 =

(k − 2)!

(4πy)
k−2 y

k−1,

∂k−22−kz
m =

(k − 2)!

(4πy)
k−2

m∑

j=0

(−2iy)jm!

j! (m− j)! z
m−j =

(k − 2)!

(4πy)
k−2 (z̄ − z + z)

m
.
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Allgemein gilt für Polynome P vom Grad ≤ k − 2

∂k−22−kP (z) =
(k − 2)!

(4πy)
k−2P (z̄) ,

∂k−22−kz
k−1 =

(k − 2)!

(4πy)k−2

k−2∑

j=0

(−2iy)j (k − 1)!

j! (k − 1− j)! z
k−1−j =

(k − 2)!

(4πy)k−2

{
(z̄ − z + z)

k−1 − (−2iy)k−1
}

∂k−22−kq
m =

(k − 2)!

(4πy)
k−2

k−2∑

j=0

(4πy)
j

j!
mjqm =

e (mz̄)

(4πy)
k−2Γ (k − 1, 4πmy) ,

∂k−22−ky
m =

(m− k + 2)k−2

(4πy)
k−2 ym

und

∂k−22−k (τ − z)
k−2

=
(k − 2)!

(4πy)
k−2

k−2∑

j=0

(2iy)
j
(k − 2)!

j! (k − 2− j)! (τ − z)
k−2−j

=
(k − 2)!

(4πy)
k−2 (z − z̄ + τ − z)k−2 .

�

Ableiten der Fourierreihe der Eisensteinreihe ergibt

D2k−1G2−2k (z) = G2k (z) .

Das ist ein Beispiel für die Dualität von Modulformen vom Gewicht 2− 2k und 2k. Andere Beispiele hat man für
Poincaréreihen ([Bri Ka Rho, Lemma 2.3] und in dieser Arbeit die Hilfssätze C.3.5.4, C.3.5.5).

Hilfssatz C.3.5.4. Gruppe SL2 (Z) . Für k ∈ 2N ist

Dk−1F2−k (m, z) = −mk−1Fk (m, z) ;

Θ F2−k (m, z) = F2−k,a (−m, z) ,

ξ2−kF2−k (m, z) =

{
0, k < 12,
(4πm)k−1

Γ(k−1) Pk (m, z) ∈ Sk, k ≥ 12.

Beweis. Hilfssatz C.3.3.2.4 �

Hilfssatz C.3.5.5. Gruppe Γ0 (4), Spitze a ∈
{
∞, 0, 12

}
,ma = m − κa. Sei Fk,a (m, z) := Pk,a (−m, z) für

m ∈ Z−, k ≥ 2.
Für k ∈ N,m ∈ Z r {0} ist

Dk−1F2−k,a (m, ·) |τb (z) =
{
|ma|k−1 Fk,a (m, ·) |τb (z) , a =∞, b 6=∞∨ a 6=∞, b =∞,
(− |ma|)k−1 Fk,a (m, ·) |τb (z) , sonst;

Θ F2−k,a (m, ·) |τb (z) =
{
F2−k,a (−m, ·) |τb (z) , a =∞, b 6=∞∨ a 6=∞, b =∞,
(−1)k F2−k,a (−m, ·) |τb (z) , sonst.

Für k ∈ 1
2N, k > 1

ξ2−kF2−k,a (m, ·) |τb (z) =
{
− (4π|ma|)k−1

Γ(k−1) F+
k,a (−m′, ·) |τb (z) , a =∞, b 6=∞∨ a 6=∞, b =∞

(4π|ma|)k−1

Γ(k−1) F+
k,a (−m′, ·) |τb (z) , sonst

mit m′ =

{
m− 1, a = 1

2 ∧ 2 ∤ k

m, sonst
.

Ähnliches gilt im Kohnen-Plus-Raum:

ξ2−kF2−k (m, z) =
(4π |m|)k−1
Γ (k − 1)

F+
k (−m, z) , k halbzahlig,m 6= 0
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und auch für Γ0 (p):

ξ2−kF
(p)
2−k,a (m, z) =

(4π |m|)k−1
Γ (k − 1)

F
(p)+
k,a (−m, z) , k gerade,m ∈ N, a =∞∨ 0.

Beweis. Koeffizientenweise mit [Fay, Theorem 3.4].
Für k ∈ N ist

Dk−1q−m = (−m)
1−k

q−m

Dk−1
{
Γ (k − 1, 4πmy)

Γ (k − 1)
q−m

}
= 0,

S2−k,a,b (−ma, nb; c) = Sk,a,b (−ma, nb; c)

bzw.

Sk,a,b (−ma, nb; c) = dkabSk,a,b (ma,−nb; c) .

mit

dkab =

{
1, a =∞, b 6=∞∨ b =∞, a 6=∞
(−1)k , sonst

.

Untersuchen wir die Anwendung des ξ-Operators auf Poincaréreihen: Sei m ∈ Z, k > 1;

ξ2−kF2−k,a (m, ·) |2−kτb (z) = 2iy2−k
∂

∂z
F2−k,a (m, ·) |2−kτb (z)

=
2iy2−k

Γ (k − 1)

∂

∂z

{
c2−kab

∑

γ∈Γ∞\τ−1
a Γ0(4) τb

v2−k
(
τaγτ

−1
b

)
(cz̄ + d)

k−2 ·

· γ (k − 1, 4π (m− κa) Im γz) e ((m− κa) γz̄)
}

mit v2−k = v̄k ist das

=
2iy2−k

Γ (k − 1)
c2−kab

∑

γ∈Γ∞\τ−1
a Γ0(4) τb

v̄k
(
τaγτ

−1
b

)
(cz̄ + d)

k−2
e ((m− κa) γz̄) ·

· ∂
∂z

∞∫

−2πi(m−κa)(γz−γz̄)

e−ttk−2dt

= − 2iy2−k

Γ (k − 1)
c2−kab

∑

γ∈Γ∞\τ−1
a Γ0(4) τb

v̄k
(
τaγτ

−1
b

)
(cz̄ + d)

k−2
e2πi(m−κa)γz·

· (−2πi (m− κa) (γz − γz̄))k−2
−2πi (m− κa)

(cz + d)
2

(wegen γz − γz̄ = 2iy
(cz+d)(cz̄+d))

=
(4π (m− κa))k−1

Γ (k − 1)
c2−kab

∑

γ∈Γ∞\τ−1
a Γ0(4) τb

v̄k
(
τaγτ

−1
b

)
(cz + d)

−k
e ((m− κa) γz)

=
c2−kab
ckab

(4π (m− κa))k−1
Γ (k − 1)

·
{
Pk,a (m

′, ·) |kτb (z) , m > 0

Fk,a (−m′, ·) |kτb (z) , m < 0
;

c2−kab
ckab

=

{
−1, a =∞, b 6=∞∨ b =∞, a 6=∞
1, sonst

.

Allgemein ist das für die Gruppe Γ0 (N) richtig, s. auch [Ono 3, Theorem 8.5]. Der |−slash-Operator vertauscht
sowohl mit der Maaß-Ableitung, als auch mit komplexer Konjugation X . Insbesondere ist Dk−1 und ξ mit |−slash
vertauschbar. �
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Hilfssatz C.3.5.6. Für die Gruppen Γ0 (N) , N = 1, 4, p und die Spitzen ∞ und 0 gelten weitere Symmetriebezie-
hungen der entsprechenden Poincaréreihen, k ∈ Z:

mk−1 × n−ter Koeffizient von Fk,a (m, z) =

{
(−1)k nk−1 ×m− ter Koeffizient von Fk,infty (n, z) , a =∞,
nk−1 ×m− ter Koeffizient von Fk,0 (n, z) , a = 0.

mk−1 × n−ter Koeffizient von Pk,a (m, z) = nk−1 ×m−ter Koeffizient von Pk,a (n, z) .

k ∈ 1
2Z :

n−ter Koeffizient von Fk,a (m, z) = −m−ter Koeffizient von F2−k,a (n, z) .

n−ter Koeffizient von Pk,a (m, z) = − m−ter nicht-hol. Koeffizient von F2−k,a (n, z)

und für die Spitze
1

2
, k ∈ Z:

(
m+ κ 1

2

)k−1
×n−ter Koeffizient von Fk, 1

2
(m′, ·) |τ 1

2
= (−1)k

(
n− κ 1

2

)k−1
×m−ter Koeffizient von Fk, 1

2
(n, ·) |τ 1

2
.

(
m+ κ 1

2

)k−1
× n−ter Koeffizient von Pk, 12 (m

′, ·) |τ 1
2
=
(
n− κ 1

2

)k−1
×m− ter Koeffizient von Pk, 12 (n, ·) |τ 1

2
.

k ∈ 1
2Z :

n−ter Koeffizient von Fk, 12 (m
′, z) = −m−ter Koeffizient von F2−k, 12 (n, z) .

n−ter Koeffizient von Pk, 12 (m
′, z) = − m−ter nicht-hol. Koeffizient von F2−k, 12 (n, z)

mit m′ =

{
m+ 1, 2 ∤ k,

m, sonst.

Beweis. folgt aus den Symmetrien der entsprechenden Kloostermansummen (vgl. Hilfssatz C.3.3.4.2). �

In der Spitze
1

2
muss man vermutlich ganzes Gewicht nehmen und m durch m+ κ, . . . ersetzen.

Heckeoperatoren:

Hilfssatz C.3.5.7. Sei k ∈ N. Für Modulformen f ∈ M̂!
2−k (N,χ) gilt

TpD
k−1f =pk−1Dk−1 Tp f,

Tp ξ2−kf = pk−1ξ2−k Tp f,

und ebenso für Atkins Up− Operator:

UpD
k−1f =pk−1Dk−1 Up f,

Up ξ2−kf = pk−1ξ2−k Up f.

Beweis. Für die erste Aussage untersuchen wir nur die Wirkung auf eine Potenz qm:

TpD
k−1qm = pk−1Dk−1 Tp q

m

mk−1 Tp q
m = pk−1Dk−1

(
q

m
p + p1−kqpm

)

mk−1
(
q

m
p + pk−1qpm

)
= pk−1

{(
m

p

)k−1
q

m
p + p1−k (pm)

k−1
qpm

}
,

wobei der Term q
m
p nur für p | m vorkommt.

Der Operator ξ2−k wirkt nur auf die nicht-holomorphen Anteile, z.B. cmq−mΓ (k − 1, 4πmy) und bildet es gemäß
Definition C.3.5.1 auf − (4πm)

k−1
c̄mq

m ab und die Argumentation verläuft analog. �
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Satz C.3.5.8. Sei k,m, n ∈ N:
SL2 (Z):

Tn P2k (m, z) =
∑

d|ggT(m,n)

(n
d

)2k−1
P2k

(mn
d2

, z
)

k ∈ Z : Tn F2k (m, z) =
∑

d|ggT(m,n)

(n
d

)2k−1
F2k

(mn
d2

, z
)

(Γ0 (N) , χ):

Für Heckeoperatoren Tn mit ggT (n,N) = 1 gibt es keine Änderung gegenüber der Situation für SL2 (Z). Für t | N

ist Ut der „richtige“ Heckeoperator. Sei k ∈ N,m ∈ N, p | N, pχ =

{
1, χp trivial,

0, χp primitiv,

g (χp) =
p−1∑
j=1

χp (j) exp
(

2πij
p

)
die Gaußsumme

Up P
(N)
k,0 (m, z) = pk−1P (N)

k,0 (pm, z) ;

Up P
(N)

k, p
N
(m, z) = χN

p
(p) pk−1P (N)

k, p
N
(pm, z) ;

p ‖ N : Up P
(N)
k,∞ (m, z) =




P

(N)
k,∞

(
m
p , z

)
+ pχ (p− 1) p

k−2
2 P

(N)
k, p

N
(m, z) , p | m,

χp (−1)g (χp) p
k−2
2 P

(N)
k, p

N
(m, z) , p ∤ m.

k ∈ Z : Up F
(N)
k,0 (m, z) = pk−1F (N)

k,0 (pm, z) .

Up F
(N)
k, p

N
(m, z) = χN

p
(p) pk−1F (N)

k, p
N
(pm, z) .

p ‖ N : Up F
(N)
k,∞ (m, z) =




F

(N)
k,∞

(
m
p , z

)
+ pχ (p− 1) p

k−2
2 F

(N)

k, p
N
(m, z) , p | m,

χp (−1)g (χp) p
k−2
2 F

(N)
k, p

N
(m, z) , p ∤ m.

Kohnen-Plus-Raum:

Für p Primzahl, n ∈ N ist

k ∈ N, p ∤ n : Tp2Pk+ 1
2

(
n2, z

)
=pk−1Pk+ 1

2

(
n2, z

)
+ p2k−1Pk+ 1

2

(
p2n2, z

)
,

p | n : Tp2Pk+ 1
2

(
n2, z

)
=Pk+ 1

2

(
n2

p2
, z

)
+ p2k−1Pk+ 1

2

(
p2n2, z

)
,

k ∈ Z, p ∤ n : Tp2Fk+ 1
2

(
n2, z

)
=pk−1Fk+ 1

2

(
n2, z

)
+ p2k−1Fk+ 1

2

(
p2n2, z

)
,

p | n : Tp2Fk+ 1
2

(
n2, z

)
=Fk+ 1

2

(
n2

p2
, z

)
+ p2k−1Fk+ 1

2

(
p2n2, z

)
.

Beweis. Für die Gruppe SL2 (Z) findet sich das Resultat in [Iwaniec 3, 6.4 The Hecke operators for the
modular group].
Durch Vergleich der Fourierreihen und entsprechende Identitäten über Kloostermansummen hat man die Resultate
für Γ0 (N).
Die Poincaréreihen im Kohnen-Plus-Raum ergeben sich leicht mit Hilfe der Ω-Korrespondenz. Wegen Satz 3.1.8.1
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ist
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Dank der Möbiusschen Umkehrformeln ist die Aussage des Satzes äquivalent zu
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Offensichtlich ist
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und die zweite Summe auf der linken Seite wird unterteilt in p | l und p ∤ l.

Wegen Hilfssatz 3.2.6.1.1 ist für 2 | k
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Dank der Möbiusschen Umkehrformeln ist die Aussage des Satzes äquivalent zu
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Offensichtlich ist

pk+1
∑

l|np

lk+1Fk+ 3
2

(
l2, z

)
=
∑

m|n
pk+1

(
m

p

)k+1

Fk+ 3
2

(
m2

p2
, z

)

und die zweite Summe auf der linken Seite wird unterteilt in p | l und p ∤ l.
Für ungerades k geht der Beweis analog. �

C.3.6. Struktursätze.

Hilfssatz C.3.6.1. Eine holomorphe Funktion f ist eine Mock-Modulform aus Sk,Mk bzw. M!
k (vom Gewicht

k<2), falls es eine (schwach-)holomorphe Modulform g ∈ S2−k,M2−k bzw. M !
2−k) vom Gewicht 2− k ∈ N

2 gibt, so
dass

f (z) + ˜̃g (z) = f (z) +R.

i∞∫

−z̄

g (τ) (τ + z)
k−2 dτ(C.3.6.1)

eine harmonische schwache Maaßform vom Gewicht k ist.
Umgekehrt gibt es zu jedem g ∈ S2−k (bzw. ∈ M2−k,M !

2−k) eine Mock-Modulform f ∈ Sk (bzw. ∈ Mk,M!
k), so

dass Gleichung (C.3.6.1) gilt.

Folgerung C.3.6.1.1. Mock-Spitzenformen Ŝk gibt es nur für negatives Gewicht, Mock-Modulformen M̂k nur für
k ≤ 2.

Beweis. Annahme k > 2; ξk würde die zugehörigen harmonischen schwachen Maaßformen in S2−k bzw.
M2−k = ∅ abbilden. Beispiel vom Gewicht 2: E2 ∈ M̂2. �

Hilfssatz C.3.6.2. [Bri Gu Ke On, Theorem 1.2] Sei k,N ∈ N, k ≥ 2, χ ein Dirichletcharakter mod N . Es
gibt folgende kurze exakte Sequenz

0 −→M !
2−k (N,χ)

Dk−1

−→ S!
k (N,χ) −→ Sk (N,χ)⊕ Sk (N,χ) −→ 0.

∑

i≥−∞
aiq

i 7−→
∑

i≥−∞
ik−1aiq

i

M̂!
2−k (N,χ) = Ŝ2−k (N,χ)⊕ΘŜ2−k (N,χ)⊕ 〈E2−k (N,χ)〉

und

0 −→ S2−k (N,χ)
Dk−1

−→ S!
k (N,χ) −→ Sk (N,χ) −→ 0, Dk−1 injektiv,

0 −→M2−k (N,χ)
Dk−1

−→ M !
k (N,χ) −→ Sk (N,χ) −→ 0, Dk−1 injektiv,

0 −→ΘM !
2−k (N,χ) →֒ΘŜ2−k (N,χ)

Dk−1

−→ Sk (N,χ) −→ 0,

0 −→ΘM !
2−k (N,χ) →֒ M̂!

2−k (N,χ)
Dk−1

−→ M !
k (N,χ) −→ 0.

Beweis. Schwach-holomorphe Modulformen der komplementären Gewichte k und 2 − k sind durch den Dif-
ferenzialoperator Dk−1 aufeinander bezogen: Dk−1 bildet M !

2−k (N,χ) auf Modulformen von komplementärem
Gewicht k ab, [Bol]. Die Spitzenformen Sk (N,χ) und Formen

q−i1 +O (q) ,

q−i2 +O (q) ,

...

q−is +O (q) .

aus S!
k (N,χ) dual zur Basis (C.1.1.1) liegen nicht im Bild von Dk−1. Diese Hauptteile entsprechen unter der

KorrespondenzDk−1 eindeutig harmonischen schwachen Maaßformen vom Gewicht 2−k, deren nicht-holomorpher
Anteil in bijektiver Entsprechung zu den Spitzenformen Sk (N,χ) steht, vgl. auch [Br On Rh, Theorem 1.2,
Remark 2]
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Die letzten vier exakten Sequenzen sind [Br On Rh, Bruinier Funke 2, Theorem 1.2]. �

Hilfssatz C.3.6.3. [Br On Rh, (1.1)] Sei k ∈ 1
2Zr {1}. Die folgenden Sequenzen sind exakt

0 −→M !
k (N,χ) →֒ Ŝk (N,χ)

ξk−→ S2−k (N,χ) −→ 0,

0 −→M !
k (N,χ) →֒ M̂k (N,χ)

ξk−→M2−k (N,χ) −→ 0,(C.3.6.2)

0 −→M !
k (N,χ) →֒ M̂!

k (N,χ)
ξk−→M !

2−k (N,χ) −→ 0.

Bemerkung. Es ist eine interessante Frage, welche Γ0 (4)−Poincaréreihen Fk,a (m, z) einfache (rationale) Koef-
fizienten haben. Hier zwei Beispiele:

F−3,∞ (−3, z)=− 64− 34
{
Q

(−3) − 2

27
Q

(1) − 4096

27
Q

(2) +
458752

27
Q

(4) + · · ·
}

F−3,∞ (−2, z)=
4

5
− 4 · 1, 046340

(
q − 4

24
q
2 +

16

44
q
4 − 14

54
q
5 + . . .

)
− 24

{
Q

(−2) − 2Q(1) + 768Q(3) + 32Q(4) + · · ·
}

F−3,∞ (−1, z)=
4

5
+ 1, 046340

(
q − 4

24
q
2 +

16

44
q
4 − 14

54
q
5 + . . .

)
−
{
Q

(−1) + 32Q(2) + 6Q(3) − 1152Q(4) + · · ·
}

F−3,∞ (0, z) =E−3,∞ (z) = 1 +
1

L (4,−4)

{
q +

16

24
q
2 +

80

34
q
3 +

256

44
q
4 + . . .+Q

(1) + 16Q(2) + 80Q(3) + 256Q(4) + · · ·
}

F−3,∞ (1, z) =
1

q
− 4

5
+

32

24
q
2 +

6

34
q
3 − 1152

44
q
4 + . . .− 1, 046340

{
Q

(1) − 4Q(2) + 16Q(4) + · · ·
}

F−3,∞ (2, z) =
1

q2
− 4

5
+ 24

(
−2q +

768

34
q
3 +

32

44
q
4 + . . .

)
+ 4 · 1, 046340

{
Q

(1) − 4Q(2) + 16Q(4) + · · ·
}

F−3,∞ (3, z) =1024
θ23
(
θ43 + 3θ44

)

θ122
=

1

q3
+ 64 + 34

(
− 2

27
q − 212

24 · 27 q
2 +

458752

44 · 27 q
4 + . . .

)

...

F5,∞ (0, z) =E5,∞ (z) = 1 +
4

5
q +

4

5
q
2 − 64q3 +

4

5
q
4 + . . .

F5,∞ (1, z) =
1

q
+ 32q2 + 6q3 − 1152q4 + . . .

F5,∞ (2, z) =
1

q2
− 2q + 768q3 + 32q4 + . . .

F5,∞ (3, z) =
1

q3
− 2

27
q − 212

27
q
2 +

458752

27
q
4 + . . . .

Der Operator D1−k setzt sie mit den F2−k,a (m,z) in Beziehung, die oft ganzzahlige Fourierkoeffizienten haben: F5,∞ (m, z)
und F6,∞ (2m, z) sind in Q {q}:

F−4,∞ (−6, z)=− 1952− 65
{
Q

(−6) − 402Q(2) + 245760Q(4) + · · ·
}

F−4,∞ (−4, z)=248− 45
{
Q

(−4) + 128Q(2) − 36900Q(4) + · · ·
}

F−4,∞ (−2, z)=− 8− 25
{
Q

(−2) − 36Q(2) + 4096Q(4) + · · ·
}

F−4,∞ (0, z) =E−4,∞ (z) = 1 +
1

ζ (5)

{
− 8192π5y5

14175
+

16

15
q
2 +

31

32
q
4 + . . .+

512

15
Q

(2) +
15872

15
Q

(4) + · · ·
}

F−4,∞ (2, z) =
1

q2
− 8− 25

(
−36

25
q
2 +

4096

45
q
4 + . . .

)

F−4,∞ (4, z) =
1

q4
+ 248− 45

(
128

25
q
2 − 36900

45
q
4 + . . .

)

F−4,∞ (6, z) =
1

q6
− 1952 − 65

(
−402

25
q
2 +

245760

45
q
4 + . . .

)

...

F6,∞ (0, z) =E6,∞ (z) = 1 + 8q2 − 248q4 + 1952q6 − 8440q8 + . . .

F6,∞ (2, z) =
1

q2
− 36q2 + 4096q4 − 97686q6 + 1179648q8 + . . .

F6,∞ (4, z) =
1

q4
+ 128q2 − 36900q4 + 1866240q6 − 43118592q8 + . . .
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F6,∞ (6, z) =
1

q6
− 402q2 + 245760q4 − 22671936q6 + 876085248q8 + . . . .

Natürlich ist das immer dann der Fall, wenn es keine Spitzenformen gibt, also für k < 5. Dann sind die
F2−k,a (m, z) ∈M !

2−k (Γ0 (4)) schwach-holomorph und diese Räume haben einfache Basen mit ganzzahligen Koef-
fizienten, vgl. z.B. [Choi 1].

Auch für Sk (Γ0 (4)) =

〈
∞∑
j=1

τ (j) qj

〉
eindimensional, lässt sich noch einiges sagen: Falls der erste Fourierkoeffizi-

ent von Fk,∞ (m, z) ganz ist, sind alle Fourierkoeffizienten von Fk,∞ (m, z) ganz. Für ungerades n betrachtet man
die schwach-holomorphe Modulform

nk−1 Tn F2−k,∞ (m, z)− τ (n)F2−k,∞ (m, z)

und schliesst durch Anwenden von Dk−1 daraus, dass

Tn Fk,∞ (m, z)− τ (n)Fk,∞ (m, z)

ganzzahlige Fourierkoeffizienten hat und speziell dass der n−ter Fourierkoeffizient von Fk,∞ (m, z) ganz ist. Ent-
sprechend ist der n−te Fourierkoeffizient von mk−1Fk,∞ (m, z) = Dk−1F2−k,∞ (m, z) ganz.
Für k = 6 gibt es genau eine Heckeform f = θ42θ

4
3θ

4
4 = q−12q3+54q5−88q7− . . . . Der erste Fourierkoeffizient von

F6,∞ (2m, z) ist Null, da22 S6,∞,∞ (−2m, 1; 4c) = 0. Also sind alle ungeraden Koeffizienten von F6,∞ (2m, z) ganz.
Wegen U2 f = 0 ist ξ−4 U2 F−4,∞ (2m, z) = 0, also U2 F−4,∞ (2m, z) schwach-holomorph und U2 F6,∞ (2m, z) (die
geraden Fourierkoeffizienten) ganzzahlig.
Für k = 5 kann man zusätzlich noch die Symmetrien aus Hilfssatz C.3.5.6 verwenden:
Falls der erste Fourierkoeffizient von Fk,∞ (1, z) ganz ist, sind alle Koeffizienten von Fk,∞ (1, z) ganz und daher die

ersten Koeffizienten von allen Fk,∞ (m, z) aus
1

mk−1Z. Wie oben sind daher alle Koeffizienten aus
1

mk−1Z. Man

überlegt sich wieder, dass S5,∞,∞ (−1, 1, 4c) = 0, da in der Definition C.3.3.4.1 der Beitrag jeden Paares (d, a)
genau durch ein Paar (4c− a, 4c− d) wieder ausgeglichen wird.

In [Br On Rh] werden rationale Koeffizienten von F+ mit dem Verschwinden von Hecke-Eigenwerten und mit
CM-Spitzenformen in Verbindung gebracht, vgl. den Übersichtsartikel [Ono 3, 12.2 Algebraicity and the vanishing
of Hecke eigenvalues].

C.4. Overkonvergente Modulformen

C.4.1. Spektraltheorie des Up− Operators. Die Teilbarkeitsbetrachtungen aus dem 5. Kapitel „Fourier-
koeffizienten“ lassen sich verfeinern, indem man statt M̂!

k (N,χ) Räume overkonvergenter Modulformen betrachtet.
Es zeigt sich, dass p−adische Modulformen f (z) für zss ∈ Γ\H, das einer supersingulären elliptischen Kurve ent-
spricht, divergiert. Supersinguläre elliptische Kurven haben Hasse-Invariante Null. Nun ist die Eisensteinreihe
Ep−1 für p ≥ 5 ein Lift der Hasse-Invariante auf Charakteristik Null und man verlangt, dass r−overkonvergente
Modulformen mit p−adischen algebraischen Koeffizienten noch für Punkte z ∈ X0 (p

m) mit ordp Ep−1 (z) ≤ r
konvergieren. Für p = 2 ∨ 3 verlangt man : ordp E4 (z) ≤ 4r

p−1 . Schwach-holomorphe Modulformen mit Pol nur
bei Null sind automatisch overkonvergent. Pole bei unendlich werden mit dem Up− Operator in die Spitze Null
verschoben, vgl. Satz C.3.5.8, und sind dann overkonvergent. Zusätzlich zu den bekannten Hecke-Spitzenformen
gibt es abzählbar unendlich viele weitere Up−Eigenformen, deren Newtonsteigungen ≥ k − 1 sind ([Coleman 1,
Theorem 6.1]) und gegen ∞ gehen (→ Spektraltheorie kompakter Operatoren). Für diese Eigenformen sind die
p−Ordnungen ihrer Fourierkoeffizienten arithmetisch, vgl. Hilfssatz 5.1.8. Der Vorteil der Spektralzerlegung in
overkonvergente Up−Eigenformen liegt darin, dass sich das von Spitzenformen auf schwach-holomorphe Modul-
formen, Mock-Modulformen, ja sogar auf Jacobiformen ausdehnen lässt und eine einheitliche Erklärung für Ra-
manujankongruenzen bei allem, was eine overkonvergente Spektralentwicklung hat, ermöglicht. Die in Abschnitt
5.3 betrachteten schwachen Heckeformen sind Summe der entsprechenden Hecke-Spitzenformen und Eigenformen
mit Newtonsteigungen ≥ k − 1.

Definition C.4.1.1. Wir betrachten exemplarisch den Fall, dass die Modulkurve X0 (p) Geschlecht Null hat.
Betrachte folgende Räume p−adischer r−overkonvergenter Modulformen (0 ≤ r < p

p+1 ) vom Gewicht k:

M(χ,k) (p, r) :=

{
f

∣∣∣∣ f = E∗
∞∑

i=0

Ci

(
pkonst(p)·r

jp

)i
, Ci ∈ Qp, |Ci|p → 0

}

22In der Definition der Kloostermansummen tritt zu jedem Paar (d, a) auch (a+ 2c, d+ 2c) auf, was den Beitrag annulliert.
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mit der (Γ0 (p) , χ)−Eisensteinreihe E∗ mit Up−Eigenwert23 1, jp der Hauptmodul24 der Gruppe Γ0 (p), Null in
der Spitze Null, einfacher Pol in der Spitze ∞; vgl. [Loeffler, Theorem 1, Corollary 2] für den Spezialfall Γ0 (p).

Man kann diese overkonvergenten Modulformen explizit mit Sage ausrechnen. Für X0 (p) vom Geschlecht 1 vgl.
[Kilford 3]. Tatsächlich benutzen wir overkonvergente Modulformen etwas allgemeiner als hier definiert, vgl. etwa
[Kilford 1, 1.2 Definitions], [Coleman 1, Coleman 2, Gouvêa 1].

Sei p eine Primzahl. Wir fixieren einen algebraischen Abschluß Qp von Qp zusammen mit einer Einbettung von Q in
Qp. Außerdem betten wir Qp in seine Vervollständigung Cp ein. Diese Einbettungen bestimmen eine Erweiterung
der p−adischen Bewertung auf Cp, die wir so normalisieren, dass ordp (p) = 1.

Hilfssatz C.4.1.2. Sei k ∈ N0, ∀m ∈ N, 0 ≤ r < p2−m

p+ 1
: M !

k,0 (Np
m, χ) ∩Q {q} ⊂M(χ,k) (N, p, r) ;

M(χ,k) (N, p, r) ist der Raum p−adischer r−overkonvergenter Modulformen zur Gruppe Γ0 (N) .

Beweis. Sei m = 1. Der Hauptmodul jN hat einen einfachen Pol in der Spitze ∞. Sei f ∈ M !
k,0 (Np, χ)

mit algebraischen Fourierkoeffizienten. Dann gibt es ein g = E∗ ·Polynom
(

1
jN

)
, so dass f − g ∈ Mk (Np, χ) und

holomorphe (klassische) Modulformen sind overkonvergent für beliebiges r < p
p+1 , [Coleman 1, Theorem 8.1]. Für

höhere Stufe vgl. [Gouvêa 1, I.3.5. Modular forms and modular functions], [Gouvêa Mazur], [Co Gou Joch,
1 (2)]. �

Die folgenden Überlegungen sind unabhängig davon, ob X0 (N) Geschlecht Null hat.

Bemerkung. Für r = 0 hat man [Serre 1]’s p−adische Modulformen.

Eigenfunktionen des Up−Operators, die r−overkonvergent für irgendein r > 0 sind, sind gleichzeitig r−overkonver-

gent für alle r ∈
(
0, p

p+1

)
, [Co Gou Joch, 1 (4)], [Gouvêa 1, Corollary II.3.18]. Deshalb lege ich r ∈

(
0, p

p+1

)

nicht näher fest.

Im folgenden interessiert hauptsächlich die Eigenschaft, dass overkonvergente Funktionen eine Spektralzerlegung
haben:

Satz C.4.1.3 (Asymptotische Spektralzerlegung). Sei f eine p−adische r−overkonvergente Modulform, 0 < r <
p
p+1 . Es gibt eindeutige Ci ∈ Qp, Ci → 0, so dass für jedes x > 0 gilt:

∀m≫ 1, n ∈ N : ordp
(
f −

∑

ordp(υi)<x

Cigi
)∣∣
pm·n > mx

mit den normierten verallgemeinerten Eigenfunktionen gi (z) = q+O(q2) zu den Eigenwerten υi des Up− Operators
auf den overkonvergenten Modulformen. Wir schreiben

f :∽ C1g1 + C2g2 + C3g3 + . . . .

Beweis. Für f ∈M(χ,k) (N, p, r) mit r < 1
p+1 ist U f rp−overkonvergent. Falls f mindestens 1

p+1−overkon-
vergent ist, hat man die Beh. aus [Gouvêa Mazur, Prop. 1 für k = 0], [Loeffler, 5 Spectral Expansions]. �

Bemerkung. Die ersten dimMk (N,χ) Eigenfunktionen bilden das klassische Spektrum: Eisensteinreihen mit den
Newtonsteigungen 0 und k−1 und die Hecke-Spitzenformen Υi, i = 1, . . . , s. Die Eigenräume zu allen Eigenwerten
υi sind endlich dimensional.

Es gibt über die overkonvergenten Modulformen hinaus weitere Funktionen, die eine analoge Spektralreihe mit
denselben overkonvergenten Eigenfunktionen haben und für die Satz C.4.1.3 von [Gouvêa Mazur] gilt.

23vgl. [Coleman 2, B1. Eisenstein series], für k > 0 ist E∗ (z) = Ek,1,χ (z) = −Bk,χ

2k
+

∞∑
n=1

σk−1,χ (n) qn

24vgl. [Choi 1, Table 2]
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Definition C.4.1.4. Für Funktionen f (z) =
∑

i≫−∞
f |iqi schreiben wir

(C.4.1.1) f :∽ C1g1 + C2g2 + C3g3 + . . .

und nennen es die asymptotische Spektralentwicklung25 von f , falls ∃Ci,l ∈ Qp, so dass für jedes x > 0 gilt:

∀m≫ 1 : ordp

(
f (pm)−

∑

ordp(υi)<x

(
Ci,0 + Ci,1m+ Ci,2m

2 + . . .+ Ci,jim
ji
)
υmi

)
> mx.

Dabei sind gi,l normierte verallgemeinerte26 Eigenfunktionen gi,l (z) = q + O
(
q2
)

zum gleichen Eigenwert υi des
Up− Operators auf den overkonvergenten Modulformen; in Worten: Der Fehler bei Abbruch der Spektralreihe ist
(irgendwann) kleiner als der letzte Term (ohne Koeffizient).

Bemerkung. Die linke Seite in (C.4.1.1) hat eventuell einen Pol in der Spitze ∞, die rechte Seite nicht. Die
Relation bezieht sich nur auf genügend große Koeffizienten des p−Teil. Es ist sehr schwierig, etwas über andere
Koeffizienten als den p−Teil zu sagen, da es Eigenformen im Kern des Up− Operators gibt, z.B. Neuformen aus
Sk
(
p2, χ mod p

)
. Unsere Spektralentwicklung legt die Funktion nicht eindeutig fest. Daher wird die Spektralreihe

i.a. nicht koeffizientenweise gegen die Funktion konvergieren.

Hilfssatz C.4.1.5. Seien Υi, i = 0, 1, 2, . . . die p−adischen overkonvergenten Eigenfunktionen, die im Spektrum
von Funktionen aus M !

k (N,χ) , k > 0 vorkommen. Eigenfunktionen Υi mit Newtonsteigung ≥ k − 1 entsprechen
bijektiv Eigenfunktionen Υ̃i, die das Spektrum von Funktionen aus M !

2−k (N,χ) aufspannen; dabei ist Υ̃i das

Eichlerintegral von Υi, also Dk−1Υ̃i = Υi.

Beweis. Sei
∑
i

CiΥ
′
i die Spektralreihe von f ∈M !

2−k (N,χ). Dann ist
∑
i

CiD
k−1Υ′i Spektralreihe vonDk−1f ∈

Dk−1 (M !
2−k (N,χ)

)
. Der Operator Dk−1 bildet Eigenformen 6= 1 mit Eigenwert ψi auf Eigenformen mit Eigen-

wert pk−1ψi ab und erhält Overkonvergenz, [Coleman 1, Prop. 4.3]. Die Spektralreihe ist eindeutig. Funktionen
aus M !

k (N,χ) enthalten keine weiteren Eigenfunktionen. Man kann mit Hilfe der Heckeoperatoren den nicht-
holomorphen Anteil löschen: Angenommen

∑
j

djΥj ist die Spektralreihe von g ∈M !
k (N,χ). Dann ist das Eichler-

integral g̃ Mock-Modulform aus M2−k (N,χ), vgl. Folgerung C.3.3.1.3.1 und
s+1∏
i=0

(Up−υi) g ∈ Dk−1 (M !
2−k (N,χ)

)

hat die Spektralreihe
∑
j

(
s+1∏
i=0

(υj − υi) dj
)
Υj, offensichtlich mit denselben Spektralfunktionen (bis auf die ersten

dimMk (N,χ) Eigenformen zum klassischen Spektrum und Newtonsteigung ≤ k − 1). �

Dadurch wird der Fall overkonvergenter Modulformen für die Gewichte k und 2− k nahezu identisch.

Proposition C.4.1.6. Einige Funktionen mit asymptotischer Spektralentwicklung:

(1) Mit f1 und f2 haben auch c1f1 + c2f2,Up f1 und Vp f2 asymptotische Spektralentwicklungen.
(2) Schwach-holomorphe Modulformen mit algebraischen Fourierkoeffizienten haben eine asymptotische Spek-

tralentwicklung.
(3) Sei f ∈ M2−k (N,χ) , k ≥ 2, k ∈ N eine Mock-Modulform mit ganzalgebraischen Koeffizienten. Angenom-

men die Tp−Eigenwerte auf Sk (N,χ) sind paarweise verschieden:
(a) Dann enthält Dk−1f keine klassischen Hecke-Spitzenformen im overkonvergenten Spektrum.
(b) Die Mock-Modulform f besitzt eine asymptotische Spektralreihe.
(c) Es gibt eine overkonvergente M(χ,2−k) (N, p, r)-Modulform, die die gleiche Spektralzerlegung hat.

(4) Falls der Tp−Eigenwert τi (p) einfach ist, enthält eine schwache Hecke-Eigenform zum Eigenwert τi (p)
außer (eventuell) den Up−Eigenformen in den Eigenräumen zu υi und υci keine weiteren (klassischen)
Spitzenformen im overkonvergenten Spektrum.

Beweis. Der erste Punkt ist klar.
(2): Wegen Hilfssatz C.4.1.2 ist das klar für M !

k,0 (Γ0 (p)). Pole in der Spitze ∞ werden mit dem Up− Operator

in die Spitze p
N verschoben und Pole in p

N kann man löschen, indem man E∗ ·Polynom
(

1
jp

)
subtrahiert.

25eigentlich die asymptotische Spektralentwicklung des p−Teils von f . Die Beiträge zu einfachen Hecke-Eigenwerten sind eindeutig.
Die Definition berücksichtigt eigentlich nur die Eigenwerte (und nicht die Eigenformen).
26Für SL2 (Z) und vermutlich für Γ0 (p) , p = 2, 3, 5 sind die Up −Eigenräume eindimensional, dann ist

∑
Ciυ

m
i die Spektralreihe.
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(3)(a): Enthielte Dk−1f eine klassische Heckeform Υi im Spektrum, so wäre Dk−1f αi−arithmetisch im Wider-
spruch zu f ∈ Z {q}.
(b): Wenn Um f eine asymptotische Spektralreihe hat, so wegen (1) und (2) auch f ∽ VmUm f ∽

∑
j

CjΥj. Da f

ganzalgebraische Koeffizienten hat, ist die minimale Newtonsteigung der Spektralfunktionen wegen (3) mindestens
k − 1, d.h. das Spektrum von Dk−1f enthält nur Eigenformen Υi, die unter Dk−1 ein Urbild (Υ̃i) haben. Daher
hat f die asymptotische Spektralreihe

∑
j

CjΥ̃j.

(c): Ist
∑
j

djΥj die Spektralreihe von
n∏
i=1

(
pk−1 Up−υi

)
f , so ist

∑
j

CjΥj die Spektralreihe von f mit

dj =
n∏
i=1

(υi − υj)Cj j→∞−→ konst · Cj und die eine Spektralreihe konvergiert genau dort, wo auch die andere

konvergiert, also in derselben p−adischen 1
jp
−Scheibe.

(4): Der Operator Tp−p1−kτi (p) löscht den Schatten der zugehörigen Mock-Modulform ∀p ∤ N und daher ist
Tp−τi (p) angewendet auf die schwache Heckeform aus Dk−1 (M !

2−k (N,χ)
)
, enthält also keine Spitzenform im

Spektrum. Andererseits löscht Tp−τi (p) genau die Up−Eigenformen Υ und Υc aus dem Spektrum. �

Satz C.4.1.7 ([Atkin]-Verfahren). Sei f eine schwach-holomorphe Modulform vom Gewicht k oder Mock-Modulform
vom Gewicht 2 − k mit ganzalgebraischen Koeffizienten zur Gruppe Γ0 (N), Nebentyp χ und f ∽ C1g1 + C2g2 +
C3g3 + . . . die asymptotische Spektralzerlegung in overkonvergente Up−Eigenfunktionen gi zu den Eigenwerten
υ1, υ2, υ3, . . . mit eindeutiger minimaler Newtonsteigung α1 < α2 ≤ α3 ≤ . . . . Dann konvergiert das wiederholte
Anwenden des Up− Operators auf den holomorphen Anteil, gefolgt von einer Normalisierung des Fourierkoeffizi-
enten von q1 auf 1 gegen die Eigenform g1 niedrigster Newtonsteigung α1, d.h. die ursprüngliche Funktion f ist
α1−arithmetisch.

Beweis. Die Funktion f besitzt nach Proposition C.4.1.6 eine asymptotische Spektralreihe

f ∽ C1g1 + C2g2 + C3g3 + . . . , Ci → 0

und

Ump f ∽ C1υ
m
1 g1 + C2υ

m
2 g2 + C3υ

m
3 g3 + . . . ∼ C1υ

m
1 g1, da

(
υi
υ1

)m
→ 0.

�

Der nächste Abschnitt behandelt ein Beispiel dazu.

Beispiele (Ramanujans Mock-Modulformen). Ramanujan erwähnte in seinem letzten Brief an Hardy aus dem
Jahr 1920 folgende q−Reihen:

f (z) =
∞∑

m=0

f (m) qm = 1 +
q

(1 + q)2
+

q4

(1 + q)2 (1 + q2)2
+

q9

(1 + q)2 (1 + q2)2 (1 + q3)2
+ . . . =

1 + 4
∞∑

n=1

(−1)nq
n(3n+1)

2

1+qn

∞∏
n=1

(1− qn)
,

ω (z) =
∞∑

m=0

ω (m) qm =
1

(1− q)2
+

q4

(1− q)2 (1− q3)2
+

q12

(1− q)2 (1− q3)2 (1− q5)2
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n q3n(n+1) 1+q2n+1

1−q2n+1

∞∏
n=1

(1− q2n)
.

[Zwegers 2] zeigte, dass




q−
1
24 f (z)

2q
1
3ω
(
z
2

)

2q
1
3ω
(
z+1
2

)


 holomorpher Anteil einer vektorwertigen Modulform vom Gewicht 1

2 ist.

Die Situation für halbganzes Gewicht unterscheidet sich geringfügig von den Überlegungen für ganzes Gewicht27:

27vgl. die Arbeit von [Folsom Kent Ono] über Partitionszahlen
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∞∑

n=0

f (5n+ 4) qn = −3 + 6q − 17q2 + 34q3 − 53q4 + 89q5 − 154q6 + 245q7 − 369q8 + 557q9 + . . .

≡ 2 + q + 3q2 + 4q3 + 2q4 + 4q5 + q6 + q8 + 2q9 + 4q11 + 2q12 + 3q14 + . . . (mod 5),

−
∞∑

n=0

f
(
53n+ 99

)
qn ≡ 22 + q + 18q2 + 19q3 + 22q4 + 19q5 + 16q6 + 20q7 + 6q8 + 7q9 + 5q10 + . . . (mod 52)

≡ 2 + q + 3q2 + 4q3 + 2q4 + 4q5 + q6 + q8 + 2q9 + 4q11 + 2q12 + 3q14 + . . . (mod 5),
∞∑

n=0

f
(
55n+ 2474

)
qn ≡ 22 + q + 18q2 + 19q3 + 22q4 + 19q5 + 16q6 + 20q7 + 6q8 + 7q9 + 5q10 + . . . (mod 52)

...
∞∑

n=0

f
(
52n+ 24

)
qn = −53 + 557q − 3592q2 + 17503q3 − 71396q4 + 257256q5 − 841990q6 + . . . ,

≡ 22 + 7q + 8q2 + 3q3 + 4q4 + 6q5 + 10q6 + 2q7 + 24q8 + 24q9 + 6q11 + . . . (mod 52),

−
∞∑

n=0

f
(
54n+ 599

)
qn ≡ 47 + 32q + 108q2 + 28q3 + 79q4 + 81q5 + 85q6 + 102q7 + 24q8 + 49q9 + . . . (mod 53),

≡ 22 + 7q + 8q2 + 3q3 + 4q4 + 6q5 + 10q6 + 2q7 + 24q8 + 24q9 + 6q11 + . . . (mod 52),
∞∑

n=0

f
(
56n+ 14974

)
qn ≡ 47 + 32q + 108q2 + 28q3 + 79q4 + 81q5 + 85q6 + 102q7 + 24q8 + 49q9 + . . . (mod 53),

...

Analoges gilt für die Koeffizienten ω (m).

Vermutung C.4.1.8. Sei p = 5 ∨ 7. Definiere Folgen (cn)n∈N , (dn)n∈N natürlicher Zahlen minimal mit

24cn − 1 ≡ 0 (mod pn),

3dn + 2 ≡ 0 (mod pn).

Zu jedem m0 ∈ N und alle m > m0,m ≡ m0 (mod 2) gilt

(−1)
m−m0

2

∞∑

n=0

f (5mn+ cm) qn ≡
∞∑

n=0

f (5m0n+ cm0) q
n (mod 5[

m0+2

2 ]),

∞∑

n=0

f (7mn+ cm) qn ≡
∞∑

n=0

f (7m0n+ cm0) q
n (mod 7[

m0+1
2 ]);

(−1)
m−m0

2

∞∑

n=0

ω (5mn+ dm) qn ≡
∞∑

n=0

ω (5m0n+ dm0) q
n (mod 5[

m0+2

2 ]),

∞∑

n=0

ω (7mn+ dm) qn ≡
∞∑

n=0

ω (7m0n+ dm0) q
n (mod 7[

m0+1
2 ]).

C.4.2. Automorphe Formen mit Ramanujan-Kongruenzen. Außer schwach-holomorphen Modulfor-
men weisen auch viele meromorphe Modulformen (mit Polen in der oberen Halbebene) Ramanujan-Kongruenzen
auf.

Beispiele. Sei

f (z) =
(E4 (z)− E4 (3z)) (81 E4 (3z)− E4 (z))

19200
= q + 6q2 − 27q3 − 92q4 + 390q5 − 162q6 + . . .

die Neuform aus S8 (Γ0 (3)) mit Nullstellen in z =∞, 0, 3+i
√
3

6 und

g (z) = 41
E8 (z)

2

f (z)
+ 19935E8 (z)− 310E8 (3z) =

41

q
+ 23859063q+ 3672984352q2 + . . . .
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Dann gilt für n ≥ 2 :

U2n f (z) ≡ 0 (mod 2n), U2n g (z) ≡ 0 (mod 2n+4),

U3n f (z) ≡ 0 (mod 33n), U3n g (z) ≡ 0 (mod 33n+9),

U5n f (z) ≡ 0 (mod 5n), U5n g (z) ≡ 0 (mod 5n).

Bemerkung. Im Unterschied zu schwach-holomorphen Modulformen sind die Nenner der Fourierkoeffizienten i.a.
nicht beschränkt.

Satz C.4.2.1. Sei Sk (Γ0 (p)) 6= ∅ und f eine meromorphe Modulform vom Gewicht k zur Gruppe Γ0 (p) , p =
2, 3, 5∨ 7, mit algebraischen Fourierkoeffizienten und mit Polstellen in Punkten z1, . . . , zm ∈ F, so dass die Werte
des Hauptmoduls jp dort algebraisch sind und

ordp jp (zi) > 0, i = 1, . . . ,m;

dann hat f eine asymptotische Spektralentwicklung in p−adische overkonvergente Eigenfunktionen des Up− Ope-
rators. Falls der konstante Fourierkoeffizient in allen Spitzen Null ist, gibt es Kongruenzen

∀n : Upn f (z) ≡ 0 (mod pα1n+c),

dabei ist α1 die minimale Steigung des Newtonpolygons des charakteristischen Polynoms von Tp auf den Spitzen-
formen, c eine (ineffektive) Konstante.

Beweis. Mit ai := jp (zi) und natürlichen Zahlen bi gilt:

f ·
m∏

i=1

(jp − ai)bi ist eine schwach-holomorphe Modulform, mit asymptotischer Spektralentwicklung;

p−adische r−overkonvergente Modulformen bilden (für festes p und r) einen Ring: Man kann sie als p−adische
Grenzwerte von q−Reihen28 klassischer Modulformen definieren, die in bestimmten z−Mengen p−adisch konver-
gieren. Das gleiche gilt dann für Linearkombinationen und Produkte dieser Grenzwerte. Daher reicht es zu zeigen,

dass
m∏
i=1

1
(jp−ai)bi

bzw. die Partialbrüche 1
(jp−ai)b

(ein wenig) overkonvergent sind.29 Das folgt aus

1

jp − ai
=

1

jp

∞∑

n=0

(
ai
jp

)n
, vgl. [Loeffler, Theorem 1, Corollary 2].

Damit haben wir bewiesen:

∃ s ∈ N : Ups f ist overkonvergent,

d.h. es gibt nach Satz C.4.1.3 eine asymptotische Entwicklung von f in p−adische overkonvergente Eigenfunktionen
des Up− Operators.

Ist der konstante Fourierkoeffizient einer p−adischen Modulform g Null, so gehen auch die pm−ten Fourierkoeffi-
zienten von g gegen Null:

c0 (g) =
1− pk−1

2
ζ (1− k) lim

m→∞
cpm (g) , [Serre 1, Theorem 7].

Der konstante Fourierkoeffizient ändert sich nicht durch Anwendung des Up− Operators. Die Eisensteinreihe
E∗ = Ek −pk−1 Vp Ek der Newtonsteigung Null kommt in der Spektralentwicklung von f nicht vor, da ihr pm−ter
Fourierkoeffizient 1 ist. Eigenfunktionen der Newtonsteigung < k − 1 sind klassische (holomorphe) Modulfor-
men, die Eisensteinreihe E∗ sowie Spitzenformen, [Coleman 1, Theorem 6.1]. Daher ist α1 die kleinste mögliche
Newtonsteigung der Spektralfunktionen von f . �

Die Voraussetzungen des Satzes sind oft erfüllt, z.B. im obigen Beispiel für p = 3:

Hilfssatz C.4.2.2. Ist z0 die Nullstelle einer Spitzenform mit algebraischen Fourierkoeffizienten, z.B. einer Neu-
form, so ist jp (z0) algebraisch.
Ist umgekehrt jp (z0) algebraisch, so gibt es eine Spitzenform mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten, die in z0 eine
einfache Nullstelle hat.

28q = exp (2πiz)
29Ihre Fourierkoeffizienten haben in Qp beschränkte Nenner.
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Beweis. Nach [Choi 1, Lemma 2.1, Beweis von Theorem 1] sind solche Spitzenformen in ∆a
p,12∆

b
p,4∆

c
p,6·Q [jp];

davon hat ∆p,12 keine Nullstellen, während die jp−Werte der Nullstellen von ∆p,4,∆p,6 algebraisch sind. Das
Polynom (in jp) hat natürlich algebraische Nullstellen.

Sei umgekehrt jp (z0) algebraisch vom Grad n. Wähle ein Polynom aus Z [X ] vom Grad n mit dieser Nullstelle.
Wähle das Gewicht k so, dass dimSk (Γ0 (p)) = n. Dann gibt es nach obiger Konstruktion eine Spitzenform aus
Sk (Γ0 (p)) mit ganzzahligen Fourierkoeffizienten. �

C.4.3. Fourierkoeffizienten und Spektralzerlegung. Zur Entdeckumg der Ramanujankongruenzen bei
fast jeder Modulform aus M !

k (N,χ) , k ∈ N haben sich die Basen Hpj als nützlich erwiesen. Diese Basisfunktio-
nen haben eine interessante Spektralzerlegung in overkonvergente Up−Hecke-Eigenformen. Da die betrachteten
unendlichen Reihen nur dann p−adisch konvergieren, falls die minimale Newtonsteigung der Hecke-Spitzenformen
positiv ist, nehmen wir an, dass die Primzahl p ungewöhnlich ist und p ∤ N . In diesem Abschnitt verwenden wir
wieder die Abkürzungen:

hpm := hpm
(
pn
)
.

Es folgen einige Identitäten für die Koeffizienten der schwachen Neuformen f ′ ∈ S!
k (N,χ) aus Abschnitt 5.3 zum

Tp−Eigenwert τi (p). Sei d der Heckedefekt von f ′ entsprechend Definition 5.3.1.

Hilfssatz C.4.3.1. Sei X0 (N) vom Geschlecht Null, p ∤ N . Für (schwache) (Γ0 (N) , χ)−Neuformen und ∀m, j ∈
N ist

τi
(
pm+j

)
= τi

(
pj
)
τi (p

m)− χ (p) pk−1τi
(
pj−1

)
τi
(
pm−1

)
,

τ ′i
(
pm+j

)
= τi

(
pj
)
τ ′i (p

m)− χ (p) pk−1τi
(
pj−1

)
τ ′i
(
pm−1

)
+

j−1∑

l=0

τi
(
pj−l−1

)
p(m+l)(k−1)d|pm+l .

Sei a, b, c, d ∈ R, a+ b = c+ d, c = min (a, b, c, d). Dann ist30

τi (p
a) τi

(
pb
)
− τi (pc) τi

(
pd
)
=
(
χ (p) pk−1

)c+1
τi
(
pa−c−1

)
τi
(
pb−c−1

)
.

Sei τi (pm) :=
υm+1
i − (υci )

m+1

υi − υci
, υiυ

c
i = χ (p) pk−1, υi 6= υci . Für Konstanten c ∈ R, s ∈ N0 gilt:

s∑

r=0

crτi

(
p[

s−r
2 ]
)
τi

(
p[

s+1−r
2 ]

)
=

cs+2

(υi − υci )
2

{
1−

(
υi

c

)s+3

1− υi

c

+
1−

(
υc
i

c

)s+3

1− υc
i

c

− 2
1−

(
χ(p)pk−1

c2

)[ s+4
2 ]

1− χ(p)pk−1

c2

− τi
c

1−
(
χ(p)pk−1

c2

)[ s+3
2 ]

1− χ(p)pk−1

c2

}

Sei ∆{N}pn−1 =
∞∑
j=1

τ
{N}
pn−1 (j) q

j die Spitzenform aus Satz C.1.1.4. Dann hat man für ihre Koeffizienten, u ≥ 2b, l = 1:

b∑

t=a

(
χ (p) pk−1

)t
τ
{N}
pn−1

(
lpu−2t

)
=
(
χ (p) pk−1

)a n∑

i=1

τi
(
pb−a

)
τi
(
lpu−a−b

)

p′ (τi)
.

Falls die Eigenwerte des Tp−Operators auf den Spitzenformen paarweise verschieden sind, kann man beliebiges
l ∈ N mit p ∤ l wählen.
Falls υi = υci , wählt man υci variabel und betrachtet den Grenzwert υci → υi.

Beweis. Für j = 1 ist das die Hecke-Multiplikativität (5.1.1). Vollständige Induktion nach j ergibt die erste
Aussage. Setze g

(
pl
)
:= pl(k−1)d|pl . In die zweite Gleichung setzen wir die Beziehung aus Hilfssatz 5.3.5 ein. Auf

der linken Seite hat man

τ ′i
(
pm+j

) (5.3.7)
= τi

(
pm+j

)
τ ′i (1) +

∑

q+l=m+j−1
τi (p

q) g
(
pl
)
.

30τi
(
p−1

)
:= 0



C.4. OVERKONVERGENTE MODULFORMEN 235

Auf der rechten Seite:

τi
(
pj
)

τi (pm) τ ′i (1) +

∑

q+l=m−1
τi (p

q) g
(
pl
)

− χ (p) pk−1τi

(
pj−1

)

τi

(
pm−1

)
τ ′i (1) +

∑

q+l=m−2
τi (p

q) g
(
pl
)



+

j−1∑

q=0

τi
(
pj−q−1

)
g
(
pm+q

)
.

Um die Gleichheit zu zeigen, fehlt der Nachweis, dass
∑

q+l=m+j−1
τi (p

q) g
(
pl
)
=τi

(
pj
) ∑

q+l=m−1
τi (p

q) g
(
pl
)
− χ (p) pk−1τi

(
pj−1

) ∑

q+l=m−2
τi (p

q) g
(
pl
)

+

j−1∑

q=0

τi
(
pj−q−1

)
g
(
pm+q

)

bzw.

m−1∑

q=0

τi
(
pq+j

)
g
(
pm−q−1

)
=τi

(
pj
) ∑

q+l=m−1
τi (p

q) g
(
pl
)
− χ (p) pk−1τi

(
pj−1

) ∑

q+l=m−2
τi (p

q) g
(
pl
)
.

Das ist eine einfache Anwendung der ersten Gleichung des Hilfssatzes.

Nach der ersten Gleichung von Hilfssatz C.4.3.1 ist

τi (p
a) τi

(
pb
)
= τi

(
pa+b

)
+ χ (p) pk−1τi

(
pa−1

)
τi
(
pb−1

)
.

Daraus ergibt sich rekursiv die Beh.

Unter Verwendung von
[
r
2

]
+
[
r+1
2

]
= r hat man

s∑

r=0

crτi

(
p[

s−r
2 ]
)
τi

(
p[

s+1−r
2 ]

)
= 0 + 0 +

s∑

r=0

cs−rτi
(
p[

r
2 ]
)
τi

(
p[

r+1
2 ]
)

=
cs+2

(υi − υci )
2





(
1− 1

1

)2

+
(1− 1) (υi − υci )

c
+

(υi − υci )2
c2

+ . . .+

(
υ
[ s+2

2 ]
i − (υci )

[ s+2
2 ]
)(

υ
[ s+3

2 ]
i − (υci )

[ s+3
2 ]
)

cs+2





=
cs+2

(υi − υci )
2

{(
1 +

υi
c
+
(υi
c

)2
+ . . .+

(υi
c

)s+2
)
+

(
1 +

υci
c

+

(
υci
c

)2

+ . . .+

(
υci
c

)s+2
)

− 2
1 · 1
1
− τi
c
− 2

χ (p) pk−1

c2
− χ (p) pk−1τi

c3
− 2

(
χ (p) pk−1

)2

c4
− . . .−

(
χ (p) pk−1

)[ s+2
2 ]

cs+2
·
{
τi, s ungerade,

2, 2 | s.

In der zweiten Zeile gibt es zwei arithmetische Reihen−2
(
1 + χ(p)pk−1

c2 +
(
χ(p)pk−1

c2

)2
+ . . .+

(
χ(p)pk−1

c2

)[ s+2
2 ](k−1)

)

und − τic
(
1 + χ(p)pk−1

c2 +
(
χ(p)pk−1

c2

)2
+ . . .+

(
χ(p)pk−1

c2

)[ s+1
2 ](k−1)

)
. Die Summenformel für die arithmetische Rei-

he ergibt den Beweis.

Wir beweisen die zweite Aussage zunächst für a = 0:
b∑

t=0

pt(k−1)τ{N}pn−1

(
lpu−2t

) Euler-Lemma
HS.A.1.3=

n∑

i=1

τi (l)

(υi − υci ) p′ (τi)

b∑

t=0

υti (υ
c
i )
t
(
υu−2t+1
i − (υci )

u−2t+1
)

=

n∑

i=1

τi (l)

(υi − υci ) p′ (τi)

{
υu+1
i

1−
(
υc
i

υi

)b+1

1− υc
i

υi

− (υci )
u+1

1−
(
υi

υc
i

)b+1

1− υi

υc
i

}

=

n∑

i=1

τi (l)

(υi − υci )
2
p′ (τi)

(
υb+1
i − (υci )

b+1
)(

υu−b+1
i − (υci )

u−b+1
)
=

n∑

i=1

τi
(
pb
)
τi
(
lpu−b

)

p′ (τi)
.

Die Aussagen für t = a sind offensichtlich. �
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Definition C.4.3.2. Für die Teilbarkeit des p−Teils von schwach-holomorphen Modulformen M !
k (N,χ), p ∤ N

sind die Grenzwerte

gi := ordp
∞∑

t=0

τi (pt)hpt , i = 1, . . . , n

entscheidend.

Die Grenzwerte gi spielen im Abschitt 5.5 eine Rolle für die Existenz von Mock-Modulformen mit ganzalgebraischen
Koeffizienten, ebenso bei Fragen nach dem p−Teil der Basisfunktionen Hpm . Es interessiert die Frage, ob gi endlich
oder unendlich ist.31

Satz C.4.3.3. Sei p eine Primzahl, p ∤ N, p ein Primideal über p aus dem Zerfällungskörper K des Polynoms
pT (X) des Heckeoperators Tp, p

e ‖ p, peαi ‖ τi (p) in K,αi <
k−1
2 ; ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}:

∣∣∣∣
τ ′i
(
pm+1

)
τi
(
pm+1

)

τ ′i (p
m) τi (p

m)

∣∣∣∣ =
(
χ (p) pk−1

)m (
d|1 + τi (p)d|p + τi (p2)d|p2 + · · ·+ τi (pm)d|pm

)
,

∀j ∈ N :

∣∣∣∣
τ ′i
(
pm+j

)
τi
(
pm+j

)

τ ′i (p
m) τi (p

m)

∣∣∣∣ = τi
(
pj−1

) (
χ (p) pk−1

)m (
d|1 + τi (p)d|p + · · ·+ τi (pm)d|pm

)

+ τi (p
m)
{
τi
(
pj−2

)
p(m+1)(k−1)d|pm+1 (pn) + τi

(
pj−3

)
p(m+2)(k−1)d|pm+2 + · · ·+ p(m+j−1)(k−1)d|pm+j−1

}
,

m≫ 1,

∞∑

i=0

τi (pi)d|pi 6= 0 p−adisch: ordp

∣∣∣∣
τ ′i
(
pm+j

)
τi
(
pm+j

)

τ ′i (p
m) τi (p

m)

∣∣∣∣ = m (k − 1) + (j − 1)αi + gi,

sonst, m→∞: ordp

∣∣∣∣
τ ′i
(
pm+j

)
τi
(
pm+j

)

τ ′i (p
m) τi (p

m)

∣∣∣∣−m (k − 1)− (j − 1)αi →∞.

Beweis. Wir verwenden wieder die Abkürzung g (pm) := χ (p) pm(k−1)hpm (pn). Aus Hilfssatz C.4.3.1 folgt
die Rekursion ∣∣∣∣

τ ′i
(
pm+1

)
τi
(
pm+1

)

τ ′i (p
m) τi (p

m)

∣∣∣∣ = χ (p) pk−1
∣∣∣∣
τ ′i (p

m) τi (p
m)

τ ′i
(
pm−1

)
τi
(
pm−1

)
∣∣∣∣ + g (pm) τi (p

m)

und daraus die erste Aussage des Satzes.
Sei j > 1. Mit

∣∣∣∣
τ ′i
(
pm+j

)
τi
(
pm+j

)

τ ′i (p
m) τi (p

m)

∣∣∣∣− τi
(
pj−1

) ∣∣∣∣
τ ′i
(
pm+1

)
τi
(
pm+1

)

τ ′i (p
m) τi (p

m)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
τ ′i
(
pm+j

)
− τi

(
pj−1

)
τ ′i
(
pm+1

)
τi
(
pm+j

)
− τi

(
pj−1

)
τi
(
pm+1

)

τ ′i (p
m) τi (p

m)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
−χ (p) pk−1τi

(
pj−2

)
τ ′i (p

m) + τi (p
m)

j−2∑
t=0

τi
(
pj−t−2

)
g
(
pm+t+1

)
−χ (p) pk−1τi

(
pj−2

)
τ ′i (p

m)

τ ′i (p
m) τi (p

m)

∣∣∣∣∣∣

und Hilfssatz C.4.3.1 folgt die zweite Aussage.
Die p−Ordnung des ersten Terms der rechten Seite ist wie behauptet, während die darauffolgende Summe eine
größere Ordnung als m (k − 1 + αi) hat und daher für großes m eine größere p−Ordnung hat. �

Außer den Fourierkoeffizienten werden im folgenden auch die Spektralkoeffizienten des Heckedefektes dpn aus Satz
C.1.2.3 häufiger benötigt. Wir nehmen immer an, dass die Primzahl p „ungewöhnlich“ ist, damit die auftretenden
Reihen konvergieren.

Vermutung C.4.3.4. Sei dpn die schwach-holomorphe Modulform vom Gewicht 2−k, die sich aus dem modularen
Gitter (Abschnitt C.1.2) zu M !

2−k (N,χ) ergibt. Angenommen, es existiert die Spektralentwicklung

dpn ∽ c0Ψ0 + c1Ψ1 + c2Ψ2 + . . . ,

mit den overkonvergenten verallgemeinerten Up−Eigenformen Ψi aus M(χ,2−k) (N, p, r).

31In allen betrachteten Fällen waren diese Grenzwerte endlich.
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Für den pm−ten Koeffizienten heißt das

hpm ∽

∞∑

i=0

(
ci,0 + ci,1m+ . . .+ ci,jim

ji
)
ψmi ,

zu verstehen in folgendem Sinne:

∀s ∈ N ∃m0 ∈ N ∀m ≥ m0 : ordp

(
hpm −

s∑

i=0

(
ci,0 + ci,1m+ . . .+ ci,jim

ji
)
ψmi

)
≥ m · ordpψs usw.

Mit Hilfe dieser Koeffizienten werden wir verschiedene andere Spektralentwicklungen berechnen. Falls die minimale
Newtonsteigung 0 einfach vorkommt, existiert der Grenzwert c0 := hp∞ . Unter Voraussetzung von Vermutung
C.4.3.4 kann man eine vollständige Spektralentwicklung der schwachen Heckeformen vornehmen.

Hilfssatz C.4.3.5. Sei m, t ∈ N0, |x|p < 1. Dann gilt:

∞∑

j=m

juxj =

u∑

t=0

(−1)u−t
{
u

t

}
(m)t x

m

1− x 2F1

(
1,−t;m;

x

x− 1

)
.

Die hypergeometrische Funktion ist ein Polynom in
x

x− 1
.

Beweis. Wir berechnen zunächst
∞∑
j=m

(j)t x
j = (m)t x

m
2F1 (1,m+ t;m;x). Mit der linearen Transforma-

tionsformel [AS, (15.3.4)] ist das
(m)t x

m

1− x 2F1

(
1,−t;m;

x

x− 1

)
. Das gilt auch p−adisch, da man das durch

wiederholtes Ableiten der konvergenten Potenzreihe
∞∑
j=m

xj = xm

1−x erhalten kann. Mit den Stirling-Zahlen zweiter

Art{
u

t

}
=

1

t!

t∑

j=0

(−1)t−j
(
t

j

)
ju ist bekanntlich ju =

u∑

t=0

(−1)u−t
{
u

t

}
(j)t und die Aussage folgt. �

Satz C.4.3.6. Sei k ∈ N, k ≥ 2, dimSk (Γ, χ) > 0. Unter Annahme von Vermutung C.4.3.4 gilt für ungewöhnliche
Primzahlen32 p ∤ N und die Gruppe Γ0 (N):

f ′i ∽





υiτ
′
i(1)+

∞∑
j=0

d|pjυi
j

υi−υc
i

Υi −
υc
i τ

′
i(1)+

∞∑
j=0

d|pjυc
i
j

υi−υc
i

Υci +
∞∑
j=0

cj,0ψj

1−ψjτi+ψ2
jχ(p)p

k−1
Dk−1Ψj,0, υi 6= υci ,

υiτ
′
i(1)+

∞∑
j=0

d|pjυi
j

υi
fi −

∞∑
j=0

d|pj τi(pj)

υi
Υci +

∞∑
j=0

cj,0ψj

(1−ψjυi)
2Dk−1Ψj,0, υi = υci = ±

√
χ (p)p

k−1
2

in p−adische Eigenformen der Stufe pN , falls die Up−Eigenräume eindimensional sind. Sonst hat man weitere
Beiträge von verallgemeinerten Eigenfunktionen Ψj,1, . . . .

Beweis des Satzes. Wie im Beweis zu Hilfssatz 5.4.2 ist

τ ′i (p
m)− d1υmi − d2 (υci )m = −p

m(k−1)

υi − υci

∞∑

j=m

d|pj
(
υj−mi − (υci )

j−m
)
.

32Definition 5.1.4
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Die Summe ist konvergent, da der Heckedefekt d Fourierkoeffizienten aus (KHecke)p mit gleichmäßig beschränktem
Nenner hat und

τ ′i (p
m)− d1υmi − d2 (υci )m

(Verm.C.4.3.4)
∽ −χ (p)m+1 υiυci

m

υi − υci

∞∑

j=m

∞∑

s=0

is∑

u=0

cs,uj
uψjs

(
υj−mi − (υci )

j−m
)

= − χ (p)

υi − υci

∞∑

s=0

(
ψsp

k−1)m
is∑

u=0

cs,u

u∑

t=0

(−1)u−t
{
u

t

}
(m)t


 2F1

(
1,−t;m; ψsῡi

ψsῡi−1

)

1− ψsῡi
−

2F1

(
1,−t;m;

ψsυc
i

ψsυc
i−1

)

1− ψsυci




=

∞∑

s=0

(
ψsp

k−1)m
{

(cs,0 + cs,1m+ . . . )ψs

1− ψsτ i + ψ2
sχ (p)pk−1

+ . . .

}

unter Berücksichtigung von (5.1.4) und (5.1.10). Für υi nimmt man Grenzwerte für die Variable υci → υi, vgl.
auch Hilfssatz 5.4.2.

Genau genommen müsste man eine endliche Summe mit einem Fehler von der Größenordnung des letzten Sum-

manden (z.B.
ψs0

(
ψs0p

k−1)m

1− ψs0χ (p)τi + ψ2
s0χ (p)pk−1

) nehmen. Diese Bemerkung gilt auch für alle noch folgenden Spek-

tralentwicklungen.

�

Hilfssatz C.4.3.7. Sei ψ ∈ R, p = 4 oder eine Primzahl p ∤ N , pT (x) =
n∏
i=1

(x− τi) ein Polynom, dessen

Nullstellen die verschiedenen Tp−Eigenwerte zu Sk (N,χ) sind. Dann gilt:
n∑

i=1

1

(1− ψτi + χ (p) pk−1ψ2) p′T (τi)
=

ψn−1

n∏
i=1

(1− ψτi + χ (p) pk−1ψ2)
.

Beweis. Eulers Lemma (Hilfssatz A.1.3) mit xi = ψτi, i = 1, . . . , n, xn+1 = 1 + χ (p) pk−1ψ2. �

Definition C.4.3.8. Setze

δ := lim inf
m

ordphpm .

Zunächst ein

Hilfssatz C.4.3.9. Sei l ∈ N. Falls die Newtonsteigung k− 1 genau einmal vorkommt, existieren die Grenzwerte

hp∞
(
pl
)
:= lim

m→∞
hpm

(
pl
)
.

Beweis. Der Grund ist einfach die Existenz einer asymptotischen Spektralzerlegung für schwach-holomorphe
Modulformen (Satz C.4.1.3 von [Gouvêa Mazur]), z.B.:

dl = C0Ψ0 + C1Ψ1 + C2Ψ2 + . . . .(C.4.3.1)

mit der p−adischen Eisensteinreihe Ψ0 = G∗ vom Gewicht 2− k und den overkonvergenten Up−Eigenformen Ψi
zu den Eigenwerten ψi aus M2−k (N, χ̄, r). Aufgrund der Voraussetzung ist ∀i ∈ N : ordp (ψi) > 0.

Der Anteil der Eisensteinreihe G∗ im Spektrum von dl, definiert in Abschnitt C.1.2, ist

C0 = lim
m→∞

dl
∣∣
pm

= lim
m→∞

hpm (l) = hp∞ (l) .

Der Grenzwert existiert nach Proposition C.4.1.6 wegen der Eindeutigkeit der Spektralzerlegung von dl. �

Die Vielfachheit von p−Ordnungen von Eigenwerten führt zu den üblichen ultrametrischen Schwierigkeiten, dass
man die p−Ordnung der Summe solcher Eigenwerte bzw. ihrer Potenzen nicht kennt.
Seien Ψ0,Ψ1,Ψ2, . . . die Up−Eigenfunktionen in M2−k (p, χ, r), hpm , . . . die Anfangswerte, cj, . . . die Koeffizi-
enten in der Spektralentwicklung der Heckedefekte dpn . Wir benötigen Details über die Fourierkoeffizienten der
Basisfunktionen zur Gruppe Γ0 (N) mit Nebentyp χ.
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Satz C.4.3.10. Sei p ∤ N,m, s ∈ N0, l = 1, p eine „ungewöhnliche“ Primzahl, p ∤ l ∈ N, f1, . . . , fn Heckeformen
der Stufe N , Υi = fi − υci Vp fi,Υci = fi − υiVp fi Heckeformen der Stufe pN .

(1) hpm (lps)=

s+m−1∑

r=max(0,m+1−s)
hpr

min( s+r−m−1
2 ,r)∑

t=max(0,r−m)

(
χ (p) pk−1

)t
τ
{N}
pn−1

(
lps−m+r−2t−1)

+

s∑

i=max(s−m,0)

(
χ (p) pk−1

)i
hpm−s+2i (l) ,

(2) hp∞ (ps) = hp∞




σk−1 (ps)
n∏
i=1

(1− τi + pk−1)
−

n∑

i=1

τi (p
s)

(1− τi + pk−1) p′ (τi)


 für N = 1,

falls die Newtonsteigung k − 1 einfach vorkommt.

(3) Hpm ∽

n∑

i=1
υi 6=υc

i




h1 + hpτi (p) + . . .+ hpm−1τi

(
pm−1

)
+ τi (p

m)
(
hpm + hpm+1υci + hpm+2 (υci )

2
+ . . .

)

υmi (υi − υci ) p′ (τi)
Υi

−h1 + hpτi (p) + . . .+ hpm−1τi
(
pm−1

)
+ τi (p

m)
(
hpm + hpm+1υi + hpm+2υ2i + . . .

)

(υci )
m
(υi − υci ) p′ (τi)

Υci

}

+
∑

j
υj=υ

c
j




h1 + hpτj (p) + . . .+ hpm−1τj

(
pm−1

)
+ τj (p

m)
(
hpm + hpm+1υcj + hpm+2

(
υcj
)2

+ . . .
)

υm+1
j p′ (τj)

fj

− m+ 1

υm+1
j p′ (τj)

(h1 + hpτj (p) + hpτj (p) + . . . ) Υj

}
+O (k − 1) .

Wir sortieren nach steigender p−Ordnung:

(4) hpm
(
lpm+1+s

)
=





m+s+1∑
i=s+1

(
χ (p) pk−1

)i
hp2i−s−1 (l) , n = 0,

n∑
i=1

1
p′(τi)

{
τi (lp

s)
m∑
r=0

hprτi (p
r)

+
(
χ (p) pk−1

)s+1 m∑
r=s+2

hprτi

(
p[

r−s−2
2 ]

)
τi

(
lp[

r−s−1
2 ]

)

+
2m+s∑
r=m+1

hpr
(
χ (p) pk−1

)r−m
τi

(
p[

s−r+2m
2 ]

)
τi

(
lp[

s−r+2m+1
2 ]

)}
, n > 0, s < m,

n∑
i=1

1
p′(τi)

{
τi (lp

s)
m∑
r=0

hprτi (p
r)

+τi (lp
m)

s∑
r=m+1

hpr
(
χ (p) pk−1

)r−m
τi (p

s+m−r)

+
2m+s∑
r=s+1

hpr
(
χ (p) pk−1

)r−m
τi

(
p[

s−r+2m
2 ]

)
τi

(
lp[

s−r+2m+1
2 ]

)}
, n > 0, s ≥ m,

(5) lim
m→∞

Um+1
p Hpm∽

n∑

i=1

∞∑
r=0

hprτi (p
r)

p′ (τi)
fi +O (k − 1) , falls υi 6= υci .

Leere Summen sind Null und leere Produkte 1. Falls alle Tp−Eigenwerte paarweise verschieden sind, kann man
l ∈ N, p ∤ l w„ahlen.

Beweis. Zunächst nehmen wir generell υi 6= υci an.
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(1): Wir berechnen die Fourierkoeffizienten von Hpm mit Hilfssatz C.1.1.7 explizit:

hpm (lps) =

s−1∑

t=0

(
χ (p) pk−1

)t min(m,s−t−1)∑

j=0

hpm−j+tτ
{N}
pn−1

(
lps−t−j−1

)
+

s∑

i=max(s−m,0)

(
χ (p) pk−1

)i
hpm−s+2i (l) ,

umsortiert nach wachsendem Index r = m− j + t der hpr :

hpm (lps) =
s+m−1∑

r=max(0,m+1−s)
hpr

min( s+r−m−1
2 ,r)∑

t=max(0,r−m)

(
χ (p) pk−1

)t
τ
{N}
pn−1

(
lps−m+r−2t−1)+

s∑

i=max(s−m,0)

(
χ (p) pk−1

)i
hpm−s+2i (l) ,

wobei leere Summen Null sind.

(2): Mit Hilfssatz C.1.1.7 ist

hpm (ps) =

s−1∑

r=0

pr(k−1)
min(s−1−r,m)∑

t=0

hpm−t+rτ
{N}
pn−1

(
ps−r−t−1

)
+

s∑

i=max(s−m,0)
pi(k−1)hpm−s+2i (1)

HS.A.1.3
=

s−1∑

r=0

pr(k−1)
min(s−r,m)∑

t=0

hpm−t+r

n∑

i=1

υs−r−ti − (υci )
s−r−t

(υi − υci ) p′T (τi)
+

s∑

i=max(s−m,0)
pi(k−1)hpm−s+2i (1)

mit υci :=
pk−1

υi
. Da es sich um eine Summe fester endlicher Länge handelt, kann man die Grenzwerte für m→∞

einzeln berechnen (r = s und r = s+ 1 ergeben keinen Beitrag):

hp∞ (ps) = hp∞
s+1∑

r=0

pr(k−1)
n∑

i=1

1−υs−r+1
i

1−υi
− 1−(υc

i )
s−r+1

1−υc
i

(υi − υci ) p′T (τi)
+ hp∞ (1)

1− p(s+1)(k−1)

1− pk−1

= hp∞
n∑

i=1

s+1∑

r=0

pr(k−1)−υs+1
i (υc

i )
r

1−υi
− pr(k−1)−υr

i (υ
c
i )

s+1

1−υc
i

(υi − υci ) p′T (τi)
+ hp∞ (1) · · ·

= hp∞
n∑

i=1

1

(1− υi) (1− υci ) p′ (τi)




1− p(s+2)(k−1)

1− pk−1 +
(υci )

s+1 (
1− υs+2

i

)
− υs+1

i

(
1− (υci )

s+2
)

υi − υci



+ „

= hp∞
n∑

i=1

1

(1− υi) (1− υci ) p′ (τi)

{
1− p(s+1)(k−1)

1− pk−1 − τi (ps)
}
+ hp∞ (1)σk−1 (p

s) .

Mit Hilfssatz C.4.3.7 folgt die Beh.

(3): Für l = 1, n > 0 und s > 2m ist

hpm (ps)
(1)
=

m∑

r=0

hpr
r∑

t=0

(
χ (p) pk−1

)t
τ
{N}
pn−1

(
ps−m+r−2t−1)+

s−m−1∑

r=m+1

hpr
r∑

t=r−m

„ +

s+m−1∑

r=s−m
hpr

s+r−m−1
2∑

t=r−m

„

HS.C.4.3.1
=

n∑

i=1

1

p′ (τi)

{
m∑

r=0

hprτi (p
r) τi

(
ps−m−1

)
+

s−m−1∑

r=m+1

hpr (υiυ
c
i )
r−m

τi (p
m) τi

(
ps−r−1

)

+

s+m−1∑

r=s−m
hpr

(
χ (p) pk−1

)r−m
τi

(
p[

s−r+m−1
2 ]

)
τi

(
p[

s−r+m
2 ]

)}

=

n∑

i=1

1

(υi − υci ) p′ (τi)

{
m∑

r=0

hprτi (p
r)
(
υs−mi − (υci )

s−m
)
+ τi (p

m)

∞∑

r=1

hpm+r

(
(υci )

r
υs−mi − υri (υci )s−m

)

−τi (pm)
(
χ (p) pk−1

)s−2m ∞∑

r=0

hps−m+r (υmi (υci )
r − (υci )

m
υri )

}

+

2m−1∑

r=0

hps−m+r

(
χ (p) pk−1

)s−2m+r
n∑

i=1

τi

(
p[

2m−r−1
2 ]

)
τi

(
p[

2m−r
2 ]
)

p′ (τi)
.
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Die erste Zeile ergibt die Spektrallinien der klassischen Spitzenformen:

n∑

i=1

h1 + hpτi (p) + hpm−1τi
(
pm−1

)
+ τi (p

m)
(
hpm + hpm+1υci + hpm+2 (υci )

2
+ . . .

)

υmi (υi − υci ) p′ (τi)
Υi − „konj.“

Der Rest ist von der Größenordnung O (k − 1).

(4): Sei n > 0, 0 ≤ s < m. Wegen Υi = fi − ῡiVp fi ist υi (l) = ῡi (l) = τi (l) für (l, p) = 1 und mit (1) ist

hpm
(
lpm+1+s

)
=

s∑

r=0

hpr
r∑

t=0

(
χ (p) pk−1

)t
τ
{N}
pn−1

(
lps+r−2t

)
+

m∑

r=s+1

hpr

s+r
2∑

t=0

„ +

s+2m∑

r=m+1

hpr

s+r
2∑

t=r−m

„

HS.C.4.3.1
=

n∑

i=1

1

p′ (τi)

{
τi (lp

s)

m∑

r=0

hprτi (p
r) +

m∑

r=s+1

hprτi (l)
{
τi

(
p[

s+r
2 ]
)
τi

(
p[

s+r+1
2 ]

)
− τi (ps) τi (pr)

}

+

2m+s∑

r=m+1

hpr
(
χ (p) pk−1

)r−m
τi

(
p[

s−r+2m
2 ]

)
τi

(
lp[

s−r+2m+1
2 ]

)}

und mit Hilfssatz C.4.3.1 hat man die Beh.
Sei jetzt s ≥ m :

hpm
(
lpm+1+s

) HS.C.4.3.1
=

m∑

r=0

hpr
r∑

t=0

(
χ (p) pk−1

)t
τ
{p}
pn−1

(
lps+r−2t

)
+

s∑

r=m+1

hpr
r∑

t=r−m

„ +

s+2m∑

r=s+1

hpr

s+r
2∑

t=r−m

„

=
n∑

i=1

1

p′ (τi)

{
τi (p

s)
m∑

r=0

hprτi (p
r) + τi (lp

m)
s∑

r=m+1

hpr
(
χ (p) pk−1

)r−m
τi
(
ps+m−r

)

+
2m+s∑

r=s+1

(
χ (p) pk−1

)r−m
τi

(
p[

s−r+2m
2 ]

)
τi

(
lp[

s−r+2m+1
2 ]

)}
.

(5): Nun zum Spektrum für die diagonalen Grenzwerte. Sei jetzt s ≤ m :

hpm
(
lpm+1+s

) (1),HS.C.4.3.1
=

n∑

i=1

1

p′ (τi)

{
τi (lp

s)

s∑

r=0

hprτi (p
r) +

m∑

r=s+1

hprτi

(
p[

s+r
2 ]
)
τi

(
lp[

s+r+1
2 ]

)

+

2m+s∑

r=m+1

(
χ (p) pk−1

)r−m
hprτi

(
p[

s−r+2m
2 ]

)
τi

(
lp[

s−r+2m+1
2 ]

)}
+

m+s+1∑

i=s+1

(
χ (p) pk−1

)i
hp2i−s−1 (l) .

Mit

τi

(
p[

s+r
2 ]
)
τi

(
p[

s+r+1
2 ]

)
− τi (ps) τi (pr) HS.C.4.3.1

=
(
χ (p) pk−1

)s+1
τi

(
p[

r−s−2
2 ]

)
τi

(
p[

r−s−1
2 ]

)

folgt

hpm
(
lpm+1+s

) HS.C.4.3.1
=

n∑

i=1

1

p′ (τi)

{
τi (lp

s)

m∑

r=0

hprτi (p
r) +

(
χ (p) pk−1

)s+1
m∑

r=s+1

hprτi

(
p[

r−s−2
2 ]

)
τi

(
lp[

r−s−1
2 ]

)

+

2m+s∑

r=m+1

(
χ (p) pk−1

)r−m
hprτi

(
p[

s−r+2m
2 ]

)
τi

(
lp[

s−r+2m+1
2 ]

)}
+

m+s+1∑

i=s+1

(
χ (p) pk−1

)i
hp2i−s−1 (l) .

Für m→∞, αi > 0 ist das p−adisch gleichmässig konvergent:

lim
m→∞

hpm
(
lpm+1+s

)
=

n∑

i=1

τi (lp
s)
∞∑
r=0

hprτi (p
r) +

(
χ (p) pk−1

)s+1 ∞∑
r=s+2

r+s≥n−1

hprτi

(
p[

r−s−2
2 ]

)
τi

(
lp[

r−s−1
2 ]

)

p′ (τi)

+

∞∑

i=s+1

(
χ (p) pk−1

)i
hp2i−s−1 (l) .

Der Up−Operator erhält Overkonvergenz. Es ist die Frage, ob der Grenzwert der Spektralreihe von Um+1Hpm (für
m →∞) gleich der Spektralreihe des Grenzwertes ist. Das folgt aus der expliziten Berechnung der Koeffizienten:
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Der Grenzwert lim
m→∞

Um+1Hpm existiert koeffizientenweise gleichmäßig in s und ist eine p−adische Modulform

im Sinne von [Serre 1]. Es wird nicht bewiesen, dass die Grenzfunktion overkonvergent ist. Aber es gibt im
analogen Sinne eine asymptotische Spektralentwicklung. Für s → ∞ erhält man den Spitzenformenanteil von
lim
m→∞

Um+1Hpm :

n∑

i=1

∞∑
r=0

hprτi (p
r)

p′ (τi)
fi.

Der Rest von der Größenordnung O (k − 1) ergibt die Spektralreihe der Eisensteinreihen und das overkonvergente
Spektrum.

Falls υi = υci , bildet man den Grenzwert für variables υci → υi. �

Überraschenderweise konvergieren die schwach-holomorphen Basisfunktionen H∗ für wachsende Polordnung und
die volle Modulgruppe gegen klassische holomorphe Modulformen.

Folgerung C.4.3.10.1. Sei Γ = SL2 (Z), k ∈ 2N, k ≥ 4, α1 > 0, falls es Spitzenformen gibt. Falls die Newtonstei-
gung k− 1 genau einmal vorkommt, haben die Grenzfunktionen (im p−Teil) folgende asymptotische Spektralzerle-
gungen:

Hp∞ := lim
i→∞

Hpi = hp∞

(
Gk

n∏
i=1

(1 + pk−1 − τi)
−

n∑

i=1

fi
(1 + pk−1 − τi) p′T (τi)

)
.

Beweis. Satz C.4.3.10 (2). �

Folgerung C.4.3.10.2. Sei Γ = SL2 (Z), k ∈ 2N, k ≥ 4 und α1 > 0, falls es Spitzenformen gibt. Falls die
Newtonsteigung k − 1 genau einmal vorkommt33, ist

hp∞ (p∞) := lim
m→∞

Hp∞
∣∣
pm

=
hp∞

(1− pk−1)
n∏
i=1

(1− τi + pk−1)
.

Für dimSk (SL2 (Z)) = ∅ setze das leere Produkt = 1.

Der nächste Satz beleuchtet etwas deutlicher den Einfluß der α1−Spektrallinie der Diagonalgrenzwerte auf die
Tabellen der p−Ordnungen.

Satz C.4.3.11. Sei k ≥ 4, p ∤ N. Jeweils abhängig von der Gruppe gibt es u0, u1 ≥ u0, u ≥ s = #Spitz., so dass:

u ordphpm (pu)
m− u ≥ u0 − s δ
u−m ≥ u1, s = 0 (u−m) (k − 1) + δ
u−m ≥ u1, n > 0 (u−m− n)α1 + g1

Tabelle 1. p−Ordnungen

Die Tabellen sind unter folgenden Voraussetzungen am übersichtlichsten:

• Für die ersten beiden Zeilen von Tabelle 1 setzen wir N = 1, ∃hp∞ 6= 0 voraus.
• Falls Stufe N -Spitzenformen existieren, soll 0 < α1 6= α2 sein und wir nehmen an, dass die kleinste

Spektrallinie im Diagonalgrenzwert lim
m→∞

Um+1
p Hpm vorkommt, d.h. dass

ordp

∞∑

j=0

hpj τ1
(
pj
)

endlich ist.

33Das trifft für N > 1, p ∤ N nicht zu
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Unterhalb einer Diagonalen unter der Hauptdiagonale enthalten die Tabellen C.4.4 konstante Einträge. Rechts der
Hauptdiagonale unterhalb einer festen Zeile sind die Diagonalen konstant. Rechts davon sind die Zeilen arithme-
tische Folgen. Sie verschieben sich nach unten jeweils um eins nach rechts.
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Abbildung C.4.3.1. Bereiche, wo die p−Ordnungen von hpm (ps) exakt bekannt sind

Beweis. Erste Zeile der ersten Tabelle: Sei N = 1.
Da hp∞ 6= 0 und mit Folgerung 5.1.8.1 ist

∀m ≥ u0 > n : ordphpm = δ.

Sei m ≥ u+ u0 − n. Das eindeutige Minimum der p−Ordnungen in

hpm (pu)
Satz C.4.3.10(1)

=





u∑
j=0

pj(k−1)hpm−u+2j , n = 0,

∑
r,t≥0

r+t≤u−n

pr(k−1)hpm−t+rτ
{N}
pn−1

(
pu−r−t−1

)
, n > 0

liegt bei dem Term hpm−u+nτ
{N}
pn−1

(
pn−1

)
= hpm−u+n für r = 0, t = u− n mit der p−Ordnung δ.

Der Fall dimSk (N,χ) = 0 ist klar mit Satz C.4.3.10.

Die zweite und dritte Zeile der ersten Tabelle folgen unmittelbar aus den Spektralentwicklungen, Satz C.4.3.10.
Um Gleichmässigkeit in m und u zu haben, sind die expliziten Formeln von Satz C.4.3.10 (4) besser geeignet.
Wähle u0, so dass ∀m ≥ u0 : ordphpm ≥ δ, vgl. Definition C.4.3.8. Dann ist z.B. für n > 0,m < u ≤ 2m :

hpm (pu) =

n∑

i=1

1

p′ (τi)

{
τi
(
pu−m−1

) ∞∑

r=0

hprτi (p
r) +

(
χ (p) pk−1

)u−m m∑

r=u−m+1

hprτi

(
p[

r−u+m−1
2 ]

)
τi

(
p[

r−u+m
2 ]

)

+

m+u−1∑

r=m+1

hpr
(
χ (p) pk−1

)r−m
τi

(
p[

u−r+m−1
2 ]

)
τi

(
p[

u−r+m
2 ]

)
− τi

(
pu−m−1

) ∞∑

r=m+1

hprτi (p
r)

}
.

Es gibt eine Konstante M > 0 mit ∀i : ordpp
′ (τi) < M . Falls α1 6= α2, ist ordpp′ (τ1) = (n− 1)α1, d.h.

∃u2 : g1 − ordpp′ (τ1) + (u2 − 1)α1 = min
i
{gi − ordpp′ (τi) + (u2 − 1)αi} .

Für u −m ≥ max (u0, u2) werden die p−Ordnungen durch den Beitrag der ersten Heckeform f1 dominiert. Die
Summanden in den letzten drei Summen sind jeweils nach steigender p−Ordnung geordnet. Die p−Ordnungen der
ersten Summanden sind jeweils dominierend. Das Minimum der geschwungenen Klammer liegt beim ersten Term.

τ1
(
pu−m−1

) ∞∑

r=0

hprτ1 (p
r)

mit der p−Ordnung

(u−m− 1)α1 + g1,
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fallsm ≥ u0, u−m ≥ u0, u−m ≥ u2, also ab Zeile u0 und im Abstand u1 := max (u0, u2) rechts der Hauptdiagonale.
Falls u > 2m, hat man analog:

hpm (pu) =

n∑

i=1

1

p′ (τi)

{
τi
(
pu−m−1

) ∞∑

r=0

hprτi (p
r) + τ (pm)

u−m−1∑

r=m+1

hpr
(
χ (p) pk−1

)r−m
τi
(
pu−r−1

)

+
m+u−1∑

r=u−m
hpr

(
χ (p) pk−1

)r−m
τi

(
p[

u−r+m−1
2 ]

)
τi

(
p[

u−r+m
2 ]

)
− τi

(
pu−m−1

) ∞∑

r=m+1

hprτi (p
r)

}

und die gleiche Argumentation wie vorher führt unter denselben Voraussetzungen auf die exakte p−Ordnung

(u−m− n)α1 + g1.

�

C.4.4. Tabellen ihrer p−Ordnungen. Es gibt äußerst eindrucksvolle Regelmäßigkeiten, was den p−Teil
der schwach-holomorphen Basisfunktionen betrifft. Das ermöglicht ein weitreichendes Verständnis der Fragen nach
Teilbarkeit ihrere Koeffizienten.

Koeff. 20 21 22 23 24

H1 2 11 14 17 20
H2 12 2 11 14 17
H4 16 12 2 11 14
H8 20 16 12 2 11

Koeff. 30 31 32 33 34

H1 3 5 7 9 12
H3 6 3 5 7 9
H9 9 6 3 5 7
H27 12 9 6 3 5

Koeff. 50 51 52 53 54

H1 0 2 3 4 5
H5 3 0 2 3 4
H25 5 3 0 2 3
H125 7 5 3 0 2

p = 2 p = 3 p = 5

Koeff. p0 p1 p2 p3 p4

H1 0 1 2 3 4
Hp 2 0 1 2 3
Hp2 4 2 0 1 2
Hp3 6 4 2 0 1

Koeff. p0 p1 p2 p3 p4

H1 0 0 0 0 0
Hp 1 0 0 0 0
Hp2 2 1 0 0 0
Hp3 3 2 1 0 0

p = 7, 11 p = 13, 17, 19, 23, 29

Tabelle 2. k = 0
und symmetrisch zur Hauptdiagonalen:

Koeff. 20 21 22 23 24

H1 2 12 16 20 24
H2 11 2 12 16 20
H4 14 11 2 12 16
H8 17 14 11 2 12

Koeff. 30 31 32 33 34

H1 3 6 9 12 15
H3 5 3 6 9 12
H9 7 5 3 6 9
H27 9 7 5 3 6

Koeff. 50 51 52 53 54

H1 0 3 5 7 9
H5 2 0 3 5 7
H25 3 2 0 3 5
H125 4 3 2 0 3

p = 2 p = 3 p = 5

Koeff. p0 p1 p2 p3 p4

H1 0 2 4 6 8
Hp 1 0 2 4 6
Hp2 2 1 0 2 4
Hp3 3 2 1 0 2

Koeff. p0 p1 p2 p3 p4

H1 0 1 2 3 4
Hp 0 0 1 2 3
Hp2 0 0 0 1 2
Hp3 0 0 0 0 1

p = 7, 11 p = 13, 17, 19, 23, 29

Tabelle 3. k = 2
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Koeff. 21 22 23 24 25

∆1 3 6 9 12 15
E 4 4 4 4 4
H1 5 8 11 14 17
H2 2 10 13 16 19
H4 7 2 10 13 16
H8 7 7 2 10 13

Koeff. 31 32 33 34 35

∆1 2 4 6 8 10
E 2 2 2 2 2
H1 5 7 9 11 13
H3 4 5 7 9 11
H9 3 4 5 7 9
H27 3 3 4 5 7

Koeff. 51 52 53 54 55

∆1 1 2 3 4 5
E 1 1 1 1 1
H1 1 2 3 4 5
H5 0 2 3 4 5
H25 1 0 2 3 4
H125 1 1 0 2 3

p = 2, α1 = 3 p = 3, α1 = 2 p = 5, α1 = 1

Koeff. 71 72 73 74 75

∆1 1 2 3 4 5
E 1 1 1 1 1
H1 1 2 3 4 5
H7 0 1 2 3 4
H49 1 0 1 2 3
H343 1 1 0 1 2

Koeff. 111 112 113

∆1 0 0 0
E 1 1 1
H1 0 0 0
H11 0 1 1
H121 1 0 1

Koeff. p1 p2 p3

∆1 0 0 0
E 1 1 1
H1 0 0 0
Hp 0 0 0

Koeff. p1 p2 p3

∆1 0 0 0
E 0 0 0
H1 0 0 0
Hp 0 0 0

p = 7, α1 = 1 p = 11 p = 13, 23 p = 17, 19, 29, · · · , 53

Tabelle 4. k = 12

Koeff. 20 21 22 23 24

E 3 3 3 3 3
H1 2 20 33 46 59
H2 7 2 20 33 46
H4 7 7 2 20 33
H8 7 7 7 2 20

Koeff. 30 31 32 33 34

E 1 1 1 1 1
H1 4 16 29 42 55
H3 3 4 16 29 42
H9 3 3 4 16 29
H27 3 3 3 4 16

Koeff. p0 p1 p2 p3 p4

E 0 0 0 0 0
H1 0 14 27 40 53
Hp 1 0 14 27 40
Hp2 1 1 0 14 27
Hp3 1 1 1 0 14

p = 2 p = 3 p = 5, 7

Tabelle 5. k = 14
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Koeff. 25 26 27 28 29

∆1 60 64 68 72 76
∆2 42 46 50 54 58
∆4 26 30 34 38 42
∆8 12 16 20 24 28
∆16 4 8 12 16 20
Ek 3 3 3 3 3
H1 62 66 70 74 78
H2 44 48 52 56 60
H4 28 32 36 40 44
H8 14 18 22 26 30
H16 6 10 14 18 22
H32 2 12 16 20 24
H64 13 2 12 16 20
H128 11 13 2 12 16

Koeff. 25 26 27 28 29

∆1 55 58 61 64 67
∆2 38 41 44 47 50
∆4 21 24 27 30 33
∆8 12 15 18 21 24
∆16 3 6 9 12 15
Ek 4 4 4 4 4
H1 57 60 63 66 69
H2 40 43 46 49 52
H4 23 26 29 32 35
H8 14 17 20 23 26
H16 5 8 11 14 17
H32 2 10 13 16 19
H64 7 2 10 13 16
H128 7 7 2 10 13

k = 66, αi = 4, 8, 14, 16, 18 k = 68, αi = 3, 9, 9, 17, 17

Koeff. 25 26 27 28 29

∆1 62 67 72 77 82
∆2 43 48 53 58 63
∆4 26 31 36 41 46
∆8 13 18 23 28 33
∆16 5 10 15 20 25
Ek 3 3 3 3 3
H1 64 69 74 79 84
H2 45 50 55 60 65
H4 28 33 38 43 48
H8 15 20 25 30 35
H16 7 12 17 22 27
H32 2 12 17 22 27
H64 7 2 12 17 22
H128 7 7 2 12 17

Koeff. 26 27 28 29 210

∆1 78 81 84 87 90
∆2 57 60 63 66 69
∆4 38 41 44 47 50
∆8 21 24 27 30 33
∆16 10 13 16 19 22
∆32 3 6 9 12 15
Ek 5 5 5 5 5
H1 80 83 86 89 92
H2 59 62 65 68 71
H4 40 43 46 49 52
H8 23 26 29 32 35
H16 12 15 18 21 24
H32 5 8 11 14 17
H64 2 15 21 24 27

H128 8 2 14 17 20
H256 8 8 2 14 17

k = 70, αi = 5, 8, 13, 17, 19 k = 72, αi = 3, 7, 11, 17, 19, 21

Tabelle 6. p = 2
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C.4.5. Spektrallinien. Berechnung der Grenzwerte gi := ordp
∞∑
j=0

d|pj τi (pj) für schwache Neuformen aus

S!
k (N,χ) . Die Primzahlen p sind so gewählt, dass die Tp−Eigenwerte paarweise verschieden sind, so dass man

die Heckedefekte mit Folgerung 5.3.8.5 berechnen kann.

N χ k p char. Polynom des Heckeoperators Tp Newtonsteigung αi Grenzwerte gi

12 x− 24 3 10

16 x− 216 3 11

18 x+ 528 4 12

20 x− 456 3 10

22 x+ 288 5 12

24 x2 − 1080x − 20468736 3,7 15,18

26 x+ 48 4 13

28 x2 + 8280x − 195250176 3,8 13,18

30 x2 − 8640x − 454569984 6,6 19,19

32 x2 − 39960x − 2235350016 3,7 14,19

34 x2 + 121680x − 8513040384 4,8 16,21

36 3,9,9 16,28,28

38 5,8 17,20

40 3,7,11 19,25,30

42 4,9,12 22,30,34

1 1 44 2 3,8,11 16,26,29

46 6,6,13 26,26,32

48 3,7,12,15 20,34,42,46

50 4,8,13 20,30,33

52 3,9,9,16 19,38,38,44

54 5,9,11,16 27,39,43,48

56 3,7,11,16 21,32,42,45

58 4,10,12,14 25,42,48,48

60 3,8,12,14,19 22,42,54,58,63

62 6,6,14,14 31,31,47,47

64 3,7,13,15,17 23,40,57,63,63

66 4,8,14,16,18 28,45,62,68,68

68 3,9,9,17,17 22,46,46,62,62

70 5,8,13,17,19 32,44,59,67,69

72 3,7,11,17,19,21 29,46,63,80,86,86

74 4,9,12,16,20 31,48,58,65,71

8 x− 12 1 2

2 1 10 3 x+ 156 1 3

14 (x− 1236) (x+ 1836) 1,3 3, 5

6 x+ 6 1 3

3 1 8 2 x− 6 1 4

10 (x− 18) (x+ 36) 1,2 4, 6

14 (x+ 12)
(
x2 + 54x− 16992

)
1,2,4 5, 9, 9

7 x 3 3

9 x2 + 504 3
2
, 3
2

11
2
, 11

2

11 x2 + 720 2, 2 5,5

13 x(x2 + 8424) 3
2
, 3
2
, 6 8,8,8

3
( ·
3

)
15 2 x4 + 52416x2 + 75479040 11

4
, 11

4
, 11

4
, 11

4
43
4
, 43

4
, 43

4
, 43

4
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17 x4 + 137304x2 + 3863946240 3
2
, 3
2
, 7
2
, 7
2

17
2
, 17

2
, 25

2
, 25

2

19 x
(
x4 + 1051056x2 + 157480796160

)
2, 2, 5, 5, 9 11,11,18,18,18

21 3
2
, 3
2
, 4, 4, 11

2
, 11

2
27
2
, 27

2
, 20, 20, 51

2
, 51

2

23 5
2
, 5
2
, 3, 3, 6, 6 33

2
, 33

2
, 17, 17, 24, 24

25 3
2
, 3
2
, 7
2
, 7
2
, 13

2
, 13

2
, 12 13, 13, 24, 24, 32, 32, 32

27 2, 2, 9
2
, 9
2
, 9
2
, 9
2
, 8, 8 17, 17, 67

2
, 67

2
, 67

2
, 67

2
, 39, 39

29 3
2
, 3
2
, 9
2
, 9
2
, 11

2
, 11

2
, 7, 7 29

2
, 29

2
, 61

2
, 61

2
, 77

2
, 77

2
, 34, 34

4 1 6 3 x+ 12 1 1

5 x 2 1

7 x2 + 960 1
2
, 1
2

3
2
, 3
2

4
( ·
4

)
9 3 x

(
x2 + 9984

)
1
2
, 1
2
, 4 3,3,3

11 x4 + 132480x2 + 1706987520 1, 1, 3
2
, 3
2

4, 4, 13
2
, 13

2

13 x
(
x4 + 1745664x2 + 142371717120

)
1
2
, 1
2
, 5
2
, 5
2
, 6 3, 3, 9, 9, 9

15 1
2
, 1
2
, 2, 2, 3, 3 ?, ?, 9, 9, 11, 11

6 x2 + 44 1, 1 3,3

8 x2 + 116 1, 1 4,4

5
( ·
5

)
10 2 x4 + 1708x2 + 1216 1, 1, 2, 2 5,5,8,8

12 x4 + 4132x2 + 2496256 1, 1, 3, 3 7,7,9,9

14 1, 1, 2, 2, 4, 4 7,7,13,13,15,15

16 1, 1, 3, 3, 3, 3 8,8,17,17,17,17

5 x+ 1 + i 1
2

5
2

5 2 → i 7 2 x2 + 5 (1 + i) x− 88i 1
2
, 5
2

4, 3

9 x3 + (1 + i) x2 − 392ix + 1592 (1− i) 1
2
, 3
2
, 3
2

7
2
, 11

2
, 11

2

11 1
2
, 2, 2, 5

2
4, 7, 7, 10

3 x 1 1

5 x 2 1

7
( ·
7

)
7 3 x

(
x2 + 2040

)
1
2
, 1
2
, 3 2,2,2

9 x
(
x4 + 17184x2 + 40430880

)
1
2
, 1
2
, 1, 1, 4 3,3,4,4,5

11 x
(
x4 + 132480x2 + 4381776000

)
1, 1, 3

2
, 3
2
, 5 5,5,8,8,7

4 x− 2ζ3 1 1

7 3 → ζ3 6 2 x2 − 2ζ3x+ 36ζ6 1,1 2,2

8 x4 + 6ζ3x
3 + 412ζ6x

2 − 1704x + 9312ζ3 1,1,1,2 14
3
, 14

3
, 14

3
, 5

10 1,1,1,2,2,2 5, 5, 26
3
, 26

3
, 26

3

5 x2 + 4ζ6x− 18ζ3
1
2
, 1
2

5
2
, 5
2

7 3 → ζ6 7 2 (x− 12ζ6)
(
x2 + 8ζ6x− 2ζ3

)
1
2
, 1
2
, 2 4,4,3

9 x4 + 4ζ6x
3 − 586ζ3x

2 + 592x − 14064ζ6
1
2
, 1
2
, 3
2
, 3
2

7
2
, 7
2
, 11

2
, 11

2

11 1
2
, 1
2
, 2, 2, 5

2
, 5
2

?, ?, 9, 9, 25
2
, 25

2

8 1 4 11 x+ 44 1 0

3 x 1 0

8
(−8

·
)

5 5 x
(
x2 + 960

)
1
2
, 1
2
, 2 0,0,0

9 1 4 2 x 3
2

1

2 x+ 2 1 1

4 2 x2 − 2x− 2 1
2

3
2

11 1 6 x4 + 4x3 − 90x2 − 172x + 752 1
2

5
2

8 1
2

7
2

10 1
2

9
2

11
( ·
11

)
3 2 x 1 0

5 x
(
x2 + 30

)
1
2
, 1
2
, 2 2,2,1

12
(−3

·
)

3 5 x 1 0

14 1 2 11 x 1
2

0

15 1 2 7 x 1
2

0

16
( ·
4

)
3 3 x 1 0

16 5 → i, 15 → 1 2 41 x 1
2

0
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17 1 2 3 x 1
2

2

18 11 → ζ3 2 5 x 1
2

0

19 1 2 23 x 1
2

0

21 1 2 23 x 1
2

0

23
( ·
23

)
3 5 x3 1, 1, 1 1,1,1

37
( ·
37

)
2 2 x2 + 4 1, 1 6= 0



ANHANG D

Integrale und Regularisierung

D.1. Integralformeln

D.1.1. Trigonometrische Funktionen. In (D.1.1.1)-(D.1.2.1) sei x > 0, 0 < θ < π,Reα > −1 :

∫
dx√

x2 + 2tx cot θ − t2
= arcosh

(x
t
sin θ + cos θ

)
, [GR, 2.261](D.1.1.1)

∫
dt√

x2 + 2tx cot θ − t2
= arcsin

(
t

x
sin θ − cos θ

)
, [GR, 2.261](D.1.1.2)

∫
dt

t
√
x2 + 2tx cot θ − t2

= − 1

x
arcosh

(x
t
sin θ + cos θ

)
, [GR, 2.266](D.1.1.3)

√
d

2n cot θ
2∫

Y

dy

y

√
d+ 4ny

√
d cot θ − 4n2y2

=
1√
d
arcosh

(√
d sin θ

2nY
+ cos θ

)
, vgl. (D.1.1.3)(D.1.1.4)

D.1.2. Betafunktion.

x∫

0

tα√
x2 − t2

dt =
1

2
B

(
1

2
,
1 + α

2

)
xα = 2α−1

Γ
(
α+1
2

)2

Γ (α+ 1)
xα, [GR, 8.380.1](D.1.2.1)

x∫

0

√
x2 − t2

2k−1
dt =

√
π

2

Γ
(
k + 1

2

)

k!
x2k, [GR, 3.249.5](D.1.2.2)

Für Re s > 0 :

R.

η∫

0

ys−1 (η − y)k−2 dy =
Γ (s) Γ (k − 1)

Γ (s+ k − 1)
ηs+k−2 für Re k > 1, η > 0(D.1.2.3)

∞∫

0

(
η

a2η2 + b2

)s dη
η

=
B
(
s
2 ,

s
2

)

2|ab|s , [GR, 3.251.2](D.1.2.4)

1∫

0

ts−1 cos (k arccos t)√
1− t2

dt =
π Γ (s)

2sΓ
(
s−k+1

2

)
Γ
(
s+k+1

2

) für k ∈ Z,Re s > 0, vgl. Hilfsssatz D.1.3.1(D.1.2.5)

D.1.3. Hypergeometrische Funktionen.

Für y > 0,Re s > max
(

1
2 ,
|k|
2

)
:

∞∫

−∞

e−2πimx

(x+ iy)
s+ k

2 (x− iy)s− k
2

dx =





|m|s−1πs

ikΓ(s+ k
2 signm)

y−sW k
2 signm,s− 1

2
(4π |m| y) , m 6= 0

π Γ(2s−1)
ik4s−1Γ(s− k

2 )Γ(s+
k
2 )
y1−2s, m = 0

(D.1.3.1)

[Siegel 6, (12)-(14)],

250
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speziell:

∞∫

−∞

e−2πimx

(x+ iy)
k
dx =





(−1)[k] (−2πim)
k

mΓ (k) e2πmy
, für m > 0,

0, m = 0, k ≥ 3
2 ,

0, für m < 0,

y > 0,m ∈ R, k ∈ 1

2
N, Residuensatz.(D.1.3.2)

Hilfssatz D.1.3.1. Wir setzen Re s > 0 voraus.
1) Sei a < 0 < b. Dann ist

b∫

0

ts−1√(
b− t

)(
t− a

)dt =
√
π bs−

1
2Γ (s)√−aΓ
(
s+ 1

2

) 2F1

(
1

2
, s; s+

1

2
;
b

a

)
.

2) Sei a < b. Nimmt man Hauptwerte für die Potenzen, so ist:

b∫

a

ts−1√(
b− t

)(
t− a

)dt =
π bs−

1
2√

a
2F1

(
1

2
, s; 1; 1− b

a
+ 0i

)
.

3) Sei k ∈ Z, τ = ±1, 0 < θ ≤ π
2 :

∞∫

0

ts−1
(
e−iθt− τ

)2k

(t2 − 2τt cos θ + 1)
s+k

dt =





(iτ)
k
Γ (s) Γ

(
s−k
2

)
Γ
(
s+k
2

)

2 Γ (s− k) Γ (s+ k)
, θ = π

2 ,

ei(θ−π)s
(
Γ (s)

2

Γ (2s)
2F1

(
s+ k, s; 2s; 1− e2iθ

)

+2πi (−1)k
(
s− 1

|k|

)
e−2iθmin(0,k)

2F1

(
s+ |k| , s; |k|+ 1; e2iθ

))
, τ = 1,

eiθs
Γ (s)

2

Γ (2s)
2F1

(
s+ k, s; 2s; 1− e2iθ

)
, τ = −1,

falls die rechte Seite definierbar ist.

Beweis. 1) Mit der Substitution t = bτ ist

b∫

0

ts−1√
(t− a) (b − t)

dt =
bs−

1
2√−a

1∫

0

τs−1 (1− τ)− 1
2

(
1− b

a
τ

)− 1
2

dτ =
bs−

1
2
√
π Γ (s)√−aΓ
(
s+ 1

2

) 2F1

(
1

2
, s; s+

1

2
;
b

a

)
.

2) Mit der Substitution

t = a− (a− b+ 0i signa)u, u =
t− a
b− a > 0, b− t = (b− a) (1− u) > 0,

d.h.

arg (t) = 0 ∨ π, arg (a− t) = π sign a,

erhält man ein hypergeometrisches Integral:

b∫

a

ts−1√(
b− t

)(
t− a

)dt = i signa

b∫

a

ts−1 (a− t)− 1
2 (b− t)− 1

2 dt

= i signa (a− 0i signa)
s−1

(a− b+ 0i signa)
− 1

2 (b− a)− 1
2 (b− a)

1∫

0

(
1−

(
1− b

a
+ 0i

)
u

)s−1
u−

1
2 (1− u)− 1

2 du

[AS, 15.3.1]
= (a− 0i signa)s−1

Γ
(
1
2

)
Γ
(
1
2

)

Γ (1)
2F1

(
1

2
, 1− s; 1; 1− b

a
+ 0i

)

[AS, 15.3.3]
= π (a− 0i signa)s−1

(
b

a
− 0i

)s− 1
2

2F1

(
1

2
, s; 1; 1− b

a
+ 0i

)
.
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Man überzeugt sich, dass die Argumente in den drei Fällen a < b < 0, a < 0 < b, 0 < a < b mit der Behauptung
übereinstimmen, d.h. ts := eπis |t|s für t < 0. Unter der Annahme Re s > 0 hat die hypergeometrische Funktion
2F1

(
1
2 , s; 1; z

)
i.a. eine logarithmische Singularität bei z = 1, während sie holomorph in Re z < 1 ist.

3) Der Fall θ = π
2 ist [GR, 3.197.1].

Wir wollen das Integral

∞∫

0

ts−1

(1 + eiθt)
s+k

(1 + e−iθt)
s−k dt auswerten. Die Substitution u = ei(π−θ)t führt auf

ei(θ−π)s
e(π−θ)i∞∫

0

us−1 (1− u)−s+k
(
1− e2iθu

)−s−k
du.

Falls |θ| < π
2 , kann man den Integrationsweg zu [−∞, 0] deformieren, ohne die Singularität bei e−2iθ zu treffen.

Der Integrand ist für |u| > R von der Größenordnung R−s−1. Der Beitrag des Integrals über ein Kreisbogenstück
mit Radius R verschwindet also für Re s > 0. Setze

u = − τ

1− τ , du = − dτ

(1− τ)2
,

1− u =
1

1− τ , 1− e2iθu =
1−

(
1− e2iθ

)
τ

1− τ ,

argu = π, us−1 =

(
τ

1− τ

)s−1
eiπ(s−1).

Damit hat man ein hypergeometrisches Integral

=ei(θ−π)seiπs
1∫

0

τs−1 (1− τ)s−1
(
1−

(
1− e2iθ

)
τ
)−s−k

dτ

=eiθs
Γ (s)

2

Γ (2s)
2F1

(
s+ k, s; 2s; 1− e2iθ

)
, falls Re s > 0, |θ| < π

2
.

Falls π
2 < θ ≤ π,Re s > 0, erhält man durch Substitution δ = θ − π :

∞∫

0

ts−1

(1− eiθt)s+k (1− e−iθt)s−k
dt = ei(θ−π)s

Γ (s)
2

Γ (2s)
2F1

(
s+ k, s; 2s; 1− e2iθ

)
.

Die linke Seite läßt sich analytisch auf 0 < θ < π
2 fortsetzen. Auf der rechten Seite gibt es i.a. eine logarithmische

Singularität der hypergeometrischen Funktion 2F1 (s+ k, s; 2s; z) bei z = 1. Wir beweisen das folgende Verhalten
am Verzweigungsschnitt [1,∞]:1

2F1 (s+ k, s; 2s; r + 0i)− 2F1 (s+ k, s; 2s; r − i0) = 2πiΓ (2s) (r − 1)
−k

Γ (s+ k) Γ (s) Γ (1− k) 2F1 (s− k, s; 1− k; 1− r − 0i) ,

(D.1.3.3)

falls k /∈ N, r > 1,Re s > 0. Mit der bekannten Integraldarstellung der hypergeometrischen Funktion ist:

2F1 (s+ k, s; 2s; r + 0i)− 2F1 (s+ k, s; 2s; r − i0)

=
Γ (2s)

Γ (s)

1∫

0

(t (1− t))s−1
{
(1− t (r + 0i))

−s−k − (1− t (r − 0i))
−s−k

}
dt

=
(
1− e2πi(−s−k)

) Γ (2s)

Γ (s)

1∫

1
r

(t (1− t))s−1 (1− t (r + 0i))−s−k dt,

1vgl. dlmf.nist.gov/15.2.E3
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da arg (1− t (r ± 0i)) =

{
0, für 0 < t < 1

r ,

∓π, für 1
r < t < 1.

Durch die Substitution

t =
1− (1− r − 0i)u

r + 0i
, u =

rt− 1

r − 1
,

1− t = (r − 1) (1− u)
r

, 1− (r + 0i) t = (1− r − 0i)u,

hat man ein hypergeometrisches Integral:

1∫

1
r

(t (1− t))s−1 (1− t (r + 0i))−s−k dt

= (1− r)−s−k (r − 1)
s−1

r2−2s
r − 1

r

1∫

0

u−s−k (1− u)s−1 (1− (1− r − 0i)u)
s−1 du

[AS, 15.3.1]
= e−πi(−s−k)r1−2s (r − 1)−k

Γ (s) Γ (1− s− k)
Γ (1− k) 2F1 (1− s, 1− s− k; 1− k; 1− r − 0i) , falls Re (k) < 1,

[AS, 15.3.3]
= eπi(s+k) (r − 1)

−k Γ (s) Γ (1− s− k)
Γ (1− k) 2F1 (s− k, s; 1− k; 1− r − 0i) .

Aus s + k /∈ N folgt
(
1− e2πi(−s−k)

)
eπi(s+k)Γ (1− s− k) = 2i sin (π (s+ k)) Γ (1− s− k) =

2πi

Γ (s+ k)
und dar-

aus Behauptung (D.1.3.3). Für r = 2, k ∈ Z− folgt die Aussage des Hilfssatzes. Falls k ∈ N, kann man den
Grenzübergang [AS, 15.1.2] benutzen2 und hat

2F1 (s+ k, s; 2s; r + 0i)− 2F1 (s+ k, s; 2s; r − i0) = 2πi (−1)k Γ (2s)

Γ (s− k) Γ (s) Γ (1 + k)
2F1 (s+ k, s; 1 + k; 1− r − 0i) .

(D.1.3.4)

Im ersten Quadranten wird das Integral durch 2F1 (s+ k, s; 2s; r + i0) gegeben. Die analytische Fortsetzung auf
den 4. Quadranten ist wegen (D.1.3.3) und (D.1.3.4):

2F1 (s+ k, s; 2s; r − i0) +





2πi (−1)k Γ (2s)

Γ (s− k) Γ (s) Γ (1 + k)
2F1 (s+ k, s; 1 + k; 1− r − 0i) , k > 0,

2πiΓ (2s) (r − 1)−k

Γ (s+ k) Γ (s) Γ (1− k) 2F1 (s− k, s; 1− k; 1− r − 0i) , k < 0.

Mit

(
s− 1

|k|

)
=

Γ (s)

Γ (s− |k|) Γ (1 + |k|) folgt die Beh. �

Folgende Integrale wurden durch Mathematica ausgewertet und in vielen Fällen überprüft:

∞∫

−∞

tne2πiut−πt
2

dt =

{
π−

n+1
2 Γ

(
n+1
2

)
1F1

(
n+1
2 ; 1

2 ;−πu2
)
, n gerade,

2iuπ−
n
2 Γ
(
n
2 + 1

)
1F1

(
n
2 + 1; 3

2 ;−πu2
)
, n ungerade.

(D.1.3.5)

Für n ∈ N0, n ≤ 2k + 1 :

∞∫

−∞

tn 1F1

(
k +

3

2
;
1

2
;−πt2

)
dt = 0.(D.1.3.6)

2ähnlich für s+ k ∈ N
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D.1.4. Besselfunktionen.
√

d
2a∫

0

ys−1√
d− 4a2y2

cos
πr
√
d− 4a2y2

a
dy =

d
s−1
4 Γ

(
s
2

)

π
s−2
2 2

s+3
2 |a|

s+1
2 |r| s−1

2

J s−1
2

(
π|r|
√
d

|a|

)
für Re s > 0(D.1.4.1)

1∫

0

t
(
1− t2

)u−1
sin (ct)dt =




sign (c)

√
π
2

(
2
|c|

)u− 1
2

Γ (u)Ju+ 1
2
(|c|) , c ∈ R,Reu > 0, [GR, 3.771.3]

0, c = 0
(D.1.4.2)

π
2∫

0

e−c cos θ cosk−1 θ cos (c sin θ − kθ)dθ =

{√
π
2 Γ (k) c

1
2−kJk− 1

2
(c) , k > 0, c 6= 0

B(k, 12 )
2k

, k > 0, c = 0
(D.1.4.3)

2πx
3
2√

dn

∞∫

0

l3
(
4π

√
xt

d

)
m2

(
4π

√
nt

d

) dt√
t

=





1, 0 < n < x
1
2 , n = x
0, n > x

(D.1.4.4)

∞∫

0

L1 (u)M0 (uy)du =





1, y < 1
1
2 , y = 1
0, y > 1

(D.1.4.5)

vgl. [Wilton 1, (3.1)].

Hilfssatz D.1.4.1. (Hardy,Wilton): Für A > 0 und J (y) :=

∞∫

τ

L2 (u)L1 (yu)du gilt:

J (y) =





sign(y−1)
π
√
y si (τ |1− y|) +O

(
1

τy
3
2

)
, τ > A, y > A,

O
(
τ−1y−

3
2

)
, τ > A, y > 1 +A,

O
(
τ−1y−

1
2

)
, 0 < y < 1−A, τy > A.

Dabei sind die Konstanten in den O ()-Termen nur von A abhängig .

Beweis. s. [Wilton 1, 4, Lemma] �

∞∫

0

e−πy|t|(x+
sign t

x )
2 dx
x

= e−2πtyK0 (2π |t| y)(D.1.4.6)

D.1.5. Meijer G-Funktionen.
x∫

0

√
x2 − t2

2k−1
M0

(
4π

√
tN

d

)
dt =

Γ
(
k + 1

2

)

2
x2kG20

04

(
π4N2x2

d2

∣∣∣−
0,0; 12 ,−k

)
(D.1.5.1)

x∫

0

√
x2 − t2

2k−1
L1

(
4π

√
tN

d

) dt√
t
=
πΓ
(
k + 1

2

)√
N

2
√
d

x2kG20
04

(
π4N2x2

d2

∣∣∣−0,0;− 1
2 ,−k

)
(D.1.5.2)

x∫

0

L2

(
4π
√

st
d

)
√
x2 − t2

dt = −
√
π

2
G20

04

(
π4s2x2

d2

∣∣∣−
0,1;− 1

2 ,0

)
(D.1.5.3)

x∫

0

√
t
(
x2 − t2

)k− 1
2 M1

(
4π

√
st

d

)
dt =

Γ
(
k + 1

2

)√
d

2π
√
s

x2kG20
04

(
π4s2x2

d2

∣∣∣−
0,1; 12 ,−k

)
(D.1.5.4)

x∫

0

arcosh
x

t
M0

(
4π

√
tN

d

)
dt =

√
π

4
xG20

04

(
π4N2x2

d2

∣∣∣−
0,0;0, 12

)
(D.1.5.5)
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x∫

0

arcosh
x

t
L1

(
4π

√
tN

d

) dt√
t
=

√
d

4
√
πN

G21
15

(
π4N2x2

d2

∣∣∣11
2 ,

1
2 ;

1
2 ,0,0

)
.(D.1.5.6)

D.2. Regularisierung

Einige Male ist es nötig, nicht konvergenten Integralen
∫
M

f (z, s0) dz sinnvolle Werte zuzuweisen. Das allgemeine

Prinzip ist das folgende: Man versucht, Funktionen g1 (z, s) , . . . , gn (z, s) mit f = g1 + . . . gn zu finden, so dass die
Integrale

∫
M

gj (z, s)dz in (verschiedenen) Umgebungen s ∈ Uj gegen Funktionen Gj (s) konvergieren. Dann setzt

man Gj nach s0 analytisch fort und definiert
∫
M

f (z, s0)dz =
∑
j

Gj (s0);

D.2.1. Borcherds’ Regularisierung. ursprünglich von [Harvey Moore], verallgemeinert von [Borcherds 2,
Theorem 7.1], vgl. auch [Bruinier Funke 2, 5.2 The singular theta lift].

Definition D.2.1.1. Sei F eine stetige
∣∣
k
Γ− invariante Funktion aufHmit Fourierreihe F (z) =

∞∑
n=−∞

an (y) e (nx),

f : R+ → C stetig und bei Null integrierbar. Die Funktionen F bzw. f heißen regularisierbar, falls

• F (z) = O (yc1) für y → 0 und ein c1 ∈ R;
• F (z) = O (yc2) für y →∞ und ein c2 ∈ R;
• f (z) = O (yc3) für y → 0 und ein c3 ∈ R;
• f (z) = O (yc4) für y →∞ und ein c4 ∈ R;

Falls folgende Integrale, erklärt für ein Intervall t ∈ (a, b), eine analytische Fortsetzung auf t = 0 haben, sei:

(1) R.

∫

F

F (z)dµ := lim
T→∞

∫

F
y<T

F (z)

yt
dµ
∣∣
t=0

,

(2) R.

∫

γF

F (z)dµ := R.

∫

F

F (γz)dµ,

entsprechend R.
∫

Γ′\H
F (z)dµ für |Γ : Γ′| <∞,

(3) R.

∞∫

0

f (y)dy :=

T∫

0

ytf (y)dy
∣∣
t=0

+

∞∫

T

f (y)

yt
dy
∣∣
t=0

,

R.

a∫

0

f (y)dy :=

a∫

0

ytf (y)dy
∣∣
t=0

,

R.

∞∫

b

f (y)dy :=

∞∫

b

f (y)

yt
dy
∣∣
t=0

,

(4) R.

∫

Γ∞\H

F (z)dµ :=

∫

Γ∞\H
y<T1

ytF (z)dµ
∣∣
t=0

+ lim
T2→∞

∫

Γ∞\H
T1<y<T2

F (z)

yt
dµ
∣∣
t=0

,

(5) R.

∫

H

F (z)dµ := R.

∞∫

0

dy
y2

∞∫

−∞

F (x+ iy)dx.

D.2.2. Zyklenintegrale. Es ist notwendig, eine Regularisierung für Wegintegrale über unendlich lange Geo-
dätische (0, b, c) einzuführen.

Definition D.2.2.1. Für d = b2,Λd die unendlich langen Geodätischen im Fundamentalbereich F und F regula-
risierbares vom Gewicht 2k sei

Cd (F ) := R.

∫

Λd

F (z)dΛd,2kz :=

∫

Λd
y<T

F (z)dΛd,2kz +

∫

Λd
y>T

F (z)

yt
dΛd,2kz

∣∣∣∣
t=0



D.2. REGULARISIERUNG 256

definiert für Re t≫ 1 und analytisch fortgesetzt auf t = 0.

Hilfssatz D.2.2.2. Für d = � und F regularisierbar vom Gewicht 2k, k ∈ 2Z ist

Cd (F ) = R.

∫

F

F (z)Dd,2k (z)dµ

Beweis.

R.

∫

F

F (z)Dd,2k (z)dµ =

∫

F
y<T

F (z)Dd,2k (z)dµ+

∫

F
y>T

F (z)Dd,2k (z)

yt
dµ

∣∣∣∣
t=0

Nun ist ∫

Λd
y<T

F (z) dΛd,2kz =

∫

F
y<T

F (z)Dd,2k (z)dµ.

Das folgt aus dem Beweis von Satz 1.5.1.2 und für y >
√
d ist

y−t−2
1∫

0

F (z)Dd,2k (z)dx = y−t−2

√
d∑

c=1

(i sign b)
k
F
(
−c
b
+ iy

)

Das ist für t≫ 1 über y ∈
(√

d,∞
)

integrierbar und ergibt das Wegintegral
∫

Λd

y>
√
d

F (z)

yt
dΛd,2kz.

�

D.2.3. Regularisierung für Eichlerintegrale, Periodenfunktionen und L−Reihen. Wir wollen Eich-
lerintegrale f̃ für schwach-holomorphe Modulformen f erklären. Dazu reichen die bisher besprochenen Regularisie-
rungsverfahren nicht aus. Es ist nötig, sich etwas allgemeinere Gedanken zum Thema Regularisierung zu machen.
Eichlerintegrale sind (k − 1)-fache Stammfunktionen von f :

Dk−1f̃ = f bzw.
∂k−1 ˜̃f

∂z̄∂k−2z
(z) = (−2πi)k−1 f (−z̄) ,

f̃ (z)
.
=

i∞∫

z

i∞∫

z1

i∞∫

z2

· · ·
i∞∫

zk−2

f (zk−1)dzk−1dzk−2 . . .dz1 =
1

Γ (k − 1)

i∞∫

z

f (τ) (τ − z)k−2 dτ

Die rechte Seite macht auch noch Sinn, falls das Gewicht k nicht ganzzahlig ist, s. fraktionale Integrale3. Da das
für k > 0 vielleicht nicht definiert ist, sei k variabel < 0 und setze das Ergebnis analytisch fort. Aber für schwach-
holomorphe Modulformen gibt es ein Problem, da f in den Spitzen wesentliche Singularitäten hat. Eine sinnvolle
Regularisierung des Integrals besteht darin, mit einer Funktionsschar ungefähr gleichen Wachstums zu dämpfen
und anschließend den Parameter der Funktionsschar so zu wählen, als ob die Dämpfungsfunktion nicht vorhanden
wäre. Wir führen folgende Methode ein:

Definition D.2.3.1. Sei f : H → C stetig. f heißt regularisierbar, falls

• f (z) = O
(
ec Im z

)
für Im z →∞ und ein c ∈ R+;

Falls folgendes Integral, erklärt für Imu≫ 1, eine analytische Fortsetzung auf u = 0 hat, sei z0 ∈ H:

R.

i∞∫

z0

f (z)dz :=

i∞∫

z0

euzf (z)dz

∣∣∣∣
u=0

.

3http://de.wikipedia.org/wiki/Fraktionale_Infinitesimalrechnung
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Entsprechend definiert man Integrale in andere Spitzen γ (i∞) , γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2 (Z) :

R.

a
c∫

γz0

f (w) dw :=

i∞∫

z0

f (γz)

(cz + d)
2 dz.

Wie berechnet man z.B. Integrale

i∞∫

i

e (nτ) (τ − z)k−2 dτ? Sie konvergieren für n > 0. Obige Definition läuft auf

dasselbe hinaus, als ob man das Ergebnis für n > 0 nimmt und nach n < 0 analytisch fortsetzt.
Dieses Verfahren ist nicht das einzig mögliche. Man kann k − 1 Integrationskonstanten frei wählen.4 Der Weg in
die Spitze spielt für den Wert des Integrals i.a. keine Rolle. Durch die Regularisierung verschwindet der Beitrag in
der Spitze. Ein wesentlicher Punkt bei dieser Definition ist, das das Resultat T−invariant ist: f̃ |T = f̃ . Borcherds’
Regularisierung unterscheidet sich für ganzzahliges Gewicht k davon, wenn man den konstanten Term a0 integriert:

∞∫

z

a0τ
s (τ − z)k−2 dτ

∣∣∣∣
s=0

= a0

k−2∑

i=0

(
k − 2

i

)
(−z)k−2−i

∞∫

z

τs+idτ = −a0
k−2∑

i=0

(
k − 2

i

)
(−z)k−2−i zs+i+1

s+ i+ 1

∣∣∣∣
s=0

= a0 (−z)k−1
k−2∑

i=0

(−1)i
(
k−2
i

)

i+ 1
= −a0

(−z)k−1
k − 1

k−1∑

i=1

(−1)i
(
k − 1

i

)
= a0

(−z)k−1
k − 1

.

Das ist z.B. nicht T−invariant, aber
∞∫

z

a0 (τ − z)s−2 dτ

∣∣∣∣
s=k

= a0

[
(τ − z)s−1
s− 1

]∞

z

∣∣∣∣
s=k

= 0.

Wichtiger als der Entstehungsprozeß ist, dass die Ergebnisse eine SL2 (Z)-Gruppenaktion zulassen. Als nächstes
spielt der modulare Defekt ψ := f̃ − f̃ |S eine Rolle. Ziel ist, dass ψ die üblichen Periodenrelationen

ψ + ψ|S = 0

ψ + ψ|U + ψ|U2 = 0

erfüllt, die sich aus der T−Invarianz von f̃ und der Definition von ψ ergeben.

L−Reihen spielen eine Rolle für das asymptotische Randverhalten der Eichlerintegrale. Es ist naheliegend, die
Definition als Integraltransformierte und die gleiche Regularisierung der definierenden Integrale wie für die Eich-
lerintegrale zu verwenden.

4Heute weiß man, dass es (k − 1)-fache Stammfunktionen gibt, die modular sind (Mock-Modulformen).
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Computer-Programme

E.1. Geodätische (Mathematica)

Mathematica-Programm zur Reduktion von indefiniten quadratischen Formen, Klassenzahlen, Lösungen der
Pell-Gleichung, Grundeinheiten, L-Reihen, Zeichnen von Geodätischen...

Geo@12012D
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Abbildung E.1.0.1. d=12012

Geo@Union @Range@1, 100, 4 D, Range @4, 100, 4 DD, 10, Black D
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BeginPackage @"geodesic‘","Graphics‘Colors‘" D

Bilder:: usage = "Optionen"

F:: usage = " F@d,a D ist die Anzahl aller Ideale der Norm a in Q HSqrt @dDL, d Fund.diskr."

Formen:: usage = "reduzierte inäquivalente Formen der Diskriminante d >0"

Formenzykel:: usage = "alle reduzierten Formen der Diskriminante d >0,angeordnet in

Zykeln äquivalenter Formen"

GenusG:: usage = "GenusG@dD berechnet die Anzahl der Geschlechter von primitiven

quadratischen Formen der Diskriminante d."

Geo:: usage = "Geo@dD zeichnet die Geodätischen zu allen reduzierten quadratisc hen

Formen der Diskriminante d >0."

Geo:: usage = "Geo@liste,m D in Zeilen zu n Bildern pro Zeile"

GrundzahlQ:: usage = "GrundzahlQ @dD ist wahr für Fundamentaldiskriminanten d."

GrundzahlPart:: usage = "GrundzahlPart @nD ... in 4n enthaltene Grundzahl"

Grundeinheit:: usage = "Grundeinheit von Formen der Diskriminante d >0"

hDist:: usage = "hDist @a,b,c,d D hyperbolischer Abstand der Punkte Ha,b L und Hc,d L"
HurwitzKroneckerH:: usage = "Hurwitz -Kronecker Klassenzahl H @nD, n >=0"

Klassenzahl:: usage = "Anzahl der Äquivalenzklassen im engeren Sinne von primiti ven

Hindefiniten L quadratischen Formen der Diskriminanten d"

Kr:: usage = "Kr @a,b,c D zeichnet die Geodätischen zur Form @a,b,c D"
L:: usage = "L @s,D D ist der Wert der Dirichlet -L-Reihe für Fundamentaldiskriminanten D >0

an der Stelle s, verallgemeinert auf alle Diskriminanten."

N:: usage = " N@D,a D ist die Anzahl der inaequivalenten primitiven Darstellung en der Zahl

a durch quadratische Formen der Diskriminante D."

Opt:: usage = "Optionen "

Pell:: usage = "Pell @dD findet die kleinste Lösung 8t,u < von t^2 -d u^2 =4"

Pell:: bad = "Argument ‘1‘ sollte natürliche Zahl, keine Quadratzahl se in "

Rahmen:: usage = "Rahmen zeichnet den Standardfundamentalbereich zu Sl_ 2 HZL"
Schnittpunkt:: usage = "Schnittpunkt @a,b,c,d,e,f,g,h D Schnittpunkt der Gerade 8Ha,b L, Hc,d L< und 8He,f L, Hg,h L<"
SquarePart:: usage = "SquarePart @nD groesste in n enthaltene Quadratzahl"

Zykel:: usage = "Zykel äquivalenter reduzierter Formen, d >0"
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Begin @"‘Private‘" D
Farben =82,4,5,13,16,17,18,19,24,27,33,35,32,37,38,39,40,41, 45,48,51,
53,55,56,59,61,69,70,73,74,77,78,83,86,92,95,97,
101,109,114,117,128,131,136,144,152,163,164,167,173 ,176,177,181,182,179 <
Opt =8PlotRange ->88-.5004,.5004 <, 8-.0004,1.0004 <<,

AspectRatio ->Automatic,Axes -> False,LabelStyle ->8"NewTimesRoman",7 <<
Rahmen := Module @
8q,r,s <,
q=8-.5,0 <;
r =8.5,0 <;
s=80,1 <;
Graphics @Line @8q,r,s,q <DD

D
GrundzahlQ @n_Integer D: =
HSquareFreeQ @nD&&Mod@n,4 D==1LÈÈHSquareFreeQ @n�4D&&HMod@n�4,4 D==2ÈÈMod@n�4,4 D==3LL
SquarePart @n_Integer D: =Times ��HPower ���Replace @FactorInteger @nD, 8x_,y_ <->8x,2Floor @y�2D<,1 DL
GrundzahlPart @d_Integer D: =Module @8d0<,d0 =d�SquarePart @dD;If @Not @GrundzahlQ @d0DD,d0 *=4D;d0 D
Grundeinheit @d_Integer?Positive �;Not @IntegerQ @Sqrt @dDDDD: =Module @8d0=If @Mod@d,4 D�0,d �4,d D<,
e0=Pell @d0D; He0@@1DD+Sqrt @d0D e0@@2DDL�2D
Grundeinheit @d_Integer?Positive �;IntegerQ @Sqrt @dDDD: =1
Pell @d_Integer?Positive �;Not @IntegerQ @Sqrt @dDDDD: =Module @
8a,w,q,q0,q1,m,m1,sign,u,u0,u1,v,v0,v1 <,
If @d==5,Return @83,1 <DD;
w=Floor @Sqrt @dDD;q =d-w w;q0=1;m =w;u0 =1;u =m;v0 =0;v =1;sign =-1;

While @q!=4&&q!=1,

a=Quotient @m+w,q D;m1=a q-m;q1=q0+a Hm-m1L;u1 =a u+u0;v1 =a v+v0;

m=m1;q0=q;q =q1;u0 =u;u =u1;v0 =v;v =v1;sign =-sign D;
If @q==1,If @sign ==1, 82u,2v <, 82Hu^2+v^2d L,4u v <D,If @sign ==1, 8u,v <, 8Hu^2+v^2d L�2,u v <DD
D
Pell @d_D : = Message @Pell:: bad,d D
N@Dis_ �; HMod@Dis,4 D==2ÈÈMod@Dis,4 D==3L,n_ D: =0;

N@Dis_,1 D: =1;

N@Dis_,n_ D: =Module @8d,f,b,Res,l,p,beta,alpha <,
d=GrundzahlPart @Dis D;f =Sqrt @Dis �dD;l =FactorInteger @nD@@All,1 DD;
If @GCD@f,n D==1,b =Divisors @nD;Return @KroneckerSymbol @d, ðD&��b.Abs @MoebiusMu @Reverse @bDDDDD;
If @Length @l D>1,Return @Product @N@d p^H2IntegerExponent @f,p DL,p ÎntegerExponent @n,p DD, 8p,l <DDD;
p=l @@1DD;beta =IntegerExponent @n,p D;alpha =IntegerExponent @f,p D;
Return @Which@beta <=2alpha,p^Floor @beta �2D,beta ==2alpha +1,p^alpha H1+KroneckerSymbol @d,p DL,
True,p^alpha KroneckerSymbol @d,p DH1+KroneckerSymbol @d,p DLDD
D
F@d_?GrundzahlQ,n_ D: =Plus ��HKroneckerSymbol @d, ðD&��Divisors @nDL
w@d_?Negative D=Which@d==-3,3,d ==-4,2,d <0,1 D
nu@d0_?Positive,r_Integer D: =Module @8n=1<,
While @Mod@4Part @Grundeinheit @d0D^n��Expand��FullForm,1,2 D^2,d0 r^2 D¹0,n ++D;n D
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L@s_,0 D: =Zeta @2s-1D
L@s_,1 D: =Zeta @sD
L@s_,d_ �; HMod@d,4 D==2ÈÈMod@d,4 D==3LD: =0
L@0,d_?GrundzahlQ D: =If @d>0,0,Klassenzahl @dD�w@dDD
L@1,d_?GrundzahlQ D: =If @d>0,
HKlassenzahl @dD*Log@Grundeinheit @dDDL�Sqrt @dD,Pi Klassenzahl @dD�w@dD�Sqrt @-dDD
L@a_Integer?Positive �;EvenQ @aD,d_?GrundzahlQ �;d >1D: =
H-1L^Ha�2-1L2^Ha-1LPî a �a!�Sqrt @dDSum@KroneckerSymbol @d, n D*BernoulliB @a,n �dD, 8n,d -1<D
L@a_Integer?Positive �;OddQ@aD,d_?GrundzahlQ �;d <0D: =
H-1L^HHa+1L�2L2^Ha-1LPî a �Sqrt @-dD�a!Sum@KroneckerSymbol @d,n DBernoulliB @a, -n�dD, 8n, -d-1<D
L@a_Integer?Negative,d_?GrundzahlQ D: =
Total @KroneckerSymbol @d, ðDBernoulliB @1-a, ð�Abs@dDD&@Range@Abs@dD-1DDD�Abs@dD^a�Ha-1L
L@s_,d_?GrundzahlQ D: =Total @KroneckerSymbol @d, ðDZeta @s, ð�Abs@dDD&��Range@Abs@dD-1DD�Abs@dD^s

L@s_,d_Integer D: =Module @
8d0,f <,
d0=GrundzahlPart @dD;f =Sqrt @d�d0D;
L@s,d0 DTotal @MoebiusMu @ðDKroneckerSymbol @d0, ðD�ð^s DivisorSigma @1-2s,f �ðD&@Divisors @f DDDD
HurwitzKroneckerH @n_Integer �;n >=0D: =L@0, -nD
Klassenzahl @d_?GrundzahlQ �;d >0D: =
NumberFieldClassNumber @Sqrt @dDD*
If @AlgebraicNumberNorm @NumberFieldFundamentalUnits @Sqrt @dDDD@@1DD<0,1,2 D �;
HMod@d,4 D==0ÈÈMod@d,4 D==1L&&Not@IntegerQ @Sqrt @dDDD

Klassenzahl @d_Integer �; HMod@d,4 D==2ÈÈMod@d,4 D==3LD: =0
Klassenzahl @d_D : = EulerPhi @Sqrt @dDD �;IntegerQ @Sqrt @dDD
Klassenzahl @d_?GrundzahlQ �;d <0D: =NumberFieldClassNumber @Sqrt @dDD
Klassenzahl @n_Integer D: =Module @
8d0,r,primes <,
d0=n�SquarePart @nD;If @Not @GrundzahlQ @d0DD,d0 *=4D;r =Sqrt @n�d0D;
If @r >1,primes =Replace @FactorInteger @r D, 8x_,y_ <->x,1 D;r �If @n>0,nu @d0,r D,w@d0DD
Times ��H1-KroneckerSymbol @d0,primes D�primes LKlassenzahl @d0D,Klassenzahl @d0DD
D
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GenusG@d_�;Mod@d,4 D�1D: =Module @8res =2^HPrimeNu @dD-1L<,If @IntegerQ @Sqrt @dDD,2res,res DD

GenusG@d_�; HMod@d,4 D==0ìMod@d,32 D!=0LD: =

Module @8res =If @Mod@d�4,4 D==1,2^ HPrimeNu @dD-2L,2^ HPrimeNu @dD-1LD<,If @IntegerQ @Sqrt @dDD,2res,res DD

GenusG@d_�; Hd¹0&&Mod@d,32 D==0LD: =Module @8res =2^PrimeNu @dD<,If @IntegerQ @Sqrt @dDD,2res,res DD

f @z_D : = With @8k=Abs@zD^2+1<, 82Re@zD�k,1 -2�k<D

Fun@z_Complex D : = Block @8k=z-Round@Re@zDD<,

While @Abs@kD<1, k =-1�k;k =k-Round@Re@kDDD;k D

Punkt @w1_,w2_,p_ D : = Point @f @Fun@Hw2 I p +w1L�HI p +1LDDD

Schnittpunkt @a_,b_,c_,d_,e_,f_,g_,h_ D : = 8H-Hb c e L + a d e + b c g - a d g + a f g - c f g

- a e h + c e h L�H-Hb eL + d e + a f - c f + b g - d g - a h + c hL,

H-Hb c f L + a d f + b f g - d f g + b c h - a d h - b e h + d e hL�
H-Hb eL + d e + a f - c f + b g - d g - a h + c hL<

hDist @a0_,b0_,a1_,b1_ D : = ArcTanh @Sqrt @a0^2 - 2 a0 a1 + a1^2 + b0^2 -

a1^2 b0^2 - 2 b0 b1 + 2 a0 a1 b0 b1 + b1^2 - a0^2 b1^2 D �
H1-a0 a1-b0 b1LD

Kr @80,b_,c_ <D : = Line @88-c�b,0 <, 80,1 <<D

Kr @8a_,b_,c_ <�; a Ha-b�2+cL<0 && a Ha+b�2+cL<0D : =

Line @88-2a�H2a+b-2cL, H-2a+b-2cL�H2a+b-2cL<, 82a�H2a-b-2cL, H-2a-b-2cL�H2a-b-2cL<<D

Kr @8a_,b_,c_ <�; a Ha-b�2+cL<0 && 2Abs@a+cD<=Abs@bDD : =

Line @88-2a�H2a+b-2cL, H-2a+b-2cL�H2a+b-2cL<, 8-Ha+cL�b,0 <<D

Kr @8a_,b_,c_ <�; 2Abs @a+cD<=Abs@bD && a Ha+b�2+cL<0D : =

Line @88-Ha+cL�b,0 <, 82a�H2a-b-2cL, H-2a-b-2cL�H2a-b-2cL<<D

Kr @8a_,b_,c_ <D : = Point @80,0 <D

redFormen @d_D : = Flatten @Function @x,Prepend @8x, Hx x -dL�4�ð<, ðD&��
Union @ð, -ðD&@Select @Divisors @Hd-x x L�4D,

HSqrt @d��ND-xL�2<ð<HSqrt @d��ND+xL�2&DDD��Range@Mod@d,2 D,Sqrt @d��ND,2 D,1 D

kurzerZykel @8a_Integer,b_Integer,c_Integer <D : = Module @
8d=Sqrt @b b-4a c ��ND,A =a,B =b,C =c,form0 =8a,b,c <,form,liste =8<,del <,

While @form =!= form0,

del =Floor @Hd+BL�2�C+.5 -Sign @CD�2D;

form =8A,B,C < =8C, -B+2 C del,A -B del +C del^2 <; AppendTo @liste,form D
D;liste

D

kurzerZykel @8<D: =8<
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Zykel @8a_Integer,b_Integer,c_Integer <D : = Module @
8d=b b-4a c,liste =8 <,A =a,B =b,C =c,form =8a,b,c <, n <,
While @ !MemberQ@liste,form D,AppendTo @liste,form D;

Which@A HA+B�2 Sign @AD+CL<0,form =8A,B,C <=8A,2Abs @AD+B,A+B Sign @AD+C<,
A!=0 && A+B�2 Sign @AD+C==0 && Abs@AD-B�2+C Sign @AD<0,

form =8A,B,C <=8A+B Sign @AD+C,B+2C Sign @AD,C <,
A==0 && B<0,form =8A,B,C <=80, -B,C <,
2Abs@A+CD<B ÈÈ Round@B�2�AD==0,form =8A,B,C <=8C,-B,A<,
0==0,n =Round@-B�2�AD;form =8A,B,C <=8A,B+2A n,A n n +B n+C<;liste =8<
D

D; liste
D
Unprotect @Last D;Last @8<D=8<;Protect @Last D
fpl @d_D : = FixedPointList @Complement @ð,kurzerZykel @Last @ðDDD&,redFormen @dDD
Formen@d_Integer �; HMod@d,4 D==0ÈÈMod@d,4 D==1L&&Not@IntegerQ @Sqrt @dDDDD : =

Last ��Drop @fpl @dD, -2D
Formen@d_Integer �; IntegerQ @Sqrt @dDD && d!=4D : =

With @8b=Sqrt @dD<, H80,b, ð<&��Range@-Floor @b�2-.1 D,b �2-.1 DLD
Formen@4D : = 880,2,1 <<
Formenzykel @d_Integer �; d !=4D : = Zykel �� Formen@dD
Formenzykel @4D: =8880,2,1 <, 81,0, -1<, 80, -2,1 <<<
desic @d_Integer?Positive �; HMod@d,4 D==0ÈÈMod@d,4 D==1L,f_:1 D : =

If @f ===1,Show @Rahmen,
Graphics @Flatten @8ToExpression @AllColors @@
Farben @@Random@Integer, 81,55 <DDDDDD,Kr ��ð<D&�� Formenzykel @dDD,
Graphics @Text @Style @Row@8"d =",d <D,10 D, 8.35,.8 <DD,Opt,DisplayFunction ->Identity D,
Show@Rahmen,Graphics @Flatten @8ToExpression @ToString @f DD,Kr ��ð<D&�� Formenzykel @dDD,
Graphics @Text @Style @Row@8"d =",d <D,10 D, 8.35,.8 <DD,Opt,DisplayFunction ->Identity DD
desic @d_,f_:1 D=Null

Geo@d_Integer?Positive �; HMod@d,4 D==0ÈÈMod@d,4 D==1L,f_:1 D : =

ShowAdesic @d,f D,DisplayFunction ->$DisplayFunction E

Geo@l_List,n_,f_:1 D : =
ShowAGraphicsArray @Partition @desic @l,f D,n DD,DisplayFunction ->$DisplayFunction E

SetAttributes @8desic,Klassenzahl,HurwitzKroneckerH,Pell,Grundeinhe it,Punkt <,Listable D
End@D
EndPackage @D

Der Algorithmus für die Lösung der Pell’schen Gleichung kommt von [Forster 2, 25].
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E.2. Poincaréreihen, Eisensteinreihen (Pari)

E.2.1. Gerades Gewicht zu SL2 (Z). Halbganzes Gewicht im Kohnen-Plus-Raum. Das Programm
berechnet:
Werte von L−Reihen L(s,d) für s ∈ R, d ∈ D.

Kloostermansummen K (m,n; c) , k ∈ 2Z zur Gruppe SL2 (Z): K1(k,m,n,c)
und Sk,∞,∞ (m,n; c) , k halbganz, zur Gruppe Γ0 (4): K(k,m,n,c)

Die Fourierkoeffizienten der Poincaréreihen Fk (m, z) , k ∈ 2Z zu SL2 (Z): F(k,m,n),
und Fk (m, z) , k halbganz, zu Γ0 (4): Fplus(k,m,n), m ∈ Z;
Eisensteinreihen Ek (z) zu SL2 (Z) für m = 0: F1(k,0,n),
und zu Γ0 (4): Fplus(k,0,n),
ebenso der Spitzenformen Pk (m, z): P1(k,a,b,m,n) und Pplus(k,a,b,m,n).

de l t a (m, n )=i f (m==n , 1 , 0 )

e ( v )=i f ( v%4==1,1, I )

L( s , d ) ={ l o c a l ( f ,D) ;

i f (d==0,return ( ze ta (2∗ s−1) ) ) ;

i f (d%4==2||d%4==3,return (0 ) ) ; f=co r ed i s c (d , 1 ) [ 2 ] ;D=co r ed i s c (d) ;

i f (D==1,return ( ze ta ( s ) ∗ sumdiv ( f , t , moebius ( t ) ∗ t^(−s ) ∗

sumdiv ( f /t , u , u^(1−2∗ s ) ) ) ) ) ;

i f ( s==1,

i f (d>0,

return (2∗ q fb c l a s sn o (d) ∗ quadregu lator (d) / sq r t (d ) ) ,

return ( Pi ∗ q fb c l a s sn o (d) / i f (d==−3,3, i f (d==−4,2,1) ) /

sq r t (−d) ) ) ) ;

i f ( s >1| | s==0,

return ( zetak ( z e t a k i n i t ( x^2−D) , s ) / ze ta ( s ) ∗sumdiv ( f , t , moebius ( t ) ∗

kronecker (D, t ) ∗ t^(−s ) ∗sumdiv ( f /t , u , u^(1−2∗ s ) ) ) ) ,

return (2^ s ∗abs (D)^(1/2− s ) ∗Pi^( s−1)∗ i f (D>0, s i n ( Pi ∗ s /2) , cos ( Pi∗ s /2) ) ∗

gamma(1− s ) ∗ zetak ( z e t a k i n i t ( x^2−D) ,1− s ) / ze ta (1− s ) ∗

sumdiv ( f , t , moebius ( t ) ∗ kronecker (D, t ) / t^s ∗sumdiv ( f / t , u , u^(1−2∗ s ) ) ) )

)

}

K(k ,m, n , c ) = { l o c a l (v , s=0) ; \\ Kloostermansumme , k halbganz

f o r s t e p ( v=1,c−1 ,2 ,

i f ( gcd (v , c )==1,

s+=(kronecker ( c , v ) ∗e ( v ) ) ^(2∗k ) ∗exp (2∗ Pi∗ I ∗(m/v%c+n∗v) /c )

)

) ; s }

K1(m, n , c ) = { l o c a l (v , s=0) ; \\ Kloostermansumme , k gerade

i f ( c==1,s=1,

for ( v=1,c−1,

i f ( gcd (v , c )==1,s+=exp (2∗ Pi∗ I ∗(m/v%c+n∗v) /c )

)

)

) ; s }
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F1(k ,m, n , l im=100)={

i f (m>0,

i f (n>0,

return (2∗ Pi∗(−1)^(k/2) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim ,K1(−m, n , c ) /c∗

b e s s e l i ( abs(1−k) ,4∗ Pi/ c∗ sq r t (m∗n) ) ) ) ) ;

i f (n==0,

i f (k<0,

return (2∗(2−k ) ∗sumdiv (m, t , t^(1−k) ) / b e rn r ea l (2−k) ) ,

return (0 ) ) ) ;

i f (k>0,return (0 ) ,

return(−de l t a (m,−n)+2∗Pi ∗(−1)^(k /2)∗(−n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim ,K1(−m, n , c ) /c∗ b e s s e l j (1−k ,

4∗Pi/c∗ sq r t (−m∗n) ) ) ) ) ) ;

i f (m==0, \\ E i s en s t e i n r e i h en

i f (k>0,

i f (n>0,return (−2∗k/ b e rn r ea l ( k ) ∗ sigma (n , k−1) ) ) ;

i f (n==0, i f ( k==2,return ( [1 ,−3/Pi , y ,−1]) , return (1 ) ) ) ;

return (0 ) ) ;

i f (k<0,

i f (n>0,return ( sigma (n , k−1)/ ze ta (1−k) ) ) ;

i f (n==0,return ( [1 , ( −4)^(−k/2) ∗ ze ta (2−k) /Pi/

ze ta (1−k) ,y,1−k ] ) ) ;

return ( sigma ( abs (n ) , k−1)/ ze ta (1−k ) ) ) ) ;

i f (m<0, \\ n icht−holomorphe Explos ion

i f (n<0,

return ( (2∗ Pi∗(−1)^(k/2) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim ,K1(−m, n , c ) /c∗

b e s s e l i ( abs(1−k) ,4∗ Pi/ c∗ sq r t (m∗n) ) ) ) ) ) ;

i f (n==0,

i f (k<0,

return (2∗(2−k ) ∗sumdiv (m, t , t^(1−k) ) / b e rn r ea l (2−k) ) ,

return (0 ) ) ) ;

return ( d e l t a (m,−n)∗ s ign (k )+2∗Pi∗(−1)^(k/2)∗(−n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim ,K1(−m, n , c ) /c∗ b e s s e l j ( abs(1−k ) ,

4∗Pi /c∗ sq r t (−m∗n) ) ) ) ,

return (P1(k,−m,n , l im ) ) )

}

P1(k ,m, n , l im=100) = { de l t a (m, n)+2∗Pi∗(−1)^(k/2) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim ,K1(m, n , c ) /c∗ b e s s e l j (k−1 ,4∗Pi/c∗ sq r t (m∗n) ) ) }

Fplus (k ,m, n , l im=100) = { l o c a l ( ad=0) ;

i f (((−1)^ f l o o r ( k ) ∗m)%4==1||((−1)^ f l o o r ( k ) ∗m)%4==2,

return ( " es ␣ i s t ␣ n i ch t ␣(−1) ^[k ]m=0 ,3(4) " ) ) ;

i f (((−1)^ f l o o r ( k ) ∗n)%4==2||((−1)^ f l o o r ( k ) ∗n)%4==3,return (0 ) ) ;

i f (m>0,

i f (n>0,

i f ( k==3/2,ad=24∗ i s s qua r e (m)∗L(0 ,−n) ) ;

i f ( k==1/2,ad=−24∗ i s s qua r e (n ) ∗L(0 ,−m) ) ;

return ( ad+Pi /2/ I^k∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗sum( c=1, lim ,(1+ c%2)∗

K(k,−m, n ,4∗ c ) /c∗ b e s s e l i ( abs(1−k) , Pi/c∗ sq r t (m∗n) ) ) ) ) ;

i f (n==0,

i f (k<0,return(−L(k−1/2 ,(−1)^(k+1/2)∗m) / ze ta (2∗k−2) ) ) ;

i f ( k==3/2,return (−2∗ i s s qua r e (m) ) ) ;

return (0 ) ) ;
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i f (k>0,return (0 ) , \\ n<0

return(−de l t a (m,−n)+Pi /2/ I^k∗(−n/m) ^((k−1)/2) ∗sum( c=1, lim ,

(1+c%2)∗K(k,−m, n ,4∗ c ) /c∗ b e s s e l j ( abs(1−k) , Pi/ c∗ sq r t (−m∗n) ) ) ) ) ) ;

i f (m==0, \\ E i s en s t e i n r e i h en

i f (n>0,return (L(3/2−k ,(−1)^ f l o o r (k ) ∗n) / ze ta (2−2∗k ) ) ) ;

i f (n==0, i f (k>2,return (1 ) ,

return ( [1 , ( −1)^ f l o o r ( ( k+1)/2) ∗2^(5/2−3∗k ) ∗

ze ta (3−2∗k ) /Pi/ ze ta (2−2∗k ) ,y,1−k ] ) ) ) ;

i f (k<2,return (L(3/2−k ,(−1)^ f l o o r (k ) ∗n) / ze ta (2−2∗k ) ) , return (0 ) ) ) ;

i f (m<0, \\ n icht−holomorphe Explos ion

i f (k<1,

i f (n>0,return ( s i gn (k ) ∗ d e l t a (−m, n)∗ I ^(2∗k )+Pi /2/ I^k∗

(−n/m) ^((k−1)/2) ∗sum( c=1, lim ,(1+ c%2)∗

K(k,−m, n ,4∗ c ) /c∗ b e s s e l j ( abs(1−k) , Pi /c∗ sq r t (−m∗n) ) ) ) ) ;

i f (n==0,return ( ( Pi /2)^(2−k)∗(−m)^(1−k) / I^k/gamma(2−k) ∗

sum( c=1, lim ,(1+ c%2)∗K(k,−m,0 ,4∗ c ) /c^(2−k) ) ) ) ;

return ( Pi /2/ I^k∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗sum( c=1, lim ,

(1+c%2)∗K(k,−m, n ,4∗ c ) /c∗ b e s s e l i ( abs(1−k) , Pi/ c∗ sq r t (m∗n) ) ) ) ,

return ( Pplus (k,−m, n , l im ) ) ) )

}

Pplus (k ,m, n , l im=100) = {

i f (((−1)^ f l o o r ( k ) ∗m)%4==2||((−1)^ f l o o r ( k ) ∗m)%4==3,

return ( " es ␣ i s t ␣ n i ch t ␣(−1) ^[k ]m=0 ,1(4) " ) ) ;

i f (((−1)^ f l o o r ( k ) ∗n)%4==2||((−1)^ f l o o r ( k ) ∗n)%4==3,return (0 ) ) ;

return ( d e l t a (m, n )+Pi /2/ I^k∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗sum( c=1, lim ,(3−(−1)^c ) /2∗

K(k ,m, n ,4∗ c ) / c∗ b e s s e l j (k−1,Pi /c∗ sq r t (m∗n) ) ) ) }

. ./Programme/Shimura.gp

E.2.2. Gruppe Γ0 (4), Spitze a, entwickelt um b, 2k ∈ Z. Das Programm berechnet:

Hurwitz-Klassenzahlen H(d) für d ∈ N0.

Werte von L−Reihen L(s,d) für s ∈ R, d ∈ D.

m ∈ Z:
Kloostermansummen cabSk,a,b (m,n; c): S(k,a,b,m,n,c).

Die Fourierkoeffizienten der Poincaréreihen Fk,a (m, ·) |kτb zu Γ0 (4): F(k,a,b,m,n).

Funktionswerte der Poincaréreihen Fk,a (m, ·) |kτb: Fwert(k,a,b,z,m)
Eisensteinreihen Ek,a (z) für m = 0: F(k,a,8,0,n),
ebenso der Spitzenformen Pk,a (m, ·) |kτb für m ∈ N: P(k,a,b,m,n)

Die Spitzen a, b werden kodiert eingegeben:
Spitze ∞ 0 1

2

Code 8 0 2
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g l oba l ( th , e82 )

d e l t a (m, n )=i f (m==n , 1 , 0 )

kappa (k , a )={ i f ( a==2 ,((2∗k )%4) /4 ,0) }

e ( v )=i f ( v%4==1,1, I )

eu l e r (k )=i f ( k%2==0, I^k∗k ! ∗ p o l c o e f f ( Ser (1/ cos ( x ) ) , k ) ,0 )

i s t r i a n g l e (n)={ l o c a l (m=f l o o r ( s q r t (2∗n+.3) ) ) ; i f (m̂ 2+m==2∗n , 1 , 0 ) }

isodd (n )=n%2

th=sum(n=−32,32,q^(n^2) )+O(q^1001) ; \\ theta_3

th2=sum(n=−32,32,q^(n^2+n) )+O(q^1001) ; \\ theta_2

e82=4+4∗q+12∗q^2+8∗q^3+12∗q^4+12∗q^5+16∗q^6+12∗q^7+24∗q^8+16∗q^9+\

12∗q^10+20∗q^11+24∗q^12+16∗q^13+36∗q^14+20∗q^15+12∗q^16+\

28∗q^17+28∗q^18+20∗q^19+36∗q^20+24∗q^21+24∗q^22+32∗q^23+\

36∗q^24+20∗q^25+36∗q^26+32∗q^27+24∗q^28+O(q^29) ; \\ E_8|\ tau_1/2

H(d)={ l o c a l ( f ,D) ; \\ Hurwitz Klassenzah l

i f (d==0,return (−1/12) ) ;

i f (d%4==1||d%4==2,return (0 ) ) ;

f=co r ed i s c (−d , 1 ) [ 2 ] ;D=co r ed i s c (−d) ;

return ( sum(a=1,−D, kronecker (D, a ) ∗a ) /D∗sumdiv ( f , t , moebius ( t ) ∗

kronecker (D, t ) ∗ sigma ( abs ( f / t ) ) ) )

}

S(k ,A,B,m, n , c )={ \\ Kloostermansumme

l o c a l ( s=0,a , b ) ;

i f (A==8,

i f (B==8,

f o r s t e p (d=1,c , 2 ,

i f ( gcd ( c , d )==1,

a=1/d%c ;

s+=(kronecker ( c , d) ∗e (d ) ) ^(2∗k ) ∗

exp (2∗ Pi∗ I ∗(m∗a+n∗d)/c ) ) ) ) ;

i f (B==0,

f o r s t e p (d=2,c , 2 ,

i f ( gcd ( c /2 ,d )==1,

a=1/d%(c /2)−c /2 ; i f ( a%2==1,a−=c /2) ;
s+=(kronecker (−2∗d , c /2) ∗e ( c /2) ) ^(2∗k ) ∗

exp (2∗ Pi∗ I ∗(m∗a+n∗d)/c ) ) ) ; s∗=I^k) ;

i f (B==2,

f o r s t e p (d=2,c , 2 ,

i f ( gcd ( c /2 ,d )==1,

a=1/d%(c /2)−c /2 ; i f ( a%2==0,a−=c /2) ;
s+=(kronecker (−2∗d , c/2+d) ∗e ( c/2+d) )^

(2∗k ) ∗exp (2∗ Pi∗ I ∗(m∗a+n∗d)/c ) ) ) ;

s∗=I^k) ) ;

i f (A==0,

i f (B==8,

f o r s t e p (d=2,c , 2 ,

i f ( gcd ( c /2 ,d )==1,
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a=1/d%(c /2)−c /2 ; i f ( a%2==1,a−=c /2) ;
b=(a∗d−1)/c ;

s+=(kronecker (2∗a ,2∗ b) ∗ e (2∗b) ) ^(2∗k ) ∗

exp (2∗ Pi∗ I ∗(m∗a+n∗d)/c ) ) ) ; s∗=I ^(3∗k ) ) ;

i f (B==0,

f o r s t e p (d=1,c , 2 ,

i f ( gcd ( c , d )==1,

a=1/d%c−c ;

b=(a∗d−1)/c ;

s+=(kronecker (−4∗b , a ) ∗ e ( a ) ) ^(2∗k ) ∗

exp (2∗ Pi∗ I ∗(m∗a+n∗d)/c ) ) ) ) ;

i f (B==2,

f o r s t e p (d=1,c , 2 ,

i f ( gcd ( c , d )==1,

a=1/d%c−c ;

b=(a∗d−1)/c ;

s+=(kronecker (−4∗b , a+2∗b) ∗e ( a+2∗b) )^

(2∗k ) ∗exp (2∗ Pi∗ I ∗(m∗a+n∗d)/c ) ) ) ) ) ;

i f (A==2,

i f (B==8,

f o r s t e p (d=1,c , 2 ,

i f ( gcd ( c /2 ,d )==1,

a=2∗(1/(2∗ d)%(c /2)−c /2) ; b=(a∗d−1)/c ;

s+=(kronecker (2∗a ,2∗ b) ∗ e (2∗b) ) ^(2∗k ) ∗

exp (2∗ Pi∗ I ∗(m∗a+n∗d)/c ) ) ) ; s∗=I ^(3∗k ) ) ;

i f (B==0,

f o r s t e p (d=1,c , 2 ,

i f ( gcd ( c , d )==1,

a=1/d%c−c ;

b=(a∗d−1)/c ;

s+=(kronecker (−4∗b , a ) ∗ e ( a ) ) ^(2∗k ) ∗

exp (2∗ Pi∗ I ∗(m∗a+n∗d)/c ) ) ) ) ;

i f (B==2,

f o r s t e p (d=1,c , 2 ,

i f ( gcd ( c , d )==1,

a=1/d%c−c ;

b=(a∗d−1)/c ;

s+=(kronecker (−4∗b , a+2∗b) ∗e ( a+2∗b) )^

(2∗k ) ∗exp (2∗ Pi∗ I ∗(m∗a+n∗d)/c ) ) ) ) ) ;

return ( s ) }

L( s , d ) ={ l o c a l ( f ,D) ;

i f (d==0,return ( ze ta (2∗ s−1) ) ) ;

i f (d%4==2||d%4==3,return (0 ) ) ; f=co r ed i s c (d , 1 ) [ 2 ] ;D=co r ed i s c (d) ;

i f (D==1,return ( ze ta ( s ) ∗sumdiv ( f , t , moebius ( t ) ∗ t^(−s ) ∗

sumdiv ( f / t , u , u^(1−2∗ s ) ) ) ) ) ;

i f ( s==1,

i f (d>0,

return (2∗ q fb c l a s sn o (d) ∗ quadregu lator (d) / sq r t (d ) ) ,

return ( Pi ∗ q fb c l a s sn o (d) / i f (d==−3,3,

i f (d==−4,2,1) ) / sq r t (−d) ) ) ) ;

i f ( s >1| | s==0,

return ( zetak ( z e t a k i n i t ( x^2−D) , s ) / ze ta ( s ) ∗sumdiv ( f , t , moebius ( t ) ∗

kronecker (D, t ) ∗ t^(−s ) ∗sumdiv ( f /t , u , u^(1−2∗ s ) ) ) ) ,

return (2^ s ∗abs (D)^(1/2− s ) ∗Pi^( s−1)∗ i f (D>0, s i n ( Pi ∗ s /2) , cos ( Pi∗ s /2) ) ∗

gamma(1− s ) ∗ zetak ( z e t a k i n i t ( x^2−D) ,1− s ) / ze ta(1− s ) ∗

sumdiv ( f , t , moebius ( t ) ∗ kronecker (D, t ) / t^s ∗sumdiv ( f /t , u , u^(1−2∗ s ) ) ) )
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)

}

fund (n )={ l o c a l (d , f , alpha ) ;

d=co r ed i s c ( round (n) ) ; f=round ( sq r t (4∗n/d) ) ; while ( f%2==0, f /=2) ;

alpha=n/d/ f ^2 ; [ d , f , alpha ] }

F(k , a , b ,m, n , l im=100)={ \\ Fou r i e r k o e f f i z i e n t e n zu den Spitzen

l o c a l ( cs=2−2∗(a==b) , ad=0, s=0,n1 , al2 , eps=1e−20) ;\\ unendl ich (8) ,0 (0) ,1/2(2)

i f (m>0,

i f ( k==3/2,

i f ( a==8,

i f (b==8,

ad=−2∗ i s s qua r e (m) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,n) /3−8∗H(n) ) ) ;

i f (b==0,

ad=−2∗ i s s qua r e (m) ∗(2∗ p o l c o e f f ( th^3 ,n) /3+8∗H(n) ) ) ;

i f (b==2,

ad=−2∗ i s s qua r e (m) ∗ p o l c o e f f ( e82 , n) )

) ;

i f ( a==0,

i f (b==8,

ad=−2∗ i s s qua r e (m) ∗(2∗ p o l c o e f f ( th^3 ,n) /3+8∗H(n) ) ) ;

i f (b==0,

ad=−2∗ i s s qua r e (m) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,n) /3−8∗H(n) ) ) ;

i f (b==2,

ad=−2∗(−1)^n∗ i s s qua r e (m)∗ p o l c o e f f ( e82 , n ) )

) ;

i f ( a==2,

i f (b==8,

ad=− i s t r i a n g l e ( (m−1)/2) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,n ) /3+16∗H(n) ) ) ;

i f (b==0,

ad=i s t r i a n g l e ( (m−1)/2) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,n ) /3+16∗H(n) ) ) ;

i f (b==2,

ad=2∗ isodd (n ) ∗ i s t r i a n g l e ( (m−1)/2) ∗ p o l c o e f f ( e82 , n) )

)

) ;

i f ( k==1/2,

i f ( a==8,

i f (b==8,

ad=2∗ i s s qua r e (n) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,m)/3−8∗H(m) ) ) ;

i f (b==0,

ad=2∗ i s s qua r e (n) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,m)/3−8∗H(m) ) ) ;

i f (b==2,

ad=2∗ i s t r i a n g l e (n/2) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,m)/3−8∗H(m) ) )

) ;

i f ( a==0,

i f (b==8,

ad=2∗ i s s qua r e (n) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,m)/3−8∗H(m) ) ) ;

i f (b==0,

ad=2∗ i s s qua r e (n) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,m)/3−8∗H(m) ) ) ;

i f (b==2,

ad=2∗ i s t r i a n g l e (n/2) ∗( p o l c o e f f ( th^3 ,m)/3−8∗H(m) ) )

) ;

i f ( a==2,

i f (b==8,

ad=−2∗isodd (m−1)∗ i s s qua r e (n ) ∗ p o l c o e f f ( e82 ,m−1) ) ;

i f (b==0,
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ad=−2∗isodd (m−1)∗ i s s qua r e (n ) ∗ p o l c o e f f ( e82 ,m−1) ) ;

i f (b==2,

ad=−2∗isodd (m−1)∗ i s t r i a n g l e (n/2) ∗ p o l c o e f f ( e82 ,m−1))

)

) ;

i f (n+kappa(k , b ) >0,

return ( ad+2∗Pi/ I^k ∗( ( n+kappa (k , b) ) /(m−kappa (k , a ) ) ) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim , S (k , a , b , kappa(k , a )−m, kappa (k , b)+

n ,4∗ c−cs ) /(4∗ c−cs ) ∗ b e s s e l i ( abs(1−k) ,4∗ Pi /(4∗ c−cs ) ∗

sq r t ( (m−kappa (k , a ) ) ∗(n+kappa (k , b ) ) ) ) ) ) ) ;

i f (n<0,

return(−de l t a (m,−n) ∗ d e l t a (a , b )+2∗Pi/ I^k∗( abs (n+kappa(k , b ) ) /

(m−kappa (k , a ) ) ) ^((k−1)/2) ∗sum( c=1, lim , S(k , a , b , kappa (k , a )

−m, kappa (k , b)+n ,4∗ c−cs ) /(4∗ c−cs ) ∗ b e s s e l j ( abs(1−k ) ,4∗ Pi /

(4∗ c−cs ) ∗ sq r t ( (m−kappa (k , a ) ) ∗abs (n+kappa(k , b ) ) ) ) ) ) ) ;

i f (n+kappa(k , b )==0 && k==1,

return ( Pi / I ∗sum( c=1, lim ,

S (1 , a , b , kappa (1 , a )−m,0 ,4∗ c−cs ) /(4∗ c−cs ) ) ) ) ;

i f (n+kappa (k , b)==0 && k<1,

return ( ad/2+(2∗Pi )^(2−k) ∗(m−kappa (k , a ) )^
(1−k) / I^k/gamma(2−k) ∗sum( c=1, lim ,

S (k , a , b , kappa (k , a )−m,0 ,4∗ c−cs ) ∗(4∗ c−cs ) ^(k−2) ) ) ,

return ( ad ) ) ) ;

i f (m−kappa (k , a )==0, \\ E i s en s t e i n r e i h e n

i f ( a==2, \\ E i s e n s t e i n r e i h e zur Sp i t ze 1/2

i f (k%2==0,n1=n ; i f (n !=0 ,while ( n1%2==0,n1/=2) ; a l2=n/n1 ) ;

i f (k>0,

i f (n>0,

return (2∗k/(2^k−1)/abs ( bern f rac ( k ) ) ∗(−1)^n∗

n^(k−1)∗ sigma (n1,1−k) ) ) ;

i f (n==0,return ( [ 0 , d e l t a (k , 2 ) /2/Pi , y ,−1]) ) ;

return (0 ) ) ;

i f (k<0,

i f (n>0,

return ( I^k/(2^k−1)/ ze ta(1−k ) ∗(−1)^n∗n^(k−1)∗

sigma (n1,1−k ) ) ) ;

i f (n<0,

return ( I^k/(2^k−1)/ ze ta(1−k ) ∗(−1)^n∗n^(k−1)∗

sigma ( abs (n1 ) ,1−k) ) ) ;

return ([0 ,(1−2^(1−k) ) ∗Pi^(1−k ) ∗abs ( bern f rac (2−k ) ) /2^

(3∗k−2)/(1−2^(−k ) ) /(2−k) ! / ze ta (1−k) ,y,1−k ] ) ) ) ) ;

i f ( a==0, \\ E i s e n s t e i n r e i h e zur Sp i t ze 0

i f ( (2∗ k )%4==2, \\ k ungerade

i f (k>0,

i f (n>0,

return ( sumdiv (n , t , k ronecker (−4 , t ) ∗ t^(1−k) ) /n^(1−k) ∗

2^(k+1)/abs ( eu l e r (k−1)) ) ) ;

i f (n==0,return ( d e l t a (k , 1 ) ) ) ;

return (0 ) ) ;

i f (k<0,

i f (n>0,return ( sumdiv (n , t , k ronecker (−4 , t ) ∗ t^(1−k ) ) /

n^(1−k) ∗(−1)^((k−1)/2) ∗2^(k−1)/L(1−k ,−4) ) ) ;

i f (n==0,return ( [ 0 , Pi^(1−k) ∗abs ( eu l e r (1−k) ) /2^k/(1−k) ! /

L(1−k ,−4) ,y,1−k ] ) ) ;

return ( sumdiv (n , t , k ronecker (−4 , t ) ∗ t^(1−k) ) /n^(1−k) ∗

(−1) ^((k−1)/2) ∗2^(k−1)/L(1−k ,−4) ) ) ) ;
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i f ( (2∗ k )%4==0,n1=n ;

i f (n !=0 ,while ( n1%2==0,n1/=2) ; a l2=n/n1 ) ; \\ k gerade

i f (k>0,

i f (n>0,

return (2∗k/(2^k−1)/abs ( bern f rac ( k ) ) ∗n^(k−1)∗

sigma (n1,1−k ) ) ) ;

i f (n==0,return ( [ 0 , d e l t a (k , 2 ) /2/Pi , y ,−1]) ) ;

return (0 ) ) ;

i f (k<0,

i f (n>0,

return ( I^k/(2^k−1)/ ze ta(1−k ) ∗n^(k−1)∗

sigma (n1,1−k ) ) ) ;

i f (n<0,

return ( I^k/(2^k−1)/ ze ta(1−k ) ∗n^(k−1)∗

sigma ( abs (n1 ) ,1−k) ) ) ;

return ([0 ,(1−2^(1−k) ) ∗Pi^(1−k ) ∗abs ( bern f rac (2−k ) ) /

2^(3∗k−2)/(1−2^(−k) ) /(2−k) ! / ze ta (1−k) ,y,1−k ] ) ) ) ;

i f (k==1/2,k+=eps ) ; \\ Sonde r f a l l k=1/2

i f (n>0,a=fund ((−1)^ f l o o r ( k ) ∗n) ; \\ k halbganz

return ((−1)^ f l o o r ( ( k+1)/2) ∗2^(k−3/2)/(1−2^(1−2∗k ) ) /

ze ta (2−2∗k ) ∗(1−2^(1/2−k) ∗ kronecker ( a [ 1 ] , 2 ) ) ∗

a [ 3 ] ^ ( k−1)∗L(3/2−k , a [ 1 ] ∗ a [ 2 ]^2 ) ) ) ;

i f (n==0,

return ( [0 ,2^(1−2∗k ) ∗(1−4^(1−k ) ) ∗ ze ta (3−2∗k ) /Pi/

(1−2^(1−2∗k ) ) / ze ta (2−2∗k ) ,y,1−k ] ) ) ;

i f (n<0,b=fund ((−1)^ f l o o r ( k ) ∗n) ;

return ((−1)^ f l o o r ( ( k+1)/2) ∗2^(k−3/2)/(1−2^(1−2∗k ) ) /

ze ta (2−2∗k ) ∗(1−2^(1/2−k) ∗ kronecker (b [ 1 ] , 2 ) ) ∗

b [ 3 ] ^ ( k−1)∗L(3/2−k , b [ 1 ] ∗ b [ 2 ]^2 ) ) ) ) ;

i f ( a==8, \\ E i s e n s t e i n r e i h e zur Sp i t ze unendl ich

i f ( (2∗ k )%4==2, \\ k ungerade

i f (k>0,

i f (n>0,return ( sumdiv (n , t , k ronecker (−4 , t ) ∗ t ^(k−1) ) ∗

4/ eu l e r (k−1) ) ) ;

i f (n==0,return (1 ) ) ;

return (0 ) ) ;

i f (k<0,

i f (n>0,return ( sumdiv (n , t , k ronecker (−4 , t ) ∗ t ^(k−1) ) /

L(1−k ,−4) ) ) ;

i f (n==0,return (1 ) ) ;

return ( sumdiv (n , t , k ronecker (−4 , t ) ∗ t ^(k−1)) /L(1−k ,−4) ) ) ) ;

i f ( (2∗ k )%4==0,n1=n ; i f (n !=0 ,while ( n1%2==0,n1/=2) ; a l2=n/n1 ) ;\\ k gerade

i f (k>0,

i f (n>0, i f (n%2==0,

return (−2∗k/(1−2^(k−1)) / bern f rac ( k ) ∗(1− a l2 ^(k−1)/

(2^k−1)) ∗ sigma (n1 , k−1)) ,

return (0 ) ) ) ;

i f (n==0,return ([1 ,− de l t a (k , 2 ) /2/Pi , y ,−1]) ) ;

return (0 ) ) ;

i f (k<0,

i f (n>0, i f (n%2==0,

return (1/(1−2^(k−1) ) / ze ta(1−k ) ∗

(1− a l2 ^(k−1)/(2^k−1/

gamma(1−k ) ) ) ∗ sigma (n1 , k−1) ) ,

return (0 ) ) ) ;

i f (n<0,

return (1/(1−2^(k−1) ) / ze ta(1−k ) ∗(1− a l2 ^(k−1)/
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(2^k−1)) ∗ sigma ( abs ( n1 ) ,k−1) ) ) ;

return ( [1 ,2^(3−4∗k ) ∗Pi^(1−k) ∗ bern f rac (2−k) /(1−2^(−k) ) /

(2−k) ! / ze ta (1−k ) , y,1−k ] ) ) ) ;

i f (k==1/2,k+=eps ) ; \\ k=1/2

i f (n>0, f=fund ((−1)^ f l o o r ( k ) ∗n) ; \\ k halbganz

return ( (L(3/2−k ,(−1)^ f l o o r ( k ) ∗n) ∗(1−2^(1−2∗k ) )−
(1−2^(1/2−k ) ∗ kronecker ( f [ 1 ] , 2 ) ) ∗ f [ 3 ] ^ ( k−1)/2∗

L(3/2−k , f [ 1 ] ∗ f [ 2 ]^2 ) ) /(1−2^(1−2∗k ) ) / ze ta (2−2∗k ) ) ) ;

i f (n==0,

return ( [1 , ( −1)^ f l o o r ( ( k+1)/2) ∗2^(3/2−3∗k ) ∗ ze ta (3−2∗k ) /Pi/

(1−2^(1−2∗k ) ) / ze ta (2−2∗k ) ,y,1−k ] ) ) ;

i f (n<0, f=fund ((−1)^ f l o o r ( k ) ∗n) ;

return ( (L(3/2−k ,(−1)^ f l o o r ( k ) ∗n)−(1−2^(1/2−k ) ∗

kronecker ( f [ 1 ] , 2 ) ) ∗ f [ 3 ] ^ ( k−1)/2∗L(3/2−k , f [ 1 ] ∗

f [ 2 ]^2 ) /(1−2^(1−2∗k ) ) ) / ze ta (2−2∗k ) ) ) ) ) ;

i f (m−kappa (k , a ) <0, \\ n icht−holomorphe Explos ion

i f (n+kappa (k , b) >0,

return (2∗ Pi/ I^k ∗( (n+kappa(k , b ) ) /( kappa (k , a )−m) ) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim , S (k , a , b , kappa(k , a )−m, kappa (k , b)+n ,4∗ c−cs ) /

(4∗ c−cs ) ∗ b e s s e l j ( abs(1−k) ,4∗ Pi /(4∗ c−cs ) ∗

sq r t ( ( kappa(k , a )−m) ∗(n+kappa (k , b ) ) ) ) ) ) ) ;

i f (n<0,

return (2∗ Pi/ I^k ∗( (n+kappa(k , b ) ) /

(m−kappa(k , a ) ) ) ^((k−1)/2) ∗sum( c=1, lim ,

S (k , a , b , kappa (k , a )−m, kappa (k , b )+n ,4∗ c−cs ) /

(4∗ c−cs ) ∗ b e s s e l i ( abs(1−k) ,4∗ Pi /(4∗ c−cs ) ∗

sq r t ( (m−kappa (k , a ) ) ∗(n+kappa (k , b ) ) ) ) ) ) ) ;

i f (n+kappa(k , b )==0,

return ( (2∗ Pi )^(2−k)∗(−m+kappa (k , a ) )^(1−k ) / I^k/gamma(2−k ) ∗

sum( c=1, lim , S (k , a , b , kappa(k , a )−m,0 ,4∗ c−cs ) ∗(4∗ c−cs )

^(k−2) ) ) ) )

}

P(k , a , b ,m, n , l im=100)={ \\ Fou r i e r k o e f f i z i e n t e n zu den

l o c a l ( cs=2−2∗(a==b) ) ;\\ Sp itzen unendl ich (8) ,0 (0) ,1/2(2)

return ( d e l t a (m, n ) ∗ d e l t a ( a , b)+2∗Pi/ I^k ∗( ( n+kappa (k , b) )

/(m+kappa(k , a ) ) ) ^((k−1)/2) ∗sum( c=1, lim , S (k , a , b , kappa(k , a )

+m, kappa(k , b )+n ,4∗ c−cs ) /(4∗ c−cs ) ∗ b e s s e l j (k−1 ,4∗Pi /(4∗ c−cs ) ∗

sq r t ( (m+kappa (k , a ) ) ∗(n+kappa (k , b) ) ) ) ) )

}

Fwert (k , a , b , z ,m, p=100)={

l o c a l (q=exp (2∗ Pi∗ I ∗z ) , s=0,y=imag ( z ) ) ; \\ Modular i taet fu e r m<0

s=−I ^(2∗k ) ∗ d e l t a ( a , b ) ∗(1− incgam(1−k ,4∗ Pi ∗(m−kappa (k , a ) ) ∗y ) /

gamma(1−k) ) ∗q^(kappa (k , a )−m) ;

s+=F(k , a , b ,m,0 , p) ;

for (n=1,p , s+=F(k , a , b ,m, n , p) ∗q^(n+kappa (k , b) ) ) ;

for (n=1,p , s+=F(k , a , b ,m,−n , p) ∗q^(kappa (k , b)−n) ∗ incgam(1−k ,4∗ Pi∗

(n−kappa (k , b) ) ∗y ) ) ;
return ( s )

}

. ./Programme/Poincare.gp
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E.2.3. Ganzes Gewicht zu Γ0 (p). Das Programm berechnet:
Kloostermansummen K (m,n; c) , k ∈ 2Z zur Gruppe SL2 (Z): K1(k,m,n,c)
und Kk,χ (m,n; c) , k ungerade: K1chi(k,m,n,c)

Die Fourierkoeffizienten der Poincaréreihen F (p)
k,∞ (m, z) , k ∈ 2Z zu SL2 (Z): Fp(p,k,m,n),

k ungerade: Fpchi(p,k,m,n),
zur Spitze Null F (p)

k,0 (m, z) , k ∈ 2Z zu SL2 (Z): Fp0(p,k,m,n),

ebenso der Spitzenformen P (p)
k (m, z): Pp(p,k,m,n),Pp0(p,k,m,n),

bzw. Ppchi(p,k,m,n).

de l t a (m, n )=i f (m==n , 1 , 0 )

K1(m, n , c ) = { l o c a l (d , s=0) ; \\ Kloostermansumme , k gerade

i f ( c==1,s=1,

for (d=1,c−1,

i f ( gcd (d , c )==1,s+=exp (2∗ Pi∗ I ∗(m/d%c+n∗d) /c )

)

)

) ; s }

K1chi (p ,m, n , c ) = { l o c a l (d , s=0) ; \\ Kloostermansumme , k ungerade

i f ( c==1,s=1,

for (d=1,c−1,

i f ( gcd (d , c )==1,s+=kronecker (d , p ) ∗exp (2∗ Pi∗ I ∗(m/d%c+n∗d) /c )

)

)

) ; s }

K10 (p ,m, n , c ) = K1(m/p%c , n , c )

Fp(p , k ,m, n , l im=100)={

i f (m>0,

i f (n>0,

return (2∗ Pi ∗(−1)^(k /2) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim ,K1(−m, n , p∗c ) /p/c∗

b e s s e l i ( abs(1−k) ,4∗ Pi/p/c∗ sq r t (m∗n) ) ) ) ) ;

i f (n==0,

i f (k<=0,

return (2∗(2−k ) ∗( sigma (m,1−k )− i f (m%p==0,p^(2−k) ∗sigma (m/p,1−k) ,0 ) ) /(1−p^(2−k) ) /

b e rn r ea l (2−k ) ) ,

return (0 ) ) ) ;

i f (k>0,return (0 ) , \\ n<0

return(−de l t a (m,−n)+2∗Pi ∗(−1)^(k /2)∗(−n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim ,K1(−m, n , p∗c ) /p/c∗ b e s s e l j (1−k ,4∗ Pi/p/c∗ sq r t (−m∗n) ) ) ) ) ) ;

i f (m==0, \\ E i s en s t e i n r e i h en

i f (k>0,
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i f (n>0,return (2∗k/(p^k−1)/ b e rn r ea l ( k ) ∗( sigma (n , k−1)− i f (n%p==0,p^k∗sigma (n/p , k−1) ,0 ) ) )

) ;

i f (n==0, i f ( k==2,return ( [1 ,−3/ Pi /(p+1)/y ] ) , return (1 ) ) ) ;

return (0 ) ) ;

i f (k<0,

i f (n>0,return ( ( sigma (n , k−1)− i f (n%p==0,p^k∗ sigma (n/p , k−1) ,0 ) ) /(1−p^k) / ze ta(1−k ) ) ) ;

i f (n==0,return ( [1 , ( −4)^(−k/2) ∗ ze ta (2−k) /Pi/ ze ta (1−k) ∗(1−p)/(1−p^k ) ∗y^(1−k) ] ) ) ;

return ( ( sigma ( abs (n ) , k−1)− i f (n%p==0,p^k∗sigma ( abs (n ) /p , k−1) ,0 ) ) /(1−p^k) / ze ta (1−k ) ) ) ;

return ( d e l t a (n , 0 ) ) \\ k=0

) ;

\\ i f (m<0, \\ n icht−holomorphe Explos ion

\\ i f (n<0,

\\ return ( (2∗ Pi ∗(−1)^(k/2) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗

\\ sum( c=1, lim ,K1(−m,n , c ) / c∗

\\ b e s s e l i ( abs(1−k) ,4∗ Pi/ c∗ sq r t (m∗n) ) ) ) ) ) ;

\\ i f (n==0,

\\ i f (k<0,

\\ return (2∗(2−k) ∗sumdiv (m, t , t^(1−k) ) / b e rn r ea l (2−k) ) ,

\\ return (0 ) ) ) ;

\\ return ( d e l t a (m,−n) ∗ s ign (k )+2∗Pi ∗(−1)^(k/2) ∗(−n/m) ^((k−1)/2) ∗

\\ sum( c=1, lim ,K1(−m,n , c ) / c∗ b e s s e l j ( abs(1−k ) ,

\\ 4∗Pi/ c∗ sq r t (−m∗n) ) ) ) ,

\\ return (P1(k,−m, n , l im ) ) )

}

Fp0(p , k ,m, n , l im=100)={

i f (m>0,

i f (n>0,

return (2∗ Pi ∗(−1)^(k /2) / sq r t (p) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim , i f ( c%p==0,0,K10(p,−m, n , c ) /c∗

b e s s e l i ( abs(1−k) ,4∗ Pi/ c∗ sq r t (m∗n/p) ) ) ) ) ) ;

i f (n==0,

i f (k<=0,

return ((−1)^(k /2) ∗(2∗ Pi/ sq r t (p ) )^(2−k) ∗m^(1−k) /(1−k) ! ∗ sum( c=1, lim , i f ( c%p

==0,0 ,1/c^(2−k) ∗sumdiv ( gcd ( c ,m) ,d , d∗moebius ( c/d) ) ) ) ) ,

return (0 ) ) ) ;

i f (k>0,return (0 ) , \\ n<0

return (2∗ Pi ∗(−1)^(k/2)∗(−n/m) ^((k−1)/2) / sq r t (p ) ∗

sum( c=1, lim , i f ( c%p==0,0,K10(p,−m, n , c ) /c∗ b e s s e l j (1−k ,4∗ Pi/c∗ sq r t (−m∗n/p) ) ) ) ) ) ) ;

i f (m==0, \\ E i s en s t e i n r e i h en ???

i f (k>0,

i f (n>0,return (2∗k/(p^k−1)/ b e rn r ea l ( k ) ∗( sigma (n , k−1)− i f (n%p==0,p^k∗sigma (n/p , k−1) ,0 ) ) )

) ;

i f (n==0, i f ( k==2,return ( [1 ,−3/ Pi /(p+1)/y ] ) , return (1 ) ) ) ;

return (0 ) ) ;

i f (k<0,

i f (n>0,return ( ( sigma (n , k−1)− i f (n%p==0,p^k∗ sigma (n/p , k−1) ,0 ) ) /(1−p^k) / ze ta(1−k ) ) ) ;

i f (n==0,return ( [1 , ( −4)^(−k/2) ∗ ze ta (2−k) /Pi/ ze ta (1−k) ∗(1−p)/(1−p^k ) ∗y^(1−k) ] ) ) ;

return ( ( sigma ( abs (n ) , k−1)− i f (n%p==0,p^k∗sigma ( abs (n ) /p , k−1) ,0 ) ) /(1−p^k) / ze ta (1−k ) ) ) ;

return ( d e l t a (n , 0 ) ) \\ k=0

) ;

}

Pp(p , k ,m, n , l im=100) = { de l t a (m, n)+2∗Pi ∗(−1)^(k/2) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim ,K1(m, n , p∗c ) /p/c∗ b e s s e l j (k−1 ,4∗Pi/p/c∗ sq r t (m∗n) ) ) }

Pp0 (p , k ,m, n , l im=100) = {2∗Pi ∗(−1)^(k/2) / sq r t (p) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗
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sum( c=1, lim , i f ( c%p==0,0,K10(p ,m, n , c ) /c∗ b e s s e l j (k−1 ,4∗Pi/c∗ sq r t (m∗n/p) ) ) ) }

Fpchi (p , k ,m, n , l im=100)={

i f (m>0,

i f (n>0,

return (2∗ Pi ∗(−1)^(k /2) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim , K1chi (p,−m, n , p∗c ) /p/c∗

b e s s e l i ( abs(1−k) ,4∗ Pi/p/c∗ sq r t (m∗n) ) ) ) ) ;

i f (n==0,

i f (k<=0,

return (2∗(2−k ) ∗( sigma (m,1−k )− i f (m%p==0,p^(2−k) ∗sigma (m/p,1−k) ,0 ) ) /(1−p^(2−k) ) /

b e rn r ea l (2−k ) ) ,

return (0 ) ) ) ;

i f (k>0,return (0 ) , \\ n<0

return(−de l t a (m,−n)+2∗Pi ∗(−1)^(k /2)∗(−n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim , K1chi (p,−m, n , p∗c ) /p/c∗ b e s s e l j (1−k ,4∗ Pi/p/c∗ sq r t (−m∗n) ) ) ) ) ) ;

i f (m==0, \\ E i s en s t e i n r e i h en

i f (k>0,

i f (n>0,return (2∗k/(p^k−1)/ b e rn r ea l ( k ) ∗( sigma (n , k−1)− i f (n%p==0,p^k∗sigma (n/p , k−1) ,0 ) ) )

) ;

i f (n==0, i f ( k==2,return ( [1 ,−3/ Pi /(p+1)/y ] ) , return (1 ) ) ) ;

return (0 ) ) ;

i f (k<0,

i f (n>0,return ( ( sigma (n , k−1)− i f (n%p==0,p^k∗ sigma (n/p , k−1) ,0 ) ) /(1−p^k) / ze ta(1−k ) ) ) ;

i f (n==0,return ( [1 , ( −4)^(−k/2) ∗ ze ta (2−k) /Pi/ ze ta (1−k) ∗(1−p)/(1−p^k ) ∗y^(1−k) ] ) ) ;

return ( ( sigma ( abs (n ) , k−1)− i f (n%p==0,p^k∗sigma ( abs (n ) /p , k−1) ,0 ) ) /(1−p^k) / ze ta (1−k ) ) ) ;

return ( d e l t a (n , 0 ) ) \\ k=0

) ;

}

Ppchi (p , k ,m, n , l im=100) = { de l t a (m, n )+2∗Pi ∗(−1)^(k/2) ∗(n/m) ^((k−1)/2) ∗

sum( c=1, lim , K1chi (p ,m, n , p∗c ) /p/c∗ b e s s e l j (k−1 ,4∗Pi/p/c∗ sq r t (m∗n) ) ) }

. ./Programme/Gamma0p.gp

E.3. p-Ordnungen (Sage)

E.3.1. Geschlecht Null. Gruppe Γ0 (N) mit Nebentyp χ, paarweise verschiedene Tp−Eigenwerte. Die Ko-
effizienten der Modulformen liegen im Kreisteilungskörper Q

(
ζϕ(cond(χ))

)
, d.i. Q,Q [i] oder Q [ζ3]. Ausgegeben

werden die p−Ordnungen der Anfangswerte ordpτ
{N}
pj , ordpe (pn), ordphpj (pn) und die Newtonsteigungen und zu

passendem αi das entsprechende gi = ordp
∞∑
t=0

τi (pt) hpt :

αi,ordp

m∑

j=0

hpj τi
(
pj
)

Das wird für m = n, n+1, n+2, . . . wiederholt, bis man nachweislich Konvergenz hat. Das Programm berücksichtigt
nur schwache Neuformen. Falls Altformen existieren, muss man noch einmal auf der kleineren Stufe rechnen.
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# N=1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10 ,12 ,13 ,16 ,18 ,25

#

# s t a t t unendl ich wird 888 ausgegeben

#

# sage : load "Gamma0N. sage "

# sage : pord (5 ,5 ,2 )

#

def pord (N, k , p) :

i f N==1 or N==2:

ch i=N; c=1

else :

#

# Eingabe ! ! !

#

ch i=Dir ich letGroup (N) .0^2 # h i e r ch i e ingeben ! ! !

#

#

#

ch i=ch i ^(−1) ; c=ch i (p )

i f c==1 or c==−1: S=QQ

else : S=c . parent ( )

i f N==1: M=CuspForms (1 , k )

else : M=CuspForms ( chi , k ) . new_subspace ( )

n=M. dimension ( ) ;

u=n−1; t e s t=1

while t e s t >0:

t e s t=0

u+=1

m=p^n+p^u+100; limax=n

R = PowerSeriesRing (QQ, ’ q ’ ) ; q=R.0

i f N==1:

j=ModularForms (1 ,4 ) . gen (0) . q_expansion ( prec=m)^3/delta_qexp ( prec=m)

else :

e t=qexp_eta (R,m)

i f is_prime (N) or N==4 or N==9 or N==25:

j=(et /( et ( q^N)+O(q^m) ) ) ^(24/(N−1) ) /q

e l i f N==6:

j=et ^5∗ et ( q^3) /( et ( q^2)+O(q^m) ) /( et ( q^6)+O(q^m) )^5/q

e l i f N==8:

j=et ( q^4)^12/( et ( q^2)+O(q m̂) ) ^4/( et ( q^8)+O(q^m) )^8/q

e l i f N==10:

g4=Eisenste inForms (10 ,4 ) . e i s e n s t e i n_ s e r i e s ( )

j=et ( q^2)^4∗ et (q^5)^10/( et^2+O(q^m) ) /( et ( q^10)^20+O(q m̂) ) ∗( g4 [ 2 ] . qexp ( prec=m)−g4

[ 3 ] . qexp ( prec=m) ) /q^6

e l i f N==12:

j=et ( q^4)^4∗ et (q^6)^2/( et ( q^2)+O(q m̂) ) ^2/( et (q^12)+O(q m̂) )^4/q

e l i f N==16:

j=et ^2∗ et ( q^8) /( et ( q^2)+O(q^m) ) /( et ( q^16)+O(q^m) )^2/q

e l i f N==18:

j=et ( q^6)∗ et (q^9)^3/( et ( q^3)+O(q^m) ) /( et ( q^18)+O(q m̂) ) ^3/q

else : return "X_0(N) ␣hat␣Gesch lecht ␣>␣0"

jN=j . base_extend (S )

top=M. gen (n−1) . q_expansion ( prec=m)

pw=n+1+p^u

Ko=matrix (S ,pw,pw−n+limax +1 ,0)
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top i=top

for r in range (pw) :

for i in range (pw−n+limax+1) :

index=i−pw+n+1

i f i>=pw−n :
index=p^( index−1)

Ko [ r , i ]= top i [ index ]

top i∗=jN

Ko=Ko. r r e f ( )

i f S==QQ:

P=[p ]

else :

P=S . primes_above (p )

for Pr in P:

i f S==QQ: e=1

else : e=Pr . absolute_ramif ica t ion_index ( )

Exponenten=matrix (S , n+u+2, limax+1−n , 0 )
for i in range (n+u+2) :

i f i<n :

Exponenten [ i ]=[min (Ko [pw−n+i , r+pw ] . ord (Pr ) /e , 888 ) for r in range ( limax+1−n) ]
e l i f i>n :

Exponenten [ i ]=[min (Ko [pw−n−1−p^( i−n−1) , r+pw ] . ord (Pr ) /e , 888 ) for r in range (

limax+1−n) ]

else :

Exponenten [ n ]=[min (Ko [pw−n−1, r+pw ] . ord (Pr ) /e , 888 ) for r in range ( limax+1−n) ]
# p r in t Pr

# p r in t Exponenten

x= polygen (QQ, ’ x ’ )

PR=PolynomialRing (S , ’ x ’ )

f=M. hecke_polynomial (p)

p r i n t "Newtonsteigungen " ,PR( f ) . newton_slopes (p )

f=f . f a c t o r ( )

for j in range ( l en ( f ) ) :

i f f [ j ] [ 1 ] >1 :

p r i n t "mehrfache ␣Heckee igenwerte"

return

for F in f :

g=PR(F [ 0 ] ) ;

K.<bet>=S . ex ten s ion ( g )

P=K. primes_above (p )

Anfang=vector (K, [ Ko [pw−n−1−p^( i−n−1) ,pw ] for i in range (n+1,n+u+2) ] )

de f tau (m) :

i f m==0: return (1 )

i f m==1: return ( x )

return ( x∗ tau (m−1)−c∗p^(k−1)∗ tau (m−2))

Tau=vector (K, [ tau ( i ) for i in range (u+1) ] )

for Pr in P:

e=Pr . absolute_ramif i ca t ion_index ( )

alpha=(K(x/c ) ) . ord (Pr ) /e

i f alpha==0: return ( " gewoehnl iche␣Primzahl " )

i f alpha==+I n f i n i t y : alpha=(k−1)/2

g=(Anfang [ : u+1]∗Tau [ : u+1]) . ord (Pr ) /e

i f g<(u+1)∗ alpha :

p r i n t " alpha_i : " , alpha , " , ␣g␣=" , g

t e s t=0

break

else :
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t e s t=1

. ./Programme/Gamma0N.sage

E.3.2. Höheres Geschlecht (Mathematica).

Algorithmus: Sei p eine ungewöhnliche Primzahl, p ∤ N, τi (p) paarweise verschieden;

(1) (a) S!
k (Γ0 (N)) , N quadratfrei:

Suche irgendeine schwach-holomorphe Modulform f ′ ∈ S!
k (Γ0 (N)), die nicht ausDk−1M !

2−k (Γ0 (N))+
Sk (Γ0 (N)) kommt, mit Polen kleiner Ordnung in den Spitzen, (versuchsweise)

f ′ :=
Ek+k′

ηk′
+
∑

t|N
ct Ek |wt,

dabei ist ηk′ (z) =


∏

t|N
η (tz)




2k′

d (N)
∈ Sk′ (Γ0 (N)) ein Eta-Produkt vom Gewicht

k′ = kgV

(
2,

12d (N)

ggT (24, σ (N))

)
,

Ek die SL2 (Z)-Eisensteinreihe und wt die [Atkin Lehner]-Involutionen. Man kann das Transfor-
mationsverhalten von f ′ unter den Atkin-Lehner Involutionen leicht berechnen1, und erhält als
Bedingung für jede Spitze eine Linearform in den ct, die Null sein muss, damit f ′ ∈ S!

k (Γ0 (N)).
Das ergibt eindeutig ct.

(b) S!
k

(
N,
( ·
N

))
, N Primzahl, N 6= p : Wähle

f ′ :=
Gk+k′,∞
ηk′

+ c1Gk,∞ + c2Gk,0 so, dass f ′ ∈ S!
k (N,χ)

mit den beiden Eisensteinreihen

Gk,∞ := −Bk,χ
2k

+

∞∑

j=1


∑

t|j
χ (t) tk−1


 qj , Gk,0 :=

∞∑

j=1


∑

t|j
χ

(
j

t

)
tk−1


 qj , χ =

( ·
N

)
,

die folgendes Transformationsverhalten unter der Fricke-Involution haben:2

Gk,∞|wN = −εNp
k−1
2 Gk,0, Gk,0|wN = −εNp

1−k
2 Gk,∞, εN =

{
1, N ≡ 1 (mod 4),

i, N ≡ 3 (mod 4).

(2) Berechne d so, dass

Dk−1d :=

s∏

i=1

(Tp f
′ − τi (p) f ′) = pTp

(Tp) (f
′) .

(3) Falls d ganzalgebraische Koeffizienten hat (Sturmschranke) und Ungleichung (5.5.1) für alle i gilt, z.B.
wenn dimSk (N,χ) = 1, τ1 (p) = 0, ggT (τ ′1 (p) , p) = 1 gibt es keine Mock-Modulformen mit ganzalge-
braischen Koeffizienten.

1für das Eta-Produkt vgl. [Chan Lang, Cor. 2.2] und Ek

∣∣wt

∣∣wt′ = Ek

∣∣∣w tt′
ggT(t,t′)

für t, t′|N
2[Hida 4, §5.1 Classical Eisenstein series of GL (2) /Q. Proposition 2]
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Beweis. Nach Folgerung 5.3.8.5 kann man schwache Neuformen galoiskonjugiert mit gleichem Heckedefekt als
s∏
j=1

(Tp−τj (p)) f ′ wählen, falls f ′ /∈ Dk−1M !
2−k (N,χ)+Sk (N,χ). Mit Hilfssatz 5.4.2 ist f ′ unter der Voraussetzung

(3) nicht trivial. Falls p ungewöhnlich ist, sind die pm−ten Fourierkoeffizienten der Heckeformen alle durch p teilbar.
Die Heckedefekte d haben ganzalgebraische Koeffizienten und

∞∑

j=0

d|pjτ1 (pj) ≡ τ ′1 (p) (mod p)

eine p−adische Einheit, d.h. nicht Null, vgl. auch [Bri Guer Ka, Theorem 1.3]. Damit sind die Voraussetzungen
von Satz 5.5.1 erfüllt. �

Nachfolgend 2 Mathematica-Notebooks, die diesen Algorithmus implementieren, das erste für S!
k (Γ0 (N)) , N

quadratfrei, das zweite für S!
k

(
N,
( ·
N

))
, N prim.

Die Eingabe erfolgt jeweils in die schraffierten Felder.
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NN= 11; k = 4; imax = 1000; p = 2; ptp = x2
- 2 * x - 2;

k1 = LCMB2,
12 DivisorSigma @0, NND

GCD@24, DivisorSigma @1, NNDDF;

corev = CoefficientList @ptp, x D �� Reverse;

et @m_: 1D : = â
i =-Floor B imax F

Floor B imax F
H-1Li q

i m I3 i -1M
2 +O@qDimax ; Eis @k2_, m_: 1 D =

Series B1 -
2 k2

BernoulliB @k2D â
n=1

imax

DivisorSigma @k2 - 1, nD qm n, 8q, 0, imax <F;

s2 = Series Bq
DivisorSigma @1,NND k1

12 DivisorSigma @0,NND HProduct @ et @t D, 8t, Divisors @NND<DL
2 k1

DivisorSigma @0,NND ,

8q, 0, imax <F;

U@F_, m_ D : = SeriesData @q, 0,

Take@F@@3DD, 8m Ceiling @F@@4DD �mD - F@@4DD + 1, Length @F@@3DDD, m<D,

Ceiling @F@@4DD �mD, m Ceiling @F@@5DD �mD, 1 D;

T@F_, p_, k2_ D : = U@F, p D + pk2-1 HNormal @FD �. 8q ® qp<L

M@t_, Q_ D : = Module B8∆ = GCD@Q, t D<,
∆ y t � ∆

NN∆ �Q� t Q x � ∆ �.

Flatten ASolve AQ2 x -NN y� Q, 8x, y <, Integers E �. 8C@1D -> 0<EF;

vet @A_D : = With B8a = A@@1, 1 DD, b = A@@1, 2 DD, c = A@@2, 1 DD, d = A@@2, 2 DD<,

ExpB2 Pi I
a + d - 3 c

24 c
-

1

2
â
j =0

c-1 j

c

d j

c
- Floor B d j

c
F - 1

2
FF;

f @Q_D : = Coefficient BIQHk+k1L�2 Eis @k + k1, Q DM �

Product @ vet @M@t, Q DD, 8t, Divisors @NND<D
2 k1

DivisorSigma @0,NND s2 +

SumBc@t D Q t

GCD@Q, t D2

k

2

Eis Bk,
Q t

GCD@Q, t D2
F, 8t, Divisors @NND<F, q, 0 F;

sol = Solve @f @ðD � 0 & ��Divisors @NNDD �� Flatten

f1 = Series BEis @k + k1, 1 D
s2

+

SumBc@t D Ht L k

2 Eis @k, t D, 8t, Divisors @NND<F, 8q, 0, imax <F �. sol;

d = f1; Do @d = T@d, p, k D + corev @@i + 1DD f1, 8i, Exponent @ptp, x D<D;

d = Nest @Integrate @ð � q, q D &, d, k - 1D;

x@0D = 1; x @1D = x; x @m_D : = x x @m- 1D - pk-1 x@m- 2D;

DoAPrint Aj, " ",

PolynomialMod ASumAx@i D Coefficient Ad, q, p i E, 8i, 0, j <E, 9p4, ptp =EE, 8j, 0, 7 <E
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NN= 37; k = 2; imax = 1000; p = 2; ptp = x2
+ 4;

corev =CoefficientList @ptp, x D ��Reverse;

U@F_, m_ D : =
SeriesData @q, 0, Take @F@@3DD, 8m Ceiling @F@@4DD�mD - F@@4DD + 1, Length @F@@3DDD, m<D,

Ceiling @F@@4DD�mD, m Ceiling @F@@5DD�mD, 1 D;
T@F_, p_, k2_ D : =U@F, p D + JacobiSymbol @p, NND pk2 -1 HNormal @FD �. 8q ® qp<L

B@M_, k_ D : =Mk-1 â
a=1

M

JacobiSymbol @a, MD BernoulliB Bk,
a

M
F; eps = If @Mod@NN, 4D� 1, 1, -äD;

G¥@k_ D : = -
B@NN, kD

2 k
+ â

n=1

imax

IDivisors @nDk-1 .JacobiSymbol @Divisors @nD, NNDM qn

G0@k_ D : = â
n=1

imax

nk-1 IDivisors @nD1-k .JacobiSymbol @Divisors @nD, NNDM qn

et @m_: 1D : = â
i =-Floor B imax F

Floor B imax F
H-1Li q

i m J3 i -1N
2 +O@qDimax ;

Eis @k2_, m_: 1 D = Series B1 - 2 k2

BernoulliB @k2D ân=1

imax

DivisorSigma @k2 - 1, nD qm n, 8q, 0, imax <F;

k1 = LCMB2,
24

GCD@24, 1 +NNDF; s2 =Series Bq I1+NNM k1

24 Het @D et @NNDLk1 , 8q, 0, imax <F;

M@t_, Q_ D : =

Module B8∆ =GCD@Q, t D, sol <, sol =Reduce AQ2 x -NN y�Q, 8x, y <, Integers E �. 8C@1D® 0<;
K ∆ y t �∆

NN∆�Q�t Q x �∆ O �. 8x ® sol @@1, 2 DD, y -> sol @@2, 2 DD<F;
vet @A_D : =With B8a =A@@1, 1 DD, c =A@@2, 1 DD, d =A@@2, 2 DD<,

ExpB2 Pi I
a + d - 3 c

24 c
-

1

2
â
j =0

c-1 j

c

d j

c
- Floor Bd j

c
F - 1

2
FF;

f : =Coefficient BG¥@k + k1D
s2

+ c¥G¥@kD + c0 G0@kD, q, 0 F;
f0 : =

Coefficient B eps NN
k+k1 -1

2 G0@k + k1D
H vet @M@1, NNDD vet @M@NN, NNDDLk1 s2

+ eps KNN
k-1

2 c¥G0@kD +NN
1-k

2 c0 G¥@kDO, q, 0 F;
sol =Solve @8f � 0, f0 � 0<D �� Flatten

:c0® 10286851366213308198971581207264

5
, c¥® -

1691147940898919200749116315924

5
>

f1 =Series BG¥@k + k1D
s2

+ c¥G¥@kD + c0 G0@kD, 8q, 0, imax <F �. sol;

d = f1; Do @d = T@d, p, k D + corev @@i + 1DD f1, 8i, Exponent @ptp, x D<D;
d =Nest @Integrate @ð�q, q D&, d, k - 1D;
Series @8 ´ 9 ´ 5 ´ 7 ´ 11 ´ 13 ´ 17 ´ 19 d, 8q, 0, 10 <D
x@0D = 1;
x@1D = x;

x@m_D : = x x@m- 1D - JacobiSymbol @p, NND pk-1 x@m- 2D
DoAPrint Aj, " ", PolynomialMod A2 SumAx@i D Coefficient Ad, q, p i E, 8i, 0, j <E, 9ptp, p 4=EE,
8j, 0, 15 <E



Bezeichnungen und Definitionen

Bn = Bn (0) , Bernoullische Zahl;

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
, B3 = B5 = B7 = . . . = 0, . . .

Bn (x) Bernoullisches Polynom, definiert durch
text

et − 1
=
∞∑

k=0

Bk (x)

k!
tk, (|t| < 2π) ;

B0 (x) = 1, B1 (x) = x− 1

2
, B2 (x) = x2 − x+

1

6
, B3 (x) = x3 − 3

2
x2 +

1

6
x, . . .

Bn,χ verallgemeinerte Bernoullische Zahl zum Charakter χ mod N :
N∑

a=1

χ (a) teat

eNt − 1
=

∞∑

k=0

Bk,χ
k!

tk,

(
|t| < 2π

N

)
;

B (a, b) =
Γ (a) Γ (b)

Γ (a+ b)
, Betafunktion

β (y) = β0 (y) =





∞∫
1

t−
3
2 e−ytdt = 2e−y − 2

√
πy erfc

(√
y
)
∼ 1

yey , für y ≥ 0

√
y Γ

(
− 1

2 , y
)
, alle y 6= 0, 0 ≤ arg (y) ≤ π

2, y = 0

βk (y) =





Γ(k− 1
2 ,y)

yk− 1
2

, y > 0, analytisch fortgesetzt auf 0 ≤ arg (y) ≤ π, y 6= 0

2
1−2k , y = 0

, k ∈ N0

βk (4πny) q
−n =

Γ
(
k − 1

2

)
!Q

(n)
3
2−k

(4πy)
k− 1

2

Cm =
1

m+ 1

(
2m

m

)
, Catalan-Zahlen

C (x) =

x∫

0

cos
(π
2
t2
)
dt, Fresnelintegral

Ck (τ, z) =

∞∫

τ

cos zu

uk+
1
2

du

Cd (f) =





∫
Λd

f (z)dQ,2kz, d > 0

∑
Q,|Q|=d

c−k

wQ
, d < 0

für automorph transformierende Funktionen vom Gewicht 2k,

für d < 0 ist c−k ein Fourierkoeffizient zum inneren Punkt zQ

C+
d (f) =

∑

CM-Punkte zQ
Q pos. definit,|Q|=d

c−k
wQ

, falls d < 0, dann ist Cd (f) = 2C+
d (f)

CQ Geodätische
{
z ∈ H

∣∣∣a |z|2 + b Re z + c = 0
}

282
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CQ,θ Hyperzykel
{
z ∈ H

∣∣∣a |z|2 + b Re z + c =
√
dy cot θ

}

Ck (M) = {k mal stetig differenzierbare Funktionen f :M → C} , k = 1, 2, 3, . . . ,∞

Ci (x) = −
∞∫

x

cos t

t
dt ∼ sinx

x

cond (χ) Führer des Dirichletcharakters χ

χd (n) =

{(
d0
n

)
, ggT (n, f) = 1,

0, sonst,
d = d0f

2, d0 ∈ D,

induziert vom primitiven reellen Dirichletschen Charakter mod d0

χ (d, x,N) =
2πx√
d

∞∫

N

∆d (t)

t
L2

(
4π

√
xt

d

)
dt, Fehlerterm aus Satz B.3.2.1

d (n) =
{
t ∈ N

∣∣∣t | n
}
, Anzahl derTeiler vonn

dQz = −
√
d

Q (z, 1)
dz, Bogenlängenelement auf der Geodätischen CQ

dQ,2kz =
Q (z, 1)

k

|Q (z, 1)|k
dQz, dasselbe für Funktionen vom Gewicht 2k

dMz = Bogenlängenelement auf der Kurve M

dM,2kz =
Q (z, 1)

k

|Q (z, 1)|k
dMz, dasselbe für Funktionen vom Gewicht 2k

dµ =
dxdy
y2

, Flächenelement in H

Df =
1

2πi

∂f

∂z
, Differenzialoperator

D = {z ∈ C| |z| ≤ 1} Poincarésches Kreismodell

D2
k =

{
f ∈ C2 (F) ∩ L2 (F) ,∆kf ∈ L2 (F) , f (γz) = eik arg(cz+d)f (z)

}

Dd = Distribution: f 7→ Cd (f) für Diskriminanten d ∈ D0

und SL2 (Z)−invariante Funktionen f

Dd,2k = Distribution: f 7→ Cd (f) für Diskriminanten d ∈ D0

und automorph vom Gewicht 2k transformierende Funktionen f

DA,2k [f (z)] =

∫

ΓQ\CQ

f (z)Qk (z, 1)
(√

dy
)k dQz für 0 < d ∈ D, Q ∈ A, |Q| = d

D Grundzahlen oder Fundamentaldiskriminanten, vgl. [Zagier 7, §5]

D+ = D ∩ N

D− = D ∩ Z−

D0 = {d ∈ Z|d ≡ 0 ∨ 1 (mod 4)}r {0} Diskriminanten quadratischer Formen

D0+,D0− positive bzw. negative Diskriminanten

∆k = −y2
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ iky

∂

∂x

∆(z) = q

∞∏

n=1

(1− qn)24 , q = e2πiz, Diskriminantenfunktion

∆d (x) =
∑′

n≤x
fd (n)− Ld (1)x für d ∈ D

∆̃d (x) =

x∫

0

∆d (t) dt =
∑

n<x

(x− n) fd (n)−
Ld (1)

2
x2 für d ∈ D
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∂kf =
1

2πi

∂f

∂z
− k

4πy
f, erhöht das Gewicht einer Modulform um 2

δm,n =

{
1 für m = n

0 sonst
, Kroneckerdelta

δ�,m :=





1
2 , m = 0

1, m ist Quadratzahl > 0

0, sonst

δ2△,m :=





1
2 , m = 0

1, m = n (n+ 1) für ein n ∈ N

0, sonst

,

δungerade,c :=

{
1, c ist ungerade

0, sonst

e (x) = e2πix

em (nx) = e
2πinx

m

erf (z) =
2√
π

z∫

0

e−t
2

dt, Fehlerfunktion

erfc (z) = 1− erf (z)
z→∞∼ 1√

πzez2
, komplementäre Fehlerfunktion

En Euler-Zahl, definiert durch
1

cos t
=
∞∑

n=0

(−1)nE2n
t2n

(2n)!
,
(
|t| < π

2

)

E0 = 1, E2 = −1, E4 = 5, E6 = −61, E8 = 1385, . . . , E2n+1 = 0

Ek (z) = y−
k
2 Ek

(
z,
k

2

)
, Eisensteinreihe zu Γ oder im Kohnen-Plus-Raum

Ek,∞ (z) = y−
k
2 Ek,∞

(
z,
k

2

)
, Γ0 (4)−Eisensteinreihe zur Spitze ∞

Ek,0 (z) = iky−
k
2 Ek,0

(
z,
k

2

)
, Γ0 (4)−Eisensteinreihe zur Spitze Null

E (z, s) = E0 (z, s) =
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

Ims (γz) =
1

2

∑

c,d∈Z
ggT(c,d)=1

ys

|cz + d|2s

E2k (z, s) =
∑

γ∈Γ∞\ SL2(Z)

ys
∣∣
2k
γ (z) =

1

2

∑

ggT(c,d)=1

ys

(cz + d)s+k (cz̄ + d)s−k

E∗2k (z, s) = π−sΓ (s+ |k|) ζ (2s) E2k (z, s)

Ek,∞ (z, s) =
∑

γ∈Γ∞\Γ0(4)

Ims z
∣∣
k
γ (z) , Γ0 (4)−Maaßform zur Spitze ∞

Ek,0 (z, s) =

( |z|
z

)k
Ek,∞

(
− 1

4z
, s

)
, Γ0 (4)−Maaßform zur Spitze Null

E+
k = 4iy∂z + k∗ = 2iy∂x + 2y∂y + k∗, Maaßoperator

E−k = −4iy∂z̄ − k∗ = −2iy∂x + 2y∂y − k∗, Maaßoperator

ε0 =
t+ u

√
d

2
> 1, Grundeinheit von Q

(√
d
)

mit t2 − du2 = 4

ε0,2 =
t+ u

√
d

2
> 1, Grundeinheit mit t2 − du2 = ±4

εd =

(−4
d

) 1
2

=

{
1, d ≡ 1 (4)

i, d ≡ 3 (4)
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F Standardfundamentalbereich für SL2 (Z) \H
F0 (4) = Γ0 (4) \ H, Fundamentalbereich

2F1 (a, b; c; z) = 1 +
ab

c
z +

a (a+ 1) b (b + 1)

c (c+ 1)

z2

2!
+ · · · , Gauß’ hypergeometrische Funktion

1F1 (a; b; z) = 1 +
a

b
z +

a (a+ 1)

b (b+ 1)

z2

2!
+ · · · , Kummer Funktion

pFq (a; b; z) =

∞∑

k=0

(a1)k · · · (ap)k
(b1)k · · · (bq)k

zk

k!
, verallgemeinerte hypergeometrische Funktion

fd (n) = Anzahl der inäquivalenten Darstellungen von n durch primitive Formen der Disk. d,

=
∑

t|n
χd (t) für Fundamentaldiskriminanten d, Anzahl aller Ideale in Q

(√
d
)

mit Norm n

Fd (x) =
∑′

k≤x
fd (k) =

∑′

k≤x
χd (k)

[x
k

]

Fk (m, z) , Fk,a (m, z) = Poincaréreihen, s. Abschnitt C.3.3

G2k (z) =
1

2
ζ (1− 2k) E2k (z)

Gmn
pq MeijerG− Funktionen

Gk (z) , Gk,a (z) = Eisensteinreihen zur Spitze a

γ = 0, 5772156649 . . . , Euler-Mascheroni-Konstante

γQ =



t−bu
2 −cu
au t+bu

2


 ∈ SL2 (Z) mit kleinster positiver Lösung von t2 − du2 = 4,

Erzeugendes der Automorphismengruppe im engeren Sinn von

Q (x, y) = ax2 + bxy + cy2

γQ,1 =



t−bu
2 cu

au − t+bu2


 ∈ SL2 (Z) mit kleinster positiver Lösung von t2 − du2 = −4,

bildet Q auf Q∗ = (−a, b,−c) ab.

γQ,2 =



t−bu
2 −cu
au t+bu

2


 mit kleinster positiver Lösung von t2 − du2 = ±4,

Erzeugendes der Automorphismengruppe im weiteren Sinn von

Q (x, y) = ax2 + bxy + cy2

γ (a, z) =

z∫

0

e−tta−1dt

Γ = meist die Modulgruppe SL2 (Z), manchmal Γ0 (4)

Γ (a, x) =

∞∫

x

e−tta−1dt, unvollständige Gamma-Funktion

ΓQ =
{
±γnQ|n ∈ Z

}
für d = |Q| > 0, allgemein

Automorphismengruppe im engeren Sinn von Q (x, y) = ax2 + bxy + cy2

Γ̂Q = ΓQ/ {±Id}
ΓQ,2 =

{
±γnQ,2|n ∈ Z

}
,Automorphismengruppe im weiteren Sinn

Γ∞ =



±


1 n

0 1



∣∣∣∣∣∣
n ∈ Z



 , Stabilisator der Spitze ∞
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H (n) =
∑

Q∈Q+
−n/Γ

1

wQ
= L (0,−n) = h (d)

wd

∑

t|f
µ (t)

(
d

t

)
σ1

(
f

t

)
, −n = df2, d ∈ D−,

Hurwitz-Kronecker Klassenzahl

h (d) Klassenzahl im engeren Sinn

Hen (x) = (−1)n exp
(
x2

2

)
dn

dxn
exp

(
−x

2

2

)
, Hermite-Polynome

H =
{
z ∈ C

∣∣∣Re z > 0
}
, die obere (Poincaré-) Halbebene

H = H ∪Q ∪ {∞}
H− =

{
z ∈ C

∣∣∣Re z < 0
}
, untere Halbebene

Im z Imaginärteil der komplexen Zahl z

Iν (z) =
(z
2

)ν ∞∑

k=0

(
z2

4

)k

k! Γ (ν + k + 1)
, modifizierte Besselfunktion erster Art

j (γ, z) =
( c
d

)
ε−1d e

i
2 arg(cz+d), Automorphiefaktor der Γ0 (4)−Maaßformen

Jν (z) =
(z
2

)ν ∞∑

k=0

(
− z24

)k

k! Γ (ν + k + 1)
, Besselfunktion erster Art

Kν (z) =
π

2

I−ν (z)− Iν (z)
sin (νπ)

, modifizierteBesselfunktion zweiterArt

K(f (z)) = f (−z̄), konjugiert die Fourierkoeffizienten für Modulformen f

L (s, χ) =

∞∑

n=1

χ (n)

ns

Ld (s) =

∞∑

n=1

χd (n)

ns
, L1 (s) = ζ (s)

L (s, d) =





0, d ≡ 2, 3 (mod 4),

ζ (2s− 1) , d = 0,

ζ (s) , d = 1,

Ld0 (s)
∑
t|f
µ (t)

( d0
t )
ts σ1−2s

(
f
t

)
, d ≡ 0, 1 (mod 4), d 6= 0, d = d0f

2, d0 ∈ D

Lν (z) = −Yν (z)−
2

π
Kν (z) , nicht zu verwechseln mit L−Reihen

l0 (z) = L0 (z)−
1

π
z2 log z

l1 (z) = L1 (z) +
2z

π
log

z

2

l2 (z) = L2 (z)−
2

π

l3 (z) = L3 (z)−
4

πz

Λd geschlossene Geodätische zu allen Äquivalenzklassen reduzierter

quadratischer Formen der Grundzahlen
d

n2
, n ∈ N

Λd,θ geschlossene Hyperzykel zu allen Äquivalenzklassen reduzierter qu.

Formen der Grundzahl
d

n2
, n ∈ N, mit Peripheriewinkel θ

Mk = Mk (Γ) oder Mk (Γ0 (4)) , für Γ0 (4) mit θ3−Multiplikator

M+
k = Mk (Γ) bzw. Mk (Γ0 (4)) ∩Kohnen-Plus-Raum
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M !
k Modulformen zu Γ mit Polen in den Spitzen

M !+
k Modulformen aus M !

k im Kohnen-Plus-Raum

M !
ka Modulformen zu Γ mit Polen nur in der Spitze a

Mk = Mk (Γ) oder Mk (Γ0 (4)) , Mock-Modulformen, deren nicht-holomorpher Schatten

in den Spitzen höchstens polynomial wächst

M+
k = Mk (Γ) bzw. Mk (Γ0 (4)) ∩Kohnen-Plus-Raum

M!
k Mock-Modulformen zu Γ, deren nicht-holomorpher Schatten

in den Spitzen höchstens exponentiell wächst

M!+
k Mock-Modulformen aus M!

k im Kohnen-Plus-Raum

M!
ka Mock-Modulformen zu Γ mit Hauptteil nur in der Spitze a

M̂k = M̂k (Γ) oder M̂k (Γ0 (4)) , harmonische schwache Maaßformen, deren nicht-holomorpher

Anteil in den Spitzen höchstens polynomial wächst

M̂+
k = M̂k (Γ) bzw. M̂k (Γ0 (4)) ∩Kohnen-Plus-Raum

M̂!
k harmonische schwache Maaßformen zu Γ

M̂!+
k harmonische schwache Maaßformen aus M̂!

k im Kohnen-Plus-Raum

M̂!
ka harmonische schwache Maaßformen zu Γ mit Polen nur in der Spitze a

M!
k = schwach-holomorphe vektorwertige Modulformen zur Gruppe Mp2 (Z)

M̂!
k = schwach-holomorphe vektorwertige Modulformen zur Gruppe Mp2 (Z)

Mp2 (Z) = metaplektische Gruppe, zweifache Überlagerung von SL2 (Z)

Mν (z) = −Yν (z) +
2

π
Kν (z)

m0 (z) = M0 (z) +
4

π
(log z + γ − log 2)

m1 (z) = M1 (z)−
4

πz

m2 (z) = M2 (z)−
8

πz2

m3 (z) = M3 (z)−
32

πz3

µ (n) =

{
0, fallsn ein Quadrat enthält,

(−1)k , fallsn = p1 · · · pk, p1 < . . . < pk,
(Möbiusfunktion)

N (a) = Idealnorm

N (β) = Norm einer algebraischen Zahl

Nd (a) = Anzahl der inäquivalenten primitiven Darstellungen von a durch Formen der Disk. d;

= #
{
b
∣∣∣− a < b ≤ a ∧ b2 ≡ d (mod 4a)

}
für a 6= 0,

Anzahl der Geodätischen (a, ∗, ∗) zur Diskriminante d in Γ∞\H;
für d ∈ D Anzahl aller ganzen primitiven Ideale der Norma inQ

(√
d
)

Nd (0) =

{√
d, d = �

0, sonst

ν (meistens) Spektralparameter,∆f =

(
1

2
+ ν

)(
1

2
− ν
)
f

f (x) = O (g (x)) ⇔ ∃ (c > 0)∀x : |f (x)| < cg (x) ,Landaus Notation

f (x) = o (g (x)) ⇔ lim
x→∞

f (x)

g (x)
= 0

f (x) = Ω (g (x)) ⇔ ∃ (c > 0)∀x : f (x) > cg (x)

Pk (m, z) ,
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Pk,a (m, z) Poincaréreihen, Abschnitt C.3.3

PSL2 (Z) = SL2 (Z) /



±


1 0

0 1







Q(n) = Q
(n)
k =





− (4πy)
1−k

Γ (2− k) , n = 0

(4πy)
1−k

Γ (1− k)β 3
2−k (4πny) q

−n, k ≤ 3
2 , halbzahlig

Γ (1− k, 4πny)
n1−kΓ (1− k) q

−n, n ∈ Z r {0} , k ∈ 1
2Z, k /∈ N

nk−1q−n, k ∈ N

Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2

q (z) = a |z|2 + bx+ c, q (z) = 0 beschreibt CQ

|Q| Diskriminante d = b2 − 4ac der quadratischen Form Q = ax2 + bxy + cy2

[Q] Äquivalenzklasse von quadratischen Formen im engeren Sinne

Qd = {quadratische Formen Q = ax2 + bxy + cy2 der Diskriminante d}
Q+
d = {positiv definite quadratische Formen Q = ax2 + bxy + cy2 der Diskriminante d < 0}

R {q} = R [[q]]

[
1

q

]
, Laurentreihen mit Koeffizienten aus einem Ring R, höchstens mit Pol

Re z Realteil der komplexen Zahl z

R.

∫
regularisiertes Integral

ρ meist Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion

Sk = Sk (Γ) oder Sk (Γ0 (4))

Sk (N,χ) = Sk (Γ0 (N) , χ) =



f
∣∣∣∀


a b

c d


 ∈ Γ0 (N) : f

(
az + b

cz + d

)
= χ (d) (cz + d)k f (z)





S+
k = Sk (Γ0 (4)) ∩Kohnen-Plus-Raum

S!
k Modulformen zu Γ mit Polen in den Spitzen und alle konst. Koeff. = 0

S!+
k Modulform aus S!

k (Γ0 (4)) im Kohnen-Plus-Raum

S!
ka Modulformen aus S!

k mit Polen nur in der Spitze a

Sk = Sk (Γ) ,Mock-Modulform, holomorpher Anteil einer harmonischen schwachen Maaßform,

deren „Schatten“ Spitzenform ist

S+k = Sk (Γ0 (4)) ∩Kohnen-Plus-Raum

Ŝk = Ŝk (Γ) , nicht-holomorphe Modulformen, deren

nicht-holomorpher Anteil in den Spitzen exponentiell verschwindet

Ŝ+k = Ŝk (Γ0 (4)) ∩Kohnen-Plus-Raum

S (x) =

x∫

0

sin
(π
2
t2
)
dt, Fresnelintegral

Sa (r, d) =
∑

b (mod 2a)

b2≡d (mod 4a)

cos
πrb

a
für d 6= 0, Exponentialsumme

S0 (r, d) =

{√
d, falls d = �,

√
d | r

0, sonst

Si (x) =

x∫

0

sin t

t
dt =

π

2
−
∞∫

x

sin t

t
dt ∼ π

2
− cosx

x
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si (x) =

∞∫

x

sin t

t
dt ∼ cosx

x

SL2 (Z) =
{(

a b
c d

)∣∣ a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1
}
, Modulgruppe

Sr,d (z) =
∞∑

a=1

Sa (r, d)

az
, analytische fortgesetzt von Re z > 1

∑′
s. AbschnittA.2 „Partielle Summation“

Σ (d, x,N) = ∆d (x)−
∑′

n≤N

√
x

n
fd (n)L1

(
4π

√
xn

d

)
, Fehlerterm, s. Satz B.3.2.1

σs (n) =
∑

t|n
t>0

ts

σs,χ (n) =
∑

t|n
t>0

χ (t) ts

θ2 (z) = q
1
4

∑

n∈Z
qn(n+1), q = e2πiz

θ3 (z) =
∑

n∈Z
qn

2

θ4 (z) =
∑

n∈Z
(−q)n

2

Θf (z) =
(4πy)

−k

(−k)! (∂−2−k ◦ . . . ◦ ∂k+2 ◦ ∂kf) (−z̄) , k ∈ Z−

Tn f =
∑

t|n
tk−1 Vt ◦Un

t
f, Heckeoperator einer Modulform vom Gewicht k

Tn (cos θ) = cosnθ, Tschebyscheff-Polynom erster Art

τ0 =
(

0 − 1√
N√

N 0

)
, Skalierungsmatrix für die Spitze 0 von Γ0 (N) \H,

τ 1
2

=
(

1 − 1
2

2 0

)
, Skalierungsmatrix für die Spitze

1

2
von Γ0 (4)

Un f (z) =
1

n

n−1∑

j=0

f

(
z + j

n

)
, Heckeoperator

Un (cos θ) =
sin (n+ 1) θ

sin θ
, Tschebyscheff-Polynom zweiter Art

Vn f (z) = f (nz)

V ba g (t) = sup
a<x0<x1<...<xn<b

n−1∑

i=0

|g (xi+1)− g (xi)| , Totalschwankung über (a, b)

V b−0a g (t) = lim
ε→0

V b−εa g (t)

Wκ,µ (z) =
zµ+

1
2 e−

z
2

Γ
(
µ+ 1

2 − κ
)
∞∫

0

e−zττµ−κ−
1
2 (1 + τ)

µ+κ− 1
2 dτ

für Re

(
µ+

1

2
− κ
)
> 0, |arg z| < π, Whittakerfunktion

wQ =
∣∣∣Γ̂Q

∣∣∣ , d = |Q| < 0, für primitives Q ist wQ = wd =





3 für d = −3
2 für d = −4
1 für d < −4

Im 5.ten Kapitel sind das [Atkin Lehner]-Involutionen.
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ξkf = 2iyk
∂

∂z
f̄ , liftet harmonische schwache Maaßformen vom Gewicht k auf 2− k

Yk (z) =
Jν (z) cos (νπ) − J−ν (z)

sin (νπ)
, Besselfunktion zweiterArt

ζ (s, d) =
∑

Q∈Γ\Qd

∑

(m,n)∈Z2/Aut(Q)
Q(m,n)>0

1

Q (m,n)
s = ζ (s)L (s, d) = ζ (2s)

∞∑

a=1

Nd (a)

as

ζQ(
√
d) (s) = ζ (s, d) = ζ (s)Ld (s) für Fundamentaldisk. d ∈ D, Dedekindsche Zetafunktion

x≫ y ∃ c > 0 : x > c y

(f, g) =

∫

F

f (z) g (z)
dxdy
y2

für automorphe Funktionen f, g von gleichem Gewicht

〈f, g〉Γ′ =
1

[Γ : Γ′]

∫

Γ′\H

f (z) g (z)yk
dxdy
y2

für Γ′-Modulformen vom Gewicht k

(s)m = s (s+ 1) (s+ 2) · · · (s+m− 1) , Pochhammer-Symbol

a | b a teilt b

a ∤ b a teilt b nicht

an ‖ b an | b ∧ an+1 ∤ b
.
= proportional, gleich bis auf einen konstanten Faktor

∼ asymptotisch gleich, d.h. der Quotient geht gegen 1

∽ asymptotische Reihenentwicklung mit Fehler o (letzter Term)

≍ x≫ y und y ≫ x

� Quadratzahl, m2

△ Dreieckszahl,
m2 +m

2

F |kγ (z) = e−ik arg(cz+d)F (γz) für γ ∈ SL2 (Z) ∨ Γ0 (p), F Maaßform, 2k ∈ Z

f |kτ0 (z) =





(√
p z
)−k

f
(
− 1
pz

)
, f ist Γ0 (p)− Modulform

(−2iz)−k f
(
− 1

4z

)
, f ist Γ0 (4)− Modulform(

z
|z|

)−k
f
(
− 1

4z

)
, f ist Γ0 (4)− Maaßform

f |kτ 1
2
(z) =




(−2iz)−k f

(
− 1

4z + 1
2

)
, f Modulform(

z
|z|

)−k
f
(
− 1

4z +
1
2

)
, f Maaßform

( c
d

)
=





Jacobisymbol
(
c
d

)
, d > 0 ungerade

c
|c|

(
c
−d

)
, c 6= 0

1, c = 0, d = ±1
0, sonst

; Kroneckersymbol

Eichlerintegrale für Modulformen vom Gewicht k:

f̃ (z) =
(−2πi)k−1
Γ (k − 1)

R.

i∞∫

z

f (τ) (τ − z)k−2 dτ

˜̃
f (z) =

(−2πi)k−1
Γ (k − 1)

R.

i∞∫

−z̄

f (τ) (τ + z)
k−2 dτ
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