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Vorwort   

Die Geodäsie hat in den letzten Jahrzehnten eine rasante Entwicklung erfahren. Dies liegt insbesonde-
re an der Entwicklung der Mikroelektronik, die einerseits für den Fortschritt in der Computertechnolo-
gie, andererseits für die Entwicklung der Messtechnologie auf dem Gebiet der geodätischen Messver-
fahren und der Satellitengeodäsie verantwortlich ist. Dies sind nur zwei, allerdings sehr wichtige Bei-
spiele aus dem Gesamtgebiet der Geodäsie. Die hohen Genauigkeiten der eng miteinander verknüpften 
Methoden der Entfernungs- und Zeit- bzw. Frequenzmessverfahren haben aus der Sicht der Modell-
bildung auf dem Fundament der Relativitäts- und Quantentheorie zu erfolgen. Diese Auffassung hat 
sich im Lehrgebäude der Geodäsie nur sehr zögerlich durchgesetzt. Statt eine Modellbildung in den 
angemessenen Theorien vorzunehmen, begnügt man sich auch heute noch gerne mit kleinen Korrektu-
ren, die gewissermaßen als Schmutzeffekte einer Newtonschen Mechanik betrachtet werden. Damit 
hängt auch die weit verbreitete Meinung zusammen, dass die Beschäftigung mit neuartigen Messme-
thoden, die auf den Modellbildungen der Relativitätstheorie und der Quantenphysik beruhen, exoti-
sche Liebhaberei einiger weniger Außenseiter ist. Die Entwicklungen der letzten Jahre haben sehr 
deutlich die Notwendigkeit gezeigt, dass die Geodäsie auf ein modernes mathematisch-physikalisches 
Fundament zu gründen ist.  

Einen Beitrag hierzu leistet Klaus Börger mit der vorliegenden Habilitationsschrift, in der der Ansatz 
verfolgt wird, ausgehend von einer erweiterten Definition der Geodäsie die Fundamente der heute gül-
tigen Physik als Grundlage der Geodäsie aufzubereiten und dadurch neuartige Messmethoden für die 
Geodäsie nutzbar zu machen. Insbesondere werden die grundlegende Aufgabenstellung der Geodäsie 
und ihr Selbstverständnis als Wissenschaftszweig hervorgehoben. Dieses Selbstverständnis gründet 
nicht nur auf der Tatsache, dass die Geodäsie als Teil der Ingenieur- und Geowissenschaften aufzufas-
sen ist, sondern zugleich als Anwendung einer modernen Physik zu sehen ist und in diesem Sinne 
auch wichtige experimentelle Beiträge zu den Grundlagenwissenschaften selbst leisten kann. Damit 
wird die Ausarbeitung bzw. Erarbeitung von Theorien, Methoden und Modellbildungen in diesen Wis-
sensgebieten ebenfalls Gegenstand geodätischer Forschung. In diesem Sinne wird in der vorliegenden 
Arbeit an einigen bedeutsamen quantenphysikalischen Phänomenen der enge Zusammenhang zwi-
schen der Quantenphysik und dem naturwissenschaftlich-technischen Zweig der Geodäsie aufgezeigt. 
Die Arbeit gibt einen Überblick über die  Grundlagen aus der Quantenphysik, wie sie für das Ver-
ständnis einer modernen Geodäsie notwendig ist. Den eigentlichen Kern der Arbeit stellt das dritte 
Kapitel dar, in dem die geodätischen Anwendungen der quantenphysikalischen Phänomene dargestellt 
werden. Zunächst wird der quantenmechanische Inertialsensor behandelt und das sog. Quantendyna-
mometer, das zur rotatorischen und translatorischen Beschleunigungsmessung verwendet werden kann 
bzw. als Erdrotationssensor oder als Gravimeter. Weiterhin wird der quantenmechanische Erdrotati-
onssensor beschrieben, der auf der Quanteninterferenz beruht. Diskutiert werden der sog. Heliumkrei-
sel und der Laserkreisel. Während der Heliumkreisel noch am Beginn der Entwicklung steht, hat der 
auf dem Sagnac-Effekt beruhende Laserkreisel seine Eignung für den praktischen Einsatz bereits ü-
berzeugend unter Beweis gestellt, nicht zuletzt durch den Großkreisel der Fundamentalstation Wett-
zell. Auch wenn die großen Laserring-Kreisel noch sehr aufwendig sind, sind sie in der Lage sehr 
hochfrequente Rotationsschwankungen zu detektieren. Sie liefern überdies die Erdrotation auf ganz 
unterschiedliche Art und Weise als die in der Geodäsie üblichen Methoden mittels VLBI oder GPS 
oder in der Vergangenheit mittels astrometrischer Verfahren. Hinzu kommt, dass sie als lokal sensiti-
ves geophysikalisches Messgerät Observable liefern, die auf andere Weise nicht gewonnen werden 
können. Weitere wichtige Beispiele sind mit der Zeitmessung bzw. mit der Funktionsweise von Fre-
quenznormalen verbunden. Schließlich wird das Prinzip des jüngst vorgeschlagenen quantenmechani-
schen Gravimeters erläutert, das wohl schon in naher Zukunft mit den herkömmlichen Gravimetern 
konkurrieren kann. Weitere sich abzeichnende Entwicklungen werden abschließend diskutiert, Ent-
wicklungen, die nur auf der Grundlage eines Verbundes von allgemeiner Relativitätstheorie und Quan-
tenphysik zu erreichen sind. Die Geodäsie kann die zukünftigen Möglichkeiten nur basierend auf ei-
nem tiefgehenden Verständnis der theoretischen Grundlagen nutzen.   

 

           Bonn, 17. Juni 2007 





3Geod�asie und Quantenphysik
KurzfassungIm Jahre 1880 �au�erte Helmert,"Geod�asie ist die Wissens
haft von der Ausmessungund Abbildung der Erdober
�a
he\.Mit diesem Zitat werden viele geod�atis
he Arbeiten begonnen, und au
h f�ur den vorliegendenBeitrag soll es als Einf�uhrung dienen. Heute, gut 120 Jahre na
h der De�nition von Helmert,pr�asentiert si
h die Geod�asie mit einem enorm breiten Spektrum von Aufgaben und T�atig-keiten, so dass die helmerts
he Charakterisierung ni
ht alle Bes
h�aftigungsfelder der Geod�asieabzude
ken s
heint. Wohl ist der gemeinsame Bezug, dass alle Aktivit�aten in Zusammenhangmit der "Ausmessung der Erde\ stehen. Insofern wird auf der einen Seite die G�ultigkeit des obenangef�uhrten Zitates au
h heute no
h im Grundsatz anerkannt, andererseits ist die helmerts
heFestlegung immer wieder Ausgangspunkt wissens
haftstheoretis
her Diskussionen. Diesbez�ugli
hist anzumerken, dass eine sol
he Re
exion auf die Charakteristika der Geod�asie ein Bewusstseinf�ur das Wesen und den Status dieser Wissens
haft s
ha�t. Zus�atzli
h dient eine methodologis
heAuseinandersetzung mit der Natur des Fa
hes dazu, den weiteren Forts
hritt und die Entwi
k-lung der Disziplin zu gestalten. Ebenfalls im Hinbli
k auf das Thema dieser Arbeit ist ein Nutzenzu sehen, denn auf dem Hintergrund eines sol
hen Kontextes kann die Bedeutung der Quanten-physik f�ur die Geod�asie au
h von einem �ubergeordneten Verst�andnis heraus erfasst werden. Indiesem Sinne wird zur Einleitung das Thema "Geod�atis
he Wissens
haft\ er�ortert, und es wer-den grunds�atzli
he Ber�uhrpunkte der Quantenphysik zur Geod�asie dargestellt.Na
h der Einleitung folgt eine Zusammenstellung der quantenphysikalis
hen Grundlagen derGeod�asie, so wie sie si
h heute darbieten, und im Ans
hlu� daran wird die Nutzung quanten-physikalis
her Ph�anomene f�ur geod�atis
he Anwendungen unters
hiedli
hster Art vorgestellt: DasQuantendynamometer ist in einem gewissen Sinne ein Universalinstrument, das f�ur vielf�altigeZwe
ke eingesetzt werden kann. Es kann als Inertiales{Navigations{System dienen und damitDrehbewegungen als au
h Bes
hleunigungen messen. Des Weiteren gestattet es den Einsatz alsGravimeter oder Erdrotationssensor. Ebenfalls als Sensor zur Bestimmung der Erdrotation giltdas Quanteninterferometer, wobei die M�ogli
hkeiten dieses Kreiselinstrumentes �au�erst vielver-spre
hend sind. Optimistis
he Abs
h�atzungen erwarten im Hinbli
k auf die Erfassung der Er-drotation !E Genauigkeiten von 10�8 � !E bis 10�9 � !E, so dass man den Genauigkeitsberei
hder Erdrotationsbestimmung dur
h geod�atis
he Langbasisinterferometrie errei
hen w�urde. ZumEnde des Hauptteils der Arbeit werden der derzeitige Stand wie au
h der Forts
hritt auf demGebiet der atomaren Zeitmessung behandelt.Die Quantenphysik mit ihren Implikationen hat Ein
uss auf die Geod�asie genommen und wirktau
h weiterhin. So ist Absi
ht der vorliegenden Arbeit, der Quantenphysik in der Geod�asie einenWeg zu bereiten und sie f�ur die Theoretis
he Geod�asie zu thematisieren, denn mit der Atomphy-sik werden zuk�unftig ein weitrei
hendes Potential und umfangrei
he M�ogli
hkeiten verbundensein. Dies gilt ni
ht nur f�ur die Theoretis
he Geod�asie, sondern au
h f�ur die Experimentelle oderPraktis
he Geod�asie.





5Geodesy and Quantum physi
s
Abstra
t
In 1880 Helmert stated\Geodesy is the s
ien
e of measuring and mapping the earth's surfa
e".Many geodeti
 studies are introdu
ed like this, and this quote is supposed to serve as an in-trodu
tion for the present arti
le as well. 120 years after Helmert's de�nition, geodesy showsa broad spe
trum of tasks and a
tivities, so that today the de�nition does not seem to applyto all �elds of geodesy. But all of these geodeti
 bran
hes have in 
ommon the referen
e to theearth. As far as that is 
on
erned, on the one hand the quotation is still valid, on the otherHelmert's de�nition often is a basis for a
ademi
 dis
ussions. Su
h a dis
ussion or re
e
tion ofthe 
hara
teristi
s of geodesy 
reates more knowledge about the nature and the status of thiss
ien
e. In addition, a methodologi
al debate helps in terms of progress and development. Inthis sense, the arti
le starts with a prin
ipal dis
ussion about the geodeti
 s
ien
e and furtherdes
ribes the essential links of quantum physi
s to geodesy.The main part presents the quantum physi
al foundations of geodesy as they 
urrently appear.Based on this the use of di�erent e�e
ts of quantum physi
s for geodeti
 purposes is shown:The Quantum Dynamometer is an all purpose devi
e. It 
an be used as an Inertial{Navigation{System (INS), determining rotations and a

elerations as well. It also serves as a gravimeter oras an earth rotation sensor. The Quantum{Interferen
e Devi
e 
an be used to determine earthrotation, too. The possibilities of this instrument are most promising. Optimisti
 taxations ex-pe
t a

ura
ies with respe
t to earth rotation of 10�8 � !E to 10�9 � !E, so that the a

ura
ydomain of Very Long Baseline Interferometry 
an be a
hieved. This des
ription of appli
ations�nishes, dealing with the 
urrent state and progress 
on
erning the measure of time by means ofatomi
 
lo
ks. There is a new generation of atomi
 
lo
ks, the so 
alled 
aesium fountains whi
hare a 
lear improvement.Quantum physi
s with its impli
ations has in
uen
ed geodesy and will do so in the future. Aimof this arti
le is to pave the way for quantum physi
s and to make it an issue for geodesy, be
ausethe atom physi
s provides a lot of opportunities and an enormous potential. This is valid for allparts of geodesy, the theoreti
al as well as the pra
ti
al part whi
h deals with the developmentof geodeti
 instruments.





Inhaltsverzei
hnis
1 Einf�uhrung 91.1 Geod�atis
he Wissens
haft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.2 Geod�asie und Quantenphysik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 Grundlagen aus der Quantenphysik 192.1 Allgemeine Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.1.1 Vorbemerkungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.1.2 Aufbau der Atome . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.1.3 Atomismus der Elementarteil
hen . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.1.4 Drehimpuls und magnetis
hes Moment der Elementarteil
hen . 232.1.5 Mikrophysikalis
he Objekte als Welle und als Teil
hen . . . . . 262.2 Quantene�ekte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.2.1 Super
uidit�at . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.2.2 Supraleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.2.3 Energieaufspaltung und Teil
henkinematik dur
h Magnetfeldein-wirkung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.2.4 Kernspinresonanz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382.3 Spezielle quantenme
hanis
he Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412.3.1 Atominterferometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412.3.2 Quanteninterferometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462.3.3 K�uhlung von Atomen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 502.3.4 Magneto{optis
he Falle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 567



8 Inhaltsverzei
hnis3 Geod�atis
he Anwendungen 593.1 Quantenme
hanis
her Inertialsensor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.1.1 S
hr�odingerglei
hung im terrestris
hen Beoba
htungssystem . . 593.1.2 Anwendungen des Quantendynamometers . . . . . . . . . . . . 623.2 Quantenme
hanis
her Erdrotationssensor . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643.2.1 Erdrotationsbestimmung dur
h Quanteninterferenz von 3He . . 643.2.2 Stand und Weiterentwi
klungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 663.3 C�asiumatomuhren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 673.3.1 C�asiumatom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 673.3.2 Konventionelle C�asiumatomuhr . . . . . . . . . . . . . . . . . . 683.3.3 C�asiumatomuhr mit Font�anente
hnik . . . . . . . . . . . . . . . 723.4 Quantenme
hanis
hes Gravimeter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 753.4.1 Atomfont�ane als Interferometer . . . . . . . . . . . . . . . . . . 753.4.2 Atominterferometris
he S
hweremessungen . . . . . . . . . . . . 764 Zuk�unftige Entwi
klungen 795 Bibliographie 836 Sa
hregister 89



Kapitel 1Einf�uhrung
1.1 Geod�atis
he Wissens
haftFragt man na
h dem Wesen der Geod�asie, na
h dem, was Geod�asie ist oder ausma
ht, sowird als Antwort h�au�g und immer wieder Helmert mit seiner Aussage von 1880"Geod�asie ist die Wissens
haft von der Ausmessung undAbbildung der Erdober
�a
he\ (1.1{1)angef�uhrt. Diese De�nition der Geod�asie wird au
h heute no
h im Grundsatz best�atigt, und sieist in Abst�anden immer wieder Gegenstand wissens
haftsphilosophis
her Diskussionen. Au
h dervorliegende Abs
hnitt m�o
hte zu diesem Diskurs einen Beitrag liefern, wobei ein Nutzen in zwei-erlei Hinsi
ht gesehen wird. Zum einen s
ha�t eine Re
exion auf die Charakteristika der Geod�asieein Bewusstsein f�ur die Natur und au
h den Status dieser Wissens
haft. Auf dieser Grundlageapologetisiert si
h das Fa
h, und die Bedeutung desselben l�asst si
h gerade gegen�uber Drit-ten �uberzeugender darstellen, was insbesondere auf dem Hintergrund zunehmender Konkurrenzni
ht ohne Bedeutung ist. Zum anderen dient eine methodologis
he Auseinandersetzung sowiedas damit verbundene Erkennen der Natur und des Status dieser Ingenieurwissens
haft dazu,den weiteren Forts
hritt und die Entwi
klung der Disziplin zu gestalten. In diesem Sinne sollendie na
hstehenden Ausf�uhrungen einen wissens
haftstheoretis
hen Kontext bereitstellen, um diesinnvolle Erg�anzung der "Physikalis
hen Geod�asie\ dur
h Einbeziehung der Quantenphysik voneinem �ubergeordneten Zusammenhang her zu erfassen.In seinen "Gedanken �uber Raum + Zeit{Disziplinen\ [vgl. hierzu Bus
hmann (2003)℄ venti-liert Bus
hmann die helmerts
he De�nition der Geod�asie und liefert wertvolle Anregungen f�ureine Neuformulierung. Die Ideen Bus
hmanns zusammengefa�t, gestatten sie na
hstehendenVors
hlag, wel
her (1.1{1) in die heutige Zeit tradiert."Geod�asie ist die Wissens
haft des Erkennens und desGewinnens von raum+zeitli
hen Informationen �uber dieGeosph�are und Anthroposph�are, (1.1{2a)die Wissens
haft von der Abbildung und Darstellung die-ser Informationen in und dur
h entspre
hende Medien (1.1{2b)sowie die Wissens
haften von der unmittelbaren Nutzungder Informationen 9



10 Kapitel 1. Einf�uhrungzur Ordnung und Gestaltung von Geo{ und Anthroposph�are (1.1{2
)als au
hzur Navigation in Geo{ und Anthroposph�are\ (1.1{2d)mit der SemantikGeosph�are:Raumberei
h der Erde (1.1{2e)Anthroposph�are:Vom Mens
hen ver�anderter Raumberei
h der Geosph�are . (1.1{2f)Die Geosph�are als Raumberei
h der Erde wird hier umfassend verstanden. Zur Geosph�aregeh�oren der Erdkern, der Erdmantel und die Erdkruste sowie weiter das Erdmagnetfeld als au
hdie Atmosph�are und s
hlie�li
h die auf die Erde einwirkenden Massen, wie vornehmli
h Sonneund Mond. Die S
hreibweise "raum+zeitli
h\ in (1.1{2a) ist von Bus
hmann �ubernommen undunterstrei
ht sowohl die Einheit der beiden Ph�anomene Raum und Zeit als au
h das getrennte Er-s
heinen [vgl. hierzu Bus
hmann (2003), Abs
hnitt 1℄. Die De�nition (1.1{2a-d) segregiertgegen�uber anderen wissens
haftli
hen F�a
hern, andererseits k�onnen si
h in (1.1{2a-d) s�amtli-
he Fa
hberei
he der Geod�asie, wie sie derzeit an den Ho
hs
hulen etabliert sind, wieder�nden.So subsumieren si
h in (1.1{2
) die Disziplinen der Raumplanung, wie St�adtebau und Bo-denordnung. (1.1{2b) s
hlie�t die Fa
hberei
he Kartographie bzw. Geoinformatik ein,und (1.1{2a) werden die Ausglei
hungsre
hnung und Statistik, Photogrammetrieund Fernerkundung, das Vermessungswesen sowie die Mathematis
he und Physika-lis
he Geod�asie zugewiesen. Dabei �ndet die Ausglei
hungsre
hnung und Statistikihre Anwendung in der Verarbeitung von Messdaten, das meint Datenanalyse bzw. Auswer-tung von Messungen, wohingegen Erkenntnisgegenstand der Photogrammetrie und Fern-erkundung, aber au
h des Vermessungswesens und der Geod�asie die raum+zeitli
henErs
heinungen der Anthroposph�are und Geosph�are sind. Als Ergebnis ihrer T�atigkeiten stellendie gerade genannten Fa
hberei
heraum+zeitli
he Anthropoinformationen:Informationen �uber vom Mens
hen ges
ha�ene und an dieGeosph�are, speziell die Lithosph�are, gekoppelte Ers
heinungen (1.1{2g)und raum+zeitli
he Geoinformationen:Informationen �uber nat�urli
he Ers
heinungen der Geosph�are mitihren Teilen Barysph�are, Lithosph�are, Hydrosph�are und Atmosph�are (1.1{2h)[vgl. hierzu Bus
hmann (2003), Abs
hnitt 6℄ zur Verf�ugung. (1.1{2g) zuzuordnen sind s�amt-li
he Bauten und arti�ziellen Objekte, w�ahrend zu (1.1{2h) zum Beispiel die Orientierung derErde im Raum, die Rotationsphase der Erde oder die Parameter des Erds
hwerefeldes wie Lot-linien, S
hwerevektoren, �Aquipotential
�a
hen usw. z�ahlen.Gem�a� (1.1{2a) ist ein essentielles Merkmal der Geod�asie das "Erkennen\ und "Gewinnen\von Informationen im Sinne von (1.1{2g,h). Wissens
haftstheoretis
h bringt das eine ni
ht unbe-deutende Frage mit si
h, n�amli
h wie "erkennt\ man Informationen. Am Beispiel der Erdrotation



11l�asst si
h ans
hauli
h illustrieren, wel
he S
hwierigkeiten mit dem Erkennen von Geoin-formationen grunds�atzli
h verbunden sind. Vorweg muss angemerkt werden, dass beginnendmit der aristotelis
hen Physik lange Zeit die Maxime galt, dass si
h wissens
haftli
he Erkennt-nis aus Tatsa
hen ableitet, die auf Beoba
htungen bzw. Sinneswahrnehmungen beruhen. Au
hdie na
hfolgende peripatetis
he Physik war von diesem Prinzip gepr�agt, und f�ur die si
h her-ausbildenden wissens
haftsphilosophis
hen S
hulen [vgl. hierzu z. B. Chalmers (2001)℄, wieinsbesondere den Empirismus und au
h den Positivismus, galt dieses gar als das "Kriteriumvon Wissens
haft\. Die Berufung auf Sinneswahrnehmung war dann au
h eines der gewi
htig-sten Argumente gegen die Theorie des Kopernikus von 1543, wel
he u. a. aussagt, dass dieErde rotiert. So wurde zwar mit der kopernikanis
hen Theorie die Astronomie des Aristote-les bzw. in der Weiterentwi
klung das ptolem�ais
he System herausgefordert, allerdings hattedie geltende Lehrmeinung den Vorteil, dass ihre Aussage, n�amli
h "die Erde bewegt si
h ni
ht\,unmittelbar dur
h Beoba
htungen belegt werden konnte, und man f�uhrte an, dass die Erdro-tation ni
ht sp�urbar ist, wie es ja nun sonst eine Erfahrung bei Bewegung ist. Aber au
h eineinfa
hes Experiment, wel
hes als "Turmargument\ in die Ges
hi
hte der Physik einging, ma
htdie Drehbewegung der Erde ni
ht evident. So wurde erkl�art, dass bei der Drehung der Erdeum ihre A
hse jeder Punkt der Erdober
�a
he innerhalb k�urzester Zeit einen relativ gro�en Wegzur�u
klegen m�u�te. Demzufolge w�urde ein vom Turm fallender Stein in einiger Entfernung vomTurm auftre�en, da si
h der Turm w�ahrend des Fallens des Steines weiter bewegt h�atte. Soweitdas historis
he Beispiel. Die Ges
hi
hte hat gezeigt, dass si
h die Theorie des Kopernikus hatdur
hsetzen k�onnen. Die Bewegung der Erde ist heutzutage ein selbstverst�andli
hes Faktum, undmit den ho
hentwi
kelten geod�atis
hen Raumverfahren wie der geod�atis
hen Langbasisinterfe-rometrie (engl.: Very Long Baseline Interferometry, VLBI) werden regelm�a�ig die Erdrotations-parameter bestimmt. Der vorangegangene ges
hi
htli
he Exkurs weist auf einen bedeutsamenGesi
htspunkt hin. Eine Beoba
htung bzw. genauer eine Beoba
htungsaussage ist nur auf demHintergrund einer Theorie m�ogli
h, und in einem gewissen Sinne h�angt au
h die Ri
htigkeit einerBeoba
htungsaussage von der zugrunde gelegten Theorie ab. Insofern kann der oben bes
hriebe-ne Standpunkt der Empiristen und Positivisten ni
ht aufre
ht erhalten bleiben. Vielmehr wirdpostuliert, die Theorie geht den Tatsa
hen voraus, oder mit den Worten von Einstein(1926): "Erst die Theorie ents
heidet dar�uber, was man beoba
hten kann\. Diese Feststellungvon Einstein ist f�ur die Physik und damit au
h f�ur die Ingenieurwissens
haft "Geod�asie\ zu-tre�end. Auf diese Weise ist eine Antwort auf die eingangs gestellte Frage na
h dem Erkennenvon raum+zeitli
hen Informationen gegeben. Es wird allerdings einger�aumt, dass die einspurigeAuslegung dieses Grundsatzes zu einer Pr�avalenz der Theorie gef�uhrt hat und damit eine Po-larisierung mit si
h bra
hte. Letzteres manifestiert si
h in der �ubli
hen Unters
heidung vonTheorie und Praxis, womit in der Regel au
h zwei antagonistis
he Lager verbunden werden.Allgemein kann aber gesagt werden, dass dieser Hiatus unangemessen ist. Theorie und Praxism�ussen in Konjunktion, ni
ht in Opposition, gesehen werden. Diese Si
htweise wird im Folgen-den dargelegt, so dass au
h der Stellenwert der Praxis ad�aquat gew�urdigt wird.Popper ist der einseitigen Si
ht der Theoriedominanz entgegengetreten und hat die Bedeutungdes Experiments akzentuiert. Unter Experiment begreift man die k�unstli
he Herbeif�uhrung so-wie die Abwandlung von Beoba
htungsbedingungen zur Akquisition von Daten. Das Experimentist also ein "aktives Eingreifen\ in die Natur, um eine Gr�o�e oder einen Proze� separat zu erfas-sen. In der poppers
hen Auslegung von Wissens
haft [vgl. hierzu Popper (1994) und Popper(2000)℄, dem Falsifikationismus, wird dem Experiment eine gro�e Bedeutung beigemessen,da das Experiment eine Theorie best�atigt oder widerlegt. So ist au
h im Falsi�kationismus die



12 Kapitel 1. Einf�uhrungAusgangssituation eine Theorie, die angesehen wird als eine Sammlung von Annahmen, Hypo-thesen und Spekulationen. Im n�a
hsten S
hritt m�ussen die Theorien stringent und r�u
ksi
htslosdur
h Beoba
htung und Experiment gepr�uft werden. Erweist si
h dur
h das Experiment eineTheorie als fals
h bzw. fehlerhaft, so bedarf es der S
ha�ung einer neuen. Letztendli
h ist aufdiese Weise ein Prozess in Gang gesetzt, der Forts
hritt in der Wissens
haft evoziert. Denn, so dieAnsi
ht der Falsi�kationisten, dur
h Versu
h und Irrtum, dur
h Vermutung und Widerlegungs
hreitet Wissens
haft voran. In diesem Sinne hat der Versu
h urteilende bzw. ents
heidendeFunktion. Dahingegen kommt dem Experiment in der Geod�asie prim�ar eine andere Rollezu. Beoba
htungen und Experimente sind notwendig, um so genannte Zielgr�o�en, das meintzum Beispiel Geoinformationen gem�a� (1.1{2h), zu bestimmen, und die Theorien, genauer ge-sagt die geod�atis
hen Modelle sind es dann, die den Zusammenhang zwis
hen Beoba
htungs{und Zielgr�o�e vermitteln. Dieses Junktim, die enge Kopplung von Theorie und Beoba
htungist markantes Kennzei
hen der Geod�asie und verans
hauli
ht die Parit�at von Theorie undPraxis in der Geod�asie.Abs
hlie�end sollen Gedanken zur Entwi
klung der Geod�asie (1.1{2a) ge�au�ert und zurDiskussion gestellt werden. Au
h im Hinbli
k auf diesen Aspekt wird si
h zun�a
hst an der Physikorientiert, da sie prominente Beispiele f�ur den Forts
hritt einer Wissens
haft liefert. Betra
htetman den Werdegang der Physik von Aristoteles �uber Kopernikus und Galilei bis hin zuEinstein, Plan
k und S
hr�odinger, so wird man kategoris
h anerkennen, dass mit dem ge-spannten Zeitraum ents
heidende Momente verbunden waren, die Physik wi
htige Meilensteineerrei
ht hat und Aufsehen erregende Leistungen erbra
ht worden sind. Gerne spri
ht man in die-sem Kontext au
h von Revolutionen. Die Wissens
haftsphilosophie bes
h�aftigt si
h mit sol
henVorg�angen und entwi
kelt Modelle zur Erkl�arung des Forts
hritts. Der Falsi�kationismus wurdebereits genannt und das damit verbundene Erkl�arungsmodell der wissens
haftli
hen Entwi
klungvorgestellt. Wie allerdings oben dargestellt, ist der Falsi�kationismus f�ur die Geod�asie eher vonuntergeordneter Bedeutung. Alternativ zur falsi�kationistis
hen Si
htweise entwi
kelte Kuhneinen neuen Ansatz [vgl. hierzu Kuhn (1979)℄, der nun mit seinen Ideen skizziert und na
hfol-gend auf die Geod�asie angewandt wird. Zentraler Begri� der kuhns
hen Wissens
haftstheorie istdas Paradigma, was si
h wie folgt 
harakterisieren l�asst. Au
h diesbez�ugli
h ist das ma�gebli
heKonstituens die Theorie mit ihren Grundglei
hungen und Implikationen. Auf diesem Fundamentwerden Anwendungen der Theorie f�ur ein breites Spektrum entwi
kelt. Zum Beispiel l�asst si
hdie newtons
he Physik glei
herma�en auf die Bewegung von k�unstli
hen Erdsatelliten anwendenwie au
h zur L�osung von Aufgaben in der Navigation. Diese Aktivit�aten haben unmittelbarenBezug zur Theorie, Kuhn stellt aber au
h die experimentelle Komponente eines Paradigmasheraus. Es m�ussen Experimente konzipiert werden, und damit verbunden ist die Entwi
klungvon Instrumenten sowie das Herausarbeiten von geeigneten Methoden. Insgesamt wird si
h alsoein breites Feld auftun mit einem enormen Potential an wissens
haftli
her Bes
h�aftigung. Kuhnbezei
hnet diese Aktivit�aten als "Normalwissens
haft\. Die Arbeiten in der Normalwissens
haftwerden nat�urli
h au
h S
hwierigkeiten aufwerfen und Fragen mit si
h bringen, die im �au�erstenFalle zu einer "Krise\ f�uhren, so dass ein neues Paradigma ges
ha�en werden kann. Erweistsi
h das neue Paradigma als valide, so wird si
h ein Paradigmenwe
hsel vollziehen, wie zumBeispiel der dargestellte �Ubergang vom ptolem�ais
hen zum kopernikanis
hen System.Die kuhns
he Idee von der Normalwissens
haft auf Basis eines Paradigmas soll nun auf dieGeod�asie �ubertragen werden. Ein aktueller Bli
k auf die Geod�asie l�asst vers
hiedene vorherr-s
hende Themen erkennen. Exemplaris
h genannt seien "Geoinformationssysteme\ als au
h die"Satellitengeod�asie\, und beide gelten als Geod�atis
hes Paradigma, was nun am Beispiel der



13Satellitengeod�asie n�aher ausgef�uhrt wird. Ganz im Sinne von Kuhn (1979) hat si
h hier eineNormalwissens
haft entwi
kelt mit bedeutenden theoretis
hen Arbeiten, engagierten praktis
henAktivit�aten und ambitionierten Projekten. Um das tiefer zu begr�unden, seien einige Weiterent-wi
klungen genannt, sowohl theoretis
her wie au
h praktis
her Natur. Zum Beispiel seien ausdem Berei
h der Theorie die Arbeiten angef�uhrt, die si
h mit der Bewegung der Satelliten befas-sen. Ausgehend von den Grundglei
hungen der Me
hanik sind hier ho
hentwi
kelte Modelle f�urdie Orbitbestimmung und die -pr�adiktion entwi
kelt worden, so dass den heutigen Anspr�u
henan die Genauigkeit Gen�uge geleistet wird. Des Weiteren sollen genannt werden die Studien zurAusbreitung elektromagnetis
her Signale im Raum �uber gro�e Distanzen hinweg. Dies erfordertdie Ber�u
ksi
htigung der Ergebnisse der Elektrodynamik wie au
h diejenigen der AllgemeinenRelativit�atstheorie (ART). S
hlie�li
h sind in diesem Zusammenhang die Beitr�age zu nennen,die den Ein
u� der Ionosph�are auf die Signalausbreitung bes
hreiben. Hier konnten erhebli
herErkenntnisgewinn errei
ht und damit die Genauigkeit und Zuverl�assigkeit gesteigert werden. Iminstrumentellen Berei
h sind deutli
he Forts
hritte zu verzei
hnen, zum einen im Hinbli
k aufallgemeine Kapazit�aten, Funktionalit�aten und Bedienerfreundli
hkeit, zum anderen in Bezug aufdie Erfassung von Ger�atefehlern. So ist die Kalibrierung von GNSS{Antennen zu einem intensi-ven Bes
h�aftigungsfeld geworden. Ganz aktuell sind im ger�atete
hnis
hen Berei
h die Unterneh-mungen zur Entwi
klung von Software{GNSS{Empf�angern. Was die Messmethoden anbelangt,hat si
h ebenfalls ein gro�er Forts
hritt eingestellt. In den Anf�angen waren die di�erentiellen bzw.relativen Verfahren (DGPS) ledigli
h lokal m�ogli
h, dur
h Bezug auf eine Referenzstation. Heutesind Referenzstationsnetze ges
ha�en, so dass Fl�a
henkorrekturparameter (FKP) oder VirtuelleReferenzstationen (VRS) zum Beispiel dur
h die Dienste der Landesvermessungsverwaltungenbereit gestellt werden. Res�umierend sei festgehalten, dass die Satellitengeod�asie als Paradigmainnerhalb der Geod�asie (1.1{2a) gilt. Die diesbez�ugli
he Normalwissens
haft hat bedeutsameLeistungen hervorgebra
ht, und r�u
kbli
kend beleu
htet, haben ganz allgemein die geod�atis
henRaumverfahren, insbesondere GPS, die Geod�asie (1.1{2a) "revolutioniert\. Am Beispiel der Sa-tellitengeod�asie ist deutli
h geworden, dass die Probleme, "R�atsel\ und Fragestellungen innerhalbeines Paradigmas umfangrei
h sind und ein enormes Potential f�ur die geod�atis
he Fors
hungdarstellen, sowohl im Hinbli
k auf theoretis
he wie au
h praktis
he Aspekte. Na
h Kuhn konsti-tuiert eine Theorie mit ihren Implikationen das Fundament einer Wissens
haftsdisziplin, wobeidie Verg�angli
hkeit eines sol
hen Fundamentes gesehen werden muss, so dass Paradigmenwe
hself�ur die Weiterentwi
klung eines Fa
hgebietes wi
htig bzw. unbedingt erforderli
h sind. Verbun-den mit einem Paradigmenwe
hsel ist in jedem Falle ein neuer theoretis
her Unterbau, der dannden Ausgangspunkt f�ur eine si
h neu entwi
kelnde Normalwissens
haft markiert. Allein in die-sem Sinne liesse si
h die Bedeutung der Quantenphysik f�ur die Geod�asie darstellen. Allerdingssoll im Folgenden ein weitergehender Ansatz diskutiert werden, der die Basis geod�atis
her For-s
hung ni
ht in einer einzelnen physikalis
hen Theorie sieht, sondern eine Dyade zugrunde legt.Zur Einf�uhrung in den Diskurs wird eine spezielle Formulierung von (1.1{1) vorgestellt, n�amli
h"Geod�asie ist die Wissens
haft von der Ausmessung, Abbildungund Interpretation des metris
hen Feldes des Systems Erde\ . (1.1{3)(1.1{3) geht gedankli
h auf S
hneider zur�u
k [vgl. hierzu S
hneider (1988)℄ und ist in �Uber-einstimmung mit (1.1{2a), wohl ist zu betonen, dass die Wortsequenz "Ausmessung, Abbildungund Interpretation des metris
hen Feldes des Systems Erde\ programmatis
he Gesi
htspunktebeinhaltet, was nun konkreter ausgef�uhrt wird. Bereits vorangehend wurde bes
hrieben, dass dieTheorie dar�uber ents
heidet, was man beoba
hten bzw. ausmessen kann. Angewandt auf (1.1{3)bedeutet dies, dass zur Ausmessung des "metris
hen Feldes des Systems Erde\ es vorweg einer



14 Kapitel 1. Einf�uhrungangemessenen Theorie bedarf. Notwendigerweise muss heutzutage eine Modellbildung des metri-s
hen Feldes auf Grundlage der Allgemeinen Relativit�atstheorie erfolgen. Im Hinbli
k auf dieseForderung ist prinzipiell anzumerken, dass eine relativistis
he Modellbildung ni
ht trivial ist, undaus diesem Grunde existiert au
h 90 Jahre na
h S
ha�ung der Allgemeinen Relativit�atstheorieno
h keine vollst�andige und konsistente relativistis
he Modellbildung der Geosph�are, sonderndieses Vorhaben stellt na
h wie vor eine Herausforderung dar. Das gilt zum Beispiel f�ur die geo-dynamis
hen Ph�anomene der Erdrotation, der Deformation der Erde oder der Kontinentalplat-tenbewegung. Zwar existieren Ans�atze f�ur eine allgemein{relativistis
heModellbildung, wohl sinddie bisher gefundenen L�osungen ni
ht zufriedenstellend, so dass sie si
h au
h no
h ni
ht in deninternationalen Empfehlungen der International Astronomi
al Union (IAU), der InternationalAsso
iation of Geodesy (IAG) und der International Union of Geodesy and Geophysi
s (IUGG)haben dur
hsetzen k�onnen. Die Diskussion der geodynamis
hen Ph�anomene f�uhrt zu einem wei-teren Sa
hverhalt, der im Sinne der Allgemeinen Relativit�atstheorie no
h de�zit�ar ist. Sowohl dieGeod�asie als au
h die Geodynamik brau
hen Bezugssysteme. So nutzt die Geod�asie Bezugsrah-men, um Referenzpunkte f�ur die weitere Vermessung zu haben, und die Geodynamik verwendetBezugsrahmen, um die zeitli
he Ver�anderung von Punkten und Teilen der Erdober
�a
he zu erfas-sen. Globale Bezugssysteme werden heutzutage mit den geod�atis
hen Raumverfahren realisiert,wobei si
h diese sowohl auf terrestris
he wie au
h auf extraterrestris
he Tr�ager st�utzen. Folgli
hm�ussen also zwei Bezugssysteme ber�u
ksi
htigt und miteinander verkn�upft werden, was �uber dierelativen Bewegungskomponenten gema
ht wird. Aber au
h diesbez�ugli
h sind die momentanenErgebnisse der allgemein{relativistis
hen Modellbildung unbefriedigend, und so res�umiert Hase(1999) kritis
h fragend, ob und inwieweit die derzeitigen Bezugssysteme tats�a
hli
h einer kon-sistenten Modellbildung im Kontext der Allgemeinen Relativit�atstheorie gen�ugen. Ankn�upfendan Hase wird festgehalten, dass die allgemein{relativistis
he Modellbildung no
h vielf�altigeAufgabenstellungen f�ur die Geod�asie bereit h�alt. Im Folgenden aber soll die Allgemeine Relati-vit�atstheorie ni
ht weiter separat behandelt werden. Wie zu Beginn dieser �Uberlegungen avisiert,k�onnte eine Dyade ein zuk�unftiges Fundament f�ur geod�atis
he Wissens
haft sein, undgebildet wird diese neue Basis sowohl aus der Allgemeinen Relativit�atstheorie als au
h aus derQuantenphysik. Dabei dient die Allgemeine Relativit�atstheorie zur Bes
hreibung des metris
henFeldes (1.1{3), und damit manifestiert si
h die Metrik in vers
hiedenen relativistis
hen Ph�ano-menen. Bekannte Beispiele daf�ur sind die Ein
�usse auf die Laufzeit eines elektromagnetis
henSignals, wie der Shapiro{ oder der Sagna
{Term, oder das Faktum der Existenz von Eigenzei-ten und s
hliessli
h der Lense{Thirring{E�ekt mit Auswirkungen sowohl auf Umlaufbahnen alsau
h auf tr�age A
hsen, die in Folge pr�azedieren. In der Regel sind die relativistis
hen Ein
�ussesehr klein, und au
h sind sie zum Teil no
h gar ni
ht na
hgewiesen. Das bedeutet, dass dieMessung der relativistis
hen E�ekte bzw. die Ausmessung des metris
hen Feldes ho
hgenaueSensoren und Messmethoden erfordert. Diesbez�ugli
h sind zum einen zu nennen die geod�ati-s
hen Raumverfahren, die sensitiv f�ur man
he relativistis
hen E�ekte sind, und zum anderen dieneuartigen, quantenbasierten Sensoren, die mit ihren extrem hohen Genauigkeiten vielverspre-
hende Perspektiven aufzeigen und Vermessung im Sinne von (1.1{3) gestatten. Insofern wirdeine Physikalis
he Geod�asie, die auf der Verkn�upfung von Allgemeiner Relativit�atstheorie undQuantenphysik fu�t, f�ur die Zukunft von gro�er Bedeutung sein und der Geod�asie eine zentraleund unverzi
htbare Rolle in der si
h entwi
kelnden, interdisziplin�aren Wissens
haft vom SystemErde si
hern. In diesem Sinne soll mit der vorliegenden Arbeit ein Beitrag geleistet werden, diequantenphysikalis
hen Grundlagen der Geod�asie herauszuarbeiten. Der si
h nun ans
hlie�endeAbs
hnitt 1.2 wird einen ersten geod�atis
hen Zugang zur Quantenphysik vermitteln, indemBer�uhrungspunkte von Quantenphysik und Geod�asie dargestellt werden.
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1.2 Geod�asie und QuantenphysikIn Abs
hnitt 1.1 wurde die grundlegende Bedeutung der Theorie herausgestellt, und es wurdeaufgezeigt, dass das Ers
hlie�en und Ausarbeiten von Theorien ebenfalls Gegenstand geod�ati-s
her Fors
hung ist. F�ur den naturwissens
haftli
h{te
hnis
hen Zweig der Geod�asie sind es diephysikalis
hen Theorien, die von besonderem Interesse sind. So wird in diesem Abs
hnitt die"Theorie der kleinsten Teil
hen\ mit einer Auswahl bedeutsamer Ph�anomene qualitativ vor-gestellt und der Bezug zur Geod�asie ges
ha�en, so dass ein erster geod�atis
her Zugang zurQuantenphysik er�o�net ist. Allgemein sind mit der Quantenphysik viele E�ekte entde
kt wor-den, die dann dur
h Weiterentwi
klung zu te
hnis
hen Anwendungen gereift sind. Au
h diemodernen geod�atis
hen Messinstrumente nutzen oder basieren auf sol
hen Quanteners
heinun-gen. Neben dieser Ein
ussnahme auf die Instrumentente
hnik hat die Quantenphysik au
h inanderer Hinsi
ht einen Wandel herbeigef�uhrt. Denn atomar de�nierte Ei
hma�e l�osen die klas-sis
hen Prototypen sukzessive ab. Diese metrologis
hen Gesi
htspunkte werden am Ende diesesAbs
hnitts diskutiert.Laser werden unter anderem in der elektrooptis
hen Distanzmessung als Strahlungsquel-len eingesetzt. Das Akronym steht f�ur Light Ampli�
ation by Stimulated Emission of Radiation,was im Deuts
hen "Li
htverst�arkung dur
h stimulierte Emission von Strahlung\ bedeutet. ZurErl�auterung der Stimulierten oder au
h Induzierten Emission wird auf das Bohrs
he Atom-modell zur�u
kgegri�en, na
h dessen Vorstellung die Elektronen auf Bahnen um den positivenAtomkern kreisen. Verbunden mit einer sol
hen Elektronenbahn ist ein bestimmter Energiezu-stand. Wird nun einem Atom extern Energie zugef�uhrt, so wird es in eine andere Elektronenbahnund daraus resultierend in ein h�oheres Energieniveau versetzt. Das Atom be�ndet si
h dann imso genannten angeregten Zustand. Na
h kurzer Verweildauer in diesem Zustand emittiert dasAtom ein Photon und kehrt wieder in den Ausgangszustand zur�u
k. Die bes
hriebene unbe-ein
usste Aussendung eines Photons nennt man Spontane Emission. Davon unters
hieden wirddie Induzierte Emission, wel
he si
h einstellt, wenn ein Photon auf ein angeregtes Atom tri�t.Dur
h das Auftre�en des Photons wird das angeregte Atom unmittelbar zur Ausstrahlung einesLi
htquants veranla�t, so dass in der Summe zwei Photonen glei
her Eigens
haft vorhanden sind.Dieser Umstand bedeutet also Li
htverst�arkung. Vorteile des Lasers gegen�uber herk�ommli
henLi
htquellen sind die zeitli
he und r�aumli
he Koh�arenz des Li
htes sowie die B�undelungseigen-s
haften, die nahezu parallele Li
htstrahlen erm�ogli
hen. Aus diesem Grunde werden die Laserf�ur Entfernungsmessungen hoher Genauigkeit und gro�er Rei
hweite eingesetzt. Als Beispiel f�urein sol
hes, ho
hgenaues, terrestris
hes Distanzmessger�at sei das Mekometer ME 5000 derFirma Kern genannt. Gro�e Rei
hweiten sind bei Abstandsmessungen zum Mond, dem LunarLaser Ranging (LLR), und zu Satelliten, dem Satellite Laser Ranging (SLR), zu �uberwinden.Weitere geod�atis
he Anwendungen des Lasers sind Kreiselinstrumente, wobei Laserkreisel mitals genaueste Ger�ate zur Bestimmung von Drehbewegungen gelten. Besonders hervorzuheben istder Gro�ringlaser [vgl. hierzu Kl�ugel et al. (2005) und S
hreiber (2000)℄, der AnfangOktober 2001 auf der Fundamentalstation in Wettzell in Betrieb genommen worden ist. Dabeiist Ziel, die Erdrotation bis auf 10�9 mit einer Zeitau
�osung von ein bis zwei Stunden zu be-stimmen, so dass damit eine Erg�anzung zu den geod�atis
hen Raumverfahren VLBI, SLR undLLR gegeben ist. Ni
ht unerw�ahnt bleiben darf in dieser Au
istung von Nutzungen des Lasersdie si
h zunehmend verbreitende und etablierende Te
hnik des 3D{Lasers
annings.



16 Kapitel 1. Einf�uhrungWeitere quantenphysikalis
he E�ekte sind die Super
uidit�at und die Supraleitung. Supralei-tung ist eine Eigens
haft von Metallen oder metall�ahnli
hen Sto�en, die si
h bei Unters
hreiteneiner bestimmten sto�spezi�s
hen Temperatur zeigt und dazu f�uhrt, dass der elektris
he Wi-derstand signi�kant klein und damit die elektris
he Leitf�ahigkeit unendli
h gro� wird. In derGeod�asie nutzen supraleitende Gravimeter [vgl. hierzu Ri
hter (1987)℄ diesen E�ekt underfassen relative S
hwere�anderungen. Eine andere instrumentelle Anwendung des E�ektes derSupraleitung ist der Supraleitende Quanteninterferenz{Detektor, abgek�urzt SQUID, wel-
her als Magnetometer zur Ausmessung von Magnetfeldern dient und au
h zur Messung vonBes
hleunigungen eingesetzt wird. Die Super
uidit�at oder au
h Supra
uidit�at ist ebenfalls eintypis
her Quantene�ekt. Teil
hensysteme, die dieses Ph�anomen aufweisen, gehen au
h bei sehrtiefen Temperaturen ni
ht in den festen Aggregatzustand �uber, sondern bleiben 
�ussig und ent-wi
keln besondere Eigens
haften wie eine hohe W�armeleitf�ahigkeit, vers
hwindenden W�armein-halt und vers
hwindende Viskosit�at, so dass die Quanten
�ussigkeiten nahezu reibungsfrei dur
henge Kapillare 
ie�en k�onnen. F�ur Helium konnte Super
uidit�at na
hgewiesen werden, und alsgeod�atis
he Applikation ist der super
uide Helium{Kreisel zu nennen. Helium{Atome sindso genannte Bosonen und London erkl�arte 1938 die Ers
heinung der Super
uidit�at bei 4Hedur
h Bose{Einstein Kondensation. Wohl gelang erst ein halbes Jahrhundert sp�ater die Erzeu-gung von weiteren Bose{Einstein Kondensaten, was ni
ht nur im Hinbli
k auf die Super
uidit�atneue M�ogli
hkeiten s
ha�t [vgl. hierzu Kapitel 3℄.Ein Quantenph�anomen, das ebenfalls f�ur Gyroskope genutzt werden kann, ist die Kernspin{Resonanz, au
h als magnetis
he Kernresonanz und im Englis
hen mit Nu
lear Magneti
 Re-sonan
e bezei
hnet, so dass hierauf basierende Rotationssensoren den Namen NMR{Kreiseltragen. Atomkerne, die in einem homogenen Magnetfeld pr�azedieren, zeigen genau dann eineRi
htungs�anderung ihrer Drehimpuls{ bzw. Spina
hse, wenn ein �au�eres magnetis
hes We
hsel-feld einwirkt. Dieser E�ekt ist ni
ht nur f�ur die genannten Kreiselinstrumente, sondern au
h f�urAtomuhren, die na
h der Atomstrahlresonanzmethode arbeiten, von Bedeutung.Wie in der Einleitung zu diesem Abs
hnitt dargelegt, hat die Quantenphysik ebenfalls in einemgrunds�atzli
hen Sinne Ein
uss auf das Messen genommen, n�amli
h dur
h die Einf�uhrung derQuantenma�e, womit Einheiten auf atomarer Grundlage verstanden werden. Einheiten oderMa�st�abe sind notwendig, denn "Messen\ bedeutet, einen Verglei
h anzustellen zwis
hen derMessgr�o�e und einem entspre
henden Ma�stab. Anders formuliert, die Bestimmung einer physi-kalis
hen Gr�o�e ist die Ermittlung ihres Zahlenwertes in einem Einheitensystem. Heute wirdin den meisten Staaten das "Syst�eme International d'Unit�es\, kurz SI verwendet, mit insgesamtsieben Basisgr�o�en, n�amli
h L�ange, Masse, Zeit, elektris
he Stromst�arke, Temperatur, Sto�men-ge und Li
htst�arke. Folgt man Bus
hmann (2003), Abs
hnitt 3, so sind es ma�gebli
h dieBasisgr�o�en L�ange und Zeit, die f�ur die Geod�asie von Bedeutung sind. Denn den geod�atis
hrelevanten physikalis
hen Gr�o�en sind die Basiseinheiten von L�ange und Zeit, also Meter undSekunde, sowie die vers
hiedenen Kombinationen dieser Einheiten zugeordnet, wie na
hstehendaufgef�uhrt.Raum:L�ange (m), Fl�a
he (m2), Volumen (m3),ebener Winkel (m=m), Raumwinkel (m2=m2) .Zeit:Dauer (s), Frequenz (1=s) .



17Raum+Zeit:Ges
hwindigkeit (m=s), Bes
hleunigung (m=s2),S
hwerepotentialdi�erenz (m2=s2) .Klassis
h wurden die Einheiten dur
h Normale verk�orpert, allerdings manifestierten die altenEi
hma�e mit zunehmender Messgenauigkeit mehr und mehr Unzul�angli
hkeiten. Teilweise errei-
hen heutige Messinstrumente bereits die grunds�atzli
he Grenzau
�osung, die dur
h die Heisen-bergs
he Uns
h�arferelation gegeben ist. Aus diesem Grunde bestand das Erfordernis, die Grund-einheiten zu pr�azisieren, so dass si
h ein Wandel von klassis
hen Einheiten zu atomarenEinheiten vollzog, das hei�t, die makroskopis
hen Prototypen wurden sukzessive dur
h mikro-skopis
he Prototypen substituiert. Die prinzipiellen Aspekte dieser Genese werden im Folgendenam Beispiel der Basiseinheiten "Meter\ und "Sekunde\ pr�agnant bes
hrieben. In den Anf�angenwurde die Einheit der Zeit aus der Rotation der Erde abgeleitet. Die Sekunde war de�niert alsder 86400ste Teil eines Sonnentages. Das Aufkommen der genauen Quarzuhren bra
hte S
hwie-rigkeiten mit dieser Festlegung, die si
h aus der Erdrotation ableitet, so dass s
hlie�li
h dieEphemeridensekunde die alte De�nition abl�oste. Die neue De�nition basierte auf dem Umlaufder Erde um die Sonne, und die Ephemeridensekunde ist festgesetzt als der 31556925; 9747teTeil des tropis
hen Jahres zur Referenzepo
he 0. Januar 1900, 12.00 Uhr. In der Folge mu�tedie Ephemeridensekunde ebenfalls revidiert werden, und heute ist die Sekunde das Zeitintervall,w�ahrend dessen eine C�asiumatomuhr 9192631770 S
hwingungen vollzieht. Damit wurde f�ur dieZeit ein Quantenma� eingef�uhrt. Unmittelbar mit der Zeit ist die Basiseinheit L�ange ver-kn�upft. So ist das Meter de�niert als diejenige Distanz, die Li
ht im Vakuum w�ahrend des Inter-valls von 1=299792458 Sekunden dur
hl�auft. Modi�ziert man die Sekunde, wird au
h das Meterver�andert. Damit sind die geod�atis
h relevanten Basiseinheiten atomar festgelegt, und es sind,wie oben bereits angef�uhrt, au
h andere Einheiten mittlerweile dur
h Quantenma�e ersetzt [vgl.hierzu S
how (2001)℄. Die Tabelle 1.2{1 [s. Seite 18℄, entnommen aus Kose/Mel
hert(1991), Abs
hnitt IX 1., stellt die Vor{ und Na
hteile von klassis
hen Normalen und atomarde�nierten Einheiten gegen�uber. Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass Quantenma�e dieDe�zite der klassis
hen Prototypma�e aufheben und insbesondere das Identit�atsprinzip, ein Be-gri� aus der Metrologie [vgl. Kose/Mel
hert (1991)℄, erf�ullen. Mit diesem Grundsatz ist dievollkommene Glei
hheit von Ma�en gemeint, wodur
h die Reproduzierbarkeit unabh�angig vonOrt und Zeit unbedingt si
hergestellt ist. Im Hinbli
k auf die Abh�angigkeit von Ein
ussgr�o�enist erg�anzend anzumerken, dass na
h derzeitigem Kenntnisstand die Invarianz atomarer Eigen-s
haften postuliert werden kann, was bedeutet, dass si
h Einheiten in einem unabh�angigen Sinnerealisieren lassen.S
hlie�li
h muss auf den Zusammenhang zwis
hen Natur{ oder Fundamentalkonstan-ten und den Basiseinheiten hingewiesen werden. Fundamentalkonstanten sind daher vonBedeutung, als dass sie unver�anderli
he Verkn�upfungsgr�o�en innerhalb von Theorien sowie zwi-s
hen Theorien darstellen, und sie sind unmittelbar mit den Quantenma�en verkn�upft, wie dasBeispiel der Basiseinheit Meter als Funktion der Li
htges
hwindigkeit zeigt. Da die Fundamental-konstanten dimensionsbehaftet sind, ist deren Genauigkeit an das Einheitensystem gekoppelt.Diese enge We
hselbeziehung zwis
hen den physikalis
hen Einheiten und den als unver�ander-li
h geltenden Naturkonstanten bevorzugt ein Einheitensystem auf Grundlage dieser und ni
htauf Basis von Prototypen. Weitestgehend ist diese Vorgabe umgesetzt, das hei�t, na
h undna
h konnten die SI{Basiseinheiten dur
h Fundamentalkonstanten oder Sto�eigens
haften de�-niert werden [vgl. hierzu S
how (2001)℄. Ledigli
h f�ur die Basisgr�o�en Masse und Sto�mengesind no
h Fundamentalkonstanten oder Sto�eigens
haften zu �nden. Au
h diesbez�ugli
h werden



18 Kapitel 1. Einf�uhrung
Quantenma�eVorteile: Na
hteile:reproduzierbar, unabh�angig von Ort und Zeit; abstrakt;gering abh�angig von Ein
ussgr�o�en; aufwendige Messanordnung;langzeitstabil;Glei
hwertigkeit der Normale; Prototypma�eVorteile: Na
hteile:ans
hauli
h; einmalig bez�ugli
h Ort und Zeit;einfa
he Messanordnung; abh�angig von Ein
ussgr�o�en;mangelnde Langzeitstabilit�at;Genauigkeitshierar
hie der Normale;Tabelle 1.2{1: Gegen�uberstellung von klassis
hen und atomaren Ei
hma�enForts
hritte gema
ht, wie in Be
ker/Gl�aser (2001) dargestellt. Dabei wird versu
ht, dasKilogramm mittels atomarer Massen bzw. auf Grundlage einer Elementarmasse zu de�nieren.In die Zukunft s
hauend w�aren ebenfalls eine Elementarl�ange lE als au
h eine Elementarzeit tEdenkbar. Im Hinbli
k auf die Basisgr�o�e L�ange wurde, unter anderem ausgehend vom Abstandder Nukleonen im Kern, urspr�ungli
h angenommen, dass diese hypothetis
he Naturkonstante inder Gr�o�enordnunglE � 10�15 mliegt, und dur
h Division mit der Li
htges
hwindigkeit 
 w�urde si
h aus der Elementarl�ange dieElementarzeit tE ableiten und zwar gem�a�tE � 10�23 s :Aufgrund der Erkenntnisse aus der Elementarteil
henphysik ist heute der Wert f�ur lE zu re-vidieren. Sollte die Elementarl�ange tats�a
hli
h existieren, so wird vermutet, dass sie von derGr�o�enordnung 10�36 m ist.



Kapitel 2Grundlagen aus der Quantenphysik
2.1 Allgemeine Grundlagen2.1.1 VorbemerkungenUnter Elementarteil
hen werden gemeinhin die Quanten der Materie verstanden, das hei�tdie kleinsten Komponenten, aus denen si
h die sto�i
hen Ers
heinungen zusammensetzen. ImHinbli
k auf die subatomaren Existenzformen der Materie sind mittlerweile, au�er den seit 1897,1910 und 1932 bekannten Elementarteil
hen, n�amli
h den Elektronen, den Protonen und denNeutronen, �uber 200 weitere Teil
hen entde
kt worden. Zur Klassi�kation dieser Mannigfaltig-keit der Elementarteil
hen werden diese na
h Art ihrer We
hselwirkung eingeordnet, wobeiman Gravitationswe
hselwirkung Rei
hweite 1 (2.1{1a)s
hwa
he We
hselwirkung Rei
hweite � 10�16m (2.1{1b)elektromagnetis
he We
hselwirkung Rei
hweite 1 (2.1{1
)starke We
hselwirkung Rei
hweite � 10�15m (2.1{1d)unters
heidet. Wegen der geringen Rei
hweite von (2.1{1b,d) treten die entspre
henden Kr�afteni
ht bei makroskopis
hen K�orpern auf. Neben den Aktionsradien der einzelnen We
hselwirkun-gen sind au
h die St�arken der jeweiligen Kr�afte von Bedeutung. So kann die Gravitationswe
hsel-wirkung bei der Behandlung mikrophysikalis
her Systeme in der Regel verna
hl�assigt werden, dasie in Relation zu (2.1{1b-d) als s
hw�a
hste Kraft gilt. Starke und au
h s
hwa
he We
hselwirkungtreten ledigli
h im Berei
h der Atomkerne und der Elementarteil
hen auf. Der Aufbau der Atomeaus Atomkern und Elektronen beruht ma�gebli
h auf der elektromagnetis
hen We
hselwirkung,wel
he prinzipiell zwis
hen sol
hen Elementarteil
hen in Ers
heinung tritt, deren magnetis
hesMoment vers
hieden von Null ist bzw. die ein elektromagnetis
hes Feld mit si
h f�uhren, alsoLadung tragen. Rekurrierend auf die starke We
hselwirkung werden nun zwei Hauptgruppenvon Elementarteil
hen unters
hieden, n�amli
hdie Hadronensie unterliegen der We
hselwirkung (2.1{1d)die Leptonensie unterliegen ni
ht der We
hselwirkung (2.1{1d) .Die Hadronen zeigen weiter die We
hselwirkungen (2.1{1a,b) und au
h (2.1{1
), sofern sie La-dung tragen oder ein magnetis
hes Moment besitzen. Letztere Aussagen gelten au
h f�ur die19



20 Kapitel 2. Grundlagen aus der QuantenphysikLeptonen. Die We
hselwirkungen werden dur
h Austaus
hteil
hen oder Feldquanten vermit-telt. Dazu geh�orendie Photonenf�ur die elektromagnetis
he We
hselwirkungdie W{ und Z{Bosonenf�ur die s
hwa
he We
hselwirkungdie Gluonenf�ur die starke We
hselwirkungdie Gravitonenf�ur die Gravitationswe
hselwirkung .F�ur die im Rahmen dieser Arbeit angestellten Betra
htungen sind relevant die Li
htquanten,also die Photonen aus der Gruppe der Austaus
hteil
hen, die Protonen und Neutronen ausder Gruppe der Hadronen und s
hlie�li
h die Elektronen aus der Gruppe der Leptonen.2.1.2 Aufbau der AtomeSeit dem Altertum bes
h�aftigen si
h Wissens
haftler mit der Frage na
h der Struktur der Mate-rie. Einen bedeutsamen S
hritt bra
hte das Rutherfords
he Atommodell (1911), wel
hes alswesentli
he Erkenntnis die Unters
heidung von Atomkern und {h�ulle bra
hte, dem Aufenthalts-ort der Elektronen. Des Weiteren ging das Modell davon aus, dass die Elektronen si
h auf Bahnenum den Atomkern bewegen, �ahnli
h wie die Planeten des Sonnensystems. Damit verbunden istdann au
h die Vorstellung, dass der Atomkern aufgrund seiner elektris
hen Ladung ein radial-symmetris
hes Feld besitzt, so dass si
h einem Elektron in Abh�angigkeit vom Kernabstand einepotentielle Energie zuordnen l�asst. Neben diesem Energieanteil besitzt das Elektron kinetis
heEnergie, begr�undet dur
h die Bahnbewegung. Damit addieren si
h beide Energiekomponentenzur Gesamtenergie des Elektrons. Das Bohrs
he Atommodell (1913) als Weiterentwi
klungder Rutherfords
hen Theorie postulierte, dass si
h die Elektronen ledigli
h auf ganz bestimm-ten Kreisbahnen bewegen, was bedeutet, die einzelnen Atomradien sind gequantelt, und diemit den Elektronenkreisbahnen verbundenen Energiestufen sind diskret. So werden im Bohr-s
hen Atommodell die Elektronenumlaufbahnen bzw. der Zustand eines Elektrons dur
h dieHauptquantenzahl der Bahnn 2 f1; 2; 3; : : :g (2.1{2)gekennzei
hnet und entspre
hend die damit verbundenen Energieniveaus dur
h En. Im zweitenBohrs
hen Postulat wird reklamiert, dass Elektronen von einer Energiestufe auf eine anderewe
hseln k�onnen. So erfolgt der �Ubergang von einem Quantenzustand in einen energie-rei
heren Zustand dur
h sogenannte Anregung, wel
he in drei Weisen erfolgen kann, undzwar � Sto� (2.1{3a)� optis
he Anregung (Absorption eines Li
htquants) (2.1{3b)� thermis
he Anregung (W�armezufuhr) : (2.1{3
)Au
h ist der inverse Prozess m�ogli
h, n�amli
h dass dur
h Energiezufuhr ein Elektron von einem



21energetis
h h�oheren Niveau auf ein tieferes gebra
ht wird. Dabei wird ein angeregtes Atom dur
hdas einfallende Energiequant veranlasst, ein Photon abzugeben, so dass man diesen Vorgangals Induzierte Emission bezei
hnet. Bleibt dahingegen ein angeregtes Atom ohne �au�erenEin
uss, so verweilt es einen Zeitraum lang in diesem Zustand, um dann dur
h SpontaneEmission eines Photons in den Ausgangszustand zur�u
kzukehren. Einen Niveau�ubergang nenntman au
h Quantensprung. Das Bohrs
he Atommodell wird hier wegen seiner historis
henBedeutung genannt. Es ist aber nur bes
hr�ankt g�ultig und erkl�art ledigli
h Sa
hverhalte vonEinelektronensystemen, wie es zum Beispiel ein Wassersto�atom darstellt. Um den Zustandeines Mehrelektronensystems zu bes
hreiben, nutzt man die Kennungn2S+1 LJ : (2.1{4a)Darin bedeutenn = Hauptquantenzahl des h�o
hsten angeregten Elektrons (2.1{4b)2S + 1 = Multiplizit�at des L{Terms (2.1{4
)L = Quantenzahl des Gesamtbahndrehimpulses der Elektronen (2.1{4d)J = Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses der Elektronenh�ulle (2.1{4e)mit L 2 fS; P; D; F; : : :g : (2.1{4f)F�ur tiefergehende Erl�auterungen der Gr�o�en in (2.1{4a) wird auf die Lehrb�u
her verwiesen,wie zum Beispiel Heitz/St�o
ker{Meier (1998), Abs
hnitt 2.6.5.2, Demtr�oder (1996)und Haken/Wolf (1987), Abs
hnitt 17.3.2. Abs
hlie�end wird zur Verans
hauli
hung von(2.1{4a) ein einfa
hes Beispiel angegeben, es wird n�amli
h ein Einelektronensystem, das Was-sersto�atom, im untersten Energieniveau dargestellt. Die Anwendung von (2.1{4a) liefert12S1=2 = Grundzustand des Wassersto�{Atoms ;und in Abbildung 2.1.2{1 [s. Seite 22℄ sind die mit diesem Grundzustand verbundenenEnergiestufen graphis
h dargestellt. Die Abbildung bezei
hnet man au
h als Terms
hema, unddarin sind A der Hyperfeinfaktor (2.2{22d) und F die Gesamtdrehimpulsquantenzahl [vgl. hierzu(2.2{20)℄.
2.1.3 Atomismus der Elementarteil
henZur Kennzei
hnung der Elementarteil
hen werden messbare Attribute herangezogen. Sol-
he Charakteristika sind zum Beispiel ganz herk�ommli
h die elektris
he Ladung, die Masse,dann aber au
h spezi�s
h mikrophysikalis
he Eigens
haften wie der Spin mit der Einheit �h [vgl.(2.1{20a)℄ sowie das magnetis
he Moment, dessen Einheit je na
h Elementarteil
henart das Bohr-s
he Magneton (2.1{15b) oder das Kernmagneton (2.1{15
) ist, und des Weiteren die Leptonen{und die Baryonenzahl als au
h s
hlie�li
h die Halbwertszeit bzw. die Lebensdauer.Um den Aufbau der Materie [vgl. hierzu au
h die Ausf�uhrungen von Abs
hnitt 2.1.2℄zu bes
hreiben, geht man von einer kleinsten Einheit aus, das meint den kleinsten Teil eines
hemis
hen Elements, wel
her mit 
hemis
hen Mitteln ni
ht weiter aufzul�osen ist. Diese kleinste
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6? F = 1F = 0A12S1=2

Abbildung 2.1.2{1: Terms
hema des Wassersto�grundzustandes 12S1=2Einheit, ein sogenanntes Atom, besteht aus einem Kern, gebildet aus Nukleonen, das hei�t Z Pro-tonen und N Neutronen, und weiter aus Z Elektronen, wel
he die Atom{ bzw. Elektronenh�ulleausma
hen. S�amtli
he Vorg�ange im Zusammenhang mit der Elektronenh�ulle sind Gegenstandder Atomphysik. Dahingegen untersu
ht und bes
hreibt die Kernphysik die Atomkerne. DieSumme aus Protonenzahl (Kernladungszahl) Z und Neutronenzahl N hei�tA = Z +N (2.1{5a)= Massen{ oder Nukleonenzahl :Im Periodensystem der Elemente werden die Atome na
h wa
hsenden Kernladungszahlengeordnet, so dass sie in diesem Zusammenhang au
h als Ordnungszahlen oder Atomnummernbezei
hnet werden. Damit, n�amli
h mit der Ordnungszahl Z und mit der Nukleonenzahl Asowie mit Hilfe eines Symbols f�ur das jeweilige 
hemis
he Element, l�asst si
h jedes Atom imPeriodensystem der Elemente in der WeiseAZ (Symbol) (2.1{5b)darstellen. Als Nuklid bezei
hnet man eine Sorte von Atomen, die jeweils alle in der Protonen-zahl Z und Massenzahl A glei
h sind. Vers
hiedene Nuklide eines Elementes werden unter demBegri� Isotop zusammengefa�t. Sie besitzen die glei
he Protonenzahl, haben aber unters
hied-li
he Massenzahlen. Eine Plejade bildet die Gesamtheit der isotopen Atome eines Elementes.Zus�atzli
h zur Ordnungszahl werden im Periodensystem der Elemente die dur
hs
hnittli
henMassenzahlen der Isotope, das sind die relativen Atommassen Arel eines Elementes, ange-geben. Diese mittleren Massenzahlen ergeben si
h aus den relativen H�au�gkeiten der isotopenAtome einer Plejade [vgl. hierzu Demtr�oder (1996), Bd.3, Abs
hnitt 6.2.4℄. Die Einheitder relativen Atommasse istmu = 1 u = 1; 660565 � 10�27 kg : (2.1{6)Damit ist die Gesamtmasse eines Atoms mabs, au
h absolute Atommasse genannt, dur
hmabs = Arelmu (2.1{7a)



23gegeben. Ebenfalls l�asst si
h die absolute Atommasse gem�a�m = Z mp + N mn + Z me (2.1{7b)bestimmen, wobei das indizierte m der re
hten Seite der Glei
hung jeweils die Masse f�ur dasProton (Index p), das Neutron (Index n) und das Elektron (Index e) bezei
hnet. Im Allge-meinen ist der Beitrag der H�ullenmasse, gebildet aus den Z Elektronen, so gering, dass dieKernmasse die gesamte Atommasse ausma
ht, also der dritte Term in (2.1{7b) ni
ht ber�u
ksi
h-tigt werden brau
ht. Allerdings stellt die Kernmassenbestimmung na
h (2.1{7b) ledigli
h eineN�aherung dar, da beim Zusammenbau von Protonen und Neutronen ein Massenverlust, der so-genannte Massendefekt �m, entsteht [vgl. hierzu Demtr�oder (1996), Bd.3, Abs
hnitt6.2.4℄. Verna
hl�assigt man in (2.1{7b) die geringen Unters
hiede zwis
hen Protonen{ und Neu-tronenmasse sowie den Beitrag des Massendefektes und denjenigen der H�ullenmasse, so liefertein Glei
hsetzen von (2.1{7a,b)Arelmu � (Z + N)m m = mp � mn : (2.1{7
)2.1.4 Drehimpuls und magnetis
hes Moment derElementarteil
henWie im vorangegangenen Abs
hnitt kurz angespro
hen, geh�oren zu den wesentli
hen kennzei
h-nenden Eigens
haften der Elementarteil
hen der Spin und das magnetis
he Moment. Auf beideGr�o�en wird nun vertieft eingegangen.Den Elementarteil
hen lassen si
h jeweils ein Bahndrehimpuls und ein Eigendrehimpuls zuord-nen. Gekoppelt an die jeweilige Bewegung sind magnetis
he Momente. Zur Darstellung dieserZusammenh�ange wird von der klassis
hen Formulierung des Drehimpulses ausgegangen:Lj: = "jkl: xk: pl: ; pl: = mvl: : (2.1{8)Um aus (2.1{8) eine quantenme
hanis
he Gr�o�e zu erhalten, sind die sogenannten Operatorregeln[vgl. hierzu Heitz/St�o
ker{Meier (1998), Abs
hnitt 2.6.2.2℄ anzuwenden, so dass si
hder Bahndrehimpulsoperator in der WeiseL̂j: = "jkl: x̂k: p̂l: = � i �h "jkl: xk: �l: ; (2.1{9a)und der Operator des Drehimpulsquadrates gem�a�L̂2 = L̂j: L̂j: = �h2 xk: �l: (xk: �l: � xl: �k:) (2.1{9b)bildet. Zur Bedeutung der Operatoren siehe au
h Blo
hinzew (1988), x20. Im Folgenden in-teressiert, wel
he Werte die Bahndrehimpulskomponenten und das Bahndrehimpulsquadrat an-nehmen k�onnen. Diese Problemstellung ist die rein mathematis
he Aufgabe der Bestimmung derEigenwerte sowie der zugeh�origen Eigenfunktion aus den entspre
henden Eigenwertglei
hungenf�ur die Operatoren der physikalis
hen Gr�o�e. Im Hinbli
k auf die Eigenfunktion von Bahndrehim-pulsoperator und Operator des Drehimpulsquadrates ist von Bedeutung, dass die Vertaus
hungs-relation vers
hwindet, so dass beide Operatoren eine gemeinsame Eigenfunktion besitzen. DieAufstellung der Eigenwertglei
hungen f�ur (2.1{9a) und (2.1{9b) erfolgt zwe
km�a�ig in sph�ari-s
hen Koordinaten. Hierzu �ndet si
h eine ausf�uhrli
he Re
hnung in Heitz/St�o
ker{Meier
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hnitt 2.6.2.3, und Blo
hinzew (1988), x25. Sie liefert f�ur die Eigenwertedes BahndrehimpulsquadratesL2l = �h2 l (l + 1) ; Ll = jLj:lj = �h [l (l + 1)℄1=2 ; (2.1{10a)sowie f�ur die korrespondierende Eigenfunktion lm(�; �) = Ylm(�; �) = alm Plm(�) exp(im�) ;alm = (4�)�1=2 [(2l + 1) (l�m)!=(l +m)!℄1=2 ; m = jmj : (2.1{10b)In (2.1{10b) sind die Plm(�) die zugeordneten Legendres
hen Polynome erster Art [vgl. hierzuHeitz/St�o
ker{Meier (1998), (2.6{25)℄, und f�ur die Bahndrehimpuls{ oder Neben-quantenzahl l giltl 2 f0; 1; 2; 3 : : :g : (2.1{10
)Die magnetis
he Quantenzahl m kann die Wertem 2 f0;�1;�2;�3 : : :� lg (2.1{10d)annehmen. (2.1{10b) ist au
h Eigenfunktion des Bahndrehimpulsoperators. Ber�u
ksi
htigt manweiter, dass die 3.{Komponente des sph�aris
hen Bahndrehimpulsoperators ledigli
h eine Funk-tion der L�ange � ist, so ergibt die Auswertung der Eigenwertglei
hung f�ur die 3.{Komponentedes BahndrehimpulsesL3:m = �hm : (2.1{11)Na
h (2.1{10a) und (2.1{11) ist das Eigenwertspektrum von Ll und L3: diskret, und es umfasstdie Gesamtheit aller m�ogli
hen Messergebnisse f�ur die me
hanis
hen Gr�o�en (2.1{9a,b).Tragen die Elementarteil
hen Ladungen, so erzeugt die oben genannte Bahnbewegung ein Ma-gnetfeld, das hei�t mit dem me
hanis
hen Bahnmoment ist au
h ein magnetis
hes Bahnmo-ment verbunden. Allgemein gilt f�ur den Zusammenhang beider Momente die Beziehung�i: = 
Li: ; (2.1{12)wobei die Proportionalit�atskonstante 
 das gyromagnetis
he Verh�altnis darstellt. F�ur dieRelation (2.1{12) wird eine positive Ladung des Elementarteil
hens vorausgesetzt. Im Falle ei-ner negativen Elementarladung kehrt si
h das Vorzei
hen des Terms auf der re
hten Seite um.Weitergehende Betra
htungen zu (2.1{12) werden zu (2.1{15�) ausgef�uhrt.Neben den Bahnmomenten besitzen die Elementarteil
hen au
h Eigenmomente. Diese Gr�o�enbezei
hnet man als me
hanis
hes Spinmoment (kurz: Spin) und magnetis
hes Spinmo-ment. Grunds�atzli
h k�onnen die Ergebnisse (2.1{10a) bis (2.1{12) auf die Spinmomente �uber-tragen werden, allerdings sind dabei Besonderheiten zu ber�u
ksi
htigen. Die Versu
he von OttoStern und Walter Gerla
h aus dem Jahre 1921 zeigten, dass f�ur den Elektronenspin nurzwei r�aumli
he Orientierungen m�ogli
h sind, das hei�t anstelle der 2l + 1 Eigenwerte, was f�ur(2.1{11) gilt, ist hier2l + 1 = 2 ) l =: s = 1=2 : (2.1{13a)Mit der in (2.1{13a) eingef�uhrten Spinquantenzahl s liefert (2.1{10a) f�ur das Spinquadrats2 = sj: sj: = 34 �h2 ; s = jsj:j = �34�1=2 �h ; (2.1{13b)



25und die m�ogli
hen Einstellungen f�ur die 3.{Komponente des Elektronenspins sinds3: = �hms ; ms 2 f�1=2;+1=2g ; (2.1{13
)wobei analog zu (2.1{10d) ms die magnetis
he Spinquantenzahl darstellt. Die Ergebnisse(2.1{13) gelten ni
ht nur f�ur das Elektron, sondern au
h f�ur die Nukleonen, so dass die Spinquan-tenzahl s, die �ubli
herweise in der Bezei
hnung "Spin\ angegeben wird, f�ur diese drei Elementar-teil
hen glei
h ist. Als Kernspin bezei
hnet man den Gesamtdrehimpuls eines Atomkerns, dersi
h aus Protonen{ und Neutronenspin als au
h aus den einzelnen Bahndrehimpulsen der Nu-kleonen zusammensetzt [vgl. hierzu Demtr�oder (1998), Bd. 4, Abs
hnitt 2.5℄. Formalgelten die Beziehungen (2.1{10a) und (2.1{11), die f�ur das Kernspinquadrat lautenI2 = Ij: Ij: = �h2 I (I + 1) ; I = jIj:j = �h [I (I + 1)℄1=2 ; (2.1{14a)und f�ur die 3.{Komponente des KernspinsI3: = �hmI : (2.1{14b)Ebenfalls in formaler �Ubereinstimmung mit (2.1{10
,d) sind I die Kernspin{Quantenzahlmit 0 � I � 15=2 (2.1{14
)und mI die magnetis
he Kernspin{QuantenzahlmI = f� I;� I + 1; : : : ; I � 1;+ Ig : (2.1{14d)S
hlie�li
h l�asst si
h au
h f�ur das Li
htquant ein Eigendrehimpuls, der sogenannte Photonen-spin, angeben wie beispielsweise in Heitz/St�o
ker{Meier (1998), (2.6{30), dargestellt.Zur Bere
hnung des magnetis
hen Momentes (2.1{12) geht man von der Vorstellung einesauf einer Kreisbahn umlaufenden Elementarteil
hens aus, wel
hes Ladung tr�agt und somit einenelektris
hen Strom darstellt, der ein magnetis
hes Moment erzeugt. Es gilt dann [vgl. hierzuHeitz/St�o
ker{Meier (1998), (2.6{35)℄�j: = e2m0 Lj: ; (2.1{15a)wobei m0 die Ruhmasse des Elementarteil
hens ist und das Vorzei
hen des re
htsseitigen Termsje na
h Art der Ladung e positiv oder negativ wird. Mit den De�nitionen�B = e �h2me = 9; 274078 � 10�24Am2 ; me = Elektronenruhmasse ; (2.1{15b)�K = e �h2mp = 5; 050824 � 10�27Am2 ; mp = Protonenruhmasse ; (2.1{15
)l�asst si
h (2.1{15a) entweder in Einheiten des Bohrs
hen Magnetons �B oder in Einheitendes Kernmagnetons �K darstellen. Das Kernmagneton ist im Verh�altnis 1=1836 kleiner als dasBohrs
he Magneton, da es anstelle der Elektronenmasse auf die Protonenmasse bezogen wird. Dieexperimentelle Erfahrung zeigt weiterhin, dass es sinnvoll ist, in (2.1{15a) einen sogenannten g{Faktor einzuf�uhren. Dieser g{Faktor kann messte
hnis
h bestimmt werden, so dass si
h daraus



26 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysikdie magnetis
hen Eigens
haften der Elementarteil
hen ableiten lassen. F�ur das magnetis
heBahnmoment des Elektrons gilt mit (2.1{12) und (2.1{15a,b)�j:Bahn = � 
Bahn Lj: = (gl �B=�h)Lj: ; gl = � 1 : (2.1{16a)Oftmals wird das gyromagnetis
he Verh�altnis 
Bahn �h bzw. der g{Faktor in Einheiten �B ange-geben, das hei�t, das magnetis
he Bahnmoment f�ur das Elektron ist glei
h ��B. In Analogiebestimmen si
h das magnetis
he Spinmoment des Elektrons gem�a��j:Spin = � 
Spin sj: = (gs �B=�h) sj: ; gs = � 2; 0023 ; (2.1{16b)sowie das magnetis
he Moment des Kernspins unter Ber�u
ksi
htigung von (2.1{12) und(2.1{15a,
)�j:Kern = 
Kern Ij: = (gI �K=�h) Ij: ;gI = g{Faktor des Kerns, abh�angig von der speziellen Kernstruktur : (2.1{17a)Betra
htet man in (2.1{17a) ledigli
h die 3.{Komponente, so liefert dies f�ur die Extremwerteunter Bea
htung von (2.1{14b,d)�3:Kernjmax = (gI �K) [(�I)℄ : (2.1{17b)Neben dem g{Faktor gI stellt au
h die Kernspin{Quantenzahl I eine Messgr�o�e dar, und bei-spielsweise sind die Beoba
htungen f�ur das ProtonIP = 1=2 gP = 5; 58556 ; (2.1{18a)und f�ur das NeutronIN = 1=2 gN = � 3; 82630 ; (2.1{18b)so dass das magnetis
he Moment entspre
hend (2.1{17b) angegeben werden kann, n�amli
h f�urdas Proton + 2; 79278�K und f�ur das Neutron � 1; 91315�K. Das Faktum, dass das Neutron mitder Elementarladung Null ein magnetis
hes Spinmoment besitzt, ist ein Hinweis darauf, dasssi
h das Neutron aus weiteren Elementen, den sogenannten Quarks, zusammensetzt [vgl. hierzuz.B. Demtr�oder (1997)℄.2.1.5 Mikrophysikalis
he Objekte als Welle und alsTeil
henGegenstand dieses Abs
hnitts ist die Darstellung der Zusammenh�ange zur Bes
hreibungdes Verhaltens der mikrophysikalis
hen Objekte bzw. der Elementarteil
hen. Dabei liegtes nahe, mikrophysikalis
he Objekte als Teil
hen anzunehmen und daraus folgend das Verhal-ten der Objekte mit den Gesetzen der klassis
hen Me
hanik zu bes
hreiben. Eine sol
he Vor-gehensweise ist zul�assig, da sie insbesondere dur
h das Experiment best�atigt wird. Allerdingsexistieren au
h F�alle, bei denen das klassis
he me
hanis
he Modell mit seiner Teil
henvorstel-lung versagt und die Erkl�arung des entspre
henden Ph�anomens allein dur
h die Vorstellung einerWelle m�ogli
h ist. Vom Standpunkt der klassis
hen Me
hanik aus stellt der Sa
hverhalt einenAntagonismus dar, der als Dualismus von Wellen{ und Teil
henbild bezei
hnet wird. ImGegensatz dazu erkennt die Quantentheorie diese beiden Eigens
haften der Elementarteil
hen



27als si
h erg�anzend an, und so spri
ht man in diesem Zusammenhang au
h von Komplementa-rit�at, ein Begri�, der erstmals von Niels Bohr in die Physik eingef�uhrt wurde.Entspre
hend den vorangegangenen Feststellungen werden jedem Elementarteil
hen einekinetis
he Energie Ekin (2.1{19a)Ekin = 
 m0 
2 = 
 (m20 
2 + p2)1=2und einImpuls pi: (2.1{19b)pi: = p (vi:=v) = 
 m0 vi: = (Ekin=
2) vi:mit 
 = [1 � (v=
)2℄�1=2 ; m0 = Ruhmasse ;v2 = vi: vi: ; p2 = pi: pi: ;zugeordnet, und in der Vorstellung der Elementarteil
hen als Welle sind es die Eigens
haftenStrahlungsfrequenz � ; (2.1{19
)Kreisfrequenz ! ; (2.1{19d)Wellenl�ange � : (2.1{19e)Im Besonderen ergeben si
h dann f�ur die Elementarteil
hen des Li
hts und der Materie na
h-folgende Zusammenh�ange. Max Plan
k (1900) hat f�ur die Energie der Li
htquanten, diesogenannte Photonenenergie, die BeziehungEkin = h � = �h ! ;h = 6; 626176 � 10�34Js = Plan
ks
he Konstante ; �h = h=(2�) ; (2.1{20a)gefunden, so dass si
h aus (2.1{19b) in Verbindung mit (2.1{19a) der Photonenimpulsp = jpi:j = h=� = �h=k ; k = 2 �=� = Wellenzahl ; (2.1{20b)ergibt. Mit (2.1{20a,b) wird das klassis
he Wellenbild des Li
hts dur
h ein Teil
henbild erg�anzt.Umgekehrt hat Louis{Vi
tor de Broglie (1924) das Teil
henbild der Materie um das Wel-lenbild erweitert, indem er die Ergebnisse f�ur die Photonen, (2.1{20a,b), auf Elementarteil
hender Materie �ubertragen hat. Glei
hsetzen von (2.1{20a) und (2.1{19a) liefert� = (1=h) 
 m0 
2 ; (2.1{21a)und f�ur die Wellenl�ange des Materieteil
hens, die sogenannte de Broglie{Wellenl�ange, folgtaus dem Impuls (2.1{19b) in Verbindung mit (2.1{20b)� = (h=v) (
 m0)� 1 : (2.1{21b)Teil
henvorstellung (2.1{19a,b) und Wellenvorstellung (2.1{19
-e) sind dur
h die Beziehungen(2.1{20a,b), beziehungsweise (2.1{21a,b), miteinander gekoppelt. Aus (2.1{21b) folgt� = 0 f�ur m0 !1 ;das hei�t, f�ur makroskopis
he Objekte vers
hwindet die de Broglie{Wellenl�ange, und damit trittbei diesen Objekten der Wellen
harakter ni
ht in Ers
heinung.



28 Kapitel 2. Grundlagen aus der QuantenphysikAn dieser Stelle ist zu unterstrei
hen, dass die voran dargestellten Erkenntnisse nur dur
h dasenge Zusammen{ und We
hselwirken von Theorie und Experiment m�ogli
h waren. Diese Syn-ergese bewirkte au
h den weiteren Erkenntnisforts
hritt, denn mit (2.1{20,21) war die Modell-bildung no
h ni
ht vollst�andig. Erst mit der Aufstellung einer Wellenglei
hung dur
h ErwinS
hr�odinger (1926) in Verbindung mit der von Max Born (1926) vorges
hlagenen stati-stis
hen Deutung der L�osungen  dieser Wellenglei
hung war ein konsistentes Wellenmodell f�urTeil
hen gegeben. Born postulierte, dassP (t; xj:) dv = j (t; xj:)j2 dv � ( �  ) dv (2.1{22a)die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur ist, dass einTeil
hen 2 V olumenelement dv = dx1:dx2:dx3:ist. Die Gr�o�e  � in (2.1{22a) bezei
hnet die konjugiert komplexe Wellenfunktion. Des Weiterensoll die NormierungsbedingungZB P dv = 1 (2.1{22b)gelten, wobei B den r�aumli
hen Berei
h bezei
hnet, in dem das Teil
hen mit Si
herheit anzutref-fen ist. DieWellenglei
hung f�ur elektromagnetis
he Wellen wie au
h f�ur Materiewellen s
hreibtsi
h allgemein� = 1u2 �2 �t2 ;� := �j:�j: = Lapla
eoperator ; u = Phasenges
hwindigkeit : (2.1{23)Im Vakuum gilt f�ur die Phasenges
hwindigkeit des Li
htesu = 
 ; 
 = Vakuum{Li
htges
hwindigkeit ; (2.1{24a)so dass damit die klassis
he homogene Wellenglei
hung der Elektrodynamik f�ur denladungs{ und stromfreien Fall� = 1
2 �2 �t2 (2.1{24b)resultiert [vgl. hierzu Heitz/St�o
ker{Meier (1998), Abs
hnitt 2.4℄. Die Wellenglei
hung(2.1{24b) gilt glei
herma�en f�ur die elektris
he Feldst�arke Ei: und die magnetis
he InduktionBi:. Bei Materie ist f�ur die Phasenges
hwindigkeit vonu = p=2m = �hk=2m (2.1{25a)auszugehen, und f�ur station�are Systeme w�ahlt man den Ansatz (t; xj:) = '(xj:) exp(�i!t) ; i := (�1)1=2 ; (2.1{25b)so dass die zeitunabh�angige S
hr�odingers
he Wellenglei
hung in der WeiseEges ' = �� �h22m �+ Epot� ' ; Eges = Ekin + Epot ; (2.1{25
)



29angegeben werden kann. In (2.1{25
) ist die Energie ledigli
h eine Funktion des Ortes. F�ur ni
htstation�are Systeme muss die zeitabh�angige S
hr�odingerglei
hungi �h � �t = �� �h22m �+ Epot�  ; Epot = Epot(t; xj:) ; (2.1{25d)erf�ullt sein. Darin bedeuten (t; xj:) ; '(xj:) = Zustands{ bzw. Wellenfunktion (2.1{25e)Ekin; Epot; Eges = kinetis
he {, potentielle {, Gesamtenergie (2.1{25f)m = Masse des Teil
hens : (2.1{25g)
2.2 Quantene�ekte2.2.1 Super
uidit�atAls Super
uidit�at bezei
hnet man einen Zustand von Vielteil
hensystemen, die bei sehr tiefenTemperaturen, das hei�t, in der N�ahe des absoluten Nullpunktes, ni
ht in den festen Aggregat-zustand �ubergehen. Dieser Quantene�ekt konnte erstmals f�ur das Isotop Helium 4 (4He) na
h-gewiesen werden. Bei bestimmten Temperatur{ und Dru
kverh�altnissen geht das normal
�ussigeHelium, alsHelium I bezei
hnet, in das supra
�ussige Helium II �uber. Allerdings stellt das He-lium II keine ideale Supra
�ussigkeit dar, sondern die Supra
�ussigkeit des Heliums ist ein Gemis
haus Normal{ und Supra
�ussigkeit. Dieser Tatsa
he wird dur
h das sogenannte Zwei
�ussigkeits-modell Re
hnung getragen. Zur Bes
hreibung der theoretis
hen Zusammenh�ange und derEigens
haften der Super
uidit�at wird von der zeitabh�angigen S
hr�odingerglei
hung (2.1{25d)ausgegangen. (2.1{25d) gilt grunds�atzli
h f�ur einzelne Teil
hen, ni
ht aber f�ur Vielteil
hensy-steme, wie es der vorliegende Fall ist. Glei
hwohl l�asst si
h zeigen, dass die potentielle EnergieEpot eines Einzelteil
hens genau dann mit dem 
hemis
hen Potential V der Gesamt
�ussigkeitidenti�ziert werden kann, wenn si
h die Supra
�ussigkeit ni
ht im Bewegungszustand be�ndet[vgl. hierzu Tilley/Tilley (1990)℄, so dass also das 
hemis
he Potential und die Masse einesEinzelteil
hens (2.1{25g) in die S
hr�odingerglei
hung (2.1{25d) eingef�uhrt werden und damitdie Approximation des Vielteil
hensystems errei
ht ist. F�ur die Wellenfunktion als L�osung derS
hr�odingerglei
hung wird (t; xj:) =  0(t; xj:) exp[i �(t; xj:)℄ ; � = Phase der Wellenfunktion ; (2.2{1a)angesetzt, und f�ur das Amplitudenquadrat �  =:  20 ;  � = konjugiert komplexe Wellenfunktion ; (2.2{1b)gilt  20 = �%s=m ; �%s=m = Massendi
hte des supra
uiden Teil
hensystems : (2.2{1
)Ber�u
ksi
htigt man diese Vorgaben in der S
hr�odingerglei
hung (2.1{25d), so liefert diese dieErgebnisse��=�t = �(�h=2m) f(�j:�)2 �� 0= 0g � V=�h (2.2{2a)



30 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysikf�ur den Realteil undi � 0=�t = �(�h=2m) f2i (�j: 0)(�j:�) + i 0��g (2.2{2b)f�ur den Imagin�arteil. Beide Glei
hungen lassen si
h weiter auswerten. F�ur den Realteil (2.2{2a)ges
hieht dies unter Zuhilfenahme der Eigenwertglei
hung f�ur den Impuls des super
uiden Teil-
hens p̂j:  = pj:  ;aus derpj: = mvj:s = �h�j: � ; vj:s = Ges
hwindigkeit relativ zum Inertialsystem ; (2.2{3)hervorgeht. Des Weiteren wird (2.2{1b,
) genutzt, und es l�asst si
h die in einem Inertialsystemg�ultige Super
uid{Bewegungsglei
hungm�vj:s=�t = �(m=2) �j:v2s � �j: V + (�h2=2m) �j: (�%(�1=2)s ��%(1=2)s ) ; v2s = vi: vi: ; (2.2{4a)herleiten. Aus dem Imagin�arteil (2.2{2b) resultiert s
hlie�li
h die Kontinuit�atsglei
hung derSuper
uide��%s=�t = ��j: (�%s vj:s) : (2.2{4b)Unter Verna
hl�assigung des dritten Terms auf der re
hten Seite in der ersten Glei
hung von(2.2{4a) lassen si
h die Bewegungsglei
hungen der klassis
hen Fluiddynamik zum Verglei
h her-anziehen. Diese Gegen�uberstellung zeigt, dass (2.2{4a) der klassis
hen Eulers
hen Glei
hungentspri
ht. Daraus l�asst si
h f�ur die Eigens
haften der Super
uide folgern, dass diese ideale Po-tentialstr�omungen sind, mit vers
hwindender Viskosit�at und vers
hwindender Rotation des Ge-s
hwindigkeitsfeldes [vgl. hierzu Heitz/St�o
ker{Meier (1998), Abs
hnitt 2.7.4.2, undTilley/Tilley (1990), Abs
hnitt 3.3℄. Die gerade genannten Attribute sollen nun n�aherbeleu
htet werden. Zu diesem Zwe
k wird die supra
uide Fl�ussigkeit in einem rotieren-den Gef�a� betra
htet. Bei kleinen Winkelges
hwindigkeiten des rotierenden Gef�a�es bildet diegesamte Fl�ussigkeit einen einfa
h zusammenh�angenden Berei
h, und das Ges
hwindigkeits-feld ist rotationsfrei (wirbelfrei), so dass"ijk: �j: vk:s = 0 ; (2.2{5a)und aus der Kontinuit�atsglei
hung folgtvj:s = 0 ; (2.2{5b)das hei�t, die supra
uide Fl�ussigkeit ruht. Es wird nun die Winkelges
hwindigkeit des rotierendenGef�a�es erh�oht, und es l�asst si
h zeigen, dass au
h f�urvj:s 6= 0 (2.2{5
)die Bedingung (2.2{5a) erf�ullt bleibt. Denn die Fl�ussigkeit formt nun einen mehrfa
h zu-sammenh�angenden Berei
h, bestehend aus Wirbeln. Zur Bere
hnung der Wirbelst�arke einerStr�omung dur
h eine Fl�a
he wird die sogenannte Zirkulation [vgl. hierzu Demtr�oder (1994),Bd.I, Abs
hnitt 8.6.1℄� = IC vj:s dxj: (2.2{6a)



31bestimmt, also das Integral l�angs einer beliebigen ges
hlossenen Kurve C, wel
he ein Fl�a
henst�u
kumrandet. Aufgrund (2.2{5
) kann (2.2{3) in (2.2{6a) genutzt werden, so dass zun�a
hst� = IC [(�h=m) �j:�℄ dxj: (2.2{6b)resultiert, mit dem abs
hlie�enden Ergebnis� = (�h=m)�� : (2.2{7a)Die Zustandsfunktion (2.2{1a) ist einwertig, so dass na
h Dur
hlauf der ges
hlossenen KurveC die Phase � den glei
hen Wert hat wie vor dem Dur
hlauf. So kann also die Phasendi�erenzledigli
h ganzzahlige Vielfa
he von 2 � annehmen, n�amli
h�� = n 2� ; n 2 f0; 1; 2; : : :g : (2.2{7b)Das Resultat (2.2{7b) bedeutet f�ur �, dass nur diskrete Werte erlaubt sind, mit anderen Worten,die Zirkulation ist gequantelt.2.2.2 SupraleitungAnfang des 20. Jahrhunderts wurde der E�ekt beoba
htet, dass f�ur viele Metalle und metall�ahn-li
he Verbindungen der elektris
he Widerstand bei Unters
hreiten einer sto�spezi�s
hen, nahedem absoluten Nullpunkt liegenden, kritis
hen �Ubergangstemperatur sprunghaft klein wird undsomit die elektris
he Leitf�ahigkeit unendli
h gro�. Eine weitere experimentelle Tatsa
heist derMei�ner{O
hsenfeld{E�ekt (1933), das bedeutet, in einem Supraleiter vers
hwindetdie magnetis
he Induktion. Die theoretis
he Bes
hreibung dieser experimentellen Ers
heinungen,also die Entwi
klung einer ad�aquaten Modellvorstellung war ein langwieriger Prozess. Dabei wareine wi
htige Komponente der Theoriebildung die Formulierung einer neuen We
hselwirkung.Denn die Supraleitung als geordneter Zustand, wel
her si
h temperaturabh�angig einstellt, mus-ste ordnenden Kr�aften, n�amli
h We
hselwirkungen, unterliegen. Diese We
hselwirkung wurdeallerdings erst 1950 dur
h ein Zwei{Elektronen{Modell angegeben, wel
hes s
hlie�li
h in die so-genannten Cooper{Paare m�undete [zum We
hselwirkungsmodell siehe Bu
kel (1994), Ab-s
hnitt 2.1℄. Ein tragf�ahiges, atomistis
hes Modell der Supraleitung wurde 1957 vonBardeen,Cooper und S
hrieffer angegeben, also gut ein halbes Jahrhundert na
h erster Beoba
htungder E�ekte. Dieser sogenannten BCS{Theorie gingen ph�anomenologis
he Modelle voran, wiedie Londons
he Theorie sowie deren Weiterentwi
klung dur
h Ginzburg und Landau. Derletztgenannte Ansatz wird im Folgenden dargestellt. Die Anwendung der S
hr�odingerglei
hungauf das Ph�anomen der Supraleitung erfordert no
h einige Vorbetra
htungen. Wie eingangs fest-gehalten, kommt den Cooperpaaren bei der Modellbildung ents
heidende Bedeutung zu. Die-se Paare existieren aufgrund des Elektron{Gitter{We
hselwirkungsme
hanismus, und auf dieseWeise werden makroskopis
he Gr�o�en wie Temperatur und Gitterabstand in das Modell ein-gef�uhrt. Konkret manifestieren si
h diese makroskopis
hen Gr�o�en in der Wellenfunktion, sodass diese in dem hiesigen Zusammenhang au
h als Makrowellenfunktion  (S) bezei
hnetwird. Die potentielle Energie wird wie folgt aufgespaltenEpot = Eext + Eint (2.2{8a)mit dem externen AnteilEext = e0�el ; �el = elektris
hes Skalarpotential ; (2.2{8b)



32 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysikwel
her aus einem von au�en angelegten elektris
hen Feld herr�uhrt, und dem internen AnteilEint = a+ b j (S)j2 ; a; b = reelle Parameter : (2.2{8
)F�ur die Teil
henmasse ist die e�ektive Masse me� anzuhalten, die dur
h Ber�u
ksi
htigung derWe
hselwirkung zustande kommt, und f�ur die Teil
henladung q des Cooperpaares giltq = � 2e0 ; e0 = Elementarladung : (2.2{9)Die Annahmen (2.2{8,9) in (2.1{25d) eingesetzt, ergebeni�h (� (S)=�t) = ĤGL  (S) (2.2{10a)mit dem HamiltonoperatorĤGL = 1=(2me� ) [�i�h�j: � (q=
)Aj:℄2 + q�el + [a + b j (S)j2℄ : (2.2{10b)(2.2{10b) ist im Grunde der verallgemeinerte Hamiltonoperator f�ur eine Ladung [vgl. hierzuHeitz/St�o
ker{Meier (1998), (2.6{14e)℄. Dabei bezei
hnen Aj: und �el die elektrodynami-s
hen Potentiale und 
 ist die Li
htges
hwindigkeit. Die zugeh�orige Wahrs
heinli
hkeitsstrom-di
hte l�asst si
h dann mitJj: = (1=(2me� )) [i�h ( (S)�j: (S)� �  (S)��j: (S))� 2 (q=
)Aj: (S)� (S)℄ (2.2{11a)angeben. In einem Supraleiter gilt in guter N�aherung (S)�j: (S)� �  (S)��j: (S) ;so dass f�ur (2.2{11a)Jj: = (�1=me� ) ((q=
)Aj:  (S)� (S)) (2.2{11b)folgt. Die Beziehungen (2.2{10) und (2.2{11b) sind die elementaren Glei
hungen der Ginz-burg{Landau Theorie, und in der angegebenen Weise sind sie g�ultig f�ur ein Cooperpaar. Den�Ubergang zu einem Mehrteil
hensystem s
ha�t man dur
h Quantisierung des Makrowel-lenfeldes [vgl. hierzu S
hmutzer (1989), Abs
hnitt 13.3.2℄. Demna
h ergibt si
h f�ur dieElektronendi
hte n(S) (S)� (S) ! n(S) :Multiplikation von (2.2{11b) mit der Teil
henladung des Cooperpaares (2.2{9), Einsetzen vonn(S) und Rotationsbildung f�uhren s
hlie�li
h zu� "ijk:�j: Jk: = (�1=
)Bi: (2.2{11
)mit � = (me� =(n(S) q2)) (2.2{11d)= Londons
her MaterialkoeÆzientBi: = "ijk:�j:Ak: (2.2{11e)= magnetis
he Induktion :Damit entspri
ht (2.2{11
) der 2. Londons
hen Materialglei
hung, wel
he den in der Einf�uh-rung erw�ahnten Mei�ner{O
hsenfeld{E�ekt bes
hreibt [siehe hierzu Heitz/St�o
ker{Meier



33(1998), Abs
hnitt 2.7.2.1℄.Von eminenter Bedeutung im Zusammenhang mit der Supraleitung sind die Josephson{E�ekte,wel
he bei s
hwa
h gekoppelten Supraleitern in Ers
heinung treten. Es werden also zwei Supra-leiter di
ht zusammengef�uhrt, dass eine s
hwa
he Kopplung eintritt. Im Hinbli
k auf den Ener-gieoperator der aufzustellenden S
hr�odingerglei
hung sind hier nur Zustands�anderungen infolgevon Variationen der potentiellen Energie Epot(t) von Interesse. Des Weiteren ist die S
hr�odin-gerglei
hung dur
h Kopplungsterme zu erg�anzen, so dass si
h f�ur den Supraleiter 1 und denSupraleiter 2 aus (2.1{25d) das Glei
hungssystemi�h � 1=�t = Epotj1  1 +K  2 (2.2{12a)i�h � 2=�t = Epotj2  2 +K  1 (2.2{12b)ergibt. F�ur die Wellenfunktion wird (t; xj:) = %1=2 exp[i �(t; xj:)℄ (2.2{13a)angesetzt, wobei% = Teil
hendi
hte der Cooperpaare (2.2{13b)� = Phase der Wellenfunktion : (2.2{13
)Einsetzen von (2.2{13) in (2.2{12) sowie separate Betra
htung von Real{ und Imagin�arteil liefernf�ur die jeweiligen Supraleiter�%1=�t = (�2=�h)K (%1%2)1=2 sin(�1 � �2) (2.2{14a)��1=�t = (�1=�h) (Epotj1 +K (%2=%1)1=2 
os(�1 � �2)) (2.2{14b)�%2=�t = (2=�h)K (%1%2)1=2 sin(�1 � �2) (2.2{14
)��2=�t = (�1=�h) (Epotj2 +K (%1=%2)1=2 
os(�1 � �2)) : (2.2{14d)Ist die Konstruktion der beiden kombinierten Supraleiter derart, dass ein symmetris
her Aufbauvorliegt, so kann%1 = %2 = %gesetzt werden. Damit f�uhrt die Addition von (2.2{14b) und (2.2{14d) zu�(�1 � �2)=�t = (1=�h) (Epotj2 � Epotj1) (2.2{15a)= ((2 e0)=�h)U(t) ;wobei e0 gem�a� (2.2{9) und U(t) die Spannung ist. Aus (2.2{14a) und (2.2{14
) folgt mit Be-a
htung der Symmetriebeziehung f�ur die Teil
hendi
hte der CooperpaareJS(t) := ��%1=�t = �%2=�t = ((2K)=�h) % sin(�1 � �2) ; J0 := ((2K)=�h) % :(2.2{15b)Die beiden Glei
hungen (2.2{15a,b) sind die Josephson{Glei
hungen. In (2.2{15b) ist JS(t)die Cooperpaar{Stromdi
hte und J0 bes
hreibt die kritis
he Stromdi
hte.



34 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysik2.2.3 Energieaufspaltung und Teil
henkinematik dur
hMagnetfeldeinwirkungSetzt man allgemein ein magnetis
hes Moment einem Magnetfeld aus, so kommt es zu We
h-selwirkungen. Gegenstand dieses Abs
hnittes sind die We
hselwirkungen der magnetis
hen Mo-mente (2.1{16a,b) und (2.1{17a) untereinander sowie diejenigen mit einem �au�eren Magnetfeld.Zur Bes
hreibung der Zusammenh�ange nutzt man au
h die Gesetzm�a�igkeiten der klassis
henPhysik. Der Drehimpulssatz der klassis
hen Me
hanik sagt aus, dass die zeitli
he �Ande-rung des Drehimpulses Di: eine Funktion des einwirkenden Drehmomentes Mi: ist, das hei�tDi:=dt = Mi: : (2.2{16a)Gem�a� den Gesetzen der klassis
hen Magnetostatik wirkt auf ein magnetis
hes Moment �i:,das einem �au�eren homogenen Magnetfeld Bi:ext ausgesetzt ist, das DrehmomentMj: = "jkl: �k:Bl:ext ; (2.2{16b)und verbunden mit diesem Drehmoment ist die potentielle magnetis
he EnergieVmag = ��j:Bj: : (2.2{16
)Zun�a
hst wird nun die We
hselwirkung zwis
hen dem magnetis
hen Moment des Elektronen-spins, (2.1{16b), und dem Magnetfeld, wel
hes dur
h die Bahnbewegung des Elektrons erzeugtwird, untersu
ht. Diese We
hselwirkung bezei
hnet man als Spin{Bahn{Kopplung, die si
hme
hanis
h dur
h Addition von Bahndrehimpuls (2.1{10,11) und Eigendrehimpuls des Elektrons(2.1{13) vollzieht, alsojk: = Lk: + sk: (2.2{17a)= Drehimpuls der Spin{Bahn{Kopplung (SBK)mit j3: = �hmj ;j2 = �h2 j (j + 1) ; j = jjk:j = �h [j (j + 1)℄1=2 ;j = SBK{Quantenzahl ; j = jl � sj = jl � 1=2j ;mj = magnetis
he SBK{Quantenzahl ; mj2 f� j;� j + 1; : : : ; j � 1;+ jg : (2.2{17b)Das, analog (2.1{16,17a), zu (2.2{17a) geh�orige Magnetis
he Moment des SBK{Drehim-pulses wird mit�k:SBK = 
SBK jk: = (�gj �B=�h) jk: ; gj = g{Faktor des SBK{Drehimpulses (2.2{17
)angegeben [vgl. hierzu Haken/Wolf (1987), (13.17)℄. Zur Bere
hnung des magnetis
henPotentials bzw. der Spin{Bahn{Kopplungsenergie setzt man gem�a� (2.2{16
)VFS = ��k:SpinBk:Bahn (2.2{18a)an, was mit (2.1{16b) zuVFS = (2=�h)�B sj:Bj:Bahn (2.2{18b)



35f�uhrt. Mit klassis
h{relativistis
hen Re
hnungen l�asst si
h die Gr�o�e des MagnetfeldesBj:Bahn be-stimmen, und man gelangt s
hlie�li
h zu [vgl. zum BeispielHaken/Wolf (1987), Abs
hnitt12.8℄ VFS � 12  Z e2 �0 �h28 �m2e r3 ! [j (j + 1)� l(l + 1)� s(s+ 1)℄ : (2.2{18
)Der Ausdru
k (2.2{18
) ist die sogenannte Feinstrukturaufspaltung mitZ = Kernladungszahl (2.2{18d)�0 = Induktionskonstante (2.2{18e)r = Bahnradius des Elektrons : (2.2{18f)Streng gen�ugt (2.2{18
) ni
ht der Quantentheorie, sondern es bedarf no
h Korrekturen. Eineexakte und ausf�uhrli
he Bere
hnung der Feinstrukturaufspaltung �ndet si
h zum Beispiel inS
hpolski (1978), x 204.Betra
htet man den SBK{Drehimpuls (2.2{17a) in einem �au�eren homogenen Magnetfeld Bj:ext,so liefert, wie s
hon zu (2.2{18a), der Ansatz (2.2{16
)VZ = ��j:SBK Bj:ext (2.2{19a)= (gj �B=�h) jk:Bk:extmit gj = 1 + j (j + 1) + s (s+ 1)� l(l + 1)2j (j + 1) : (2.2{19b)(2.2{19) bes
hreibt den anomalen Zeemann{E�ekt. Ohne Ber�u
ksi
htigung des Elektronen-spins (das bedeutet Spinquantenzahl s = 0) vers
hwindet der zweite Term auf der re
hten Seitevon (2.2{19b), und es resultiert in (2.2{19a) der normale Zeemann{E�ekt.In glei
her Weise wie zu (2.2{18) und (2.2{19) werden nun Energieterme angegeben, die zumeinen aus der We
hselwirkung zwis
hen dem magnetis
hen Moment des Kernspins, (2.1{17a),und dem Magnetfeld der Elektronenh�ulle resultieren sowie zum anderen aus der Korrespondenzvon (2.1{17a) mit einem �au�eren homogenen Magnetfeld. Zur Herleitung der Hyperfeinstruk-turaufspaltung koppelt man den SBK{Drehimpuls (2.2{17a) mit dem Kernspin (2.1{14) dur
hAddition zum Gesamtdrehimpuls (GD) des AtomsF k: = jk: + Ik: ; (2.2{20a)wobeiF 3: = �hmF ;F 2 = �h2 F (F + 1) ; F = jF k:j = �h [F (F + 1)℄1=2 ;F = GD{Quantenzahl ; F = f j + I; j + I � 1; : : : ; j � Ig ;mF = magn. GD{Quantenzahl ; mF2 f�F;�F + 1; : : : ; F � 1;+Fg : (2.2{20b)In Analogie zu (2.2{17) wird zum Gesamtdrehimpuls des Atoms ein magnetis
hes Moment, dassogenannte e�ektive magnetis
he Moment�j:e� = �j:e� (F;mF ) (2.2{21a)



36 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysikals Funktion der Gesamtdrehimpuls{Quantenzahl F und der magnetis
hen Gesamtdrehimpuls{Quantenzahl mF angegeben. Aus der Breit{Rabi{Formel ergibt si
h f�ur die 3.{Komponentedes e�ektiven magnetis
hen Momentes [vgl. hierzuVanier/Audoin (1989), Abs
hnitt 4.1.1℄�3:e� = � 12 (gJ �B � gI �K)� 2mF2I + 1 + x��1 + 4mF2I + 1 x + x2��1=2 (2.2{21b)mit x := 1�VHFS (gJ �B � gI �K) B (2.2{21
)�VHFS = VHFS(F = I + 1=2)� VHFS(F = I � 1=2) : (2.2{21d)Dabei sei B die 3.{Komponente eines inhomogenen Magnetfeldes, und VHFS ist gem�a� (2.2{22f).In (2.2{21b) gilt das positive Vorzei
hen f�ur F = I � 1=2 und das negative Vorzei
hen f�urF = I + 1=2. Zur Bere
hnung der magnetis
hen Zusatzenergie geht man wie in (2.2{18a) bzw.(2.2{16
) vonVHFS = ��k:KernBk:j (2.2{22a)aus. Der Vektor Bk:j repr�asentiert das von der Elektronenh�ulle induzierte Magnetfeld. Es istde�niert gem�a�Bk:j = �Bj (jk:=j) ; Bj= jBk:jj ; (2.2{22b)das hei�t, die Ri
htung des magnetis
hen Gesamtmomentes der Elektronenh�ulle ist antiparal-lel zur Ri
htung des SBK{Drehimpulses. Die Elektronenh�ulle setzt si
h im Allgemeinen ausmehreren negativ geladenen Elementarteil
hen zusammen, was dann dahingehend Ber�u
ksi
h-tigung �ndet, dass die entspre
henden Quantenzahlen dur
h Gro�bu
hstaben gekennzei
hnetsind, allerdings gen�ugt im Kontext dieser Ausf�uhrung die Betra
htung der Einelektronensyste-me. Einsetzen von (2.1{17a) und (2.2{22b) in (2.2{22a) liefertVHFS = (gI �K Bj=�h2) [j (j + 1)℄�1=2 Ik: jk: ; (2.2{22
)und mit A = (gI �K Bj) [j (j + 1)℄�1=2 (2.2{22d)= HyperfeinfaktorIk: jk: = (�h2=2) [F (F + 1)� j (j + 1)� I (I + 1)℄ (2.2{22e)s
hreibt si
h (2.2{22
), die Energie der Hyperfeinstruktur, kurz [vgl. hierzu Heitz/St�o-
ker{Meier (1998), (2.6{46e)℄VHFS = (A=2) [F (F + 1)� j (j + 1)� I (I + 1)℄ : (2.2{22f)Der Hyperfein{Zeemann{E�ekt tritt dann auf, wenn auf den Gesamtdrehimpuls des Atoms(2.2{20a) ein �au�eres homogenes Magnetfeld Bj:ext einwirkt. Die analytis
he Bestimmung derHyperfein{Zeemann{Aufspaltung ist vollkommen analog zu (2.2{19a), das hei�t man ma
ht denAnsatzVHZ = � (�j:SBK + �j:Kern)Bj:ext : (2.2{23a)In der weiteren Bere
hnung von (2.2{23a) wird f�ur �j:Kern der Ausdru
k (2.1{17a) eingesetzt.Vom magnetis
hen Moment des SBK{Drehimpulses ist im Experiment ledigli
h die Projektion



37von �j:SBK auf die Ri
htung von jk: beoba
htbar [vgl. hierzu die Ausf�uhrungen von Heitz/St�o-
ker{Meier (1998) zu (2.6{44)℄, so dass �j:SBK dur
h(�k:SBK)j = � (gj �B=�h) jk: (2.2{23b)zu substituieren ist. gj ist gem�a� (2.2{17
) bzw. (2.2{19b) der g{Faktor des SBK{Drehimpulses.Ma�gebli
h sind in (2.2{23a) die 3.{Komponenten der Vektoren, also diejenigen in Ri
htung desFeldes Bk:ext, so dass si
h zun�a
hstVHZ = �B B3:ext [(gj=�h) j3: � (gI=�h) (�K=�B) I3:℄ (2.2{23
)ergibt. F�ur die Vektorkomponenten j3: und I3: sind die beoba
htbaren Werte zu bestimmen, wasdur
h sukzessive Mittelung errei
ht wird [vgl. hierzu Landau/Lifs
hitz (1979), x 113℄ unds
hlie�li
h f�ur (2.2{23
) zuVHZ = gF �BmF B3:ext (2.2{23d)mit gF = gj F (F + 1) + j (j + 1)� I (I + 1)2F (F + 1) (2.2{23e)��K�B gI F (F + 1) + I (I + 1)� j (j + 1)2F (F + 1)f�uhrt.Neben der bes
hriebenen Segmentierung der Energie evozieren Magnetfelder ein kinemati-s
hes Verhalten des Elektrons bzw. Kerns. So wirkt ein �au�eres homogenes Magnetfeldeinerseits derart auf den magnetis
hen Dipol von Kern oder Elektron, dass si
h dieser wie einkonventioneller Magnet parallel oder antiparallel zur Feldri
htung einstellt, andererseits besit-zen Kern und Elektron dur
h ihr Rotationsverhalten [vgl. hierzu (2.1{10,11) und (2.1{13,14)℄ dieEigens
haften eines Kreisels, so dass sie si
h der Ingerenz des Magnetfeldes zu entziehen su
henund daher eine Pr�azessionsbewegung um die Feldri
htung ausf�uhren. Dieses Kreiselmodell hatLarmor (1857{1942) f�ur die den Atomkern umkreisenden Elektronen entwi
kelt, und so wirddie Auswei
hbewegung des magnetis
hen Dipols als Larmor{Pr�azession bezei
hnet. Allgemeinbestimmt si
h die Pr�azessionsfrequenz gem�a�! = jMi:j=(jDi:j sin �) = j�i:jjBi:j=jDi:j ; (2.2{24a)wobeiMi: = Drehmoment (2.2{24b)Di: = Drehimpuls (2.2{24
)� = Winkel zwis
hen Feldri
htung und der Ri
htung von Di: (2.2{24d)�i: = magnetis
hes Moment (2.2{24e)Bi: = �au�eres homogenes Magnetfeld : (2.2{24f)Das Pr�azessionsmodell (2.2{24) l�asst si
h auf Kern wie au
h Elektron anwenden, so dass dieLarmorpr�azession allgemein dur
h!L = 
 B (2.2{25)angegeben wird. 
 ist das jeweilige gyromagnetis
he Verh�altnis, das bereits zu (2.1{16) und(2.1{17a) eingef�uhrt worden ist, und B ist der Betrag des Magnetfeldes.



38 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysik2.2.4 KernspinresonanzKernspin{Resonanz, im Englis
hen mit "nu
lear magneti
 resonan
e (NMR)\ bezei
hnet,meint unter anderem die Ausl�osung einer Ri
htungs�anderung der Drehimpulsa
hse des Atom-kerns dur
h ein �au�eres magnetis
hes We
hselfeld, wenn der Kern in einem homogenen magne-tis
hen Feld pr�azediert. Ebenfalls eine Ri
htungs�anderung ist bei der translatoris
hen Bewegungeines Atoms im inhomogenen Magnetfeld zu beoba
hten, n�amli
h eine Abwei
hung von der gerad-linigen Bewegung. Eine qualitative und analytis
he Bes
hreibung beider Ph�anomene vermitteltdieser Abs
hnitt.Na
hfolgende Darstellungen beziehen si
h auf ein ni
ht inertiales Beoba
htungssystem Sa. Damitstellt si
h das in der vorangegangenen Einf�uhrung bes
hriebene Magnetfeld in der WeiseaBk:ext = aBk: + Æ aBk:(t) (2.2{26a)dar, wobeiaBk: = aB Æk3: (2.2{26b)= �au�eres, homogenes magnetis
hes FeldaB = j aBk:j (2.2{26
)Æ aBk:(t) = Æ aB [
os (!t); sin (!t); 0℄ (2.2{26d)= �au�eres, transversales magnetis
hes We
hselfeld! = Rotationsfrequenz des magnetis
hen We
hselfeldes : (2.2{26e)Um die Kernspindynamik ans
hauli
h darzustellen, werden na
hstehende Festsetzungen getrof-fen. I = 1=2 ; (2.2{27a)so dassmI 2 f�1=2;+1=2g ; (2.2{27b)was eins
hr�ankend bedeutet, dass der Kernspin grunds�atzli
h zwei Einstellm�ogli
hkeiten hat [vgl.hierzu (2.1{14) in Verbindung mit (2.2{27b)℄, vorzugsweise in Ri
htung der 3.{A
hse.Quantita-tive Aussagen zum Kernspinverhalten liefert erst die L�osung der zeitabh�angigen S
hr�odin-gerglei
hung. F�ur dieses Ziel wird unter Ber�u
ksi
htigung der beiden Einstellm�ogli
hkeiten desKernspins f�ur die Wellenfunktion (t) = C1(t)  " + C2(t)  # =  C1(t)C2(t) ! (2.2{28a)angesetzt, wobei  " diejenige Wellenfunktion mit Orientierung des Kernspins in Ri
htung derpositiven 3.{A
hse ist, und demgem�a� steht  # f�ur die Wellenfunktion, die der inversen Ri
htungentspri
ht. Sie gen�ugen den Beziehungen " =  10! ;  �" = (1; 0) ; # =  01! ;  �# = (0; 1) : (2.2{28b)



39Um einen physikalis
hen Ausdru
k f�ur die Kernspin{Wellenfunktion herzuleiten, wertet mandie zeitabh�angige S
hr�odingerglei
hung aus, die unter Verna
hl�assigung der kinetis
henEnergiei�h � =�t = Epot  (2.2{29a)lautet. F�ur die potentielle Energie l�asst si
h aus (2.2{16
) in Verbindung mit (2.1{17a) und mitgI = 1, also in klassis
her Betra
htung, der Ausdru
kEpot = � (e=2mp) Ij:Bj:bzw. in Operators
hreibweiseEpot := (e=2mp) Îj:Bj:herleiten. Aufgrund der Restriktion (2.2{27) lassen si
h f�ur Îj: die Paulis
hen Spinmatrizen[vgl. hierzu Heitz/St�o
ker{Meier (1998), (2.6{28)℄ anwenden, so dass s
hlie�li
hEpot = � e �h2mp �  B3: B1: � i B2:B1: + i B2: �B3: ! (2.2{29b)gefunden wird und damit die zeitabh�angige S
hr�odingerglei
hung mit Bea
htung von (2.2{28a)und (2.2{26) die Formen(�h!0=2)C1(t) + ��K Æ aB exp[�i ! t℄� C2(t) = i �h �C1(t)=�t (2.2{29
)��K Æ aB exp[i ! t℄� C1(t)� (�h!0=2)C2(t) = i �h �C2(t)=�t (2.2{29d)annimmt. In (2.2{29
,d) wurde die Abk�urzung�K B = �h!L = �h!0=2eingef�uhrt, das hei�t, !0 ist die zweifa
he Larmorfrequenz. F�ur die zeitabh�angigen KoeÆzientenC1(t) und C2(t) w�ahlt manC1(t) = A1(t) exp[�i!0t=2℄C2(t) = A2(t) exp[i!0t=2℄ ;so dass si
h die Glei
hungen (2.2{29
,d) ini�h �A1=�t = A2 �K Æ aB exp[�i(! � !0) t℄ (2.2{29e)i�h �A2=�t = A1 �K Æ aB exp[i(! � !0) t℄ (2.2{29f)�uberf�uhren lassen. Induziert man dur
h das We
hselfeld Resonanz, also! = !0 bzw: ! � !0 = 0 ; (2.2{29g)vereinfa
hen si
h die Glei
hungen (2.2{29e,f), und man gelangt zur S
hwingungsglei
hung einesharmonis
hen Oszillators. Daf�ur l�asst si
h eine L�osung unmittelbar angeben, und man �ndets
hlie�li
h f�ur die KoeÆzienten A1 und A2A1(t) = A sin(
t + ')A2(t) = iA 
os(
t + ') ;



40 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysikso dass die KoeÆzienten C1 und C2 den BeziehungenC1(t) = A sin(
t + ') exp[�i!0t=2℄ (2.2{29h)C2(t) = iA 
os(
t + ') exp[i!0t=2℄ (2.2{29i)gen�ugen, und f�ur die Kreisfrequenz 
 gilt
 = (�K Æ aB)=�h : (2.2{29j)Aus der Normierungsbedingung der Wellenfunktion ergibt si
hA = 1 ;und dur
h ad�aquate Wahl des Null{Zeitpunktes ist die Phasenvers
hiebung' = 0 ;so dass die Kernspin{Wellenfunktion (2.2{28a) mit (t) = �  " + �  # ; (2.2{29k)wobei� = sin(
t) exp[�i!0t=2℄ ; (2.2{29l)� = i 
os(
t) exp[i!0t=2℄ ; (2.2{29m)anges
hrieben werden kann. Mit Hilfe der zeitabh�angigen S
hr�odingerglei
hung (2.2{29a) istdie Kernspin{Wellenfunktion bestimmt, so dass nun ein Beoba
htungswert f�ur die 3.{Komponente des Kernspins bere
hnet werden kann, was dur
hÎ3:  = �h2  1 00 �1 !  �� ! = �h2  ��� ! ; (2.2{30a)also dur
h Bilden des Erwartungswertes erfolgt. Multiplikation von (2.2{30a) mit der konjugiertkomplexen Wellenfunktion  � liefert s
hlie�li
h den gesu
hten Erwartungswert< Î3: > = ��h=2 
os(2 
t) : (2.2{30b)In (2.2{30b) ist f�ur den Zeitpunkt t = 0 der Kosinus glei
h 1, und die 3.{Komponente desKernspins zeigt na
h unten. W�ahlt man das Argument des Kosinus so, dass 2
t = �=2, dannvers
hwindet die 3.{Komponente, und f�ur 2
t = � zeigt sie na
h oben. Die beiden anderenKomponenten gen�ugen jeweils< Î1: > = ��h=2 sin(2 
t) sin(!0 t) (2.2{30
)< Î2: > = �h=2 sin(2 
t) 
os(!0 t) : (2.2{30d)Im Folgenden wird ein weiteres Ph�anomen der Ri
htungs�anderung bes
hrieben, n�amli
h die�Anderung der Bewegungsri
htung eines Teil
hens im inhomogenen Magnetfeld. Diediesbez�ugli
hen theoretis
hen Zusammenh�ange sind einfa
h, da sie si
h aus der klassis
hen Me-
hanik bzw. Magnetostatik ergeben, so dass hier ledigli
h die Ergebnisse angegeben werden.Wohl ist dieser E�ekt von gro�er Bedeutung, denn Stern und Gerla
h konnten in ihren Ex-perimenten (1921) zeigen, wie man die Ablenkung von Atomen zum Na
hweis der Orientierung



41magnetis
her Dipole nutzen kann. Rabi entwi
kelte das Verfahren dahingehend weiter, dass si
hau
h magnetis
he Dipol�uberg�ange, also Umklappungen wie zum Beispiel mit (2.2{30b) gezeigt,belegen lassen.Verl�asst ein Atom eine Atomstrahlquelle Q mit der Ges
hwindigkeitavi:Q � vQ Æi1: (2.2{31)in Ri
htung der 1.a{A
hse des Beoba
htungssystems Sa, so erf�ahrt der Ges
hwindigkeitsvektorbei Vorhandensein eines inhomogenen Magnetfeldes senkre
ht zur 1.a{A
hse, f�ur gew�ohnli
h die3.a{A
hse, eine zeitli
he �Anderung. Diese Ablenkung resultiert aus der auf das Atom einwirken-den KraftaKk: = a�j:e� a�k: aBj: (2.2{32a)bzw. mit der gew�ahlten KoordinatensystemdarstellungaKk: = a�3:e� a�3: aB Æk3:; (2.2{32b)wobeia�j:e� = e�ektives magnetis
hes Atommoment im System Sa gem�a� (2.2{21) (2.2{32
)aBj: = �au�eres, inhomogenes Magnetfeld, dargestellt in Sa : (2.2{32d)Ordnet man l�angs des Atomstrahlweges zwei inhomogene Magnetfelder MF1 und MF2 na
hein-ander an, wobei f�ur die Feldgradientena�3: aBjMF1 = � a�3: aBjMF2 (2.2{33)gelten m�oge, so kompensiert si
h die Ablenkung.2.3 Spezielle quantenme
hanis
he Verfahren2.3.1 AtominterferometrieF�ur die Atominterferometrie sind Raman{�Uberg�ange von gro�er Bedeutung, denn ein opti-s
her Puls bzw. Raman{Puls induziert eine �Uberlagerung vers
hiedener Energiezust�ande undliefert auf diese Weise r�aumli
h getrennte Materiewellen. So sind die Raman{Pulse und Raman{�Uberg�ange wi
htige Komponenten eines Atominterferometers. Zur Erl�auterung des prinzipiellenVorgangs eines Raman{�Ubergangs wird ein Zwei{Niveau{Atom betra
htet. Das bedeutet, eswerden ledigli
h zwei Energiezust�ande ber�u
ksi
htigt, symbolisiert dur
h ja > und jb >. F�ur dasAtom wird ein Impuls pi: angenommen, so dass das Atom insgesamt dur
h die Kennzei
hnungja; pi: > = Zustand des Atoms (vor einem Raman{Puls) (2.3{1)
harakterisiert ist. Ausgehend von diesen Voraussetzungen absorbiert das Atom ein Photon 1mit �h ki:1 = Impuls des Photon 1 ; h = �h 2� ; (2.3{2a)



42 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysik
6

?
angeregterZustand
Zustand bZustand a

!1 !2

Abbildung 2.3.1{1: Raman{�Ubergangwobeiki:1 = (!1=
) ri: = Wellenvektor 1 (2.3{2b)ri: = Vektor ? Wellenfront : (2.3{2
)In (2.3{2) ist !1 die Frequenz des Photons 1, h ist die Plan
ks
he Konstante und 
 ist dieLi
htges
hwindigkeit. Dur
h die Aufnahme des Photons 1 wird das Atom in einen angeregtenZustand �uberf�uhrt und in diesem Zustand wird ein weiteres, gegenl�au�ges Photon 2 aufgenom-men. Das Photon 2 induziert eine Spontane Emission, so dass ein Photon 2 das Atom verl�asst,was s
hlie�li
h zujb; pi: +�pi: > = Zustand des Atoms (na
h einem Raman{Puls) (2.3{3a)mit �pi: = �h (ki:1 � ki:2) =: �hki:e� ; ki:e� = e�ektiver Wellenvektor ; (2.3{3b)f�uhrt. Der Prozess, der von (2.3{1) na
h (2.3{3) f�uhrt, ist ein Raman{�Ubergang, und mit diesemverbunden ist ein me
hanis
her E�ekt, n�amli
h eine Impuls�anderung gem�a� (2.3{3b). Sind dieBewegung des Atoms und der Laserstrahl in Ri
htung einer Koordinatena
hse, zum Beispiel der3.{Koordinatena
hse, so s
hreibt si
h (2.3{3b) einfa
h�p3: = �h ke� ; ke� = k1 + k2 : (2.3{3
)Wie ein Verglei
h von (2.3{1) mit (2.3{3a) zeigt, �andert si
h ni
ht nur der Impuls, sondernebenfalls der innere Zustand, n�amli
h der Energiezustand von ja > na
h jb >. Die Abbildung2.3.1{1 [s. Seite 42℄ verans
hauli
ht diesen Vorgang. Die entspre
hende Wellenfunktion ist	 = 	a +	b (2.3{4)= Ae�i �a +B e�i �b ;



43wobei 	a und 	b die mit dem jeweiligen inneren Zustand verbundenen Wellenfunktionen desAtoms sind. Mit dem Ansatz einer ebenen Welle resultiert der Ausdru
k der zweiten Zeile. Dabeisind A und B die Amplituden, und �a und �b sind die Phasen der einzelnen Wellenpakete.Im Hinbli
k auf die We
hselwirkung des Atoms mit Li
ht ist folgende Unters
heidung erforder-li
h. Die Wirkungsweise eines Raman{Pulses kann gesteuert werden dur
h Modi�kation der Am-plitude, der We
hselwirkungszeit und der Abstimmung des Pulses. Insofern kann ein Raman{Pulsvers
hiedene Funktionen haben. Ist der Puls entspre
hend eingestellt, so kann er als Strahlteilerwirken, und in dieser Funktion bezei
hnet man ihn als �=2�Puls, wie es au
h von der Kernspin{Resonanz her bekannt ist. Eine andere Einstellung erzeugt einen ��Puls mit der Funktion einesSpiegels, denn f�ur das einzelne Wellenpaket invertieren sowohl der innere Zustand als au
h derImpuls. Auf diese Weise sind die Raman{Pulse geeignete Bestandteile eines Atominterferometers.Die Abbildung 2.3.1{2 [s. Seite 43℄ zeigt ein typis
hes Bild eines sol
hen Atominterferometers.Klassis
h wird dur
h ein Interferometer ein Wellenpaket aufgespalten, die Einzelstrahlen wer-

6 6 6
? ? ?

Raum

Zeit�=2� Puls � � Puls �=2� PulsT = 0 T 2T

Pfad C1Pfad C2
ja >jb > ja >jb >

Abbildung 2.3.1{2: Prinzipskizze eines Raman{Atominterferometersden abgelenkt und wieder zusammengef�uhrt, so dass es zur Interferenz kommt. Glei
herma�engilt dieses f�ur ein Atominterferometer, dessen geometris
her Strahlverlauf in der Abbildung



44 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysik2.3.1{2 [s. Seite 43℄ dargestellt ist. Im Folgenden werden die vers
hiedenen Trajektorien derWellenpakete bzw. Phasen �a und �b analytis
h f�ur eine Font�anenbewegung bes
hrieben.In einer Font�ane bewegen si
h die Atome zuerst aufw�arts, und wenn sie eine gewisse H�ohe errei
hthaben, fallen sie infolge der S
hwere wieder zur�u
k. Mit der De�nitionx3:(t) =: z(t)gilt f�ur den Weg eines Teil
hensz(T ) = �(1=2)gT 2 + v0T + z0 (2.3{5a)mit g = S
hwerebes
hleunigung (2.3{5b)v0 = Anfangsges
hwindigkeit (2.3{5
)z0 = Anfangsh�ohe (2.3{5d)T = Flugzeit : (2.3{5e)Der erste Raman{Puls wirkt auf den Materiestrahl zum Zeitpunkt T = 0, und dieser �=2{Pulsspaltet die Materiewelle in zwei Pakete mit vers
hiedenen Impulsen auf. Aus diesem Grundebewegen si
h die einzelnen Pakete auf vers
hiedenen Pfaden, das hei�tC1 = Trajektorie der Welle 1 bzw. Phase 1C2 = Trajektorie der Welle 2 bzw. Phase 2 :Die beiden Pfade verfolgend, gilt f�ur den AnfangzC1(T = 0) = z0 (2.3{6a)zC2(T = 0) = z0 : (2.3{6b)Na
h dem Zeitintervall T haben die einzelnen Wellenpakete die Positionen und Ges
hwindigkei-ten zC1(T ) = (�1=2)gT 2 + (v0 +�v)T + z0 v1 = v0 +�v � gT (2.3{6
)zC2(T ) = (�1=2)gT 2 + v0 T + z0 v2 = v0 � gT (2.3{6d)errei
ht. In (2.3{6
) wird dur
h �v f�ur das Paket, wel
hes den Raman{�Ubergang vollzogen hat,die Impuls�anderung (2.3{3
) ber�u
ksi
htigt. Zum Zeitpunkt T sind beide Wellenpakete einem�{Puls ausgesetzt, wel
her zu einer Inversion des inneren Zustands und einer Impuls�anderungf�uhrt. So gilt anstelle der Ges
hwindigkeiten (2.3{6
,d) dannv1 = v0 +�v � gT ��vv2 = v0 � gT +�v :Na
h einem weiteren Zeitintervall T be�nden si
h beide Wellenpakete an der PositionzC1(2T ) = zC2(2T ) = �2gT 2 + (2v0 +�v)T + z0 ; (2.3{6e)was bedeutet, dass si
h beide Wellenpakete an glei
her Stelle be�nden und si
h �uberlappen.



45Nun soll das Verhalten der Phasen der einzelnen Wellenpakete genauer betra
htet werden. Diegesamte Phasendi�erenz zwis
hen den Wegen C1 und C2 ist��tot = ��Weg +��Li
ht ; (2.3{7a)wobei ��Weg = Phasendi�erenz infolge freier Propagation (2.3{7b)��Li
ht = Phasendi�erenz infolge der We
hselwirkung mit Li
ht : (2.3{7
)(2.3{7b) kann verna
hl�assigt werden, da die jeweiligen Beitr�age l�angs der beiden Pfade identis
hsind [vgl. hierzu Peters et al. (1997)℄. Insofern verbleibt ledigli
h (2.3{7
), was nun einge-hender betra
htet wird. Interagiert ein Atom mit Li
ht, so wird dem Atom die Phase des Li
htesdur
h den sogenannten Phasenfaktorexp[�i (kj: xj: � ! tn � 'n)℄ = exp[�n℄ (2.3{8a)aufgepr�agt, und es sindkj: = Wellenvektor des Li
htes (2.3{8b)! = Frequenz des Li
htes (2.3{8
)'n = Phase des Li
htes (2.3{8d)an der Stelle xj: zur Zeit tn, wobei der Index "n\ die Epo
he kennzei
hnet. Absorbiert das Atomein Photon, so ist das Vorzei
hen in (2.3{8a) "�\, sonst "+\. Wie die Abbildung 2.3.1{2 [s.Seite 43℄ darstellt, werden im Interferometer zwei gegenl�au�ge Laserstrahlen in Ri
htung der3.{A
hse genutzt, so dass anstelle (2.3{8a)�n = �i (ke� zn � !e� tn � 'n)℄ ; ke� = jkj:1j � jkj:2j ; !e� = !1 � !2 ; (2.3{8e)zu nutzen ist. S
hlie�li
h ergibt si
h f�ur die Phasen l�angs der vers
hiedenen Wege�C1 = �ifke� [zC1(0)� zC1(T )℄ + !e� T � '0 + '1)g (2.3{9a)�C2 = �ifke� [zC2(T )� zC1(2T )℄ + !e� T � '1 + '2)g : (2.3{9b)Es werden nun die Ergebnisse der vorangegangenen Ausf�uhrungen verwendet, um die vertikalenPositionsdi�erenzen in (2.3{9a,b) auszudr�u
ken. Damit s
hreibt si
h (2.3{7a)��tot = ��Weg = �C1 � �C2 (2.3{10)= ke� (�gT 2)� '0 + 2'1 � '2 :Des Weiteren gilt die BeziehungNa=(Na +Nb) / (1 + 
os[��tot℄) ; (2.3{11)so dass dur
h Messung der Besetzung von Energiezust�anden, das hei�t dur
h Bestimmung vonNa und Nb, die Phasendi�erenz ��tot ermittelt werden kann.



46 Kapitel 2. Grundlagen aus der Quantenphysik2.3.2 QuanteninterferometrieIm Folgenden werden die Grundglei
hungen der Quanteninterferenz dargestellt. Zu diesem Zwe
kwird von der mit q, gem�a� (2.2{9), multipliziertenWahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte Jj:, (2.2{11a),ausgegangen. F�ur die Wellenfunktion wird (2.2{13) angesetzt, allerdings mit der Eins
hr�ankung,dass auss
hlie�li
h Ortsabh�angigkeit unterstellt wird, also = '(xj:) = %1=2 exp[i�(xj:)℄ ;und es gehtJj:s := Jj: = (q�h%=me� ) f�j: �� q=(�h
)Aj:g (2.3{12)hervor. Wie au
h bei (2.2{15b) bezei
hnet Jj:s die Cooperpaarstromdi
hte. Bildet man f�ur(2.3{12) das Wegintegral zwis
hen den Punkten A und B und ber�u
ksi
htigt���AB = BZA (�j:�) dxj: (2.3{13)als au
h (2.2{9), so resultiert��AB = 2�mee0h% BZA Jj:s dxj: + 4�e0h
 BZA Aj: dxj: ; (2.3{14a)wobei der zweite Term den Ein
uss des Vektorpotentials auf die Phasendi�erenz kennzei
hnetund der erste denjenigen des Suprastromes. Substituiert man in Glei
hung (2.3{14a) das Integralvon A na
h B dur
h ein ges
hlossenes Integral l�angs C, so gilt�� = 2� n = 2�mee0h% IC Jj:s dxj: + 4�e0h
 IC Aj: dxj: ; (2.3{14b)wobein 2 f0; 1; 2; : : : g ; (2.3{14
)denn f�ur einen ges
hlossenen Weg kann die Phasendi�erenz ��AB ledigli
h ein Vielfa
hes von2� sein. Unter Nutzung des Stokess
hen Integralsatzes ergibt si
h weiter(nh)=(2 e0) =: �0 = Fluxoid (2.3{15a)mit �0 = me2 e20 % IC Jj:s dxj: + � (2.3{15b)� = 1
 ZF Bj: nj: dF (2.3{15
)= magnetis
her Fluss :In (2.3{15b) kann bei kleinen Suprastr�omen von(nh)=(2 e0) =: n�0 = �
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Abbildung 2.3.2{1: Prinzipskizze eines supraleitenden Quanteninterferometersausgegangen werden, das hei�t, der magnetis
he Fluss � ist ein ganzes Vielfa
hes des Flussquants�0, f�ur wel
hes�0 = 2; 06783461 � 10�15V s (2.3{15d)gilt. Verglei
he zu (2.3{15) Kose/Mel
hert (1991), Abs
hnitt V1.2.1 und Heitz/St�o-
ker{Meier (1998) (2.7{22). In (2.3{15) ist dF ein Fl�a
henelement der Ober
�a
he F , um-randet dur
h die Kurve C. Bj: bes
hreibt das Magnetfeld, und nj: ist der Normalenvektor desFl�a
henelementes dF .Die nun ans
hlie�ende Herleitung eines Ausdru
ks f�ur die Quanteninterferenz ist in Anlehnungan Kose/Mel
hert (1991), Abs
hnitt V1.3. Die Abbildung 2.3.2{1 [s. Seite 47℄ be-s
hreibt die Ausgangssituation. Dargestellt ist ein supraleitender Ring mit zwei Josephson{Tunnelelementen, markiert dur
h die Zi�ern 1 und 2. Der externe Strom I sei glei
h Null. ImInnern des supraleitenden Ringes sei ein externer magnetis
her Fluss von Null auf �ext ge�andert,so dass ein Ringstrom IS resultiert. Es wird nun ein ges
hlossener Pfad C im supraleitenden Ringbetra
htet. Mit Verna
hl�assigung des Suprastromes Jj:s ergibt si
h f�ur die Phasendi�erenz aus(2.3{14b)2� n = 4�e0h
 IC Aj: dxj: +��1 +��2 (2.3{16a)��m = Phasendi�erenz im Josephson{Tunnelelement m ; m = 1; 2 ; (2.3{16b)wobei das Integral �uber das Vektorpotential Aj: gem�a� (2.3{15
) ausgedr�u
kt werden kann und
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hen Fluss darstellt. F�ur beide Tunnelelemente wird Identit�atvorausgesetzt, das hei�t beide besitzen jeweils die glei
he kritis
he Stromst�arke I0 und weisendie glei
he Ringstromst�arke IS auf, so dass�� := ��1 = ��2 :Also l�asst si
h f�ur (2.3{16a)�� = � (n� �ext�0 ) ; �0 = h2 e0 = Flussquant gem�a� (2.3{15d) ; (2.3{17)ans
hreiben. Neben dem magnetis
hen Fluss �ext wird nun ein externer Strom I in den supra-leitenden Ring eingespeist. F�ur die beiden Josephson{Tunnelelemente gilt dann die Josephson{Glei
hung (2.2{15b), wobei die Cooperpaarstromdi
hte Js dur
h den Gesamtstrom Iges und diekritis
he Stromdi
hte J0 dur
h die kritis
he Stromst�arke I0 zu substituieren sind. Mit Bea
htungdes eingespeisten Stromes folgt f�ur das linke und re
hte TunnelelementIgesjl = IS + I=2 = I0 sin[��1 + �0℄ (2.3{18a)Igesjr = IS � I=2 = I0 sin[��2 � �0℄ ; (2.3{18b)mit �0 = Integrationskonstante : (2.3{18
)Das Ergebnis (2.3{17) wird nun in (2.3{18a,b) genutzt und liefert na
h Di�erenzbildung beiderGlei
hungenI = 2 I0 
os[� (n� �ext=�0)℄ sin[�0℄ : (2.3{19)Die mit (2.3{19) gefundene Relation bes
hreibt die Quanteninterferenz der Supraleitung.In Analogie zu den vorangegangenen Betra
htungen soll jetzt einQuanteninterferenzterm f�ursupra
uides 3He hergeleitet werden. F�ur das Quanteninterferometer auf supra
uider Grund-lage gilt grunds�atzli
h der Aufbau wie in Abbildung 2.3.2{1 [s. Seite 47℄ gezeigt, allerdingsist der Torus mit super
uidem 3He gef�ullt und den Josephson{Tunnelelementen im Falle derSupraleitung entspre
hen Josephson{S
hwa
hstellen (englis
h: Josephson weak{links) [vgl. hier-zu Abbildung 2.3.2{2 auf Seite 49℄. Diese Josephson{S
hwa
hstellen sind W�ande innerhalbdes Torus mit �O�nungen von wenigen Nanometern Gr�o�e. Sie sind der Koh�arenzl�ange von 3Heangepasst, und es l�asst si
h unter dieser Pr�amisse sowohl theoretis
h als au
h experimentell na
h-weisen, dass im Hinbli
k auf die Strom{Phasen Beziehung die Josephson{Glei
hung (2.2{15b)au
h im Falle der Super
uidit�at Anwendung �nden kann [vgl. hierzu Pa
kard (1992)℄. Wieau
h bei der Quanteninterferenz der Supraleitung wird in den Torus ein externer Strom einge-bra
ht, wobei dieser si
h gem�a�I = (1=2) Il + (1=2) Ir (2.3{20)aufteilt. Die Indizes l, r stehen f�ur die Laufri
htung des eingespeisten Stromes. Wie darge-legt, gilt an den Josephson{S
hwa
hstellen jeweils die Josephson{Glei
hung [vgl. hierzu au
h dieAusf�uhrungen zu (2.3{18)℄, alsoIl = I0 sin��1 ; Ir = I0 sin��2 ; (2.3{21)
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Abbildung 2.3.2{2: Prinzipskizze eines supra
uiden Quanteninterferometersmit ��m = Phasendi�erenz an der Josephson{S
hwa
hstelle m ; m = 1; 2 :Einsetzen von (2.3{21) in (2.3{20) ergibtI = (1=2) I0 f2 sin[(��1 +��2)=2℄ 
os[(��1 ���2)=2℄g : (2.3{22)Die Phasendi�erenz im Argument des Cosinus von (2.3{22), ��1 � ��2, wird nun n�aher be-tra
htet. Zu diesem Zwe
k wird von��C = 2� n = IC (�j:�) dxj: (2.3{23a)ausgegangen, wobei n gem�a� (2.3{14
). Glei
hung (2.3{23a) sagt aus, dass das Integral von(�j:�) l�angs des ges
hlossenen Weges C ledigli
h ein ganzes Vielfa
hes von 2� ist. Diese Restrik-tion ergibt si
h aus der Einwertigkeit der Wellenfunktion [vgl. hierzu au
h die Ausf�uhrungen zu(2.2{7b) und (2.3{14b)℄. F�ur den Gradienten der Phase l�asst si
h (2.2{3) nutzen, und ber�u
ksi
h-tigt man an den Josephson{S
hwa
hstellen die Phasendi�erenzen ��1 als au
h ��2, so s
hreibtsi
h (2.3{23a) alternativ��C = 2� n = 1Z2 �2m3�h vj:s� dxj: +��1 + 2Z1 �2m3�h vj:s� dxj: ���2 (2.3{23b)vj:s = Ges
hwindigkeit der super
uiden Atome relativ zum Inertialsystemm3 = Masse des 3He{Isotops :



50 Kapitel 2. Grundlagen aus der QuantenphysikZur Auswertung der Integrale wird das Stokess
he Theorem angewandt, und f�ur die Ges
hwin-digkeit der super
uiden Atome relativ zum lokalen Horizontsystem wird angenommen, dass dieseglei
h Null ist, das hei�t, die super
uiden Atome ruhen im lokalen Horizontsystem. Mit diesenVorgaben l�asst si
h f�ur die Phasendi�erenz��1 ���2 = 4� wj: Fj:�3 (2.3{24a)herleiten. Darin sindFj: = F nj: = Fl�a
henvektor des Torus (2.3{24b)nj: = Normalenvektor von F (2.3{24
)F = dur
h den Torus de�nierte Kreis
�a
he (2.3{24d)�3 = Zirkulationsquant des 3He (2.3{24e)= 0; 66 � 10�7m2=s :Das Ergebnis (2.3{24) wird in (2.3{22) eingesetzt, so dassI = I0 fsin[(��1 +��2)=2℄ 
os[2� wj: Fj:=�3℄g (2.3{25a)=: Imax sin[(��1 +��2)=2℄ (2.3{25b)mit Imax = I0 
os[2� wj: Fj:=�3℄ : (2.3{25
)Die Glei
hung (2.3{25
), also der maximale Strom, ist das �Aquivalent zu (2.3{19) und stellt denQuanteninterferenzterm der Super
uidit�at dar.2.3.3 K�uhlung von AtomenIn einem thermis
hen Atomstrahl bewegen si
h die einzelnen Atome mit vers
hiedenen Ges
hwin-digkeiten, und die H�au�gkeiten dieser in der Gaswolke vorkommenden Ges
hwindigkeiten k�onnendur
h die kinetis
he Gastheorie bes
hrieben werden. Die essentiellen Zusammenh�ange dieserTheorie werden nun vorgestellt, da die daraus hervorgehenden Erkenntnisse f�ur das Verst�andnisder K�uhlung von Atomen von Bedeutung sind. Die Te
hnik des K�uhlens von Atomen �ndet Ver-wendung in Messger�aten auf Grundlage der Atominterferometrie [vgl. hierzu Abs
hnitt 3.4.1℄und in den modernen C�asiumatomuhren [vgl. hierzu Abs
hnitt 3.3.3℄.Die kinetis
he Gastheorie ist ein Teilgebiet der Statistis
hen Physik, und sie wurde ma�-gebli
h dur
h die Wissens
haftler Boltzmann und Maxwell gepr�agt. Es kommen also sta-tistis
he Methoden zur Anwendung, um die Eigens
haften eines Gases zu bes
hreiben. Dieseserkl�art si
h dadur
h, dass die Newtons
he Me
hanik, insbesondere die Bewegungsglei
hung, ni
htgenutzt werden kann. So geht man davon aus, dass si
h ein Gas aus Atomen oder Molek�ulenzusammensetzt, wel
he si
h mit statistis
h verteilten Ges
hwindigkeiten bewegen. Dabei werdendie Atome als Massepunkte betra
htet, und sie k�onnen mit anderen Atomen kollidieren. DieseSt�o�e sind elastis
h, und es gelten Energie{ und Impulssatz. Das bes
hriebene Gasmodell be-zei
hnet man als ideales Gas. F�ur ein sol
hes ideales Gas gilt die allgemeine Gasglei
hung,eine Generalisierung des Gesetzes von Boyle{Mariotte (1664 bzw. 1676), zum Beispiel inder FormPV = (2=3)(m=2)N < v2 > = N k T (2.3{26a)



51mit V = GasvolumenP = Dru
k in VN = Gesamtzahl der Gasteil
hen in VT = absolute Temperatur in Kelvin (K)k = 1; 38054 � 10�23JK�1 = Boltzmann{Konstante : (2.3{26b)Die Beziehungszei
hen <> symbolisieren eine Mittelwertbildung, und damit steht der Ausdru
k< v2 > f�ur das mittlere Ges
hwindigkeitsquadrat. Des Weiteren ist m die Masse einesGasteil
hens, so dass< Ekin > = (m=2) < v2 > (2.3{26
)die mittlere kinetis
he Energie darstellt, wof�ur aus (2.3{26a) unmittelbar< Ekin > = (3=2) k T (2.3{26d)folgt. Wegen(1=3) < v2 > = < v22: > = < v23: > = < v21: >l�asst si
h die allgemeine Gasglei
hung au
h in der Variante(m=2) < v2j: > = (1=2) k T ; j 2 f1; 2; 3g ; (2.3{26e)ans
hreiben. Gem�a� Maxwell m�ussen f�ur die Ges
hwindigkeitskomponenten vj: statistis
heVerteilungen eingef�uhrt werden. Als Ergebnis erh�alt man die Di
hte der Normalverteilungdes Ges
hwindigkeitsvektorsf(vj:) = [m=(2 �k T )℄1=2 exp[�mv2j:=(2kT )℄ ; j 2 f1; 2; 3g ; (2.3{27a)und die Di
hte f�ur den Ges
hwindigkeitsbetrag, die so genannte Maxwells
he Ges
hwindig-keitsverteilung oder au
h Maxwell{Boltzmanns
he Ges
hwindigkeitsverteilungf(v) = 4 � v2 [m=(2 �k T )℄3=2 exp[�mv2=(2kT )℄ : (2.3{27b)Die Maxwell{Boltzmanns
he Ges
hwindigkeitsverteilung ist keine symmetris
he Gau�verteilung,ihr Maximum liegt bei der wahrs
heinli
hsten Ges
hwindigkeitvw = (2 k T=m)1=2 : (2.3{28a)Davon zu unters
heiden sind die mittlere Ges
hwindigkeit< v > = [8 k T=(�m)℄1=2 = 2 vw ��1=2 (2.3{28b)sowie das mittlere Ges
hwindigkeitsquadrat< v2 > = 3 k T=m ; (2.3{28
)au
h als dreidimensionale RMS{Ges
hwindigkeit bezei
hnet. Mit den Ergebnissen der kineti-s
hen Gastheorie, (2.3{28), k�onnen dann die Ges
hwindigkeiten zum Beispiel f�ur einen C�a-siumatomstrahl, der in herk�ommli
hen Atomuhren genutzt wird, bestimmt werden. Vorweg istdie Gesamtmasse f�ur 133Cs zu bere
hnen, und zwar gem�a�mabs = Arelmu ; mu = 1; 660565 � 10�27kg : (2.3{29)



52 Kapitel 2. Grundlagen aus der QuantenphysikArel ist die relative Atommasse, und f�ur das betra
htete C�asiumisotop wird sie mit Arel = 133angegeben. Die so bestimmte absolute Atommasse wird dann in (2.3{28) eingef�uhrt, so dassvw � 11; 2 T 1=2 ms�1< v > � 12; 6 T 1=2 ms�1< v2 >� 187; 5 T (ms�1)2 (2.3{30)resultiert. F�ur eine Temperatur von 100o C betr�agt also die wahrs
heinli
hste Ges
hwindigkeit216 ms�1. Eine Reduktion der Temperatur auf 0o C ergibt f�ur die mittlere Ges
hwindigkeitimmer no
h 185 ms�1 und f�ur die dreidimensionale RMS{Ges
hwindigkeit, (2.3{28
), 226 ms�1.Ein Absinken der Temperatur ist demna
h wenig ges
hwindigkeitsmindernd, und des Weiterenmuss bea
htet werden, dass einem sol
hen K�uhlprozess dur
h Kondensation Grenzen gesetztsind.Ges
hwindigkeitsreduktion kann aber au
h dur
h Sto� herbeigef�uhrt werden, wobei ein Sto�beispielsweise bei Absorption eines Photons dur
h ein Atom auftritt. Diesbez�ugli
h hat Al-bert Einstein (1917) mit seiner Strahlungstheorie gezeigt, dass si
h die Erhaltungss�atze f�urEnergie und Impuls au
h auf die We
hselwirkung zwis
hen Atomen und Li
ht anwenden lassen,insbesondere kann der Impulssatz auf das Ph�anomen der Absorption und Emission von Photo-nen dur
h Atome herangezogen werden. Das Prinzip der Ges
hwindigkeitsreduktion einesAtoms dur
h Impuls�ubertragung ist dann einfa
h erl�autert. Ein Atom bewege si
h l�angsder 1.{A
hse mit der Ges
hwindigkeit v1:, so dass der Impulsp1:A = mA v1:A ; mA = Masse des Atoms ; (2.3{31a)ist. Ein entgegenkommendes Photon besitze den Impulsp1:P = � �h kP ; kP = 2 �=� = Wellenzahl des Li
htes : (2.3{31b)Die Wellenl�ange des entgegenkommenden Li
htes ist so adaptiert, dass das Atom das Photonmit gro�er Wahrs
heinli
hkeit aufnimmt und es damit zum Sto� kommt. Mit der Absorptiondes Photons be�ndet si
h das Atom im angeregten Zustand. Das aufgenommene Photon wirddann na
h einer kurzen Zeit wieder emittiert. Die Abgabe des Photons ist in alle Ri
htungenglei
h wahrs
heinli
h, so dass dieser Impulsbeitrag im Mittel glei
h Null ist [vgl. hierzu Cohen{Tannoudji (1998), Phillips (1998)℄. Damit betr�agt die Ges
hwindigkeitsreduktionv = �hkP=mA : (2.3{31
)Tri�t zum Beispiel Li
ht mit der Wellenl�ange � = 852nm auf ein C�asiumatom, dann wird na
h(2.3{31
) die Ges
hwindigkeit um den Betrag 0; 0035ms�1 verringert. Unterstellt man eine Aus-gangsges
hwindigkeit von 200 ms�1, bedarf es also 5; 7 � 104 Absorptions{Emissions{Zyklen, wasbei 30 ns Dauer f�ur einen Zyklus insgesamt 0; 0017 s entspri
ht, um das C�asiumatom zur Ruhezu bringen.Basierend auf dieser grunds�atzli
hen Idee der Ges
hwindigkeitsverringerung von neutralen Ato-men, wird nun die Methode des Dopplerk�uhlens vorgestellt. Pr�amisse zur resonanten Ab-sorption eines Photons ist, dass die Frequenz des Laserli
htes �L der Anregungs{ bzw. Reso-nanzfrequenz �R des Atoms entspri
ht, also�L = �R : (2.3{32a)
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Abbildung 2.3.3{1: Eindimensionale Dopplerk�uhlungBewegen si
h Atom und Photon gegenl�au�g, ist die Dopplervers
hiebung zu bea
hten, und dieFrequenz �L ist dann derart abzustimmen, dass�L < �R (2.3{32b)gilt, das hei�t, dass die Frequenz des Laserli
htes rotvers
hoben ist. Das hat zur Folge, dass f�urdas Atom das entgegenkommende Laserli
ht gerade die Resonanzfrequenz aufweist und dahermit gro�er Wahrs
heinli
hkeit absorbiert wird. Um ein Atom zum Stillstand zu bringen, das si
hbeliebig l�angs einer A
hse bewegt, werden zwei gegenl�au�ge Laserstrahlen eingeri
htet, wobeif�ur den in Bewegungsri
htung laufenden Laserstrahl ebenfalls die Bedingung (2.3{32b) gilt. Soist f�ur das Atom, aufgrund der Bewegung, die Frequenz dieses Laserli
htes erh�oht rotvers
hobenund damit eine Photonenaufnahme weniger wahrs
heinli
h. Abbildung 2.3.3{1 [s. Seite 53℄verans
hauli
ht das Prinzip des Dopplerk�uhlens l�angs einer Koordinatena
hse. Kon�guriert maneine dreidimensionale Anordnung gegenl�au�ger Paare von Laserli
ht, werden die Atome in alleRaumri
htungen abgebremst, und die resultierende Bewegung der Atome erinnert an ein vis-koses Fluidum, was f�ur die ges
hwindigkeitsreduzierte Gaswolke s
hlie�li
h zu der Bezei
hnung"optis
he Melasse\ gef�uhrt hat. Die optis
he Melasse l�asst si
h aber ni
ht "einfrieren\, dennna
h der Theorie des Dopplerk�uhlens kann ein bestimmtes Temperaturminimum TD ni
ht un-ters
hritten werden. Diese Grenze des Dopplerk�uhlens, im Englis
hen als "Doppler 
oolinglimit\ bezei
hnet, wird mitk TD = �h�=2 (2.3{32
)angegeben, wobei��1 = Lebensdauer des angeregten Zustands : (2.3{32d)F�ur C�asium betr�agt (2.3{32d) etwa 30 � 32 ns, so dass minimale Temperaturen von bis zu120 �K errei
ht werden k�onnen [vgl. hierzu Gibble/Chu (1992), Abs
hnitt 4.1℄. Die aus
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hwindigkeiten gen�ugen au
h der Maxwell{BoltzmannVerteilung, so dass die RMS{Ges
hwindigkeit gem�a� (2.3{28
)v = (3 k TD=m)1=2 = 0; 150 ms�1 (2.3{32e)oder f�ur den eindimensionalen Fallv = (k TD=m)1=2 = 0; 088 ms�1 (2.3{32f)betr�agt.Mit Hilfe sogenannter Sub{Doppler{K�uhlme
hanismen lassen si
h die Ergebnisse (2.3{32e,f)weiter optimieren. Diesbez�ugli
h ist das Verfahren der Polarisationsgradientenk�uhlung bzw.Sisyphus{K�uhlung von gro�er Bedeutung. Um die Wirkungsweise dieser Methode zu veran-s
hauli
hen, wird von einem 2{Niveau{Atom ausgegangen, mit den beiden FeinstrukturniveausJg = Grundzustand (engl.: ground state) (2.3{33a)Je = angeregter Zustand (engl.: ex
ited state) : (2.3{33b)Die mit (2.3{33a,b) verbundenen Energieniveaus m�ogen weitere Zust�ande besitzen mit den ma-gnetis
hen Quantenzahlenmg 2 f�1=2;+1=2g (2.3{33
)me 2 f�3=2;�1=2;+1=2;+3=2g : (2.3{33d)Eine sol
he zus�atzli
he Aufspaltung bezei
hnet man als Entartung, und in diesem Sinne sindder Grundzustand sowie der angeregte Zustand aufgrund von (2.3{33
,d) zweifa
h bzw. vier-fa
h entartet. Es werde nun ein Atom in einem Li
htfeld gegenl�au�ger Li
htstrahlenbetra
htet, wie es au
h bei der optis
hen Melasse der Fall ist. Vereinfa
hend werden die Zusam-menh�ange f�ur den Fall nur einer Lasera
hse bes
hrieben. Die beiden gegenl�au�gen Laserstrahlenseien von glei
her Intensit�at sowie senkre
ht zueinander linear polarisiert, so dass man von einerlin?lin{Anordnung spri
ht. Die �Uberlagerung der gegenl�au�gen Laserstrahlung f�uhrt zu einerunters
hiedli
hen Polarisation des resultierenden Li
htfeldes, n�amli
h l�angs der Lasera
hse ent-stehen in Abh�angigkeit von der Wellenl�ange des Li
htes Orte, an denen das Li
htfeld entwederlinear oder zirkular polarisiert ist. Ein bewegtes Atom passiert also Orte von vers
hieden pola-risiertem Li
ht. Dadur
h kommt es dann zum Ph�anomen der Sisyphus{K�uhlung, resultierendaus der Kombination von Stark{E�ekt und dem optis
hen Pumpen. Der Stark{E�ekt besagt,dass die Energie eines Atoms unter dem Ein
u� vers
hieden polarisierten Li
htes variiert, dashei�t, die Energieniveaus vers
hieben si
h, wobei diese Vers
hiebungen disparat sind [siehe zumStark{E�ekt zum Beispiel Haken/Wolf (1987)℄. Mit dem Verfahren des optis
hen Pum-pens verbindet si
h folgender Prozess f�ur das mit (2.3{33) bes
hriebene Atom. Ein Atom m�ogesi
h im Grundzustand (2.3{33a) mit mg = �1=2 be�nden. Wird das Atom dann mit�+ � Li
ht = zirkular polarisiertes Li
ht mit Photonendrehimpuls "+�h\bestrahlt, geht es na
h der Emission in den Grundzustand mg = +1=2 �uber. Entspre
hend giltf�ur die Bestrahlung eines Atoms im Grundzustand (2.3{33a) und mg = +1=2 mit�� � Li
ht = zirkular polarisiertes Li
ht mit Photonendrehimpuls "��h\ ;dass das Atom in den Grundzustand mit der magnetis
hen Quantenzahlmg = �1=2 transferiertwird. Kombiniert man Stark{E�ekt und optis
hes Pumpen, so f�uhrt dies zum Me
hanismus der
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Abbildung 2.3.3{2: Prinzip der Sisyphus{K�uhlungSisyphus{K�uhlung, wie er ans
hauli
h in Abbildung 2.3.3{2 [s. Seite 55℄ dargestellt ist. DieAbbildung zeigt den Energiezustand eines Atoms in Abh�angigkeit von der Position auf der 1.{A
hse. An der Position x1 be�nde si
h das Atom im Grundzustand mit mg = +1=2 und dieGesamtenergie betrageEges = Ekin + Epot : (2.3{34a)Das Atom bewege si
h nun l�angs der positiven 1.{Koordinatena
hse, und mit der r�aumli
hen�Anderung des Atoms geht eine �Anderung der Polarisation des Li
htfeldes einher, das hei�t, dur
hden Polarisationsgradienten wird das Energieniveau des Grundzustandes mit mg = +1=2 ver-s
hoben. Wie im Beispiel zu erkennen, w�a
hst das Energieniveau an, bis das Atom die Position x2errei
ht. Es wird dem Atom also kinetis
he Energie entzogen und potentielle Energie zugef�uhrt,also Eges = (Ekin ��E) + (Epot +�E) ; (2.3{34b)wobei �E gerade die Potentialdi�erenz zwis
hen den beiden, dur
h (2.3{33
) gekennzei
hnetenEnergieniveaus bes
hreibt. Mit der Position x2 ist das Maximum des Energieniveaus f�ur mg =+1=2 errei
ht, und das Atom ist �ortli
h an einer Stelle, wo es mit �+{Li
ht bestrahlt wird.Mit hoher Wahrs
heinli
hkeit wird nun ein Photon mit der Energie h � absorbiert, so dass dieEnergiebilanzEges = (Ekin ��E) + (Epot +�E + h �) (2.3{34
)liefert. Na
h kurzer Verweildauer im angeregten Zustand wird dann ein Photon dur
h SpontaneEmission wieder abgegeben, wobei das Atom dur
h das optis
he Pumpen nun in den Grundzu-
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Abbildung 2.3.4{1: Prinzip der magneto{optis
hen Fallestand mit mg = �1=2 �uberf�uhrt wird, was impliziert, dass die Energie des emittierten Photons�E + h � betr�agt. Damit gilt f�ur die Gesamtenergie na
h einem sol
hen ZyklusEges = (Ekin ��E) + Epot : (2.3{34d)Ein Verglei
h von (2.3{34d) mit (2.3{34a) demonstriert, dass die Gesamtenergie vermindert ist,da das Atom immer wieder den Potentialwall hinau
�auft, dann aber dur
h Emission im Kontextdes optis
hen Pumpens den Zuwa
hs an potentieller Energie verliert. Diese Sisyphus{Zyklenwerden so lange fortgesetzt, bis dassEges < �E ; (2.3{34e)und f�ur �E gilt die Restriktion�E � ER = (�hkP )2=(2m) ; (2.3{34f)wobei ER das so genannte R�u
ksto�limit [vgl. hierzu Cohen{Tannoudji (1998), (3)℄ darstellt.Die damit verbundene Temperatur gen�ugt der BeziehungTR = (�hkP )2=(km) : (2.3{34g)F�ur das C�asiumatom konnten mit Hilfe der Sisyphus{K�uhlung Temperaturen von 2; 5 �K er-rei
ht werden, was einer eindimensionalen RMS{Ges
hwindigkeit von 0; 011 ms�1 entspri
ht.Damit sind die niedrigen Ges
hwindigkeiten errei
ht, mit denen neuartige Atomuhren, n�amli
hC�asiumfont�anen [vgl. hierzu Abs
hnitt 3.3.3℄, realisierbar sind.2.3.4 Magneto{optis
he FalleMit einer optis
hen Melasse k�onnen Atome ni
ht eingefangen werden. Ist n�amli
h die Mini-maltemperatur errei
ht, verweilen die Atome ledigli
h einen Augenbli
k innerhalb des dur
h



57die Melasse gegebenen Volumenberei
hes. Insofern ist keine r�u
ktreibende Kraft gegeben, wel-
he die Atome im Kreuzungspunkt der Laserstrahlen zusammenh�alt. Erst mit der Entwi
klungeiner so genannten magneto{optis
hen Falle konnten neutrale Atome tats�a
hli
h eingefangenwerden. Zur Erl�auterung der Funktionsweise einer magneto{optis
hen Falle, im Englis
hen"magneto{opti
al trap (MOT)\, wird wieder von einem Zwei{Niveau{Atom gem�a� (2.3{33a,b)ausgegangen, allerdings gelte nun f�ur die magnetis
hen Quantenzahlenmg = 0 (2.3{35a)me 2 (�1; 0;+1) : (2.3{35b)Die Abbildung 2.3.4{1 [s. Seite 56℄ verans
hauli
ht den Verfahrensablauf in einer Dimension.Dem Li
htfeld der lin?lin{Anordnung wird nun ein inhomogenes Magnetfeld �uberlagert, so dassdie mit (2.3{35b) verbundenen Energieniveaus infolge des Zeemann{E�ektes vers
hoben sind,wie aus der Abbildung 2.3.4{1 [s. Seite 56℄ zu erkennen ist. Betra
htet man nun die Bewegungeines Atoms von links na
h re
hts, dann ist an der Stelle "-x\ die Energie des Laserli
htes geradeso, dass das Atom in den angeregten Zustand Je mit me = +1 �uberf�uhrt werden kann. Dieserfordert allerdings die Absorption von �+{Li
ht, was au
h wahrs
heinli
h erfolgt. Auf dieseWeise erf�ahrt das Atom eine Kraft in Ri
htung x0. Im positiven Halbraum verhalten si
h dieDinge umgekehrt. Das Atom wird also immer zur Position x0 in Ri
htung Kreuzungspunkt derLaserstrahlen bes
hleunigt.





Kapitel 3Geod�atis
he Anwendungen
3.1 Quantenme
hanis
her Inertialsensor3.1.1 S
hr�odingerglei
hung im terrestris
henBeoba
htungssystemGegenstand dieses Abs
hnitts ist die Herleitung einer Beoba
htungsglei
hung f�ur einen quanten-me
hanis
hen Inertialsensor, ein so genanntes Quantendynamometer. Ein Ansatz hierzu wieau
h die Ausf�uhrung der prinzipiellen Zusammenh�ange �nden si
h in Heitz/St�o
ker{Meier(1998), Abs
hnitt 3.4.4. Diese Idee wird hier aufgegri�en und dahingehend erweitert, dassdie S
hr�odingerglei
hung in einem beliebig bewegten terrestris
hen Beoba
htungssystem aufge-stellt wird und damit das vorgestellte "Quantendynamometer\ ein universales Messinstrumentdarstellt. Es seienSI = Inertialsystem (3.1{1a)SE = erdgebundenes System, (3.1{1b)relativ SI translatoris
h bes
hleunigt und rotierendSa = terrestris
hes Beoba
htungssystem, (3.1{1
)relativ SI/SE translatoris
h bes
hleunigt und rotierendund yi:s := Iy(OI)i:s = Ortsvektor vom Ursprung OI zum Punkt Ps im System SI (3.1{1d)xi:s := Ex(OE)i:s = Ortsvektor vom Ursprung OE zum Punkt Ps im System SE (3.1{1e)zi:s := az(Oa)i:s = Ortsvektor vom Ursprung Oa zum Punkt Ps im System Sa . (3.1{1f)Ziel der nun folgenden Ausf�uhrungen ist die Aufstellung des Hamiltonoperators im Beob-a
htungssystem Sa. Das hei�t, Grundlage der na
hfolgenden Begri�e und De�nitionen bildetdie Hamilton{Ja
obi{Theorie der Me
hanik. Zun�a
hst wird von der Bewegungsglei
hung f�ur denMassenmittelpunkt Pp eines Testk�orpers mit dem Volumen V Ta und der Masse ma im ni
htinertialen Beoba
htungssystem Sa [vgl. hierzu Heitz (1986), (3{69)℄ab(Oa)i:p = agi:Ep + agi:Hp + aKi:Op=ma � abi:Tp � ab(OI )i:Oa (3.1{2a)59



60 Kapitel 3. Geod�atis
he Anwendungenmit agi:Ep = Gravitationsbes
hleunigung infolge der Erdmasseagi:Hp = Gravitationsbes
hleunigung infolge extraterrestris
her MassenaKi:Op = am Testk�orper V Ta angreifende Ober
�a
henkr�afteabi:Tp = auf den Testk�orper V Ta wirkende Tr�agheitsbes
hleunigungen= 2 "ijk: awj:aI av(Oa)k:p + "ijk: "klm: awj:aI awl:aI azm:p + "ijk: (d awj:aI=dt) azk:pawi:aI = Winkelges
hwindigkeit des Beoba
htungssystems Sarelativ zum inertialen System SIab(OI)i:Oa = Bes
hleunigung des Beoba
htungssystems Sarelativ zum inertialen System SI :
(3.1{2b)

ausgegangen. Die Winkelges
hwindigkeit in (3.1{2b) setzt si
h aus der Winkelges
hwindigkeitdes Beoba
htungssystems Sa relativ zum erdgebundenen System SE und derjenigen des erdge-bundenen Systems SE relativ zum Inertialsystem SI zusammen:awi:aI = awi:aE + awi:EI ; (3.1{2
)und in die Bes
hleunigung des Beoba
htungssystems Sa relativ zum inertialen System SI gehendie Bes
hleunigung des Systems Sa relativ SE, n�amli
h ab(OE)i:Oa , sowie die Tr�agheitsbes
hleunigun-gen ein, wel
he auf das erdgebundene System SE wirken, so dassab(OI)i:Oa = ab(OE)i:Oa + ab(OI )i:OE+ 2 "ijk: awj:EI v(OE)k:Oa + "ijk: "klm: awj:EI awl:EI axm:Oa + "ijk: (d awj:EI=dt) axk:Oa (3.1{2d)gilt [vgl. hierzuHeitz (1986), Abs
hnitt 3.5℄. F�ur die weiteren Betra
htungen wird angenom-men, dass auf den Testk�orper V Ta keine Ober
�a
henkr�afte wirken und damit aKi:Op vers
hwindet.Auf diese Weise vereinfa
ht si
h (3.1{2a), und die den verbleibenden Bes
hleunigungen entspre-
henden Potentiale sindUE = Gravitationspotential der Erde (3.1{3a)UH = Gravitationspotential extraterrestris
her Quellk�orper (3.1{3b)U (Oa)T = Translationspotential bez�ugli
h Oa (3.1{3
)= ab(OI)i:Oa azi:pUCR = Potential aus Rotations{ und Coriolisbes
hleunigung (3.1{3d)= � "ijk: av(Oa)i:p awj:aI azk:pUZF = Potential aus Zentrifugalbes
hleunigung (3.1{3e)= � (1=2) ("ijk: awj:aI azk:p)2 ;woraus si
h die potentielle GesamtenergieW = WG + WTR (3.1{4a)



61mit WG = potentielle Energie resultierend aus der Gravitation (3.1{4b)= ZV Ta (UE + UH) dmaWTR = potentielle Energie resultierend aus der Tr�agheit (3.1{4
)= ZV Ta (U (Oa)T + UZF + UCR) dmaergibt. Mit der kinetis
hen EnergieE = 12 ZV vi: vi: dm (3.1{5)s
hreibt si
h die Lagrangefunktion im Beoba
htungssystem (3.1{1
)L = (ma=2) (av(Oa)i:p av(Oa)i:p ) (3.1{6)�ma �UE + UH + ab(OI)i:Oa azi:p � 12 ("ijk: awj:aI azk:p)2 � "ijk: av(Oa)i:p awj:aI azk:p� :Aus der Lagrangefunktion (3.1{6) bildet si
h der generalisierte Impulsapi:pg := �L=�av(Oa)i:p = ma av(Oa)i:p + ma "ijk: awj:aI azk:p (3.1{7a)bzw. die generalisierte Ges
hwindigkeitavi:pg := av(Oa)i:p = api:pg=ma � "ijk: awj:aI azk:p : (3.1{7b)Mit diesen Ergebnissen (3.1{7a,b) lautet die Hamiltonfunktion im terrestris
hen Beob-a
htungssystem, in Anwendung der Vors
hrift Heitz/St�o
ker{Meier (1998), (2.3{92a),H = [1=(2ma)℄ api:pg api:pg � "ijk: api:pg awj:aI azk:p + ma (UE + UH + U (Oa)T ) : (3.1{8)Den Hamiltonoperator Ĥ des quantenme
hanis
hen System erh�alt man aus der Hamiltonfunkti-on (3.1{8), indem man die klassis
hen Gr�o�en, Koordinaten und Impuls, dur
h die entspre
hen-den quantenme
hanis
hen Operatoren substituiert. So liefert die Anwendung der Operatorregeln[vgl. hierzu Heitz/St�o
ker{Meier (1998), (2.6{12)℄ auf (3.1{8) den Hamiltonoperatorim Beoba
htungssystem SaĤ = � [�h2=(2ma)℄ a�i: a�i: + i�h "ijk: awi:aI azj:p a�k: + ma (UE + UH + U (Oa)T ) : (3.1{9)Die Vorarbeiten (3.1{1) bis (3.1{9) bilden die Grundlage zur Aufstellung einer Beoba
htungs-glei
hung unter Nutzung der S
hr�odingers
hen Wellenglei
hung. Dazu w�ahlt man f�ur die Mate-riewellenfunktion  den Ansatz der ebenen de Broglies
hen Materiewelle (t; xk:) = A exp[�i!t + i kj: xj:℄ ; A = Amplitude ; (3.1{10a)wel
he si
h unter der Annahme eines station�aren Systems in der Weise (t; xk:) = f(t)'(xk:) = (e�i!t) (Aei kj: xj:) (3.1{10b)
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he Anwendungenaufspalten l�asst [vgl. hierzu (2.1{25b)℄. In (3.1{10b) de�niert das Skalarprodukt aus dem Wel-lenvektor kj: und dem Ortsvektor xj: die Phase der Materiewelle� = kj: xj: : (3.1{10
)Mit (3.1{10b), dargestellt im Beoba
htungssystem (3.1{1
), und dem Hamiltonoperator (3.1{9)s
hreibt si
h die zeitunabh�angige S
hr�odingerglei
hung (2.1{25
)� �h22ma a�i: a�i: '(azj:p) + i�h "ijk: awi:aI azj:p a�k: '(azj:p) + ma '(azj:p)Uges = Eges '(azj:p)(3.1{11a)mit Uges = UE + UH + U (Oa)T : (3.1{11b)
3.1.2 Anwendungen des QuantendynamometersDer Aufbau des Quantendynamometers und damit die Verl�aufe der Materiestrahlen werdenwie folgt idealisiert. Der Sender der Materiestrahlen sei im Ursprung des Beoba
htungssystems(3.1{1
) positioniert. Es wird dann ein Paar von Materiestrahlen erzeugt, so dass beide Strahlenparallel versetzt und in konstruktiver Interferenz in eine A
hsri
htung laufen. Zur Verans
hau-li
hung diene das Strahlpaar l�angs der 1:a{A
hse wie in Abbildung 3.1.2{1 [s. Seite 63℄ dar-gestellt. Der erste Strahl wird mit S1A, der zweite mit S1B bezei
hnet, und f�ur die Koordinatender jeweiligen Strahlen giltS1A : az1:p = az1:p ; az2:p = l ; az3:p = 0;S1B : az1:p = az1:p ; az2:p = 0 ; az3:p = l; (3.1{12)so dass nur die Koordinate az1:p variabel ist und damit die Gradienten in Ri
htung der 2:a{und 3:a{A
hse vers
hwinden. F�ur die einzelnen Strahlverl�aufe werden dann die S
hr�odinger-glei
hungen aufgestellt, wozu (3.1{12) in (3.1{11) eingesetzt wird. Die Di�erenz der einzelnenS
hr�odingerglei
hungen ergibt dann jeweils eine von der Gesamtenergie Eges des quantenme
ha-nis
hen Systems befreite Beoba
htungsglei
hung. Analog werden Materiestrahlen l�angs der 2:a{und 3:a{A
hse generiert, und es wird entspre
hend der Darstellung (3.1{12) f�ur das Strahlenpaarl�angs der 1:a{A
hse vorgegangen. Auf diese Weise und unter Bea
htung von (3.1{10
) entstehtdas Glei
hungssystem des Quantendynamometers:��s j1 = �1 �(ma�h ) ��UGravj1 + l (ab(OI )3:Oa � ab(OI )2:Oa)� � l �ak1:1A aw3:aI + ak1:1B aw2:aI��(3.1{13a)��s j2 = �2 �(ma�h ) ��UGravj2 + l (ab(OI )3:Oa � ab(OI )1:Oa)� + l �ak2:2A aw3:aI + ak2:2B aw1:aI��(3.1{13b)��s j3 = �3 �(ma�h ) ��UGravj3 + l (ab(OI )2:Oa � ab(OI )1:Oa)� � l �ak3:3A aw2:aI + ak3:3B aw1:aI��(3.1{13
)mit den KoeÆzienten�n =  2akn:nA + akn:nB! �ma�h � ; n 2 f1; 2; 3g ; (3.1{13d)



63und den Potentialunters
hieden zwis
hen den jeweiligen Strahlwegen�UGravjn = (UE + UH)nB � (UE + UH)nA ; n 2 f1; 2; 3g : (3.1{13e)Die Gr�o�e s in (3.1{13a-
) ist die f�ur alle Strahlverl�aufe glei
he Wegl�ange, und am Ende derStrahlwege gewinnen Phasendetektoren die Beoba
htung des Quantendynamometers, n�amli
hdie Phase bzw. Phasendi�erenz. Die bes
hriebene Darstellung erlaubt eine vielf�altige Nutzung
������������
������������
������������
������������
�����������
�����������
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S1AS1B

Abbildung 3.1.2{1: s
hematisierter Strahlverlauf l�angs der 1.{A
hsedes Quantendynamometers, z.B. alsBeoba
htungsger�at der Tr�agheitsnavigation, wozudie Beoba
htungsglei
hungen (3.1{13a-
) zur Ermittlung der translatoris
hen und rotatoris
henBewegung des Beoba
htungssystems Sa verwendet werden. Diesem entspre
hend werdenb(OE)i:Oa = Bes
hleunigung von Oa relativ OE [vgl. (3.1{2d)℄ ; (3.1{14a)wi:aI = Winkelges
hwindigkeit von Sa relativ SI [vgl. (3.1{2
)℄ ; (3.1{14b)als Bestimmungsgr�o�en herangezogen, wel
he dann weiter ausgewertet werden m�ussen, um dieZielgr�o�en der Tr�agheitsnavigation zu gewinnen [zur Tr�agheitsnavigation siehe Heitz (1980{1983), Abs
hnitt 11.5℄. W�ahlt man eine erdfeste Aufstellung, so gilt insbesonderewi:aE = 0i: ; (3.1{14
)so dass si
h (3.1{2
) zuwi:aI = wi:EI (3.1{14d)reduziert. Auf diese Weise kann (3.1{14d) als Zielgr�o�e eingef�uhrt werden und damit das Quan-ten{Dynamometer als Erdrotationssensor dienen. Des Weiteren ist eine Nutzung desQuantendynamometers als Gravimeter m�ogli
h, wenn (3.1{13e) Zielgr�o�e der Beoba
h-tungsglei
hung ist.
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he AnwendungenAbs
hlie�end soll die Leistungsf�ahigkeit der Materiewellen demonstriert werden. Zu diesemZwe
k werden die Emp�ndli
hkeiten f�ur die einzelnen Ein
�usse in Relation zu den Li
htwellengenauer untersu
ht. Allgemein l�asst si
h aus (3.1{13a-
) ablesen, dass ein langer Strahlweg sg�unstig zur Bestimmung s�amtli
her Zielgr�o�en ist. Dasselbe gilt f�ur den Abstand l der Strahlwe-ge, sofern die translatoris
he und rotatoris
he Bewegung des Beoba
htungssystems Sa bestimmtwerden. Allerdings haben beide L�angen keinen ma�gebli
hen Ein
u� auf die na
hfolgend dar-gestellten Abs
h�atzungen. Im Falle einer Materiewelle gilt gem�a� (3.1{13) bei einem gegebenenGravitationsunters
hied f�ur den Beitrag zur Phasendi�erenzÆ�Grav(Materie) =  8�2sakn:nA + akn:nB! �mah �2 �UGravjn ; n 2 f1; 2; 3g ; (3.1{15a)und im Falle einer Li
htwelle mit Bea
htung von (2.1{21b)Æ�Grav(Li
ht) =  8�2sakn:nA + akn:nB! � 1�
�2 �UGravjn ; n 2 f1; 2; 3g : (3.1{15b)Na
h (3.1{15a) sind zur Bestimmung des Gravitationsunters
hiedes sehr masserei
he Materie-teil
hen besonders geeignet. Nutzt man zum Beispiel ein Natriumatom mitArel = 22; 9898 ;so ergibt si
h aus (2.1{7a) die absolute Atommasse des Natriumatoms zu 3; 82 � 10�26kg. DieLi
htwellen seien dur
h die Wellenl�ange�opt = 5000 oArepr�asentiert. Diese Vorgaben, in (3.1{15a,b) eingesetzt, zeigen, dass der Natriumstrahl um denFaktor 7; 5 � 1019 emp�ndli
her f�ur den Gravitationsein
uss ist als die Li
htwelle. Glei
hes giltf�ur die Emp�ndli
hkeit gegen�uber der translatoris
hen Bewegung. Bei der Emp�ndli
hkeit ge-gen�uber der rotatoris
hen Bewegung ist die Materiewelle um den Faktor 8; 6 � 109 besser. Al-lerdings m�ussen zur umfassenden Bewertung der Kapazit�at des Quantendynamometers und vorallem im Hinbli
k auf verglei
hende Betra
htungen mit konkurrierenden Sensoren no
h weitereKriterien ber�u
ksi
htigt werden. Wohl aber sind sol
he Gegen�uberstellungen derzeit wenig n�utz-li
h, da die tats�a
hli
h realisierten Quantendynamometer bisher ni
ht �uber das experimentelleStadium hinaus entwi
kelt sind.3.2 Quantenme
hanis
her Erdrotationssensor3.2.1 Erdrotationsbestimmung dur
h Quanteninterferenzvon 3HeDie Grundlagen der Quanteninterferenz wurden in Abs
hnitt 2.3.2 dargestellt. Mit Hilfe derQuanteninterferenz ist es einer Gruppe an der Universit�at Kalifornien [vgl. hierzu Simmonds etal. (2001)℄ gelungen, die Erdrotation na
hzuweisen. So steht im Vordergrund der na
hfolgendenAusf�uhrungen die Bes
hreibung des diesbez�ugli
hen Experimentes. Die theoretis
hen Grund-lagen zur Detektion der Erdrotation mittels Quanteninterferenz von 3He sind dur
h (2.3{25)



65gegeben. Im Hinbli
k auf die experimentelle Dur
hf�uhrung sind folgende Vorbetra
htungen not-wendig. Es wird zwis
hen den SystemenSI = Inertialsystem (3.2{1a)SE = relativ SI rotierendes Erdsystem (3.2{1b)SG = relativ SE gelagertes, lokales Horizontsystem (3.2{1
)ST = relativ SG gelagertes Torussystem (3.2{1d)unters
hieden, wobeiSE jj SI ; (3.2{1e)so dass hinsi
htli
h der Rotation von SE relativ SIEwi:EI = (0; 0; !E) (3.2{2)angesetzt wird.Es wird nun der Quanteninterferenzterm (2.3{25
) diskutiert. Der hergeleitete Ausdru
k giltzun�a
hst im Inertialsystem SI . Es sollen na
hfolgend eine analytis
he Darstellung in SG und einegeeignete experimentelle Anordnung gefunden werden, so dass die Bestimmung der Erdrotationoptimal erfolgen kann. Ausgang der Betra
htungen ist das SkalarproduktGwj: Gnj: F ; Gnj: F gem�a� (2.3{24b) , (3.2{3)der sogenannte rotatoris
he Fluss. F�ur die Winkelges
hwindigkeit Gwj:EI gilt mit (3.2{2)Gwi:EI = Geij:E Ewj:EI : (3.2{4a)Mit (3.2{4a) wird angenommen, dass die Winkelges
hwindigkeit der Erde (3.2{2) die einzigwirkende Rotation ist, oder anders, der Torus wie au
h das Super
uidum ruhen relativ SG undpartizipieren auss
hlie�li
h an der Rotation der Erde. Die Drehmatrix Geij:E ist bekannt [vgl.hierzu Heitz/St�o
ker{Meier (1998), (3.6{2e)℄, und damit resultiert aus (3.2{4a)Gwi:EI = (0; 
osB !E; sinB !E) : (3.2{4b)In (3.2{4b) ist B die Breite des Ursprungs des lokalen Horizontsystems SG. F�ur die Orientierungdes Torussystems (3.2{1d) relativ zum lokalen Horizontsystem (3.2{1
) wird folgendes festgelegt.Die 3:T �A
hse m�oge in Ri
htung Ost zeigen und die 1:T �A
hse in Ri
htung Nadir. Wird dasTorussystem, ausgehend von dieser Positionierung, um die 1:T � A
hse gedreht, so istGeij:T = 0B� 0 sin� 
os�0 
os� �sin��1 0 0 1CA ; (3.2{5)und wegenGni: = Gei3:T (3.2{6)l�asst si
h f�ur das SkalarproduktGwi: Gni: = 
osB sin�!E (3.2{7)
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0:00:20:40:6
0:81:0
�1:0�0:5 0:0 0:5 1:0
Imax (normiert)

2wj: Fj:�3
Abbildung 3.2.1{1: Interferenzmuster eines supra
uiden Quanteninterferenz{Kreiselsangeben. Der Winkel � bes
hreibt die Auslenkung des Torussystems in Ri
htung Nord relativ zurOst{West{Ri
htung. Bei s�udli
her Auslenkung ist das Vorzei
hen des Sinus negativ. Simmondset al. nutzten in ihrem Experiment ein Quanteninterferometer, wel
hes eine Torus
�a
he Fvon etwa 6 
m2 aufwies [vgl. hierzu Simmonds et al. (2001)℄. Damit und mit Nutzung von(3.2{7) sind in (2.3{25
) s�amtli
he Parameter bis auf die Zielgr�o�e bekannt, so dass (2.3{25
) alsBeoba
htungsglei
hung zur Erdrotationsbestimmung dur
h Quanteninterferenz von3He dient. Beoba
htungsgr�o�e ist der maximale Strom Imax. Das genannte Experiment wurdederart dur
hgef�uhrt, dass die 3:T � A
hse in Stufen um ��=2 relativ zur Ost{West{Ri
htungausgelenkt wurde, so dass das in Abbildung 3.2.1{1 [s. Seite 66℄ dargestellte Interferenzmusterbeoba
htet werden konnte. Das bedeutet, der rotatoris
he Fluss, und damit die Winkelges
hwin-digkeit der Erde !E, moduliert den Strom Imax in analoger Weise wie der magnetis
he Fluss imFalle des Supra
uiden Quanten{Interferenz{Detektors (SQUID) [vgl. hierzu (2.3{19) und Ko-se/Mel
hert (1991), Abbildung 29a)℄.3.2.2 Stand und Weiterentwi
klungenEska gibt in seinem Beri
ht [vgl. hierzu Eska (1999)℄ einen �Uberbli
k �uber quantenbasierteKreisel. Dabei werden sowohl Funktionsprinzipien als au
h der experimentelle sowie te
hnis
heEntwi
klungsstand bes
hrieben. Insbesondere die in Abs
hnitt 5 ge�au�erten �Uberlegungen sindinteressant und lesenswert, so dass f�ur weitergehende Betra
htungen auf Eska (1999) ver-wiesen wird. In Bezug auf die Realisierung quantenbasierter Rotationssensoren sind zu nennen



67NMR{Kreisel [vgl. hierzuW�a
kerle et al. (1996)℄, Laserkreisel als au
h supra
uide Helium{Kreisel. Der NMR{Kreisel nutzt das Ph�anomen der Kernspin{Resonanz (engl.: Nu
lear Ma-gneti
 Resonan
e), wel
he in Abs
hnitt 2.2.4 bes
hrieben worden ist. Die Laserkreisel grei-fen auf den Sagna
{E�ekt zur�u
k [vgl. hierzu Heitz/St�o
ker{Meier (1998), Abs
hnitt3.3.6℄. Dieser Kreiseltyp ist zur Reife entwi
kelt und �ndet verbreitete Anwendung in der Naviga-tion. Prinzipiell erm�ogli
hen sie au
h eine re
ht genaue Erdrotationsbestimmung, und in diesemZusammenhang ist der Gro�ringlaser der Fundamentalstation Wettzell zu nennen [vgl. hierzuKl�ugel et al. (2005) und S
hreiber (2000)℄. Mit einem sol
hen Gro�ringlaser k�onnenmittlerweile Genauigkeiten von etwa 10�8 � !E errei
ht werden. Die dritte Gruppe innerhalb derquantenbasierten Rotationssensoren wird gebildet dur
h supra
uide Helium{Kreisel. Dabeiist grunds�atzli
h zu di�erenzieren zwis
hen den beiden Helium{Isotopen 3He und 4He. Die Iso-tope haben jeweils vers
hiedene Massen, weisen jeweils deutli
h andere �Ubergangstemperaturenauf und besitzen unters
hiedli
he Koh�arenzl�angen, das hei�t0; 2 nm = Koh�arenzl�ange f�ur 4He50 nm = Koh�arenzl�ange f�ur 3He :Aus diesen Eigens
haften ergeben si
h gewisse te
hnis
he S
hwierigkeiten, die letztli
h zur Aus-bildung grunds�atzli
h zweier Funktionsprinzipien gef�uhrt haben. Zum einen die Kreisel aufGrundlage der quantisierten Wirbelbildung, was im T�ubinger Projekt "Quantenrot\ umgesetztworden ist [vgl. hierzu Fries
h et al. (1999)℄, und zum anderen die Kreisel auf Basis desJosephson{E�ektes, wie in diesem Beitrag bes
hrieben. Allgemein h�angt die Qualit�at, das sollmeinen die Emp�ndli
hkeit, supra
uider Helium{Kreisel von diversen Faktoren ab, die umfas-send in Eska (1999), Abs
hnitt 5, diskutiert werden. Eine ma�gebli
he Komponente ist dieBes
ha�enheit der S
hwa
hstelle. So ist die optimale Lo
hgr�o�e dur
h das Zweieinhalbfa
he derKoh�arenzl�ange des Super
uids festgelegt [vgl. hierzu Eska (1999), Abs
hnitt 3.3℄. DieserForderung entspre
hende kleine �O�nungen lassen si
h derzeit ni
ht f�ur 4He herstellen, so dassder Josephson{E�ekt ni
ht f�ur 4He genutzt werden kann, sondern ledigli
h die quantisierte Wir-belerzeugung, was allerdings einen Genauigkeitsverlust von mehr als einer Gr�o�enordnung be-deutet. Abs
h�atzungen zufolge werden derartige Gyroskope maximal Genauigkeiten von 10�6 �!Eerzielen, was der Kapazit�at von Laserkreiseln entspri
ht. Mehr Optimismus verspre
hen die indiesem Beitrag vorgestellten, Josephson{E�ekt basierten 3He{Kreisel. Von diesen Rotationssen-soren erwartet man Genauigkeiten von deutli
h mehr als 10�6 � !E, je na
hdem 10�8 � !E bis10�9 � !E, was bedeutet, dass Konkurrenz zur VLBI mit 10�8 � !E m�ogli
h ist. Es wird daraufhingewiesen, dass die am Ende des Abs
hnittes 3.1.2 gema
hten Aussagen im Hinbli
k aufverglei
hende Betra
htungen mit alternativen Sensoren au
h hier gelten. Das hei�t, erst wenndie "industrielle Reife\ der supra
uiden Helium{Kreisel gegeben ist, lassen si
h eindeutig Vor{und Na
hteile in Relation zu anderen Kreiseltypen angeben.3.3 C�asiumatomuhren3.3.1 C�asiumatomAtomare Basis einer C�asiumuhr ist das C�asium{Atom aus der Gruppe der Alkali{Metalle,wobei das Element 133Cs das einzig stabile Isotop darstellt. Mit Bezug auf (2.1{4) ist dasAtom 133Cs im Grundzustand wie folgt 
harakterisiertS = 1=2 = Spinquantenzahl der Elektronenh�ulle (3.3{1a)
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he AnwendungenL = 0 = Bahndrehimpuls{Quantenzahl der Elektronenh�ulle (3.3{1b)J = 1=2 = SBK{Quantenzahl der Elektronenh�ulle (3.3{1
)I = 7=2 = Kernspin{Quantenzahl ; (3.3{1d)so dass si
h kurz, gem�a� (2.1{4a),2S1=2 ; S gem�a� (2.1{4f) ; (3.3{2a)ergibt, und f�ur die Gesamtdrehimpuls{Quantenzahl (2.2{20b) gilt mit (3.3{1
,d)F1 = 3 = Energiezustand E1 F2 = 4 = Energiezustand E2 : (3.3{2b)Die in (3.3{1) mit Gro�bu
hstaben gekennzei
hneten Quantenzahlen verweisen auf ein Mehr-elektronensystem [vgl. hierzu die Ausf�uhrungen na
h (2.2{22b)℄. In diesem Zusammenhang mussdeutli
h herausgestellt werden, dass S gem�a� (3.3{1a) und S gem�a� (2.1{4f) zu unters
heidensind. Im ersten angeregten Zustand des 133Cs bleibt die Eigens
haft (3.3{1a), wohl istanstelle von (3.3{1b)L = 1 ; (3.3{3a)woraus f�ur die SBK{Quantenzahl na
h (2.2{17b)J1 = 3=2 J2 = 1=2 (3.3{3b)folgt, und damit der erste angeregte Zustand aufspaltet in2P3=2 2P1=2 : (3.3{3
)Mit (3.3{2a,b) sind vers
hiedene Hyperfein{Energiezust�ande verbunden, deren Di�erenz si
h aus(2.2{21d) bere
hnet. Rekurrierend auf (2.2{22f) ergibt si
h dann�VHFS = E2 � E1 = AF2 = 4A ; (3.3{4a)A = Hyperfeinfaktor gem�a� (2.2{22d) ; (3.3{4b)woraus f�ur die Frequenz� = AF2=h (3.3{4
)folgt. Misst man die C�asiumfrequenz (3.3{4
) in der Einheit der Ephemeridensekunde, ergibtsi
h als Wert f�ur die �Ubergangsfrequenz� = 9; 192631770 GHz : (3.3{4d)3.3.2 Konventionelle C�asiumatomuhrOrigin�ares Funktionsprinzip der C�asiumatomuhr ist dasAtomstrahlresonanzverfahren na
hRabi. Die Abbildung 3.3.2{1 [s. Seite 69℄ illustriert diese so genannte Rabi{Methode [vgl.zur Atomstrahlresonanz na
h Rabi z.B. Audoin (1992)℄. So wird zun�a
hst in einem Ofen Oein geb�undelter Strahl von Atomen erzeugt, ein thermis
her Atomstrahl, der si
h zusammen-setzt aus Teil
hen im Energiezustand E1 wie au
h sol
hen im Energiezustand E2. Ohne �au�erenEin
u� laufen die Atome ausgehend vom Ofen l�angs der 1.a{A
hse zum Detektor D, der dannein Maximum einfallender Atome registriert. Die Magneten MF1 und MF2 erzeugen �au�ere,
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Abbildung 3.3.2{1: S
hematisierte Atomstrahlresonanz na
h Rabiinhomogene Magnetfelder, und werden sie einges
haltet, so bewirkt die aus den Magnetfeldernresultierende Kraft eine Ablenkung der Atome aus der urspr�ungli
hen Bewegungsri
htung, wiemit (2.2{31,32) gezeigt. Dabei werden Atome im Energiezustand E2 anders abgelenkt als die-jenigen im Zustand E1, n�amli
h so, dass Atome im Zustand E2 ni
ht mehr Komponente deseigentli
hen Strahls sind und damit ein zustandsselektierter Atomstrahl vorliegt. Dur
hdas Hintereinanderanordnen der Felder MF1 und MF2 mit der Eigens
haft (2.2{33), das hei�tmit entgegengesetzten Feldgradienten, wird die Gesamtablenkung f�ur den zustandsselektiertenAtomstrahl kompensiert, so dass s�amtli
he Atome des Strahls na
h wie vor, wie in der Abbil-dung dur
h die dur
hgezogene Linie dargestellt, zum Detektor gelangen. Zus�atzli
h zu MF1und MF2 wird nun das in der Mitte angeordnete, homogene Magnetfeld HMF einges
haltet,und des Weiteren wird das homogene Magnetfeld mit einem zu HMF transversalen, magne-tis
hen We
hselfeld WF �uberlagert [vgl. hierzu (2.2{26)℄, so dass im Falle der Resonanz, alsobei Erf�ullung von (2.2{29g) der Kernspin sowohl, aufgrund des homogenen Magnetfeldes, einePr�azessionsbewegung mit der Frequenz !0 [vgl. hierzu allgemein (2.2{24,25) sowie insbesonde-re (2.2{30
,d)℄ dur
hf�uhrt als au
h, aufgrund des magnetis
hen We
hselfeldes, "umklappt\ wiemit (2.2{30b) gezeigt. Mit dem Einstrahlen der Resonanzfrequenz sind ni
ht nur kinematis
heProzesse verbunden, sondern au
h �Anderungen des Energiezustandes, das hei�t "�Uberg�ange\vom Energiezustand E1 na
h E2. Damit verbunden ist dann das bereits erw�ahnte "Umklappen\,n�amli
h ein negatives, e�ektives magnetis
hes Moment, wel
hes ein anderes Ablenkverhaltenzeigt, was in der Abbildung dur
h die gestri
helte Linie illustriert wird, so dass die Atome imZustand E2 nun ni
ht mehr zum Detektor gelangen und dieser damit ein Minimum aufzei
hnet.Am Detektor registriert wird also die Intensit�at, respektive die Anzahl der einfallenden Ato-me in Abh�angigkeit von der eingespeisten Frequenz, das hei�t der Frequenz des magnetis
henWe
hselfeldes !, (2.2{26e). Dieses Intensit�ats{ bzw. Na
hweissignal ID, n�amli
h der Na
h-
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he Anwendungenweis der Resonanz, das meint die Erf�ullung der Bedingung (2.2{29g), ist proportional zu derWahrs
heinli
hkeit, dass eine Zustands�anderung eingetreten ist. Die graphis
he Darstellung desNa
hweissignals ID als Funktion der Frequenz !, der Testfrequenz, ergibt die so genannte Reso-nanzkurve. Beispielhaft zeigt Abbildung 3.3.2{2 [s. Seite 70℄ eine Ramsey{Resonanzkurve,denn diese zeigt ein Maximum, wel
hes am Detektor beoba
htet wird. Diese Resonanzkurve gibt
6

- !

ID1
!0

Abbildung 3.3.2{2: Messsignal auf 1 normiert (exemplaris
h)Auskunft �uber die �Ubereinstimmung von Resonanz{ und Testfrequenz. Das bedeutet, aus demNa
hweissignal muss ein Regelsignal zur Steuerung von ! erzeugt werden, so dass die Testfre-quenz gradatim der Resonanzfrequenz angepasst wird. Optimal l�asst si
h die Resonanzfrequenzgenau dann bestimmen, wenn die LinienbreiteW , das hei�t die gemessene Breite des Maximumsin halber H�ohe, klein ist. F�ur die Linienbreite der Rabi{Resonanz gilt zum Beispiel [vgl.hierzu Vanier/Audoin (1989), volume 2, (5.2.29)℄W = 5; 02=t ; t = l=v ; (3.3{5a)wobei t = We
hselwirkungszeit der Atome mit dem We
hselfeld (2.2{26d) (3.3{5b)v = Ges
hwindigkeit der Atome (3.3{5
)l = geometris
he L�ange der We
hselwirkungsregion : (3.3{5d)Gem�a� (3.3{5a) ist die Linienbreite W genau dann klein, wenn t gro� ist bzw. v klein und lgro�. Allerdings l�asst si
h (3.3{5b) ni
ht beliebig variieren, sondern obliegt einer Restriktion, dadie geometris
he L�ange der We
hselwirkungsregion, (3.3{5d), der Wellenl�ange der Bestrahlungangepasst sein muss.



71Die Rabi{Methode diente urspr�ungli
h dem Zwe
k des Na
hweises von magnetis
hen Dipol-�uberg�angen bzw. diente zum Studium der magnetis
hen Eigens
haften von Atomen und Mo-lek�ulen sowie zur Analyse von magnetis
hen We
hselwirkungen innerhalb der Molek�ule. Auf-grund dieser Zwe
kbestimmung hatte die Rabi{Methode im Hinbli
k auf die Nutzung zur ho
h-genauen Zeitbestimmung au
h ihre De�zite, so dass Ramsey dieses Verfahren weiterentwi
kelte.Die Atomstrahlresonanz na
h Ramsey hat si
h s
hlie�li
h als Funktionsprinzip der kon-ventionellen C�asiumatomuhren etabliert [vgl. zur Atomstrahlresonanz na
h Ramsey Audoin(1992)℄. Dabei bleibt das Prinzip der Rabi{Methode grunds�atzli
h bestehen, allerdings erf�ahrtdiese dahingehend eine Modi�kation, als dass die HMF{Region ni
ht nur ein transversales, ma-gnetis
hes We
hselfeld WF integriert, sondern nunmehr zwei WF , eines am Anfang und einesam Ende der HMF{Region. Diese Anordnung ist in Abbildung 3.3.2{3 [s. Seite 72℄ dargestellt,und sie verbessert die Leistungsf�ahigkeit einer Atomuhr wesentli
h, da enge Resonanzlinien er-zeugt werden k�onnen. Die Linienbreite der Ramsey{Resonanz wird von Vanier/Audoin(1989), volume 2, (5.2.37), zum Beispiel mitW � �=T ; T = L=v; (3.3{6a)T = Verweildauer im Resonator (3.3{6b)v = Ges
hwindigkeit der Atome (3.3{6
)L = Abstand der beiden WF (Resonatorl�ange) (3.3{6d)angegeben. So ist also die Linienbreite der Ramsey{Resonanzkurve genau dann klein, wenn dieVerweildauer T im Resonator gro� ist, das hei�t, der Abstand L zwis
hen den beiden WFsollte gro� sein, bzw. die Ges
hwindigkeit der Atome klein. Der Abstand l in der Abbildung3.3.2{3 [s. Seite 72℄ ist gem�a� (3.3{5d). Aus (3.3{6a) folgt das Bestreben, Atomuhren m�ogli
hstgro� zu bauen, da die Resonatorl�ange wesentli
h zur Genauigkeitssteigerung beitr�agt. So ist dieResonatorl�ange der C�asiumuhr NBS 6 des amerikanis
hen National Institute of Standards andTe
hnology (NIST) 3; 7m, wohingegen kommerzielle C�asiumatomuhren ledigli
h eine L�ange von0; 15m aufweisen. Bei anderen Laboruhren ist L = 0; 80m, wie zum Beispiel bei den prim�arenUhren der PTB. Daraus resultiert dann eine Linienbreite [vgl. hierzu (3.3{5a,6a)℄ von 60 Hz,und bei den neueren C�asiumuhren der PTB, CS3 und CS4, konnte diese sogar auf 44 Hzherabgesetzt werden. Der Gesamtablauf gestaltet si
h bei der Ramsey{Methode dann wie folgt.Der im Ofen O erzeugte, thermis
he Atomstrahl passiert den Magneten MF , der, wie au
h beider Rabi{Methode, Atome im Energiezustand E2 heraus�ltert, so dass ein zustandsselektierterStrahl entsteht. Dieser Strahl gelangt in die HMF{Region mit den zwei r�aumli
h getrenntenWe
hselfeldern WF , wo ein �Ubergang zwis
hen den Hyperfeinstrukturniveaus E1 ! E2 [vgl.hierzu (3.3{4)℄ induziert wird. Na
h Austritt des Atomstrahls aus der HMF{Region werden dur
heinen zweiten Magneten MF , der dem ersten identis
h ist, s�amtli
he Atome im EnergiezustandE2 zum Detektor gelenkt, wohingegen alle Teil
hen im Zustand E1 den Detektor ni
ht errei
hen.Der Detektor erfasst somit ein Maximum einfallender Atome [vgl. hierzu Abbildung 3.3.2{2auf Seite 70℄. Allgemein sind die konventionellen C�asiumuhren weit verbreitet und bereits seitlanger Zeit in Betrieb. So wird seit 1969 an der Physikalis
h{Te
hnis
hen Bundesanstalt (PTB)in Brauns
hweig die Zeiteinheit dur
h die C�asiumuhr CS1 realisiert. Die PTB entwi
kelte dannweitere Uhren bis hin zur CS4. Bei diesen Uhren wird in einem Ofen mit einer Temperatur vonetwa 100Æ C ein thermis
her Atomstrahl erzeugt, und, wie oben dargelegt, werden Magnetenzur Ges
hwindigkeitsselektion eingesetzt, n�amli
h Quadrupol{ und Hexapolmagneten bei CS1und CS2. Auf diese Weise werden f�ur die Atome mittlere Ges
hwindigkeiten von � 100m=s
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Ll lWF WFHMF �Region

Abbildung 3.3.2{3: Atomstrahlresonanz{Apparatur na
h Ramseygeneriert, und dies tr�agt, wie zu (3.3{5) und (3.3{6) bes
hrieben, zur Genauigkeitssteigerungbei. Ebenfalls werden damit systematis
he Frequenzfehler herabgesetzt, die proportional zurGes
hwindigkeit der Atome sind.3.3.3 C�asiumatomuhr mit Font�anente
hnikEine C�asiumatomuhr auf Grundlage einer Atomfont�ane, kurz C�asiumfont�ane genannt, unter-s
heidet si
h in ihrem Funktionsprinzip ni
ht prinzipiell von einer herk�ommli
hen C�asium-atomuhr, die na
h der Atomstrahlresonanzmethode von Ramsey arbeitet. Allerdings verfahreneinzelne Funktionselemente na
h te
hnis
h anderen Prinzipien. Die Abbildung 3.3.3{1 [s. Sei-te 73℄ zeigt s
hematis
h den Aufbau einer C�asiumfont�ane. Zur Sammlung der Atome dient diemagneto{optis
he Falle "MOT\ wie sie in Abs
hnitt 2.3.4 bes
hrieben ist, und na
hKollektion der Atome s
hlie�t si
h eine Melassenphase an, um die Atome auf etwa 2 �Kabzuk�uhlen. Des Weiteren bedarf es, wie au
h bei der herk�ommli
hen C�asiumatomuhr, einerZustandsselektion, die hier in der Weise erfolgt, dass die Atome in den Energiezustand E2gebra
ht werden. Derart aufbereitet werden die Atome in Zenitri
htung bes
hleunigt, wobeidem Start unmittelbar die erste Passage des Mikrowellenresonators folgt. Errei
hen dieC�asiumatome auf ihrer ballistis
hen Bahn eine relative Flugh�ohe von etwa einem Meter, kehrensie s
hlie�li
h unter Einwirkung der S
hwerkraft um und dur
h
iegen den Mikrowellenresonatorerneut, so dass der �Ubergang vom Energiezustand E2 na
h E1 induziert wird. S
hlie�li
hgelangen die Atome in die Na
hweiszone, wo der Quantenzustand bestimmt und ein De-tektorsignal ausgegeben wird, aus wel
hem die so genannte Resonanzkurve hervorgeht. Dadie e�ektive We
hselwirkungszeit nun etwa 0; 6 s betr�agt, was im Verglei
h zur herk�ommli
henC�asiumatomuhr re
ht lange ist, k�onnen Resonanzkurven mit einer Linienbreite von nur 0; 8Hz
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� Melasse und MOTQuellekalter Atome � Na
hweislaser
� Mikrowellenresonator

� Atom
ugbahnen

Abbildung 3.3.3{1: S
hematis
her Aufbau einer C�asiumfont�aneerzeugt werden [im Hinbli
k auf eine umfassende Bes
hreibung der C�asiumfont�ane der PTB sieheBau
h et al. (1999)℄.Abs
hlie�end wird dargestellt, dass die C�asiumfont�ane einen enormen Forts
hritt relativ zu denherk�ommli
hen Atomuhren bedeutet, wobei die Entwi
klung dieser Uhren no
h ni
ht abges
hlos-sen ist. Ma�gebli
h werden die qualitativen Eigens
haften einer Atomuhr bes
hriebendur
h die Frequenzinstabilit�at und die Unsi
herheit. Unter dem Begri� Unsi
herheit verstehtman im Kontext der Zeitmessung die Abwei
hung zwis
hen der festgelegten Dauer einer Se-kunde (Sollwert der Sekundende�nition) und der realisierten Sekundendauer (Messwert). DieFrequenzinstabilit�at wird allgemeinhin dur
h die Allan{Varianz zum Ausdru
k gebra
ht, zumBeispiel in der Form�y(�) = a [Q (S=N) � 1=2℄�1 ; (3.3{7a)
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he AnwendungenTabelle 3.3.3{1: Qualit�atsmerkmale vers
hiedener AtomuhrentypenUhrentyp We
hselwirkungszeit Linienbreite Instabilit�at Unsi
herheit[s℄ [Hz℄ �y(�) � 1=2herk�ommli
heC�asiumuhr 0,0085 60 4 � 10�12 1; 5 � 10�14C�asiumfont�ane 0,6 0,8 1; 3 � 10�13 1; 1 � 10�15
[vgl. hierzu z.B. Gibble/Chu (1992)℄. Darin bedeutenS=N = Signal{Raus
h Verh�altnis (3.3{7b)� = Mittelungszeit (3.3{7
)Q = Linieng�ute : (3.3{7d)Die Gr�o�e a ist ein numeris
her Faktor, und die Linieng�ute ist �uber den QuotientenQ = �=�� ; � = Resonanzfrequenz ; (3.3{7e)de�niert, wobei�� = (2TW )�1 = Linienbreite der Resonanzkurve : (3.3{7f)In (3.3{7f) ist TW die We
hselwirkungszeit, und wie aus (3.3{7a,e) ersi
htli
h, ist die Fre-quenzinstabilit�at genau dann klein, wenn die e�ektive We
hselwirkungszeit gro� und die Lini-enbreite der Resonanzkurve klein ist. Nun kann dur
h Sisyphus{gek�uhlte Atome eine Gaswolkebzw. eine optis
he Melasse erzeugt werden, die dur
h einen Sto� in Zenitri
htung einer ballisti-s
hen Flugbahn folgt, so dass f�ur die Flugzeit der Melasse und damit f�ur die We
hselwirkungszeitTW in erster N�aherungTW = 2 vS=gS (3.3{7g)gilt. Der Parameter gS bezei
hnet die S
hwerebes
hleunigung der Erde und vS kennzei
hnet dieStartges
hwindigkeit der Melasse, die bei etwa 2 � 4 ms�1 liegt. Mittlerweile k�onnen We
hsel-wirkungszeiten von nahezu 1 s [vgl. hierzu Cohen{Tannoudji (1998)℄ errei
ht werden, wasin Relation zu den herk�ommli
hen Atomuhren eine erhebli
he Steigerung bedeutet und, wie aus(3.3{7) folgend, zu einer kleineren Frequenzinstabilit�at f�uhrt. Zusammengefasst stellt die Ta-belle 3.3.3{1 [s. Seite 74℄ die bes
hriebenen Gr�o�en f�ur herk�ommli
he C�asiumatomuhren undC�asiumfont�anen mit ihren numeris
hen Betr�agen zum Verglei
h gegen�uber, wobei die eingetra-genen Werte keine Spezi�kationen, sondern typis
he Betr�age sind, wie sie f�ur die aufgef�uhrtenUhrentypen in der Literatur angegeben werden. Des Weiteren ist zu ber�u
ksi
htigen, dass dieEntwi
klung der C�asiumfont�anen no
h ni
ht abges
hlossen ist, und aus diesem Grunde sindweitere Verbesserungen au
h zuk�unftig zu erwarten [vgl. hierzu Cohen{Tannoudji (1998),Abs
hnitt IV.A.℄.



753.4 Quantenme
hanis
hes Gravimeter3.4.1 Atomfont�ane als Interferometer

&%'$��R��� ��	��I
Atom
ugbahnen
Raman{StrahlMelassenstrahlDetektionsstrahlMelassenstrahl

Raman{Strahl

Abbildung 3.4.1{1: S
hema einer Font�ane zur Nutzung als AtominterferometerZun�a
hst muss erw�ahnt werden, dass das Verfahren der Atominterferometrie in Varianten umge-setzt ist. Es existieren Instrumente, die zur Grundlage die Beugung am Spalt oder die Beugungam Gitter haben. Ein vollkommen anderer Ansatz ist das Li
htpuls{Interferometer, das me
hani-s
he E�ekte nutzt, um einen Materiestrahl r�aumli
h zu trennen und um diesen zur Interferenz zubringen. Sol
he Interferometer verwenden so genannte Raman{�Uberg�ange, so dass man sie au
hals Raman{Interferometer bezei
hnet. Grunds�atzli
h kann au
h eine Atomfont�ane wie sieim Abs
hnitt 3.3.3 bes
hrieben worden ist als Raman{Interferometer eingesetzt werden. Aufdiese Weise wird ein vertikales Raman{Interferometer realisiert, das frei fallende Atome nutzt.Diese Bauart f�uhrt zu "langen\ Beoba
htungszeiten und ma
ht damit ho
hgenaue Messungenm�ogli
h.Die Abbildung 3.4.1{1 [s. Seite 75℄ zeigt ein klassis
hes S
hema eines Raman{Interferometersauf Grundlage einer Font�ane. Ein Messzyklus hat folgenden Ablauf. Zuallererst werden die Ato-



76 Kapitel 3. Geod�atis
he Anwendungenme in einer magneto{optis
hen Falle [vgl. hierzu Abs
hnitt 2.3.4℄ gesammelt. Na
h Kollektionder Atome werden diese mit den im Abs
hnitt 2.3.3 bes
hriebenen Verfahren gek�uhlt. Mit Er-rei
hen der Minimaltemperatur erhalten die Atome einen aufw�arts geri
hteten Sto�, so dass siefortan einer ballistis
hen Bahn folgen [vgl. hierzu Abs
hnitt 2.3.1℄. Die Anfangsges
hwindig-keit betr�agt etwa 3 ms�1, und dem Experiment von Peters, Chung und Chu (2001) folgendsteigen die Atome etwa 0; 46 m ho
h. Bei dieser H�ohenmarke kehren die Atome infolge des Ein-
usses der S
hwere um und gelangen s
hlie�li
h in die Detektionszone, wo die Phasendi�erenz(2.3{10) beoba
htet wird.3.4.2 Atominterferometris
he S
hweremessungen

0 � 2�

Na=(Na +Nb)

��tot
Abbildung 3.4.2{1: Typis
hes Interferenzmuster eines vertikalen AtominterferometersIm Folgenden wird die Leistungsf�ahigkeit atominterferometris
her S
hweremessungen darge-stellt. Wie imAbs
hnitt 2.3.1 ausgef�uhrt, ist die grundlegende Beoba
htungsgr�o�e der atomin-terferometris
hen Font�ane die Phasendi�erenz (2.3{10), und gem�a� (2.3{11) wird diese erfasstdur
h Bestimmung der Besetzung der Zust�ande ja > und jb >. Die Phasen des Lasers werdennun derart abgestimmt, dass'1 = '0 (3.4{1a)'2 = '0 + Æ' ; (3.4{1b)was anstelle von (2.3{10) zu��tot = ke� (�g T 2)� Æ' (3.4{1
)



77f�uhrt. Die Frequenzvers
hiebung Æ' zwis
hen '2 und den Phasen (3.4{1a) dient dazu, diePhasendi�erenz ��tot zu variieren. Um diesen Sa
hverhalt zu verans
hauli
hen, wird von derGlei
hung��tot = 0 (3.4{1d)ausgegangen. (3.4{1d) sagt aus, dass na
h dem letzten Li
htpuls s�amtli
he Atome im Zustandja > sind. Wird nun die Frequenz des letzten Li
htpulses und damit die Phase modi�ziert, �andernsi
h folgli
h au
h die Besetzungszust�ande, und es resultiert das Interferenzmuster der Abbil-dung 3.4.2-1 [s. Seite 76℄. S
hlie�li
h wird die Zielgr�o�e, n�amli
h die S
hwerebes
hleunigung g,aus der Datenanalyse der Interferenzsignale bestimmt.Vers
hiedene Gruppen haben die S
hwerebes
hleunigung mit atominterferometris
hen Verfahrenbestimmt. So konnten zum Beispiel Peters, Chung und Chu (2001) den Parameter g miteiner relativen Genauigkeit von �g=g = 3 � 10�9 bestimmen. Ein Verglei
h dieses Ergebnissesmit dem Wert von einem klassis
hen Gravimeter bra
hte eine gute �Ubereinstimmung, n�amli
heine Koinzidenz innerhalb (7� 7) � 10�9g. Diese experimentellen Resultate illustrieren die St�arkeder atominterferometris
hen Methoden, zumal die Entwi
klung in diesem Berei
h no
h ni
htabges
hlossen ist. Man erwartet weitere Verbesserungen und damit verbunden relative Genau-igkeiten von 10�10 und mehr. Abs
hlie�end wird herausgestellt, dass die Atominterferometrieau
h f�ur andere geod�atis
he Zwe
ke, wie zum Beispiel zur Messung von Tr�agheitskr�aften oderzur Bestimmung der Erdrotation, von Bedeutung ist.





Kapitel 4Zuk�unftige Entwi
klungenNa
h wie vor wird auf den Gebieten der Atom{ und Kernphysik intensiv und umfangrei
h ge-fors
ht. Das gilt ni
ht nur f�ur die Physik, denn die Quantenphysik ist interdisziplin�ar. Dashei�t, in den vers
hiedensten naturwissens
haftli
hen Disziplinen ist allgemein ein Trend hinzu mikrophysikalis
hen Methoden festzustellen, um die klassis
hen Verfahren zu erg�anzen. Er-kennt man dar�uber hinaus in der Physik der kleinsten Teil
hen die Wurzel f�ur das Verst�andnisvon Naturers
heinungen, so besitzt die Atomphysik als die Wissens
haft von der Erfors
hung derStruktur von Atomen und der We
hselwirkung von Atomen eine zentrale Stellung, was dur
h dieAbbildung 4-1 [s. Seite 80℄, entnommen aus Demtr�oder (1996), Abs
hnitt 1, verans
hau-li
ht wird. Das S
haubild l�asst ebenfalls die vers
hiedenen Ber�uhrungspunkte der Atom{ bzw.der Quantenphysik zur Geod�asie erkennen. Zum Beispiel bildet die Physikalis
he Geod�asie mitder Atmosph�aren{ und der Geophysik eine inhaltli
he S
hnittmenge, so dass derzeitige wie au
hzuk�unftige Ergebnisse atmosph�aren{ und geophysikalis
her Fors
hung, unter Ber�u
ksi
htigungder Quantenphysik, au
h Erkenntnisgewinn und Weiterentwi
klung f�ur die Geod�asiebedeuten werden. Denkbar sind zum Beispiel neue Si
htweisen und Aspekte in Bezug auf dasErdmagnetfeld oder au
h die Ionosph�are und Troposph�are, denn letztli
h beruhen die komple-xen Vorg�ange im gasf�ormigen Raumberei
h der Erde auf der We
hselwirkung der Photonen desSonnenli
htes mit den Molek�ulen der Luft sowie auf St�o�en der Molek�ule untereinander. DieBedeutung der Quantenphysik f�ur die Metrologie wurde bereits in Abs
hnitt 1.2 her-ausgestellt und der Wandel von makroskopis
hen in atomare Ma�einheiten bes
hrieben.In Kapitel 3 wurde im Hinbli
k auf derzeitige Te
hnis
he Anwendungen und ger�atete
hni-s
he Entwi
klungen ein �Uberbli
k f�ur die Geod�asie gegeben. Sieht man einmal von den herk�omm-li
hen Atomuhren ab, so bed�urfen s�amtli
he vorgestellten Instrumente der Weiterentwi
klung bishin zur industriellen bzw. kommerziellen Reife. Das gilt insbesondere f�ur das Quantendynamome-ter [vgl. hierzu Abs
hnitt 3.1℄ sowie f�ur das Quanteninterferometer [vgl. hierzu Abs
hnitt3.2℄, weiter f�ur die C�asiumfont�anen [vgl. hierzu Abs
hnitt 3.3.3℄ und ni
ht zuletzt f�ur dasQuantengravimeter [vgl. hierzu Abs
hnitt 3.4℄, die s�amtli
h derzeit ledigli
h als Prototypenexistieren. Eine Beteiligung der Geod�asie an diesem Prozess der Vervollkommnung der Anwen-dungen w�urde theoretis
he wie au
h praktis
he Arbeiten anregen, und rekurrierend auf denletztgenannten Gesi
htspunkt vor allem dem geod�atis
hen Instrumentenbau an den Ho
hs
hu-len neue Perspektiven ers
hlie�en. Ni
ht unerw�ahnt bleiben soll in diesem Kontext der aktuelleForts
hritt im Berei
h der ho
hgenauen Zeitmessung. So gelten diesbez�ugli
h die optis
henAtomuhren als aussi
htsrei
he Innovation. Essentielle Komponente einer sol
hen Uhr ist deroptis
he Frequenzkamm, der die S
hwingungen einer optis
hen Welle erfasst, die von einem Atomemittiert wird. F�ur seine Beitr�age zur Entwi
klung der optis
hen Frequenzkammte
hnik wurde79
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Abbildung 4{1: Zentrale Bedeutung der AtomphysikTheodor W. H�ans
h vom Max{Plan
k Institut f�ur Quantenoptik mit dem Physik{Nobelpreis2005 gew�urdigt.Ein Bli
k in die Zukunft geht von der Situation aus, dass, wie eingangs dargestellt, die Quan-tenphysik au
h weiterhin ein expandierendes Fors
hungsgebiet ist, so dass die diesbez�ugli
henErgebnisse der Experimentalphysik permanent neue Arbeitsfelder er�o�nen und intensivste For-s
hungsaktivit�aten ausl�osen werden. Vor diesem Hintergrund werden, au
h f�ur die Geod�asie,bedeutsame und interessante Neuerungen dur
h die Quantenphysik erwartet. Die ge�au�ertePrognose soll am Beispiel der gro�en Forts
hritte, die in Bezug auf die Erzeugung von Bose{Einstein{Kondensaten erzielt werden konnten, verans
hauli
ht werden. Ein Bose{Einstein{Kondensat ist ein ultra{kaltes Gas, bestehend aus bosonis
hen Atomen, die si
h alle im Zustandniedrigster Energie be�nden. Im Jahr 1938 stellte London die Theorie auf, dass Helium 4 (4He),f�ur das erstmals Super
uidit�at na
hgewiesen werden konnte, ein Bose{Einstein{Kondensat sei.Eine Best�atigung der Theorie von London gelang ni
ht zweifelsfrei, wohl r�u
kte er mit seinerHypothese diesen Materiezustand wieder in den Fokus der Wissens
haft. Die Herstellung reinerBose{Einstein{Kondensate gelang allerdings erst im Jahre 1995 zwei unabh�angigen Fors
her-



81gruppen. Die diesbez�ugli
hen Arbeiten von Eri
 Cornell, Carl Wiemann und WolfgangKetterle wurden in 2001 mit dem Nobelpreis f�ur Physik gew�urdigt. Grundlage f�ur Bose{Einstein{Kondensate sind die ebenfalls Nobelpreis gew�urdigten Entwi
klungen von Verfahrenzur Laserk�uhlung [vgl. hierzu au
h die Ausf�uhrungen vonAbs
hnitt 2.3.3℄. Die Bose{Einstein{Kondensation als neuer Aggregatzustand der Materie bildet das Fundament f�ur vers
hiedensteNutzungsm�ogli
hkeiten. In der Atomoptik befasst man si
h beispielsweise mit der Erzeugungvon Materiewellen, und es konnten Atomlaser hergestellt werden, die si
h dur
h extrem hoheFokussierbarkeit auszei
hnen. Damit ergeben si
h neue Strahlquellen, die au
h f�ur geod�atis
heZwe
ke von Bedeutung sein k�onnen. An den Universit�aten von Heidelberg und M�un
hen wurdenExperimente mit "Atom
hips\ dur
hgef�uhrt, um Materiewellen zu manipulieren. In Fortf�uhrungbzw. Weiterentwi
klung dieser Experimente erwartet man die Konstruktion von ho
hemp�ndli-
hen Bes
hleunigungsmessern. Die Interferenzf�ahigkeit von Bose{Einstein{Kondensaten wird inder Atominterferometrie [vgl. hierzu Abs
hnitt 2.3.1℄ exploriert. Au
h auf diesem Gebietwerden interessante und ho
hpr�azise Applikationen angek�undigt. So ist der Bau von ho
hemp-�ndli
hen Interferometern beabsi
htigt. Damit k�onnen dann zum Beispiel Drehbewegungen oderdie S
hwerebes
hleunigung der Erde bestimmt werden, wie in Abs
hnitt 3.4 gezeigt. Eine wei-tere Verwendung ist der Einsatz als Instrument zur Bestimmung von Fundamentalkonstanten[vgl. zu Fundamentalkonstanten Abs
hnitt 1.2℄.Zum Abs
hluss wird no
h einmal an die Diskussion aus Abs
hnitt 1.1 angekn�upft. Dortwurden zu (1.1{3) im Zusammenhang mit den wissens
haftstheoretis
hen Er�orterungen �Uber-legungen zur Weiterentwi
klung der Geod�asie vorgestellt. Es wurde ge�au�ert, dass die Kom-bination von Allgemeiner Relativit�atstheorie und Quantenphysik als neues Funda-ment geod�atis
her Fors
hung ein Aufgabengebiet mit vielf�altigen M�ogli
hkeiten etablierenw�urde. Um diese Ansi
ht zu belegen, wird im Folgenden das Hyper{Projekt der europ�ais
henRaumfahrtagentur (engl.: European Spa
e Agen
y, ESA) vorgestellt. Der Projektname "Hyper\steht f�ur "hyperpr�azise Atominterferometrie im Weltraum\, und es ist Ziel, dur
h ho
hgenaueBes
hleunigungs{ und Rotationsmessungen sowohl die Allgemeine Relativit�atstheorie als au
hdie Quantenelektrodynamik zu veri�zieren. Konkrete Missionsziele sind� die Bestimmung der r�aumli
hen Struktur des gravitomagnetis
hen Feldes� die Bestimmung der Feinstrukturkonstante ,und des Weiteren werden im Hinbli
k auf die Quantengravitation Experimente dur
hgef�uhrt. DerGravitomagnetismus ist ein typis
hes Ph�anomen der Allgemeinen Relativit�atstheorie, verur-sa
ht dur
h rotierende Massen, die ein zus�atzli
hes Gravitationsfeld erzeugen. Diese Analogie zurElektrodynamik, wo rotierende Ladungen ein Magnetfeld verursa
hen, hat diesem Ph�anomen denNamen gegeben. Die Auswirkung des Ph�anomens wird au
h als Lense{Thirring{E�ekt oder eng-lis
h als "frame dragging\ bezei
hnet. Mit der Mission Hyper soll nun erstmals ein r�aumli
hesPro�l des Gravitomagnetismus erfasst werden, im Gegensatz zu anderen Projekten wie Lageosoder Gravity Probe B, die ledigli
h einen mittleren Wert f�ur den Lense{Thirring{E�ekt be-stimmen. Die Feinstrukturkonstante stellt ein Ma� f�ur die St�arke der elektromagnetis
henWe
hselwirkung dar, und sie ist eine Funktion von drei Fundamentalkonstanten, n�amli
h derLi
htges
hwindigkeit, der Elementarladung und des Plan
ks
hen Wirkungsquantums. Da dieFeinstrukturkonstante diese drei Fundamentalkonstanten miteinander verkn�upft, ist deren nu-meris
her Betrag von gro�er Bedeutung f�ur die Metrologie [vgl. zu Fundamentalkonstanten Ab-s
hnitt 1.2℄. Die derzeitigen Verfahren zur Bestimmung der Feinstrukturkonstanten basierenauf den Theorien der Quantenelektrodynamik, und sie f�uhren im Verglei
h zu unbefriedigen-



82 Kapitel 4. Zuk�unftige Entwi
klungenden Ergebnissen. Hyper misst das Verh�altnis von Plan
ks
her Konstante und atomarer Masse,so dass damit die genaueste und eine von der Quantenelektrodynamik unabh�angige Wertbe-stimmung gegeben ist. Um die genannten Missionsziele zu errei
hen, werden die entspre
hendenMessungen imWeltraum dur
hgef�uhrt. Zu diesem Zwe
k wird eine Raumsonde die Erde in einemniedrigen und einem nahezu polaren Orbit umkreisen. An Bord der Sonde be�nden si
h Atom-interferometer als ho
hgenaue Messsensoren mit vers
hiedenen Funktionen. Zum einen dienensie als inertiale Messsensoren zur Steuerung bzw. Navigation der Raumsonde, und zum anderensind es diejenigen Sensoren zur Bestimmung der in den Missionszielen genannten E�ekte. F�ur dieletztgenannte Absi
ht arbeiten die Atominterferometer in vers
hiedenartigen Modi. In der soge-nannten Ma
h{Zehnder{Kon�guration messen die Atominterferometer den Lense{Thirring{E�ekt r�aumli
h aus, und in der Ramsey{Bord�e{Kon�guration wird die Feinstrukturkonstanteerfasst. Im Hinbli
k auf den Projektstatus be�ndet si
h Hyper derzeit in der Phase der Vorbe-reitung, und die Realisierung ist f�ur die n�a
hste Dekade vorgesehen. Insgesamt vermitteltHypervers
hiedene Signale. Erstens zeigt si
h hier der Beginn einer neuen Entwi
klung. Zweitens stelltHyper die Bedeutung der neuen quantenbasierten Inertialsensoren heraus, und drittens demon-striert Hyper die Zukunft der Dyade Allgemeine Relativit�atstheorie und Quantenphysik.Vers
hiedene europ�ais
he Einri
htungen unterst�utzen Hyper und gestalten dieses Projekt. Da-runter sind au
h deuts
he Fors
hungsst�atten, vor allem physikalis
he Institute, wie zum Beispieldie Physikalis
h{Te
hnis
he Bundesanstalt in Brauns
hweig und das Institut f�ur Quantenoptikin Hannover [vgl. hierzu Rasel (2000)℄. Mit Hyper ist au
h die Geod�asie, wie sie modernund zukunftsgeri
htet zu (1.1{3) de�niert worden ist, angespro
hen und herausgefordert, ummit ihrer Kompetenz und ihren F�ahigkeiten einen wi
htigen Beitrag f�ur dieWissens
haft vomSystem Erde [vgl. hierzu S
hneider (1988)℄ zu leisten.
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