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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden erstmalig iiber einen zur Nichtstandardform gehérenden Erzeugen-
densystem-Ansatz robuste Wavelet-basierte Multiskalen-Loser fiir allgemeine zweidimensio-
nale stationére Konvektions-Diffusions Probleme entworfen und praktisch umgesetzt.

Fiir Multiskalen-Verfahren, die lediglich direkte Unterraumzerlegungen verwenden, ist es
im allgemeinen nicht mehr moglich, zugehorige Multiskalen-Gliatter zu konstruieren, die
im Grenzfall sehr starker Konvektion auf jeder Skala zu einem direkten Loser entarten.
Als eine Moglichkeit zur Konstruktion robuster Multiskalen-Methoden bleibt die Wahl der
Multiskalen-Zerlegungen selbst. Es ist sicherzustellen, dafl man sowohl hinsichtlich der sin-
guldren Storung stabile Grobgitterprobleme als auch beziiglich der Maschenweite stabile Un-
terraumzerlegungen erhélt. Gleichzeitig mufl der Aspekt der approximativen Gauf3-Eliminati-
on beachtet werden, der durch das Zusammenspiel matrixabhéngiger Prolongationen und
Restriktionen mit einer hierarchischen Basis Zerlegung gegeben ist.

Um alle diese Forderungen zu erfiillen, wird zunéchst ausgehend von geometrischen Ver-
groberungen ein allgemeines Petrov—Galerkin Multiskalen-Konzept entwickelt, bei dem die
Zerlegungen auf der Ansatz- und Testseite unterschiedlich sind. Es werden matrixabhéngige
Prolongationen, die von robusten Mehrgitter-Techniken her bekannt sind, verwendet, zu-
sammen mit Wavelet-artigen und hierarchischen Multiskalen-Zerlegungen der Ansatz- und
Testraume beziiglich des feinsten Gitters. Die Kernidee bei den vorgeschlagenen Verfahren ist,
jeweils einen der Komplementraume auf der Ansatz- oder Testseite hierarchisch zu wahlen,
um zusammen mit einer problemabhéngigen Vergroberung auf der anderen Seite physika-
lisch sinnvolle Grobgitterdiskretisierungen und gleichzeitig einen approximativen Eliminati-
onseffekt zu erreichen. Die Komplementriume auf der entsprechend anderen Seite werden
hingegen Wavelet-artig aufgespannt, was insbesondere zu einer Stabilisierung des Verfah-
rens beziiglich der Abhingigkeit von der Maschenweite der Diskretisierung fiihrt. Mit den
weiterhin entwickelten AMGlet-Zerlegungen, die auf rein algebraischen Prinzipien beruhen,
gelingt es, geometrisch orientierte Tensorprodukt-Konstruktionen, die fiir separable Proble-
me erfolgreich sind, zu verlassen, um schwierige nichtseparable Aufgaben in unter Umsténden
kompliziert berandeten Gebieten behandeln zu kénnen. Dies er6ffnet dariiberhinaus auch den
Ubergang von Modellproblemen hin zu praxisnahen Fragestellungen.

Unterschiedliche numerische Beispiele zeigen, dafl man durch die vorgeschlagenen Konstruk-
tionen zu verallgemeinerten Hierarchische Basis Mehrgitter-Verfahren mit robusten Konver-
genzeigenschaften gelangt.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Vorgénge in unserer natiirlichen Umwelt sind d&uflerst komplex und vielfiltig. Eine zentrale
Aufgabe des Wissenschaftlichen Rechnens und der Numerischen Simulation ist, diese mit
Hilfe des Computers besser zu beschreiben und zu verstehen, als es alleine mit Experimenten
und Beobachtungen oder mathematischen Formulierungen moglich ist. Mit diesen beiden
noch relativ jungen und zusammengehorenden Disziplinen hat sich neben dem traditionellen
experimentellen Zugang und dem theoretischen Ansatz mittlerweile ein vielversprechender
dritter Weg zur Beschreibung der Wirklichkeit herausgebildet.

H&ufig treten in den zur Numerischen Simulation verwendeten mathematischen Modellen fiir
die Beschreibung von Vorgéingen, wie sie in den Natur-, Ingenieur-, Wirtschafts- und Sozi-
alwissenschaften untersucht werden, konvektive und diffusive Prozesse gleichzeitig auf. Ein
wichtiges Beispiel ist etwa die Schadstoffausbreitung in einem flielenden Gewisser. Eine Ver-
unreinigung breitet sich durch molekulare Diffusion langsam um ihre Quelle herum aus, die
selbst jedoch einem Transport durch das Flielen des Gewiéissers unterliegt. Durch Konvektion
alleine wiirde sich eine konzentrierte punktformige Verschmutzung lediglich entlang einer ein-
dimensionalen Bahnkurve an der Oberfliche des Gewissers bewegen. Wegen der zusétzlich
vorhandenen Diffusion verbreitert sich diese Kurve nach allen Richtungen hin und nimmt eine
keilformige Gestalt an. Ein dimensionsloser Parameter, der die relative Stérke des konvek-
tiven Anteils gegeniiber dem diffusiven Anteil mifit, kann hierbei sehr unterschiedliche und
grofle Werte annehmen. Man spricht auch von einem singuldr gestérten Problem. Nimmt die
Transportgeschwindigkeit des Gewissers im obigen Beispiel betragsméfiig Werte zwischen 0.5
und 3 “* an und variiert die Diffusion zwischen 0.005 und 5 m?z, so ergeben sich bezogen auf
eine Lingenskala von einigen 100 Metern etwa Pécletzahlen zwischen 10 und 6000.

Fiir andere Anwendungen kénnen diese Unterschiede noch dramatischer sein. Konvektions-
Diffusions Prozesse und die sie beschreibenden partiellen Differentialgleichungen kénnen hier-
bei selbststéindig oder auch als Teilprobleme noch komplexerer Fragestellungen auftreten.
Weitere Beispiele sind die Temperaturverteilung in einer Stromung, atmosphérische Verun-
reinigungen, Grundwassertransport, Halbleitervorgénge, aber ebenso die Optionspreisbewer-
tung in finanzmathematischen Modellen [86]. Auch die inkompressiblen Navier—Stokes Glei-
chungen im Fall grofler Reynoldszahlen, die dabei die Rolle des dimensionslosen Parameters
itbernehmen, werden héufig als Anlafl zur Untersuchung von Konvektions-Diffusions Glei-
chungen genannt. Durch ihren nichtlinearen Charakter und die zusétzliche Bedingung der
Divergenzfreiheit ist aber nicht klar, ob es gerade die Kopplung von Konvektion und Diffusion
ist, die die Hauptschwierigkeiten bei der Losung der Navier—Stokes Gleichungen verursacht.
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Modellhaft betrachten wir in dieser Arbeit das folgende stationire Konvektions-Diffusions
Problem mit homogenen Dirichletschen Randbedingungen auf dem Einheitsquadrat

Tu:=—Au+b-Vu=finQ:=]0,1> und u=0 auf 9Q. (1.1)

Das Konvektionsfeld b = (b1(z,y), ba(x,y)) ist hierbei im allgemeinen ortsabhéngig und die
zugehorige £°(2)-Norm kann sehr grofie Werte annehmen. Je nach Richtung der Konvektion
unterteilt man Konvektions-Diffusions Probleme in bestimmte Klassen. Fiir achsenorientierte
Probleme gilt b = (by(z),0) oder b = (0, by(y)), separable Probleme erfiillen b = (b1 (x), ba(y)).
Aufgaben, fiir die die letzte Bedingung nicht mehr zutrifft, sind etwa Falle wirbelbehafteter
Konvektion [76].

Zur Numerischen Simulation von Konvektions-Diffusions Vorgéngen muf3 die kontinuierliche
Gleichung ([.1]) zuerst einmal diskretisiert werden. Dies geschieht zum Beispiel mittels eines
geeigneten Finite-Differenzen oder Finite-Elemente Verfahrens, indem man die Gleichungen

etwa fiir die Punkte (Freiheitsgrade) eines endlichen Gitters 2y C Q betrachtet [44, 86, T02].
Man gelangt so zu groflien schwachbesetzten linearen Gleichungssystemen der Form

Touo = fo, (1.2)

die den Kern einer moglichen Simulationsschleife darstellen. Der untere Index kennzeichnet
hierbei die Auflosungsstufe (Level, Skala), auf der die diskreten Probleme betrachtet werden.
Entgegen der iiblichen Notation [62] versehen wir grobere Auflosungsstufen mit groferen
Indizes. Die feinste Skala tragt den Index 0.

Es ist zumeist keine triviale Aufgabe, die entstehenden Gleichungssysteme effizient mit Hilfe
eines Computers zu l6sen. Die fiir realistische Simulationen bené6tigte hohe Auflésung des
Raumes mit diskreten Punkten fiihrt zu extrem hohen Anforderungen an Rechenzeit und
Speicherplatz. Dies gilt insbesondere, wenn zeitabhéngige Vorgénge in drei Raumdimensionen
simuliert werden sollen. Die direkte Losung mittels Gauf-Elimination benétigt fiir ein allge-
meines Gleichungssystem mit n Unbekannten einen Aufwand C, der kubisch mit n steigt, das
heiBit C = O(n3) [64]. Leider iibertriigt sich dieses Verhalten auch auf die Losungszeit. Da die
wachsende Rechnerleistung stets von dem Wunsch begleitet wird, noch gréflere Probleme zu
rechnen, stoflen auch geschicktere und weniger aufwendige Implementierungen direkter Loser
wie etwa die Band-GauB-Elimination sofort an Grenzen [d0]. Die Losung der Gleichungssy-
steme ([[.2) erfolgt daher heute zumeist mit Hilfe von Iterationsverfahren, die sich ausgehend
von einer Startapproximation schrittweise der tatséchlichen Losung nidhern [64]. Sie haben
gegeniiber direkten Losungsverfahren zunéichst den Vorteil, dafl sie nur einen geringen Re-
chenaufwand pro Iteration benotigen. Auflerdem lassen sie sich ohne groflen zusétzlichen
Speicheraufwand implementieren. Neben den klassischen Iterationsverfahren, wie beispiels-
weise dem Jacobi-, dem Gaufi—Seidel-Verfahren oder SOR-Varianten, werden heutzutage auch
moderne Krylovraum-Methoden, etwa das GMRES- oder das BICGSTAB-Verfahren, zusam-
men mit einfachen Vorkonditionierern zur Losung der Systeme ([[.Z) herangezogen [[04]. Man
trifft dabei in der Regel aber auf die folgenden beiden Schwierigkeiten. Die Konvergenz der
Verfahren

e verschlechtert sich mit abnehmender Maschenweite hg des zur Diskretisierung verwen-
deten Gitters und

e hingt ab von den Koeffizientenfunktionen des Differentialoperators, hier also von der
Gestalt und Stérke des Konvektionsfeldes b.



Diese Problematik bezeichnet man auch als die Frage nach der Robustheit der Verfahren
[[26]. Dabei wird gefordert, da der Aufwand fiir einen Schritt des betreffenden Iterati-
onsverfahrens nur linear mit der Anzahl der vorhandenen Freiheitsgrade wichst. Der er-
sten Schwierigkeit begegnet man im Fall des ungestoérten Poissonproblems (EI) mit b = 0
durch Multilevel-Methoden (Mehrgitter- Verfahren, Multilevel-Vorkonditionierer) [24, b, 62].
Sie fithren im Idealfall zu Konvergenzraten, die nicht mehr von der Maschenweite hg des Git-
ters abhéngen, das zur Diskretisierung benutzt wurde [91]. Man kann sagen, dafl die Entwick-
lung von Multilevel-Methoden fiir symmetrisch positiv definite elliptische Randwertaufgaben
abgesehen von auch hier sich moglicherweise stellenden Robustheitsfragen mit den Arbeiten
[0, T27] eine finale Reife erreicht hat. Dies gilt auch aus theoretischer Sicht. Ganz anders
verhélt es sich im Fall unsymmetrischer Probleme wie der Konvektions-Diffusions Gleichung
(L1). Robuste Multilevel-Verfahren, die also zusdtzlich die zweite oben genannte Schwierig-
keit beheben, sind im allgemeinen nur sehr schwer zu konstruieren, wie die Erfahrung lehrt.
Es existieren zwar einige in der Praxis recht erfolgreiche Ansiitze [38, 47, 62, 76, 79, 94, 133,
wirkliche Robustheitsbeweise liegen bislang aber fast nur fiir (triviale) eindimensionale Pro-
bleme vor. Oft wird in theoretischen Arbeiten der konvektive Anteil als kleine Storung des
symmetrischen Teils der Gleichung angesehen, so dafl die Aussagen fiir den interessierenden
konvektionsdominierten Fall nicht mehr giiltig oder wertlos sind [23, 123]. Ein erstes theo-
retisches Robustheitsresultat fiir achsenorientierte Probleme in zwei Raumdimensionen und
nichtperiodische Randbedingungen findet man in [99]. Es basiert auf einer Semi- Vergrdoberung
und nutzt die Reduktion auf den eindimensionalen Fall.

Vor circa 15 Jahren, also fast ein viertel Jahrhundert nach Vorstellen des ersten Mehrgitter-
Ansatzes [45], setzte mit dem systematischen Vorantreiben der Theorie der Wavelets und
Multiskalen- Analysen eine stiirmische Entwicklung in den unterschiedlichsten Bereichen der
Natur- und Ingenieurwissenschaften sowie der Angewandten und Reinen Mathematik ein
(86, &1, 82, 83]. Auf der Suche nach moglichen Anwendungen hatte diese sehr bald auch das
Gebiet der Numerik partieller Differentialgleichungen erfafit. Wavelet-Methoden zur Losung
elliptischer partieller Differentialgleichungen nutzen eine geschickte Multiskalen-artige Zer-
legung des Losungsraums in Unterrdume, die von den Dilaten und Translaten einer einzigen
Funktion, ndmlich dem Wavelet, aufgespannt werden. Mit entsprechenden schnellen Algo-
rithmen konnen die Losungen dann in Bestandteile, die zu unterschiedlichen Skalen gehoren,
aufgespalten werden, was insbesondere niitzlich zur Entwicklung von Fehlerschitzern und
adaptiven Verfahren ist. Einen guten Uberblick bietet der Ubersichtsartikel [32]. Man kann
Wavelet-Methoden aber ebenfalls zum Losen der nach Diskretisierung entstehenden linearen
Gleichungssysteme einsetzen. Fiir symmetrisch positiv definite elliptische Randwertprobleme
erhilt man mit Algorithmen, die den bekannten Multilevel-Methoden nachempfunden sind,
Multiskalen- Verfahren, die ebenfalls zu gitterweitenunabhéngigen Konvergenzraten fithren
(TR, B3, 75, 21, 122]. Wavelet-basierte Multiskalen-Loser, die fiir Konvektions-Diffusions Pro-
bleme robuste Methoden liefern, sind hingegen kaum bekannt. Die theoretischen Resultate
in [92, 93] sind aufgrund der dort verwendeten Normen fragwiirdig, wie auch Reusken in [99]
bemerkt. Das auf einer Semi-Vergroberung basierende Verfahren ist auflerdem nur auf den
Spezialfall achsenorientierter Konvektion zugeschnitten und wird unserer Meinung nach nicht
ausreichend von numerischen Beispielen unterstiitzt.

Ziel dieser Arbeit ist die Konstruktion robuster Wavelet-basierter Multiskalen-Verfahren zur
Losung grofler schwachbesetzter linearer Gleichungssysteme, die bei der numerischen Be-
handlung des Konvektions-Diffusions Problems ([.I) auftreten. Da wir in unserem Ansatz
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entscheidend auf Techniken robuster Mehrgitter-Methoden zuriickgreifen, wollen wir im fol-
genden zunéchst kurz die Kernidee von Mehrgitter-Verfahren skizzieren und die wichtigsten
Probleme und Losungsstrategien in Bezug auf Konvektions-Diffusions Gleichungen diskutie-
ren. Sogenannte Hierarchische Basis Mehrgitter- Verfahren und ihre problemabhéngig gebilde-
ten Verallgemeinerungen dienen uns dann als Ausgangspunkt, um das von uns vorgeschlagene
Konzept zu motivieren und zu erkléren.

Wir beschranken uns zuerst wieder auf die ungestorte Poissongleichung. Betrachtet man fiir
ein mittels Finite-Differenzen gebildetes zugehotriges lineares Gleichungssystem klassische ite-
rative Loser wie das GauB—Seidel- oder das Jacobi-Verfahren, so dimpfen diese hochfrequente
(rauhe) Anteile des Fehlers zwischen Losung und Iterierter zwar stark, dafiir aber niederfre-
quente (glatte) Anteile nur schwach. Das fithrt dazu, daf§ die Fehler nach einigen wenigen
Iterationsschritten im wesentlichen nur noch glatte Anteile besitzen, fiir deren Dampfung
dann viele weitere Iterationsschritte notwendig sind. In diesem Zusammenhang spricht man
von traditionellen Iterationsverfahren auch als Glattern. Niederfrequente Fehleranteile las-
sen sich gut auf einem groberen Gitter approximieren und man braucht dazu weitaus weni-
ger Freiheitsgrade als zuvor. Die zentrale Idee ist nun, die geglitteten Fehleranteile auf ein
groberes Gitter zu transportieren, um sie dort mittels eines kostengiinstigeren Grobgitterpro-
blems schneller reduzieren zu kénnen. Da die zur Korrektur dienenden Grobgitterprobleme
die gleiche Struktur aufweisen wie das urspriingliche Feingitterproblem, 148t sich diese Pro-
zedur rekursiv fortsetzen und man gelangt zu Mehrgitter-Verfahren [25, 45, 61]. Mit ihnen
entstanden erstmals Iterationsverfahren linearen Aufwandes, fiir die die Zahl der notwendigen
Iterationsschritte zum Erreichen der Losung bis auf Diskretisierungsgenauigkeit unabhéngig
von der Gitterweite hg ist. Solche Loser heiflen auch optimal.

Mehrgitter-Verfahren lassen sich ebenfalls zur Losung von Gleichungssystemen einsetzen, die
mittels einer Finite-Elemente Diskretisierung entstanden sind (variationelles Mehrgitter). Die
fiir den Transport zwischen den unterschiedlichen Gittern verantwortlichen Prolongations-
und Restriktionsabbildungen induzieren dabei Basisfunktionen von Unterrdumen grobskalige-
rer Funktionen der endlichdimensionalen Ansatz- und Testrdume Vy und Sp, die in den Punk-
ten groberer Gitter verankert sind. Variationelle Mehrgitter-Verfahren kénnen dariiberhinaus
als multiplikative Unterraumkorrektur-Verfahren angesehen werden [127] und die zugehorigen
additiven Varianten stellen gerade die bekannten Multilevel-Vorkonditionierer BPX und MDS
von Bramble, Pasciak und Xu respektive Zhang dar [24, 37]. Durch das gleichzeitige Be-
trachten verschiedener Diskretisierungslevel und das Zusammenfassen der zugehorigen Basis-
funktionen erhilt man Erzeugendensysteme. In [565, b6] wurde gezeigt, dafl sich Mehrgitter-
Verfahren und Multilevel-Vorkonditionierer auch als traditionelle iterative Methoden (Gauf3—
Seidel-Verfahren, Jacobi-Vorkonditionierer) iiber den mittels der Erzeugendensysteme entste-
henden semidefiniten Gleichungssysteme interpretieren lassen. Durch Ubertragen der Kon-
vergenzbeweise fiir diese klassischen Verfahren, erhéilt man mit Hilfe des Erzeugendensystem-
Zugangs im Fall symmetrisch positiv definiter Probleme sogar eine regularititsfreie qualitative
Mehrgitter-Konvergenztheorie [57].

Betrachten wir das Konvektions-Diffusions Problem ([-1), so fithren mit zunehmender Kon-
vektion konventionelle Mehrgitter-Verfahren zur Losung der entstehenden Gleichungssysteme
zu einer Reihe von Schwierigkeiten. Sie machen es notwendig, Modifikationen der Stan-
dardkomponenten klassischer Mehrgitter-Verfahren zu entwickeln. Diese betreffen die ver-
wendeten Grobgitterdiskretisierungen und die Wahl der Prolongationen und Restriktionen.
Dariiberhinaus werden auch spezielle Glatter eingesetzt.



Berechnet man die Matrizen fiir die Grobgitterprobleme mit Hilfe des Galerkin-Produkts
Tit1 = (PF,)'TpPF,,, so wird bei Verwenden der (bi-)linearen Interpolation als Prolon-
gation P,f 1 der zugehorige Grobgitterstern durch jeden Galerkin-Vergroberungsschritt dem
Stern der gewoOhnlichen Finite-Elemente Diskretisierung &dhnlicher, der bekanntlich zentra-
le Differenzen beinhaltet [b4, 132]. Zentrale Differenzen Diskretisierungen fithren aber fiir
konvektionsdominierte Probleme bei nicht hinreichend feinen Gitterweiten zu oszillieren-
den und physikalisch unsinnigen Losungen [60]. Grobgitterdiskretisierungen, die iiber eine
einfache Galerkin-Vergroberung gebildet werden, neigen daher sogar ausgehend von einer
stabilen Feingitterdiskretisierung zu Instabilitdten und kénnen dadurch die Konvergenz des
Mehrgitter-Verfahrens zerstéren. Das eben geschilderte Problem in Bezug auf Grobgitterdis-
kretisierungen und den Galerkin-Ansatz kann durch eine geeignete matrixabhéingige Wahl
der Prolongationen im Galerkin-Vergroberungsprozefl vermieden werden. Hierzu gibt es Vor-
schldge von Dendy und de Zeeuw [B8, [32]. Im Zusammenspiel mit ILU-artigen Glattungsver-
fahren konnte fiir einfache zweidimensionale Probleme im numerischen Experiment robuste
Mehrgitter-Konvergenz erreicht werden. Daneben wurden Grobgitterkorrekturen vorgeschla-
gen, die nicht mehr auf dem Prinzip einer uniformen Vergroberung (Standardvergriberung)
basieren. Verlauft die Konvektionsrichtung etwa entlang einer der Koordinaten, dann ist
Semi-Vergroberung, die entgegen der Richtung der singuldren Storung erfolgt, ein probates
Mittel [62, I17]. Algebraische Mehrgitter-Verfahren (AMG) bestimmen dariiberhinaus pro-
blemabhingig geeignete Grobgitterkorrekturen, indem zuerst aus den Eintrigen der Feingit-
termatrix die zu verwendenden Grobgitterpunkte bestimmt und danach zugehérige Prolon-
gationen und Restriktionen konstruiert werden. Sie erlangen so mit einfachen Gaufi—Seidel-
oder Jacobi-Gléttern robuste Konvergenzraten [27, 52, [12]. Beweise liegen dafiir aber bislang
nicht vor.

Die Schwierigkeiten in Bezug auf den Glattungsprozefl gestalten sich wie folgt. Geschieht die
Vergroberung auf klassische Weise, so beobachtet man, dafl einfache Glitter wie das Jacobi-
oder das GauB—Seidel-Verfahren bei starker Konvektion im allgemeinen ihre Glattungseigen-
schaften verlieren [64]. Dann konvergiert das Mehrgitter-Verfahren trotz stabiler Grobgitter-
diskretisierungen nicht mehr schnell genug und die Konvergenzrate ist von der Stdrke der
Konvektion abhéngig. Fiir achsenorientierte Probleme eignet sich ein Linienglétter, das heifit
ein Block-Gauf3—Seidel-Verfahren, bei dem die Blécke durch je eine Linie des Gitters in Kon-
vektionsrichtung gebildet sind und in jedem Block eine exakte Invertierung stattfindet [62].
Der Linienglétter kann auch mit abwechselnder Richtung alternierend eingesetzt werden. Fiir
Konvektion in Diagonalrichtung ergibt sich jedoch auch damit leider kein robustes Mehrgitter-
Verfahren. Verallgemeinerungen hiervon basieren auf der Idee der unwollstindigen Faktori-
sierung (ILU) [@]. ILU- und Block-ILU-Glétter funktionieren im 2D-Fall gut und bewirken
weitgehende Robustheit. Thre Wirkungsweise basiert nicht zuletzt auch auf der Eigenschaft,
im Grenzfall b — oo zu einem exakten Loser zu entarten. Das gesamte Mehrgitter-Verfahren
konvergiert dann in nur einem Schritt. Man spricht auch von einem robusten Gldtter. Um
diesen Grenzfall zu realisieren, geht man zum Beispiel iiber zu der mittels ¢ = 1/]|b||oo ska-
lierten Differentialgleichung ([.1)). Im 3D-Fall ist es im allgemeinen aber nicht mehr ohne
weiteres moglich, kostengiinstige ILU-Glétter mit dieser Eigenschaft anzugeben [6Y]. Setzt
man als Glatter ein Gauf3—Seidel-Verfahren ein, dessen Durchlaufreihenfolge mit der Konvek-
tionsrichtung lduft, dann ist dafiir unter Umsténden ebenfalls das oben erwéhnte Kriterium
fiir einen robusten Glétter erfiillt. Diese Methode wird in [68, 79, B4] genauer vorgestellt und
es wird diskutiert, wie im zweidimensionalen Fall Anordnungsreihenfolgen gefunden werden
konnen, die Zyklen im Konvektionsflufl vermeiden. Damit werden Block-Gaufi—Seidel-Glétter
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geschaffen, bei denen die Abarbeitungsreihenfolge der Blocke weitgehend freigestellt ist, in-
nerhalb der Blécke jedoch der Konvektionsrichtung auf Stromlinien folgt. In drei Raumdimen-
sionen ist die Suche nach geeigneten Anordnungstechniken Gegenstand aktueller Forschung
(2, 76, [79, 94].

Beschrinkt man in variationellen Mehrgitter-Zyklen die Glattungsprozeduren fiir die ein-
zelnen Level auf diejenigen Freihheitsgrade, die durch Gitterpunkte gegeben sind, die nicht
auch zum néchstgroberen Gitter gehoren, also auf sogenannte Fein-ohne-Grobgitterpunkte,
so erhdlt man Hierarchische Basis Mehrgitter-Verfahren (HBMG) [12, 6, 129]. Sie ebnen
uns den Ubergang zur Welt der Multiskalen-Methoden. Aus Sicht von Unterraumkorrektur-
Verfahren lassen sich die zu Hierarchische Basis Mehrgitter-Verfahren gehérenden Gléattungs-
iterationen als Korrekturen ansehen, die lediglich beziiglich der Komplemente von Rdumen
groberer Skalen relativ zu den Réumen néichstfeinerer Auflésungsstufe erfolgen. Es handelt
sich daher um Unterraumkorrektur-Methoden, die im Unterschied zu den bisher erwéhnten
Multilevel-Verfahren auf direkten Zerlegungen der zugrundeliegenden Funktionenrdume be-
ruhen. Die Komplementraume werden bei Hierarchische Basis Mehrgitter-Verfahren von den
Funktionen der oben angesprochenen Erzeugendensysteme aufgespannt, die in den jeweiligen
Fein-ohne-Grobgitterpunkten eines Gitters verankert sind [66]. Durch sie kann hochfrequente
Detail-Information dargestellt werden, die unter Umstéinden beim Ubergang von einer fei-
neren zur néichstgrobern Skala vernachlissigt werden kann (Grundidee der nichtverlustfreien
Datenkompression). Fafit man all die komplementiren Basisfunktionen unterschiedlicher Le-
vel zusammen, so erhélt man Teilmengen der Erzeugendensysteme, die im Unterschied zu
diesen tatséchlich Basen von Vy und Sy darstellen, sogenannte hierarchische Basen [68].

Die Hierarchische Basis Mehrgitter-Methode kann formal ebenfalls auf Gleichungssysteme an-
gewendet werden, die mittels Finite-Differenzen entstanden sind, und eignet sich besonders
fiir Probleme mit komplizierten Geometrien, deren Diskretisierung auf hochgradig nichtuni-
formen und adaptiv verfeinerten Gitter erfolgt. Der Rechenaufwand fiir einen Hierarchische
Basis Mehrgitter-V-Zyklus ist auch in solchen Féllen stets proportional zur Anzahl n der vor-
handenen Freiheitsgrade, was man wiederum leicht anhand der Block-Gauf3—Seidel Interpreta-
tion iiber den Erzeugendensystem-Zugang erkennt. Im Gegensatz dazu verlangen gewohnliche
Mehrgitter-V-Zyklen bekanntlich einen geometrischen Abfall der Dimensionen der grobska-
ligeren Unterrdume, damit die Arbeit auf groberen Gittern nicht zu stark anwéchst. Die im
Finite-Elemente Kontext fiir symmetrisch positv definite Probleme entwickelte Konvergenz-
theorie bendtigt als Voraussetzungen lediglich die Formregularitdt der einzelnen Elemente,
jedoch nicht die im Falle variationeller Mehrgitter-Verfahren geforderte globale Quasiuni-
formitit der Triangulierung. Die notwendigen Abschitzungen griinden auf der lokalen Ellip-
tizitat des Problems und verlangen keine zusétzlichen Regularititsannahmen, die iiber die
zur schwachen Formulierung gehérende minimale H!(Q)-Forderung hinausgehen. Man erhilt
damit fiir zweidimensionale Probleme suboptimale Konvergenzresultate, die fiir Gleichungssy-
steme, die durch Diskretisierungen beziiglich uniform verfeinerter Triangulierungen enstanden
sind, noch eine logarithmische Abhéngigkeit von der Maschenweite hg in sich tragen. Diese
beobachtet man auch in numerischen Beispielen.

Da die klassische Hierarchische Basis Mehrgitter-Methode genauso wie klassisches Mehrgitter
auf (bi-)linearen Interpolationen zur Definition der Prolongations- und Restriktionsabbildun-
gen beruht, ist es nicht verwunderlich, da8 sie fiir das Modellproblem ([[.1)) zu keinen robusten
Losern fithrt. Thr Konvergenzverhalten hingt sowohl von der Problemgréfie als auch von dem
Konvektionsfeld b ab [T3]. In jiingerer Zeit wurden verschiedene Versuche unternommen, die



Robustheit des Verfahrens durch Einfiihren verallgemeinerter hierarchischer Basen zu verbes-
sern [I4, BH, 06, 97]. Sie werden analog zu den mittels matrixabhéngiger Prolongationen und
Restriktionen definierten grobskaligen Basisfunktionen durch problemangepafite Funktionen
gebildet. Man nutzt hier eine enge Verbindung zwischen hierarchischen Basen und einer un-
vollstandigen Gauf3-Elimination, die implizit zu problemangepafiten und physikalisch sinnvol-
len Grobgitterdiskretisierungen fiihrt [I5]. Trotz der dariiber erhaltenen stabilen Grobgitter-
probleme, ist die aufgrund des hierarchischen Ansatzes geleistete schwichere Glattungsarbeit
nicht ausreichend, um eine Stabilisierung hinsichtlich der Maschenweitenabhéngigkeit der
Verfahren zu erreichen. Unsere numerischen Beispiele zeigen, dafl sogar im Fall exakter Kor-
rekturen der jeweiligen Detail-Anteile sich mit zunehmender Storung die Konvergenz in der
Regel weiter verschlechtert oder das Verfahren sogar divergiert.

Betrachtet man anstelle der hierarchischen Basis Wavelet-artige Zerlegungen, so lassen sich
damit ebenfalls verallgemeinerte Hierarchische Basis Mehrgitter-Verfahren definieren |35, 92,
21, 122)]. Es werden dabei lediglich die Basen der Komplementrdume ausgetauscht. Mit
Hilfe zusétzlicher Prolongationen und Restriktionen fiir die Komplemente kénnen dariiber
entstehende Wavelet-basierte Multiskalen-Zyklen auch als gewthnliche Mehrgitter-Verfahren
interpretiert werden, die spezielle Gliattungsiterationen, sogenannte Multiskalen-Glditter, be-
nutzen. Im Fall der ungestoérten Poissongleichung zeigen solche Multiskalen-Zyklen optimale
Konvergenzeigenschaften [TZ1]. Von einem theoretischen Standpunkt aus liegt dies an den
verbesserten Stabilitéitseigenschaften der entsprechenden Unterraumzerlegungen hinsichtlich
der Maschenweiten [28, G1]. Aus praktischer Sicht ist der stirkere Einflufl der zugehorigen
Glattungsiterationen dafiir verantwortlich. Die Raten sind aber durchweg schlechter als bei
klassischen Mehrgitter-Verfahren.

Fiir Konvektions-Diffusions Probleme ist es im allgemeinen nicht moglich, einen Multiska-
len-Glétter zu konstruieren, der das im Zusammenhang mit Mehrgitter-Verfahren erwihnte
Robustheitskriterium erfiillt. Aufgrund der mangelnden Flexibilitit und Stdrke der Multi-
skalen-Glétter bleibt daher als eine Mdoglichkeit zur Konstruktion robuster Verfahren noch
die Wahl der Multiskalen-Zerlegungen selbst. Es ist sicherzustellen, dafl man sowohl hin-
sichtlich der singulédren Storung stabile Grobgitterprobleme als auch beziiglich der Maschen-
weite stabile Unterraumzerlegungen erhélt. Gleichzeitig mufl der Aspekt der approximativen
Gauf-Elimination beachtet werden, der durch das Zusammenspiel matrixabhéngiger Pro-
longationen und Restriktionen mit einer hierarchischen Basis Zerlegung gegeben ist. Um
alle diese Forderungen zu erfiillen, gehen wir in unserem Ansatz von einem sehr allge-
meinen Petrov—Galerkin-artigen Multiskalen-Konzept aus, bei dem die Zerlegungen auf der
Ansatz- und Testseite unterschiedlich sind. Wir verwenden direkt problemabhéngige Ver-
groberungsstrategien, die von robusten Mehrgitter-Techniken her bekannt sind, zusammen
mit Wavelet-artigen und hierarchischen Multiskalen-Zerlegungen der Ansatz- und Testriume
Vo and Sy beziiglich des feinsten Gitters. Die Kernidee bei unserer Konstruktion robuster
Wavelet-basierter Multiskalen-Verfahren ist, jeweils einen der Komplementriume auf der
Ansatz- oder Testseite hierarchisch zu wihlen, um zusammen mit einer problemabhingigen
Vergroberung auf der anderen Seite physikalisch sinnvolle Grobgitterdiskretisierungen und
gleichzeitig einen approximativen Eliminationseffekt zu erhalten. Wir verwenden ohne Ein-
schrankung eine hierarchische Zerlegung der Testseite. Die Komplementraume auf der ent-
sprechend anderen Seite werden hingegen Wavelet-artig aufgespannt, was zu einer Stabilisie-
rung des Verfahrens beziiglich der Abhéngigkeit von der Maschenweite der Diskretisierung
fiihrt. Unsere Strategie veranschaulicht die nachfolgende Abbildung. Numerische Beispiele
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Petrov-Galerkin Multiskalen—-Konzept
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Elimination

| Robustheit

zeigen, dafl man durch eine solche Wahl zu verallgemeinerten Hierarchische Basis Mehrgitter-
Verfahren mit robusten Konvergenzeigenschaften gelangt.

Wir geben nun kurz den Inhalt der restlichen Kapitel dieser Arbeit wieder. In Kapitel P disku-
tieren wir Schwierigkeiten hinsichtlich der Diskretisierung von Konvektions-Diffusions Glei-
chungen und geben einen Uberblick iiber geeignete Finite-Differenzen und Finite-Elemente
Techniken. Es werden insbesondere gleichmdifig konvergente Methoden betrachtet, die auf
einer exponentiellen Anpassung des Diskretisierungsverfahrens an die Lésungen beruhen.
Fiir diese ist der Diskretisierungsfehler unabhéingig von 5, und es bestehen interessante Zu-
sammenhénge mit den von uns in Kapitel | konstruierten problemangepafiten Multiskalen-
Zerlegungen. Kapitel B stellt den allgemeinen Rahmen unseres Petrov—Galerkin Multiskalen-
Konzepts vor. Nach einer Herleitung der zu lésenden linearen Gleichungssysteme und ihrer
Darstellung ausgehend von einer Petrov—Galerkin-artigen Zweiskalen-Zerlegung fithren wir
geméf [19] zwei dquivalente Multiskalen-Darstellungen ein, die Standard- und Nichtstandard-
form. Wir zeigen, dafl sich beide Darstellungen zusammen mit der aus der nichtklassischen
Mehrgitter-Sichtweise stammenden Multilevel-Erzeugendensystem-Darstellung in eine umfas-
sendere Multiskalen-Erzeugendensystem-Darstellung einbetten lassen. In Kapitel f leiten wir
anhand der Standard- und Nichtstandardform beziiglich Petrov—Galerkin-artiger Multiskalen-
Zerlegungen sowohl multiplikative als auch additive Multiskalen-Methoden zur Lésung des
Feingittersystems her. Dies geschieht stets nach dem Muster, dal wir klassische Verfahren
(ILU, GauBi-Seidel, Jacobi) fiir die Multiskalen-transformierten Systeme betrachten und die
im Vergleich zur Standardform effizientere Nichtstandardform als ,, Vehikel“ fiir deren Um-
setzung benutzen. Wir diskutieren unterschiedliche Implementierungen und vergleichen sie
mit Methoden, die aus der Literatur bekannt sind. Im darauffolgenden Kapitel B besprechen
wir problemangepafite Multiskalen-Zerlegungen fiir Konvektions-Diffusions Probleme. Ihnen



kommt eine Schliisselrolle fiir die Konstruktion robuster Methoden zu. Nach der Diskussion
problemangepafiter Raume grobskaliger Funktionen fiir die Ansatz- und Testseite erklidren
wir ihr Zusammenspiel mit einer hierarchischen und Wavelet-artigen Wahl der Basen der
zugehorigen Komplementraume. Wir betrachten dabei zunéchst den (trivialen) eindimensio-
nalen Fall und zeigen, wie sich die dazu gehoérenden Techniken im Rahmen eines klassischen
Tensorprodukt-Ansatzes auf zweidimensionale Probleme iibertragen lassen. Fiir nichtsepara-
ble Fille schlagen wir die Verwendung AMG-basierter hierarchischer Zerlegungen zusammen
mit AMG-basierten Wavelet-artigen Multiskalen-Zerlegungen vor. Die von uns betrachteten
Stabilisierungen der AMG hierarchischen Basen fithren zu vollig neuartigen Basisfunktionen
der betreffenden Komplementraume, zu sogenannten AMGlets, die der Philosophie algebrai-
scher Verfahren entsprechend auf rein algebraischem Wege konstruiert werden. In Kapitel
B zeigen wir die numerischen Ergebnisse, die wir durch unsere Verfahren fiir vier unter-
schiedliche Klassen von Testproblemen mit zunehmendem Schwierigkeitsgrad erhalten. Wir
betrachten zuerst Probleme mit konstanter achsenorientierter Konvektion sowie Konvektion
in Diagonalrichtung. Danach untersuchen wir das Verhalten der Verfahren bei Problemen
mit konstanter Konvektion in unterschiedlichen Winkeln relativ zur z-Achse. Wir betrach-
ten schliellich noch eine Aufgabe mit nichtseparabler wirbelbehafteter Konvektion. In einem
Anhang geben wir der Darstellung [T25] folgend eine recht allgemeine Herleitung moderner
Krylovraum-Loser und ihrer Konvergenzeigenschaften. Die Matrix Ty des nach Diskretisie-
rung enstehenden linearen Gleichungssystems ist bekanntlich mit zunehmendem Einflufl des
konvektiven Anteils der kontinuierlichen Gleichung zunehmend nichtsymmetrisch und nicht-
normal, so dafl Konvergenzaussagen, die auf dem Spektrum des Operators basieren, unter
Umstédnden wertlos sind [IT4]. Mit Hilfe von Konvergenzabschétzungen, die sich am Nu-
merischen Wertebereich von Ty orientieren [72], gelingt uns der Nachweis der Optimalitét
GMRES-artiger Krylovraum-Loser in einem etwas allgemeineren Kontext als in [I08, T09].
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Kapitel 2

Diskretisierungsverfahren fiir
Konvektions-Diffusions Probleme

Die Schwierigkeiten bei der numerischen Behandlung von Konvektions-Diffusions Problemen
beschréanken sich nicht alleine auf das Losen der resultierenden linearen Gleichungssysteme,
sondern treten schon vorher beim Diskretisierungsprozefl auf. Bei Multiskalen-Verfahren zur
Losung der entstehenden linearen Gleichungssysteme setzt man sukzessive Probleme groberer
Auflésungsstufen zur Konvergenzbeschleunigung ein. Diese entstehen entweder durch die ex-
plizite Diskretisierung beziiglich gréberer Gitter oder mittels Prolongations- und Restriktions-
abbildungen iiber das Galerkin-Produkt [62]. Daher ist klar, daf§ die Untersuchung geeigneter
Diskretisierungsverfahren auch fiir die Konstruktion effektiver Multiskalen-Loser von grofier
Bedeutung ist.

Verwendet man zur Diskretisierung Standardmethoden, so begegnet man bei konvektionsdo-
minierten Aufgaben zunéchst einmal einem Stabilitdtsproblem, das sich in einem unphysikali-
schen Verhalten der berechneten numerischen Losungen duflert. Bekanntlich neigt sowohl fiir
gewohnliche Finite-Differenzen als auch fiir gewhnliche Finite-Elemente Diskretisierungen
die diskrete Néherungslosung u, im Fall dominierender Konvektion und realistischer Ma-
schenweiten h zu Oszillationen. (Da wir in diesem Kapitel immer nur ein Gitter oder eine
Triangulierung gleichzeitig betrachten, kennzeichnen wir die zugehorigen diskreten Objekte
durch einen skalenfreien Index h.) Oszillationen lassen sich insbesondere dort beobachten, wo
die Losung u zur kontinuierlichen Gleichung Grenzschichten ausbildet, kénnen sich aber auch
in Bereiche fortsetzen, in denen w glatt ist. Man verwendet zur Stabilisierung der resultieren-
den Gleichungssysteme gerne sogenannte Upwind-Techniken. Sie fiihren meist zu einfachen
Verfahren, die unabhéingig von der Konvektionsstérke stabil sind, und liefern zufriedenstellen-
de Ergebnisse in Teilbereichen des gegebenen Gebiets €2, in denen die asymptotische Struktur
der Losung nicht zu kompliziert ist.

Neben dem Wunsch nach stabilen und damit oszillationsfreien Verfahren kann man weitere
Forderungen an geeignete Diskretisierungsverfahren stellen. Die Losungen von Konvektions-
Diffusions Gleichungen beschreiben oft Dichten oder Konzentrationen, die von Natur aus
nichtnegativ sind. Daf3 diese Eigenschaft tatséchlich auf die kontinuierlichen Loésungen zu-
trifft, gewahrleisten Maximumsprinzipien, denen die kontinuierlichen Gleichungen gehorchen.
Invers-monotone Matrizen und insbesondere M-Matrizen besitzen Eigenschaften, die die Giil-
tigkeit diskreter Maximumsprinzipien garantieren. Es ist natiirlich, solche Forderungen auch
an die Systemmatrizen der diskretisierten Probleme zu stellen.
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Heutzutage beschéftigt sich eine wachsende Zahl von Arbeiten mit der Frage nach gleichmdfsig
konvergenten Methoden, die unabhéngig von Art und Stérke der Konvektion genaue Néher-
ungslosungen liefern. Einen Uberblick findet man in [44, 85, 86, 102]. Zur Konstruktion solcher
Verfahren haben sich mittlerweile zwei prinzipielle Ansétze herausgebildet. Beide versuchen,
dem singulédren Verhalten der Lésungen in besonderer Weise Rechnung zu tragen. Beim ersten
Ansatz modifiziert man das Gitter entsprechend dem Verhalten der Lésungen, wozu natiirlich
das qualitative Verhalten der Losungen a priori bekannt sein mufl. Die zweite Technik ver-
sucht im Gegensatz dazu, ausgehend von einem Standardgitter den diskreten Operator dem
Verhalten lokaler Losungen anzupassen. Fiir mehrdimensionale Probleme existieren bislang
aber fiir beide Ansétze theoretische Resultate nur in wenigen Spezialfillen. Wir sehen in Ka-
pitel B, daB fiir die zuletzt genannte Methode interessante Zusammenhénge mit Techniken
bestehen, die bei unserer Konstruktion robuster Multiskalen-Loser eingesetzt werden.

In diesem Kapitel betrachten wir die mittels des Stérungsparameters e = 1/||b||so skalierte
Konvektions-Diffusions Gleichung als das singuldr gestorte Problem. Damit fassen wir an-
ders als in der Einleitung, jedoch wie in vielen Arbeiten zur numerischen Analysis singuldr
gestorter Aufgaben {iblich, den Diffusionsterm anstatt des Konvektionsterms als singulére
Storung auf. Diese Ansicht widerspricht oft der physikalischen Realitét, da in vielen Anwen-
dungen gerade die Konvektionsgeschwindigkeit stark variiert, die Diffusionskoeffizienten des
flieBenden Mediums aber von vornherein feststehen.

2.1 Finite-Differenzen Verfahren

2.1.1 Upwind-Verfahren in 1D

Wir betrachten zunéchst das ungestorte (e = 1) lineare Randwertproblem

Lu = —u" + b(z)u + c(x)u
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auf dem beschrénkten Intervall Q@ =]0,1[ mit hinreichend glatten Koeffizientenfunktionen
b(z), c(x), wobei c(x) > 0 fiir alle z € € sei (dies sichert die eindeutige Losbarkeit), so-
wie glatter rechter Seite f(z). Es seien Qp := {z; € Q : z; == ihfir 0 < ¢ < 1/h} ein
dquidistantes Gitter der Maschenweite h, N := 1/h und fir ¢ = 1,...,.N — 1 b; := b(x;),
¢ := c(x;) sowie f; := f(x;) Auswertungen der Koeffizientenfunktionen und rechten Seite in
den betrachteten Gitterpunkten. Bezeichnen die Unbekannten u; Approximationen von u in
den Punkten von €2 und sind ug sowie uy die Werte an den Réandern zg = 0 und zy = 1,
so fithrt das klassische Finite-Differenzen Verfahren

— DJFDi’LLZ‘ + biDOui +cu;, = f;, firi=1,....N—1, (2.2)

ug =unN = 0 (2.3

mit der zentralen Differenz D° sowie den Vorwdirts- und Riickwdirtsdifferenzen D, D~

(D) (x) := e+ h)z—hu(x — h), (DEu)(z) :=

tu(z £ h) Fu(z)
h

unter Einbeziehung der Randbedingungen auf ein lineares Gleichungssystem der Gestalt

Lhuh = fh (:: Rhf = RhLu) (2.4)



2.1.1 Upwind-Verfahren in 1D 13

Dabei sind uy, = [uo;...;un], fn = [fo;...; [n] Gitterfunktionen und Ry die triviale Re-
striktion von C([0,1]) auf den Raum der Gitterfunktionen. (Wir verwenden hier und im
folgenden oft eine Notation des Programmiersystems Matlab, um Elemente von (Block-)
Vektoren oder (Block-) Matrizen zusammenzufassen.) Die klassische Konvergenztheorie fiir
Finite-Differenzen Verfahren basiert auf den Begriffen Konsistenz und Stabilitit. Die Konsi-
stenz beschreibt die Nihe des diskreten Problems zum kontinuierlichen. Die Stabilitdt driickt
die stetige Abhéngigkeit der diskreten Losung von der diskreten rechten Seite aus.

Definition 1 (KONSISTENZ, STABILITAT, KONVERGENZ)
In das diskrete Problem (2-4) seien die Randbedingungen miteinbezogen, und || - || sei eine
gewdhlte Norm. Ein zugehoriges Schema heif§t

i) konsistent von der Ordnung k beziiglich || - || fir eine Klasse hinreichend glatter Funk-

tionen u, wenn qilt
||Ly Ryu — Ry, Lu|| < Ch*,

wobei C' und k unabhdngig von h und u sind,

ii) stabil mit Stabilitdtskonstante Cy; beziiglich || - ||, wenn fir alle Gitterfunktionen up,
qgilt
[lunl] < Citl| Lnunl],

wobei Cgt unabhingig von h und uyp, ist,
iii) konvergent von der Ordnung k beziiglich || - ||, wenn gilt
llun, — Ryul| < ChY,
wobei C und k unabhdngig von h, u und uy, sind.

Eine sinnvolle Norm, insbesondere auch fiir die Behandlung von singulér gestorten Problemen,
ist die diskrete Maximumsnorm

= ; 2.
lulloca i= max_fu(z)], (25)

=U,...,

die wir bei Finite-Differenzen Techniken durchweg betrachten werden. Eine interessante Dis-
kussion unterschiedlicher Normen hinsichtlich der Losungen von Konvektions-Diffusions Pro-
blemen findet man in [44, [1]. Wegen der Gleichung

Ly(Rpu — up) = LpRpu — fr, = LpyRpu — RpLu

erhélt man anhand der obigen Definitionen, dafl Konsistenz und Stabilitdt zusammen die
Konvergenz eines Verfahrens implizieren. Bekanntlich ist das klassische Finite-Differenzen
Verfahren (2.2), (B.3) im Fall der ungestorten Gleichung (B.1) konvergent von der Ordnung
2 beziiglich der diskreten Maximumsnorm [60].

Wir betrachten nunmehr das singulér gestorte Problem
Lu = —eu” + b(x)u' + c(z)u = f(x), u(0)=u(l) =0, (2.6)

ebenfalls auf Q@ =]0,1[ mit 0 < ¢ < 1 unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafi die Ko-
effizientenfunktion b(z) keinem Vorzeichenwechsel unterliegt und Umkehrpunkte, das heifit
Punkte = mit b(z) = 0, ausgeschlossen sind. Schon einfache Beispiele, wie etwa

—eu —u' =0, w0)=0, u(l)=1
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(die Transformation v(z) := u(z) — x wiirde ein dquivalentes Problem fiir v mit homogenen
Randwerten ergeben), mit der exakten Losung u(x) = (1 — exp(—x/¢))/(1 — exp(—1/¢))
zeigen eine Schwierigkeit, die sich durch Verwenden des Verfahrens (B.7), (B.3) ergibt. Die
zugehorige diskrete Losung lautet

1—rt 2 —h

= t =
1N T o

Uy

und oszilliert im Falle h > 2¢, obwohl die exakte Losung monoton ist. Ursache hierfiir ist,
dafl sich aufgrund der singuldren Storung am Rand z = 0 eine Grenzschicht befindet, in
der sich mit kleiner werdendem e die Losung u extrem schnell &ndert. Mit der zentralen
Differenz D° zur Approximation der Ableitung erster Ordnung erhilt man als Diskretisie-
rungsmatrix Ly, fiir die allgemeine Aufgabe (B.6) dann eine M-Matrix und damit ein stabiles
Verfahren (siehe dazu das M-Matrix-Kriterium in [I02] sowie die Diskussion in [24]), falls
h < ho(e) := 2¢/||b||oc,a ist. Hieraus folgt die Nichtpositivitdt der Auflerdiagonalelemente
von Lj und aufgrund der irreduziblen Diagonaldominanz der Matrix damit auch deren M-
Matrix-Eigenschaft. Wegen hg(e) — 0 fiir ¢ — 0 schlieBen wir umgekehrt, dafi klassische
Finite-Differenzen Verfahren auf dquidistanten Gittern hinsichtlich singulér gestorter Pro-
bleme in dem Sinne scheitern, daf3 sie nur bei sehr kleinen Schrittweiten zufriedenstellende
Resultate liefern.

Einfache Upwind-Verfahren

Einen moglichen Ausweg bieten Upwind- Verfahren, die einseitige Differenzen zur Approxi-
mation der Ableitung erster Ordnung heranziehen, um so das ,richtige“ Vorzeichen in der
Diskretisierungsmatrix zu erzwingen.

Schema 1 (EINFACHES UPWIND-VERFAHREN)

—eDtD u; +b;DMu; + cju; = f;, firi=1,..,N —1, (2.7)
up=uy = 0, (2.8)

wobei
DY . Dt, firb<0,
' D=, firbd>0.

Der Konvektionsanteil b(z)u’ in der kontinuierlichen Differentialgleichung bestimmt je nach
Vorzeichen von b eine Fluf$richtung fiir den beschriebenen Transportvorgang. Der Ausdruck
Upwind bedeutet, dafl die Finite-Differenzen Approximation des konvektiven Anteils in den
einzelnen Gitterpunkten jeweils durch die stromaufwérts davon gelegenen Gitterpunkte be-
stimmt wird. Dies entspricht auch der Vorstellung, die man hinsichtlich des ,, Informations-
fluBes® hat.

Satz 1 (EIGENSCHAFTEN DES EINFACHEN UPWIND-VERFAHRENS)

i) Die Diskretisierungsmatriz fir das einfache Upwind-Verfahren ist eine M-Matrixz. Das
Verfahren ist in der diskreten Mazximumsnorm gleichmdfig stabil beziiglich €:

[lunlloo.a < Costl[Lntn||oo,d
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ii) Auferhalb der Grenzschicht (das heifit in [0,1—46] bzw. [d, 1] mit 6 > 0, fest) konvergiert
das Verfahren in erster Ordnung gleichmdfig beziiglich € in der diskreten Maximums-
norm. Innerhalb der Grenzschicht liegt im allgemeinen keine Konvergenz vor.

Beweis: Siehe [[07]

O
Um ein hinsichtlich des Stérungsparameters € gleichméfig stabiles Verfahren zu konstruieren,
miissen wir auf diesem Wege also eine geringere Genauigkeit in Kauf nehmen. Sie driickt sich
in einer Abnahme der Konsistenz des Verfahrens aus. Fiir die weitere Diskussion nehmen wir
b(x) > b > 0 an. Der Fall b(x) < b < 0 kann analog behandelt werden.

Allgemeine Upwind-Verfahren

Wir kénnen durch einfaches Umschreiben des zweiten Terms in (7) das zugehorige Schema
auch als Zentrale-Differenzen Verfahren fiir eine Gleichung mit modifiziertem Diffusionskoef-
fizienten interpretieren:

BN <= —(¢+ %)DJFD*UZ‘ + b;D%; + cju; = f;, firi=1,...,N — 1. (2.9)
Fiigt man also eine geeignete Menge kiinstlicher Diffusion (Viskositit) zum urspriinglichen
Problem hinzu, so ergibt das klassische Finite-Differenzen Verfahren (B.2), (B.3) fiir das auf
diese Weise modifizierte Problem eine stabile Diskretisierung. Es ist moglich, das eben be-
schriebene Vorgehen iiber eine Funktion o, die in Abhéngigkeit von b, h und ¢ die Diffusion
des modifizierten Problems beschreibt, in allgemeinerer Weise darzustellen:

Schema 2 (ALLGEMEINES UPWIND-VERFAHREN MIT KUNSTLICHER DIFFUSION)

—eo(q(x;)) DT D u; + b;Du; + ciu; = f;, firi=1,...,N — 1, (2.10)
Ug = uUuN = 0, (2.11)
wobei q(x) = b(;;)h ist.

Im Fall 0(q) = 1 + ¢ erhélt man gerade das einfache Upwind-Schema [Il. Wir notieren als
Eigenschaften:

Satz 2 (EIGENSCHAFTEN DES ALLGEMEINEN UPWIND-VERFAHRENS)
Es gelte o(q) > q.

i) Die zum Schema [B gehorende Diskretisierungsmatriz ist eine M-Matriz und das sich
damit ergebende Verfahren beziiglich € gleichmdfig stabil in der diskreten Maximums-
norm.

ii) Es gelte zusitzlich |o(q) — 1| < min{q, mq®} mit einer Konstanten m > 0. Die Kon-
vergenzordnung betrigt fir festes € dann zwei. Sie betrdgt eins gleichmdfig beziiglich
€ in Bereichen auferhalb der Grenzschicht. Diese Aussagen beziehen sich alle auf die
diskrete Maximumsnorm.

Beweis: Siehe [[07]

O
Man kann versuchen, solche Upwind-Verfahren mit kiinstlicher Diffusion auch fiir héher-
dimensionale Probleme einzusetzen, doch ist das Bestimmen der richtigen Menge an hinzu-
zufiigender Diffusion im allgemeinen recht schwierig, da zuviel Viskositét ein ,, Verschmieren*
der Grenzschichten in der berechneten Losung bewirkt.
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2.1.2 Gleichmiflig konvergente Verfahren in 1D

Aufgrund des Verhaltens der Losungen innerhalb der Grenzschicht sind die bislang vorge-
stellten Verfahren im allgemeinen nicht beziiglich e gleichméfig konvergent in der diskreten
Maximumsnorm. Schlimmer noch: Man beobachtet, dafl in vielen Féllen fiir festes € der Feh-
ler zur exakten Losung mit zunehmend feiner werdenden Gittern solange wéchst, bis die
Maschenweite h die gleiche Groflenordnung wie der Diffusionsparameter € erreicht. Erst dann
nimmt der Fehler bei weiterer Verfeinerung wieder ab, wie man es von einem sinnvollen Ver-
fahren erwartet. Fiir die Konstruktion von Verfahren, die gleichméfig gut fiir alle Werte von
¢ funktionieren sollen, haben sich mittlerweile zwei prinzipielle Herangehensweisen herausge-
bildet. Bei der ersten Methode modifiziert man das Gitter entsprechend dem Verhalten der
Losungen (“fitted mesh methods”). Insbesondere miissen dazu im Grenzschichtgebiet extrem
kleine Maschenweiten gewiahlt werden, was natiirlich die Kenntnis des qualitativen Verhaltens
der Losungen voraussetzt. Es gibt verschiedene Ansétze mit unterschiedlich komplizierten
Gitterkonstruktionen. Viele Ergebnisse und Literaturhinweise findet man in [44, 85]. Um be-
ziiglich € gleichmifig konvergente Verfahren zu konstruieren, reichen meist jedoch stiickweise
uniforme Gitter aus, wie Shishkin unléngst gezeigt hat [85]. Die zweite Technik versucht, den
diskreten Operator auf einem gewohnlichen Gitter dem Verhalten lokaler Losungen anzupas-
sen (“fitted operator methods”). Solche problemangepafiten Diskretisierungen spielen auch
fiir die von uns betrachteten Multiskalen-basierten Losungsverfahren der resultierenden li-
nearen Gleichungssysteme eine wichtige Rolle, wie wir in Kapitel f sehen werden. Wir stellen
daher nur die zuletzt genannte Methode vor.

Ausgehend von dem verallgemeinerten Upwind-Schema B kann man die folgende notwendige
Bedingung fiir ein auf dem gesamten Intervall beziiglich € gleichméfig konvergentes Verfahren
zeigen.

Lemma 1 (NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR GLEICHMASSIG KONVERGENTE VERFAHREN)

Schema B sei gleichmdflig konvergent beziiglich € in der diskreten Maximumsnorm. Es seien
n €N und p = % fest. Dann gilt mit q(z) = b(;a)h

lim o(q(zn-n)) = ¢(1) cothq(1).

Beweis: Siehe [[02]

Schema 3 (IL’IN-ALLEN-SOUTHWELL SCHEMA )
Die aufgrund der obigen notwendigen Bedingung natirliche Wahl

o(q(z)) = q(x) cothq(z)
im verallgemeinerten Upwind-Schema B fiihrt zum I'in—Allen—Southwell Schema.

Diese problemangepafite Diskretisierungstechnik wurde von Allen und Southwell in [?] vorge-
schlagen. Der erste Beweis, dafl man damit ein beziiglich € gleichmé&8ig konvergentes Verfahren
erhilt, stammt von Il'in [74]. Im Grenziibergang h/e — oo ergibt sich wegen coth z — =+1
flir z — 400 gerade das einfache Upwind-Schema [I.
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Satz 3 (EIGENSCHAFTEN DES IL'IN-ALLEN-SOUTHWELL SCHEMAS)

i) Das Il’in-Allen—Southwell Schema ist beziiglich € gleichmdfig stabil und fiir festes e
konsistent von der Ordnung 2 in der diskreten Mazimumsnorm.

ii) Das Il’in—Allen—Southwell Schema ist von erster Ordnung gleichmdf$ig konvergent be-
ziiglich € in der diskreten Maximumsnorm:

l|u — up||oo,d < Ch mit C # C(h,e).

Beweis: Siehe [[07]

O
Wir skizzieren nun eine weitere Moglichkeit zur Herleitung des II'in—Allen—Southwell Ver-
fahrens. Betrachtet man den zu Mw := —ew” + bw’ formal adjungierten Operator M*v :=
—ev” — (), so gilt fiir hinreichend glatte Funktionen mit homogenen Randwerten

/O ' (Moywdz = /0 (MW,

Es seien weiterhin g; fiir i = 1, ..., N — 1 die lokalen Greenschen Funktionen zu M™* beziiglich
der Gitterpunkte x; mit Triager supp(g;) = [x;—1, zi+1]. Fiir diese gilt also

= Mg in]wiq,2[U]i, ziga,

= gi(wi—1) = gi(Tit1),

= e(gi(zi — 0) — gi(zi +0)).

[ atwgae= [ - cngas

Ti—1 Ti—1

Wegen

erhalt man nach partieller Integration die Identitét

Ti+1
—egi(@i-1)u(zi-1) + u(zi) + egi(Tir1)u(®ip1) = / (f — cu)gida.

Ti—1
Das damit entstehende Verfahren ist im Falle ¢ = 0 offensichtlich ezxakt, das heifit die be-
rechnete Losung stimmt in den Gitterpunkten mit der exakten Losung iiberein. (Dies gilt
ebenso im allgemeinen Fall, falls man statt M den gesamten Operator L aus (B.f) in obi-
ger Herleitung verwendet.) Man kann das Schema aber nicht direkt benutzen, da die g; im
Fall variabler Koeffizientenfunktionen im allgemeinen nicht bekannt sind. Ersetzt man die
Funktionen b und f auf den Intervallen |z;_1,x;41] durch die konstanten Werte b; und f;, so
daf3 die lokalen Greenschen Funktionen dafiir bestimmt werden kénnen, so erhélt man unter
Verwendung der Quadraturformel

Xi41 Ti4+1
/ (f — cw)gidz =~ (fi — ciu;) / gidx
Ti—1 Ti—1

und der Abkiirzung p; = % das Schema

efi —1 1—ePi hefi—1

Ui U —————ui1 = (fi — ) ———.
ePi — e—pPi " 1 Yoepi e pi i+1 = (fi v I)bi eri -1
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Dieses stimmt, wie man nach Umformen sieht, mit dem II’'in—Allen—Southwell Schema iiberein.
Hinsichtlich dieser Herleitung des II'in-Allen—-Southwell Verfahrens bieten sich sofort die fol-
genden beiden Verbesserungsmoglichkeiten an. Man kann unterschiedliche Konstanten zur
Approximation der Funktionen b und f auf den Intervallen |x;_1, z;[ und |x;, ;11| benutzen,
zum Beispiel b; = [b(z;—1) + b(z;)]/2 auf |x;_1,2;[. Mit Hilfe einer verbesserten Quadra-
turformel ergibt sich so genau das FEl-Mistikawy—Werle Schema, das in zweiter Ordnung
gleichméBig konvergent beziiglich ¢ in der diskreten Maximumsnorm ist [T02]. Anstatt des
vereinfachenden Operators M kann man auch den urspriinglichen Operator L aus (B.G) ver-
wenden. Die dariiber entstehenden Verfahren heiflen Verfahren mit vollstindigem exponenti-
ellen Fitting, da sie alle Terme des zugrundeliegenden Differentialoperators berticksichtigen.
Weitere Moglichkeiten zur Herleitung des II'in Verfahrens findet man in [I01]. Wir zeigen
dariiberhinaus in Kapitel B, dafl es moglich ist, das II'in Verfahren auch aus Sicht eines ope-
ratorabhéngigen Vergroberungsprozefles zu verstehen, der einer Multilevel-basierten Lisung
der resultierenden linearen Gleichungssysteme dient.

2.1.3 Upwind-Verfahren in 2D

Das Losungsverhalten von Konvektions-Diffusions Gleichungen in zwei Raumdimensionen
ist wesentlich komplizierter als im eindimensionalen Fall. Neben FEinstrom- und Ausstrém-
rdndern, an denen sich exponentielle Grenzschichten entwickeln kénnen, treten im allgemei-
nen auch charakteristische Rdnder auf, an denen die Losungen parabolische Grenzschichten
ausbilden. Parabolische Schichten kénnen ebenfalls im Inneren des Gebiets entlang Subcha-
rakteristiken entstehen, die von Randpunkten des Einstromrandes ausgehen und an denen
die rechte Seite Unstetigkeiten aufweist. Als Subcharakteristiken bezeichnet man hierbei die
Charakteristiken des reduzierten Problems, das man erhélt, wenn man den diffusiven Anteil
des Operators auf Null setzt (d.h. ¢ = 0) und auf die Randbedingungen am Einstromrand
verzichtet. Dieses ist dann rein hyperbolischer Natur. Weiter fithren im Fall wirbelbehafte-
ter Konvektion geschlossene Subcharakteristiken zu ernsten Schwierigkeiten. Fiir eine préizise
Darstellung der auftretenden Phénomene verweisen wir auf [b0, I07].

Wir betrachten das zweidimensionale Konvektions-Diffusions Problem
Lu:= —elu+b(z,y) - Vu+c(z,y)u = f inQ=]0,12 (2.12)
u = 0 auf0Q, (2.13)

mit hinreichend glatten Koeffizientenfunktionen l;(af, y) und c(x,y) sowie glatter rechter Seite
f(x,y) auf Q. Hierbei ist g(x, y) ein zweidimensionales Vektorfeld. Es gelte ferner ¢(z,y) > 0
auf Q, was unter entsprechenden Regularititsannahmen die Existenz einer eindeutig bestimm-
ten klassischen Losung u € C(€2) NC2(N2) sichert [I02]. Die Losung u zu (2.12), (R.13) geniigt
bekanntlich einem Mazimumsprinzip, aus dem das nachstehende Vergleichsprinzip folgt [95]:

Lu>0 inQ und >0 aufdQ =— wu>0 inQ.

Man sagt auch, der Operator L ist invers monoton. Die diskrete Entsprechung hierzu sind
invers monotone Matrizen. Eine Matrix Ly heiflt invers monoton, wenn L,;l > 0, das heifit
(L;l)i,j > 0 fiir alle moglichen Indizes 4, j gilt. Diese Eigenschaft ist etwas schwicher als die,
eine M-Matrix zu sein. Bei M-Matrizen wird zusétzlich gefordert, daf§ alle Auflerdiagonal-
elemente der Matrix kleiner oder gleich Null sind [60]. Wie man leicht sieht, erfiillen invers
monotone Matrizen ein diskretes Vergleichsprinzip:

thzo — CIIZO,
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wobei x einen entsprechend dimensionierten reellen Vektor darstellt und die letzte Unglei-
chung komponentenweise zu lesen ist. Die durch Konvektions-Diffusions Gleichungen beschrie-
benen Groflen stellen oft Dichten oder Konzentrationen dar, die von Natur aus nichtnegativ
sind. Ausgehend von einer Situation, in der keine Quellen oder Senken vorhanden sind, das
heifit f = 0, folgt aus dem Vergleichsprinzip, daf eine Losung u der homogenen Gleichung
Lu = 0 mit nichtnegativen Randwerten auch im Innern des Gebietes nichtnegativ ist. Diskre-
tisierungen, die als Systemmatrizen keine invers monotone Matrizen ergeben, liefern entgegen
der physikalischen Erwartung dann aber im allgemeinen Lésungen, die negative Werte an-
nehmen. Eine physikalisch sinnvolle Diskretisierung sollte daher eine invers monotone Matrix
ergeben. Invers monotone Diskretisierungsmatrizen ergeben sich zum Beispiel durch die Er-
weiterung des einfachen Upwind-Schemas [l auf die zweidimensionale Situation. Im Fall, daf}
der Reaktionsterm verschwindet, das heifit ¢ = 0, erhalten wir

Schema 4 (EINFACHES UPWIND-VERFAHREN IN 2D)
Der zum einfachen Upwind-Verfahren in zwei Raumdimensionen gehorende diskrete Operator
lautet fiir ¢ = 0 lokal in Sternnotation: (Ly, ; j))x =

. . 1 . ) + . E ) b;,(i,j)
wobei by (; jy = bi(ih,jh), bf(ij) = max(by (; j),0) sowie bI(ij) := min(by (; j),0) sind und

die analogen Bezeichnungen fiir die Ausdriicke beziiglich ba(x,y) gelten.

Das resultierende Verfahren ist konsistent von erster Ordnung und beziiglich e gleichméBig
stabil in der diskreten Maximumsnorm. Es fiihrt zu invers monotonen Diskretisierungsma-
trizen, verschmiert aber im allgemeinen die Grenzschichten dhnlich wie im eindimensionalen
Fall und kann sogar zu grofilen Ungenauigkeiten fithren. In [26] wird etwa fiir das Beispiel
einer wirbelbehafteten Stromung in einem Kreisring gezeigt, da3 der Diskretisierungsfehler
iiberall von der Ordnung O(1) ist auler am Rand des Gebiets.

Wie bereits erwadhnt wurde, lassen sich Upwind-Verfahren alternativ auch dadurch konstru-
ieren, da3 man ein gewthnliches Finite-Differenzen Verfahren auf eine Gleichung anwendet,
deren diffusiver Anteil kiinstlich erh6ht wurde. Das Hinzufiigen der kiinstlichen Diffusion kann
hierbei isotrop oder anisotrop erfolgen. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, ausgehend von
einem sinnvollen Upwind-Schema im Eindimensionalen, dies mittels einer Tensorprodukt-
Konstruktion auf den zweidimensionalen Fall zu erweitern. Die Losungen, die man durch
diesen Ansatz erzielt, verschmieren oft aber in besonderer Weise die Grenzschichtbereiche
der exakten Losung. Dies liegt daran, dafl aufgrund der Tensorprodukt-Struktur der so gebil-
deten Verfahren unter Umsténden Information nicht entlang der Subcharakteristiken sondern
transversal dazu iibertragen wird (“crosswind-diffusion”). Um allgemeinere Gebiete behan-
deln zu konnen, ist entweder eine Randanpassung notwendig, beispielsweise mittels einer
Shortley—Weller Diskretisierung [65], oder man kann dazu tibergehen, Dreiecksgitter zu ver-
wenden. Fiir beliebige Dreiecksgitter sind die bisher beschriebenen Finiten-Differenzen nicht
mehr direkt anwendbar. Die Diskretisierung des diffusiven Anteils erfolgt deshalb meist mit-
tels einer Finite-Volumen Technik [T7]. Der konvektive Anteil wird durch Festlegung eines so-
genannten Upwind-Dreiecks iiber eine einseitige Differenz approximiert. Hieraus resultiert der
Upwind-Charakter des Verfahrens. Fiir eine genauere Darstellung verweisen wir auf [94, 102].
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2.1.4 Gleichmiflig konvergente Verfahren in 2D

Analog zum eindimensionalen Fall 1453t sich eine notwendige Bedingung fiir gleichméfig kon-
vergente Verfahren in zwei Raumdimensionen finden. Wir erhalten als Erweiterung des Il'in—
Allen—Southwell Verfahrens fiir zweidimensionale Probleme im Fall, dafl der Reaktionsterm
verschwindet:

Schema 5 (IL'IN-ALLEN-SOUTHWELL VERFAHREN IN 2D)
Der zum Il’in—Allen—Southwell Schema in zwei Raumdimensionen gehdrende diskrete Opera-
tor lautet fiir c = 0 lokal in Sternnotation: (Ly,  j))« =

. S S LT
Sl a1 | ey 1 [ 20D g | (2.15)
il . 2 ) : ) 2

mit den lokalen Upwind-Parametern

p= Coth 1’( 7]) — 26 und q= Coth 27( 7]) . 26 ‘
25 bl,(i,j)h 26 b2,(i,j)h

-

Im Fall b(x,y) = (b1(z),b2(y)) > (b1, b9) > (0,0) konvergiert das II'in-Allen-Southwell Ver-
fahren unter gewissen Kompatibilitdtsbedingungen, die an die rechte Seite zu stellen sind,
gleichméfig beziiglich € in der diskreten Maximumsnorm und hat eine Konvergenzordnung,
die nahe 0.5 liegt [T02].

2.2 Finite-Elemente Verfahren

2.2.1 Upwind-Verfahren in 1D

Elliptische Randwertaufgaben kénnen iiber ihre schwache Formulierung auch als Variations-
probleme in einem Hilbertraum V' dargestellt werden:

FindeweV : a(u,v) = f(v) Yvel. (2.16)

Hierbei ist a(-,-) eine zum Differentialoperator gehérende Bilinearform auf V x V und f(-)
ein durch die rechte Seite der Differentialgleichung gegebenes stetiges lineares Funktional auf
V [22]. Fiir Randwertaufgaben zweiter Ordnung ist der Hilbertraum V fiir gewdhnlich ein
Teilraum des Sobolevraums H!(£2). Im Fall homogener Dirichletscher Randbedingungen gilt
V = H}(Q). Der Satz von Lax—Milgram sichert unter den Voraussetzungen

allv|B < a(v,v) Yo eV (V-Elliptizitit, Koerzivitit),
a(v,w) < Blly|lwlly  Yo,w eV (Stetigkeit)

die Existenz einer eindeutigen Losung zu (B.1G). Die Konstanten « und [ werden dabei durch
den Differentialoperator und die Koeffizientenfunktionen bestimmt. Die Losung héngt stetig
von den Daten ab, die Konstante in der zugehotrigen Abschétzung wird aber mit abnehmen-
der V-Elliptizitédt des Problems zunehmend schlechter. Die Wahl endlichdimensionaler Raume
V}, die den kontinuierlichen Losungsraum V approximieren, fithrt zu endlichdimensionalen
Variationsproblemen, die wiederum nach dem Satz von Lax—Milgram eindeutig 16sbar sind
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und iiber lineare Gleichungssysteme dargestellt werden kénnen. Die zugehorige Matrix heifit
Steifigkeitsmatriz. Dieses Vorgehen entspricht genau dem Ritz—Galerkin- Verfahren. Es heifit
konform, falls die approximierenden Réume V}; Unterrdume von V sind, was nicht notwendig
der Fall sein muf. Als Finite-Elemente Verfahren bezeichnet man Ritz—Galerkin-Verfahren,
bei denen V), von stiickweise polynomialen Basisfunktionen mit kompaktem Tréger aufge-
spannt wird. Die zugehorige Steifigkeitsmatrix ist dann im Unterschied zu allgemeinen Ritz—
Galerkin-Verfahren schwachbesetzt.

Wir betrachten wieder das singuldr gestérte Problem (B.G), nunmehr unter den Vorausset-
zungen b(x) > b > 0 und c(x) — b/(;) > ¢ > 0 fiir alle € 2, wobei letztere die Voraus-
setzungen des Satzes von Lax—Milgram sichert. Wir definieren als zugehorige Bilinearform
a(v,w) := (v, w") + (bv' + cv,w) und betrachten als approximativen Losungsraum V), den
Raum der stiickweise linearen Funktionen beziiglich eines dquidistanten Gitters €2;,. Eine Ba-
sis von V}, bilden lineare Splines, die sogenannten Hutfunktionen, die fir ¢ = 1,...,. N — 1
@i(xj) = 0; ; erfiillen. Berechnet man in einem damit gebildeten Finite-Elemente Ansatz die

auftretenden Integrale iiber die Mittelpunktsregel, so kommt man zu dem Schema

_ 1 _ 1 1
—eDT™D Ui+§(bi+%D+Ui+bi,%D ui)+§(ci+%+ci7%)ui = §(fi+%+f.7%),
u=uy = 0

fir i = 1,..., N — 1. Es dhnelt sehr dem Verfahren, das man mit Hilfe des klassischen Finite-
Differenzen Schemas (2:2), (B.3) erhilt, und stimmt mit diesem im Fall konstanter Koef-
fizienten sogar iiberein. Klassische Finite-Elemente Verfahren scheitern daher offensichtlich
ebenfalls bei singulir gestorten Problemen.

Upwind Finite-Elemente Verfahren kann man fiir singuldr gestorte Aufgaben iiber einen
Petrov—Galerkin- Ansatz konstruieren, bei dem bekanntlich unterschiedliche Ansatz- und Test-
rdume V;, und Sy, in der schwachen Formulierung des Problems benutzt werden [8]. Verwen-
det man lineare Ansatz- und quadratische Testfunktionen (fiir deren genaue Definition siehe
[T02]), so erhélt man

Schema 6 (UPWIND-VERFAHREN DURCH EINEN PETROV—-GALERKIN-ANSATZ)
—EDJFD*uZ‘ + (BH_%DJFW + Bi_%D*ui) + (Ei-&-% + Ei_%)ui = (ﬁ-&-% + f._%)7
ug =unN = 0
.o . /1 .. o . . .
firt=1,.., N—.l, wobei q?i% = (521211&%)'%1% firq="b,c, f z.st und dz.e K,Z-'i% lokale Upwmd—
Parameter bezeichnen, mittels derer die linearen Ansatzfunktionen mit einer quadratischen
Funktion zu den Testfunktionen linearkombiniert werden.

Schema f 148t sich ebenfalls in der gefitteten Form (B.1I0) schreiben.
Fiir eine elementare Fehleranalyse, die die Schwierigkeiten von Konvektions-Diffusions Pro-
blemen im Zusammenhang mit einfachen Finite-Elemente Verfahren weiter verdeutlichen soll,
betrachten wir zunéchst wieder den Galerkin-Fall. Wir wihlen dazu die problemspezifische
e-gewichtete H!(Q2)-Norm

Jull? := elulf + ||ul %, (2.17)
die der Energienorm des zugehorigen symmetrischen Problems entspricht. Es gelten dann die
folgenden Koerzivitédts- und Stetigkeitsabschétzungen gleichméfig beziiglich e:

alv|? < a(v,v) Vv eV, (2.18)
aww) < Bllellllelli Vo,w eV, (2.19)
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Die Abschétzung des Diskretisierungsfehlers durch den Approximationsfehler (Céa Lemma)
ergibt nun die beziiglich € gleichmé&fig geltende Abschitzung

llu —uplle < C inf ||lu—ovpll1 mit C # C(h,e). (2.20)
v EVy

Da fiir polynomiale Finite-Elemente Rdume V, und Probleme mit Grenzschichten im allge-
meinen jedoch ing ||lu—wvp||1 — oo fiir e — 0 gilt, deutet dieser Sachverhalt zusammen mit
VhEVh

Abschiitzung (R.20) darauf hin, daB man fiir die e-gewichtete H'(Q2)-Norm mit polynomia-
len Finite-Elemente Réumen keine beziiglich ¢ gleichméfig konvergenten Verfahren erhélt.
Ahnliches gilt auch fiir entsprechende Petrov-Galerkin-Verfahren [102].

2.2.2 Gleichmiflig konvergente Verfahren in 1D

Wir wenden uns nun der Konstruktion beztiglich € gleichméfig konvergenter Verfahren zu und
untersuchen zunéchst der Einfachheit halber den Fall b = const > 0 und ¢ = 0. Ausgehend von
einem Aquidistanten Gitter 2 verwenden wir nun im Unterschied zu den bisher betrachteten
polynomialen Finite-Elemente Riéumen in einem gewohnlichen Galerkin-Ansatz den Raum
V), aufgespannt von sogenannten L-Splines ¢;, die der Losung exponentiell angepafit sind.
Sie werden fiir ¢ = 1,..., N — 1 definiert iiber die lokalen homogenen Probleme

—epll +bgl = 0 auf jedem offenen Teilintervall,
vi(zj) = 0 in allen Gitterpunkten.

Wir mochten zeigen, dafl man fiir ein damit gebildetes Finite-Elemente Verfahren eine beziig-
lich e gleichmé&Big geltende Fehlerabschétzung in der || - ||c-Norm erhélt. Wir benutzen dazu
die Interpolationsabschétzungen [I07]

lu—ull|so <Ch und |ju—u!||. < Ch2,

wobei die Interpolanten u! € V), iiber die Bedingung u!(z;) = u(z;) in allen Gitterpunk-
ten erklirt sind. Man benétigt ferner noch eine spezielle Abschiitzung der £!(Q)-Norm der
Ableitungen von Funktionen aus Vj, durch deren L£2(2)-Norm:

[04]1 1 < Ch™3e3 ||up .

Fiir einen Beweis verweisen wir ebenfalls auf [102]. Wegen u! —u;, € V}, folgt aus der gleichmiis-

sigen Koerzivitétsabschitzung (B.18) und der Orthogonalitét des Fehlers

allu—unll2 < a(u—up,u—up) = alu—upu—u')+a(u—up,u’ —up)

= a(u—up,u—ul)+0,

und es geniigt, den Term a(u — up, v — u!) abzuschitzen. Wir erhalten fiir dessen diffusiven
Anteil mit Hilfe der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung sowie der zweiten Interpolations-
abschétzung

1 1
(= un) (= )| < edu—wnlredfu— s
C(er)elu — ulﬁ + cielu — uhﬁ

C(Cl)Ch—i-ClHu — uhHg

VAN VANVAN
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Mit partieller Integration folgt (b(u —ul)’,u —u!) = 0. Daher ergibt sich fiir den konvektiven
Anteil, indem wir zusétzlich die erste Interpolationsabschétzung sowie die Ungleichung fiir
die Ableitungen verwenden,

[(b(u — up)',u—u')] |(b(u" = up)',u — )

< Oll(a! —up)|l gr]lu — 'l

< Chmaed||(u’ —up)'|| - Ch

< Chzer(luf —uly + |u— upy)

< coelu—unl} + Clea)h + Chies|ul — uly
< 02||U—Uh\|g+C(62)h+0h%h%.

Durch Wahl hinreichend kleiner Konstanten ¢; und co, was unabhéngig von ¢ mdglich ist,
erhalten wir mit Hilfe der soeben gezeigten Abschitzungen die Fehlerabschitzung

lu—up|l- < Chz  mit C # C(h,e). (2.21)

Im allgemeinen Fall b # const und ¢ # 0 approximiert man die Funktionen b,c und f auf
den Teilintervallen, etwa durch b := [b(x;_1) + b(x;)]/2 auf Jz;_1, 2;[, und erhélt eine modi-
fizierte Bilinearform ay(-,-) zu einem modifizierten Differentialoperator mit ,eingefrorenen*
Koeffizienten L und somit auf analoge Weise als Ansatzfunktionen L-Splines. Man kann dann
Abschitzung (E:21)) auch im allgemeinen Fall zeigen. Es gilt

Satz 4 (GLEICHMASSIGE FEHLERABSCHATZUNG FUR DIE || - ||.-NORM)
Fir ein Galerkin-Verfahren beziiglich der modifizierten Bilinearform ap(-,-) und rechten Seite
f, das mittels L-Splines gebildet wird, gilt hinsichtlich der || - ||.-Norm die optimale Fehler-
abschdtzung
lu—up|le < Ch2  mit C # C(h,e).
Beweis: Siehe [[07]
O

Um ein in der diskreten Maximumsnorm || ||« 4 beziiglich € gleichméBig konvergentes Finite-
Elemente Verfahren zu entwickeln, ist es giinstig, einen Testraum zu wéhlen, der die diskreten
Greenschen Funktionen zu dem formal adjungierten Problem enthilt. Definiert man fiir ¢ =
1,...,N — 1 die diskrete Greensche Funktion G;(z) zum Gitterpunkt z; durch

dh(w, Gl) = w(ajz) Yw € Hé(ﬂ),
so erhilt man unter der Annahme G; € S, als Darstellung der Fehler in den Gitterpunkten
(u—up)(z;) = an(u — up, Gi) = (ap, — a)(u,Gy) + (f — f,Gy). (2.22)

Wir machen im folgenden einen Petrov—Galerkin-Ansatz, wobei fiir die Basisfunktionen des
Ansatzraums lediglich ¢;(z;) = d; ; in allen Gitterpunkten gelte. Man kann zeigen, daf§ die
G, in dem Raum enthalten sind, der durch L*-Splines v; fiir i = 1,..., N — 1 aufgespannt
wird. Diese werden definiert iiber die lokalen homogenen adjungierten Probleme

—el — bl +ep; = 0 auf jedem offenen Teilintervall,
Yi(xj) = 9d;  in allen Gitterpunkten.
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Den Beweis der folgenden Fehlerabschatzung erhédlt man nunmehr aus der Darstellung des
Fehlers (B-29) zusammen mit den beziiglich ¢ gleichmifig geltenden a priori Abschiitzungen
llulloo < C, ||Gilloo < C sowie ||U/|| 1 < C [T02].

Satz 5 (GLEICHMASSIGE FEHLERABSCHATZUNG FUR DIE || - || ¢-NORM)

Es seien b,¢ und f Approzimationen der Ordnung O(h) an b,c und f. Fiir eine Petrov-
Galerkin-Diskretisierung beziiglich der modifizierten Bilinearform ay(-,-) mit L*-Splines als
Testfunktionen gilt in der diskreten Mazimumsnorm die Abschitzung

l|u — upl|oo,d < Ch mit C # C(h,e).

Die zugehdrige Steifigkeitsmatriz ist unter den gemachten Voraussetzungen unabhdngig von
der Wahl der Ansatzfunktionen.

Beweis: Siehe [107]

0
Die Steifigkeitsmatrix eines mit L-Splines als Ansatzfunktionen gebildeten Petrov—Galerkin-
Verfahrens ist umgekehrt unabhéngig von der Wahl der Testfunktionen. (Allerdings sind
die Diskretisierungen der rechten Seite durchaus verschieden.) Deshalb gilt obiges Resultat
auch fiir den ersten Finite-Elemente Ansatz dieses Abschnitts. Verwendet man L-Splines als
Ansatzfunktionen, so kann man die gleichen Abschitzungen auch beziiglich der uniformen
Maximumsnorm || - ||« zeigen [T07].

2.2.3 Upwind-Verfahren in 2D

Wir betrachten das zweidimensionale Konvektions-Diffusions Problem (B.13), (B.13) mit hin-
reichend glatten Koeffizientenfunktionen g, ¢ und rechter Seite f und nehmen weiter an, daf
c(z,y) > 0 sowie c(z,y) — %V . 5(:U, y) > ¢ > 0 auf Q gelten. Definieren wir als Losungsraum
V den Sobolevraum H}(£2) und diesbeziiglich die Bilinearform

-

a(v,w) :=e(Vu,Vw) + (b Vv, w) + (cv, w) (2.23)

fiir v, w € V, so erhalten wir wie im Eindimensionalen eine schwache Formulierung des Rand-
wertproblems gemé8 (B.16). Als erfolgreiche Upwind Finite-Elemente Ansétze hierfiir erwei-
sen sich beispielsweise Verfahren, die ausgehen von einer Dreieckszerlegung vom schwach
spitzen Typ und eine Sekunddrzerlegung verwenden. Die so entstehenden invers monotonen
Verfahren konvergieren beziiglich der e-gewichteten H!(€2)-Norm in erster Ordnung [60, IT12].
Strebt man Verfahren hoherer Ordnung an, so ist es unrealistisch zu versuchen, die inver-
se Monotonie des diskreten Problems aufrecht zu erhalten. Schon fiir die Diskretisierung
des gewoOhnlichen Laplace-Operators mit quadratischen Finiten Elementen kann ndmlich die
inverse Monotonie nur noch in speziellen geometrischen Situationen nachgewiesen werden.
Die Stromliniendiffusions-Methode, die auf dem Hinzuaddieren kiinstlicher Diffusion zum ur-
spriinglichen Problem in Richtung der Subcharakteristiken beruht, fithrt unter Aufgabe der
inversen Monotonie der Diskretisierung zu Upwind-Verfahren hoherer Ordnung. Wir wollen
ihre Grundidee im folgenden kurz skizzieren.

Essei Vy, :={vp €V : vp|lpr € Pp(T) VT € 7,} C V ein konformer Finite-Elemente Raum

bestehend aus stiickweise polynomialen, stetigen Funktionen zu einer reguléren, quasiunifor-
men Triangulierung 7;, von 2. Hierbei ist Py (7") der Raum der Polynome vom Grad k auf
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dem Element T € 7;,. Die Grundidee der Stromliniendiffusions-Methode beruht auf der An-
nahme, daf} die kontinuierliche Losung u lokal regulér ist und auf den einzelnen Elementen
T € 7;, im Sinne von L9(T') der Differentialgleichung geniigt:

—5Au+g-Vu+cu:f VT € T

Diese lokalen Ausdriicke werden nun mit dem Ergebnis der Anwendung des konvektiven
Anteils auf die Basisfunktionen getestet und mit elementweisen Upwind-Parametern i1 ge-
wichtet zur gewshnlichen schwachen Form (B.23) aufaddiert. Man erhélt mit

apP(v,w) = a(v,w)+ Z Sp(—eLv+b- Vo +cv,b- Vu)r, (2.24)
TeT,
SD(w) = (f?w)+ Z (5T(f,g'V'U))T,
TET,

daf fiir die (hinreichend glatt vorausgesetzte) Losung u dann ap? (u,vs) = 7P (vp,) fiir alle
vp € Vy gilt. Wir definieren daher:

Schema 7 (STROMLINIENDIFFUSIONS-METHODEN)
Als Stromliniendiffusions-Methoden bezeichnet man Verfahren, die sich mittels der diskreten
schwachen Formulierung

Finde uy, € Vy, : agD(uh,Uh) = f,‘?D(vh) Yoy, € Vy, (2.25)
ergeben.

Eine Stromliniendiffusions-Methode kann auch als Petrov—Galerkin-Verfahren angesehen wer-
den, wenn man als Testfunktionen die in Stromrichtung modifizierten Basisfunktionen wy +
57b - Vwy, verwendet. Fiir stiickweise lincare Elemente (= Awy|p = 0) schreibt sich die Bi-
linearform (R.24) unter den Annahmen b = (b1, by) = const und ¢ = 0 mit b = |b| und dem

Gradienten in Stromrichtung 9y := II—; -V als

CLED(U;L, wp) = e(Vop, Vwy) + z (5Tb2(agvh, agwh)T + (5 Vop, wp),
TeT,

was man als lokales Hinzufiigen von zusitzlicher Diffusion der Stirke é7b% in Stromrichtung
interpretieren kann; daher der Name Stromliniendiffusions-Methode. Eine im Vergleich zur e-
gewichteten H'(Q2)-Norm stirkere Norm, die eine Kontrolle des Gradienten in Stromrichtung
erméglich, ist auf der Basis der Bilinearform (B.24) gegeben durch
1
lollsp i= [elol? + collell® S drllb- Vol )|
TeT,

Durch geeignete Wahl der Stromliniendiffusions-Paramter ér kann man dafiir die Fehler-
abschéitzung

lu —un|lsp < C(e2 + h2)hF|ufps (2.26)

zeigen. Im Fall dominanter Konvektion sieht man hieraus durch den Vergleich mit entspre-
chenden Interpolationsabschétzungen, daf der Lo(€2)-Fehler des Gradienten der diskreten
Niherungslésung in Stromrichtung optimal, der £2(€2)-Fehler selbst jedoch um die Ordnung %
kleiner als optimal ist. Abschiitzung (B.2G) sichert allerdings nicht die beziiglich e gleichméBige
Konvergenz des Verfahrens, da die Halbnorm |u|4; im allgemeinen von negativen Potenzen
von ¢ abhéngt.
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2.2.4 Gleichmiflig konvergente Verfahren in 2D

Die Konstruktion von nachweislich beziiglich ¢ gleichméflig konvergenten Finite-Elemente
Verfahren ist fiir zweidimensionale Konvektions-Diffusions Probleme auf der Basis von Stan-
dardgittern bislang nur in speziellen Fillen gelungen. Einen Uberblick der Entwicklungen
findet man in [39, [71, T02]. Solche gleichm#Big konvergenten Verfahren werden zumeist iiber
einen Galerkin- oder Petrov—Galerkin- Ansatz mittels partiell oder vollstandig gefitteter Basis-
funktionen gebildet, die sich {iber Tensorprodukte eindimensionaler exponentiell angepafiter
Splines auf einem quadratischen Tensorprodukt-Gitter berechnen lassen.

Wir betrachten im folgenden wieder die Randwertaufgabe (B.13), (B-I3), nun unter den Vor-
aussetzungen b(z,y) = (b1(x),ba(y)) > (by,by) > (0,0), c(z,y) — iV b(z,y) > ¢ > 0 sowie
c(z,y) > 0 auf Q. Damit ist eine additive Zerlegung des Konvektions-Diffusions Anteils
von L in die Richtungsanteile LEP := —d,, + b1(z)9, und Lf/{D = —e0yy + ba(y)0,
formal moglich. Man spricht in diesem Zusammenhang daher auch von separabler Kon-
vektion. Die Koeffizientenfunktionen und die rechte Seite seien ferner glatt, und f geniige
zusétzlich der Kompatibilitatsbedingung f(0,0) = f(1,0) = f(0,1) = f(1,1) = 0. Es sei
Q= {(w?,y]h) €Q : af :==ihund yg‘ := jh fur0 < 4,5 < 1/h} ein Tensorprodukt-Gitter
mit Maschenweite h. Eine Mdoglichkeit zur Konstruktion eines beziiglich € gleichméf8ig kon-
vergenten Verfahrens besteht darin, nach stiickweise konstanter Approximation der Funktio-
nen by (z) und by(y) als Ansatz- und Testfunktionen die Tensorprodukte eindimensionaler L-
Splines ¢f und cpg der jeweiligen Richtungsanteile LEP und Lf D' des Konvektions-Diffusions
Anteils von L zu wéhlen. Der Raum V;,, der von den so definierten exponentiell angepaf3-
ten Basisfunktionen ¢; ;)(z,y) := ¢f (:r:)cp?(y) aufgespannt wird, besteht dann aus stetigen
Funktionen und wir erhalten ein konformes Finite-Elemente Verﬁahren. Man kann zeigen,
daB fiir das iiber die Bilinearform a,(v,w) := [,[eVv - Vw + (b Vv)w + cvw] dzdy mit
einer entsprechenden Approximation von c(x,y) und einer Quadratur der rechten Seite ent-
stehende Galerkin-Verfahren die Fehlerabschitzung (2.21]) wie im eindimensionalen Fall gilt.
Der Beweis verlduft analog zum eindimensionalen Fall. Fiir den Nachweis der entsprechenden
Interpolations- und Gradientenabschitzungen benotigt man jedoch die oben vorausgesetzte
Kompatibilitdtsforderung an f. Galerkin-Verfahren, die Tensorprodukte von eindimensiona-
len L*-Splines verwenden, fiihren zu #hnlichen oder je nach Quadraturformel sogar identi-
schen Diskretisierungen und damit ebenfalls zu gleichméfig konvergenten Methoden. In den
numerischen Beispielen in [[71] sieht man, daf§ Petrov—Galerkin-Verfahren, die bilineare Funk-
tionen als Ansatz- beziehungsweise Testfunktionen sowie Tensorprodukte eindimensionaler
L*-Splines als Test- respektive eindimensionaler L-Splines als Ansatzfunktionen benutzen,
ebenfalls erfolgreich und dem Galerkin-Verfahren sogar iiberlegen sind. Uberraschenderweise
fithrt jedoch die Wahl von Ansatzfunktionen mittels L-Splines zusammen mit der Wahl von
Testfunktionen iiber L*-Splines zu Instabilititen.

Im Fall nichtseparabler Konvektion ergeben sich in der Regel nichtkonforme Verfahren, da
die tiber Tensorprodukte gebildeten Funktionen ¢; ;) dann entlang der Zellgrenzen im Innern

ihres Trégers im allgemeinen unstetig sind. Unter sehr restriktiven Voraussetzungen an 5, 0]
dafl man die gleichen a priori Abschétzungen fiir die partiellen Ableitungen der kontinuier-
lichen Losungen wie im separablen Fall erhilt, gelten die gleichen Fehlerabschitzungen wie
dort [T02].



Kapitel 3

Multiskalen-Transformation
linearer Gleichungssysteme

Wie wir im vorangehenden Kapitel B gesehen haben, fithren die kontinuierlichen Konvektions-
Diffusions Probleme nach einer geeigneten Diskretisierung, zum Beispiel durch einen Petrov—
Galerkin-Ansatz mit einem Finite-Elemente Ansatzraum Vy und Testraum Sy beziiglich eines
Gitters g, zu groflen schwachbesetzten linearen Gleichungssystemen der Form

Tou() = fo. (31)

Wir gehen nun also zu einer skalenbehafteten Indizierung iiber. Wir interessieren uns fiir
Multiskalen-Verfahren zur effizienten Losung der Systeme (B.) und untersuchen dazu in
diesem Kapitel zunéchst, wie sich solche linearen Gleichungssysteme unter den Multiskalen-
Zerlegungen der Tiefe It

It

Vo = Wi, (32)
k=1
it

S = Priosu (33)
k=1

transformieren. Es wird dabei vorausgesetzt, dafl die Zerlegungen (B.2) und (B.3) rekursiv fiir
k =1,..., 1t iiber Zweiskalen-Zerlegungen Vi_1 = Wy & V), und Si_1 = Fr @ S der Ridume
Vi—1 und Sg_1 in Unterrdume mit Detail- und grobskaligen Anteilen entstehen. Entgegen
der zum Beispiel bei geometrischen Mehrgitter-Verfahren iiblichen Notation [62] werden die
groberen Rdume mit grofleren Indizes, die feineren Ridume mit kleineren Indizes versehen.

Nach einer genauen Untersuchung der Darstellung des diskretisierten Problems auf dem fein-
sten Level k = 0 studieren wir zunéchst das Transformationsverhalten von (B.I) im Fall der
einfachen Zerlegungen Vo = W; @ Vi und Sy = F1 & Sy, fiir die It = 1 ist. Ist die Zerle-
gungstiefe [t > 1, so wird eine natiirliche Darstellung von (B.I]) relativ zu den Zerlegungen
(B.2) und (B.3) durch den zugehorigen Basiswechsel induziert. Man erhélt als Systemmatrix
des entsprechend transformierten linearen Gleichungssystems die sogenannte Standardform
von Ty [M9]. Aus algorithmischer Sicht ist das Arbeiten im Standardsystem, das heifit ausge-
hend von der Multiskalen-Basis und der Standardform, meist nicht zu empfehlen. Dies gilt
insbesondere, wenn man an multiplikativen Verfahren zur Losung von (B.I) interessiert ist.
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Die sogenannte Nichtstandardform ist eine alternative Multiskalen-Darstellung des Feingitte-
roperators, die iiber den rekursiven Aufbau der Zerlegungen (B.2) und (B-3) definiert ist. Mit
Hilfe der Nichtstandardform lassen sich effiziente Algorithmen im betrachteten Multiskalen-
Kontext formulieren [I9, &8, 9], die dquivalent zu entsprechenden mittels der Standardform
gebildeten Verfahren sind. Dies ist jedoch erst Gegenstand von Kapitel B. Im letzten Unter-
kapitel des jetzigen Kapitels zeigen wir, dafl die zur Standardform gehdrenden Multiskalen-
Transformationen jeweils auch als Produkte von Erzeugendensystem-Transformationen mit
geeigneten Blockdiagonalmatrizen darstellbar sind. Die Erzeugendensystem-Transformatio-
nen gehen dabei aus einer Multilevel-nodalen Darstellung hervor, die zu einer nichtklas-
sischen Mehrgitter-Sichtweise fithrt [65, b6]. Dies erlaubt es, die von uns vorgeschlagenen
Multiskalen-Methoden auch auf der Basis der dort vorgestellten Erzeugendensysteme zu in-
terpretieren. Wir zeigen schlief$lich, daf3 es moglich ist, die Standard- und Nichtstandardform
eines Operators sowie auch seine klassische Erzeugendensystem-Darstellung in eine allgemei-
nere Multiskalen-Erzeugendensystem-Darstellung einzubetten.

Erfolgt die Diskretisierung der kontinuierlichen Randwertaufgabe durch eine Finite-Differ-
enzen oder Finite-Volumen Methode, so kann T im allgemeinen nicht mehr direkt als Stei-
figkeitsmatrix interpretiert werden, die aus einem Petrov—Galerkin-Verfahren stammt. Die
zu den Zerlegungen (B.2) und(B.3) gehorenden Multiskalen-Transformationen sind dann als
algebraische Transformationen der Ansatz- und Testseite anzusehen. Sind die Diskretisie-
rung und die Rdume Vy und Sy jedoch miteinander vertréglich, so 148t sich Ty als Petrov—
Galerkin-Diskretisierung eines leicht gestorten kontinuierlichen Operators interpretieren, und
die algebraischen Transformationen erhalten iiber diese Interpretation dann einen Sinn. Wir
sprechen in diesen Féllen etwas vereinfachend ebenfalls von Ty als der Steifigkeitsmatrix zu
den Ansatz- und Testrdumen Vy und Sp.

Im folgenden werden wir die entsprechenden Definitionen und Begriffe zunéchst fiir den
Galerkin-Fall einfithren, bei dem wir davon ausgehen, dafl sowohl Ansatz- und Testraum
als auch deren Zerlegungen gleich sind. Die Verallgemeinerung auf den Petrov—Galerkin-Fall
ist danach einfach zu bewerkstelligen. Wir werden dabei durch untere Indizes y und s an-
sonsten gleichbezeichnete Gréflen der Ansatz- und Testseite unterscheiden. Geht aus dem
Zusammenhang klar hervor, auf welche der beiden Seiten sich ein Ausdruck bezieht, so wird
bisweilen auf diese Kennzeichnung verzichtet. Zur Darstellung von (Block-) Vektoren und
(Block-) Matrizen verwenden wir gelegentlich die dafiir im Programmiersystem Matlab vor-
gesehene Notation [, -] fiir die Zusammenfassung passender (Block-) Zeilen sowie [-;-] fiir
passende (Block-) Spalten.

3.1 Feingitterdarstellungen des diskretisierten Problems

3.1.1 Galerkin-Ansatz

Es sei Vo C H} () ein endlichdimensionaler Funktionenraum, der sowohl als Ansatz- als auch
als Testraum zur Diskretisierung des betrachteten Randwertproblems mittels eines Finite-
Elemente Ansatzes diene. Wir definieren unterschiedliche vektorielle Darstellungsmoglichkei-
ten von Funktionen aus Vy sowie die Massen- und Steifigkeitsmatrix, die bei der Herleitung
des linearen Gleichungssystems (B.1]) aus der schwachen Formulierung auftreten.

Es sei dazu Qo :={2Y € Q :i=1,..., No} (No = dim(Vp)) die Menge der Gitterpunkte eines
feinen Gitters (dieses werde ebenfalls mit € bezeichnet), in denen nodale Basisfunktionen
der Basis {gog’v 24 =1,..., No} des Ansatz- und Testraums V) verankert seien. Der Begriff der
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nodalen Basis wird hier etwas allgemeiner aufgefaft als es sonst tiblich ist [22]: Wir nehmen an,
daf es eine eineindeutige Zuordnung zwischen der Menge der Gitterpunkte und der Menge der
Basisfunktionen gibt. Wir fordern weiter, dafl die Basisfunktionen gp?}v in dem Sinne lokal sind,
dafl ihre Trager jeweils in einem kleinen Bereich um diejenigen Gitterpunkte zentriert sind,
denen sie zugehoren. Die Knotenbasisdarstellung der Losung ug(x) = zN:O1 uo(a:?)cpgv(a;) des
diskretisierten Problems ist gegeben durch den Vektor
KB

g Y = (ug(a7))i=1,.. No,
das heifit, man identifiziert ug € Vy mit dem Vektor ué( Bv ¢ RN, Die Momentendarstellung
von fy, der Lo(£2)-Projektion der rechten Seite f nach Vy, ist beziiglich obiger Basis definiert
durch den Vektor

MOM 0

o V= ((f 0iv))i=1,No-
Der Zusammenhang zwischen Momentendarstellung und nodaler Darstellung wird durch die
Massenmatrix

KBy—MOM 0 0

My ™ V= ((@j,v’%v))i,j
hergestellt. Wie man leicht nachrechnet, gilt
uéWOMV _ MOKBVHMOMVué(BV‘
Die Massenmatrix transformiert als Matrixdarstellung der Identitét iiber die schwache For-
mulierung die nodale Darstellung einer Funktion in die zugehorige Momentendarstellung. Die
Steifigkeitsmatrix ist definiert als
K By—MOM 0 0
Iy V= (@(%,Va%,v))i,j-

Durch Einsetzen von ug in eine entsprechende diskrete schwache Form, die mittels Vy gebildet
wird, erhalten wir dann wegen

No
a(z UO@?)‘P?M 90?,1)) - (f? 90?,1))7 (1 =1,.., NO);
j=1

das lineare Gleichungssystem

MOMy (3.4)

KBy—MOMy, KBy _
1 Ug

3.1.2 Petrov—Galerkin-Ansatz

Bei einem Petrov—Galerkin-Verfahren zur Diskretisierung des betrachteten Randwertpro-
blems verwendet man im allgemeinen einen vom Ansatzraum Vy C H(Q2) verschiedenen
Testraum Sg zum Aufstellen der diskreten schwachen Form und des linearen Gleichungssy-
stems. Es werde Sop C L£2(2) ebenfalls von nodalen Basisfunktionen {@28 ci=1,...,No}
aufgespannt. Die Steifigkeitsmatrix wird in diesem Fall definiert durch
K By—MOM, 0 0
Iy Si= (a((pj,V790i,S))i,j'

Man gewinnt fp € Sp als die L2(€Q2)-Projektion der rechten Seite f auf den Testraum. Durch
Einsetzen von ug in eine entsprechende diskrete schwache Form, die diesmal mittels V) und
So gebildet wird, erhalten wir dann wegen

No
CL(Z UO(LE?)SOJO',V7SD?,S) = (f7 90?,8)7 (Z = 1a --~7N0)7
j=1



30 Zweiskalen-Darstellungen des diskretisierten Problems

das lineare Gleichungssystem

TOKBV—>M0MSu6<BV _ é\/IOMS‘ (3.5)
Wir verzichten im weiteren Verlauf meist auf die miihevolle Darstellungskennzeichnung bei
Vektoren sowie die Abbildungskennzeichnung bei Matrizen. Bisweilen identifizieren wir auch
Funktionen und Abbildungen endlichdimensionaler Funktionenréume mit ihren Darstellungen
durch Vektoren und Matrizen.

3.2 Zweiskalen-Darstellungen des diskretisierten Problems

3.2.1 Galerkin-artige Zweiskalen-Zerlegung

Wir untersuchen in diesem Abschnitt, wie sich das lineare Gleichungssystem (B.4)) im Fall der
einfachen Zerlegung des Ansatz- und Testraums

Vo = W1 @ Vy, (3.6)

transformiert. Man spricht auch von einer Zweiskalen-Zerlegung, da insgesamt zwei Skalen
daran beteiligt sind. Hierbei sei V; ein Unterraum, in dem grobskaligere Funktionen von
liegen. Wir nehmen an, dafl diese mit Hilfe einer weiteren nodalen Basis dargestellt werden
konnen, die beziiglich einem groberen Gitter 27 C ¢ definiert ist. Der Komplementraum
Wi umfaBt dann Detail-Informationen, die beim Ubergang von der feineren zur néchstgrobe-
ren Skala vernachlissigt werden. Wir setzen im folgenden voraus, dafl sowohl fiir die Rdume
grobskaliger Anteile als auch fiir die Komplementraume Basen existieren, die in den Gitter-
punkten des groberen sowie in den Fein-ohne-Grobgitterpunkten Q{; = Qp\ 2 des feineren
Gitters lokalisiert sind:

Wi = span{@biv cxd € Qg}, V) = Span{goz-lyv cad e ). (3.7)

Zwei Beispiele fiir solche Zerlegungen sind die einfachen Zerlegungen des Raums der stiickwei-
se linearen Funktionen auf 2 =|0, 1] mit homogenen Randwerten mittels der hierarchischen
Basis [T29] und mittels linearer Prewavelets [91]. In beiden Féllen werden die Rdume Vp und V;
aus skalierten und dilatierten linearen Splines aufgespannt, den bekannten Hut-Funktionen,
die man sich in den Fein- beziehungsweise Grobgitterpunkten eines uniform verfeinerten Git-
ters verheftet denken kann. Die Komplementrdume WW; werden im Fall der hierarchischen Zer-
legung von Feingitter-Splines und im Prewavelet-Fall von linearen Prewavelets aufgespannt,
die beide Male in den Fein-ohne-Grobgitterpunkten des feinen Gitters verankert sind. Ab-
bildung B.1] zeigt auf der linken Seite eine einfache hierarchische und auf der rechten Seite
eine Prewavelet-Zerlegung auf 2 =|0,1[. Die oberen beiden Bilder zeigen sédmtliche Basis-
funktionen des feineren Raums )V, zu einem uniformen Gitter mit Maschenweite hg = %,
die unteren beiden Bilder die Basisfunktionen der néchstgrobskaligeren Réume, die fiir beide
Zerlegungen iibereinstimmen. In den mittleren Bildern werden jeweils die Basisfunktionen
der unterschiedlichen Komplementraume dargestellt. Zur besseren Unterscheidung werden
benachbarte Basisfunktionen im Wechsel mit durchgezogenen und unterbrochenen Linien ge-
zeichnet.

Aufgrund des Zweiskalen-Ansatzes und der Inklusionen V; C Vy und W) C V, existieren
nun rechteckige Matrizen PR y und Q(l]y, deren Spalten angeben, wie sich die Basisfunktionen
9011,1/ von V; und wiv von W; geméfl den Multiskalen-Gesetzen, das heif3t mittels Skalierungs-
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-1+ 4 -1k
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
0 0125 025 0375 05 0.625 0.75 0875 1 0 0125 025 0.375 05 0.625 0.75 0875 1

-1+ 4 -1k

0 0125 025 0375 05 0625 075 0.875 1 0 0.125 0.25 0375 05 0.625 0.75 0875 1

0 0125 025 0375 05 0625 075 0.875 1 0 0125 025 0375 05 0625 0.75 0875 1

ABBILDUNG 3.1: FEinfache klassische hierarchische Basis Zerlegung (links) sowie Prewavelet-
Zerlegung (rechts) auf Q =]0,1[, obere Bilder Vo, mittlere Bilder Wi, untere Bilder V1, ho = %.

und Waveletgleichungen, aus solchen von Vy berechnen lassen [I9]. Die zusammengesetzte
schwachbesetzte quadratische Matrix Wﬂ v =1 (1),\?’ Pﬂ v] beschreibt dann den Basiswechsel
von einer Zweiskalen-Darstellung einer Funktion uy € Vy beziiglich der direkten Zerlegung
Wi @ V; mit der Basis

{91-1’]; ci=1,...,No} := {@biv : a:? € W\ U {goll’v : x? e}

in die nodale Feingitterdarstellung beziiglich Vy. Die Matrix Pﬁv wird im Kontext von
Mehrgitter-Verfahren auch als Prolongation bezeichnet und beschreibt eine Grobgitterfunk-
tion des Levels 1 im néchstfeineren Raum der Stufe 0 [62]. Die Matrix Q?’V tritt bei klassi-
schen Mehrgitter-Verfahren nicht explizit in Erscheinung. Sie kann ebenfalls als Prolongation
angesehen werden, die Basisfunktionen des Komplementraums W; auf dem feineren Git-
ter darstellt. Der inverse Basiswechsel, der die nodale Feingitterdarstellung einer Funktion
ug € Vy in ihre Darstellung beziiglich der direkten Zerlegung W @ V) tiberfiihrt, ist als
Woly = [Q(l)jv; Poly] = (VVRV)_1 gegeben durch rechteckige Matrizen Poly und Qtl),v mit im
Vergleich zu Pﬂ y und Q%V transponierter Gestalt. (Man beachte die unterschiedliche Indizie-
rung!) Im Gegensatz zu PR y und Q(l),v sind Poly und Q(l)’v im allgemeinen jedoch nicht mehr
schwachbesetzt. Eine fundamentale Erkenntnis ist, dafl die Matrizen Poly und Q(l),v dhnlich
wie im Fall der klassischen hierarchischen Basis Verfahren [I6] nicht explizit zur Implemen-
tierung unserer Multiskalen-Verfahren gebraucht werden. In den Abbildungen B2 und B3
sind die Zweiskalen-Transformationen WP,V und ihre Inversen Woly fiir den Fall einer eindi-
mensionalen sowie zweidimensionalen Prewavelet-Zerlegung zu sehen. Die zweidimensionale
Zerlegung geschieht hier mittels eines Tensorprodukt-Ansatzes. Wie wir spéter sehen, erhélt
Q%v dadurch eine dreibandige Struktur. Anhand der Bilder auf den rechten Seiten erkennt
man deutlich, daf die Inversen Woly sich aus Matrizen Poly und Qé,v mit im Vergleich zu

Plov und Q(l)v transponierter Gestalt zusammensetzen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
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ABBILDUNG 3.2: Zweiskalen-Transformation WYy, (links) und ihre Inverse W\, (rechts) fiir eine
eindimensionale Zerlegung mittels linearer Prewavelets auf Q =]0,1[, hg = ﬁ.

ABBILDUNG 3.3: Zweiskalen- Transformation WYy, (links) und ihre Inverse Wy, (rechts) fiir eine
zweidimensionale Zerlegung mittels linearer Prewavelets auf 2 =]0, 1[2, ho = 1—16, Tensorprodukt-
Ansatz.

wird im folgenden auf die Index-Kennzeichnung y bei Transformationsmatrizen verzichtet.
Wir erhalten fiir die i-te Zweiskalen-Basisfunktion 6}, = 2%0:1(W10)m,i809n,v und damit fiir

1y

die Eintrage der Zweiskalen-Darstellung T der Steifigkeitsmatrix Tp
(To)ji = alBiy,0]y) = (WD) ToW ], (3.8)
wie man leicht durch Einsetzen der Definitionen erkennt. Das lineare Gleichungssystem (B.4)
transformiert sich dann beziiglich der einfachen Zerlegung zu
(W)Y ToWiie = (WD) fo

14 ) (3.9)
— Totuo = fo,
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wobei g := (W)~ 'ug die nodale Zweiskalen-Darstellung der Funktion up und fo := (W)t fo
die Momentendarstellung von fo unter der Zerlegung (B.f) bezeichnen.

Satz 6 (AQUIVALENZ ZWISCHEN DEM URSPRUNGLICHEN UND DEM EINFACH TRANSFOR-
MIERTEN LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEM)
Die linearen Gleichungssysteme ([3.4) und (3-9) sind dquivalent.

Beweis:
Wir verzichten auf die Levelkennzeichung. Es sei @ eine Losung von (B:9) und v := Wa.
Dann erfiillt u die Gleichung W'Tu = W'!f und wegen der Invertierbarkeit von Wt auch
(B-4). Umgekehrt sei v eine Losung von (B.4). Dann gilt W 'TW " u = f und @ := W u ist
Losung von (B.9).

O
Aufgrund der speziellen Gestalt von W{ kann (B.9) auch in der expliziten Block-Form

(& 2= a0

A = (Q)'THQY, By = (Q)'ToPy,
C, = (POHTQY, Tv = (P)'TyPY

mit den Matrizen

sowie den Block-Vektoren [d%; s¥] := (W) tug und [d{ ; s{ ] := (WD)t fo geschrieben werden.

3.2.2 Petrov—Galerkin-artige Zweiskalen-Zerlegung

Wir betrachten nun das lineare Gleichungssystem (B.5), das man iiber einen Petrov—Galerkin-
Ansatz gewinnt, der im allgemeinen voneinander verschiedene Ansatz- und Testrdume 1y und
Sop zum Aufstellen der diskreten schwachen Form verwendet. Man erhilt zusétzliche Zwei-
skalen-Transformationen aufgrund der einfachen Zerlegung von Sy = span{goa S ¢ ) € Qo}
als

So=F1DS; (3.11)

mit den entsprechenden Basisdarstellungen der Unterrdume Detail- und grobskaliger Anteile

Fi= span{wi{s x) € Qg}, S = span{gol{s cad e k. (3.12)

Das Ausgangssystem (B.J) wird damit transformiert zum dazu &quivalenten System

WO NTOWO 09 = (WP)!
(Wis)To 1t (N 1.5)" fo (3.13)
< TOUO = f07
wobei ug = (WRV)_luo die Zweiskalen-Darstellung der Funktion ug € Vy geméfl der Zer-
legung (@), fo = (WR s)'fo die Momentendarstellung von fo € Sy relativ zur Zerlegung

() und Ty := (WP ) ToW?,, die Zweiskalen-transformierte Steifigkeitsmatrix im Petrov—
Galerkin-Fall bezeichnen. Mit den Definitionen

A = (@)@, B = (Q)5)'ToPYy,
C1 = (Plg)'To@ly, T = (Pg)'ToPY)y
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sowie den Block-Vektoren [d{;s}] = (WRV)_IUQ und [d{;s{] = (Wﬁs)tfo laBt sich ()
wieder in einer expliziten Block-Form analog zu (B-I0) schreiben.

Wir fassen nun die Abbildungseigenschaften der unterschiedlichen Transformationsmatrizen
und der urspriinglichen sowie Zweiskalen-transformierten Steifigkeitsmatrix zusammen. Der
Deutlichkeit halber indizieren wir dabei die Darstellungen vollstéindig mit den Riéumen, auf
die sie sich beziehen.

WP, : KBwey, — KBy, (WPy)~! : KBy, — KBy, av,,
(WD) - MOMy, — MOMw,ay,, (W7))™" @ MOMy,gy, — MOMy,,
Wls : KBrass, — KBs,, (WPs)™! + KBs, — KBres,
(W)t = MOMs, — MOMgrgs,, (Wis)™" : MOMpgs, — MOMs,,

Ty : KBy, — MOMs,,
TO : KBwl@V1 I MOM]ﬁEBSl‘

Es transformiert also beispielsweise Wﬂv die Zweiskalen-Darstellung g einer Funktion ug €
Vo in die zugehorige nodale Feingitterdarstellung. Die transformierte Steifigkeitsmatrix Tp
ordnet dem Vektor 2 den Vektor fo zu, der die Momentendarstellung von fy = Toug beziiglich
der einfachen Zerlegung des Testraums Sy beschreibt.

3.3 Standard- und Nichtstandardform

Wir erweitern nun die Betrachtungen des letzten Abschnitts auf Zerlegungen, an denen mehr
als zwei Skalen beteiligt sind. Es wird hier nur der reine Galerkin-Fall untersucht, dem der
Feingitterraum Vy als Ansatz- und Testraum zugrunde liegt. Die Ubertragung der Konstruk-
tionen auf den Petrov—Galerkin-Fall ist ohne Probleme mdoglich.

3.3.1 Standardform

Es sei I/Vl(g , die Matrix, die die Darstellung einer Funktion ug € )y mittels der rekursiv
entstandenen Multiskalen-Basis zur Zerlegung (B.9)

I
E, = U {%k,v caf e p \ QU {wéfv ol e ) (3.14)
k=1

in ihre Darstellung durch die nodale Feingitterbasis von V) transformiert. Gréfen, die sich auf
die Multiskalen-Basis (B.14) beziehen, werden durch einen unteren Index s gekennzeichnet.

Definition 2 (STANDARDFORM)
Wir definieren als Standardform des diskreten Feingitteroperators Ty zur Multiskalen-Basis
) die Matriz

TO,S = (VVl(g,s)tTOI/I/lg,s' (315)

Die Standardform ist also die Darstellung des Feingitteroperators unter dem zugehorigen
Basiswechsel [T9]. Das entsprechend transformierte lineare Gleichungssystem lautet
<VVl(g,s)tT0VVl2,sﬂ07$ = (vvl(l)f,s)tfo

) ) (3.16)
= Tosto,s = fo,ss
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wobei g s 1= (I/Vl?t s)_luo die Multiskalen-Darstellung der Funktion ug und .]E07s = (I/Vl?t 9o
die Momentendarétellung von fo unter der Zerlegung (B-9) bezeichnen. Wir untersuchen nun
genauer die Struktur der hierbei auftretenden Transformationen, die fiir die konkrete Gestalt
des transformierten linearen Gleichungssystems (B.16) von Bedeutung sind. Definiert man fiir
k=1,..., It die Synthese-Operatoren

P}V —Vy; P} = P)-...PF2.pPFY (3.17)
Qv Wy —Vo; Q) = PY-...PF2-Qi! (3.18)
— PO . NHk-1
k—1 k

ausgehend vom rekursiven Aufbau der Multiskalen-Zerlegung (B.9) iiber einfache Zerlegungen
Vi—1 = Wik @ Vi und den zugehorigen Transformationsmatrizen Plf_l und Q',z_l, so erhalt
man VVZ(; . in expliziter Form als

Wy s = 1QY, ., Q) Py). (3.19)

Die inverse Matrix Wéfs = (W) ,)~!, welche die nodale Feingitterdarstellung einer Funktion
ug € Vo in ihre Multiskalen-Darstellung transformiert, kann entsprechend mittels der fiir

k=1,.., It erklarten Analyse-Operatoren

Py Vo— Wy Py = Pf,-P)-..-Pf, (3.20)
Qt Vo — Wy QF = QF_, P ... P} (3.21)
= QR

gebildet werden. Die in den obigen Produkten auftretenden Faktoren P,f_l und Q£—1 sind da-
bei gerade diejenigen Teilmatrizen, aus denen sich die inversen Zweiskalen-Transformationen
Wk = (T/V,f_l)_1 = [Qi_l,P,f_l]_l als WF | = [QF_; PF ] zusammensetzen. Wir erhal-
ten

Wit = 1Qb; - Qs R (3.22)

Definieren wir nun die grobskaligen Anteile s}, s£ und Detail-Anteile d}., d£ der Vektoren wug
und fy fiir & = (0), ..., It beziiglich der Multiskalen-Zerlegung (B.2) durch

R k . k
sy = PFyuog, di = Qguo,

3.23
o = P & o= Q) (3.23)

wobei P{ := 1y, als Einheitsmatrix der Dimesion dim()V}) zu setzen ist und d3 sowie dg nicht
definiert werden, so erhalten wir aufgrund von (B.19) und (B.-29) die folgenden Block-Vektor
Darstellungen

s = (W) luo = [dfs..idjjsspil,
fos = VR)'o = [dfsdfss].
Wir moéchten an dieser Stelle nicht den vollstdndigen Aufbau von T()VS mit séamtlichen dar-

an beteiligten Block-Matrizen fiir beliebige Zerlegungstiefen beschreiben, was anhand der
expliziten Darstellung (B.19) von VVZ%S prinzipiell moglich ist. Wir beschrianken uns auf die
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Angabe der nachfolgenden Skizze, die den allgemeinen Aufbau einer Standardform im ersten
nichttrivialen Fall It = 2 zeigt.

TO,S =

c3 C3 | Ty

Die darin auftretenden Blocke sind dann aufgrund von (B.I5) und (B.19) wie folgt definiert:

Ar = (Q)'THQY, B := (QY)'ToPPQ3, = () Ty PP P,
C? = (QY)NQN'TLQY, Az := (QY)(P))'ToPYQ3, B%’ = (Q3) (P))'To P Py,
C} = (P)HQ)'ToQY, C3:= (P (P))'ToPPQy, Ty := (Py)'(PP)'ToPYPy.

Auch im Fall von Multiskalen-Zerlegungen werden wir die im allgemeinen vollbesetzte inverse
Transformation W” nicht explizit im Verlauf von Multiskalen-Verfahren verwenden.

Wir zeigen jetzt, dafl auch die Transformation I/Vlt nicht unbedingt explizit aufgestellt zu
werden braucht, um eine Funktion ug € Vy aus ihrer Multiskalen- Darstellung in die nodale
Feingitterdarstellung beziiglich Vy zu iiberfithren. Man definiert dazu S 1s = WP und fiir
k =2, ...,1lt die quadratischen Matrizen

Iy,
k=1 ._
Sk,s = 1 ,
Wik -1 1
Wk

wobei 1y, fiir i = 1,...,k — 1 die Einheitsmatrix mit Dimension dim(;) bezeichnet. Damit
148t sich T/Vl(g s auch als das Produkt

Wie=57,. S,lfsl (3.24)

schreiben. Durch Ausnutzen dieser Produktstruktur ist die Berechnung des Matrix-Vektor-
Produkts ug = W jigs = WP [dY¥;...;d%; s%] in effizienter Weise moglich, das heifit mit
einem Aufwand, der proportionzﬂ zur Anzahl der Feingitterunbekannten ist, und kann wie
folgt in Diagrammform dargestellt werden:

U U u U u
dlt dlt 1 dlt 2 dy dy
_ t—2

Q! Qu_1 Q3 QY 3.95
N \ N N \ N (3.25)
It— It—2

i Plft ' i Pr_1 u i P u Py i

S — 7 Sp—1 T S T o T 8y — > 51— 8

Es ist klar, dal die transponierte Matrix (VVl(t) ,)t, die die Transformation der Momentendar-
stellung einer Funktion fy € Vy beziiglich der Feingitterbasis hin in die Momentendarstellung



3.3.1 Standardform 37

relativ zur Multiskalen-Basis von ) beschreibt, ebenfalls in faktorisierter Form geschrieben

werden kann. Wir erhalten fiir die Berechnung von fo, = [d{ ; ...;dlft;sﬁ] = (I/Vlgs)t fo das

Diagramm:

dj iy djy_s dj d]
It—1\¢ lt—2\¢
FoEH (PEZD)

1\t 0\t
PO L 0 0 L
Sy ° g1 ¢ Sit—2

—— e 8y 8§ — 5§

Der Vollsténdigkeit halber geben wir noch die Diagramme fiir Transformationen mittels fak-
torisierter Darstellungen der inversen Transformationen W§!, = (Wp )~! und (W{l,)! =

(W )~ an. Man erhélt fiir die Berechnung von g, = [dY; ...; djy; sps] = W uo:

U u U u U
dlt dltfl dlt72 U d2 dl
l It—1
-1 Qp_s Q2 5 (3 27)
) It—1
o Bl P, v PP v B u
Sip — S S Spo T . S 8y & 51 < §

Das Diagramm fiir die Transformation fy = (I/Véfs)tfaS = (Wéfs)t[d{; s d{t; s{;] lautet:

it Ay dyy_s d; d}
(Q%—l ! (Qﬁ:;)t (Q%)t (Q(l))t
3.28
\ \ \ \ N N (3.28)
P—>lt_ t PiS)! P2)t Pyt
o (Pf_y) o (Pit—) s, — o — d (P?) of (R) ol

Die Schemata (B.25) und (B.26) weisen die gleiche Struktur auf wie die schnelle diskrete
Wavelet-Riick- und -Hintransformation, die auch als Pyramidenalgorithmen bekannt sind
[RT]. Sie bilden die Grundlage fiir die effiziente Implementierung additiver, BPX-artiger
Multiskalen-Vorkonditionierer fiir diskrete Operatoren, die von elliptischen partiellen Dif-
ferentialgleichungen herriihren [24, 33, 30, [37]. Wir gehen hierauf an spéterer Stelle noch
genauer ein.

Will man fiir solche Probleme hingegen Multiskalen-Verfahren konstruieren, die auf wesent-
lich mehr Information iiber den transformierten Operator zugreifen als nur seine (Block-)
Diagonale, so ist die Standardform 7T 0,s schon wegen der Anzahl ihrer nichtverschwindenden
Eintrége keine addquate Darstellung mehr. Sie besitzt aufgrund von (B.15) und (B.19) eine
(It + 1) x (It + 1) Blockstruktur, deren einzelne Blocke die gegenseitigen Kopplungen der an
der Zerlegung (B.9) beteiligten Unterrdume durch den Operator beschreiben. Aufgrund der
sich so ergebenden (Multi-), Fingerstruktur® von To,s ist klar, daf} die Standardform im Falle
uniformer Gitterverfeinerung im allgemeinen wenigstens O(Ny(It + 1)) signifikante Eintrége
besitzt. Abbildung B4 zeigt die Besetzungsmuster der Standardform fiir den mittels Finite-
Differenzen auf Q =]0,1[¢ (d = 1,2) diskretisierten Laplace-Operator in einer (links) und
zwei (rechts) Raumdimensionen. Es wurde dazu jeweils eine Prewavelet-Zerlegung des ein-
beziehungsweise zweidimensionalen Feingitterraums durchgefiihrt. Die Zerlegung in zwei Di-
mensionen erfolgte iiber einen klassischen Tensorprodukt-Ansatz [68]. Alleine das Aufstellen
der Standardform bewirkt, dafl ein damit gebildetes Multiskalen-Verfahren nicht mehr mit
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ABBILDUNG 3.4: Standardform Toys fiir Finite-Differenzen Diskretisierungen des 1D (links) bzw. 2D

(rechts) Laplace-Operators auf Q =]0,1[* (d = 1,2), ho = o351 (1D) bzw. ho = 35 (2D), vollstindige

Zerlegung des Ansatz- und Testraums mittels linearer Prewavelets, Tensorprodukt-Ansatz in 2D.

linearer Komplexitéit, also mit einem Aufwand proportional zur Anzahl der Feingitterunbe-
kannten, durchgefiihrt werden kann. Eine interessante Frage ist daher, ob es fiir diskrete Ope-
ratoren T mit einem Besetzungsmuster mit O(Ny) Eintrigen moglich ist, eine Multiskalen-
Darstellung mit ebenfalls nur O(Np) Eintrégen zu finden. In [19] wurde im Zusammenhang
mit der Entwicklung schneller Algorithmen fiir allgemeine Caldéron—Zygmund Operatoren
die sogenannte Nichtstandardform eingefiithrt, die beispielsweise fiir Integraloperatoren nach
Kompression O(Np)-Algorithmen zur schnellen Losung der zugehoérigen Integralgleichungen
ermoglicht. Mit ihrer Hilfe 148t sich eine positive Antwort auf die oben gestellte Frage finden.

3.3.2 Nichtstandardform

Die Kernidee zur Konstruktion der Nichtstandardform T[)’ns des diskreten Feingitteropera-
tors T beziiglich der Multiskalen-Zerlegung (B.2) besteht darin, rekursiv nur die Grobgitter-
operator-Blocke T} weiter zu zerlegen, die bei den Transformationen hinsichtlich einfacher
Zerlegungen entstehen.

Definition 3 (NICHTSTANDARDFORM )
Wir definieren mit Hilfe der Blicke

Ay = (QFYT QR Y, By = (QYV )T PFT
Ck = (Plf_l)tkalQ]]z_l, Tk = (P:_l)tTk,1P5_1

fir k=1,...,lt — 1 als Nichtstandardform
Tons := {{Ak, Br, Ok et it» Tt }- (3.29)

Die in TO,ns enthaltenen Blocke konnen formal als Untermatrizen in eine erweiterte System-
matrix eingebettet werden, die wir ebenfalls als Nichtstandardform und mit Tj s bezeichen
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ABBILDUNG 3.5: Nichtstandardform T()’ns fiir Finite-Differenzen Diskretisierungen des 1D (links)
bzw. 2D (rechts) Laplace-Operators auf Q =]0,1[* (d = 1,2), ho = o517 (1D) bzw. ho = 55 (2D),
vollstandige Zerleqgung des Ansatz- und Testraums mittels linearer Prewavelets, Tensorprodukt-
Ansatz in 2D.

wollen. Die nachfolgende Skizze stellt den allgemeinen Aufbau einer Nichtstandardform im
ersten nichttrivialen Fall It = 2 dar.

A2 By

Cy | Ty

Abbildung B3 zeigt die Besetzungsmuster der Nichtstandardform fiir den mittels Finite-
Differenzen auf Q =]0,1[¢ (d = 1,2) diskretisierten Laplace-Operator in einer (links) und
zwei (rechts) Raumdimensionen. Es wurde dazu jeweils eine Prewavelet-Zerlegung des ein-
beziehungsweise zweidimensionalen Feingitterraums durchgefithrt. Hat der Feingitteropera-
tor Ty ein Besetzungsmuster mit O(Ny) Eintrédgen, so ist durch ein Argument mittels der
Geometrischen Reihe klar, dafl TO,ns ebenfalls nur O(NVy) Eintrige ungleich Null besitzt.

Wir geben nun eine Interpretation der Nichtstandardform anhand eines speziellen Multiska-
len-Erzeugendensystems. Da die Nebendiagonalblocke Cj und By jeweils Abbildungen der
Unterrdume Wy, und Vj, in die Dualrdume V; und W bedeuten, ist die Nichtstandardform
eine Multiskalen-Darstellung des Operators, die beziiglich der folgenden Erzeugendensystem-



40 Standard- und Nichtstandardform

Darstellung von V,
Vo=Wi+V1)+ W+ Vo) + ...+ Wi + Vi) (3.30)

mit der iiberbestimmten ,, Basis“

It
Ens = <{¢5V bl e \ QU {phy, sab e Qk}) (3.31)
k=1

definiert ist. Jede nodale Darstellung einer Funktion ug € Vy mit Hilfe des erweiterten Sy-
stems () kann mittels einer Abbildung S¥ _in ihre nodale Feingitterdarstellung iiberfiihrt

lt,ns

werden, wobei SU  auf natiirliche Weise in Faktoren zerfillt:

lt,ns
Es sei S?ms =W
Fiir 2 < k < [t definieren wir Abbildungen

SEL WL X VL) X X (Wi x Vi) — VL X VL) X oo X (Wit X Vie_1)

k.ns

iiber ihre Darstellungen durch die rechteckigen Matrizen

< 1y, >
1y,
1y, ) ”71@1}
)
[< 1Vk71 k

Dann ist S&m = S%ns . 521’”5 Ce Sllf;i die Produktdarstellung der gesuchten Abbildung.
Die Transformation einer erweiterten nodalen Darstellung [dY;s;...;d}}; sj;] einer Funktion
ug € Vp in ihre nodale Feingitterdarstellung kann in Diagrammform wie folgt beschrieben

werden:

u u u u
Sit—1 Sit—2 T 52 81
u Plltt R u Plltt:f u i P u Py U
Sp T Sp-1 T Sipgeo T . T Sy — > 51 T/~ 5 (3.32)
Qi Q3 ! 0
/! /! /! /! /! /!
U u u u U
dlt dlt—l dlt—2 U dz dl

Die nach unten fithrenden Pfeile auf jeder Stufe bedeuten lediglich ein Hinzuaddieren des
auf diesem Level dargestellten grobskaligen Anteils, auf dessen weitere Zerlegung verzichtet
wurde, zu den gerade interpolierten Werten. Die Bestandteile dY, s{, ..., d};, sj; der so durch-
laufenen Darstellungen beziiglich des erweiterten Systems sind nicht identisch mit den durch
(B:23) erklirten Anteilen, da letztere eine eindeutige Darstellung von ug ergeben.

Die Sequenz fiir die transponierte Abbildung (S¥ . ), die die Momentendarstellung einer

lt,ns
Funktion fy € Vp in eine erweiterte Momentendarstellung beziiglich (B31)) transformiert,
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erhalt man dann als

Slftfl 5;;2 T 35 5{
T T 7 T
Pltfl t (Plt_—Q t Pl t PO t
@i H! @i=D! @) @)
f f < f < < f < f <
dlt dltfl dlt72 e d2 dl

Die nach oben fithrenden Pfeile bedeuten hierbei, dafl jeder grobskalige Anteil s£ von fy
explizit in die erweiterte Darstellung aufgenommen wird. Man gelangt so zu einer vollstindig
redundanten Nichtstandard-Momentendarstellung von fy € 1

foms = [d];s]5 i dls ) = (S e)! fo- (3.34)

Neben den Detail-Anteilen treten ndmlich zusétzlich auch sémtliche grobskaligen Anteile auf.
Die Matrix Tp s bildet lediglich eine Teilmatrix der zu () gehorenden Nichtstandard-
Erzeugendensystem-Darstellung von Tj

Tonsezs = (St ns) TOSH ms- (3.35)

Im Unterschied zu T()m ist T, 0,nsezs €ine Multiskalen-Darstellung der Steifigkeitsmatrix 7o,
die redundante Information enthélt. Wir gehen im néichsten Unterkapitel noch genauer auf
solche Erzeugendensystem-Darstellungen von Steifigkeitsmatrizen ein.

Die Nichtstandardform TO,ns kann nun gerade als diejenige Teilmatrix von TO,nsezs verstanden
werden, deren Produkt mit der vollstdndig redundanten Nichtstandarddarstellung

Uons = (58755 dpys spp) = S’(l)’fnsuo (3.36)

einer Funktion ug € V eine nichtredundante, erweiterte Momentendarstellung des Produkts
Toup beziiglich () ergibt. Die Abbildung S(l)fns ist hierbei gerade durch die Umkehrung
von Schema (B:32)

u
Sit—1 Sit—2 52 $1

l It—1
u Py u 1t—2 u U i u Py u
Sip Sig—1 ¢ Sig—2 ¢ oS Sy S 5 (3.37)

l It—1

2 o / / % %
U u U u U
dlt dltfl dlt72 e d2 dl

definiert. Algorithmisch gesehen ist das Matrix-Vektor-Produkt To,nsﬂo,ns dquivalent zu ei-
ner rekursiven Berechnung von Tyug iiber die Zweiskalen-Zerlegungen Vi1 = Wi @ Vi
fiir k = 1,...,lt. Betrachten wir das Produkt Thag ausgehend von der einfachen Zerlegung
(B-G) des feinsten Levels (siehe dazu auch die Block-Darstellung (B.10)), so bildet die Summe
(A1d} 4+ BysY) gerade den ersten Detail-Anteil des Ergebnisses und wird als solcher in des-
sen erweiterter Momentendarstellung beziiglich (B:31)) gespeichert. Der erste Summand von
(Ch1d} + T sY) wird als Bestandteil des grobskaligen Anteils ebenfalls entsprechend abgelegt.
Der zweite Summand 77} wird nun im Verlauf der rekursiven Zerlegung erst auf den groberen
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Skalen berechnet und iiber seine Detail- und grobskaligen Anteile im erweiterten System dar-
gestellt. Man erhélt so eine nichtredundante Nichtstandard-Momentendarstellung fiir das
Produkt Tyug, die mit dem Ergebnis des Matrix-Vektor-Produkts To,nsftoms iibereinstimmt.
Nichtstandardformen operieren also auf vollstéindig redundanten Darstellungen und liefern
stets einen Ergebnisvektor in nichtredundanter erweiterter Darstellung zurtick.

Ist (T, s die Nichtstandardform der Inversen T, 0 ! so wirkt diese auf Vektoren der Ge-
stalt () und ergibt eine nichtredundante Nichtstandarddarstellung von 7§ ! fo = ug. Die-
se kann nun mittels der Abbildung Sg ns i die nodale Feingitterdarstellung beziiglich Vg
zuriicktransformiert werden, und wir erhalten

U0 = Spi s (Tg s (Shi s ) fo- (3.38)

Im Zusammenhang mit der Matrix-Vektor-Multiplikation konnten wir die Nichtstandard-
form Tgms trotz ihrer speziellen Multiskalen-Struktur als gewohnliche Matrix auffassen. Die
Berechnung von Tyug iiber die rekursive Zerlegung und das Abspeichern von grobskaligen
Bestandteilen des Ergebnisses produziert die gleiche nichtredundante Darstellung wie die
gewOhnliche Matrix-Vektor-Multiplikation im Nichtstandardsystem. Wir entwickeln im nach-
folgenden Kapitel @l multiplikative und additive Multiskalen-Verfahren, die auf unterschied-
lichen Approximationen M(; 1 an (T; ')ns beruhen. Zu diesem Zwecke reicht es nicht mehr
aus, T(),ns als gewohnliche Matrix anzusehen, da diese unter Umsténden nicht invertierbar
ist. Dies fithrt dazu, dal die Anwendung von ]\;[(; %s zumeist iiber Prozeduren realisiert wird,
die der zugrundeliegenden Multiskalen-Struktur des Nichtstandardsystems Rechnung tragen.
Uber die Anwendung von

Mg ns = SitneMgps(Sitns)' (3.39)

0,ns NS

auf Vektoren koénnen wir schliefilich My, ;S als approximative Multiskalen-Inverse des Fein-
gitteroperators fiir eine lineare Iteration oder als Multiskalen-Vorkonditionierer fiir Krylov-
raum-Verfahren einsetzen.

3.3.3 Konversion zwischen dem Standard- und Nichtstandardsystem

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, wie die Konvertierung von Vektoren und Matrizen
aus ihrer Standard- in die Nichtstandarddarstellung und umgekehrt geschieht. Damit weisen
wir im néchsten Kapitel nach, daf3 die effizient iiber die Nichtstandardform erklirten Verfah-
ren dquivalent zu entsprechenden Verfahren sind, die mit Hilfe der Standardform formuliert
werden.

Konvertierung von Vektoren

1. 710,5 B ﬁO,ns = (ﬂO,s)ns

Es sei ug € Vo und g ¢ := éfsuo die zugehorige Standarddarstellung. Die vollsténdig redun-
dante Nichtstandarddarstellung g s erhalten wir, indem wir ausgehend von £ = It aus den
Anteilen di! und sj! von 7o, den Anteil s}, mittels W,f_l berechnen, diesen abspeichern und
die Prozedur sukzessive fiir k = It — 1, ..., 2 fortsetzen.

Man erreicht dies ebenfalls durch folgenden Umweg iiber die nodale Feingitterdarstellung;:

ﬂO,ns = Sét,ns‘/{/l?’sﬂo,‘?' (340)
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2. ﬂO,ns — a0,8 = (aOms)s

Es sei ug € Vo und g s := S(lfmuo die zugehorige vollsténdig redundante Nichtstandarddar-
stellung. Dann erhélt man % s durch Weglassen aller darin enthaltenen grobskaligen Anteile
bis auf sj;.

Ist @ ns hingegen eine nichtredundante Nichtstandarddarstellung, so wird beginnend mit k& =
1 der Anteil s} zunéchst mittels W,f“ in seinen Detail- und grobskaligen Bestandteil zerlegt.
Diese werden zu den entsprechenden Anteilen auf der nichstgroberen Skala hinzuaddiert,
bevor man diese Prozedur fiir & = 2,...,It — 1 fortsetzt. Die so erhaltenen Detail-Anteile
bilden zusammen mit dem zuletzt bestimmten Anteil s}, beziiglich der grébsten Skala die
Block-Vektoren, aus denen g s besteht.

Man erreicht letzteres ebenfalls durch einen Umweg iiber die nodale Feingitterdarstellung:
~ _ It 0 ~
Uuo,s = WO,sSlt,nSUO,nS‘ (341)

3. fO,s - f~0,ns = (fO,s)ns

Es sei fo € Vo und fg,s = (Wl% )t fo die zugehorige Standarddarstellung aus Momentensicht.
Die vollstandig redundante Nichtstandard-Momentendarstellung fO,ns erhalten wir, indem wir
ausgehend von k = [t aus den Anteilen d£ und s£ von fo}s den Anteil s£71 mittels (W,fﬁl)t
berechnen, diesen abspeichern und die Prozedur sukzessive fiir k = It — 1, ..., 2 fortfiihren.

Man erreicht dies nunmehr durch einen Umweg iiber die Feingitter-Momentendarstellung:
fO,”S = (ng,ns)t(Wéfs)thS = (W(l)fssqu,ns)tfoys' (342)

4. fO,ns . fO,s = (fO,ns)s
Es sei fo € Vp und foms = (S)},,.)" fo die zugehorige vollstindig redundante Nichtstandard-

Momentendarstellung. Dann erhéilt man f075 durch Weglassen aller darin enthaltenen grob-
skaligen Anteile bis auf sl’;.

Ist fo,ns hingegen eine nichtredundante Nichtstandard-Momentendarstellung, so wird begin-
nend mit £k = 1 der Anteil s£ zuniichst mittels (W} .1)" in seinen Detail- und grobskaligen
Bestandteil zerlegt. Diese werden zu den entsprechenden Anteilen auf der néchstgréberen
Skala hinzuaddiert, bevor man diese Prozedur fiir k = 2, ..., [t — 1 fortsetzt. Die so erhaltenen
Detail-Anteile bilden zusammen mit dem zuletzt erhaltenen Anteil 51}; beziiglich der grobsten
Skala die Block-Vektoren, aus denen f~0,3 besteht.

Man erreicht letzteres ebenfalls durch einen Umweg iiber die Feingitter-Momentendarstellung;:
.]EO,S = (m(g,s)t(s[l)fns)tfo,ns = (Séfnswlg,s)tfoﬂs' (343)

Konvertierung von Matrizen

1. TO,ns — TO,S = (TO,ns)s

Ausge~hend von der Nichtstandardform T(]ms eines Operators Ty erhélt man seine Standard-
form Tp s, indem man die Blécke By, und Cj, mit Hilfe von Transformationen W/llz s und (I/Vllz s)t
fur £ = 1,...,1t jeweils weiter zerlegt und zu einer Matrix der Gréfle von T ,,zusammen-
schiebt®. Die Transformationen I/V/j s werden dabei analog zu () gebildet.
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2. TO,S — TO,ns = (TO,s)ns

Die Konvertierung der Standardform T(), s einer Matrix T} in die entsprechende Nichtstandard-
form TO,ns geschieht durch den umgekehrten Prozefl. Hierbei werden sukzessive die inversen
Zweiskalen-Transformationen W,f“ und (W,f“)t auf die Nebendiagonalblécke von T(),S an-
gewandt.

Wie man leicht sieht, sind die Berechnungen des Matrix-Vektor-Produkts im Standard- und
Nichtstandardsystem mit den Konvertierungsroutinen kompatibel, das heifit

TO,SaO,S = ((To,s)nsﬂo,ns)sa (344)

(TO,nsﬂO,ns)s = (TO,ns)saO,s' (345)

3.4 Einbettung in ein Multiskalen-Erzeugendensystem

Wir fithren in diesem Abschnitt zunéichst eine weitere nichtklassische Multilevel-Darstellung
von diskreten Operatoren ein, die auf der gleichzeitigen Betrachtung verschiedener Diskre-
tisierungslevel beruht [55, 56]. Die dazu notwendigen Funktionensysteme werden mit Hilfe
sdmtlicher nodaler Basisfunktionen unterschiedlicher Level gebildet. Man betrachtet damit
wie im Fall der Nichtstandardform keine eindeutigen Basen der Ausgangsriume mehr, son-
dern nur noch Erzeugendensysteme. In [65, b6] wurde bewiesen, dal moderne Multilevel-
Loser fiir lineare Gleichungssysteme, wie beispielsweise Mehrgitter-Verfahren und Multilevel-
Vorkonditionierer, sich als klassische iterative Methoden (GauB—-Seidel, Jacobi-Vorkonditio-
nierer) iiber den nach Transformation entstehenden semidefiniten Gleichungssystemen in-
terpretieren lassen. Wir zeigen hier, dafl die zur Standardform gehorenden Multiskalen-
Transformationen des vorherigen Abschnitts jeweils auch als Produkte der entsprechenden
Erzeugendensystem-Transformationen zusammen mit geeigneten Blockdiagonalmatrizen dar-
stellbar sind. Damit kénnen die von uns betrachteten Multiskalen-Methoden auch auf der
Basis der Erzeugendensysteme in [63, 58] interpretiert werden, was im folgenden Kapitel [ ge-
schieht. Sogar noch grofiere Multiskalen-Systeme sind denkbar. Wir zeigen, dafl es moglich ist,
sowohl die Standard- und Nichtstandardform eines Operators als auch seine Multilevel-Erzeu-
gendensystem-Darstellung in eine allgemeinere Multiskalen-Erzeugendensystem-Darstellung
einzubetten. Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt wiederum auf den Galerkin-Fall, da
die Ubertragung der Konstruktionen auf den Petrov-Galerkin-Fall unproblematisch ist.

3.4.1 Multilevel-Erzeugendensystem

Betrachten wir die folgende Multilevel-Erzeugendensystem-Darstellung des Ausgangsraums
Vo=Vo+Vi+Vo+ ...+ Vy, (3.46)

mit der iiberbestimmten ,, Basis“

it
E..s:= U{gpﬁv xf e ), (3.47)
k=0

so kann jede Darstellung g ¢.s einer Funktion ug € Vy iiber das erweiterte System (B.47)

mittels einer Abbildung 5’2’ o, in ihre nodale Feingitterdarstellung iiberfiihrt werden. Ahnlich
0

wie die Transformation Sl% s zerfallt S

Itens auf natiirliche Weise in Faktoren:
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Es sei S?,ezs : Vo x V1 — V) definiert durch die Darstellung iiber die rechteckige
Matrix S?,ezs = [1y,, PJ;
Fiir 2 < k < It definieren wir Abbildungen

Sl]:::zls:vo XV X ... XVk_> VOXV1 X ... XVk_l

tiber ihre Darstellungen durch die rechteckigen Matrizen

1y,
1
k=1 ._ &
k.ezs *
|:1Vk—1 ) Plf_l}
Dann ist Sg,ezs = 5?7623-5217%8-...- zlf;zls die Produktdarstellung der gesuchten Abbildung. Die

Transformation einer Multilevel-nodalen Darstellung [sg; s¥; ...; sj4] einer Funktion ug € Vy in
ihre nodale Feingitterdarstellung kann in Diagrammform wie folgt beschrieben werden:

u u u u u
Sit—1 Sit—2 T 52 S1 S0
! ! ! ! ! (3.48)
It—1 It—2 Pl PO
u it SU -1 sU . SU 2 SU 1 SU
Sg —— Spr T Sp—a2 T — Sy —7 S1 —7 5

Die nach unten fithrenden Pfeile auf jeder Stufe bedeuten lediglich ein Hinzuaddieren des
auf diesem Level dargestellten nodalen Anteils zu den gerade interpolierten Werten. Die
Sequenz fiir die umgekehrte Transformation Séfezs einer Funktion ug € Vp aus ihrer nodalen
Feingitterdarstellung in eine Multilevel-nodale Darstellung erh&lt man als:

u u u u u
St Sit—2 T S2 51 5o
» s T T 2 T 1 T (3.49)
w lt—1 " 1t—2 - u i u o u
S Sig—1 ¢ Sjpg_g S S S & 5§ T 5

Die nach oben fithrenden Pfeile bedeuten hierbei, dafl jeder grobskalige Anteil sj! von wug
explizit in die Multilevel-nodale Darstellung aufgenommen wird. Man gelangt so zu einer
vollsténdig redundanten nodalen Darstellung

Uo,ezs = [0 ST -3 Spy) = Sé’fezsuo (3.50)

von ug innerhalb des erweiterten Systems (B.47), da sédmtliche grobskaligen Bestandteile
zusiitzlich zur Feingitterdarstellung sjj auftreten. Genauso wie im Falle von Wéfs und S

ns
sind die Teilmatrizen P,erl der bei der Faktorisierung von S¥

0.ezs auftretenden Faktoren im

allgemeinen vollbesetzt. Aufgrund der schwachen Formulierung wird Séfezs jedoch nicht zur
Implementierung von Multilevel-Verfahren gebraucht, sondern lediglich die transponierte Ab-
bildung (527 vss)'- Sie beschreibt die Transformation einer Funktion f; aus ihrer Momenten-
darstellung beziiglich der Feingitterbasis von Vy in die vollstdndig redundante Multilevel-

Momentendarstellung
fO,ezs = [3£§ S{; ey 31{5] = (Sl%,ezs)tfo (351)
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beziiglich des erweiterten Systems (B.47). Wir erhalten dafiir das nachfolgende Schema:

3{;71 3272 T Sg 5{ Sg
T T T T T (3.52)
Pltfl t (P”:2 t plLyt POyt
o e e B @

It

Der Vollsténdigkeit halber geben wir noch das zu (Sg,.,)! gehérende Diagramm an:

0,ezs
3;;—1 3;;—2 T Sg 3{ Sg)c
| | ! ! ! (3.53)
(Plt7 )t (Plt:l)t P2yt PLyt
Sl{s = 5%—1 = 5%&—2 - T 55 e 5{ @) S(J;

Wir definieren nun mit Hilfe der Erzeugendensystem-Transformation Sg e»s Und ihrer Trans-

ponierten (S&ezs)t

TO,SZS = (Sl%,ezs)tTOSl%,ezs? (354)

die sogenannte Multilevel-Erzeugendensystem-Darstellung von Ty [65, b6]. Die Matrix TO,ezs

ist aufgrund von Nulleigenwerten nur noch semidefinit und besitzt gleichen Rang wie Ty. Das

damit analog zum Standardsystem (B.16) entstehende lineare Gleichungssystem
(ng,ezs)tTOSl()t,ezsaovezs = (Slot,ezs)tfo

) : (3.55)
— TO,ezsuO,ezs = fDm,s

ist losbar, da die rechte Seite fO,ns == (8D __)fo in konsistenter Weise gebildet wird. Die

lt,ezs

vollstandig redundante Multilevel-nodale Darstellung S(lfezsuo der Losung des Ausgangssy-
stems (B.50) ist jedoch keine Losung. Aufgrund der Semidefinitheit der erweiterten System-
matrix ist die Losung zu (B.53) nicht mehr eindeutig bestimmt. Unterschiedliche Losungen
ﬂéﬁzs und ﬂaezs sind aber in dem Sinne dquivalent, daf sie nach Anwendung von S}, __, den

gleichen Vektor

t,ezs

0 ~1 0 =2
Up = Slt,ezsuo,ezs = Slt,ezs“O,ezs?
die eindeutig bestimmte Losung des Ausgangssystems, ergeben. Da TO,ezs nicht invertierbar
ist, ist es ungeachtet der Kosten nicht moglich, einen direkter Loser wie etwa die Gauf-

Elimination zum Lésen von (B.55) im Erzeugendensystem einzusetzen. Ahnlich wie im Fall
der Nichtstandardform erhélt man jedoch durch die Erzeugendensystem-Darstellung der Fein-

gitterinversen (7 l)ezs ein direktes Verfahren. Es gilt

Uo = Sl?‘,,ezs(T()_l)ezs(slg,ezs)tfo' (357)

Man vergleiche dies auch mit der Darstellung (B.38). Stattdessen kann man zur Lésung auch
ein lineares Iterationsverfahren

Skl -1 (F P
Upezs — uO,ezs_MO,ezs(f07€ZS_Toyezsuo,ezs)

. ~ .
= ua,ezs - MO,ezs(Sgt,ezs)t(fo B T0u6>

&6 ezs 15t. Durch Linkstrans-

(3.58)

mit invertierbarer Matrix My .., heranziehen, wobei ug = Sl% ors
9
Q

formation mittels Sf} ___ ist (B.58) auch als lineare Iteration mit Matrix der zweiten Normal-
form [64]
M—l — SO M—l (SO )t (3 59)
0,ezs * lt,ezs*"*0,ezs\Mlt,ezs .
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im urspriinglichen Feingittersystem interpretierbar. Man vergleiche dies wiederum mit der
Darstellung () Es kann M, auch als Vorkonditionierer fiir Krylovraum-Verfahren

0,ezs B
beziiglich des erweiterten Systems eingesetzt werden. Uber die Transformation Sl% ez 1St €ine
Interpretation als Multilevel-vorkonditioniertes Krylovraum-Verfahren fiir das Ausgangssy-
stem moglich. Der Multilevel-Vorkonditionierer ist dann gerade M, 612 s> Wie in () definiert.

3.4.2 Standardsystem und Multilevel-Erzeugendensystem

Wir zeigen nun, wie die zur Standardform T()’S gehorenden Multiskalen-Transformationen je-
weils auch als Produkte der entsprechenden Erzeugendensystem-Transformationen mit geeig-
neten Blockdiagonalmatrizen dargestellt werden kénnen. Dazu wird die Transformation VVlg s
in einen zweistufigen Prozef zerlegt, bei dem jeder Detail-Anteil einer in die nodale Feingif—
terdarstellung zuriick zu transformierenden Standarddarstellung g s einer Funktion ug € Vo
zunéchst einmal in einen néchstgrobskaligeren Anteil transformiert wird. Dieser Schritt ist
simultan durchfithrbar und erfolgt beispielsweise mit Hilfe der Blockdiagonalmatrix

Qj)s = blockdiag(QY, ..., Q" 1v,). (3.60)

Man gelangt so zu einer Multilevel-nodalen Darstellung von ug. Anschlieend werden in einem
zweiten Schritt alle Multilevel-nodalen Anteile mittels Sl% s waufsummiert®, so daf§ wir fiir die
gesamte Transformation das Produkt

I/Vl[t),s - Sl%,esz%,s (361)

erhalten. Das entsprechende Diagramm setzt sich additiv aus dem ersten Anteil des Dia-
gramms () und dem zu Sj) __ . gehérenden Diagramm (B.48) zusammen:

u U u u u
dlt dltfl dlt72 T d2 dl
_ 1t—2
o aj; o %
dv dv dv dv dv (3 62)
It lt—1 .. 3 2 1 .

Sit—1 Sit—2 S9 51 50
i llfil u lltt—_f i u Py i Py i
S — 7 Sg—r T Sp—o2 — 0t T S —— 81— 5

Die grobskaligen Anteile der explizit erscheinenden Erzeugendensystem-Darstellung werden
hierbei durch diejenigen Detail-Anteile oben indiziert, von denen sie unmittelbar abstammen.
Die transponierte Abbildung (I/Vl(t] ,)t, die den Wechsel von der Feingitter-Momentendarstel-
lung einer Funktion fo € Vy hin in die Momentendarstellung beziiglich der Multiskalen-Basis
beschreibt, kann damit ebenfalls als das Produkt

(I/Vl?t,s)t - (Q?t,s)t(sl?f,ezs)t (363)

geschrieben werden. Eine zu transformierende Momentendarstellung fg beziiglich der Feingit-
terbasis wird also zunéchst mittels (Slot ,)! in eine Multilevel-Momentendarstellung gebracht.

AnschlieBend wird von jedem Anteil s£ iiber die Transformationen (Qf +1)" der Detail-Anteil
relativ zur néchstgroberen Skala k + 1 extrahiert. Das zugehorige Diagramm setzt sich addi-
tiv aus dem ersten Anteil des Diagramms (B.26) und dem zu (S} ,)! gehorenden Diagramm
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(B:52) zusammen:

f f f f f
dyy dyy_y djy_o dy dy
(Qii\*l)t (Qii\:f)t « . (%)t (Q9)!
f f f (3.64)
Stt—1 Stit—2 52 51 50
T 7 T
;B P g Pt (P
S T Su—r T S22 T — S 51— %5
Man erhélt entsprechende Diagramme fiir Anwendungen der Produkte
W(l):ﬁs = é)t,ss(l)fezw (365)
(Wi)' = (S0ies)"(Q0 )" (3.66)

wobei f{s := blockdiag(Q, ..., Q! |, 1y),) ist. Sie werden analog zu (B.64) und (B.62) gebil-
det.

3.4.3 Multiskalen-Erzeugendensystem

Es sind selbstverstéindlich noch grofiere Multiskalen-Systeme vorstellbar. Wir zeigen zum
Abschlufl diese Kapitels eine Moglichkeit, die bislang betrachteten Multiskalen-Darstellungen
eines Operators Ty in eine allgemeinere Multiskalen-Erzeugendensystem-Darstellung einzu-
betten. Wir betrachten dazu die Zerlegung

Vo=Vo+ Wi +V1)+ Wa+ Vo) + ... + Wi + Vi) (3.67)

zusammen mit der iiberbestimmten ,, Basis“

it

Epsezs = {9}y 120 € Qo} U {{qp;fv it e Mo\ U {ely caf Tl e Qk}}. (3.68)
k=1

Jede Darstellung g msezs €iner Funktion uy € V innerhalb des erweiterten Systems (B.68)
kann mittels einer Abbildung S in ihre nodale Feingitterdarstellung beziiglich Vy

lt,msezs
tiberfiithrt werden, wobei Sl% msezs auf natiirliche Weise in Faktoren zerfallt:

Es sei SY s+ Vo X W1 x Vi) — Vp definiert durch die Darstellung iiber die
rechteckige Matrix 57, .. := [L1y,, W7;

Fiir 2 < k < It definieren wir Abbildungen
Sk Yy x W1 X V1) X oo X Wi X Vi) — Vox (Wi x V1) X oo X (Wg—1 X Vi—1)

k,msezs

iiber ihre Darstellungen durch die rechteckigen Matrizen

(™ w)
1y,

1y,

Sk—1 =

k,msezs

1Wk_1 > k—1:|
W
[( 1y, , k
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T-/T - T-|T
. | o7 o . | ol o
TO TO PO | po. TO TO pO.|po.
T 0 o T 0 o U
Q]_,V P]_,V Q,y Pz,v Ql,V P]_,V Qv Pz,v
0,t B - B ot B. - .
QT | A, B X% QT A B AP
1s 0 1 1 Qzl.v oy 1s O 1 1 Qzl'v o
0,t T T, 0.t T-1T.-
P, T C T || P, -T C T | |
1s 0 1 1 Qz,v Pov 1s 0 1 1 Q,,[PR,,
§ ) Wt . s ) t
Q;ls P(ist' To Q;[s C, Q;s T1 A, B, Q;ts P(J),st' To Q;ts C, Q;s T1 A, B,
t ot , t, t pOt, t t,
P;; PsTo P;ts C, P;ts TGl T P;ts PsTo P;ls C, P;ts T G| L
T-/T - T-|T
o | o o | o
TO TO po. po. TO TO po.|po.
T 0 o . T 0 o |
Ql,V P]_V Qov| Poy Q:I_,V P]_V Qov| P2y
0,t B - B ot B. - .
QT | A B 2% QT | A B X
1s 0 1 1 Qzl.v P,y 1s O 1 1 Qzl'v P,y
O,t T . T . O,t T . T .
Pls T Cl Tl Qi Pi Pls Ty C1 T1 Qi Pi
2v| 2y 2v| 2y
A ) ) 5 A N t
Q;ls P(J),;' To Q;:ts C1 Q:ts T1 A2 Bz Q;ts P(J),St' TO Q;ts Cl QJZ-S Tl AZ Bz
t ot ] , t oot , ;
P;; PsTo P;ts C, P;ts TG T P;; PsTo P;ls C, P;ls TG TG

ABBILDUNG 3.6: Schematische Darstellung der Petrov—Galerkin Multiskalen-Erzeugendensystem-
Darstellung (oben links), der darin enthaltenen Multilevel- Erzeugendensystem-Darstellung (oben
rechts, grau unterlegt) der Standardform (unten links, grau unterlegt) und der Nichtstandardform
(unten rechts, grau unterlegt) im Fall It = 2.

Dann ist S =50 . S%’msezs -8l die Produktdarstellung der gesuchten

lt,msezs 1,msezs lt,msezs
Abbildung. Wir erhalten als erweiterte Systemmatrix

TOJ’”S@ZS = (Sl%,msezs)tTOSl%,msezm (369)

die sowohl die Standard- und Nichtstandardform von Ty als auch die Multilevel-Erzeugen-
densystem-Darstellung gemifl [65, b6] als Untermatrizen enthélt.
Abbildung zeigt fiir It = 2 im allgemeinen Petrov—Galerkin-Fall den schematischen
Aufbau von Tp psezs, als grau unterlegte Teilmatrizen die gewohnliche Erzeugendensystem-
Darstellung sowie auch Standard- und Nichtstandardform von Tp.
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ABBILDUNG 3.7: Multiskalen-Erzeugendensystem-Darstellung TO,msezs fir Finite-Differenzen Dis-
kretisierungen des 1D (links) bzw. 2D (rechts) Laplace-Operators auf Q =]0,1[* (d = 1,2), ho = Tod

(1D) bzw. ho = 55 (2D), wollstindige Zerlegung des Ansatz- und Testraums mittels linearer Prewa-
velets, Tensorprodukt-Ansatz in 2D.

In Abbildung B.1 sehen wir die Besetzungsmuster der Multiskalen-Erzeugendensystem-Dar-
stellung fiir den mittels Finite-Differenzen auf Q =]0,1[¢ (d = 1,2) diskretisierten Laplace-
Operator in einer (links) und zwei (rechts) Raumdimensionen. Es wurde dazu jeweils eine
Prewavelet-Zerlegung der ein- beziehungsweise zweidimensionalen Ansatz- und Testraume
durchgefiihrt.



Kapitel 4

Iterative Verfahren fiir
Multiskalen-transformierte lineare
Gleichungssysteme

In diesem Kapitel stellen wir multiplikative und additive Multiskalen-Methoden vor, die der
Losung des Feingittersystems (B.f) ausgehend von der Standard- und der Nichtstandardform
des diskreten Operators Tj beziiglich der Multiskalen-Zerlegungen (B.2) und (B.J) dienen.

Wir betrachten zuerst in recht allgemeiner Weise Matrizsplittings der Standard- und Nicht-
standardform eines diskreten Operators Ty und untersuchen, unter welchen Bedingungen
dariiber definierte Iterationsverfahren im Standard- und Nichtstandardsystem einander dqui-
valent sind. Dariiberhinaus wird gezeigt, wie sich diese Iterationen dann auch aus Sicht von
Multilevel-Erzeugendensystemen, das heifit auf der Basis klassischer Multilevel-Verfahren dar-
stellen lassen.

In dem danach folgenden zentralen Unterkapitel 4.2 werden zwei zunéchst unterschiedlich
erscheinende multiplikative Multiskalen-Verfahren definiert. Das erste Verfahren basiert auf
einer approximativen Faktorisierung der Nichtstandardform T, 0,ns von Tp, die dquivalent zu
einer entsprechenden approximativen Faktorisierung der Standardform T()VS ist. Man gelangt
so zu einer approximativen Multiskalen-Inversen M(I %s von Ty, die sich effizienter berechnen
1483t als die dazu dquivalente iiber die Standardform definierte approximative Multiskalen-

Inverse M ; Es kann M, }Ls beispielsweise innerhalb einer linearen Iteration der Form

a5 =+ My (fo — Toxh),  (i=0,1,2,.), (4.1)

oder auch als Multiskalen-Vorkonditionierer fiir Krylovraum-Verfahren (siche Anhang) ein-
gesetzt werden. Iteration ([.1]) 148t sich zudem als Block-Gaufi—Seidel Verfahren im Nicht-
standardsystem interpretieren, das dquivalent zu einem entsprechenden Block-Gauf3—Seidel
Verfahren fiir das Standardsystem ist. Die zweite Technik beruht auf dem sukzessiven appro-
ximativen Losen der Teilgleichungen fiir die Detail- und grobskaligen Komponenten des auf
Nichtstandardform transformierten Systems, wobei die vorhergehenden Korrekturen jeweils
in die darauffolgenden einflieBen. Das Verfahren gehort damit zur Klasse der multiplikativen
Unterraumkorrektur-Methoden [127]. Es kann auch als eine Verallgemeinerung der klassischen
Hierarchischen Basis Mehrgitter-Methode (HBMG) angesehen [12, 6] und mittels speziell de-
finierter Glattungsiterationen sogar als gewohnliches Mehrgitter-Verfahren interpretiert wer-
den. Beide Verfahren werden zunichst im Fall der einfachen Zerlegungen (B.6) und (B.11])
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vorgestellt. Danach werden die entsprechenden Algorithmen anhand der Nichtstandardform
T 0,ns im Multiskalen-Fall besprochen. Es zeigt sich, dafl sie bei jeweils exakter Invertierung
der Blocke Ay (k = 1,...,1t) dquivalent sind. Bei lediglich approximativer Invertierung dieser
Blocke ist die zweite Technik der ersten iiberlegen, da hierbei in den Nachkorrekturschritten
modifizierte Residuen gebildet werden, die genau zu den zu lésenden Teilproblemen passen.
Wir zeigen, dafl eine effiziente Implementierung beider Verfahren auch ohne das vollstéindige
Aufstellen der Nichtstandardform moglich ist. Neben den Zweiskalen-Transformationen fiir
die Ansatz- und Testseite werden dazu im Fall einer lediglich approximativen Invertierung
der Blocke A nur deren approximative Inversen ;l,:l und die jeweiligen Grobgitteroperatoren
T}, beziiglich der verschiedenen Skalen sowie der Feingitteroperator T benotigt.

Nach dem Vorstellen der Grundversionen der beiden multiplikativen Multiskalen-Algorithmen
diskutieren wir dann Moglichkeiten, diese weiter zu verbessern. Wir schlagen verbesserte Vari-
anten vor, die genauere Schur-Komplement-Approximationen zur Bestimmung der im Verlauf
der Verfahren zu berechnenden verallgemeinerten hierarchischen Residuen verwenden. Diese
verbesserten Varianten sind unseres Wissens in dieser Form bislang nicht in der Literatur
aufgetreten. Dariiberhinaus vergleichen wir die Verfahren noch mit drei verwandten Ansétze
aus der Literatur. Es sind dies eine in [48, 9] vorgeschlagene schnelle Wavelet-basierte LU-
Faktorisierung, die Multilevel-Vorkonditionierung mittels AMLI (AMLI = Algebraic Multi-
Level Iteration) gemif [, 6] sowie die Methode der Approximativen Zyklischen Reduktion
(g6, 97].

Es wird schliefllich noch auf der Basis multiplikativer Verfahren und ihrer Implementierung
mittels der Nichtstandardform eine Herleitung der entsprechenden additiven Variante als
additive Unterraumkorrektur-Methode gegeben [127]. Eine effiziente Realisierung ist hier aber
bereits mit Hilfe des Standardsystems auf einfache Weise moglich.

4.1 Matrixsplittings der Standard- und Nichtstandardform

Wir betrachten in diesem Unterkapitel additive Matrizsplittings der Standard- und der Nicht-
standardform eines diskreten Operators Tp. Wir zeigen zunéchst, dafl es zu jedem Matrix-
splitting der Nichtstandardform T 0,ns €in dquivalentes Splitting der zugehorigen Standard-
form To s gibt und umgekehrt. Aquivalent bedeutet hierbei, dafl die Anwendung der an einem
Splitting beteiligten Nichtstandardform-Matrizen auf jeden Vektor Zg . in vollsténdig red-
undanter Darstellung nach Konversion ins Standardsystem das gleiche Ergebnis liefert, wie
die Anwendung der entsprechenden Standardform-Matrizen auf den zugehérigen Vektor Zg .

Satz 7 (AQUIVALENTE SPLITTINGS VON STANDARD- UND NICHTSTANDARDFORM )

Jedes Matrizsplitting TO s = MO s+ Ro " der Standardform eines Operators Ty induziert ein
eindeutig bestimmtes Splitting Tg ns = MO ns + Ro ns der Nichtstandardform, so daf fiir alle
Vektoren zo € R0 die Beziehungen

MO,S@O,S = (Mo,nsfi(],ns)s’ (42)
RO,S%O,S = (RO,nsio,ns)s (4.3)

gelten. Umgekehrt wird durch ein beliebiges Matrixsplittipg To,n§ = M(]Lns + RO,ns der Nicht-
standardform von Ty ein eindeutig bestimmtes Splitting To s = Moy s + Ro s der Standardform
induziert, so dap fiir jeden Vektor xo € RN die Beziehungen .3) und ([4.3) ebenfalls erfiillt
sind.
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Beweis:

Die Algorithmen zur gegenseitigen Konvertierung von Standard- und Nichtstandardform-Ma-
trizen sind (a}gebraisgh) linear (sieche Kapitel ), so daf fiir Matrizen Zys = Xo s + Yo
und Zo ns = Xons + Yo,ns, die die Form solcher Matrizen haben, gilt

(ZO,s)ns = (XO,S + Y/O,s)ns = (XO,s)ns + (%,s)nSa
(ZO,ns)s — (XO,ns + }/O,ns)s — (XO,ns)s + (Yb,ns)s'

Ausgehend von einem Splitting in einem der beiden Darstellungsformate (Standard- oder
Nichtstandardform) beweist dies die Existenz eines entsprechenden Splittings im anderen
Format.

Die Berechnungen des Matrix-Vektor-Produkts in der Standard- und Nichtstandarddarstel-
lung sind kompatibel mit den Konvertierungsroutinen, das heifit fiir jeden Vektor o € R
haben wir gemi$ (B.44) und (B.49)

MO,S'%O,S = ((M07s)ns§50,ns)57

(MO,nst,ns)s = (MO,ns)s«%O,s-

Damit folgt die Beziehung (£.2) und ebenso (£.3).

Zum Nachweis der Eindeutigkeit der induzierten Splittings betrachten wir nun zwei Zerleg-
ungen Ty ns = Mons + Rons = Mg nst RO es S0 daB fiir jeden Vektor zg € RN

MO,s-iO,s - (Mo,nsi'o,ns)s:(M(},ns-i'o,ns)&

RO,Si‘O,S - (RO,ns-i'O,ns)s: (R%)msi'o,ns)s

gelten. Die Algorithmen zur gegenseitigen Konvertierung von Standard- und Nichtstandard-
vektoren sind ebenfalls linear, so daf} also gilt

= ((MO,TLS - M()l,ns):z'O,nS)S’
= ((Rops = Rj ns)To,ns)s-

Hierbei bezeichnet 0 einen Nullvektor passender Grofle. Da das Matrix-Vektor-Produkt im
Nichtstandardsystem eine nichtredundante Darstellung im erweiterten System liefert, folgen
Mo s = M&,ns und Ro s = R(l)ms. Die Eindeutigkeit des induzierten Splittings beziiglich der
Standardform wird mit dhnlichen Argumenten nachgewiesen.

O

Zum besseren Verstindnis des obigen Satzes zeigen wir nun detailliert die Mechanismen
zur Konvertierung gegebener Matrixsplittings im Fall [{ = 2. Wir betrachten zunéchst ein
Splitting der Nichtstandardform To ns = Mo ns + RO ns fur den Ausgangsoperator To. Die
hierdurch induzierten Matrixsplittings der Blocke Ay, Az, Tb, By und Cy von ngns liefern
direkt solche der entsprechenden gleichen Blécke innerhalb der Standardform. Ausgehend
von den Zerlegungen

B, = Mp, 4By,
c, = Mo, +Fe
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ergibt sich das gewiinschte Splitting der Standardform T 0,s mit den Definitionen

B = BiQhy = (1B + "BQLy = VB + "B,
B} = BiPyy =B +"B)Psy, = VB + BB},

Cf = (@3,5)'C1=(Qa5)"(MC1+7Cy) = Met + Iict,
C7 = (Pg)'C1 = (Pyg) (MO +TCy) = MCF + O3,

Wir betrachten nun ein Splitting der §tandardform TO,s = Mo,s + Ro, s- Die Matrixsplittings
der Blocke A1, Ag, T, B% und CS von Tj s liefern wiederum solche der entsprechenden gleichen
Blocke innerhalb der Nichtstandardform. Sind

B = MB? B}
B} = MB}+ 7B},
ci = Moy + ey,
c? = Moy +ficd,

dann definieren wir

MBy = [MB},MBJ]- (Wyy) T,
"B, = ["B},"B}]- (W21,v)_17
Moy = (Wag) - [MetMcd),

=
ey = (Whe) [ e,

Man erhélt so

Bi = [B},Bj]-(Wsy) ' = [VB} + "B}, MB} + "Bi] - (W3,,) !
(MBY,MBY] - (Way) ™+ [FBE, BT - (W)™
= MBI + RBI’

C1 = (Was)"-[CFCP] = (Wyg) ™" [MCF + FiCT; MCF + FCY)
= (Wae) " [MCH MO + Wy )7t - [FCT; TCY)
= MC1+RC1

und damit das gewiinschte Splitting der Nichtstandardform TO,ns- Um zu tiberpriifen, ob die
so definierten Zerlegungen miteinander konsistent sind, berechnen wir

YBi1Qyy = [MBLYBI (Way) T Qhy
= [B QMB?’] [1; ] VB,
(Q26)MC1 = (Qa8)' (Was)™" - [MCOF: MCY]
= [1,0] [ MCl] Mt
sowie MBlPQI,V = Mp3 und (P21 5)MCy = MC3. Hierbei bezeichnen wir mit 1 Einheitsmatriz-

en sowie mit 0 Matrizen, die nur aus Nullen bestehen, und jeweils passende Grofie besitzen.
Fiir die ©-Ausdriicke ergeben sich die analogen Beziehungen.



55

Wir weisen schliefilich fiir dieses Beispiel die Beziehung (f.2) explizit nach und berechnen
dazu den Ausdruck (Mo nsZons)s, wobel Tons = [d]; s7;d5; s5] ist. Wir erhalten

MAlc;Zé +MBy sy MAydy + [MBt%, A;Bi’;] }‘ZSWSQ{V)_IST
I Cydf (W)™t MCEMCP)dy
n ns)s — L = 278 1 1 1
(MonsZons) MAydg + MBys3 MAodg + MB,s§

MCod§ + MTys3 MCods + MTys3

S
MAdf +MB3dg + MB}s3 i

= MC%de + MAQd% + MB%S% = M073j073-
MCPdy +MC3dg + MTysy

Beziehung (£.3) kann in der gleichen Weise gezeigt werden.
Sind die Zweiskalen-Transformationen W21,v und VV21 s schwachbesetzt, so besteht das durch

ein Splitting einer Nichtstandardform T[)ms mittels schwachbesetzter Matrizen induzierte
Splitting von TQS wieder aus schwachbesetzten Matrizen. Der umgekehrte Sachverhalt ist
nicht unmittelbar einzusehen, da ausgehend von einem Splitting der Standardform To,s mit
schwachbesetzten Matrizen das entsprechende Splitting im Nichtstandardsystem durch die
inversen Basiswechsel Wf’v = (I/Vzl’v)*1 und W12,$ = (W2175)*1 induziert wird. Diese sind
aber im allgemeinen vollbesetzt, wie wir in Kapitel B gesehen haben. Nehmen wir zum Bei-
spiel an, da ¥B? und B} ein schwaches Besetzungsmuster aufweisen, so denken wir uns
den Block [MB2, MBj] entstanden mittels W21,v aus einer notwendig schwachbesetzten Matrix

M B, nimlich [MB? MBj] =Mp, . W217v. Damit ist dann aber

Mp, = [MB;,MBj] - (W)™
= Mp. W21,v : (Wzl,v)fl =Mp,

schwachbesetzt. Die schwachbesetzten Blocke der am Splitting der Standardform beteiligten
Matrizen lassen sich allgemein als solche interpretieren, die im Verlauf der Transformation auf
Standardform aus zwangsldufig schwachbesetzten Blocken vorheriger Zerlegungen entstanden
sind. Die Riicktransformationen mittels der vollbesetzten inversen Basiswechsel fiihren gerade
zu jenen schwachbesetzten Blocken, die vorher zerlegt wurden.

Selbstverstiandlich gelten die bislang gemachten Aussagen auch fiir Fille, bei denen mehr
als zwei Summanden am Matrixsplitting beteiligt sind. Als konkretes Beispiel kann man das
fundamentale Splitting der Standardform T[)VS in ihren Block-unteren, Block-diagonalen und
Block-oberen Anteil betrachten, mit dessen Hilfe sich beispielsweise multiplikative Multiska-
len-Verfahren zur Losung des Feingittersystems formulieren lassen. Es lautet im Fall it = 2:

A, |B?|B} AL AP AV |B?| B}
= + +
2 |45 c2 |l AD AV B3
c3 O3 | Th c3 |G| TE TP Y
Die oberen Indizes £, U und P kennzeichnen hierbei den strikten unteren und oberen sowie

diagonalen Anteil der jeweiligen Blocke. Das so erzeugte Splitting ist dquivalent zum folgenden
Splitting der Nichtstandardform Tp :
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A | By AL AP AV | B,

Cl = Cl + +

As|B2 AL AD AY| B,
Co| T Co |TE TP T

Wir zeigen jetzt, daBl ein Iterationsverfahren, das auf einem Matrixsplitting der Standardform
basiert, unter Umsténden auch mittels des Nichtstandardsystems durchgefiihrt werden kann
und machen dazu die folgende Annahme. Es gebe zu einer approximativen Inversen M0 von

T, 0,s = Mo,s + R078 eine Prozedur im Nichtstandardsystem, die mit Mo %s bezeichnet werde

und die durch das entsprechende Matrixsplitting der Nichtstandardform T()ms = Mgms—i—RQm
induziert wird, so daf fiir jeden Vektor zo € R0 die Bezichung

M .T() s = (M(Iisjo,ns)s (44)
erfiillt ist. Hierbei bedeutet der Ausdruck M0 nsZ0,ns die Anwendung der Prozedur auf einen
Vektor in voéllig redundanter Nlchtstandarddarstellung. Diese Voraussetzung trifft insbeson-
dere auf das fundamentale Splitting zu, wie wir im néchsten Unterkapitel sehen werden.

Sie gilt auch, wenn das Splitting der Standardform durch eine unvollsténdige Faktorisierung
mittels unterer und oberer Dreiecksmatrizen Lo, und Uy definiert wird:

TO,S = EO,sf]O,s + RO,s- (45)

Das hierzu dquivalente Matrixsplitting der Nichtstandardform kann genauso iiber die unte-
ren und oberen Nichtstandardmatrizen Lo,ns = (Lo s)ns und UO ns = (Uo s)ns, die durch
Konversion ins Nichtstandardsystem entstehen, formuliert werden.

Satz 8 (AQUIVALENZ VON ITERATIONSVERFAHREN MITTELS DES STANDARD- UND NICHT-
STANDARDSYSTEMS)

Es seien die Matrizsplittings To s = MO S—l—];?o s und TO s = Mgms +R07n5 dquivalent im Sinne

von Satz ﬂ und es existiere diesbeziiglich eine Prozedur M0 nss S0 dafS Beziehung @) erfillt

ist. Unter der Voraussetzung gleicher Startvektoren erhilt man durch die damit gebildeten

Tterationsverfahren

1) 6+1 = 566 + m%va(;;(W/z%ss)t(fO - T0$6), (Z =0,1,2, )7
11) x%)—i—l = xO + Stezs VQlts Os (Qlt s) ( It ezs,S)t(fO - Toxé))? (’L = 07 1727 )7
111) $6+1 = xO + Slt ,ns,V Ons(Slt ns S) (fO - T0$6), (l = 07 1727 )7

in jedem Schritt die gleichen Iterierten. Betrachtet man ausgehend von dem Startvektor
35878 = Wé’fs’vxg das Iterationsverfahren im Standardsystem

iv) #ptl = @+ Myl (fos — Tosih,), (i=0,1,2,..),

so stimmen dessen Iterierten mach Riicktransformation in die nodale Feingitterdarstellung
mit den Iterierten aus i), ii) und iii) iberein.
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Beweis:

Die Gleichheit der Iterierten aus i) und ii) folgt direkt mit den Produktdarstellungen (B.61))
und (B.63). Der Beweis der restlichen Behauptungen erfolgt per Induktion iiber die Iterati-
onsschritte. Der Induktionsanfang (i = 0) ist klar nach den Voraussetzungen. Wir nehmen
nun an, dafl die Iterierten aus i) und iii) im i-ten Schritt iibereinstimmen und fir die Ite-
rierte Zf , aus iv) zf = M/l(t),s,v%,s gilt. Bs seien dann 7§ = fo — Tox}, 7, = (V[/lgs’s)tré und
fé’ns = (Sl%,n N s)'rh die Residuen nach dem i-ten Iterationsschritt von i) und iii) in Feingitter-,
Standard- sowie vollstdndig redundanter Nichtstandard-Momentendarstellung. Aufgrund von
(E-4) erhalten wir mit der expliziten Darstellung (B.41]) der zugehérigen Konversionsroutine,

da M éj&ns eine nichtredundante Nichtstandarddarstellung ist,

1 It 0 1 =i
M To,s = Wo,s,vSZt,ns,vM

»S ,nsro,ns'

Riicktransformation beider Seiten mittels VVlg sy zeigt dann, daf bei beiden Iterationen i)

und iii) die gleichen Korrekturen der Iterierten :E’f) berechnet werden. Hieraus ergibt sich die
erste Behauptung. Wegen

g o~ 0 t 0 It ]
fO,S - TO,Saj%),s = (I/Vlt,s,S) (fO - TOVVlt,S,VWO,s,Vx%))

stimmt f& ¢ nach Induktionsannahme ebenfalls mit dem Residuum nach dem i-ten Iterations-
schritt von iv) iiberein. Es wird aus Sicht des Standardsystems also bei der Iteration iv) die
gleiche Korrektur berechnet wie bei i). Damit folgt auch die zweite Behauptung.

O

4.2 Multiplikative Multiskalen-Verfahren

4.2.1 Multiplikative Verfahren fiir einfache Zerlegungen

Wir untersuchen zum besseren Verstindnis der beiden im nichsten Abschnitt vorgestellten
Multiskalen-Verfahren diese zunéchst im Fall der Zerlegungstiefe It = 1, das heifit fiir ein
Gleichungssystem der Form (B.1(), hervorgerufen durch die einfachen direkten Splittings von
Ansatz- und Testraum Vo = W) @ V1 und Sy = Fi @ S1. Unsere Darstellung erfolgt dabei
direkt im betrachteten Zweiskalen-System, um beide Methoden besser vergleichen zu kénnen.

Symmetrische Block-Gauf3-Seidel Iteration

Wir untersuchen die Iteration
= F 4 My (fo - ToFh), (i=0,1,2,..), (4.6)

wobei My iiber folgende approximative Faktorisierung von T} erklért ist:

- (A0 1 A7'B Y\ s -
o (A0 (LA Sy w

Es entspricht damit (f.6) einer symmetrischen Block-GauB-Seidel Iteration fiir das einfach
transformierte System, da gilt:

(8 9)+ (5 28 ) (8 5 (4 )]
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Mit den Matrizen Ay A; = A4 (LU-Faktorisierung), o) = 01/11_1, By = Alel und 717y =
T; (LU-Faktorisierung) kann die Faktorisierung von Mj auch folgendermafien geschrieben

werden:
~ 1211 0 ./le Bl
My = . N g . 4.8
° < Ci T > < 0 7 ) (48)

Die Approximation an Tp besteht darin, den bei der Block-GauB-Elimination der Fein-ohne-
Grobgitterunbekannten aus den transformierten Grobgittergleichungen entstehenden Schur-
Komplement Operator

Sl = TQ/Tl = T1 - ClAl_lBl

alleine durch dessen ersten Anteil, den Grobgitteroperator 77, zu ndhern. Eine theoretische
Rechtfertigung hierfiir ist im Falle symmetrisch positiv definiter Operatoren die spektrale
Aquivalenz der Grobgitteroperatoren und der zugehérigen Schur-Komplement Operatoren
[31].

Die Anwendung von My = Uy 'Lyt auf fo — To#h wird gemi der Darstellung (.7) mittels
einer Vorwérts- und Riickwértssubstitution realisiert und verlangt das zweimalige Anwenden
von A1_1 sowie die einmalige Anwendung von T} ! (zu bestimmende Teilvektoren werden
jeweils innerhalb ihrer Bestimmungsgleichung fett dargestellt):

i) Vorwdirtssubstitution
(& 2) @) (o)
i Ty S1,v S{ — Cldfz - Tlsgfi '

diy = A7Nd] — A dF — BysY),

)

8171] = Tl_l(S{ — Cldgfl — Tlsgfi — Cldl,v)-

Lose

Man erhilt

ii) Riickwdirtssubstitution

Lose

1 Al_lBl dl,r ! dl,v
0 1 Sir B S1v .

S1r = Sl
—1
di, = diy— A} Bisi.

Man erhélt

Insgesamt ergibt sich damit als neue Iterierte

it (dgfi + du) N (dgfi +di, — A;131517v> (4.9)
O s sy st + s10 ' '
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Sukzessive Unterraumkorrektur

Die zweite Technik basiert auf dem sukzessiven Losen der Teilgleichungen fiir die Detail- und
grobskaligen Komponenten des einfach transformierten Systems (B.10) und kann damit als
Unterraumkorrektur-Methode [I27] angesehen werden. Ausgehend von einer Anfangsappro-
ximation #} = [d¥'; s¥'] kann man die erste Korrektur beziiglich der Detail-Komponente als
eine Vorglittung betrachten, die die transformierten Gleichungen in den Fein-ohne-Grobgit-
ter-Freiheitsgraden 16st. Dies wird bei dem nachfolgenden Losen beziiglich der grobskaligen
Komponente beriicksichtigt. Die approximative Grobgitterlosung hat ihrerseits Auswirkung
auf einen darauffolgenden Nachglittungsschritt, der den grobskaligen Anteil der bisherigen
Approximation nun aber nicht mehr beeinflufit.

i) Vorkorrektur der W -Komponente (ausgehend von i):

d* +dyy
[A1, B] ( 1 +Z. 1, ) L4l
7

Lose

Man erhalt . '
di, = A7Nd] — A1d¥ — Byst)

und korrigiert zu

i1
i) Korrektur der Vi-Komponente (ausgehend von i‘gr?’):
Lose )
di +dip\ 1 g
i = 57.
31 + S]_,V

[C1,Th] <

Man erhélt _ '
8171) = Tl_l(S{ — Cld:f — Tlsgf — Cldl,v)

i

~i+§ daf +d1,v

xo = 2 .
81 + 81

2
iii) Nachkorrektur der Wi -Komponente (ausgehend von i‘f)JrB )E

und korrigiert zu

Lose )
d*" +dy, +d
[Al,Bl] ( 1 ‘|‘$i 1v 1,n> ;d{
81 + 81w

Man erhilt _ ‘

Ardyy, = d{ — Aydi — Bisi —Aidiy — BiS1,
wegen Aidy, = d{ - Aldgfi — Bls’fi
dl,n = _Al_lBlsl,va

und korrigiert schliellich zu

~itl (dgfi +diwy — Al_lBlva)

Z i 4.10
; b (4.10)
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Im Fall mehrerer Skalen fithrt das rekursive Anwenden dieses Vorgehens zu einem Verfah-
ren, das von seiner Struktur her einem Mehrgitter-V-(1, 1)-Zyklus entspricht [62], bei dem
auler auf dem grobsten Gitter die levelweisen Korrekturen nur in den jeweiligen Fein-ohne-
Grobgitter-Freiheitsgraden erfolgen.

Der direkte Vergleich der neuen Iterierten aus den Formeln (f9) und (f.I0) liefert die

Aquivalenz der beiden Verfahren. Das gilt nicht mehr, wenn man die Korrektur der Detail-
Komponente nur noch approximativ durchfithrt. Man erhélt dann fiir beide Verfahren zwar

dip = A7'd] - Awdf - Bist),
TI_I(S{ — Cldglcl — Tlsfl — Cldl,v)a

Sipw =

wenn fll_l eine approximative Inverse von A; bezeichnet. Im Nachkorrekturschritt erhalten
wir aber

d17n = ./le_l(d{ — Ald:fl — Bls‘(fi — Aldlﬂj — Blslﬂ))

mit Aydy, = A A7 (d] — A1d¥ — Bys?') # df — Ajd¥ — Bys™, was das Nichtiibereinstimmen
der Verfahren erkléart. Es ist klar, daf§ das sukzessive Verfahren in diesem Fall bessere Ergeb-
nisse liefert als die Iteration mittels der approximativen Block-Faktorisierung, da man dabei
im Nachkorrektursschritt automatisch das passende Residuum bildet.

4.2.2 Multiplikative Multiskalen-Verfahren

Symmetrische Block-Gauss-Seidel Iteration mittels Nichtstandardform

Wir betrachten nunmehr die Iteration im Knotenbasissystem
ot =2+ Mo (fo— Tozh),  (i1=0,1,2,...), (4.11)

wobei M %S mit Hilfe einer iber mehrere Skalen fortgesetzten approximativen Faktorisierung
der in Ty implizit enthaltenen Grobgitteroperatoren erklért ist. Dies kann auch als approxi-
mative Faktorisierung der Nichtstandardform von Ty interpretiert werden. Im Fall it = 2

verdeutlicht die nachfolgende Skizze das Vorgehen.

A | B Ay 1 |A'B;
Cy ~ | C *
Ao | By Ao 1] 4 A)'By
Co| T Co| T 1
Dem damit erkliarten Matrixsplitting der Nichtstandardform
TO,ns = -Z/O,nsUO,ns + Rﬂ,ns (4.12)

entspricht iiber die konvertierten Matrizen I:07 s = (I:(),ns) s und U'O, s = (ﬁgms) s ein dquivalentes
Splitting der Form ([.5) im Standardsystem, das auf einer approximativen Faktorisierung von
T, 0,s mittels Block-unterer und Block-oberer Standardform-Matrizen beruht. Wir erinnern da-
zu daran, dafl bei der Konvertierung einer Nichtstandardform in ihre Standardform lediglich
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die Nebendiagonalblocke By, und Cy, fiir k = 1, ..., It jeweils weiter zerlegt werden. Die Imple-
mentierung eines Losers auf der Basis des Splittings (f.12) ist aber effizienter als mittels des
dazu dquivalenten Splittings der Standardform, da die Nichtstandardform die Fingerstruktur
der auf Standardform transformierten Operatoren vermeidet (siehe Kapitel B.J).

Durch das geschickte Anwenden der levelweisen Zweiskalen-Transformationen Wl§+1,v auf
der Ansatz- und der transponierten Zweiskalen-Transformationen (Wlf’ 4, )" auf der Testseite
kann man ausgehend von der Nichtstandardform TO,ns Algorithmen fiir eine Multiskalen-
Vorwirts- und -Riickwértssubstitution finden, die das explizite Arbeiten im Nichtstandard-
system vermeiden. Sie werden durch die nachfolgenden beiden Prozeduren beschrieben. Der
Ubersichtlichkeit halber verzichten wir auf die Ubergabe von Tj, T s sowie der Folgen der
Zweiskalen-Transformationen {W,f;l}k:17,,,lt und {Wlfgl}k:h”lt als Parameter.
Algorithmus la (MULTISKALEN-VORWARTSSUBSTITUTION)
function [d1 .y, ..., dit v, Sit.n] = ms_vorsubst(lt, z}, fo)

1. sp = fo — Toxlh;  (Berechnen des Residuums)

2. fork=1:1t

(a) [d;f°;s15°] = (Wk Yystes ;s (Zerlegen des Residuums)

(b) dio = Ay dies; (Vorkorrektur)
c) 517 = s} el odifikation des grobskaligen Residuen-Anteils
0= 51— Chd Modifikation d bskaligen Residuen-Anteil

end

3. suw =1), ls}"tes, (Korrektur der grébsten Komponente)

Algorithmus 1b (MULTISKALEN-RUCKWARTSSUBSTITUTION)

function s, = ms_riicksubst(lt, d1 v, ..., dit v, Sit,0)
1. Sit,r = Sltw;
2. fork=10t:—-1:1

(a) dpr =djp — A;lBkskﬂu; (Nachkorrektur)
(b) Sg—1, = W,f;l (ks Skrl; (Riicktransformation)

end

Wir erhalten nach Anwenden dieser beiden Prozeduren die neue Iterierte durch

zht o=z + so, (4.13)

Wiirde man bei der Konstruktion der Faktoren LO,ns und U(]yns der Nichtstandardform jeweils
anstelle der Grobgitteroperatoren T}, die entsprechenden Schur-Komplement Operatoren Sy
als Ausgangspunkt fiir die néichste einfache Zerlegung verwenden, so erhielte man hierdurch
einen direkten Multiskalen-Loser. Man rechnet leicht nach, dafl Algorithmus la das gleiche
Ergebnis liefert wie eine Vorwértssubstitution mittels I:g i angewandt auf 7o 5, den Residuen-
vektor rg = fo — Toz} in seiner Momentendarstellung beziiglich der Zerlegung (@) Wendet
man im Anschlufl daran auf das Ergebnis eine Riickwértssubstitution mittels U0 s an und
transformiert den so erhaltenen Vektor in Multiskalen-nodaler Darstellung relativ zur Zerleg-
ung (B.2) zuriick in seine Feingitterdarstellung, so erhilt man das gleiche Resultat wie durch
Algorithmus 1b.
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Sukzessive Unterraumkorrektur mittels Nichtstandardform
Exakt die gleichen Iterierten erhalten wir durch den Aufruf

x(ile = ms_v.zyklus(lt, 1, 513%)’ fo),

wobei die Prozedur “ms_v_zyklus* wie folgt erklart ist:

Algorithmus 2 (MULTISKALEN-V(1, 1)-ZYKLUS)

function z = ms_v.zyklus(lt, k, z, f);

1. [dres; smes] = (Wlfgl)’(f —Ty—1x);  (Zerlegen des Residuums)

2. d, = A dres; (Vorkorrektur)
3. 579 = 8" — Chdy; (Modifikation des grobskaligen Residuen-Anteils)
4. if (k==1)
Sp = Tlt—lsres.
else

sy = ms_vzyklus(it, k + 1,0, s7¢%);
5. dn = A, (d" — Agdy — Bysy);  (Nachkorrektur)

6. v =2+ W,f;l [dy + dn; Sul; (Riicktransformation und Korrektur)

Wir nehmen hierbei an, dafl die Vektoren z, f und 0 stets die passende Grofie besitzen.
Fiir £ = 1 stimmen die Schritte 1-3 offensichtlich mit den Schritten 1 und 2.a - 2.c aus der
Vorwirtssubstitutionsroutine iiberein. Letztere zerlegt dann im Rahmen einer for-Schleife
sukzessive die modifizierten grobskaligen Anteile weiter, um Korrekturen beziiglich der Detail-
Anteile und schliellich auf dem grébsten Level eine Grobgitterkorrektur zu berechnen.
Genau die gleichen Zerlegungen werden bei den rekursiven Aufrufen von “ms_vzyklus” ge-
macht, da hier jeweils als rechte Seite der gleiche modifizierte grobskalige Anteil zusammen
mit einem entsprechend dimensionierten Nullvektor als Startapproximation iibergeben wird.
Man gelangt so innerhalb der Rekursion bis zum grobsten Level I, wo man die gleiche Grob-
gitterkorrektur berechnet wie in Algorithmus 1a.

Die Multiskalen-Riickwértssubstitution durch Algorithmus 1b besteht aus einer Folge von
Nachkorrekturen beziiglich der Detail-Anteile, die zusammen mit der jeweils aktuellen Grobs-
kalenkorrektur durch Riicktransformation sukzessive auf die néchstfeinere Skala transportiert
werden, um schliellich in einer Feingitterkorrektur der bisherigen Iterierten einzumiinden.
Wegen d, + d, = d, + A,;l(dres — Agdy, — Bpsy) = dy — A,;lBksv werden im Falle exakter
Invertierung der Aj in Schritt 5 der rekursiven Prozedur genau die gleichen Nachkorrek-
turen beziiglich der Detail-Anteile bestimmt wie mit Algorithmus 1b. Sie werden nédmlich
jeweils zusammen mit der bisherigen Grobskalenkorrektur durch Riicktransformation auf die
néchstfeinere Skala transportiert und direkt zu den Startapproximationen aufaddiert, die bis
auf die Anfangsapproximation :Uf) alle Null sind. Die Feingitterkorrektur () der bisherigen
Iterierten geschieht damit automatisch. Es gilt also der folgende Satz.
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Satz 9 (AQUIVALENZ DER APPROXIMATIVEN MULTISKALEN-FAKTORISIERUNG UND DES
MULTISKALEN-V (1,1)-ZYKLUS)

Im Fualle exakter Korrekturen beziiglich der Detail-Komponenten, d.h. exakter Invertierung

der Blocke Ay fir k = 1,...,1lt, sind die Iteration mittels der approrimativen Multiskalen-

Faktorisierung der Steifigkeitsmatriz und der Multiskalen-V(1,1)-Zyklus dquivalent.

Beweis:
Der Beweis folgt direkt aus der unmittelbar vorangehenden Argumentation.

O
Im Fall lediglich approximativer Nachkorrekturen sollte der Multiskalen-V(1, 1)-Zyklus auf-
grund der gleichen Argumente wie bei der Diskussion der Verfahren fiir die einfache Zerlegung
dann bessere Ergebnisse liefern als die Iteration mittels der approximativen Multiskalen-
Faktorisierung der Nichtstandardform. Die wéhrend der Zerlegung des Ausgangsproblems
iiber mehrere Skalen entstehenden Teilprobleme sind selbst jedoch nur Approximationen der
Feingittergleichung. Dies kann dazu fiithren, dafl in gewissen Féllen die erste Variante (Algo-
rithmen la, 1b) trotzdem etwas besser abschneidet als die zweite (Algorithmus 2).

Wir zeigen nun, daf§ unser Multiskalen-V(1,1)-Zyklus auch als gewohnlicher Mehrgitter-
V(1,1)-Zyklus interpretiert werden kann, der eine spezielle Glattungsiteration auf den einzel-
nen Leveln benutzt. In diesem Zusammenhang sprechen wir dann auch von einem Multiskalen-
Glitter, der zu dem Multiskalen-Verfahren gehort. Ein Glattungsschritt fiir ein gewdhnliches
Mehrgitter-Verfahren ist auf dem feinsten Level zumeist durch eine klassische Iteration der
Form )

Ty ® =+ My (fo — Top) (4.14)
gegeben. Ist My gleich dem unteren Dreieck von Tp, so erhalten wir eine Gaufi—Seidel-
Glattung, ist My gleich der Diagonalen von Tj, so definiert dies eine Jacobi-Glédttung. Die
Schritte 1 und 2 des Multiskalen-V(1,1)-Zyklus kénnen nun zusammen wie folgt als speziel-
ler Vorgléttungsschritt in einem gewohnlichen Mehrgitter-Verfahren aufgefafit werden. Das
Feingittersystem wird zunéchst in zwei Komponenten fiir die jeweils rauhen und glatten An-
teile der Iterationsfehler aufgespalten, was einfach durch eine Zweiskalen-Transformation des
Gleichungssystems geschieht. Eine Korrektur wird dann in Schritt 2 nur beziiglich der rauhen
Komponente durch d, = A7%( ?,S)t(f o — Tozl) (approximativ) berechnet. Wir transformie-
ren nun diese Korrektur mittels Q%V zuriick in die nodale Darstellung beziiglich Vy und
addieren sie zur bisherigen Iterierten, um zu sehen, was sie aus Sicht des Feingittersystems
bedeutet. Man erhélt

i+l . o .

o * =+ QAT QY 5) (fo — Toap) (4.15)
und wir konnen damit (£.13) als einen speziellen Glétter ansehen. Im klassischen Mehrgitter-
Verfahren wird nun das nach der Gliattung entstehende neue und vorzugsweise glattere Resi-
duum zur Grobgitter-Korrektur auf das néchstgrobere Level restringiert. Wir erhalten, indem
wir die Abhéngigkeit des Residuums von der Iterierten explizit kennzeichen,

i+31; 1
5o (PYs)!(fo — Tozy' ®)

= 5" — (PY )" T0QY v ATHQY 5)! (fo — Tox)

Tes,a:i
= 5 0 — Cldv.
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Genau das gleiche leistet auch Schritt 3 unseres Multiskalen-Zyklus. Der Grobgitterkorrektur-
schritt 4 unterscheidet sich offensichtlich nicht von demjenigen im gewohnlichen Mehrgitter-
Verfahren, und der Nachkorrekturschritt 5 kann wiederum iiber unseren speziellen Glétter
(ETH) als Nachgliattungsschritt verstanden werden. Da die gleichen Identifizierungen und In-
terpretationen ebenfalls auf den gréberen Leveln gelten, zeigt dies die Aquivalenz des Multi-
skalen-V(1,1)-Zyklus zu einem gewohnlichen Mehrgitter-V(1,1)-Zyklus, der spezielle Glitter
auf den einzelnen Leveln verwendet.

Satz 10 (AQUIVALENZ DES MULTISKALEN-V (1,1)-ZYKLUS zU EINEM MEHRGITTER-
V(1,1)-ZYKLUS)

Der iiber Algorithmus 2 definierte Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, bei dem die Korrekturen beziig-

lich der Detail-Anteile approzimativ mittels fl,;l fir k = 1,...,1t erfolgen, ist dquivalent zu

einem gewdhnlichen Mehrgitter-V(1,1)-Zyklus, der auf jedem Level k — 1 fir k =1,...,1t die

Matrizen M, ', := Qi}ljl,;l(@ﬁ:gl)t zur Glittungsiteration benutzt.

Beweis:
Der Beweis folgt direkt aus der unmittelbar vorangehenden Argumentation.

O
Zur Veranschaulichung des Glédttungsprozesses betrachten wir ein Poissonproblem mit ho-
mogenen Dirichletschen Randbedingungen auf dem Einheitsquadrat und der Lésung Null,
diskretisiert durch einen 5-Punkte Stern und zentrale Differenzen auf einem Gitter mit Ma-
schenweite hg = % Wir berechnen die Residuenvektoren, die sich ausgehend von einem je-
weils gleichen zufélligen Startvektor fiir unterschiedliche Multiskalen-Zerlegungen nach einem
Multiskalen-Vorglittungsschritt (4.15) auf dem feinsten Level ergeben. Es wird /ifl mittels
einer unvollstdndigen Zerlegung beziiglich des Besetzungsmusters von A; (ILU(0)) iiber ei-
ne Vorwirts- und Riickwértssubstitution realisiert. Zum Vergleich berechnen wir noch die
entsprechenden Residuenvektoren, die man durch den gewohnlichen Glattungsschritt (£.14)
auf dem feinsten Level mit Hilfe eines GauB3—Seidel Verfahrens und einer iiber ILU(0) defi-
nierten Iteration erhilt. Die jeweiligen Residuen sind als Gitterfunktionen in Abbildung E.J]
dargestellt.

Implementierung ohne explizite Berechnung der Nichtstandardform

Die beiden vorgestellten multiplikativen Multiskalen-Verfahren benétigen lediglich die An-
wendung der Nebendiagonalblocke By und C} auf entsprechend dimensionierte Vektoren.
Wegen der Beziehungen

By = Q) T Py wnd  Cp = (PES)'T1Qf) (4.16)

fir k = 1,...,1t ist daher eine effiziente Implementierung der soeben besprochenen Algo-
rithmen auch ohne das explizite Aufstellen der vollstindigen Nichtstandardform moglich.
Berechnet man (approximativ) die Aktionen der Inversen der Blocke Ay mit Hilfe eines
Iterationsverfahrens, bei dem nur die Anwendung der Ay auf entsprechend dimensionierte
Vektoren verlangt wird, so kann man dazu auch die Darstellungen A = (QIZ:SI)tTk,lQQH}
fir £k =1, ..., It benutzen.

Die bislang in der Literatur gemachten Vorschlédge zur Verbesserung von Multilevel- und
Multiskalen-Algorithmen zielen zumeist darauf hin, die Approximation der bei einer exakten
Block-Faktorisierung eigentlich zu verwendenden Schur-Komplement Operatoren Sj durch
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ABBILDUNG 4.1: Obere Bilder: Feingitter-Residuum nach einem Multiskalen-Glittungsschritt; klas-
sische hierarchische Basis Zerlegung (oben links) und Prewavelet-Zerlegung (oben rechts). Untere
Bilder: Feingitter-Residuum nach einem Mehrgitter-Glittungsschritt; Gaufi—Seidel (unten links) und
ILU(0) (unten rechts) Laplace 5-Punkte Stern, ho =

3%, fo = 0, zufalliger Startvektor.

die Grobgitteroperatoren T} zu verbessern. Das bedeutet konkret, letztere so zu modifizie-
ren, dafl ihr Verhalten dem der exakten Schur-Komplement Operatoren genauer entspricht.
Oft fiihrt eine solche Anpassung zu Grobgitteroperatoren mit gréffer werdenden Sternbrei-
ten, was das rekursive Fortsetzen solcher Prozeduren schwierig macht, wenn der Aufwand
fiir die Anwendung des Algorithmus proportional zur Zahl der Feingitterunbekannten blei-
ben soll. Man erreicht eine Verbesserung aber auch implizit durch die geschickte Wahl der
Multiskalen-Transformationen (siche Kapitel | dieser Arbeit sowie [, 87, BR, 54, 37, 133])
oder auch durch zusétzliche innere Rekursionen. In [5, 6] werden zum Beispiel rekursiv de-
finierte polynomiale Schur-Komplement Approximationen zur Stabilisierung des ersten Ver-
fahrens im Fall der klassischen hierarchischen Basis Zerlegung fiir zwei- und dreidimensionale
symmetrisch positiv definite elliptische Probleme vorgeschlagen. Sie fithren zu HBMG-artigen
Verfahren mit einer allgemeineren Zyklus-Struktur als der des gewdhnlichen V-Zyklus und im
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Fall des Laplace-Operators zu gitterweitenunabhéngigen Konvergenzraten. Der gleiche Effekt
wird auch mit Hilfe eines hierarchischen W-Zyklus erzielt, der fiir solche Probleme ebenfalls
zu optimalen Verfahren fiihrt [64].

Verbesserte Varianten der vorgestellten Verfahren ergeben sich moglicherweise aber auch da-
durch, dafl man fiir £ = 2,...,1t in den Formeln (£.16) Schur-Komplement Approximationen
Sp1=Tp_1— C’k,lA,:_llBk,l statt der Operatoren Tj_; verwendet. Im Fall des Multiskalen-

V(1,1)-Zyklus werden zusétzlich noch die Sy_; zur Berechnung der Residuen in Schritt 1
benutzt. Man nutzt also Schur-Komplement Approximationen nur bei der Berechnung der
verallgemeinerten hierarchischen Residuen und nicht dariiberhinaus zur weiteren Zerlegung.
Damit werden feinskalige Einfliisse unter Umstédnden besser auf die gréberen Skalen trans-
portiert. Einen interessanten Ansatz, der dariiberhinaus explizite Schur-Komplement Appro-
ximationen ebenfalls fiir die weiteren Zerlegungsschritte verwendet, findet man in der Arbeit
[89]. Hierbei werden die Multiskalen-Zerlegungen aber lediglich durch eine Multilevel-artige
Anordnung der Freiheitsgrade induziert.

Definiert man Sy := Tp, so erhalten wir fiir k = 1, ..., It anstelle von ({.16) die Darstellungen
By = (Qy ) Sk Py wnd  CF = (PFSN) Sk1Q (4.17)

Die sich dariiber ergebenden Varianten der Algorithmen sind unseres Wissens neu und in
dieser Form bislang nicht in der Literatur bekannt.

Algorithmus 1a’ (VERBESSERTE MULTISKALEN-VORWARTSSUBSTITUTION)
function [di v, ..., dit v, Sitw] = ms_vorsubst(lt,:clg, fo)

1. 8668 = fo — T().Té
2. fork=1:1t
(a) [dies s7°] = (Wesh) siesy;
(b) di = Ay die;
res __ .res __ Pk—l /S« Qk—ld .
(c) 8% =sj, ( k,S )" Sk—1 kv Qk,vs
end

_ -1 .
3. sup =Ty 51

Algorithmus 1b’ (VERBESSERTE MULTISKALEN-RUCKWARTSSUBSTITUTION)
function sg, = ms_riicksubst(lt, d1 v, ..., dit v, Sit.v)
1. Sit,r = Sitv;
2. fork=1It:—-1:1
X—1 k=1 & k—1
(a) dk,r = dk,v - Ak (Q]%S ),Sk—lpky Sk,rs
k—1
(b) Sk—1r = Wk,y [dk,’f‘; Sk,r};

end
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Im Fall des Multiskalen-V (1,1)-Zyklus werden auBerdem die Sy_; zur Berechnung der Residu-
en in Schritt 1 verwendet. Fiir den rekursiven Algorithmus mit einer allgemeineren p-fachen
Zyklus-Struktur (u = Rekursionstiefe) und approximativen Detail-Korrekturen erhalten wir
dann mit den gleichen Berechnungen der Komponenten der verallgemeinerten hierarchischen
Residuen:

Algorithmus 2° (ALLGEMEINER MULTISKALEN-ZYKLUS)
function x = ms_zyklus(lt, k, z, f, u);

1. [dres;sres] — (Wlﬁgl)/(f _ gk—lx);
2. dy = A-1dres,

3. forz=1:pu

(a) s, = 0;

<b> S:rfs =" — (Pkli:s‘l)/‘svkalwlﬁ]_}l [dv; 3v]§
if (k: == lt)

() sn="T;" sme

else

(d)  sp =mszyklus(lt, k + 1,0, 5%, 1);
end
(€) Sy = Sy + Sh;

end
4 dp = AN = (Q ) Sko1 Wi [dw; su));
5. x =z + W,ﬁ;l[dv + dp; sy);

In Kapitel B werden die Kosten dieser verbesserten Varianten diskutiert. Es zeigt sich, dafl
diese recht hoch sind. Die Kosten fiir einen verbesserten Multiskalen-V-Zyklus kénnen bei-
spielsweise hoher liegen als fiir einen gewdhnlichen Multiskalen-W-Zyklus. Eine vollsténdig re-
kursive Berechnung der Schur-Komplement Approximationen gk_l =T 11— C’k_lfvl,;_llBk_l,
die statt Bg_1 und Cj_1 wiederum Darstellungen fiir B,f_l und C’,f_l verwendet, ist ebenfalls
moglich. Sie fithrt allerdings zu deutlich hoheren Kosten. Man erhélt hierdurch auflerdem
keine merkliche Verbesserung der Verfahren, da im Verlauf der approximativen Multiskalen-
Faktorisierungen weiterhin die Grobgitteroperatoren als Schur-Komplement Approximatio-
nen zur weiteren Zerlegung verwendet werden.

Werden im Multiskalen-Zyklus Korrekturen der Detail-Komponenten beziiglich der Skala k
berechnet, so finden diese aus Sicht des entsprechenden Mehrgitter-Verfahrens auf dem Level
k — 1 statt. Die Korrektur der Detail-Komponente sowie des grobskaligen Anteils beziiglich
der grobsten Skala It geschieht daher in der Mehrgitter-Interpretation auf den Leveln [t — 1
respektive [t. Mit diesen Bemerkungen geben wir abschlieffend als dquivalente Formulierung
von Algorithmus 2’ einen gewdhnlichen Mehrgitter-Zyklus an, der geméf Satz [[J auf jedem
Level k — 1 fir k = 1,...,1t die Matrizen M,;ll = Qi;}fl;l(Qi:sl)t zur Glattungsiteration
benutzt.
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Algorithmus 3 (MULTISKALEN-ZYKLUS ALS MEHRGITTER- VERFAHREN )
function z = ms_zyklus(it, k, z, f, pu);

if (k== (lt+1))
z=T,"'f;
else
v =+ QA Q) (f — Sko1);
5 = (PEM (f — Sk-1);
Sy = 0;
forz=1:pu
sy = ms_zyklus(lt, k + 1, sy, 7%, 1);
end
r=x+ P,f;/lsv;
v =+ QA Q) (f — Sko1w);

end

4.2.3 Vergleich mit dhnlichen Methoden

Wir vergleichen in diesem Abschnitt die vorgestellten Verfahren mit drei verwandten Ansétz-
en aus der Literatur, die die Entwicklung unserer Methoden beeinflufit haben. Es sind dies
eine in [48, A9] vorgeschlagene schnelle Wavelet-basierte LU-Faktorisierung, die Multilevel-
Vorkonditionierung mittels AMLI gemaf [5, 6] sowie die Methode der Approximativen Zy-
klischen Reduktion [96, B7].

Schnelle Wavelet-basierte LU-Faktorisierung

In [48, 9] wurde eine schnelle Wavelet-basierte LU-Faktorisierung als direkter Loser fiir linea-
re Gleichungssysteme vorgestellt, die durch Diskretisierung von Integralgleichungen mit Ny
Freiheitsgraden entstehen. Das Bestimmen der Losung solcher Gleichungssysteme ist dabei
bis auf eine Genauigkeit ¢ mit O(Ny) Aufwand mdoglich. Dies ist umso erstaunlicher, wenn
man bedenkt, dafl aufgrund der Nichtlokalitdt von Integraloperatoren der Aufwand zum Auf-
stellen der nodalen Steifigkeitsmatrix schon quadratisch mit der Anzahl der Freiheitsgrade
wiachst [63]. Das Verfahren eignet sich ebenfalls zur Losung linearer Gleichungssysteme, die
von Diskretisierungen partieller Differentialgleichungen herriihren. Die Frage, ob man mit der
in [@R, @9] vorgeschlagenen Methode zu robusten Losern fiir Konvektions-Diffusions Probleme
gelangt, wird in [[07] genauer untersucht. Wir beschréinken uns in der nachfolgenden Dar-
stellung auf eindimensionale Probleme. Erweiterungen auf hoherdimensionale Félle sind aber
moglich [31, 48, [07] und werden gegen Ende des Abschnitts diskutiert. Wir erdrtern dann
ebenfalls Schwierigkeiten, die mit dieser Methode bei der Losung von Konvektions-Diffusions
Gleichungen auftreten.

Ausgehend von einer orthogonalen Wavelet-Basis des £2(IR) nutzt die in [AR, 49] vorgeschla-
gene Methode die Tatsache, dafl Integraloperatoren T' der Form

T(f)(x) = /R K(z,y)f(y) dy (4.18)
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nach Kompression eine schwachbesetzte Darstellung iiber ihre Nichtstandardform besitzen
[M9]. Diese Aussage bleibt beim Ubergang von den kontinuierlichen zu den diskretisierten
Operatoren Ty erhalten. Eine theoretische Grundlage hierfiir bietet der nachfolgende Satz,
der eine Aussage iiber das Abfallverhalten der Matrixeintrdge der Nichtstandardform von
Integraloperatoren im Ganzraumfall macht. Die Beschrinkung auf den Ganzraumfall ergibt
sich aus der folgenden Uberlegung. Die Matrizen Ay, By, Ci und 1) haben dann ungeachtet
einer Diskretisierung unendlich viele Eintrage. Wir sagen auch, sie sind bi-unendlich. Gehort
der kontinuierliche Operator T zu einem Randwertproblem beziiglich eines Gebiets €2, so sind
diese Blocke nach Diskretisierung und Transformation Matrizen endlicher Grofle. Fiir solche
endlichen Matrizen ist die quantitative Beschreibung des Abfallverhaltens ihrer Eintrige in
Abhéngigkeit von der Entfernung von der Diagonalen nicht ohne weiteres moglich, da es sich
dabei um asymptotische Aussagen handelt.

Satz 11 (ABFALL DER NICHTSTANDARDFORM-EINTRAGE VON INTEGRALOPERATOREN)
Es sei T ein Integraloperator der Form ({.18) auf L2(R) mit Kernfunktion K (z,y), so dafs
die Abschitzungen

K (2, y)] o~y (4.19)
07 K (2, y)| + |0 K (2,y)] < Clo -y (4.20)

IN

fiir eine natirliche Zahl m erfillt sind. Ist der durch K (x,y) definierte Operator unbeschrinkt,
so gelte fiir beliebige dyadische Intervalle I]’? = [j27%, (j + 1)27*[C R mit j, k € Z zudem die
Abschditzung

y/lmk K (., y)d dy| < C|I¥|. (4.21)
J J

Hat die verwendete Wavelet-Basis zur Zerlegung von Lo(IR) m verschwindende Momente, das
heifst fir das zugehorige Wavelet o gilt f]R xPip(x)dz = 0 fir alle p=0,....,m — 1, so erhdlt
man fir die Eintrdge af;j, bﬁj und cé‘ij der Blocke Ay, By, und Cy, der Nichtstandardform von
T die Abschdtzung

0k |+ (681 + Ik, < C 1+ [i = )y, (1.22)

Die Konstante C' = C(k, m) hingt ebenfalls von der jeweiligen Kernfunktion K(x,y) ab.

Beweis: Siehe |9, 83].

O
Dieser Satz gilt ebenfalls fiir die allgemeinere Klasse von Calderén—Zygmund-Operatoren [83,
g4]. Aufgrund des in Abschétzung (£.22) aufgezeigten Abfallverhaltens, ist es fiir numerische
Zwecke oft ausreichend, mit Bandapproximationen von diskretisierten Integraloperatoren zu
rechnen. Sie werden mit einem hochgestellten Index B gekennzeichnet. Bandapproximationen,
die durch Vernachlassigen aller Eintréige der Matrix aulerhalb eines Bandes der Weite w € IN
rechts und links um die Hauptdiagonale entstehen, werden auch mit dem hochgestelltem
Index 2" versehen. Wir approximieren nun die vollstindig zerlegte Nichtstandardform von
Ty (Ny = 2%) durch eine Bandapproximation T(fns = T&%S, die nur Eintrige der Blocke Ay,

By, und Cj, fiir £k = 1,...,1t von T(),ns innerhalb Bénder der Weite w > 2m rechts und links
um deren Diagonalen berticksichtigt. Man erhélt dann aufgrund von (£.22) die fast optimale
Abschétzung des Kompressionsfehlers

- . C
1 Toms = Tonsllloo < = loga No. (4.23)
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Hierbei ist ||| - |||oo definiert als

it

|HT0n8H|oo = Z(HARHOO + HBkHoo + HCkHOO) + HTltHoo (4.24)
k=1

In [T9] wird gezeigt, daB Abschitzung (f.23) auch ohne den logarithmischen Faktor gilt
und damit durch Wahl der Bandweite w > (C’/s)% eine Bandapproximation der diskre-
ten Nichtstandardform mit Genauigkeit ¢ moglich ist. Hierzu verwenden die Autoren ein
Splitting 7' = L + M 4+ R geméf dem T'(1)-Theorem von David und Journé [83], wobei
L das Para-Produkt mit einer Funktion § € BMOQO, M die adjungierte Abbildung eines
solchen Para-Produkts und R eine sogenannte Pseudo-Konvolution darstellt. Fiir eine dis-
kretisierte Version des David—Journé-Splittings findet man, dafl der entsprechende Operator
Ry optimal kompressibel ist und durch eine Bandapproximation mit O(Np) Eintrégen in der
Nichtstandardform hinreichend gut approximiert werden kann. Die (adjungierten) diskreten
Para-Produkte fithren als bilineare Funktionale nach Kompression zu Matrizen mit ebenfalls
nur O(Ny) Eintrdgen. Man erhélt iiber den Umweg des David—Journé-Splittings von 7', da8
die oben betrachtete Bandapproximation T(fns sogar die optimale Abschitzung

. . C
oms = Tnsllloo <~ (4.25)

S
erfiillt.

Nach diesen theoretischen Aussagen iiber die Giite der Approximation von diskreten Operato-
ren mittels Bandapproximationen ihrer Nichtstandardform wollen wir uns nun mit der Frage
beschiftigen, wie solche Bandapproximationen effizient, das heifit mit O(Ny) Aufwand, be-
rechnet werden konnen. Fiir Differentialoperatoren ist die effiziente Transformation auf Nicht-
standardform trivial moéglich, wenn die Diskretisierung durch eine Finite-Elemente, Finite-
Differenzen oder Finite-Volumen Methode erfolgt. Es ergeben sich so als Feinstskalendarstel-
lungen schwachbesetzte Matrizen, und die Transformation dieser auf Nichtstandardform an-
hand der Transformationsmatrizen P 1v)s und QY 11,/ Ist mit O(Ny) Aufwand moglich.
Erfolgt die Diskretisierung eines Differentialoperators T iiber ein Petrov—Galerkin Finite-
FElemente Verfahren mit Ansatz- und Testrdumen 1y und Sy und zugehorigen Multiskalen-
Analysen, die die Zweiskalen-Transformationen W,f 1y und W,fﬂ, s definieren, so stimmen
die Eintriage der damit berechneten Blocke Ay, By, Cy und Tj, mit denjenigen iiberein, die man
durch direkte Integration mittels der Funktionen des Nichtstandard-Erzeugendensystems der
Ansatz- und Testseite erhélt:

(Ak>z‘,j = aﬁj = (wa,y, 23)7 (Bk)z’,j = bﬁj - (wa,w%fs),
(Crliyj = C?,j = (Ti/’f,v#’ﬁs)a (Tk)iy = tﬁj = (T¢?,V790ﬁ5)~

Wir nennen diese Methode fortan die direkte Transformation auf Nichtstandardform im
Unterschied zum bisher betrachteten algebraischen Verfahren, das mittels der Zweiskalen-
Transformationen erfolgt. Wir diskutieren nun, inwieweit eine effiziente Transformation von
Integraloperatoren auf Nichtstandardform mit diesen beiden Varianten méoglich ist.

e Direkte Transformation von Integraloperatoren 7" auf Nichtstandardform

Es werden hierbei die Eintrige der Blocke Ag, By und Cy fiir £ = 1,...,1t sowie die
Eintrdage von Tj; direkt durch Berechnen der Eintrige der Steifigkeitsmatrix ausgehend
von den Nichtstandard-Erzeugendensystemen fiir die Ansatz- und Testseite bestimmt.
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Ist ¢ die Genauigkeit, mit der eine Approximation T, fns von Tg,ns berechnet werden
soll, so existiert aufgrund von Abschitzung (f.27) eine Bandweite w = w(e, m, K), so
dafl dazu nur die Eintrége innerhalb dieser Bandweite um die Diagonalen der jeweiligen
Blocke berechnet werden miissen. Der Aufwand hierfiir betrégt O(wNy).

e Algebraische Transformation von Integraloperatoren T" auf Nichtstandardform

Die algebraische Transformation eines Integraloperators 1" auf eine komprimierte Nicht-
standarddarstellung ist in linearer Komplexitét nur dann mdéglich, wenn die zugehorige
Kernfunktion K (z,y) neben den bereits geforderten Abfallgesetzen auBerhalb der Dia-
gonalen z = y gewissen Glattheitsbedingungen geniigt, durch die eine Interpolation
gestattet wird. Wir skizzieren kurz das Vorgehen:

Zunichst wird eine Approximation TdB =T 02“’ des Operators Ty beziiglich der feinsten
Skala aufgestellt, indem man nur Eintrige von Ty beriicksichtigt, die innerhalb eines
Bandes [—w,w] der Gesamtweite 2w um die Hauptdiagonale liegen. Die Zweiskalen-
Transformation von TP liefert nun die Blocke AP, BB, CF sowie T, die ebenfalls
Bandgestalt haben. In Abhéngigkeit der Liange der verwendeten Skalierungsfilter ver-
kleinert sich dabei die Ausgangsbandweite 2w fiir 72. Wir nehmen der Einfachheit
halber an, daf} sich die Bandweite um den Faktor 2 reduziert, so dafl also TlB =T
nurmehr die Bandweite w besitzt. Um mit der Transformation fortzufahren, wird nun
T2 mit Hilfe einer Interpolationsformel symmetrisch zu einer Bandmatrix T¢% der ur-
spriinglichen Weite 2w erweitert. Wird diese Prozedur sukzessive fortgefiihrt, so erhilt
man schliellich eine Bandapproximation Tfns an die im allgemeinen vollbesetzte Nicht-

standardform TO,ns von Tp. Ist der Aufwand zum Berechnen der interpolierenden Ein-
tréige proportional zur Anzahl der Freiheitsgrade auf der betreffenden Skala, so ist die
Konstruktion von 7| (fm ebenfalls mit dem Aufwand O(wNy) durchfiithrbar.

Bedenkt man, daf§ das soeben dargestellte Verfahren aufgrund des mangelnden Ab-
fallverhaltens der Operatoreintrage beziiglich der nodalen Basis mit einer eigentlich
unzuléssigen Approximation T, OB =T 02“’ an Ty startet, so fragt man sich zu Recht, wie
damit eine sinnvolle Approximation Tfns an TO,ns moglich ist. Der Grund hierfiir ist
die Banderweiterung der resultierenden Grobgitteroperatoren T,f =T — T,?w fiir
k = 1,...,1t mittels besagter Interpolationsformel. Durch das Erweitern von TlB =T
zu T2 wird implizit eine Interpolation von Ty auf den Biindern [—2w, —w] und [w, 2w]
berechnet und in den Transformationsprozef3 miteinbezogen. Durch das Erweitern von
TB = T zu T2 geschieht selbiges hinsichtlich der Bénder [—4w, —2w] und [2w, 4w]
von Ty, so dafl durch das rekursive Fortsetzen der Prozedur schliefllich die (vollbe-
setzte) Steifigkeitsmatrix T iiber eine Interpolation in die algebraische Transformation
miteinfliefit.

Der in [4R, 29] vorgestellte direkte Loser beruht auf einer komprimierten Darstellung der Ope-
ratoren iiber ihre Nichtstandardform und den Multiskalen-Vorwirts- und Riickwértssubstitu-
tionen mittels der Algorithmen 1la und 1b, wobei im Verlauf einer rekursiven Faktorisierung
Bandapproximationen der entstehenden Schur-Komplement Operatoren verwendet werden.
Eine solche Bandapproximation wird durch die nachfolgende Betrachtung — wiederum fiir
den Ganzraumfall — motiviert.

Wir definieren ausgehend von dem in Satz [[1] gezeigten Abfallverhalten der Matrixeintrage
der Nichtstandardform von Integraloperatoren die folgende Klasse bi-unendlicher Matrizen
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mit polynomialem Abfall:

Ma = {(mij)ijex: 3C=C(m) >0 |my| <CA+i—j)~ "}
Wir fithren zudem noch analog die Klassen

M ={(mij)ijen: 3C =C(mk) >0 |mij| < CL+]i—j)~ "}

ein, die in einem spéteren Beweis lediglich der besseren Unterscheidung verschiedener Skalen
k dienen. Es gilt nun der grundlegende Satz:

Satz 12 (EIGENSCHAFTEN BI-UNENDLICHER MATRIZEN MIT POLYNOMIALEM ABFALL)
i) Die Klasse MY ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation.
it) Ist M € MZ invertierbar beziiglich des Folgenraums lo, so gilt M~ € MI;

Beweis:
Siehe [31, I14].

O
Mit Hilfe des Konzepts sogenannter H-Matrizen, die in dem Sinne schwach besetzt sind, dafl
nur wenige Daten zu ihrer Darstellung gebraucht werden, wird neuerdings auch in [66, 67, [70]
der Aufbau einer Matrix-Klasse mit dhnlichen Eigenschaften wie den in Satz [ beschriebenen
vorangetrieben. Die Klasse der H-Matrizen ist darauf ausgerichtet, dafl die Matrix-Vektor-
Multiplikation in (fast) linearer Komplexitét moglich ist sowie auch Summen und Produkte
von H-Matrizen durch H-Matrizen in (fast) linearer Komplexitit hinreichend genau approxi-
miert werden kénnen. Letzteres gilt ebenfalls fiir die Inverse einer H-Matrix, so dafi die direk-
te Berechnung einer H-Matrix- Approximation eines Schur-Komplement Operators innerhalb
dieser Klasse effizient durchgefiihrt werden kann. Die resultierende Matrizen- Arithmetik dient
ebenfalls der Losung von Integralgleichungen.

Zusammen mit Satz [T ergibt sich aus Satz [ eine Aussage iiber das Abfallverhalten der A-,
B-und C-Block Eintrége der im Verlauf einer Multiskalen-Faktorisierung von Ty auftretenden
Schur-Komplement Operatoren.

Satz 13 (ERHALTUNG DES ABFALLVERHALTENS FUR DIE SCHUR-KOMPLEMENT OPERATO-
REN UBER ENDLICH VIELE SKALEN)

Es sei T' ein Integraloperator der Form (.18) auf L2(R) und die zugrundeliegende Wavelet-

Basis erfiille fiir diesen die Voraussetzungen von Satz [[4. Es seien Sk_1 der Schur-Komple-

ment Operator beziiglich einer Skala k — 1 > 0, der im Verlauf einer exakten Multiskalen-

Faktorisierung ausgehend vom Feingitteroperator Ty entsteht, und A%, B,f sowre C,f die zu-

gehorigen Bldcke nach einer entsprechenden Zweiskalen-Transformation. Dann gilt:

i) Es lqfit sich Sk—1 darstellen als Summe
Sp—1=T_1— Fr_1, (4.26)
wobei Ty_1 der Grobgitteroperator zur Skala k—1 ist und Fj,_1 zur Klasse Mﬁ;l gehort.

i1) Es liegen Ag, Bl;_9 und C’;f in der Klasse an, das heifst die Eintrdge af’js, bf’JS und &°
dieser bi-unendlichen Matrizen erfillen die Abschdtzung

k,S k,S
la; |+ 167

+ e < C i — g (4.27)
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Die Konstante C' = C(k, m) hingt ebenfalls von der jeweiligen Kernfunktion K(xz,y) ab.

Beweis:

Der Beweis erfolgt durch Induktion. Wir starten mit der Projektion 7Ty von T auf die fein-
ste Skala 0 und den Blocken A, By, C und Ti, die im Verlauf einer einfachen Zerlegung
entstehen. Geméf3 Satz [ erfiillen die Eintridge der Blocke Ay, By und C; die diesbeziigliche
Abschitzung (f:29), liegen also in M) . Ist A; invertierbar, so gilt nach Satz [[J das gleiche
Abfallverhalten auch fiir die Eintrage des Produkts F} := C’lAl_lBl S M,ln Der Schur-
Komplement Operator

Si =T —F =T —C1A]'B;

hat damit die geforderte Darstellung (f.26) und zerféllt im Verlauf der néchsten einfachen
Zerlegung in die Blocke A5, By, Cs und Ty. Diese lassen sich auch als die Differenzen
der entsprechenden Blécke von 77 und F schreiben. Die Eintrdge der Blécke von T haben
wegen Satz [ das richtige Abfallverhalten. Die Eintridge der Blocke von F besitzen ebenfalls
das richtige Abfallverhalten, da sie durch eine einfache Zerlegung von Fy € M) entstehen.
Damit haben die Eintridge der Differenz-Blocke das geforderte Abfallverhalten, liegen also in
der Klasse M2, und die Induktionsverankerung ist gezeigt.

Es sei nun Sy_o = Tgp_o — Fj_o mit Fy_p € MF~2 und fiir die Eintriige der Blocke Affl,
B,f_l und C,f_l gelte die entsprechende Abschitzung () Ist Af_l invertierbar, so schreibt
sich der Schur-Komplement Operator zur Skala k — 1 ausgehend von der Zerlegung von Sj_o
als

Se—1 = TP, —Co (A3 1) 7'By
Fi_ _
Ty — [T, + Ci 1 (A7) "By ]
= Ty — Fg_1,
wobel wir mit TQIQ = (Plf:f)tFk_gPlf:f die Projektion von Fj_o auf die néchstgrobere

Skala k — 1 bezeichnen. Es gilt Fj,_; € M¥ ! aufgrund der Algebra-Eigenschaften der Klasse
M,";;l. Genauso wie die Blocke Af,l, Bl,i1 und C;il liegt némlich auch TkFEI2 in der Klasse
an_l, da er durch einfache Zerlegung von Fj_o € /\/17]’?,1_2 entsteht. Hier verwenden wir die
Induktionsannahme. Damit hat S;_; die geforderte Gestalt (£.26) und zerféllt im Verlauf
der néchsten einfachen Zerlegung in die Blocke A%, B;g , C’,f und T; kS , die sich wieder als
Differenzen der jeweiligen Blocke von Ty_; und Fj_1 darstellen lassen. Die Eintrige der
Blocke von Tj_1 haben wegen Satz [[1] das richtige Abfallverhalten. Die Eintrédge der Blocke
von Fj_1 besitzen ebenfalls das richtige Abfallverhalten, da sie durch eine einfache Zerlegung
von Fj_q1 € an_l entstehen. Damit haben die Eintrage der Differenz-Blocke ebenfalls das
geforderte Abfallverhalten und der Induktionsschritt ist gezeigt.

O

Wir diskutieren nun den Algorithmus, der zu dem in [48, @9] vorgestellten direkten Loser
fithrt. Er kombiniert die oben beschriebene algebraische Transformation auf Nichtstandard-
form mit gewohnlichen LU-Faktorisierungen und liefert eine obere und untere Nichtstandard-
form ﬁ(fns und f/gns, die zusammen mit unseren Multiskalen-Vorwiérts- und -Riickwérts-
substitutionen ein direktes Losungsverfahren zur Losung bis auf eine vorgegebene Genauig-
keit € ergeben. Obwohl das Verfahren urspriinglich zur effizienten Multiskalen-Faktorisierung
von Integraloperatoren gedacht war, 143t es sich gleichermafien auch fiir eine Multiskalen-
Faktorisierung von Differentialoperatoren einsetzen.
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Es sei € die beabsichtigte Losungsgenauigkeit fiir das Verfahren. Wir wéhlen dann als Band-
weite w > (C'/ 5)% Da die Konstante C, die unter anderem die Abhéngigkeit von der Kern-
funktion ausdriickt, nicht bekannt ist, nehmen wir an, daf} w hinreichend grof} ist. Wie im Fall
der algebraischen Transformation auf Nichtstandardform wird zuerst wieder eine Approxima-
tion T¥ = T2¥ des Operators Ty beziiglich der feinsten Skala aufgestellt, indem man nur Ein-
trige von Tj beriicksichtigt, die innerhalb eines Bandes [—w, w] der Weite 2w um die Haupt-
diagonale liegen. Die Zweiskalen-Transformation von T liefert die Blocke AP, BE, OF sowie
TB, die ebenfalls Bandgestalt haben. Mittels einer gewohnlichen LU-Faktorisierung erhalten
wir obere und untere Dreiecksmatrizen AP und AP, die Bandgestalt haben und so daB AP =
A? AB gilt. In [3R, 49] werden , diinne* Vorwiirts- und Riickwiértssubstitutionen zur Berech-
nung von Bandapproximationen C’lB und BlB der am Aufbau der unteren und oberen Nicht-
standardform beteiligten Nebendiagonalblscke Cy := CP(AP)~! und By := (AF)~'BE vor-
geschlagen. Da im Verlauf der spéteren Multiskalen-Vorwirts- und Riickwértssubstitutionen
jedoch nur die Anwendung von C und B; auf Vektoren benotigt wird, geniigt es, zunéchst
nur CF und AP sowie BP und AP abzuspeichern. In Abhiingigkeit der Linge der verwen-
deten Skalierungsfilter verkleinert sich, wie bereits erwihnt wurde, die Ausgangsbandweite
2w fiir TP auf die halbe Weite w. Um rekursiv beziiglich der groberen Skalen mit der Zer-
legung und gleichzeitigen Faktorisierung fortzufahren, berechnet man wie folgt eine Band-
approximation S an den exakten Schur-Komplement Operator S; = Ty — C’lAlel. Es
wird TlB = T mit Hilfe einer Interpolationsformel symmetrisch zu einer Bandmatrix T2%
der urspriinglichen Weite 2w erweitert und hiervon das nur beziiglich dieses Bandes berech-
nete Produkt CPBE ~ CB(AB)~1BE subtrahiert. Wir nehmen an, da der Aufwand zum
Berechnen der interpolierenden Eintrige proportional zur Anzahl der Freiheitsgrade auf der
betreffenden Skala ist. Damit betrigt der Aufwand zur Berechnung von S gerade O(w?Ny).
(Ist Ty die Diskretisierung eines Differentialoperators, so entfillt die Interpolation.) Ausge-
hend von S wird die soeben beschriebene Prozedur bis zum Erreichen der grobsten Skala [t
rekursiv fortgesetzt. Wir erhalten eine untere und obere Nichtstandardform ﬂgns und ﬁfm
mit dem Gesamtaufwand O(w?Np). Die dabei gemachten Bandapproximationen sind durch
Satz [[3 gerechtfertigt.

Abbildung -7 zeigt eine untere und obere Nichtstandardform, die bei einer Multiskalen-Fak-
torisierung des eindimensionalen diskreten Laplace-Operators auf Q =|0, 1[ mittels linearer

Prewavelets entstehen. Die Gitterweite betragt hierbei hg = ﬁ, die Bandweite w = 12.

Fiir hoherdimensionale Probleme sind Bandapproximationen nur recht kompliziert und auf-
wendig zu berechnen [4R, T07]. Dies betrifft zum einen die Besetzungsstruktur der zu berech-
nenden Approximationen. Die Beriicksichtigung von Kopplungen weiter entfernter Nachbarn
der Grobgitterpunkte fithrt bei Tensorprodukt-Ansidtzen zu Multibinder (siche die rechte
Seite von Abbildung B.5), die sich vereinfacht gesprochen aus Produkten eindimensionaler
Bénder beziiglich der jeweiligen Richtungen ergeben. Betrachtet man beispielsweise ein zwei-
dimensionales Problem auf einem uniformen kartesischen Gitter und beachtet bei der Formu-
lierung der reduzierten Grobgittergleichungen zusétzlich noch die jeweils {ibernéchsten Nach-
barn, so werden dadurch 25-Punkte Sterne impliziert, die in den Grobgitterfreiheitsgraden
aufsitzen. Bei lexikographischer Anordnung fithren diese zu einem fiinfbandigen Besetzungs-
muster fiir die Schur-Komplement Approximation, wobei jedes der fiinf Bénder selbst die
Bandweite 5 besitzt. Die Maschenweite mufl hierbei wenigstens h = 1—16 betragen, damit die
zugehorigen Multibédnder sich nicht beriihren oder iiberlappen. Beriihren sich Multibander, so
verlieren Datenstrukturen zur Speicherung schwachbesetzter Matrizen ihre Effizenz. Zum an-
deren gestaltet sich in hoheren Dimension auch die Berechnung effizienter Schur-Komplement
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ABBILDUNG 4.2: Untere (links) und obere (rechts) Nichtstandardformen I:gn&- und U(fns, die bei
einer Multiskalen-Faktorisierung des diskreten 1D Laplace-Operators auf Q =|0, 1[ mittels linearer

Prewavelets entstehen, hg = lezu Bandweite w = 12.

Approximationen innerhalb der Multibander wesentlich komplizierter als in einer Raumdi-
mension. Es miissen Approximationen an die Produkte Ck:A;;lBk berechnet werden, die auf
subtile nichtlineare Weise den Einflufl der Detail-Anteile auf das grobskalige Verhalten der
Losung des betrachteten Problems modellieren. In zwei Dimensionen bestehen bei einem
Tensorprodukt-Ansatz die Blocke Cf und By aus jeweils drei Unterblocken, die unter dem
Einflul der Inversen von Aj, miteinander wechselwirken. Das Produkt CkAllek setzt sich so-
mit aus insgesamt neun Summanden zusammen. Schliefllich miissen die Schur-Komplement
Approximationen so geartet sein, daf} ein rekursives Fortsetzen der verfolgten Multiband-
Strategie auf groberen Skalen weiterhin mdoglich ist, ohne die Stabilitéit des resultierenden
grobskaligen Problems zu verlieren oder die Komplexitatsgrenzen zu sprengen.

Fiir Konvektions-Diffusions Gleichungen erweist sich selbst fiir eindimensionale Fille gera-
de die Frage nach dem Gelingen der approximativen Faktorisierungen der entsprechenden
Blocke Ap im Verlauf der weiteren Rekursion als problematisch, wie die numerischen Experi-
mente in [107] zeigen. Ein Grund fiir die dort aufgezeigten Schwierigkeiten ist die mangelnde
numerische Stabilitéit der mittels starrer Zweiskalen-Transformationen gebildeten Grobgit-
terprobleme. Weiterhin ist im Konvektions-Diffusions Fall fiir zunehmende Bandweiten und
zunehmende Konvektionsstiarken die Tendenz hin zu einem direkten Loser nicht mehr klar
zu erkennen. Dies hingt auch mit einer Verschlechterung der Konstanten in den Abfall-
abschétzungen (£.22) und (£:27) zusammen, die von der zum Differentialoperator gehérenden
Kernfunktion K(z,y) abhingen.

Fiir das Losen zweidimensionaler diskreter Konvektions-Diffusions Probleme erscheinen da-
her unsere auf approximativen Multiskalen-Faktorisierungen beruhenden iterativen Loser ge-
eigneter. Unsere numerischen Beispiele in Kapitel B zeigen, dal man damit insbesondere
durch den Einsatz von problemabhingigen Vergroberungstechniken, die in der Mehrgitter-
Welt seit langem bekannt sind, und geschickten damit verbundenen Petrov—Galerkin-artigen
Multiskalen-Zerlegungen zu robusten Verfahren gelangt.
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AMLI-Vorkonditionierer

In [8, 6] wird mit den sogenannten AMLI-Verfahren (AMLI = Algebraic MultiLevel Iteration)
eine Klasse optimaler Multilevel-Vorkonditionierer zur Losung grofier schwachbesetzter linea-
rer Gleichungssysteme vorgestellt, die durch eine Finite-Elemente Diskretisierung elliptischer
Randwertaufgaben mit symmetrisch positiv definitem Operator T und einer zugehorigen
Bilinearform a(-, -) entstehen. AMLI-Verfahren basieren auf der hierarchischen Basis Zerleg-
ung [29] und konnen als eine algebraische Stabilisierungstechnik fiir die klassische HBMG-
Methode [I2, 6] interpretiert werden, die rekursiv zusétzliche innere Iterationen mittels geeig-
neter Matrixpolynome durchfiithrt. Eine dhnliche Methode fiir Finite-Differenzen Diskretisie-
rungen wird in [[78] vorgeschlagen. Der Einsatz geeigneter AMLI-Vorkonditionierer in Bezug
auf Krylovraum-Methoden wie etwa das CG-Verfahren fiithrt zu Gitterweiten-unabhéngigen
Konvergenzraten der so vorkonditionierten Verfahren. Dies 148t sich ohne besondere Regula-
ritdtsannahmen im Rahmen einer algebraisch orientierten Konvergenztheorie zeigen, die als
wesentliches mathematisches Hilfsmittel eine verschdrfte Cauchy—Schwarzsche Ungleichung
verwendet [12, 7). Die Konstruktion der AMLI-Vorkonditionierer griindet auf dem folgen-
den natiirlichen Aufbau der hierarchischen Basis ,,von grob nach fein”.

Fine Funktion u werde zunéchst auf einem relativ groben Gitter 2y approximiert, indem
ihre Werte in den Gitterpunkten als Koeffizienten der Entwicklung einer Approximation wug
in einem grobskaligen Raum Vj, beispielsweise aufgespannt von Hutfunktionen, die in den
entsprechenden Gitterpunkten verankert sind, interpretiert werden. Man gelangt so zu einem
Vektor sj;, der die nodale Darstellung der Approximation u;; € Vj; beschreibt. Will man die
gegebene Funktion nun genauer beziiglich eines feineren Raumes Vj;_1 mit V;; C Vi1 ap-
proximieren, so fiigt man durch (adaptive) Gitterverfeinerung weitere Diskretisierungspunkte
zu den vorhandenen Punkten hinzu, in denen man sich die entsprechenden Hutfunktionen
der néchstfeineren Skala verheftet denkt. Sie spannen einen Raum Wj; auf. Anstatt nun die
im allgemeinen groflen Werte der zu approximierenden Funktion in den neu hinzugekomme-
nen Punkten zu speichern, kann man sie zunéchst anhand von sj; darin interpolieren und
lediglich die Differenzen zwischen den interpolierten und ihren tatsédchlichen Werten, sozusa-
gen hierarchische Uberschiisse, als W;-Anteil dj;, abspeichern. Aus den Koeffizientenvektoren
beziiglich Vi; und W;; sowie der Kenntnis der Interpolationsvorschrift 148t sich sofort der
Koeffizientenvektor der nodalen Darstellung beziiglich Vj;_1, aufgespannt von den feinska-
ligen Hutfunktionen in sdmtlichen Diskretisierungspunkten, berechnen. Dieser Basiswechsel
hat bei einer entsprechenden Anordnung der Freiheitsgrade die Gestalt

-1 _ (1 Ji
VVlt,V - < 0 1 > )
wobei der Block Jj; die Interpolationsvorschrift beinhaltet. Aus einer so konstruierten hier-

archischen Darstellung ;1 = [d}}; s};] einer feineren Approximation erhélt man ihre nodale
Darstellung beziiglich V;;_1 als

u u u
I el i I A e Jusiy
t—1 — 1,V St = U .
It It

Man erkennt hieran deutlich, dafl der Anteil dj; lediglich eine Korrektur der aus dem Anteil
sj; berechneten Interpolation .Jy;sj; darstellt. Das rekursive Fortsetzen dieser Prozedur bis
zum Erreichen einer feinsten Skala 0 fithrt zu einer Folge von Zweiskalen-Transformationen
{W,f +1}k:07.,_’lt,1, die eine hierarchische Zerlegung des feinsten Raums Vy induzieren.
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Uber diesen Zugang zur hierarchischen Basis definiert man rekursiv ,,von grob nach fein” die
nachfolgende approximative Faktorisierung der zugehérigen Nichtstandardform 7j s eines
Feingitteroperators Ty. Es sei My := Tj;. Wir definieren rekursiv fiir k =10t — 1,1t — 2,...,0

Y Aprr 0 ) < 1 Ay Bin ) - -
M, = g k+1k+ M Lk -l t’
: <Ck+1 Tht1 0 1 k k1M (Wil)

wobei die Matrizen Tk+1 tiber ihre Inversen wie folgt erklért sind:

Tk::rll = [1*pu(Ml;r11Tk+1)]Tl;r11'

Der Ausdruck p, bezeichnet hierbei ein Polynom vom Grad p > 1, so dal 0 < p,(t) < 1
fir 0 < ¢t < 1 und p,(0) = 1 ist. Ist p, ~ 0 auf dem Spektrum von M,;_&IT;CH, so gilt

approximativ T,; +11 ~ T +11, und Mj, stellt eine approximative Zweiskalen-Faktorisierung der

einfach transformierten Matrizen T}, dar. Dies erklirt anschaulich den Stabilisierungseffekt.
Man definiert schliefSlich als AMLI-Vorkonditionierer fiir Ty

-1 a1
o, amLr =My

Die Anwendung von M 1 ! geschieht mittels einer Vorwirts- und Riickwiirtssubstitution. Die
im Verlauf einer Vorwirtssubstitution auftretenden Anwendungen von T,; +11 kénnen ohne
Invertierung von T} implementiert werden. Aufgrund der Normierung p,(0) = 1, so da8

Pu(t) = 1—not—...—nu—1t" mit geeigneten Koeffizienten np, ..., n,—1 gilt, ist g,—1(t) := 1*+M
ebenfalls ein Polynom mit der Gestalt
1 —pult _
qu—l(t) = 7““ =10 +mt+ ... + 1t L

t

Damit erhalten wir fiir das Ergebnis wg11 der Anwendung von Tk_ Jrll auf einen Vektor w1

Wit = Ty g1 = quet (M T ) My w1,
was mit Hilfe des Algorithmus

0 ._0-
setze w1 := 0;
for z=1:pu
.. -1,
16se My p1wi = Nu—ztukr1 + Thp1wy s
end
setze Wi41 := wZ_H;

berechnet werden kann. Der durch den Polynomgrad bestimmte p-fache Aufruf eines Grob-
gitterproblems in der obigen for-Schleife entspricht der Zyklus-Struktur, wie man sie von
gewoOhnlichen Mehrgitter-Verfahren her kennt oder wie sie auch in Algorithmus 2 gegeben
ist. Im Fall gy = 1 erhélt man ein V-Zyklus-artiges Verfahren. Der Fall p = 2 fiihrt auf
eine dem W-Zyklus verwandte Struktur. Fiir p,(t) = 1 — ¢ erhalten wir mit M ,}1 ML &6
nau die gleiche approximative Multiskalen-Faktorisierung von Ty wie diejenige, die durch die

Algorithmen 1a und 1b gegeben ist.

-1
k+1

chisch transformierten Operatoren T}, stimmen fiir & = 0, ...,1t — 1 mit denjenigen iiberein,

Die Schur-Komplement Operatoren Sii1 = Tpy1 — Cri14;  Brr1 zu den einfach hierar-
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die man mittels einer 2 x 2 Block-Partitionierung von T} gemifl einer Zwei-Level Anord-
nung der Freiheitsgrade von €, erhélt [ITR]. Bei einer solchen Zwei-Level Anordnung werden
zunéichst die Unbekannten beziiglich der Fein-ohne-Grobgitterpunkte €\ und dann die-
jenigen beziiglich Q1 aufgelistet. Dies erlaubt eine etwas effizientere Implementierung der
AMULI-Vorkonditionierer anhand der Folge der 2 x 2 Block-partitionierten Operatoren T}, oh-
ne die Nichtstandardform T 0,ns hinsichtlich der hierarchischen Zerlegung aufstellen zu miissen
[3, 7). Die Nebendiagonalblocke By und Cy innerhalb von T(),ns sind némlich etwas stéirker
besetzt als die ihnen entsprechenden Blocke der Block-partitionierten Matrizen. Einen detail-
lierteren Vergleich unterschiedlicher Formulierungen der AMLI-Verfahren, auch im Zusam-
menhang mit der klassischen HBMG-Methode, findet man in [TT9, 120]. In [21] wird auf der
Basis einer Multilevel-Anordnung der Freiheitsgrade eine verwandte Multilevel-ILU Vorkon-
ditionierung vorgestellt, deren Multiskalen-Charakter zusammen mit einer levelabhéngigen
“Drop-tolerance”-Strategie ebenfalls auf der oben erwidhnten Eigenschaft der rekursiv ent-
stehenden Schur-Komplement Operatoren beruht. An dieser Stelle mochten wir auch noch
auf den ,Zoo“ der von Saad und Zhang entwickelten Multilevel-ILU Varianten hinweisen
[T05, 106, 34, 136, [35].

Fiir ein Modellproblem mit einem symmetrisch positiv definiten elliptischen Operator zweiter
Ordnung wird in [5] die Optimalitit einer AMLI-Vorkonditionierung durch Nachweis der
spektralen Aquivalenz

(Mo an Lo, wo) = (Toug, up)  Vug € RN

und Abschitzen des Aufwands fiir die Anwendung von My 1}1 v gezeigt. Die in der obigen
Norméquivalenz auftretenden Konstanten sind abhéngig von der Art und dem Grad des ver-
wendeten Polynoms p, sowie der Konstanten vy := supy_; _j 7Vk, die sich aus den verschirften
Cauchy—Schwarzschen Ungleichungen

1 1
a(dg, sk)| < ela(dy, dy)]2[a(sg, sx)]2 Vdp € Wh, sk € Vi

ergibt. In [80] wird zum Beispiel gezeigt, dafi im Fall der zum gewohnlichen Laplace-Operator
gehorenden Bilinearform a(u,v) := fQ Vu - Vudx fiir beliebige Triangulierungen eines poly-
gonal berandeten Gebiets Q C R? und Diskretisierung mittels stiickweise linearer Basisfunk-
tionen die Abschiitzung 2 < % gilt. Der Rechenaufwand fiir die Anwendung von M, ,}1 MLI
hingt mafigeblich ab vom Grad p des Polynoms und der Art der Gitterverfeinerung. Fiir
d-dimensionale Probleme (d=2, 3) und uniform verfeinerte Gitter erhilt man durch Wahl
spezieller Tschebyscheff-Polynome einen optimalen Vorkonditionierer, falls

(1—93) 72 <p<2?

gilt. Es geniigt daher, y = 2 zu wihlen, um zu einer optimalen AMLI-Vorkonditionierung
des zweidimensionalen Laplace-Operators zu gelangen. Der Aufwand hierfiir ist damit aber
ebenso hoch wie der fiir einen hierarchischen W-Zyklus.

Im Verlauf der letzten Jahre sind verschiedene Varianten des hier vorgestellten Vorkonditio-
nierers entwickelt worden, insbesondere um die Gesamtkosten zu verringern und auch um
Robustheitsfragen etwa bei anisotropen Diffusions Problemen zu behandeln. In [IT9] wird die
Verwendung levelabhéngiger Polynomgrade p;, untersucht. Dabei kann gezeigt werden, daf} es
fiir eine optimale Vorkonditionierung ausreicht, Polynome hoheren Grades nur auf bestimm-
ten Zwischenleveln einzusetzen. In [88] wird die AMLI-Methode fiir Konvektions-Diffusions
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Probleme betrachtet, deren Konvektionsfelder b sich als Gradienten von Geschwindigkeitspo-
tentialen ¢ darstellen lassen, das heif3t b= V. In solchen Fillen ist die Symmetrisierung des
Problems mittels einer exponentiellen Transformation moéglich und der fiir das symmetrisierte
Gleichungssystem gewonnene AMLI-Vorkonditionierer kann innerhalb eines PCG-Verfahrens
eingesetzt werden. Die zur symmetrisierten Gleichung gehorende Energienorm ist abhéngig
von der gewahlten Transformation, in die ihrerseits ¢ und damit implizit auch b eingeht. Daher
miissen Konvergenz- und Abbruchkriterien fiir das zugehorige PCG-Verfahren sehr behutsam
und mit grofler Vorsicht festgelegt werden (siehe auch unsere diesbeziigliche Diskussion im
Anhang sowie [69]). Ein direktes Anwenden der AMLI-Methode auf die nach Diskretisierung
von Konvektions-Diffusions Gleichungen entstehenden unsymmetrischen Gleichungssysteme
ist uns allerdings nicht bekannt. Einen Uberblick der Entwicklungen der letzten Jahre findet
man in [, 88, 120].

Im Hinblick auf adaptive Verfahren erscheinen der Aufbau der hierarischen Zerlegung des
Feingitterraums )y ,,von grob nach fein“ und die damit verbundene Definition von M, }‘ MLI
recht natiirlich. Aber fiir die erfolgreiche Behandlung von Problemen mit singuléren Stérung-
en wie etwa Anisotropien oder springenden Diffusionskoeffizienten mufl man in der Regel je-
doch problemangepafite Multiskalen-Zerlegungen von V) betrachten. Diese gewinnt man mit-
tels problemabhéngiger Interpolationen, die zum Beispiel durch das Losen homogener lokaler
Probleme auf groberen Gittern und die dariiber erhaltenen lokalen Greenschen Funktionen
definiert werden kénnen. Wir erkléren das Vorgehen am Beispiel von Konvektions-Diffusions
Problemen genauer im nachfolgenden Kapitel § und sehen dann, daf3 die so gewonnenen ope-
ratorabhéngigen Interpolationen identisch mit speziellen matrixabhéngigen Prolongationen
sind. Sie werden mittels des diskreten Operators zum néchstfeineren Gitter berechnet. In der
Praxis ist die Berechnung solcher matrixabhéngiger Prolongationen sogar der einzig gangba-
re Weg, da die Integration der homogenen lokalen Grobgitterprobleme im allgemeinen nicht
moglich ist. Aus diesem Blickwinkel heraus erscheint die von uns gewéhlte Definition der
Multiskalen-Verfahren ,,von fein nach grob* daher geeigneter.

Approximative Zyklische Reduktion

Die klassische Methode der Zyklischen Reduktion (ZR) [61] verwendet man beispielsweise zur
direkten Losung linearer Gleichungssysteme mit tridiagonalen Systemmatrizen Ty. Sie ent-
stehen etwa bei der Diskretisierung eindimensionaler Probleme mittels 3-Punkte Sternen, wie
wir im zweiten Kapitel gesehen haben. Wir nehmen an, daf§ simtliche Diagonaleintrige der
Matrix T von Null verschieden sind. Ordnet man die Unbekannten geméf einer (offensicht-
lichen) Rot-Schwarz-Fiarbung an [62], die einer Einteilung der Freiheitsgrade in Fein-ohne-
Grobgitterpunkte und Grobgitterpunkte dient, dann 148t sich der Feingitteroperator nach
einer entsprechenden Permutation Plo exakt faktorisieren zu

- A B A 0 1 A'B
Ty = (P))' Ty P = ( Ci Tll ) = < Ci s ) < o 1 ) (4.28)

Dabei ist 51 = Tg/Tl =T — ClAl_lBl der Schur-Komplement Operator. Die bekannte
Blockgestalt von T wird hier lediglich durch eine Permutation der Unbekannten entspre-
chend ihrer Firbung induziert und nicht durch eine zusitzliche Basistransformation W}, die
von einer Zweiskalen-Zerlegung des Raums der Feingitterfunktionen herriithrt. Da Tj tridia-
gonal ist, sind die nach Permutation entstehenden Blocke A; und 17 diagonal und S7 hat
eine tridiagonale Gestalt. Ist T symmetrisch positiv definit oder allgemeiner eine M-Matrix,
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so gilt dies ebenfalls fiir 57 und sédmtliche Diagonaleintrige von S sind verschieden von
Null [64]. Damit kann die soeben vorgestellte Prozedur rekursiv fortgesetzt werden, was zu
einer sukzessiven Reduktion der Grobgitterunbekannten und schliefllich zu einer exakten Fak-
torisierung des permutierten Feingitteroperators fithrt. Diese ist dquivalent zur klassischen
GauB-Elimination und man erhélt mittels einer Vorwérts- und Riickwértssubstitution ein
direktes Losungsverfahren.

In [96, 97] werden Verallgemeinerungen des soeben vorgestellten Verfahrens der Zyklischen
Reduktion fiir den Fall nicht notwendig tridiagonaler schwachbesetzter Matrizen diskutiert.
Da ihre Multilevel-artige Konstruktion auf Techniken algebraischer Mehrgitter-Verfahren ba-
siert, sollen sie insbesondere der robusten Losung linearer Gleichungssysteme dienen, die
von singulér gestorten Problemen stammen. Voraussetzung ist, daf§ Ty eine schwach diago-
naldominante M-Matrix ist [65]. Ziel ist es, durch ein geeignetes rekursives Aufteilen der
Freiheitsgrade in Fein-ohne-Grobgitter- und Grobgitterunbekannte sowie damit verbundene
Schur-Komplement Approximationen eine annahernde Faktorisierung des Feingitteroperators
zu berechnen. Die Aufteilung der Unbekannten (Rot-Schwarz-Férbung) geschieht dabei an-
hand eines algebraischen Kriteriums, das dhnlich wie bei algebraischen Mehrgitter-Verfahren
[27, 52, (03, TT2] nicht die Kenntnis einer zugrundeliegenden Triangulierung oder eines Gitters
voraussetzt. Hierzu wird der Graph Gr,(V, E) der Matrix Ty definiert, dessen Knotenmenge
den Unbekannten und dessen Kantenmenge E den nicht verschwindenden Matrixeintrigen
entspricht. Ignoriert man bestimmte , kleine“ Matrixeintrédge, was mit Hilfe eines Parameters
0 < B < 1 gesteuert wird, so gelangt man zum reduzierten Matrixgraphen G, (V, Es). Ausge-
hend von den so erhaltenen ,,starken“ Kopplungen Es wird nun anhand von G, (V, E;) eine
geeignete Rot-Schwarz-Farbung der Freiheitsgrade definiert. Die roten Knoten bilden dabei
eine mazximal unabhdngige Menge, das heifit je zwei Knoten dieser Menge haben keine verbin-
dende Kante im reduzierten Matrixgraphen und es existiert keine echte Obermenge mit dieser
Eigenschaft. Dann ist der zugehorige Block A; des entsprechend permutierten Operators Ty
anndhernd diagonal. Es gilt

11— 4D Y leo < 1, (4.29)

wobei D; diejenige Diagonalmatrix bezeichnet, die man durch Weglassen aller Nebendiagonal-
eintrige von Ap erhélt. Zur Definition einer Approximation des Schur-Komplement Operators
nutzt man nun aus, dafl Rechtstransformationen der Form

T 1 -G\ (A B—-AG
0= o0 1 “\C T -Gy

den Schur-Komplement Operator S1 = T7 — ClAlel invariant lassen. Es ist dabei GG eine
beliebige Matrix, die die gleiche Dimension wie B; besitzt. Es gilt ndmlich

T0/<T1 - CIGI) - Tl - ClGl - ClAl_l(Bl — AlGl) = Sl-

Wir definieren nun ausgehend von

vl v J e m )= e g ) 7R
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fir k € IN induktiv die Block-Matrizen

. 5 _p-1pk-1)
i = Y ( (1) Dy fl > : (4.31)
. 5 _p-1pk-1)
7 = D ( (1) Dy 131 > , (4.32)

wobei Dy := diag(A;-1) neben D; eine weitere Diagonalmatrix darstellt. Eine Motivation fiir
diese hybride Konstruktion wird weiter unten gegeben. Sie 148t sich auch als Petrov—Galerkin
Ansatz interpretieren. Wir erhalten fiir alle k& > 0

0T = 51 =137 1,

da die Block-Matrizen einzig durch Rechtstransformationen aus Ty hervorgehen. Es gelten
zudem die Formeln

= (1-AD;YHBy,
o= (1-ADY1 - ADHEDB.

Aufgrund von (f.29), also der Diagonaldominanz von A;, kann man zeigen, daf} die so dar-

stellbaren Nebendiagonalblécke ng) und E%k) fiir hinreichend grofles & ,klein“ sind und die
)

Blocke Tl(k) und Tl(k) im starken Sinne gegen S; konvergieren. Es ist Tl(k stets eine schwach

diagonaldominante M-Matrix, und ist S7 nichtsingulér, so trifft dies auch auf Tl(k) zu. Daher
ist es sinnvoll, Tl(k) und Tl(k) als Approximationen fiir S; heranzuziehen. Um ein Auffiillen
von T l(k) und Tl(k) zu vermeiden, sollte man ein relativ kleines k£ benutzen. In [06] wird vor-

geschlagen, £ = 2 und damit TI(Q) als Approximationen fiir S; und als Ausgangspunkt fiir
die weitere Reduktion zu verwenden. Ist A; eine Appfoximation an Aj, so wihlt Reusken im
Zweilevel-Fall als approximative Faktorisierung von Tj

. A0 1 A'B
Mo, azr = ( o T1(2) ) ( 0 11 ' ) (4.33)

Zwar erhélt man durch Tl(k) ebenfalls eine stabile Approximation von Si, doch ist die Kon-

(k)

vergenz limy_,o 17" u1 = Syuy fir ,glatte® Gitterfunktionen u; recht langsam [97]. Durch die

Wahl T1(2) aufgrund der hybriden Konstruktion ()-() kann dieser Defekt iiberwunden
werden. Dies wird in [96] fiir einige Modellbeispiele mit periodischen Randbedingungen ((ani-
sotrope) Diffusion, Konvektion-Diffusion) im Zweilevel-Fall quantitativ gezeigt. Obwohl T 1(2)
nach Konstruktion ein schwaches Besetzungsmuster aufweist, ist dieses aufgrund von “fill in”
doch dichter als das von Typ. Um ein sukzessives Auffiillen der im Verlauf einer mehrstufigen
Zerlegung auftretenden Matrizen zu vermeiden, wird dariiberhinaus eine ,, Lumpingtechnik*
vorgeschlagen, die die betragsméfig kleinsten Matrixeintrige der Schur-Komplement Appro-
ximation auf die Diagonale addiert und diese innerhalb der Matrix auf Null setzt. Die Eigen-
schaft von T1(2), eine schwach diagonaldominante M-Matrix zu sein, bleibt dabei erhalten, so
daf eine Rekursion weiterhin moglich ist.

Wir wollen jetzt MO, AzR Mit einer approximativen Faktorisierung Mo vergleichen, die man
mittels verallgemeinerter hierarchische Basis Transformationen erhélt. Dazu bemerken wir,
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dal die Schur-Komplement Approximation T1(2) auch tiber einen Petrov—Galerkin-artigen
Vergroberungsprozel mit matrixabhéingigen Prolongationen und Restriktionen interpretiert
werden kann. Wie man nach einfacher Rechnung sieht, gilt

R R -1
T = (—cyD7t 1 )T0< Di B ) (4.34)

Man vergleiche dies auch mit den folgenden Darstellungen des exakten Schur-Komplement
Operators, bei denen jeweils * einen beliebigen Block passender Grofle kennzeichnet:

Si= (07 1)T0<i>:(* 1)T*0<—A1131>.

Den permutierten Feingitteroperator Tj transformiert man dann ausgehend von () mittels
einer zugehorigen verallgemeinerten hierarchischen Basis Transformation zu

1 0 A1 Bl 1 *Dlel Al [1 - A1D1_1]Bl
_ A1 _= A -1 /\(2) . (435)
CiD;y 1 Ci Ty 0 1 Ci[1 - D; A T}

Unsere dafiir im Zweilevel-Fall erkldrte approximative Faktorisierung

- i 0 1 A7'Y1- A DB >
My = ! . 1 12 1P 4.36
‘ ( Ci[1— Dytay T > ( 0 1 (4.36)

benutzt die leicht modifizierten Nebendiagonalblocke [1 — A; Dy 1By und C1[1— Dy A;], nun
allerdings zur Approximation der transformierten Steifigkeitsmatrix. Mdoglichkeiten
MO, Azr mit Hilfe von leicht ,, verbogenen“ verallgemeinerten hierarchischen Basis Transfor-
mationen iiber unseren Ansatz zu generieren, werden in [94] diskutiert.

Reuskens Methode der Approximativen Zyklischen Reduktion definiert auf rein algebraischem
Wege eine nidherungsweise Inverse M, ,}1 »zr von Tp. Sie 1d8t sich ebenfalls {iber eine verallge-
meinerte hierarchische Basis Transformation interpretieren, wie wir gerade gesehen haben.
Die Unterteilung der Freiheitsgrade in Fein-ohne-Grobgitter- und Grobgitterpunkte erfolgt
dabei mit Hilfe AMG-basierter Prinzipien. Eine naheliegende Idee ist daher, die von uns in
diesem Kapitel vorgestellten Multiskalen-Verfahren direkt tiber verallgemeinerte hierarchische
Basen zu definieren, die mit Hilfe von algebraischen Mehrgitter-Verfahren konstruiert werden.
Es werden dazu die rechteckigen Transformations-Matrizen in Formel (£.34) zur Berechnung
der Schur-Komplement Approximationen ersetzt durch Prolongationen und Restriktionen,
die mittels AMG bestimmt werden. Da die AMG-Konstruktionen im Fall des gewthnlichen
Laplace-Operators jedoch auf geometrische Vergroberungen und bilineare Interpolationen
zuriickfiihren, ist nicht zu erwarten, dal man mittels AMG-basierter hierarchischer Zerleg-
ungen zumindest optimale Multiskalen-Loser erhilt. Unter diesem Nachteil leiden ebenfalls
die durch Approximative Zyklische Reduktion gewonnenen Vorkonditionierer, wie die numeri-
schen Experimente in [08] zeigen und Reusken dort auch eingesteht. Wir zeigen in Kapitel 5.3,
das sich mit algebraisch definierten Multiskalen-Zerlegungen befaft, eine einfache Moglichkeit
zur Stabilisierung AMG-basierter hierarchischer Basen. Mit ihrer Hilfe gelingt die Konstruk-
tion sowohl Gitterweiten- als auch weitgehend stérungsunabhéngiger Multiskalen-Loser fiir
schwierige Probleme, etwa wirbelbehaftete Konvektions-Diffusions Gleichungen, wie unsere
numerischen Beispiele in Kapitel f zeigen.
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4.3 Additive Multiskalen-Verfahren

In diesem Abschnitt definieren wir einen additiven Multiskalen-Vorkonditionierer fiir das
Feingittersystem (B.3), der ebenfalls auf den Multiskalen-Zerlegungen (B.2) und (B.3) beruht.
Im Unterschied zu multiplikativen Verfahren werden hierbei gleichzeitig und unabhéngig von-
einander Unterraumkorrekturen fiir alle an der Zerlegung beteiligten Skalen berechnet. Der
so definierte Vorkonditionierer gehort damit zur Klasse der parallelen Unterraumkorrektur-
methoden [I27).

Aquivalente Implementierungen ergeben sich iiber die Multiskalen-Vorwiirts- und Riickwérts-
substitutionen sowie den Multiskalen-V-Zyklus durch Weglassen der Modifikationen der grob-
skaligen Anteile (Schritt 2c in Algorithmus la bzw. Schritt 3 in Algorithmus 2) und der Nach-
korrektur (Schritt 2a in Algorithmus 1b bzw. Schritt 5 in Algorithmus 2). Die Riickwérts-
substitutionsroutine sammelt dann nur noch die berechneten Korrekturen auf und transfor-
miert sie geeignet zuriick. Man erhélt mit Hilfe der so modifizierten Algorithmen das Ergebnis
féj der Anwendung des additiven Multiskalen-Vorkonditionierers auf einen Vektor fy durch
die Aufrufe

[dy;...;dy; sip) = ms_vorsubst(lt, 0, fo),
& = ms_riicksubst(lt, [di; ...; dig; si])
beziehungsweise
féD = ms_v.zyklus(it, 1,0, fo).
Eine effiziente Implementierung ist ebenfalls auf der Basis des Standardsystems
(Wit.s) ToWy yiios = (Ws)' fo

moglich. Es ergibt sich hieraus ein additiv Multiskalen-linksvorkonditioniertes System durch
Links-Multiplikation mit der Blockdiagonalmatrix

Mg} = blockdiag(AT*, ..., A" T ) (4.37)

und anschliefende Riicktransformation mittels I/Vl(g v Wir erhalten
Wiy Mo s (Wit s) Touo = Wiy, My s (Wit )" fo-
Der additive Multiskalen-Vorkonditionierer schreibt sich daher als
My = Wiy Mg s (Wi s), (4.38)

und es gilt fdj =M, Sl fo. Zur Implementierung von M 51 braucht insbesondere die Standard-
form nicht vollsténdig bekannt zu sein. Man benétigt lediglich deren Diagonalbdcke zur Defi-
nition der Blockdiagonalmatrix M 51 sowie die Transformationen W} y und (WY 5)t, die als
schnelle Wavelettransformationen effizient realisiert werden konnen. Mit Hilfe der Synthese-
Operatoren Q%V und Pﬁ,v sowie der transponierten Synthese-Operatoren (Q% S)t und (Plg S)t

fir k =1,...,1t (siche deren Definitionen () und ()) kann M 1 auch als Summe

It
Myt =" QRuA T (@8 + PLyT (P o) (4.39)
k=1

geschrieben werden. Hierdurch wird der additive Charakter des Vorkonditionierers ebenfalls
deutlich. Die darin auftretenden Inversen werden selbstverstéindlich fiir praktische Rechnun-
gen wie schon im multiplikativen Fall durch geeignete approximative Inversen ersetzt.
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Additive Multiskalen-Verfahren




Kapitel 5

Multiskalen-Zerlegungen fiir
Konvektions-Diffusions Probleme

Im letzten Kapitel haben wir ausgehend von den recht allgemeinen Petrov—Galerkin-artigen
Multiskalen-Zerlegungen (B.2) und (B-3) der Ansatz- und Testseite sowohl multiplikative als
auch additive Multiskalen-Verfahren entwickelt und mit bekannten Methoden verglichen. Es
ist klar, da3 die Giite und insbesondere die Robustheit der Verfahren wesentlich von den
Transformationen PIfH,V/S und Qllz+1,v/s (k = 0,...,1t — 1) abhéngt, die implizit die Zer-
legungen (B.2) und (B.3) festgelegen. Sie bestimmen die Blocke der Nichtstandardform Tp
sowie die Projektionen der Residuenvektoren auf die Rdume grobskaliger Anteile. Mit ihnen
wird auflerdem die Riicktransformation der berechneten Korrekturen durchgefiihrt. Um robu-
ste Multiskalen-Verfahren zu erhalten, sollte daher die Wahl der Transformationen P,f L1V/S

und Qﬁ H1V/S problemangepaflt erfolgen. Dies unterscheidet unseren Ansatz wesentlich von
den Wavelet-basierten Methoden [29, B0, 49, B2, 93, T00].

In diesem Kapitel diskutieren wir zunéchst die problemabhéngige Wahl der Prolongationen
Plf IRRVYR die dazu dient, physikalisch sinnvolle Grobgitterprobleme im Verlauf der rekur-
siven Zerlegung aufzustellen. Problemabhéingige Prolongationen P,f L1V/S kénnen iiber eine
durch den Operator induzierte Interpolation berechnet werden, die auf der Losung lokaler ho-
mogener kontinuierlicher Probleme beruht und mittels operatorabhéngiger Finite-Elemente
Basen (L-Splines, siehe Kapitel B]) interpretiert werden kann. Diese lokalen Greenschen Funk-
tionen erfiillen verallgemeinerte Skalierungsgleichungen, was den Zusammenhang mit einer
Multiskalen-Analyse herstellt [81]. Mit Hilfe der iiber L-Splines berechneten Steifigkeitsmatrix
kann dann eine dquivalente matrixabhéngige Prolongation durch die Losung entsprechender
lokaler homogener diskreter Probleme bestimmt werden. Letzteres entspricht gerade einer
lokalen Gauf-Elimination und ist fiir Probleme mit variablen Koeffizientenfunktionen der
einzig gangbare Weg zur Bestimmung einer solchen problemabhéngigen Prolongation, da die
Losung der lokalen homogenen kontinuierlichen Probleme im allgemeinen viel zu aufwendig
ist. Nach der Vorstellung problemangepafiter Prolongationen P,f L1V/S diskutieren wir ihr
Zusammenspiel mit einer méglichen hierarchischen und Wavelet-artigen Wahl der Basen der
zugehorigen Komplementriaume, die iiber die Transformationen Qg LV)S festgelegt wird.

Wir besprechen zuerst eindimensionale Probleme, fiir deren Losung man selbstverstéindlich
kein Multiskalen-Verfahren mit notwendigerweise problemangepafiten Komponenten bemiih-
en muf (siche etwa die Methode der Zyklischen Reduktion in Kapitel f.2.3), und untersuchen
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dann, inwieweit sich die eindimensionalen Techniken auf zweidimensionale Aufgaben im Rah-
men eines klassischen Tensorprodukt-Ansatzes {ibertragen lassen.

Die bis dahin diskutierten Multiskalen-Zerlegungen werden anhand einer a priori festge-
legten Gitterhierarchie konstruiert. Wir sprechen daher auch von geometrischen Multiska-
len-Zerleqgungen. Im letzten Unterkapitel diskutieren wir noch Moglichkeiten, problemange-
paBite Multiskalen-Zerlegungen auf rein algebraischem Wege zu erkliaren. Wir greifen dazu
auf Vergroberungsstrategien zuriick, die von algebraischen Mehrgitter-Verfahren her bekannt
sind [274, b2, IT2]. Dariiber definierte algebraische Multiskalen-Zerlegungen sind insbesonde-
re niitzlich zur Konstruktion robuster Verfahren fiir nichtseparable Konvektions-Diffusions
Probleme, etwa fiir Aufgaben mit wirbelbehafteter Konvektion.

5.1 Probleme in 1D

5.1.1 Operatorabhingige Prolongationen

Zur Herleitung einer problemangepafiten Prolongation P,f 1y fiir die Ansatzseite betrachten
wir das eindimensionale homogene Konvektions-Diffusions Problem mit konstanter Konvek-
tionsstéirke b # 0 und inhomogenen Dirichletschen Randbedingungen

—u" +bu' =0 auf ]mf“,xfjll[, u(z¥)y =a und u(:cf_tll) =f. (5.1)

f“,xf_ﬁl[c 2 =10, 1] sei hierbei ein finites Element der Lénge hiy1 = 2hy

beziiglich eines uniformen Gitters Q41 := {zFh € Q : ¥ .= ihy 4 fiir 0 < i < 1/hgyy}
Wir nehmen ferner an, dafl das Gitter 2,1 eingebettet ist in eine geschachtelte Folge uniform
verfeinerter Gitter € C --- C Qg1 C Qf C --- C Qp. Die Losung des eindimensionalen
Randwertproblems (B.1)) lautet

Das Intervall |z

u(z) = c1 + ca exp(bx)

mit den durch die Randbedingungen (B5.1]) festgelegten Konstanten

o exp(bmfj_rll) — Bexp(bakth) wd e 8-«

1= 2 = .
exp(bxf_tll) — exp(bzF ) exp(bxf_tll) — exp(bzF )

Sie ist von xf“,xfill,a, B und der Konvektion b abhéngig. Mit Hilfe von u kann eine pro-

blemangepafite Interpolation im Mittelpunkt :cfjll/Q =k = (aft 4 xfill) /2 € Q des

betrachteten Intervalls definiert werden, die dem Transport grobskaliger Information auf die
néchstfeinere Skala dient. Man berechnet dort den Wert der Losungsfunktion und interpre-
tiert ihn als das Ergebnis einer Interpolation

!
u(xf_:_llﬂ) = poa + pw

mit zu bestimmenden Interpolationsgewichten py, und po. Wir erhalten

k+1 k+1 k+1 k+1
B exp(bxi:fl/Q) — exp(bxi"" ) . B exp(bacij_“1 ) — exp(b:cij_“lm)
pw = Bl kr1y,  wnd Po = Bl ]

exp(bzy}; ) — exp(bx; ™) exp(bzy,; ) — exp(bx; ™) .
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Mit xﬁ“ll = xf“ +2h, berechnet man hieraus die von x

der Gewichte

k+1 xk’-i—l und l,k-i-l

i o1 i1 Ireie Darstellung

B 1 — exp(—bhy) and B
bw = exp(bhy) — exp(—bhy) po =

exp(bhg) — 1
exp(bhy) — exp(—bhy)’

Man erhélt nach einer weiteren Rechnung

1 bh 1 bh
Pw = 3 <1 — tanh <7k)> und po = 3 <1 + tanh (%)) .

Im Hinblick auf Mehrgitter-Verfahren fiithrt dieses Vorgehen zu dem eindimensionalen opera-
torabhéngigen Prolongationsmolekiil

(PEL). = pw pz pol= B <1 ~ tanh <bh7’“>> 1 % (1 + tanh <%)>} (5.2)

das eine problemabhéngige Interpolation mit Hilfe der Losungsfunktion u zur Randwertauf-
gabe (@) definiert. Selbstverstiandlich soll ein im Punkt xf“ gegebener Wert auf feineren
Skalen unveréndert iibernommen werden, weshalb pz gleich 1 zu wéhlen ist.

Wir geben nun eine Finite-Elemente Interpretation des Sterns (5.2). Dazu nehmen wir an, daf
Vi+1 ein Finite-Elemente Raum ist, der durch nodale Basisfunktionen gof;;l aufgespannt wird,
die den Gitterpunkten von .1 zugehdren. Eine Approximation wugyi der kontinuierlichen
Losung u 148t sich dann als Linearkombination

U1 () = as@f“@) + 5@1‘?11 (v)

zweier in den Randpunkten des betrachteten Intervalls verankerten Basisfunktionen schrei-
ben. Der lineare Ansatz bei der Wahl der Basisfunktionen gpﬁ]tl fithrt zu linearen Splines,
also den bekannten Hutfunktionen, und liefert auf groben Gittern und fiir groe Werte von
|b| im allgemeinen keine hinreichend gute Approximation der kontinuierlichen Lésung u auf-
grund des moglichen Grenzschichtverhaltens. Wahlt man hingegen die operatorabhéingigen

Basisfunktionen

exp(bx) — exp(bzi Tl

k+1 k41
T €[z 2
| e ey TSR
gpmt (z) := exp(b:cf_tll) — exp(bx) bl ka1 (5.3)
k1 o re e |
exp(be_l) —exp(bz; ")
0, sonst,

die als lokale Greensche Funktionen (L-Splines, siche Kapitel P]) stiickweise mit Hilfe der
Losungen des homogenen Problems zu den Randwerten 0 und 1 erklért sind, so ist die Ap-
proximation sogar exakt. Es gilt

u(z) = aexp(bxfj:ll) — Bexp(batTh) (8 — a) exp(br)
exp(bxfill) — exp(bzF ) exp(bwfill) — exp(bzF ™)

a(exp(bxf_tll) — exp(bx)) + B(exp(bx) — exp(bxf“))
exp(bzll) — exp(bai )

i+1
= apiHM (@) + By (@) = uppa ().
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Damit lassen sich die Gewichte des soeben definierten operatorabhéngigen Prolongationsmo-
lekiils (b-2) auch als die Funktionswerte der entsprechenden operatorabhingigen Basisfunk-

tionen an den Stellen xfjll/m xf“ und $i‘i_11/2 interpretieren:
k+1, k+1 k+1/ k+1 k41, k+1
pw = 90,'$ (xi+ —hi), pz= Soi,\t ($i+ ) und po = ‘Pi; (l‘i+ + hy). (5.4)

Man rechnet leicht nach, dafl die durch (5.3) definierten operatorabhingigen Basisfunktionen
eine verallgemeinerte Skalierungsgleichung [36] erfiillen:

k k k k
%;T;l(fU) = PWSD2i—1,v($) + pZSD%,v(ﬂU) + p0802i+1,v(95)' (5.5)

Wir werden dieses Resultat spéter noch in groflerer Allgemeinheit beweisen. Damit kann das
operatorabhéngige Prolongationsmolekiil (5.2) auch als verallgemeinerter Skalierungsfilter zu
einer verallgemeinerten Multiskalen-Analyse [81] gesehen werden, die durch die geschachtelte
Folge der L-Spline Finite-Elemente Rdume

Vi CVy 1 Co - C Vst CVe C V1 C---C Vo C -+ C L2N)

gebildet wird. Ebenso wie die klassischen Filter aus der Theorie der Wavelets und Signalver-
arbeitung ist unser verallgemeinerter Skalierungsfilter, der den Ubergang von einer gréberen
Skala k + 1 zur néchstfeineren Skala k beschreibt, ortlich konstant. Im Unterschied zu klassi-
schen Filtern hingt er jedoch vom betrachteten Level ab. Wir verzichten der Ubersichtlichkeit
halber aber auf eine entsprechende Kennzeichnung der Prolongationsgewichte. Die Interpre-
tation der Prolongationsgewichte mittels (5.4) 148t vermuten, dafl man im allgemeinen Fall
variabler Konvektion sogar ortsabhéngige Gewichte betrachten wird. Um den Zusammen-
hang von (P,i€ +1)* mit der Sequenz der L-Spline Finite-Elemente Riaume Vj, zu verdeutlichen,
schreiben wir fortan auch (PF 1)

Um im néchsten Abschnitt eine zu (5.9) dquivalente matrixabhéingige Prolongation herleiten
zu konnen, berechnen wir mit Hilfe der Bilinearform

a(u,v) = / v + bu'v dw
Q

eine Steifigkeitsmatrix fiir den Konvektions-Diffusions Operator Tu = —u” + bu’ relativ zu
einer Skala k. Wir machen dazu einen Petrov—Galerkin-Ansatz, der als Ansatzraum den
Raum Vj der Funktionen benutzt, die von den L-Splines aufgespannt werden. Fiir die Basis
des Testraums Sy setzen wir lediglich voraus, dafl sie aus hinreichend glatten Funktionen
goi s besteht, die in den ihnen zugeordneten Gitterpunkten auf 1 normiert sind und jeweils
gleichen Trager mit den darin verankerten L-Splines haben. Der Testraum sei dariiberhinaus
eingebettet in eine entsprechende Sequenz geschachtelter Raume

St CS1C- CS1 CSCSp 1 C---CSyC - CLAQ).
Von den zugehorigen Prolongationsmolekiilen (PI§+1, s)« fordern wir lediglich, da8 durch sie

die Werte in den Grobgitterpunkten und die oben erwahnte Trigerbedingung auf der groberen
Skala erhalten bleiben. Letzteres bedeutet, dafl (Pk’f 1.5)+ maximal drei Eintréige besitzt. Wir
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erhalten dann durch Aufsplitten des Integrals und partielle Integration

a(@hp ghs) = /Q (k) [k s) + bl ] da

= > [ Ik + i) ds
=1 "%

L/hy, k y
k k |T k k k
= D (@)eshi + / @)+ by 16 s da
=1 a Ti1
1/hy, .
k k |T
= Z(%‘,v)/@j,s gcéc_l?
=1
da die L-Splines goi?y die homogene Differentialgleichung im Inneren der Intervalle }:L’;tl, xf[
erfiilllen. Wir berechnen damit nun die jeweiligen Kopplungen im entstehenden 3-Punkte
Stern.

e Zentraler Sterneintrag:

k
Tit1

k
i

v k vk
no+ (@i,v)/¢i,3

k
Ti—1

k k k k
a(%,w%,s) = (%,v),%‘,s

k k k k
= (%,v)/%,s‘(xf)f - (‘Pi,v)/%,s‘(xfﬁ

= b (1 — eX;(—bhk) 11— exlp(bhk)>

= bcoth <%> .
2

e Ostlicher Sterneintrag:

a(wfﬂ,w@ﬁs) = (@?ﬂ,\))@ﬁs i?l = —(<P5+1,v)/|(zi_c)+
e Westlicher Sterneintrag:
iy vis) = (P)eishh = =@ |-

bexp(bhy) b bhy
= JOPOM) 2 (1 4 coth [ 2E) ).
—exp(hy) 2\ T3

Offensichtlich sind die Eintrdge unabhéngig von der konkreten Gestalt der verwendeten Test-
funktionen <pf7 s- Man vergleiche dies auch mit der Bemerkung im Anschlufl an Satz ﬁ in Ka-

pitel H Es sei y, 1= th’“ coth (th’“) ein (skalenabhiéingiger) Viskositétsfaktor. Wir erhalten da-
mit bis auf den Faktor 1/h (aufgrund des Finite-Elemente Ansatzes) den Finite-Differenzen
Stern des Il'in—Allen—Southwell Schemas (Kapitel B, Schema [)

b
(e i=ltw t= ti=25[=1 2 —1]+2[-1 0 1]. (5.6)
h 2
Hierbei verzichten wir wie bereits im Fall der Prolongationsgewichte auf die Kennzeichnung
der Skalenabhéngigkeit der Sterneintrige.



90 Probleme in 1D

5.1.2 Matrixabhingige Prolongationen

Das oben beschriebene Vorgehen zur Bestimmung einer operatorabhingigen Prolongation
148t sich nun mit Hilfe der berechneten Steifigkeitsmatrix T} ins Diskrete iibertragen. Die
Forderung, dafl das Ergebnis der Prolongation einer Grobgitterfunktion ug4; in den Fein-
ohne-Grobgitterpunkten Q£ = Qi \Qky1 durch die Losung des homogenen lokalen Problems
bestimmt ist, schreibt sich diskret als

(Ti Pl yup ) (2f) =0 fiir 2} € Qf. (5.7)

Es sei uy := P§+17vu1§+1 die Interpolation einer Grobgitterfunktion aus dem Raum Vi1 in
den Raum Vj, zum néchstfeineren Gitter. Dann erhidlt man aus (B.7) zusammen mit den
Randbedingungen uy,(zF") = 0 und uy (xfjll) =0

t
bt (T7) + k() + toun(a ) = 0, dhe - ug(w ) = —Fun(ai™),
z
t
twuk(xéﬁ_l) +tzuk( +1/2) +touk( fill) =0, dh u ( fill/Q) = _t_wuk( k+1)'
z
Der Vergleich mit (5.2) zeigt, da8 die Gewichte pjj, := —(t,/tz) und p5 := —(tw/tz) der

auf diese Weise matrixabhéingig bestimmten Prolongation mit den Gewichten der opera-
torabhéngigen Prolongation (5.9) iibereinstimmen.

Fiir Probleme mit nichtkonstanter Konvektionsfunktion b = b(z) bleiben die soeben gemach-
ten Aussagen bestehen, wenn die Losung der homogenen kontinuierlichen Gleichungen exakt
erfolgt. Das gilt insbesondere auch fiir die Skalierungsgleichung (b.5), da die Finite-Elemente
Basisfunktionen, die man durch exaktes Integrieren beziiglich der Elemente des groben Git-
ters 2,41 erhilt, genauso verbogen sind wie die operatorabhingig gewichteten Summen der
zugehorigen drei feinskaligen L-Spline Basisfunktionen zum Gitter ;. In diesem Fall sind
die Prolongationsmolekiile (PF '+1.p)« und Operatorsterne (7). nicht nur skalen- sondern zu-

dem auch ortsabhéngig. Man erhélt so die in Punkten xf“ des groben Gitters aufsitzenden
lokalen Sterne

(P = ow (@) pz(af™) polaf*h), (5-8)

die beschreiben, wie beim Wechsel zur néchstfeineren Skala in :rf“ befindliche grobskalige
Information an die umgebenden Feingitterpunkte 33’52‘—17 xlgz und ajgz 41 weiterzugeben ist.

Satz 14 (LOKALE SKALIERUNGSGLEICHUNG IM EINDIMENSIONALEN FALL)
Die operatorabhingigen L-Splines zur eindimensionalen Konvektions-Diffusions Gleichung
mit allgemeiner Konvektion b = b(x) erfillen die lokalen Skalierungsgleichungen

oyt (@) = pw (i )b y(@) + oz (i) eh v (@) + po (e ) ehia (). (5.9)

Beweis:

Um die Notation einfach zu halten, verzichten wir im folgenden auf die Kennzeichnung y.
Der Beweis ergibt sich durch explizites Nachpriifen der behaupteten Identitéit in den vier
relevanten Teilintervallen, in denen die feinskaligen L-Splines SOSi—D <p’§i und gplgi 41 einen
gemeinsamen Triager mit dem Grobgitter L-Spline cp,’f“ haben.
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i) Nachpriifen auf %, ., 25 [:

Es sei @k, | der skalierte L-Spline in x5, ;, den man iiber die elementweise Konstrukti-

on erhilt, wenn man dort statt der Randbedingung 1 den Wert @&, (2§, ) = pw(2F*h)
(= gof“(xé“i_l)) fordert. Die dazu verwendeten Randwertaufgaben skalieren aufgrund der

Linearitét des Problems mit einem beliebigen Faktor ungleich 0 und es gilt

~k k+1\ k
¥2i—1 :JUW(%'Jr )<P2i—1-

Da @k | auf |2&, o 2% [ iiber die gleiche Differentialgleichung wie ¢F*!
und die Randwerte 0 und ¢! (2%, ) annimmt, erhalten wir

bestimmt wurde

k1

k+1 ~k k
%Jr ’];pgi = 902z‘—1|]x’5i AT 10W(55Z )@2i—1|]z§i72,z§i71[’

k k
0T, _ql —2:%2

ii) Nachpriifen auf ]xlgi_l,xlgi[ :

Es sei jetzt 90]22‘—1,21‘ die Losung des kontinuierlichen homogenen Problems auf dem Teilin-
tervall Jo5; |, 25;[ mit den linken und rechten Randwerten @f; | (25, ;) = pw (z51) und
gplgifl’%(:n’;i) = 1. Aufgrund der Linearitét des Problems und der Tatsache, dafl wir jeweils
nur die homogenen Probleme betrachten, kénnen wir 90151'—1,% durch Superposition als Summe
k k+1y\ k k
Paiori = Pw (27 ) P51 o, o T 1 Pillak,

T

k+1

schreiben. Da 4,0'22_1,21- auf |z, |, 2k [ {iber die gleiche Differentialgleichung wie ;" bestimmt

wurde und die Randwerte wf“(a:gi_l) und 1 annimmt, erhalten wir

k+1 _ Ak _ k+1y K
Pi |]:c’2"i72,z]2“i71[_(p2i71,2i_pw(xi )8021'71\]9;'5

i1 +1- (p’2€i|]xl§i71,m12ei[.
Das Nachpriifen der Behauptung fiir die verbleibenden beiden Intervallen geschieht vollkom-
men analog.

O
Fiir variable Konvektion b = b(x) ist die exakte Integration der homogenen kontinuierlichen
Gleichungen im allgemeinen nicht moglich. Ausgehend von einer Feingitterdiskretisierung T},
wéhlt man in der Praxis daher stets die soeben eingefithrte matrixabhéngige Prolongation.

Wir bemerken ausdriicklich, da§ dann in Bedingung (5.7) die lokalen Operatorsterne
(Ti)s = [tw(af)  to(zf) to(a])]

zu beachten sind, die zu den lokalen Prolongationsmolekiilen (5.§) fiihren.

Der mittels der Prolongationen P,f R durch eine Petrov—Galerkin-Vergroberung entste-
hende Grobgitteroperator stimmt wegen der Skalierungsbeziehung fiir die L-Splines mit dem

direkt beziiglich der groberen Skala diskretisierten Operator {iberein:
Tyy1 = (Pl§+1,8)tTkPI§+1,V' (5.10)

Aufgrund ihrer besonderen Interpolationseigenschaften ist die operatorabhingige Prolongati-
on P,f '+1,y also mit dem gewéhlten Diskretisierungsverfahren kompatibel. Die Prolongationen
Plf s fiir die Testseite konnen etwa linear oder angepafit an das transponierte Problem
gewahlt werden. Die zweite Wahl wird im folgenden Abschnitt motiviert.
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-1k 4 -1k
1 1 1 1 1 1 1 1

I I I I I I
0 0125 0.25 0375 05 0.625 0.75 0875 1 0 0125 025 0375 05 0.625 0.75 0875 1

-1k 4 -1+

0 0.125 025 0375 05 0.625 0.75 0875 1 0 0125 025 0375 05 0625 075 0.875 1

-1+ 4 -1+

0 0.125 025 0375 05 0625 0.75 0875 1 0 0125 025 0375 05 0625 075 0.875 1

ABBILDUNG 5.1: Klassische (links) und mittels L-Splines (rechts) gebildete einfache eindimensionale
hierarchische Zerlegung auf Q =)0, 1, obere Bilder Vo, mittlere Bilder Wh , untere Bilder V1, ho = %.

5.1.3 Zur Wahl geeigneter Basen der Komplementriaume

Wir beschéftigen uns nunmehr mit der Frage der Wahl geeigneter Basen der Komplemen-
traume Wy und Fpyq, so dafl Vi = Wii1 @ Va1 und Sy = Fra1 @ Skaq gelten. Dies
ist gleichbedeutend mit der Auswahl geeigneter Matrizen Qz VS deren Spalten ange-
ben, wie sich Basisfunktionen der jeweiligen Komplementriume mittels Basisfunktionen der
zugehorigen Feingitterrdume darstellen lassen. Es wird lediglich gefordert, dafl die Matri-

k- . . . . . k- .
zen Qf L1V/S die bisherigen Prolongationsmatrizen Pj L1yys 2u Basiswechseln der Form

k — 10Ok k ..
Wiiivs = [Qk+1,y/37 PkH,V/S} erginzen.

Hierarchische Wahl

Die einfachste Moglichkeit fiir die Wahl einer Basis von Fjy1 auf der Testseite besteht aus
den in den Fein-ohne-Grobgitterpunkten xf € Qg verankerten Feingitterfunktionen Lpﬁ s> Was
mit Hilfe des trivialen in den Fein-ohne-Grobgitterpunkten aufsitzenden Molekiils

(Q’é+1,s)*=[ 1 ]

realisiert werden kann. Wir nennen diese Wahl fortan auch die hierarchische Wahl. Abbildung
b1 zeigt links eine klassische und rechts eine mittels L-Splines (b = 15) gebildete einfache
eindimensionale hierarchische Zerlegung auf dem Intervall ]0, 1[. Die oberen Bilder stellen die
feinskaligen Basisfunktionen des Raums V) fiir hg = é, dar. Die unteren Bilder zeigen die
Basisfunktionen des néchstgrobskaligeren Raums V; und die mittleren Bilder die Basen der
hierarchisch aufgespannten Komplementraume. Zur besseren Unterscheidung werden benach-
barte Basisfunktionen im Wechsel als durchgezogene und unterbrochene Kurven gezeichnet.
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Mit der hierarchischen Wahl verschwinden die Eintréige im Block By, = (Q’,Z 41 S)tTkP,iC 1y

der Zweiskalen-transformierten Steifigkeitsmatrix Tj = (Wlf 1, S)tTkW,f +1y- Man erhélt fiir
die relevanten Eintrége von By durch Einsetzen der Skalierungsgleichung (5.9)

k41 k k k k k
(Br)it1,i = a(%;; 7()022'4-1,5) = a(pW(PQi—l,V +1- $9;,v T POP1,Vs <P2i+1,$)
k k k k
= 1-a(p3; v, ¥9i+1.8) T Poa(P3i11vs P3it+1.5)
tw (x§~+1) k
= tu(ah ) — 2t (ah,,) =0
w 1+ tz($§i+1) z 1+ )
K+l k k k k k
(Bk)i—1,i = a(%; P9i-1,s) = alpwezi1y + 195y +P0Psii1 v P3i-1.8)
k k k k
= pwa(pzi_1v,¥2i-1,8) T 1 a3y, ¥3_1.5)
_tO(xgi—l)

to(w5i 1) + to(ah;_y) = 0.
to(@5; ) o o

Durch die hierarchische Zerlegung des Testraums sind die Grobgitterunbekannten also aus den

transformierten Gleichungen fiir die Fein-ohne-Grobgitter-Freiheitsgrade eliminiert worden.

Das folgende Argument zeigt, daf§ durch eine geeignete Wahl der noch nicht bestimmten
Transfomationen Qllﬁﬂ,v und P,fH,S zusétzlich auch der Block Cyyq := (Plfﬂ,s)tTlelzﬂ,v
von T}, eliminiert werden kann. Es hat dann 7T}, eine blockdiagonale Gestalt. Dies entspricht
der Eliminierung der Fein-ohne-Grobgitterunbekannten aus den transformierten Grobgitter-
gleichungen und man erreicht damit eine Entkopplung des Systems. Wir wéhlen dazu P,f s
matrixabhéngig von T}, dem transponierten Feingitteroperator, sowie Qﬁ +1,y hierarchisch.
Der Komplementraum Wy 1 von Vi relativ zu Vi wird also von den in den Fein-ohne--
Grobgitterpunkten befindlichen feinskaligen L-Splines zum urspriinglichen Operator 1" aufge-
spannt. Wir zeigen spéter bei der Besprechung zweidimensionaler Probleme, dafi diese Wahl
von Pf 1, auch durch die zu (@) duale Forderung

(Pfy1,s) Teun) (af) = 0 fir 2 € Qf (5.11)

gegeben ist. Vertauschen wir die Ansatz- und Testseite — wir machen dies durch das Symbol
vos kenntlich — und transformieren die transponierte Steifigkeitsmatrix T}, ys = T} mit
Hilfe der vertauschten Zweiskalen-Transformationen, so erhalten wir

Tives = (WEap)'TiWk s
k k k k
< (Qllz-&-l,v):TlEQll:—&-l,S (QIZH,V)ITIEP/ZH,S )
(Peoiy)' TiQi1 s (Piay) TilPiias

Hierbei ist (Qllerl,V)tTliPlfH,S = 0. Durch Transponieren von fkyos erhalten wir dann wegen

By = (Q'z§+1,s)tTkP§+1,v =0
Tk = ((Wlf-i-l,v)tTlinfH,s)t
_ ( (Q§+1,s)tTng+1,v N 0 3 )
0 (PE o) TPy )

also die gewiinschte blockdiagonale Form. Aufgrund der hierarchischen Wahl der Basen von
Wia1 und Fryq ist Agaq = (Q£+1 S)tTinﬂ y diagonal. Da der untere Hauptdiagonalblock
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Tis1 = (PF 1, D kPIfH,V wieder durch einen 3-Punkte Stern gegeben ist, kann die matri-
xabhéngige Bestimmung der Prolongationsmatrizen in Bezug auf die Ansatz- und Testrdume
rekursiv fortgesetzt werden. Die Standardform T 0,s des Feingitteroperators Ty zu den so erhal-
tenen problemabhéngigen Multiskalen-Zerlegungen der Ansatz- und Testraume Vy und Sy ist
damit diagonal und das transformierte System kann trivial gelost werden. Fiir die Nichtstan-
dardform To,ns ergibt sich entsprechend, dafl sdmtliche Nebendiagonalblocke verschwinden.
Beide Implementierungen des additiven Verfahrens aus Kapitel .3 (mittels Standard- und
Nichtstandardsystem) entarten hier also zu einem direkten Loser.

Werden die Prolongationen P,f s fiir den Testraum starr gewéhlt, zum Beispiel als lineare

Interpolationen, so verschwinden die Blocke Cj von TO,ns fur £k = 1,...,lt im allgemeinen
nicht mehr. Ein Schritt einer Multiskalen-Vorwértsubstitution liefert hier dennoch die exakte
Losung (aus Sicht des Standardsystems). In gleicher Weise besitzt T(),S untere Dreiecksgestalt
und eine gewoOhnliche Vorwirtssubstitution des auf Standardform transformierten Systems
ergibt dessen exakte Losung.

Wavelet-artige Wahl

In héheren Raumdimensionen erweist sich leider die eben besprochene hierarchische Wahl als
ungiinstig, denn

e die Elimination der Nebendiagonalblocke ist nur unvollstéindig [54] und

e die Stabilitidtseigenschaften der dadurch erzeugten Zerlegungen sind nicht mehr optimal
wie im eindimensionalen Fall [91].

Benutzt man zur Konstruktion der Komplementrédume in hoheren Dimensionen (Pre-) Wave-
lets statt der feinskaligen Basisfunktionen, so kann man zeigen, dafl fiir symmetrisch po-
sitiv definite Probleme die Standardform T 0,s spektral dquivalent zu einer Diagonalmatrix
ist [I8, B3, 75, O1]. Wir beschiiftigen uns daher in diesem Abschnitt mit der Konstruktion
eindimensionaler Wavelet-artiger Komplementrdaume. Mit ihrer Hilfe lassen sich iiber einen
Tensorprodukt-Ansatz Wavelet-artige Multiskalen-Zerlegungen in hdheren Raumdimensio-
nen einfach konstruieren. Wie wir in Kapitel B3 gezeigt haben, erzeugt man damit innerhalb
von Multiskalen-Verfahren Unterraumkorrekturen, die aus Mehrgitter-Sicht verbesserte Glit-
tungseigenschaften gegeniiber solchen aufweisen, die durch hierarchische Zerlegungen entste-
hen.

Es seien V), und Vi1 zunéchst die Rdume, die von eindimensionalen linearen Splines beziiglich
Qp und Qg4 aufgespannt werden. Dann gilt nach Definition fiir den Raum Wy, der zu-
gehorigen linearen Prewavelets [91]

Vi = Wii1 @y Vir1-

Lineare Prewavelets zu eindimensionalen linearen Splines werden als lokale Basisfunktionen
von Wy durch die Forderung bestimmt, daf sie £2(€2)-orthogonal zu den in den Grobgit-
terpunkten befindlichen grobskaligen Hutfunktionen sind. Sie werden in nicht unmittelbar
randnahen Fein-ohne-Grobgitterpunkten durch das zentral darin aufsitzende Molekiil

(Qfs1y)«=[1 -6 10 —6 1]/10
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ABBILDUNG 5.2: Lineare (links) und mittels L-Spline Prewavelets (rechts, b = 15) gebildete einfache

eindimensionale Prewavelet-Zerlegung auf Q =]0,1[, obere Bilder Vo, mittlere Bilder Wi, untere
Bilder V1, ho = é.

beschrieben. Das zum Aufsatzpunkt gehdrende Gewicht ist unterstrichen. Fiir den linken und
rechten randnahen Punkt erhélt man die links- beziehungsweise rechtsbiindig aufsitzenden
Molekiile

(Qf1v)« =19 =6 1]/10 und (Qf,qp,)«=[1 -6 9]/10.

Die Sterne geben an, wie sich ein im betreffenden Fein-ohne-Grobgitterpunkt befindliches Pre-
wavelet als Linearkombination der umliegenden feinskaligen Hutfunktionen darstellen 1&8t. Es
werden dadurch Verfeinerungsgleichungen definiert, die die Teilmatrix Q’,z 1Y des Basiswech-
sels W,f 11§ Wit @, Veyr — Vi eindeutig festlegen. Abbildung @ zeigt links (analog
zur linken Seite von Abbildung p.1) eine mittels linearer Prewavelets gebildete einfache eindi-
mensionale Zerlegung. Die rechten Bilder zeigen eine Prewavelet-Zerlegung, die zu L-Splines
gehort und auf die wir gleich zu sprechen kommen. Im Vergleich zu Abbildung b1 haben
sich nur die mittleren Bilder geéindert, die die Basen der neu gewéahlten Komplementrdume
darstellen.

Wir zeigen nun, wie man die Filterkoeffizienten in den nicht unmittelbar randnahen Fein-
ohne-Grobgitterpunkten berechnen kann. Die beiden Randfilter werden auf analoge Weise
bestimmt. Man setzt dazu ein in einem Punkt azgi_l S Qi zu konstruierendes Prewavelet
wﬁ# als eine Linearkombination von fiinf feinskaligen Hutfunktionen an, die sich in den

: k k k k k .
Gitterpunkten x5, 5, x3,_o, o5, ;, T5; und T 1, befinden:

k1 k k k k k
%; = Qi3 y T @pai—oy T 1w 1y T+ @GPy + iy (5.12)

Wir haben dabei den Beitrag von gpgi_ly durch 1 fixiert, was einer Skalierung des Molekiils

entspricht. Es hat @ZJZ’-“H dann nur mit den in :13’2274, 53151'72’ xlgl und ZL"QCZ 1o Vverankerten grob-

skaligen Hutfunktionen cpf;glv, @ffllv, goftl und gofjfllv, einen gemeinsamen Triger. Durch
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sie erhalten wir dann die folgenden vier Orthogonalitdtsbedingungen zur Bestimmung der
unbekannten Gewichte q, ..., q4:

(k+1 ¢k+1) (k+1 @Z}k+1)

¥; 2,V i 1,V
k+1  k+1 k+1 k+1
(‘pz$ 7¢+ ): (SDzJ—:1V7¢ 5 ):

Ersetzt man hierbei die jeweiligen Basisfunktionen aus Vj,1 durch die iiber das Prolonga-
tionsmolekiil (PF ' 1.p)« gegebene gewichtete Summe () feinskaliger Basisfunktionen aus
Vi, so erhilt man ein lineares Gleichungssystem fiir die vier Unbekannten qi, ..., g4, dessen
Koeffizienten sich aus Lo(92)-Integralen koppelnder feinskaliger Hutfunktionen ergeben.

Diese Konstruktion 148t sich sofort auf den Fall iibertragen, dafl V; und Vi1 von uniformen
eindimensionalen L-Splines beziiglich 2 und 241 aufgespannt werden. Es miissen dann die
L2(Q)-Integrale koppelnder feinskaliger L-Splines sowie die zugehorigen operatorabhéingigen
Prolongationsmolekiile (PF ' 1.p)« beim Aufstellen der linearen Gleichungssysteme zur Berech-
nung der Detailfilterkoeffizienten beriicksichtigt werden. Wir erhalten dadurch problemange-
pafite Filter (Q’,z +1,V)* und damit problemangepafite Prewavelets, kurz L-Spline Prewave-
lets, die eine problemabhéngige Basis des Komplementraums W1 bilden, so dafl wiederum
Vi = Wit1 B, Vi1 gilt. Abbildung zeigt rechts (analog zur rechten Seite von Abbil-
dung B.1)) die entsprechende mittels L-Spline Prewavelets gebildete einfache eindimensionale
Zerlegung zur moderaten Konvektionsstiarke b = 15. Im Fall extremer Konvektion mit

k,00
(Peipyp)s = hm (Pk+1 v)=1[0 1 1]

entarten die dariiber gebildeten L-Splines zur bekannten Haar-Funktion [36]. Als zugehérige
L-Spline Prewavelets erhélt man wegen

(Qsy)- = [0 =1 1 0 0], (5.13)
@y)s = L 0 0 und (QPYy,)-=100 —1 1] (5.14)

genau das Haar-Wavelet zusammen mit den entsprechenden Randmodifikationen. Der Uber-
gang innerhalb unserer operatorabhingigen Skalierungs- und Waveletfilter-Konstruktion zwi-
schen dem Fall b = 0 (reiner Laplace-Operator) und dem Fall b = oo (reiner Konvektions-
Operator) ist stetig. Dies wird durch Abbildung deutlich. Sie zeigt fiir zunehmende Kon-
vektionsstédrken L-Spline Prewavelets im Innern des Gebiets sowie die zugehorigen Randmo-
difikationen in den unmittelbar randbenachbarten Feingitterpunkten relativ zu den umge-
benden L-Spline Basisfunktionen (mit unterbrochenen Kurven gezeichnet).

Fiir Probleme mit nichtkonstanter Konvektionsfunktion lassen sich ausgehend von lokalen in
Punkten 3:?“ des groben Gitters befindlichen Molekiilen (PF 1,1« lokale Filter (QF 1)

berechnen, die in Fein-ohne-Grobgitterpunkten xf € Q£ verankert sind. Man erhélt so lokale
L-Spline Prewavelets und den von ihnen aufgespannten Komplementraum Wy 1, der wieder-
um Lo(2)-orthogonal zu dem von lokal definierten L-Splines aufgespannten Raum Vi ist.
Wir bemerken schliefllich, daf eine Basis des Komplementraums Wy, 1, die man iiber feste
Filtermasken (Qi +17V)* im Zusammenhang mit einer problemabhéingigen Wahl der Rdume
Vi, und Vi1 konstruiert, trotzdem problemabhéngig ist. Es werden hierbei Basisfunktionen
von Wi 1 nach einer festen Vorschrift aus problemabhéngigen feinskaligen Basisfunktionen
von Vi aufgebaut. Dann gilt allerdings nur noch Vi = Wgi1 @ Vit1. Aus unseren numeri-
schen Beispielen in Kapitel § wird deutlich, dafl gerade die Kombination problemabhéingiger



ABBILDUNG 5.3: Entwicklung der eindimensionalen (Rand-) L-Spline Prewavelets fiir zunehmende
Konvektionsstirke (b = 0,15,100,1000) von links nach rechts.
Skalierungsfilter mit fest gewahlten Detailfiltern, etwa
(Q’,:;,l)* = -1 2 —1]/2 (Pre-Prewavelet Filter), (5.15)
@)« = [1 =6 10 —6 1]/10 (Prewavelet Filter) (5.16)

und zugehorige Randmodifikationen, im Rahmen eines Tensorprodukt-Ansatzes die besten
Resultate liefert.

5.2 Probleme in 2D: Tensorprodukt-Konstruktionen

5.2.1 Operatorabhingige Prolongationen

Im folgenden erweitern wir die Uberlegungen des letzten Abschnitts auf den zweidimensiona-
len Fall. Wir betrachten dazu zuerst den formalen zweidimensionalen Konvektions-Diffusions
Operator mit konstanter Konvektion b = (b1, by) # 0 beziiglich Q =10, 1[?

T = —A+ 010, + b20,. (5.17)
Es 148t sich dann 7" additiv in die Richtungsanteile
Ty :=—-02+b0; und T,:=—0; + b0,
aufspalten, so dafl formal gilt
T=T,+T,. (5.18)

Es sei Qg1 := {(z k“,yf“) €Q: =iy und y = jhp41 fir0 < 4,5 < 1/hgy1}
ein uniformes quadratisches Gitter mlt Maschenwelte th = 2hk. Wir nehmen an, dafl Qx4
in eine geschachtelte Folge Qy C -+ C Qpy1 C Qf C --- C o dyadisch verfeinerter quadra-
tischer Gitter eingebettet ist. Mittels einer klassischen Vierfarbenunterteilung [62] kann das
néchstfeinere Gitter )y in vier disjunkte Mengen unterteilt werden:

Q,(Cl’l) = {(z f,y]) €0, 1[%: ¥ = ihk,yf = jhy,0 <i,j < 1/hg,i ungerade, j ungerade},
Q](Co’l) = {(z f,y]) €0, 1[%: ¥ = ihk,y}g = jhg,0 <i,j < 1/hg,i gerade, j ungerade},
Q,(Cl’o) = {(z f,y]) €0, 1[%: ¥ = ihk,y;-“ = jhy,0 <i,j < 1/h,i ungerade, j gerade},
Q}(go,o) = {(z f,y]) €0, 1[%: z¥ = ihk,y}C = jhy,0 <i,j < 1/hg,i gerade, j gerade},

= Qg1
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Die Punkte aus Q£ = Q,(Cl’l) UQ;CO’I) UQ,(:’O) bilden die Fein-ohne-Grobgitterpunkte des Gitters
1}, wohingegen Qf := Q}(€0,0) die Menge der Grobgitterpunkte ist, die aufgrund der uniformen
dyadischen Verfeinerung das néchstgrobere Gitter 2,41 darstellt. Wir betrachten nun einen
Gitterpunkt (z k“,yf“) € Qp41. Lost man dort mittels der eindimensionalen Technik aus
dem vorherigen Unterkapitel separat die zugehorigen homogenen Gleichungen beziiglich T,
und T, zu allgemeinen Randwerten, so ergeben sich fiir beide Richtungen die eindimensionalen
Prolongationsmolekiile (siche Formel (b.2))

W20~ e s o) [ (v (P) 1 oo (2]

(PEY). = (pv pzy ps| = [%(1—tanh(%>> | %(Htanh(%))].

Sie hédngen nur von T}, respektive T} ab und legen die Werte einer von uns zu bestimmenden

)

operatorabhéngigen Prolongation mit 9-Punkte Sternmuster in den Gitterpunkten aus Q,io’l
und QS’O) fest:
PNwW PN DPNO
ko
Py = Pw Pz PO
bsw DPs PSoO

Die eindimensionalen operatorabhéngigen Prolongationssterne (P,ffl) und (Pk 1)+ konnen
mit Hilfe eindimensionaler L-Splines gol(%l)f} und cpf;;l)% interpretiert Werden, die jeweils ein-

dimensionale operatorabhéngige Finite-Elemente Réume V,ff und V! 1, entlang der Gitter-
linien y = ka = const und x = a:kH = const definieren. Legt man eine Anordnung der
Gitterlinien in z- und y-Richtung fest, so kénnen diese Rdume zu abstrakten eindimensionalen
Réumen V;’, | und VY 41 zusammengefafit werden.

Die so gefundenden eindimensionalen L-Splines liefern die erforderlichen Randbedingungen
zur Bestimmung der verbleibenden Gewichte pnw, pno, psw und pgo in den Punkten

(azki i /2 ykii y 2) € Q£ iitber homogene lokale Probleme. Wir illustrieren das Vorgehen anhand

der Berechnung von pgy in (x f 11/2, y;“+11 /9

). Wir 16sen dazu das homogene Dirichletproblem
—Au+ b10zu + b20yu =0 (5.19)

auf dem Element ]wfj’ll, :rf Hx ]nyrll ) yf“[ mit den Randbedingungen

U =0
[t ) @ ) )
U =0
[t ) @ ) )
Ul b1 k1 kbl kbl = k+1"k1k1 k+1 k1 (5.20)
(Can sy R Lan) Pl V), @ it
k+1:v
u = ..
[t ) @ i) = gy vl g @bt i)
und definieren
o k41 k+1
bsw = u(xi—1/2’yj—1/2)‘
In analoger Weise werden pyw, pnyo und pso berechnet, so dafl zusammen mit py = 1

schliefflich P,f 1 vollsténdig bestimmt ist.
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Durch Tensorproduktbildung erhélt man aus den eindimensionalen Rdumen V;’, | und V,Z: 11
den zweidimensionalen operatorabhingigen Finite-Elemente Raum

Vi1 = Vi Vi

(5.21)
k41 k41 k+1,a:( oLy

= <(p(i,j),V : So(i’j)y(xay) = (p(i,j),V T (p(i,j),v(y) fir 0< Za] < 1/hk+l> .

Hierbei bezeichnet < > den Span der entsprechenden Basisfunktionen. Die Werte des zwei-
dimensionalen Prolongationsmolekiils (Pk’f 1)« in den (a:f“,yf“) unmittelbar umgebenden
Punkten des feineren Gitters €2 kénnen dann direkt als die dortigen Funktionswerte der
zweidimensionalen Finite-Elemente Basisfunktion gpl(“ﬂ’v, die wir im folgenden auch Tensor-

1,
produkt-L-Splines nennen, abgelesen werden:

Py = @@y T ), ps = e LTy = hy),
pw = @@ = byt po = o L@t + ey,
Pz = (pl(f;rj;v(:vfﬂ, yf“) sowie (5.22)
paw = @G (@ = ey ), pvo = o L@ eyt 4 ),
psw = @iy (@ = ey T =), pso = o (@l by T = ).

Das gilt insbesondere auch fiir die Funktionswerte in den Punkten mf € Q,(Cl’l). Da T nach
Voraussetzung additiv in die eindimensionalen Richtungsanteile T, und T, zerfallt, erfiillen die
Einschrénkungen der zweidimensionalen Tensorprodukt-L-Splines auf die Elemente von %11
dort die homogene kontinuierliche Differentialgleichung zusammen mit den oben gestellten
Randbedingungen. Aufgrund der Eindeutigkeit ihrer Losung stimmen sie also genau mit der
Losung u von (b.19), (5.20) iiberein. Man beachte weiterhin, daf§ die Eckeintrige aufgrund
der Tensorprodukt-Struktur von Vi, als Produkte geschrieben werden kénnen:

bPNw = PN PW, bPNO = PN DO,
psw = DpPs - DPwW, psw = DPs-PoO-

(5.23)

Die zweidimensionalen Tensorprodukt-L-Splines geniigen wiederum einer verallgemeinerten
Skalierungsgleichung und die operatorabhingigen zweidimensionalen Prolongationsmolekiile
(P,f ,1)« konnen als verallgemeinerte Skalierungsfilter zu einer verallgemeinerten Multiskalen-
Analyse angesehen werden, die durch eine geschachtelte Sequenz eben dieser operatorab-
héngigen Tensorprodukt-Finite-Elemente Rdume gebildet wird. Um den Zusammenhang von
(PF ',1)+ mit der Sequenz der Tensorprodukt-L-Spline Finite-Elemente Réume Vj, zu verdeut-

. . . . k . k,x k.y
lichen, schreiben wir fortan wieder (P, ; )« sowie auch (P 1))« und (P} )+

Zur Herleitung einer entsprechenden matrixabhingigen Prolongation berechnen wir mittels
der Bilinearform

a(u,v) = / Vu - Vv + by (Oyu)v + ba(0yu)v dedy
Q

eine Steifigkeitsmatrix fiir den Konvektions-Diffusions Operator T' = —A + b10, + b20y rela-
tiv zu einer Skala k. Wir machen dazu wie im eindimensionalen Fall einen Petrov—Galerkin-
Ansatz mit einem von Vj, verschiedenen Testraum Si, der ebenfalls {iber das Tensorprodukt
eindimensionaler Rdume S und 8}5 entstanden und in eine entsprechende Sequenz geschach-
telter Rdume eingebettet sei. Die am Aufbau von ¢ und S} beteiligten eindimensionalen
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Réume S,f’j und Sg’i entlang der Gitterlinien mégen die gleichen Voraussetzungen wie im
eindimensionalen Fall erfiillen. Es ergeben sich dann ausgehend von den eindimensionalen
Réumen V}f’j und S,f’j sowie VY " und S};’i als Diskretisierungen der Richtungsanteile T, und
T, sowie der eindimensionalen schwachen Identitéten beziiglich beider Richtungen die Sterne

(Tlf)* = [tw tz,z to]a

(T = [tn tay ts,
(Mp). = =

[Mmw mep Mo, [mn may  mgl.

Man erhilt damit aufgrund des Tensorprodukt-Ansatzes und der Tatsache, dafl T separa-
bel ist, als zweidimensionalen Operatorstern die folgende Summe von dyadischen Produkten
eindimensionaler Sterne:

(Ti)s = (M) - (T50)s + (TS - (M) (5.24)

5.2.2 Matrixabhingige Prolongation

Mit Hilfe der gerade berechneten Steifigkeitsmatrix T} und einer speziellen ,, Plattungstechnik*
&8t sich das oben beschriebene Vorgehen zur Bestimmung einer operatorabhéngigen Prolon-
gation ins Diskrete iibertragen. In den Punkten aus Qg)’o) verwenden wir selbstversténdlich
p’y =1 als Wert der matrixabhéngigen Prolongation. Zur Berechnung der Gewichte pyj, pfy,

Pl und p¢ in den Punkten aus Q,(Cl’o) und ngo’l) definiert man eindimensionale 3-Punkte Ster-

ne (T7%), und (T,f )+ aus den beiden Richtungsanteilen von (5.24) durch diagonales ,,Plitten*
der Massensterne (M), und (M}),:

(MY)% - (T
(T - (M)

(
(

my - (T))«

= My - (Tg)* mit My = My + mz,:p + Me.

e = mit  my = my +m,y + ms,
*

N ]f
Aufgrund des Verschwindens der Sternsummen von (7}F), und (T,f )« 1Bt sich dies auch als
ein spalten- und zeilenweises Aufsummieren der Eintréige des 9-Punkte Sterns (7} ). interpre-

tieren:

0 0 0
tnw tn tno tnw tn tno
lw tz o +lw |+l | +lo |,
tsw tS tSO + tSu} + tS + tSO
0 0 0
lhw tn tno 0|thw + tn + tno |0
tw t. te | — | 0| tw + t. + t,]0
tsw tS tSO 0 tS'LU + tS + tSO O
Die durch Plittung gewonnenen eindimensionalen Sterne (T,f)* und (Tg )« sind lediglich ska-
lierte Versionen von (7{), und (7} ). Die mit ihrer Hilfe definierten Gewichte pft := —%,/, .,
Py = —tuw/tvz,z, PR = —fs/fz,y und p = —tun/fz,y in den Punkten aus Q,(gl’o) und ngo’l) sind

daher identisch mit den oben erkldrten operatorabhéingigen Werten, da sich die Skalierungs-
faktoren bei der Quotientenbildung herauskiirzen.
Zur Bestimmung der Gewichte p'iy,, P, Py und pd, fiir die verbleibenden Punkte aus
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Q,gl’l) addiert man die geplatteten Sterne und gelangt so zu dem 5-Punkte Stern

tn
(T)s = (TF) + (T))! = | tu Ez,zvjrfz,y t, | . (5.25)
ls

Man 16st nun in den Punkten aus ng’l) die durch T}, gegebenen diskreten homogenen Pro-
bleme zusammen mit den bereits bestimmten Gewichten als den diskreten Randwerten. Wir
erhalten beispielsweise fiir pd};, die Bestimmungsgleichung

£p&w + taply + topd = 0.

Durch Umformen und Einsetzen der bekannten Gewichte pfj, = —1, / Ez,z und pg = —in / fz,y
ergibt sich

— . m
n-~ oV — < %] — pS pW
tz,x tz,y tz,:p tz,y

y l[u i, ffn] iy i
Analog erhdlt man pg, = pd'pdy, Py = PPy und piyy = ppy - Da sich somit die Eck-
gewichte der matrixabhéingig bestimmten Prolongation ebenfalls als Produkte der bereits
berechneten Gewichte schreiben lassen, ist wegen (b.23) die matrixabhéngige Prolongation
gleich der operatorabhéngigen Prolongation. Die Wahl des Testraums Sy beeinflufit unter den
gegebenen Voraussetzungen lediglich die Eintréage der eindimensionalen Massensterne (M),
und (M), und veréndert damit héchstens die Skalierung der Sterne (T,f)* und (Té’ )«. Daher

ist die matrixabhéngige Prolongation unabhéngig von Sk.

Wir betrachten nun den Fall variabler separabler Konvektion b = (by (), ba(y)). Auch hier
ist eine additive Zerlegung des Konvektions-Diffusions Operators 7" wie in (b.1§) immer noch
moglich. Exaktes Losen der eindimensionalen Gleichungen fiir beide Richtungsanteile T, und
T, entlang der Elementkanten hinsichtlich des groben Gitters {};4; mit den Randwerten
0 und 1 liefert verbogene eindimensionale L-Splines. Diese werden zusammen mit homoge-
nen Nullrandwerten entlang der dufleren Kanten der Grobgitterelemente als Randwerte zur
Losung der homogenen zweidimensionalen Gleichung auf diesen Elementen gesetzt. Aufgrund
der Tatsache, dafl T' separabel ist, ergeben sich deren Losungen als die Produkte der verbo-
genen L-Spline Anteile, die als Randwerte dienten. Setzt man die so erhaltenen Losungen
beziiglich der vier an einen Grobgitterpunkt (mf“, y;?“) angrenzenden Grobgitterelemente
stiickweise zusammen, so erhédlt man lokale zweidimensionale Basisfunktionen relativ zu Q4
und die operatorabhéngigen Prolongationsgewichte konnen wieder als deren Funktionswer-
te in den umliegenden Feingitterpunkten von €2 interpretiert werden. In diesem Fall sind
die Prolongationssterne (P} ' 1.p)« und Operatorsterne (T}), nicht nur skalen- sondern zudem

(karl k+1
K2

auch ortsabhéngig. Man erhilt die in Punkten ' Yj ) des groben Gitters aufsitzenden

lokalen Sterne

pw (@5 ) pn (@) pvo (@ y™)

(P (ijyw)e = pw((fﬁi}i“ﬂ%“)) pz((%?i,yz“)) po((xi;“,y%’i“)) . (5.26)
1 1 1 1 1
psw((z; ™y ™)) ps((@™yi ™) psol(a ™ y7™)

Sie beschreiben, wie beim Wechsel zur néchstfeineren Skala in (xf“, yf“) befindliche grob-
skalige Information an die umgebenden neun Feingitterpunkte weiterzugeben ist. Die lokalen
Grobgitter-Basisfunktionen kénnen als Tensorprodukte der stiickweise zusammengesetzten
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verbogenen eindimensionalen L-Splines entlang der Elementkanten geschrieben werden. Da-
her haben die Eckeintriige der lokalen operatorabhiingigen Prolongation (5.2¢) wieder Pro-
duktstruktur. Es gelten damit dann auch verallgemeinerte lokale Skalierungsgleichungen.

Satz 15 (LOKALE SKALIERUNGSGLEICHUNG IM ZWEIDIMENSIONALEN SEPARABLEN FALL)
Die operatorabhingigen L-Splines zur zweidimensionalen Konvektions-Diffusions Gleichung
mit separabler Konvektion b = (by(z),ba(y)) erfillen die verallgemeinerten lokalen Skalie-
rungsgleichungen

k+1 _ k k k
Pl T:y) = |PNWPi1 2541,y T PNP(2ij11) v T PNOP(2i-12j4+1),V
k k k
TPWP(2i-1,25),v T P2 (2i25),y T POP(2i-1,25),v (5.27)

k k k
T PSWP(2i-1,.2j+1),v T PSP(2i2j+1)v T p5090(2¢—1,2j+1),v} (z,y).

Bei den Gewichten handelt es sich um die Fintrdge des in (xf“,y}f“) aufsitzenden lokalen

Prolongationsmolekiils (P]f+1 (id) V)

Beweis:
Die Behauptung ergibt sich sofort aus der Tensorprodukt-Darstellung von go’(“f]l) y und der
verallgemeinerten Skalierungsgleichung (5.9) im eindimensionalen Fall.

O

Wie bereits festgestellt wurde, ist fiir variable Konvektionsfunktionen die exakte Integration
der kontinuierlichen homogenen eindimensionalen Gleichungen zur Bestimmung der nichtver-
schwindenden Randwerte entlang der Elementkanten im allgemeinen nicht moglich. Ausge-
hend von einer Feingitterdiskretisierung 7} wahlt man in der Praxis daher stets die soeben
eingefiihrte matrixabhéngige Prolongation. Hat T} eine Tensorprodukt-Struktur dhnlich wie
(b-24), was beispielsweise auf die einfache 5-Punkte Upwind-Diskretisierung (B:14) aus Ka-
pitel B zutrifft, so liefert die matrixabhéngige Prolongation auch in diesem Fall die gleichen
Gewichte wie die operatorabhéingige Prolongation. Dabei miissen bei der Berechnung dann
lediglich die lokalen Operatorsterne (7, k7(i,j))* beachtet werden. Der mittels der Prolonga-
tionsoperatoren P,fﬂy und P,fH,S durch eine Petrov—Galerkin-Vergroberung entstehende
Grobgitteroperator stimmt aufgrund der Skalierungsbeziehung fiir die L-Spline Ansatzraume
mit dem direkt iiber den Petrov—Galerkin-Ansatz beziiglich der groberen Skala diskretisierten
Operator iiberein:

Tit1 = (Plfﬂ,s)tTkPlfﬂ,v- (5.28)

Aufgrund ihrer besonderen Interpolationseigenschaften ist die operatorabhéingige Prolonga-
tion P,f 't1.y also mit dem gewéhlten Diskretisierungsverfahren kompatibel.

Zur Bestimmung einer matrixabhingigen Prologation im allgemeinen Fall nichtseparabler
Konvektion b = (b1(z,y), ba(z,y)) verwendet man anstelle der geplitteten die urspriinglichen
Operatorsterne. Die damit berechneten Eckgewichte von (Plf-&-l,(i,j),v)* tragen dann eben-
falls zur lokalen Gauf-Elimination bei. Eine verallgemeinerte lokale Skalierungsgleichung wie
(5.27) ist dann aber nicht mehr erfiillt und man gelangt insbesondere zu nichtkonformen
Grobgitterrdumen. Dariiberhinaus existieren verfeinerte Techniken von de Zeeuw, die zur
Definition matrixabhéngiger Prolongationen die Aufspaltung der lokalen Operatorsterne in
ihren symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil verwenden. Fiir Einzelheiten ihrer Kon-

struktion verweisen wir auf die Arbeiten [I32, I33].
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5.2.3 Zur Wahl geeigneter Basen der Komplementriaume

Wir untersuchen im folgenden die Frage nach der Wahl geeigneter Basen fiir die Komple-
mentraume W1 und Fiy1, so dall Vi = Wii1 & Vi und S = Fryp1 © Ska1 gelten. Dies
ist wiederum gleichbedeutend mit der Auswahl geeigneter Matrizen Qi FLV/S) deren Spalten

angeben, wie sich Punkten (xf,yf) € Q£ zugeordnete Basisfunktionen der jeweiligen Kom-
plementriume mittels der Basisfunktionen der zugehorigen Feingitterriume darstellen lassen.
Matrixabhéngige Prolongationen P]f 1V/S fiir die Ansatz- und Testseite kdnnen zusammen

mit einer hierarchischen Wahl der Prolongationen Qg +1V/8 fiir die Komplementrédume als
Transformationen interpretiert werden, die eine approximative Block-Gaufl-Elimination des
einfach zerlegten Operators T}, bewirken. Wir illustrieren diesen Zusammenhang, indem wir
entsprechend dem eindimensionalen Fall nachweisen, dafl ideale matrizabhingige Prolonga-
tionen fiir die Ansatz- und Testseite zusammen mit einer hierarchischen Wahl der Komple-
mentrdume wieder zu einer Block-Diagonalisierung der Zweiskalen-transformierten Steifig-
keitsmatrix fithren. Die ideale matrixabhéngige Prolongation fiir die Ansatzseite erhdlt man
durch exaktes Losen homogener Probleme, die ideale matrixabhéngige Prolongation fiir die
Testseite durch exaktes Losen entsprechender dualer Probleme. Dies fithrt aber im allgemei-
nen zu vollbesetzten Matrizen P,f L1v/s und damit zu nicht mehr effizient durchfithrbaren
Verfahren.

Verwendet man statt der idealen die im letzten Abschnitt berechneten matrixabhéngigen Pro-
longationen, so ist die Block-Gauf-Elimination nur noch unvollstéindig. Es ergibt sich aufler-
dem die folgende Schwierigkeit. In hoheren Raumdimensionen besitzen die iiber die hierarchi-
sche Wahl gebildeten Zerlegungen nicht mehr die gleichen optimalen Stabilitétseigenschaften
wie im eindimensionalen Fall. Betrachtet man anstelle der hierarchischen Zerlegungen Wave-
let-artige Zerlegungen, so zeigen die dariiber gewonnenen Multiskalen-Zyklen optimale Kon-
vergenzeigenschaften [[21]. Dies liegt insbesondere an dem stérkeren Einflufl der zugehorigen
Multiskalen-Glétter. Wir beschéftigen uns deshalb mit der Konstruktion Wavelet-artiger Ba-
sisfunktionen fiir die Komplementriume mittels eines Tensorprodukt- Ansatzes ausgehend von
den besprochenen eindimensionalen Wavelet-artigen Zerlegungen. Aufgrund unseres allgemei-
nen Petrov—Galerkin-Ansatzes ist es dann moglich, Wavelet-artige Multiskalen-Zerlegungen
mit hierarchischen zu kombinieren, um dadurch in einem multiplikativen Verfahren eine ap-
proximative Elimination beispielsweise der Grobgitterunbekannten aus den transformierten
Feingittergleichungen unter verbesserten Stabilitéits- und Glattungseigenschaften zu erhalten.

Hierarchische Wahl und ideale Prolongationen

Fiir die folgende algebraisch gehaltene Betrachtung ordnen wir die Gitterpunkte von € so,
dafl wir zunéchst die Punkte aus Q£ = 0 \Qi41 und danach die aus €, = Q41 aufzdhlen.
Dies erreichen wir durch eine einfache Permutation und wir erhalten als permutierten Ope-

rator
Apy1 Brn )
Ty = . 5.29
F < Cry1 Trpr (5:29)

Die permutierten Matrizen werden mit den gleichen Ausdriicken wie die urspriinglichen be-
zeichnet. Die Blockgestalt (5.29) wird hierbei also nur durch die Permutation der Unbekann-
ten induziert und nicht durch einen zusétzlichen Basiswechsel. Die Prolongationsmatrizen
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P,f 1y und P,f 1S haben beziiglich der neuen Anordnung die Blockstrukturen

Pk7f Pk’yf
Pk o k+1,Y d Pk _ k+1,S
k+1LY = | phic un k+1.8 = | phie .
k+1,V k+1,8

Es seien ferner ny = |Q£| und n, = |Qf| die Anzahlen der Fein-ohne-Grob- sowie Grobgitter-
punkte. Der Ubersichtlichkeit halber kennzeichnen wir hiermit im folgenden die GréBen von
Null- und Einheitsmatrizen. Der Wert der Prolongationen P,ff 1y und P,ff '\ 1.s in den Punkten

aus Q,(CO’O) betrage 1, so daf} also P,ffly = 1,,xn, und P,ffLS = 1,,xn, sind. Wir erhalten

gemif einem hierarchischen Ansatz fiir die Komplementraume

1 1
Q£+1,V = ( ngXny ) und Q£+17S = ( nfgXng >

OnCX’I’Lf Onanf

Die Forderung, dafl das Ergebnis der Prolongation P,f +1,y in den Feingitterpunkten durch die
Losung des homogenen lokalen Problems bestimmt ist, formulierten wir diskret in (5.7) als

(TuPE puns) (@) = 0 fiir 2f € Q.
Die duale Forderung (b.11) zur Bestimmung der Prolongation P} 1,5 lautete
((Pr,) Tioun) () = 0 fiir 2 € O

Hierbei sind up € Vx und ug4+1 € Vi41 beliebige Funktionen. Unter Beriicksichtigung der
neuen Anordnung kann man diese beiden Bedingungen #quivalent in Matrixform schreiben:
k k —_
Ak+1pkjrf1’v + Bry1 = Onjyxn,, d.h ijrva = — A} Bri1, (5.30)
k k —_
(Pk:&-fl,S)tAkJrl + Crt1 = Onexny, doh Pk:&-fLS = —A41,Chpr- (5.31)

Definieren wir mit Hilfe der so bestimmten idealen Prolongationen fiir den Ansatz- und den
Testraum die Zweiskalen-Transformationen

-1 —t ot
- 1 —A
W]f_‘_lyv _ < ]_nf><nf Ak—i—lBk—l—l ) und Wlf_s_LS _ < ngXng k+1Ck-|—1 > , (532)

Ne XNy 1nc><nc Oncxnf lncxnc

so erhalten wir

T = WEas)'TiWhiy

_ < ]-nf><nf Onfxnc > < Ak+l Onfxnc >
—C'k+1z4,;l1 Lo.xn. Crt1 T _Ck+1A];ilBk+l

< AkJrl Onf XTe )
Oncxnf Tk:Jrl - Ck+1A];_il_1_Bk+1

Der Zweiskalen-transformierte Operator T}, ist also wie schon im eindimensionalen Fall block-
diagonal. Fiir eindimensionale Probleme stimmen die mittels (5.30) und (5.31)) algebraisch
definierten idealen Prolongationen mit den in Kapitel b.1] erklérten operator- beziehungsweise
matrixabhéngigen Prolongationen iiberein.
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Im zweidimensionalen Fall sind Fein-ohne-Grobgitterpunkte anders als im Eindimensionalen
nicht nur von Punkten des groberen Gitters sondern auch von Fein-ohne-Grobgitterpunkten

umgeben. Beispielsweise haben fiir ein Gitter (2 Punkte aus der Menge Q,(Cl’l) auch Git-

terpunkte aus Q,io’l) und Q,(fl’o) als direkte Nachbarn. Diese topologische Beziehung fiihrt
ausgehend von einem Operator T mit 5-Punkte oder 9-Punkte Sternmuster dazu, dafl der
Block Aj1 des permutierten Operators nicht mehr diagonal und damit dessen Inverse A,;l_l
nicht lokal ist. Der mit Hilfe idealer Prolongationen P,f 1,y und P,f 1.5 fir den Ansatz- und
Testraum berechnete Grobgitteroperator Ty 1 — CkHA,;l_lBkH ist dann im allgemeinen voll-
besetzt und daher ein rekursives Fortfithren der idealen Vergroberung auf effiziente Weise
nicht moéglich. Approximationen ]5,? 1y und ]515 1.5 an die idealen Prolongationen kénnen
nach dem folgenden allgemeinen Prinzip gefunden werden. Man ersetze die Blocke Ay und
By11 sowie A’,; 41 und C’}; 41 durch Ak+1 und ékH respektive ful';f 41 und CU’}; so daf} die
beiden Forderungen

+10

e Ay und Aj, sind einfach zu invertieren und

. /ul,;ilék_,_l und Zl,;jlé,g 41 sind lokale Approximationen an AELBICH sowie A,;LC}; 41
erfiillt sind. Man definiert damit
i-1 P A—t At
Sk . —A Bk+1 2k . —A C
Pk+1,V = ( 1k+1 > und Pk+1,8 = < 1k+1 k+1 (5.33)
NeXNe Ne XNe

als Approximationen der idealen Prolongationen fiir den Ansatz- und Testraum. Sie kénnen
als ideale Prolongationen zu den modifizierten Diskretisierungen des urspriinglichen und dua-

len Problems . . . .
(Ak:+1 Bk+1) und (Al;c—i—l CIE;H)

t
Crt1 Tt By Tpiy

angesehen werden.

Wir zeigen abschlieflend noch, wie die im vorherigen Abschnitt konstruierte matrixabhéingige

Prolongation fiir den Ansatzraum hieriiber verstanden werden kann. Ausgehend von der

Vierfarbenunterteilung von € besitzen die Blocke Agy1, Br+1 und Ciy1 der permutierten
Steifigkeitsmatrix (5.29) eine innere Blockstruktur, so dafl

Al A% A Bip

- | A AR A B

Al AP AL Bin

CI%H CI%H Clz)—i-l Tita

gilt. Die erste Blockzeile beschreibt die Kopplungen der Freiheitsgrade aus Q,(cl’l), die zweite

diejenigen aus Q,(CO’I), die dritte die aus QS’O) und schliefflich die vierte die Kopplungen der

Grobgitterfreiheitsgrade. Der durch Pldtten der Massensterne enstehende Operator T) mit
dem 5-Punkte Sternmuster (5.25) hat dann die Gestalt

A11 112 113
A Ad A4 0

121 522 52
o | Ak Ak 0 Biy
Ty, = 131 133 53

Apy 00 AR, By

‘o ‘3 y
0 Cipn G Then
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Hierbei sind die durch 0O gekennzeichneten Blocke Nullblocke passender Dimension und die

Hauptdiagonalblocke /vl}j 1 (i = 1,2,3) jeweils diagonal. Die Bestimmung der Gewichte pf},,

Py, Py und p¢ in den Punkten aus Q,gl’o) und Q,(COJ) mittels der eindimensionalen Rich-

tungsanteile (T,f)* und (T, )« kann als das Vernachléssigen der Kopplungen fliil und Aiﬁ_l
verstanden werden, so dafl sich die im vorherigen Abschnitt konstruierte matrixabhingige
Prolongation fiir den Ansatzraum mittels (5.33) iiber die Approximationen

A11 A12 A13
Ak—i—l Ak—‘rl Ak—‘rl 0
o o o “9
Ak+1 = 0 A%?H 0 und Bk+1 = Bk+1
133 3
0 0 Ak+1 Bk+1

der Blocke Agy1 und By ergibt. Es hat Ak.l’_l insbesondere obere Dreiecksgestalt und ist
damit einfach zu invertieren.

Wavelet-artige Wahl

Wir beschreiben jetzt fiir den Fall einer Wavelet-artigen Wahl der Komplementraum-Basen
auf der Testseite den allgemeinen Aufbau der zugehorigen Transformationsmatrix Q’,g 1y

Die Konstruktion der entsprechenden Transformation Qﬁ 41,5 fir die Ansatzseite geschieht
vollkommen analog. Anhand der eindimensionalen Finite-Elemente Raumen V,‘f 7 und V;;"i
zur Skala k entlang der Gitterlinien y = yé“ = const und r = mf = const erhalten wir
durch Tensorprodukt-Bildung der abstrakten eindimensionalen Rdume V; ; und V;j 41 den
zweidimensionalen Finite-Elemente Raum

Vi =V @V (5.34)

mit der natiirlichen Tensorprodukt-Basis

k,x k, . .o
{@](gi,j),v : So?i,j),v(%y) = So(i,j)y(x)@(i?j),y(y) fir 0 <i,j <1/hg}.

Wir kennzeichnen im folgenden eindimensionale Basisfunktionen mit Hilfe von Indizes zu-
gehoriger Fein-ohne-Grobgitterpunkte. Wir betrachten die Zerlegungen

Vil = Wil e v, (5.35)
Vet = Wi eV, (5.36)

mit den Basisdarstellungen

W]‘:il = <¢k+1’x 10 <i<1/hg,i ungerade> , V,fjfl = <90](€Z+]1)f, 10 < <1/hyg,i gerade> ;

(Z7J)7V
Wyyi — wk-‘rl,y 0 < g <1/h i uneerade Vy,i o k+l,y . 0< i< ]./h + serade
kel @)y "0 S k)] ung » Vi1 = (P 0<J kyJ 8 .

Dabei bezeichnen Q,Z)ZE;‘Q“; und 1/1?:;;%”) Basisfunktionen der entsprechenden Komplementriume.
Die Zerlegungen (5.35) und (p.36) fithren zu abstrakten eindimensionalen Zerlegungen

Vlf = Wlf—s—l @ Vlf—i—lv
V}j W,fﬂ @ V}:H.
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Durch Einsetzen dieser in die Tensorprodukt-Darstellung (5.34) gelangen wir zu der folgenden
Zerlegung des feinskaligen Ansatzraums Vy:

Vi = Wi @ Vi) @ Wi @ Vi)
= Wi, @ Wi e Wi @ Vi) © Vg @ Wiy © (Vi @ Vi)
1 0, ,0
=: wity e oWl e WY e Ve

Wir erhalten dabei als natiirliche Basisdarstellungen der drei unterschiedenen Anteile des

Komplementraums Wy, = W,glﬁ) ® W,E,i’? @ W,(Cﬁ)

1y E+1,(1,1) | k+1,(1,1) k+1,x k+1,
Wit = (WS e S @) = el @ )

fiir 0 < 4,j < 1/hg, i ungerade, j ungerade>,

o1 k+1,(0,1) _  k+1,(0,1) k+1,x k+1,
e A R A S COR R AR A CO T A )

fiir 0 < 4,5 < 1/hg, i gerade, j ungerade>,
1,0 k+1,(1,0 k+1,(1,0 k+1.a k+1,
ng—i—l) = <¢(m),§; ) : w(m)ﬁ; )(377?1) ‘P(Z-; ( )¢(1—; y( )

fiir 0 < 7,5 < 1/hg, i ungerade, j gerade>.

Die Basisfunktionen der Detail-Unterrdume kénnen auch iiber lokale zweidimensionale Sterne
charakterisiert werden, die sich aus den Produkten der berechneten eindimensionalen lokalen
Skalierungs- beziehungsweise Waveletfilter ergeben. Wir gehen davon aus, dafl es moglich
ist, fiir jeden inneren Gitterpunkt in jeder Gitterrichtung entweder eine Grobfiltermaske der
maximalen Liange 3 oder eine Detailfiltermaske der maximalen Lénge 5 anzugeben. Fiir dem
Rand néchstgelegene innere Punkte hat die Detailfiltermaske in der entsprechenden Richtung
jedoch die maximale Lénge 3. Wir erhalten als lokale zweidimensionale Sterne in

ko k 11 . k, k,z
(; 7yj) € : (Qkfl,(z‘,j),v)i ' (Qk+17(i,j)7v)*’
0,1 , @
(kb e (@, ) P g

1,0
(8 € Y (PR )b QT )

Hierbei bezeichnen Qllzfl,(i, Y und Pk 135),V lokale eindimensionale Filter. Fiir die Punk-

te aus Qéo’l) wird dem Tensorprodukt-Ansatz entsprechend in y-Richtung ein Detailfilter
gewihlt, da sie (mit Ausnahme der randnahen Punkte) auf einer y-Gitterlinie von Q11 ge-
nau zwischen zwei Grobgitterpunkten sitzen. Fiir die Punkte aus Q}(€1,0) wird aus dem gleichen
Grund in z-Richtung ein Detailfilter gew#hlt. Die vollstédndige Transformationsmatrix, die den

Komplementraum Wi, 1v charakterisiert, kann nun mit Hilfe der resultierenden Teilmatrizen
,(1,1) k,(0,1) k,(1,0)
Qi1 Qriry und Qiiyy 2u

k (0,1)  ~k,(1,0)
Qk+1v = [Qk+1 Vo Qk+1 vi Qii1y]

zusammengesetzt werden.



108 Probleme in 2D: Algebraische Konstruktionen

Ausgehend von eindimensionalen hierarchischen Zerlegungen ergibt sich mit der soeben vor-
gestellten Tensorprodukt-Konstruktion nicht die im letzten Abschnitt diskutierte zweidimen-

sionale hierarchische Zerlegung. Der Grund hierfiir ist, dal am Aufbau der Transformati-

Pk,x/y

onsmatrizen Qi’ﬁﬁ) und Qi_&?} noch die eindimensionalen Skalierungsfilter (P, +1,(z’,j),v)*

beteiligt sind.

Will man iiber mehrere Skalen hinweg matrixabhéngige Filter in Punkten aus ngo,l) und
Q,(cl’o) bestimmen, so verlangt dies — selbst im Fall homogener Dirichletscher Randbedingun-
gen — eine besondere Beriicksichtigung der Randgitterpunkte. Wir sprechen im folgenden
der Einfachheit halber direkt von Kopplungen der Gitterpunkte anstatt von Kopplungen
der darin aufsitzenden Basisfunktionen. Betrachten wir zum Beispiel einen dem westlichen
Rand von ), nichstgelegenen Punkt aus QS’O). Dann sitzt geméfl der oben beschriebenen
Vorgehensweise darin in z-Richtung ein Detail- und in y-Richtung ein Grobfilter auf. Zur
korrekten Berechnung des (matrixabhéngigen) Grobfilters benutzt man die Kopplungen des
néchsten nordlichen und siidlichen Feingitterfreiheitsgrades inklusive der Kopplungen durch
die Randgitterpunkte. Ein ,,abgeschnittener* Dirichlet-Stern liefert hier falsche Ergebnisse.
Selbst wenn auf dem feinsten Gitter die Kopplungen der randnahen Freiheitsgrade durch
die Randgitterpunkte beriicksichtigt werden, indem man die vollsténdigen Operatorsterne
verwendet, miissen, damit dies auf den groberen Skalen richtig fortgefithrt wird, die jeweiligen
Grobgitteroperatoren ebenfalls inklusive der Kopplungen durch die Randgrobgitterpunkte
richtig aufgestellt werden.

Dies erreicht man, indem man von vornherein den Operator auch in den Randpunkten auf-
stellt und mittels (matrixabhéngiger) Prolongationen in den Randgrobgitterpunkten, die
Randkopplungen der randnahen Grobgitterpunkte berechnet. Man bestimmt ebenfalls die
Kopplungen der Randgrobgitterpunkte durch die randnahen Grobgitterpunkte und erhilt
damit Grobgitteroperator-Sterne in den Randgrobgitterpunkten, so dafl sich die Prozedur
auf grobere Skalen fortsetzen 1af3t.

5.3 Probleme in 2D: Algebraische Konstruktionen

5.3.1 Algebraische Multiskalen-Zerlegungen

Die im letzten Unterkapitel besprochenen problemangepafiten Tensorprodukt-artigen Multi-
skalen-Zerlegungen sind {iber eine fest vorgegebene geometrische Vergroberung der zugrunde-
liegenden Gitter entstanden (Vierfarbenzerlegung). Wir bezeichnen sie daher auch als geome-
trische Multiskalen-Zerlegungen. Fiir Randwertprobleme in kompliziert berandeten Gebieten
ist ein in diesem Sinne geometrisch orientiertes Multiskalen-Konzept, zumindest was einfache
ungestorte Probleme betrifft, zwar immer noch moglich, es fithrt jedoch schon in diesen ein-
fachen Fillen zu recht komplizierten Konstruktionen [34, 46, 77, 10, I11]. Eine Frage, die in
dem Zusammenhang ebenfalls auftritt, ist, ob sinnvolle Multiskalen-Zerlegungen auch dann
noch definierbar sind, wenn zu dem zu l6senden linearen Gleichungssystem kein physikalisches
Gitter mehr vorhanden ist.

Eine Mehrgitter-Variante, die mit Erfolg Multilevel-Loser fiir nur schwer oder tatséchlich
unzugéngliche Geometrien konstruiert, ist die Klasse der algebraischen Mehrgitter- Verfahren
(AMG) [27, 52, 103, 012]. Im Unterschied zu geometrischen Mehrgitter-Verfahren, bei de-
nen die Folge der Grobgitterpunkte vorgegeben ist, werden bei algebraischen Mehrgitter-
Verfahren zunéchst geeignete Grobgitterfreiheitsgrade ausgewahlt, was mit Hilfe zweier re-
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eller Parameter « und [ iiber das Konzept algebraisch glatter Fehler und die Betrachtung
starker und schwacher Kopplungen geschieht. Wir bemerken ausdriicklich, dal durch diese
Auswahl die Fein-ohne-Grobgitterfreiheitsgrade automatisch festgelegt sind. Danach werden
zugehorige Prolongationen und Restriktionen problemabhéingig berechnet, was die sogenann-
te Setup-Phase abschlie3t. Sowohl fiir die Auswahl der entsprechenden Freiheitsgrade als auch
fiir die Berechnung der Prolongationen und Restriktionen wird ausschliefflich die Systemma-
trix des zu lésenden Gleichungssystems benutzt. Die auf diese Weise algebraisch bestimmten
Prolongationen und Restriktionen kénnen dann innerhalb gew6hnlicher Mehrgitter-Loser ein-
gesetzt werden.

Algebraische Mehrgitter-Verfahren haben sich insbesondere aber auch als sehr robuste Loser
fiir Probleme mit kompliziert gearteten Koeffizientenfunktionen des Differentialoperators
erwiesen, etwa bei der Behandlung von wirbelbehafteten Konvektions-Diffusions Proble-
men [67]. Wirbelbehaftete Stromungen und die daraus abgeleiteten Konvektions-Diffusions
Gleichungen sind nach unserem Wissen eine grofle Herausforderung fiir alle zur Zeit exi-
stierenden Mehrgitter-Loser, da sie zu hochgradig nichtseparablen Problemen fiithren [78,
79, 94, 128]. Aufgrund der einschrinkenden Mehrgitter-Interpretation unserer Multiskalen-
ZyXklen erscheint es aussichtslos, solch schwierige Probleme mit den bisherigen Tensorprodukt-
Techniken erfolgreich angehen zu kénnen. Samtliche Versuche, etwa eine Kreisstromung auf
der Basis geometrisch definierter Multiskalen-Zerlegungen und matrixabhédngiger Multiska-
len-Transformationen zu behandeln, fithrten zu nicht zufriedenstellenden Ergebnissen. Da das
algebraische Mehrgitter-Konzept bewuft auf speziell definierte Glattungsprozeduren verzich-
tet, stellt sich die Frage, ob im Fall einer Kreisstromung mit Hilfe AMG-basierter Zerlegungen
und Komponenten ein robuster Multiskalen-Loser gefunden werden kann, der auf direkten
algebraischen Multiskalen-Zerlequngen beruht.

Eine naheliegende Unterraumzerlegung ist in diesem Zusammenhang durch eine AMG-basier-
te hierarchische Basis Zerlegung gegeben. Hierbei werden auf jedem Level nach Festlegen der
Basen der néchstgrobskaligeren Raume, was mittels der AMG-Prolongationen geschieht, die
zugehorigen Komplemente durch die bisherigen in den Fein-ohne-Grobgitterpunkten befind-
lichen Basisfunktionen aufgespannt. Fiir den gewohnlichen Laplace-Operator ergeben sich
mit AMG jedoch (approximativ) wieder geometrische Vergroberungen und bilineare Inter-
polationen. Deshalb ist nicht zu erwarten, dafi man mittels AMG-basierter hierarchischer
Zerlegungen einen zumindest optimalen Multiskalen-Loser erhélt. Dies ist ein Nachteil, unter
dem auch die Approximative Zyklische Reduktion Reuskens leidet, wie in Kapitel @] bereits
bemerkt wurde. Mit einem AMG-hierarchischen W-Zyklus wiirde man dhnlich wie mit AMLI-
Verfahren, die hohere Polynomgrade verwenden (siche Kapiteld), zwar eine Stabilisierung
des Losers hinsichtlich seiner Gitterweitenabhéngigkeit erreichen, fiir komplizierte Proble-
me kann ein solcher W-Zyklus aber sehr aufwendig sein. Dies liegt daran, dafl die Zahl der
ausgewéihlten Grobgitterfreiheitsgrade aufgrund der algebraischen Auswahl nicht notwendig
mit einer geometrischen Rate abfillt. Ein entsprechender W-Zyklus ist dann im allgemeinen
nicht mehr mit einem Aufwand von O(Ny) implementierbar, wenn Ny die Dimension des
Gleichungssystems ist.

Man gelangt so zur Frage nach moglichen Wavelet-artigen Stabilisierungen AMG-basierter
hierarchischer Basen. Die Konstruktion AMG-basierter Prewavelets iiber eine explizite Or-
thogonalisierung jeweils relativ zum néchstgrobskaligeren Raum fithrt — wenn iiberhaupt
moglich — zu duflerst komplizierten und uniiberschaubaren Bestimmungsgleichungen fiir die
jeweiligen Filterkoeffizienten. Ihr Erfolg ist zudem fraglich, wie unsere Erfahrung mit den
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explizit konstruierten L-Spline Prewavelets zeigt. Auch Lifting-Konstruktionen [IT3] leiden
in unserem Fall unter &hnlichen Schwierigkeiten. Daher haben wir uns fiir eine wesentlich
einfachere Moglichkeit entschieden, die sich auf die folgende elementare Beobachtung stiitzt.

Betrachtet man den trivialen Fall eindimensionaler Konvektions-Diffusions Probleme, so fllt
auf, daf bei geometrischer Vergroberung und verschwindender Konvektion der 3-Punkte Ope-
ratorstern, also die zweite Ableitung mittels zentraler Differenzen, bis auf eine Skalierung mit
dem Pre-Prewavelet Filter (b.15) iibereinstimmt. Im umgekehrten Grenzfall verschwinden-
der Diffusion ist der einfache Upwind-Stern mit dem berechneten L-Spline Prewavelet Filter
(b-13) identisch.

Wir schlagen deshalb vor, AMG-basierte Detailfilter als Baupldne der Basisfunktionen der
Komplementraume einfach iiber lokale Operatorsterne zu konstruieren, die sich in den ent-
sprechenden Fein-ohne-Grobgitterpunkten befinden. Wir setzen fiir einen Punkt (;Uf, yf) € Q£

(Qﬁﬂ,(i,j),v)* = (T (i,5)) #- (5.38)
Die resultierenden Basisfunktionen der Komplementraume bezeichnen wir als A MGlets.

Eine dhnliche Idee wird in [73] zur matrixabhéngigen Bestimmung von Prolongationsmatrizen
P,fﬂ y ausgehend von einer Feingitterdiskretisierung und einer Galerkin-Vergroberung ver-

wendet. Es wird dabei P,fﬂy bis auf Skalierung durch (Plf—i-l,(i,j),v)* := |(Th,(i,j))+|, das heiflt
iiber die Betréige der Eintrédge der Operatorsterne in den entsprechenden Grobgitterpunkten
(zk, yf) € Q. gebildet.

Im Verlauf des algebraischen Vergroberungsprozesses verbreitern sich bekanntlich zuneh-
mend die iiber die Galerkin-Produkte (P,fH’V)tT kplerl,V bestimmten Grobgitteroperator-
Sterne. Die Triger der so konstruierten AMGlets vergroflern sich natiirlich entsprechend.
Man kann versuchen, dem Verbreitern der Grobgitteroperator-Sterne entgegenzuwirken, in-
dem man mittels eines Paramaters yp die Zeilen der an dem Galerkin-Produkt beteiligten
AMG-Prolongationen abschneidet und eine Reskalierung durchfiihrt [I12]. Ferner werden von
uns danach relativ zum betragsméfig grofiten nicht zentralen Eintrag der resultierenden Ope-
ratorsterne die kleinsten Sterneintrége mit Hilfe eines weiteren Parameters g abgeschnitten
und zum zentralen Sterneintrag hinzuaddiert. Wir erhalten damit die Matrizen Q’,Z 1V bis
auf die Skalierung iiber die abgeschnittenen Sterne

(Qz-l—l,(i,j),v)* = [(Th,(i,5)) v - (5.39)
Ein solches algebraisches Abschneiden entspricht genau der klassischen AMG-Philosophie und
bewirkt anschaulich eine Konzentration und Lokalisierung der AMGlets.

Zusammenfassend erhalten wir die nachfolgende Prozedur zur Bestimmung der Transforma-
tionsmatrizen P,f 1y und ng 1Y fiir eine Wavelet-artige algebraische Multiskalen-Zerlegung
der Ansatzseite anhand von T} und AMG(a,3):

1. Auswahl von Qf und Q£ durch AMG(«,f3);

2. Berechnen der AMG-basierten Prolongation P,f RS
3. Abschneiden von P,f 1.y mittels yp und Reskalierung;

4. Berechnen von Qf_, |, mittels (5.39);

Die Zweiskalen-Transformationen beziiglich gréoberer Skalen kénnen dann mit Hilfe der iiber
Galerkin-Produkte Ty = (P,f +17)/)'5T/€P,f 't1,p bestimmten Grobgitteroperatoren weiter be-
rechnet werden.



Kapitel 6

Numerische Beispiele

In unseren numerischen Beispielen betrachten wir die Konvektions-Diffusions Gleichung
Tu:=—Au+bi0yu+b0yu = f auf Q=]0; 1[2

zusammen mit homogenen Dirichletschen Randbedingungen. Ausgehend von einer geeigneten
Diskretisierung beziiglich unterschiedlich feiner uniformer Tensorproduktgitter ¢ C € unter-
suchen wir numerisch das Konvergenzverhalten der vorgestellten multiplikativen Multiskalen-
Verfahren. Es soll dabei fiir verschiedene Testprobleme die Auswirkung unterschiedlicher
Kombinationen von Petrov—Galerkin-artigen Multiskalen-Zerlegungen der Feingitter Ansatz-
und Testraume auf die Konvergenz der Verfahren untersucht werden. Wir studieren die fol-
genden vier Klassen von Konvektions-Diffusions Problemen, die aus Sicht der meisten derzeit
bekannten iterativen Loser einen zunehmenden Grad an Schwierigkeit aufweisen:

T = —A+4+b0,, T¢ = _A+%(aﬁ+8y)7
TV = —A+bcoswd, +bsinwd,, T° = —A+dbx(z—1)(1-2y)0,

—4by(y — 1)(1 — 2z) 0.

Hierbei ist b eine Konstante (b = 0,10, ...,10%,10%) und der Winkel w € [0, 7] beschreibt fiir
das Beispiel T7 die Richtung der Konvektion relativ zur z-Achse.

6.1 Beschreibung der Experimente

6.1.1 Testumgebung

Zur Diskretisierung der kontinuierlichen Operatoren verwenden wir durchweg die 5-Punkte
Sterne (B.14), die durch Finite-Differenzen und einfaches Upwinding entstehen (Kapitel 2,
Schema []). Dies geschieht mit der Absicht, schon beziiglich des feinsten Gitters Qg jeweils
eine stabile Diskretisierung zu erhalten [62]. Wir setzen voraus, dafi Qg iiber eine Hierarchie
von geschachtelten Gittern durch uniforme dyadische Verfeinerung entstanden ist. Hierauf in-
terpretieren wir die Upwind-Diskretisierung als ein Schema, das ndherungsweise mittels einer
Petrov—Galerkin Finite-Elemente Methode mit operatorabhéingigen Ansatz- und Testraumen
Vo und Sy entsteht. Geméafl der Bemerkung zu Beginn von Kapitel B sprechen wir dann
ebenfalls von Multiskalen-Zerlegungen zugehoriger Feingitter Ansatz- und Testrdume. Um
numerisch stabile Verfahren zu erhalten, skalieren wir die Operatoren der obigen Testbeispiel
mit einem Faktor ¢ = % fiir b # 0. Wird nicht ausdriicklich auf andere Zerlegungstiefen
hingewiesen, so betrachten wir fiir die von uns verwendeten gewdthnlichen und verbesser-
ten Multiskalen-Zyklen jeweils vollstéindige Zerlegungen der Ridume Vg und Sy. Die grobsten
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Gitter bestehen also aus nur einem einzigen inneren Gitterpunkt und im Fall geometrischer
Multiskalen-Zerlegungen gilt It = —loghg — 1. Die Korrekturen beziiglich der Komponen-
ten der Detailunterrdume werden, sofern nicht eine andere Methode genannt wird, iiber eine
unvollstédndige Zerlegung (ILU(0)) der jeweiligen Blocke Ay (k = 1,...,1t) berechnet.

In unseren Experimenten beziiglich geometrisch definierter Multiskalen-Zerlegungen hat sich
die klassische hierarchische Basis Transformation zur bilinearen Hut-Funktion als die giin-
stigste Wahl fiir die Transformationen W,fﬂ,s und die dadurch induzierten Multiskalen-
Zerlegungen der Testseite erwiesen. Diese wird daher standardméfig in den zugehorigen
Experimenten betrachtet. Im Fall algebraischer Multiskalen-Zerlegungen verwenden wir ent-
sprechend eine AMG-basierte hierarchische Zerlegung fiir die Testseite. Die Zerlegungen der
Ansatzseite ergeben sich durch die Kombination bekannter Prolongationstechniken aus dem
Gebiet der Mehrgitter-Verfahren mit hierarchisch und Wavelet-artig aufgespannten Komple-
mentriumen wie in Kapitel f beschrieben.

Zur praktischen Beurteilung der Konvergenzgeschwindigkeit unserer Verfahren wird jeweils
die durchschnittliche Reduktionsrate des Iterationsfehler beziiglich der lo-Norm

. 1
et -1
Oit1 = (H 0”) (6.1)

llegl]

wihrend einer vorgegebenen Anzahl it = 30 von Iterationen gemessen [64]. Um frei von Start-
effekten zu sein, wird die Messung erst nach dem ersten Iterationsschritt begonnen. Aufgrund
der Linearitdt der Verfahren kann man sich dabei ohne Einschrankung auf den Nullvektor als
Losung zur rechten Seite 0 und einen nichtverschwindenden Startvektor x{ beschrinken [64].
Da die Fehlervektoren e} = zg — 2y = —z} dann bis auf das Vorzeichen mit den Iterierten
iibereinstimmen, lassen sich so auf einfache Weise die Iterationsfehler verfolgen. Die Iteration
wird vorzeitig abgebrochen, wenn der relative Fehler kleiner als 10719 ist. Die geometrischen
Mittel ;1,1 werden dann beziiglich der bis dahin gemessenen Fehler berechnet. Um einen Ein-
druck vom asymptotischen Verhalten des Verfahrens zu bekommen, mitteln wir gegebenenfalls
auch nur iiber die letzten fiinf durchgefithrten Iterationen. Die nachfolgenden Tabellen be-
ziehen sich auf einen normierten und gleichverteilten Zufallsvektor als Startvektor xJ, so daf
fiir den Startfehler immer ||e]|| = 1 gilt. Die Tabellen beschreiben, wenn nicht ausdriicklich
auf etwas anderes hingewiesen wird, das Verhalten der durchschnittlichen Reduktionsraten
0it,1 in Abhéingigkeit von der Problemgrsfle, die iiber die Gitterweite hy des Anfangsgitters
Qo gegeben ist, und dem Stérungsparameter b. Die ersten Spalten beziehen sich dabei immer
auf das ungestorte Poissonproblem mit b = 0. Zudem werden noch teilweise die Normen der
Iterationsfehler gezeichnet. Um die Abhéngigkeit der Verfahren vom Stérungsparameter b
zu studieren, werden fiir feste Gitterweiten hg die Fehlerkurven zu unterschiedlichen Werten
von b im gleichen Plot nebeneinander dargestellt. Um die Abhéngigkeit der Verfahren von
der Gitterweite hg zu untersuchen, werden fiir festes b die Fehlerkurven zu unterschiedlichen
Gitterweiten hg nebeneinander gezeichnet.

Die Verfahren wurden im Rahmen eines Computerprogramms mit Hilfe der Programmbi-
bliothek PETSc (Version 2.0.28) [@, 0, [1] unter ANSI C implementiert. Die Testbeispiele
7%, TP und T wurden jeweils auf einem PC (Dell Precision 620 mit zwei Pentium ITT Xeon
CPUs, 933 MHz) mit zwei GigaByte Hauptspeicher gerechnet. Als Compiler wurde hierbei
der GNU C-Compiler in der Version 2.95.2 verwendet. Fiir das Testbeispiel 7% wurde eine SGI
Origin 200 (vier MIPS R10000 CPUs, 180 MHz, 1 MB Cache) mit insgesamt vier GigaByte
Hauptspeicher benutzt. Der C-Compiler war diesmal der des Herstellers.
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6.1.2 Rechenaufwand

Entscheidend fiir die Beurteilung eines Iterationsverfahrens ist neben den Konvergenzraten,
die wir anhand numerischer Experimente bestimmen, auch der Rechenaufwand Cy, der pro
Iteration zu leisten ist. Diesen bestimmt man durch Abzihlen der Rechenoperationen. Auf-
grund der rekursiven Struktur unserer Verfahren ist dies jedoch nicht offensichtlich. Wie wir
in Kapitel @ gesehen haben, kénnen unsere Multiskalen-Zyklen mit Hilfe eines speziell defi-
nierten Glétters auch als gewohnliche Mehrgitter-Verfahren interpretiert und implementiert
werden. Fiir solche Implementierungen diirfen wir zur Aufwandsabschéitzung direkt auf die
entsprechenden Abschétzungen bei Mehrgitter-Verfahren zuriickgreifen.

Die in Algorithmus 3 relevanten Schritte sind die Glattungsiteration, die Restriktion des nach
dem Vorglattungsschritt berechneten Residuums sowie das Aufaddieren der prolongierten
Grobgitterkorrektur. Im Fall von gewohnlichen Multiskalen-Zyklen mit Sp_1 = Ty fiir
k = 1,...It bezeichnen wir ihren Aufwand mit

e CgNj_1 Operationen fiir x =z + Q],z;}/\i,;l(Qﬁzsl)t(f - S’k_lx),
e CrN;_1 Operationen fiir s = (P,ﬁgl)t(f — S’k,lm),

e CoNg_1 Operationen fiir z =z + P,f;lsv.

Im Fall der verbesserten Multiskalen-Zyklen, die fiir £ > 1 die Schur-Komplement-Approx-
imationen S;_1 = Tj_1 — C’k_lAl;llBk_l verwenden, erhalten wir entsprechend Cg ), und
CR,imp- Fiir zweidimensionale Probleme und Standardvergroberung gilt

Ni—1

N, <
="

(6.2)

Ist Co stalNo der Aufwand fiir einen Schritt von Algorithmus 3 im Fall eines gewthnlichen
Multiskalen-Zyklus mit einem Multiskalen-Vor- und Nachglattungsschritt, so 1d3t sich dieser
abschétzen durch

Co,stalNo < (2Cs + Cr + Cc) Ny + pCi staN1.

Wir erhalten mit (§.2) Cosqa < (2Cs + Cr + Cc) + 5Ci sta und daher

It—1 C
Co,sta < (2Cs +Cr + Cc) 1+ 24 4 (ﬁ) 4 plttstd

wobei Cjy s1q den Aufwand fiir die grobskalige Korrektur auf der Stufe It bezeichnet. Abschétz-
en der geometrischen Reihe ergibt wegen 4% N;, < Ny schlieBlich

2Cs +Cr+Co —I—O((M)lt).

Co,std < [—f =

4

Definiert man Cgq := 2Cs +Cgr+Cc und Cipp = 2Cs.imp +Cr.imp +Cc, so erhalten wir damit
die folgenden Aufwandsabschéitzungen fiir die von uns betrachteten Multiskalen-Zyklen:

e Gewdhnlicher Multiskalen-V/(1,1)-Zyklus: Co sra < 4Cata + O((1)"),
e verbesserter Multiskalen-V(1,1)-Zyklus: Co jmp < Csta + %Cimp + (’)((i)lt),

e gewdhnlicher Multiskalen-W (1,1)-Zyklus: Co g < 2Csra + O((1)").



114 Testbeispiel T*: Konvektion in z-Richtung

Benutzen wir im Fall der verbesserten Varianten fiir £ = 2, ..., [t die Darstellungen
k—2 \t k=2 -1 (k=2 \t k—2
Sk—1 = Tg—1— (Pk—1,8> Tk*QQk—LVAk—l(Qk—LS) Tk*QPk—l,V’

so ist die Anwendung von S, t—1 im Vergleich zu der von T}_1 zumindest um einen Faktor neun
teurer. Wir rechnen dabei lediglich die Kosten der Anwendungen von 7Tj_1 sowie Tj_o und
gehen von 9-Punkte Sternen aus. Eine solche Implementierung der verbesserten Multiskalen-
Zyklen ist damit sogar aufwendiger als ein gewShnlicher Multiskalen-W-Zyklus.

Durch Abzéihlen der Rechenoperationen ist der Rechenaufwand fiir Multiskalen-Verfahren im
Fall geometrischer Multiskalen-Zerlegungen mit den gerade beschriebenen Formeln unmittel-
bar vorhersagbar. Gleiches gilt auch fiir den Speicheraufwand. Das ist anders im Fall algebrai-
scher Multiskalen-Zerlegungen, da die Dimensionen der zerlegenden Unterrdume grobskaliger
Anteile nicht von vornherein feststehen und ein Gesetz wie (6.2) im allgemeinen nicht gilt.
Die Dimensionen der grobskaligen Unterrdume ergeben sich erst im Verlauf des Algorith-
mus und sind von Problem zu Problem verschieden. Es ist nicht einmal die Gesamtzahl der
mittels AMG bestimmten Skalen zu Anfang festgelegt. Wir definieren daher zwei Kennzah-
len, die Gitterkomplexitdt C9 und die auf eine AMG-basierte Nichtstandardform ausgerichtete
Nichtstandard-Operatorkomplexitit C 4, mit denen sich a posteriori Aussagen iiber die Kosten
AMG-basierter Multiskalen-Verfahren treffen lassen:

"y dim(Vy) nnz(Tp) + Sy [nnz(A) + nnz(7})]
dim(V) nnz(7Tp) ’

wobei nnz(M) fir eine Matrix M die Anzahl ihrer Eintrdge ungleich Null bezeichnet. Die
Gitterkomplexitidt CY gibt eine Vorstellung von dem Speicheraufwand fiir die im Multi-
skalen-Verfahren verwendeten (Hilfs-)Vektoren. Mit der Nichtstandard-Operatorkomplexitit
C?, erhélt man ein Maf fiir den Speicheraufwand hinsichtlich der fiir ein Multiskalen-Ver-
fahren abzuspeichernden Operatoren. Nimmt man an, dafl die Anzahl der FlieBkommazahl-
Operationen auf jeder Stufe des Verfahrens proportional zur Zahl der Eintréige der Grobgitter-
operatoren ist, kann man mit Hilfe von C?, ebenfalls den Rechenaufwand von V-Zyklus-artigen
Multiskalen-Verfahren sinnvoll abschéitzen.

CY .=

und C;, =

6.2 Testbeispiel T“: Konvektion in z-Richtung

6.2.1 Hierarchische Zerlegungen des Ansatzraums

Betrachtet man als Losungsverfahren einen gewohnlichen Multiskalen-V(1,1)-Zyklus zusam-
men mit klassischen hierarchische Basis Transformationen fiir die Ansatz- und Testseite, so
bricht das dariiber definierte Galerkin-artige Multiskalen-Verfahren mit zunehmender Kon-
vektionsstéirke sehr bald zusammen und divergiert. Das ist nicht weiter verwunderlich, da
bekanntlich die durch diesen Vergroberungsprozefl gebildeten Grobgitteroperatoren mit wa-
chensendem b zunehmend instabil werden und die dariiber berechneten ,,Korrekturen® die
Konvergenz des Verfahrens zerstoren [64, [37].

Deshalb gehen wir auf der Ansatzseite zur Verwendung matrixabhéngiger Prolongationen
und zugehoriger hierarchischer Zerlegungen iiber. Tabelle B.1 zeigt die durchschnittlichen
Fehlerreduktionsraten g 1 fiir den Fall, daf3 die Zerlegung des Ansatzraums iiber die matri-
xabhéingige hierarchische Transformation wie in Kapitel p-2 definiert wird. Die Raten stei-
gen mit zunehmender Problemgréfle, was schon durch das Verhalten der klassischen Hier-
archische Basis Mehrgitter-Methode in Bezug auf das konvektionsfreie Problem mit reinem
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‘ ho '\ b H 0.0 ‘ 10t ’ 102 ‘ 103 ‘ 10 ‘ 10° ‘ 106 ‘ 108 ‘
8 0.29 0.38 0.58 0.56 0.58 0.63 0.64 0.64
16 0.36 0.51 0.71 0.78 0.79 0.80 0.78 0.79
32 0.52 0.57 0.81 0.87 0.87 0.87 0.88 0.88
64 0.60 0.67 0.85 0.91 0.93 0.93 0.93 0.94
128 0.64 0.69 0.89 0.93 0.93 0.95 0.96 0.96
256 0.69 0.69 0.90 0.93 0.94 0.96 0.97 0.97
512 0.72 0.75 0.86 0.93 0.94 0.96 0.98 0.98
1024 0.75 0.76 0.88 0.92 0.96 0.95 0.98 0.99
PI?—&-LV: matrixabhingig Q§+17V: hierarchischer Filter [ 1 |

PI§+1,S: bilinear QZJFLS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.1: Beispiel T®: Gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0it,1.

‘ Ry '\ b H 0.0 ‘ 10t ‘ 102 ‘ 10® ‘ 10* ‘ 10° ‘ 106 ‘ 108 ‘
8] 026 [ 037 ] 059 [ 061 [ 0.64 [ 0.64 | 0.65 | 0.66
16 [[ 037 [ 050 | 073 | 0.79 | 0.79 | 0.83 [ 0.83 | 0.80
32 || 050 | 056 | 0.78 [ 0.87 | 0.90 | 0.88 | 0.90 | 0.90
64 || 059 | 066 | 085 | 0.88 | 0.92 | 093 | 0.93 [ 0.93
128 [ 0.63 | 0.69 | 0.86 | 0.88 | 0.92 T 0.94 | 0.94
256 || 0.68 | 0.68 | 0.87 | 0.90 | 092 | 094 | 095 | 0.95
512 || 071 | 075 [ 0.86 | 0.89 | 092 | 094 | 0.95 i
1024 || 073 | 078 | 087 | 0.89 | 0.92 | 0.83 | 0.95

PI?+1,V: matrixabhéngig Q£+1,v: hierarchischer Filter [ 1 ]
PI?—&-L.S: bilinear QQ-H,S: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.2: Beispiel T®: Gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0:t1,
exakte Glittung.

‘ hy'\ b H 0.0 ‘ 10t ’ 102 ‘ 103 ‘ 104 ‘ 105 ‘ 106 ‘ 108 ‘

8] 021 | 028 | 042 | 049 | 050 | 052 | 0.52 | 0.52
16 || 023 [ 027 | 055 | 0.60 | 0.63 | 0.65 | 0.63 | 0.64
32 | 024 | 027 | 055 | 072 | 076 | 0.7 | 0.7 | 0.7
64 || 024 | 025 | 050 | 078 | 0.86 | 0.89 | 0.90 | 0.90
128 || 025 | 025 | 043 | 0.80 | 0.93 | 0.95 | 0.97 | 0.96

256 0.25 0.25 0.33 0.77 1 T T i
512 0.25 0.25 0.26 0.74 T T T T
1024 0.25 0.25 0.25 0.65 T T T T
PI?—H,V: matrixabhéngig Qz-&-l,\/: hierarchischer Filter [ 1 ]
PI§+1,S: bilinear Q]IZ+1,S: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.3: Beispiel T®: Gewdhnlicher Multiskalen-W(1,1)-Zyklus, 0it,1-

Laplace-Operator nahegelegt wird (siehe dazu die erste Spalte von Tabelle B.1]). Sie stei-
gen dariiberhinaus stark fiir feste Problemgrofie mit wachsender Konvektionsstéarke. Dies
iiberrascht, da hierbei die gleichen stabilen Grobgitteroperatoren gebildet werden, die in der
entsprechenden Mehrgitter-Variante mit matrixabhéngigen Transferoperatoren schon zusam-
men mit einfachen punktweisen Glittern zu robusten Verfahren fithren [54).

Die Eintriage der Blocke Ay stimmen mit entsprechenden Eintridgen der Matrizen Tj_4 iiber-
ein, da sie lediglich iiber hierarchische Transformationen berechnet werden. Sie tragen da-
her noch vollstdndig den konvektiven Anteil von Ty_; beziiglich der Fein-ohne-Grobgitter
Freiheitsgrade in sich. Um die Auswirkungen der unvollstdndigen Zerlegung der Blocke Ay
bei zunehmender Konvektion von dem Effekt der matrixabhéngigen Bestimmung der Grob-
gitteroperatoren zu trennen, benutzen wir einen iterativen Loser (BICGSTAB mit ILU-
Vorkonditionierer), um jeweils die Anwendung von A,;l zu realisieren. Damit berechnen wir



116 Testbeispiel T*: Konvektion in z-Richtung

‘ hy'\ b H 0.0 ‘ 101 ‘ 102 ‘ 103 ‘ 104 ’ 10° ‘ 108 ‘ 108 ‘
8 ]| 013 [ 0.08 [ 0.03 [ 0.07 | 0.07 | 0.07 | 0.07 [ 0.07
16 || 015 | 0.10 | 0.05 | 013 | 0.14 | 0.14 | 0.14 | 0.14
32 | 016 | 0.11 | 0.08 | 0.16 | 0.19 | 0.20 | 0.20 | 0.20
64 | 017 | 012 | 0.0 | 017 | 023 | 025 | 025 | 0.25
128 || 017 | 013 | 0.2 | 08 | 026 | 028 | 029 | 0.29
256 || 0.17 | 0.14 | 012 | 018 | 027 | 031 | 0.32 | 0.32
512 || 017 | 014 | 013 | 018 | 027 | 032 | 034 | 035
1024 || 017 | 014 | 013 | 018 | 027 | 033 | 036 | 0.37

PI?+1,V: matrixabhéingig QZ_H,V: Pre-Prewavelet Filter
PI§+1,S: bilinear QEJFLS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.4: Beispiel T®: Gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, git,1.

‘ hy '\ b H 0.0 ‘ 10! ‘ 102 ‘ 10° ‘ 10* ’ 10° ‘ 108 ‘ 108 ‘
8] 017 | 013 | 0.08 | 0.07 | 0.07 | 0.07 | 0.07 | 0.07
16 || 020 | 016 | 0.1 | 0.08 | 0.08 | 0.08 | 0.08 | 0.08
32 | 024 | 019 | 014 | 0.IL | 0.08 | 0.07 | 0.07 | 0.8
64 | 025 | 021 | 017 | 0.3 | 0.09 | 0.08 | 0.07 | 0.07
128 || 026 | 023 | 019 | 017 | 011 | 0.08 | 0.08 | 0.08
256 || 027 | 024 | 020 | 019 | 016 | 0.0 | 0.08 | 0.08
512 || 027 | 025 | 021 | 021 | 021 | 013 | 0.09 | 0.08
1024 || 028 | 026 | 021 | 022 | 024 | 019 | 0.1 | 0.08

PI§+1,V: matrixabhingig QEJFLV: Prewavelet Filter
PI§+I,S: bilinear QZJFLS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.5: Beispiel T®: Gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0,1.

die bestmaglichen Detailkorrekturen. Tabelle B.2 zeigt, dal hierdurch, wenn iiberhaupt, dann
nur eine marginale Verbesserung der durchschnittlichen Reduktionsraten erreicht wird. In ei-
nigen Féllen divergierte das Verfahren sogar. Wir sprechen dabei von Divergenz (gekennzeich-
net in den Tabellen durch f), falls die zugehorige gemittelte Rate groBer gleich Eins ist. Die
Detailkorrekturen mittels der unvollstindigen Zerlegungen sind offenbar ,,ausreichend“ und
damit ebenfalls die Zahl der Multiskalen-Gléattungsschritte, also der ILU-Schritte wihrend
der Vor- und Nachkorrekturen. Aus Sicht der Mehrgitter-Interpretation des Multiskalen-
Verfahrens kommt der Verlust an Robustheit daher durch einen prinzipiellen Defekt des
hierarchischen Multiskalen-Gléatters zustande.

Untersucht man die Auswirkungen, die sich durch die Berechnung der hierarchischen Resi-
duen iiber die Schur-Komplement Approximation wie in Algorithmus 2’ ergeben, so stellt
man fest, daBl im Zusammenhang mit hierarchischen Zerlegungen durch solche verbesserten
Multiskalen-V(1,1)-Zyklen kaum Verbesserungen der Reduktionsraten im Vergleich zu den
gewohnlichen Verfahren erreicht werden. Wir verzichten auf die Angabe der Ergebnisse.

Betrachtet man einen gewohnlichen Multiskalen-W(1,1)-Zyklus, so erhélt man wie erwar-
tet zwar im niederkonvektiven Bereich ein optimales Verfahren mit ;1 = 0.25, fiir grofle
Konvektionsstiarken bei kleinen Gitterweiten jedoch Divergenz, wie man direkt Tabelle B-3
entnimmt. Man gelangt trotz der durch den mehrfachen Aufruf von Grobgitterkorrekturen
zusétzlich geleisteten hierarchischen Glattungsarbeit zu keinem robusten Loser.

6.2.2 Wavelet-artige Zerlegungen des Ansatzraums

Wir betrachten nun Wavelet-artige Zerlegungen des Ansatzraums, die iiber Zweiskalen-Trans-
formationen Wk’f 11y erzeugt werden, deren Teilmatrizen P,f '+1.y wie schon im hierarchischen
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‘ ho '\ b H 0.0 ‘ 10t ’ 102 ‘ 103 ‘ 10 ‘ 10° ‘ 106 ‘ 108 ‘
8 0.10 0.10 0.07 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
16 0.17 0.17 0.12 0.09 0.07 0.07 0.07 0.07
32 0.22 0.23 0.16 0.11 0.08 0.07 0.07 0.08
64 0.24 0.25 0.19 0.14 0.09 0.08 0.07 0.07
128 0.25 0.27 0.23 0.16 0.11 0.08 0.08 0.07
256 0.26 0.28 0.25 0.17 0.14 0.10 0.08 0.08
512 0.27 0.28 0.27 0.19 0.17 0.13 0.09 0.08
1024 0.27 0.29 0.28 0.21 0.19 0.16 0.12 0.08
P,f_‘_LV: matrixabhingig QZ-H,\;: L-Spline Prewavelet Filter
PIfJFLS: bilinear QﬁJrLS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.6: Beispiel T: Gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0it,1,

It = —logho — 2.
o =00 o b0
o < b=10! ; . b=10"
10 f§ & be10? ] 10 L be10? ]
UX 4 b=10° 4 b=10°
90X be10* 5 be10*
D()X o o
* ¢ b=10 P ¢ b=10
a
wif 900K 2 b1’ | ol # o b1y
SD o X . v b=10® o v b=10
Py 008 §O
X 0 A v
o, 8 ¥ 5o
" + D<> v ” A
_w0'h o o &g _w G &0 g
ey + B by ¥ 2§ ©
= M - 2
0% o yby v %O
Jx“o a (}AV Agx [o)
107 * o o AV 10° 5o E
% 0 A v .
¥ a0 v A zx o
¢ 0% s % ay Y 8 x 0
" - Av " A ngo
0 x O % O Av 10 B
u 0 A va 9%%°
0
x O o v ngo
Q
x O % o 6 A v A Oix
10 | L+ | | AV 10" | | o e} |

10 15
Iterationeni; 1/h,=1024

10 5
Iterationen i; 1/h0=1024

25

ABBILDUNG 6.1: Beispiel T : Entwicklung der Fehlernormen bei zunehmender Konvektionsstdirke
fir die feste Gitterweite ho = ﬁ, gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, jeweils klassische
hierarchische Zerlegung des Testraums, Pre-Prewavelet-basierte Zerlegung des Ansatzraums (links),
Prewavelet-basierte Zerlegung des Ansatzraums (rechts).

Fall matrixabhingig sind. Die Teilmatrizen Qg 41y werden nun allerdings iiber die Tensor-
produkt-Konstruktion aus Kapitel mittels eindimensionaler Skalierungs- und Waveletfilter
konstruiert.

In Tabelle (.4 sieht man deutlich den stabilisierenden Einfluf3, der durch eine solche Wavelet-
artige Zerlegung des Ansatzraums erreicht wird. Hierbei werden das feste eindimensionale
Molekiil [-1 2 — 1]/2 und seine Randmodifikationen 2 — 1 0]/2 sowie [0 — 1 2]/2
zusammen mit matrixabhéingig bestimmten eindimensionalen Skalierungsfiltern zum Aufbau
der Matrizen Qﬁ 11,y eingesetzt. Man stellt eine deutliche Stabilisierung sowohl in Bezug auf
die Gitterweite hg als auch auf den Storungsparameter b fest. Verwenden wir das Molekiil
[1 —6 10 —6 1]/10 und die Randmodifikationen [9 —6 1]/10 sowie [I —6 9]/10 als
eindimensionale Detailfilter, so erhélt man offensichtlich ein robustes Verfahren, wie Tabelle
6.9 zeigt. Mit zunehmender Konvektionsstiarke werden fiir feste Gitterweite hg die zugehorigen
Raten sogar besser. Matrixabhéngig berechnete L-Spline Prewavelets fithren zum gleichen
Erfolg, was man anhand von Tabelle (.G erkennt. Die Zerlegungstiefe betréigt hierbei jedoch
nur /[t = —log hg — 2, so dafi das grobste Gitter aus insgesamt neun inneren Punkten besteht.
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‘ hy'\ b H 0.0 ‘ 101 ‘ 102 ‘ 103 ‘ 104 ’ 10° ‘ 108 ‘ 108 ‘
8] 029 [ 037 | 055 | 056 | 0.54 | 0.58 | 0.58 | 0.59
16 || 036 | 048 [ 071 | 073 | 0.74 | 075 | 0.75 | 0.73
32 | 052 | 057 | 079 | 0.83 | 0.83 | 0.80 | 0.81 | 0.83
64 || 0.60 | 0.67 | 0.85 | 0.81 | 0.88 | 0.87 | 0.85 | 0.87
128 || 064 | 0.69 | 0.86 | 0.88 | 0.87 | 0.90 | 0.88 | 0.88
256 || 0.69 | 071 | 0.86 | 0.89 | 0.90 | 0.90 | 0.89 | 0.89
512 || 072 | 076 | 0.86 | 0.90 | 091 | 091 | 091 | 0.90
1024 || 075 | 077 | 087 | 090 | 091 | 091 | 091 | 0.92

PI§+1,V: matrixabhingig QZ_H,V: hierarchischer Filter [ 1 ]
PI§+1,S: bilinear QEJFLS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.7: Beispiel T?: Gewéhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, gir.1.

‘ hy'\ b H 0.0 ‘ 101 ‘ 102 | 103 ‘ 104 ‘ 10° ‘ 106 ‘ 108 ‘
8 0.26 0.36 0.55 0.53 0.56 0.57 0.57 0.59

16 0.37 0.46 0.71 0.72 0.74 0.75 0.75 0.72
32 0.50 0.58 0.79 0.83 0.84 0.78 0.81 0.84
64 0.59 0.67 0.85 0.83 0.88 0.87 0.85 0.87
128 0.63 0.69 0.85 0.87 0.87 0.90 0.88 0.87
256 0.68 0.71 0.85 0.88 0.89 0.89 0.88 0.88
512 0.71 0.76 0.86 0.88 0.90 0.90 0.90 0.89
1024 0.73 0.77 0.85 0.89 0.90 0.89 0.90 0.90
PF :
k+1,V
PI§+1,S: bilinear Qg 11,5+ hierarchischer Filter [ 1]

matrixabhingig QZ+1 + hierarchischer Filter [ 1 ]
K1,

TABELLE 6.8: Beispiel T®: Gewshnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0ir1,
ezakte Glattung.

‘ hy '\ b H 0.0 ‘ 10t ‘ 102 ‘ 103 ‘ 104 ’ 105 ‘ 106 ‘ 108 ‘
8 021 [ 023 ] 036 | 042 [ 039 [ 044 [ 042 [ 0.42
16 || 023 | 024 | 038 | 049 | 050 | 048 | 0.50 | 0.49
32 [ 024 | 025 | 040 | 050 | 0.55 | 0.53 | 0.54 | 0.54
64 [ 024 | 024 | 038 | 054 | 056 | 0.58 | 0.57 | 0.57
128 ]| 025 | 025 [ 032 | 054 | 058 | 059 | 0.59 | 0.60
256 || 025 | 0.25 | 026 | 053 | 0.61 | 0.62 | 0.61 | 0.62
512 [ 025 | 0.25 | 025 | 0.50 | 0.62 | 0.64 | 0.65 | 0.66
1024 [ 025 | 025 | 025 | 043 | 0.65 | 0.68 | 0.69 | 0.69

PI§+1,V: matrixabhéngig Q’,jJrlYV: hierarchischer Filter [ 1 ]
Plf+1,$: bilinear QIIE+1,$: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.9: Beispiel T: Gewdhnlicher Multiskalen-W(1,1)-Zyklus, 0it,1-

Dies erklért die leichten Unterschiede der ersten Spalten der Tabellen b.5 und B.G.

Die Graphen in Abbildung B-1] zeigen schliefllich das Verhalten der Fehlernormen, die bei der
Berechnung der Tabellen p.4 und (-3 auftreten. Sie stellen jeweils fiir die minimale Gitterweite
ho = 1g5; die Entwicklung der Fehlernormen ||ef|| bei zunehmender Konvektionsstérke dar.

6.3 Testbeispiel 7°: Konvektion in Diagonalrichtung

6.3.1 Hierarchische Zerlegungen des Ansatzraums

Fiir diagonal gerichtete Konvektion erhélt man mit hierachisch basierten Multiskalen-V-Zyk-
len im wesentlichen analoge Ergebnisse wie im achsenorientierten Fall. Wir sehen in Ta-
belle B.1, dafl die matrixabhéngige hierarchische Wahl der Ansatzraum-Zerlegung und der
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‘ ho '\ b H 0.0 ‘ 10t ’ 102 ‘ 103 ‘ 10 ‘ 10° ‘ 106 ‘ 108 ‘
8 0.17 0.10 0.08 0.09 0.09 0.10 0.10 0.10
16 0.20 0.14 0.13 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17
32 0.24 0.17 0.19 0.22 0.26 0.26 0.25 0.25
64 0.25 0.21 0.21 0.27 0.28 0.28 0.28 0.28
128 0.26 0.22 0.21 0.29 0.31 0.31 0.31 0.31
256 0.27 0.23 0.22 0.30 0.37 0.38 0.39 0.39
512 0.27 0.24 0.23 0.33 0.48 0.51 0.51 0.51
1024 0.28 0.25 0.23 0.36 0.76 0.90 0.92 0.92
PI?—H,V: matrixabhingig Q§+17V: Prewavelet Filter

PI§+1,S: bilinear QZJFLS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.10: Beispiel T?: Gewéhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0ir.1.

‘ Ry '\ b H 0.0 ‘ 10t ‘ 102 ‘ 103 ‘ 10* ‘ 10° ‘ 106 ‘ 108 ‘
8 013 [ 0.07 [ 0.09 [ 0.14 [ 015 | 015 | 0.16 [ 0.15
16 || 015 | 0.09 | 013 | 022 | 024 | 025 | 024 | 0.24
32 ] 016 | 010 | 015 | 027 | 029 [ 029 [ 0.29 | 0.29
64 [ 017 | 012 | 017 | 029 | 032 | 032 | 032 | 0.32
128 | 017 | 013 | 018 | 032 | 0.36 | 0.36 | 0.37 | 0.37
256 [ 0.17 | 014 | 019 | 035 | 042 [ 042 | 042 | 043
512 [ 0.17 | 014 | 020 | 0.38 | 050 | 053 | 0.53 | 0.53
1024 || 0.17 | 014 | 020 | 040 | 0.62 [ 0.67 | 0.68 | 0.68

PI?+1,V: matrixabhingig QIIE+1,V: Pre-Prewavelet Filter
P,f+175: bilinear Q£+175: hierarchischer Filter [ 1 |

TABELLE 6.11: Beispiel T?: Gewihnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0i.1.

gewohnliche Multiskalen-V(1,1)-Zyklus wieder zu keinem robusten Verfahren fiihren. Der
Vergleich mit Tabelle (-8, die die Ergebnisse im Fall exakter Detailkorrekturen enthélt, zeigt,
daf auch hier der Verlust an Robustheit nicht durch die unvollsténdigen Zerlegungen sondern
durch einen prinzipiellen Defekt des Multiskalen-Glétters im Fall hierarchischer Zerlegung-
en der Ansatz- und Testseite zustande kommt. Verbesserte Multiskalen-V(1,1)-Zyklen liefern
wiederum kaum Verbesserungen der Reduktionsraten im Vergleich zu den gew6hnlichen Ver-
fahren.

Ein gewohnlicher Multiskalen-W(1,1)-Zyklus ergibt im schwachkonvektiven Bereich wieder-
um ein optimales Verfahren, fiir grofle Konvektionsstidrken erweist er sich jedoch ebenfalls als
nicht besonders robust, wie direkt Tabelle (.9 zu entnehmen ist. Im Unterschied zum Bei-
spiel mit achsenorientierter Konvektion konvergiert das Verfahren aber in allen Fallen. Fiir
grofle Konvektionsstirken scheint die Konvergenzrate des Multiskalen-W(1,1)-Zyklus durch
0.7 nach oben hin beschrinkt zu sein.

6.3.2 Wavelet-artige Zerlegungen des Ansatzraums

Wir betrachten nun die Ergebnisse, die sich durch Wavelet-artige Zerlegungen des Ansatz-
raums zusammen mit denselben matrixabhéngigen Prolongationen P,ff 1y wie im vorherigen
Abschnitt ergeben.

Benutzt man die festen eindimensionalen Molekiile [I —6 10—6 1]/10 sowie [-1 2 —1]/2
und ihre zugehorigen Randmodifikationen zusammen mit matrixabhéngig bestimmten ein-
dimensionalen Skalierungsfiltern zur Konstruktion der Matrizen Qi 41, SO erkennt man im
Vergleich der Tabellen p.10 und B-11 mit Tabelle p.7 wiederum deutlich die Stabilisierung
hinsichtlich der Abhéngigkeit von der Problemgrofie. Robustheit ist aus beiden Tabellen je-
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‘ hy'\ b H 0.0 ‘ 101 ‘ 102 ‘ 103 ‘ 104 ’ 10° ‘ 108 ‘ 108 ‘
8] 010 [ 01 [ 015 | 012 [ 0.14 | 0.14 | 0.14 | 0.14
16 || 017 [ 018 [ 026 | 026 | 026 | 026 | 0.26 | 0.26
32 [ 022 | 027 | 037 | 0.37 | 040 | 0.39 | 040 | 0.39
64 | 024 | 028 | 049 | 053 | 055 | 0.56 | 0.56 | 0.52
128 || 025 | 029 | 051 | 068 | 0.75 | 0.75 | 0.76 | 0.76

256 || 0.26 | 0.29 | 0.54 | 0.88 | 0.99 T T T
512 0.27 0.30 0.58 0.98 T 1 1 1
1024 0.27 0.30 0.59 0.99 T 1 T T
P§+1 ¢ matrixabhingig Q]Iz+1 v+ L-Spline Prewavelet Filter

PI§+1,S: bilinear QﬁJrlYS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.12: Beispiel T®: Gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0ir1.

‘ hy '\ b H 0.0 ‘ 101 ‘ 102 | 103 ‘ 104 ‘ 10° ‘ 108 ‘ 108 ‘
8] 013 [ 007 | 010 | 015 | 0.16 | 0.16 | 0.16 | 0.16
16 [ 015 [ 009 [ 013 | 023 | 024 | 025 | 0.24 | 0.24
32 | 016 | 010 | 0.6 | 0.27 | 0.29 | 028 | 0.29 | 0.28
64 | 017 | 013 | 018 | 029 | 031 | 031 | 0.31 | 0.32
128 || 018 | 0.4 | 020 | 0.32 | 0.36 | 0.36 | 0.37 | 0.36
256 || 0.18 | 0.15 | 021 | 0.36 | 041 | 041 | 041 | 041
512 || 018 | 015 | 021 | 039 | 045 | 046 | 046 | 0.46
1024 || 019 | 015 | 022 | 041 | 048 | 049 | 050 | 0.50

PI?+1,V: matrixabhingig QII:+1,V: Pre-Prewavelet Filter
PI§+1,S: bilinear QﬁJrl’S: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.13: Beispiel T°: Gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0is1,
exakte Gldttung.

‘ ho'\ b H 0.0 ‘ 10! ‘ 102 ‘ 102 ‘ 10% ’ 10° ‘ 10° ‘ 108 ‘
8 ] 013 ] 0.06 [ 008 | 0.10 [ 0.10 [ 0.10 [ 0.10 | 0.10
16 [[ 014 [ 0.07 [ 010 | 013 | 013 | 0.13 [ 013 [ 0.13
32 ] 015 | 0.09 | 012 [ 015 [ 016 | 0.16 | 0.16 | 0.16
64 || 015 | 0.10 | 012 [ 017 [ 018 | 0.18 | 0.18 | 0.13
128 ]| 015 | 011 | 013 | 019 [ 020 [ 020 | 0.20 | 0.20
256 || 0.15 | 011 | 0.13 [ 020 [ 024 | 025 | 025 | 025
512 | 0.15 | 012 | 0.14 [ 021 [ 032 | 033 | 033 | 0.33
1024 || 015 | 012 | 0.14 [ 024 [ 041 | 048 | 049 | 049

PI§+1,V: matrixabhingig Q’,jJrlYV: Pre-Prewavelet Filter
Pl§+1,$: bilinear QIIE+1,$: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.14: Beispiel T®: Verbesserter Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0i.1.

doch nicht herauszulesen. Das gilt insbesondere fiir Tabelle .10, in deren letzter Zeile die
durchschnittlichen Konvergenzraten sogar auf 0.92 steigen.

Die Verwendung problemangepafiter L-Spline Prewavelet Filter wirkt sich ungiinstig aus. Die
damit gebildeten Zyklen sind nicht robust und divergieren sogar fiir grofle Konvektionsstéirken
und kleine Gitterweiten, wie man in Tabelle B.12 erkennt. Die Zerlegungstiefe betréigt hierbei
wiederum nur It = —log hg — 2.

Auch fiir Wavelet-artige Zerlegungen benutzen wir wie schon im Fall hierarchischer Zerleg-
ungen einen iterativen Loser (diesmal ein “least squares”-Verfahren), um moglichst genaue
Detailkorrekturen zu berechnen. Dies geschieht ebenfalls mit der Absicht, die Auswirkungen
der unvollstdndigen Zerlegung der Blocke Ay, bei zunehmender Konvektion von dem Effekt der
matrixabhingigen Bestimmung der Grobgitteroperatoren zu trennen. Die dazu dargestellte
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‘ ho '\ b H 0.0 ‘ 10t ’ 102 ‘ 103 ‘ 10 ‘ 10° ‘ 106 ‘ 108 ‘
8] 0.07 [ 0.06 [ 0.08 [ 013 | 0.5 [ 0.15 | 0.15 | 0.15
16 || 0.08 | 0.07 | 011 | 023 | 024 | 025 | 024 | 0.24
32 || 0.08 [ 0.08 [ 011 | 025 | 0.29 | 029 | 0.30 | 0.28
64 || 0.08 [ 0.08 [ 0.09 | 024 | 030 | 031 | 0.30 | 0.31
128 [ 0.08 | 0.08 | 0.08 | 020 | 0.30 | 0.31 | 0.31 | 0.31
256 || 0.08 | 0.08 | 0.08 | 0.4 | 0.28 | 0.31 | 0.31 | 0.31
512 || 0.08 | 0.08 [ 0.08 | 0.10 | 0.26 | 0.30 | 0.30 | 0.30
1024 || 0.08 | 0.08 | 0.08 [ 0.09 | 020 | 0.28 | 029 | 0.29

PI?—H,V: matrixabhingig Q§+17V: Pre-Prewavelet Filter
PI§+1,S: bilinear QZJFLS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.15: Beispiel T?: Gewéhnlicher Multiskalen-W(1,1)-Zyklus, 0.1

Tabelle .13 fiir die Pre-Prewavelet-basierten Zerlegungen des Ansatzraums belegt wiederum
die prinzipielle Schwéche der Multiskalen-Glétter. Man erwartet, dafl die Verfahren mit exak-
ten Detailkorrekturen zwangslaufig besser konvergieren als die ILU-Varianten. Dem ist jedoch
nicht immer so, was sich sogar im konvektionsfreien Fall beobachten 148t. Man vergleiche dazu
die jeweils ersten Spalten der Tabelle B.I3 mit den entsprechenden Spalten von Tabelle B.I1].
Ein moglicher Grund hierfiir ist, dafl die wihrend des Vergroberungsprozesses berechneten
Grobgitteroperatoren nicht mehr genau zu den Feingitterproblemen passen. Sie liefern ledig-
lich gemittelte Gleichungen und nicht die durch die Schur-Komplement Operatoren definier-
ten reduzierten Gleichungen, die feinskalige Effekte beriicksichtigen [31]. Detailkorrekturen,
die mittels unvollstéindiger Zerlegungen der Blocke Ay bestimmt werden, verzeihen dies unter
Umstédnden eher als es exakte Korrekturen tun.

Anders als im Fall hierarchischer Zerlegungen erreichen wir bei Wavelet-artigen Zerlegungen
der Ansatzseite mit einem verbesserten Multiskalen-V(1,1)-Zyklus eine merkliche Verbesse-
rung der Fehlerreduktionsraten durch die Schur-Komplement Approximation der verallgemei-
nerten hierarchischen Residuen. Dies zeigt Tabelle B.14. Man stellt dennoch ein merkliches
Ansteigen der Raten fest. Auch durch die verbesserten Multiskalen-V(1,1)-Zyklen erhilt man
also keine robusten Loser. Wie wir bei der Aufwandsdiskussion zu Anfang des Kapitels gese-
hen haben, sind die Kosten fiir die verbesserten Varianten sogar hoher als die fiir gewohnliche
W-Zyklen. Wir versuchen deshalb den Verlust an Robustheit durch ein Erhchen der Zyklu-
stiefe p zu beheben.

Fiir die von uns favorisierten Pre-Prewavelet-Zerlegungen der Ansaztseite findet man in Ta-
belle p.17 die Ergebnisse, die man mit einem gewdhnlichen Multiskalen-W (1,1)-Zyklus erhilt,
der die Korrekturen der Detailanteile wie iiblich iiber eine unvollstdndige Faktorisierung der
Blocke Ay berechnet. Wir sehen, dafl der mehrfache Aufruf der Grobgitterkorrekturen und
die damit zusétzlich geleistete Multiskalen-Gléattungsarbeit diesmal zu einem anscheinend ro-
busten Verfahren fiihrt mit durch 0.31 beschrinkten Konvergenzraten fithrt. Zur genaueren
Analyse betrachten wir nun die Verfahren fiir grole Konvektionsstéirke im Detail.

Abbildung B-2 zeigt das Verhalten der Fehlernormen, die bei der Berechnung der Tabel-

len .17, 6.13, b.14 und .19 auftreten. Die einzelnen Bilder stellen fiir den jeweils festen
Storungsparameter b = 10° die Entwicklung der Fehlernormen zu unterschiedlichen Git-

terweiten dar. Interessant ist im oberen linken Bild, das die Ergebnisse im Fall gewohnlicher

Multiskalen-V(1,1)-Zyklen wiedergibt, das Ansteigen der Fehlernormen fiir Gitterweiten hg >
1

=15 wihrend der ersten Iterationsschritte. Die verbesserten Multiskalen-V(1,1)-Zyklen schei-

nen diese Phase sogar noch etwas zu verlédngern (siehe das obere rechte Bild von Abbildung
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ABBILDUNG 6.2: Beispiel TP : Entwicklung der Fehlernormen fiir unterschiedliche Gitterweiten, b =
109, klassische hierarchische Zerlegung des Testraums, Pre-Prewavelet-basierte Zerlegung des An-
satzraums; gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus (oben links), verbesserter Multiskalen-V(1,1)-
Zyklus (oben rechts), gewéhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus mit exakter Multiskalen-Glittung (un-
ten links), gewéhnlicher Multiskalen-W(1,1)-Zyklus (unten rechts).

b.2). Dieses Verhalten deutet darauf hin, daf§ die Multiskalen-Gléttung zu Beginn der Ite-
ration gewissen Schwierigkeiten unterliegt. Im Fall der exakten Multiskalen-Glattung, de-
ren zugehorige Fehlerentwicklung im unteren linken Bild von Abbildung (-2 dargestellt ist,
ist die Konvergenz hingegen monoton. Fiir das Ansteigen der Fehlernormen wéihrend der
ersten Iterationen im Fall approximativer Detailkorrekturen machen wir dementsprechend
Instabilitdten verantwortlich, die im Zusammenhang mit den unvollstéindigen Faktorisierun-
gen der Blocke Ay bei sehr grofien Konvektionsstirken und kleinen Gitterweiten auftreten.
Nach unserer Erfahrung treten solche Instabilitdten der ILU-Zerlegung insbesondere im Fall
Prewavelet-basierter Zerlegungen auf, bei denen eindimensionale Detailfilter der Linge fiinf
verwendet werden. Dies erkldrt die schlechten Werte und den Sprung der Konvergenzraten
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‘ w\ b H 103 ‘ 10* ‘ 10° ‘ 106 ‘ 108 H 103 ‘ 10* ‘ 10° ‘ 106 ‘ 108 ‘
ho = 1/256
0| 018 | 027 | 031 | 0.32 | 0.32 0.17 | 026 | 0.31 | 0.33 | 0.33
/8 || 021 | 0.34 | 0.33 | 0.34 | 0.34 012 | 020 | 021 | 022 | 021
7/4 || 030 | 0.36 | 0.37 | 0.37 | 0.37 0.16 | 0.17 | 0.19 | 0.19 | 0.19
37/8 || 020 | 0.34 | 035 | 0.35 | 0.35 020 | 017 | 024 | 025 | 0.25
x/2 || 017 | 027 | 031 | 0.32 | 0.32 0.17 | 026 | 0.31 | 0.33 | 0.33
57/8 || 0.19 | 0.29 | 0.32 | 0.32 | 0.31 0.09 | 015 | 017 | 022 | 0.21
67/8 || 0.31 | 036 | 0.37 | 0.38 | 0.38 0.15 | 0.16 | 0.17 | 0.17 | 0.17
7n/8 || 022 | 0.33 | 0.33 | 0.33 | 0.34 016 | 0.21 | 021 | 022 | 0.22
7 || 018 | 0.27 | 031 | 0.32 | 0.32 017 | 026 | 0.31 | 0.33 | 0.33
ho = 1/512
0| 018 | 027 | 033 | 0.35 | 0.35 017 | 026 | 0.32 | 0.35 | 0.36
/8 || 032 | 050 | 0.63 | 0.56 | 0.58 0.14 | 050 | 0.79 | 0.80 | 0.79
n/4 || 032 | 043 | 045 | 0.45 | 045 0.16 | 0.19 | 020 | 0.20 | 0.20
37/8 || 0.30 | 0.39 | 0.63 | 0.69 | 0.65 0.18 | 0.37 | 0.38 | 0.37 | 0.37
7/2 || 0.18 | 027 | 033 | 0.35 | 0.35 0.17 | 026 | 032 | 0.35 | 0.36
57/8 || 029 | 046 | 0.76 | 0.79 | 0.81 014 | 031 | 031 | 032 | 0.32
67/8 || 0.33 | 0.42 | 0.44 | 0.45 | 0.45 017 | 026 | 025 | 0.25 | 0.25
7n/8 || 032 | 042 | 0.72 | 0.69 | 0.62 0.15 | 041 | 0.39 | 0.41 | 0.40
7 || 0.18 | 0.28 | 0.33 | 0.35 | 0.35 0.18 | 0.27 | 0.33 | 0.35 | 0.36

ho = 1/1024

0] 018 | 027 | 033 | 036 | 038 || 0.17 | 026 | 0.33 | 036 | 0.38

7/8 || 031 | 059 | 062 | 063 | 063 || 0.18 T T T T
x/4 || 034 | 0.46 | 052 | 055 | 055 | 0.6 | 0.27 | 028 | 028 | 0.28
3r/8 || 0.30 | 0.77 | 094 T 097 || 0.5 | 0.46 T 088 | 0.87
x/2 || 0.18 | 027 | 033 | 036 | 038 | 0.7 | 026 | 033 | 0.36 | 0.38
57/8 || 0.28 | 0.88 T B T 013 | 042 | 062 | 071 | 0.72
67/8 || 0.38 | 0.50 | 051 | 051 | 051 || 0.19 | 020 | 023 | 024 | 0.24

7x/8 || 031 | 0.79 | 0.95 | 0.94 | 095 || 0.15 | 0.61 T T T

™ 0.18 0.28 0.34 0.36 0.38 0.18 0.27 0.33 0.37 0.38
PI§+1,V: matrixabhingig Q§+1,v3 Pre-Prewavelet Filter

PI§+1,S: bilinear Q]IZ+1,S: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.16: Beispiel T7: Gewdhnlicher (erste fiinf Spalten) und verbesserter
Multiskalen-V(1,1)-Zyklus (letzte fiinf Spalten), git it—4.

fiir hg = ﬁ in der letzten Zeile von Tabelle . Auch die Multiskalen-W(1,1)-Zyklen blei-
ben von dem beobachteten Phdnomen nicht ganz verschont, wie das untere rechte Bild von
Abbildung @ zeigt. Fir hy = ﬁ springt die Fehlernorm nach dem ersten Zyklus von 1
auf etwa 54, um dann fast parallel zu den entsprechenden Werten fiir hg = 5% monoton zu
fallen. Man beobachtet dies im gesamten hochkonvektiven Bereich.

6.4 Testbeispiel 77: Winkelabhingige Konvektion

Um die Abh#ngigkeit der Multiskalen-Verfahren bei konstantem Konvektionsfeld vom Win-
kel der Konvektionsrichtung zu priifen, untersuchen wir nun die Klasse der Testbeispiele mit
Operator T7. Die nachfolgenden Tabellen zeigen jeweils fiir die drei kleinsten betrachteten
Gitterweiten hg = ﬁ, ho = 5% und hg = ﬁ die geometrischen Mittel g;;;;—4 der Feh-
lerreduktionsraten in Abhéngigkeit des Storungsparameters b und des Winkels w, den die
Konvektionsrichtung relativ zur z-Achse einnimmt. Es wird hierbei nur iiber die letzten fiinf
Iterationen gemittelt, um frei von den bereits im Fall der Diagonalkonvektion beobachte-
ten Anfangseffekten zu sein und damit einen Eindruck vom asymptotischen Verhalten der

Verfahren zu geben.
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‘ w\ b H 0.0 ‘ 10! ‘ 102 ‘ 103 ‘ 104 ‘ 105 ‘ 106 ‘ 108 ’
ho = 1/256
0] 009 [ 009 [ 009 [ 009 | 009 | 0.04 | 0.01 0.01
/8 || 0.09 | 0.09 | 009 | 0.13 | 024 | 0.26 | 0.26 | 0.26
7/4 || 0.09 | 009 | 009 | 015 | 030 | 0.33 | 0.33 | 0.33
37/8 || 0.09 | 009 | 009 | 013 | 023 | 025 | 025 | 025
/2 || 0.09 | 0.09 | 009 | 008 | 008 | 0.03 | 0.01 0.01
57/8 || 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.13 | 0.23 | 025 | 0.25 | 0.25
67/8 || 0.09 | 009 | 009 | 015 | 030 | 033 | 033 | 0.34
7r/8 || 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.13 | 023 | 025 | 0.25 | 0.25
7 || 009 | 009 | 009 | 009 | 008 | 003 | 0.01 0.01
ho = 1/512
0] 009 [ 009 [ 009 [ 009 | 009 | 0.07 | 0.02 | 0.01
7/8 || 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.11 019 | 022 | 023 | 0.23
7/4 || 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.11 028 | 033 | 0.33 | 0.33
37/8 || 0.09 | 009 | 009 | 0.10 | 0.21 024 | 025 | 0.25
7/2 || 0.09 | 009 | 009 | 008 | 009 | 006 | 002 | 0.01
57/8 || 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.10 | 0.21 0.22 | 0.22 | 0.22
67/8 || 0.09 | 0.09 | 009 | 0.11 028 | 033 | 0.34 | 0.34
7r/8 || 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.10 | 0.20 | 0.18 | 0.19 | 0.19
7 || 009 | 009 | 009 | 009 | 008 | 006 | 002 | 0.02
ho = 1/1024
0] 009 [ 009 [ 009 [ 009 [ 009 | 0.11 0.05 [ 0.01
7/8 || 0.09 | 009 | 009 | 009 | 018 | 019 | 022 | 0.21
7/4 || 009 | 009 | 009 | 010 | 023 | 031 0.32 | 0.32
37/8 || 009 | 009 | 009 | 009 | 018 | 023 | 024 | 024
7/2 || 0.09 | 009 | 009 | 008 | 009 | 0.11 0.05 | 0.01
57/8 || 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.19 | 0.24 | 0.25 | 0.25
67/8 || 0.09 | 009 | 009 | 009 | 024 | 032 | 033 | 0.34
7r/8 || 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.18 | 0.19 | 0.17 | 0.18
7 || 009 | 009 | 009 | 009 | 009 | 010 | 0.04 | 0.01

PI§+1,V: matrixabhéngig Q£+1,V: Pre-Prewavelet Filter
PI§+1,S: bilinear Q’,jJrlYS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.17: Beispiel T7: Gewdhnlicher Multiskalen-W(1,1)-Zyklus,
Oit,it—4-

6.4.1 Hierarchische Zerlegungen des Ansatzraums

Man erhélt fiir simtliche betrachteten Winkel mit unseren Multiskalen-Zyklen im Fall einer
matrixabhingigen hierarchischen Wahl der Ansatzraum-Zerlegungen kombiniert mit klassi-
schen hierarchischen Transformationen auf der Testseite &hnlich schlechte Resultate wie be-
reits fiir die gezeigten Beispiele achsenorientierter und diagonalgerichteter Konvektion. Wir
verzichten deshalb auf die explizite Wiedergabe von gemittelten Reduktionsraten.

6.4.2 Wavelet-artige Zerlegungen des Ansatzraums

Im Fall Wavelet-artiger Zerlegungen des Ansatzraums betrachten wir zunéchst einen gewdhn-
lichen Multiskalen-V(1,1)-Zyklus und verwenden den Pre-Prewavelet Filter[-1 2 — 1]/2
und seine zugehorigen Randmodifikationen zusammen mit matrixabhéngig bestimmten ein-
dimensionalen Skalierungsfiltern zur Konstruktion der Matrizen Q’,: +1,v- Es handelt sich dabei
also um die von uns bereits beim Beispiel diagonalgerichteter Konvektion bevorzugte Zerleg-
ung. Im schwachkonvektiven Bereich b < 10? sind die durchschnittlichen Reduktionsraten
0it,it—a gleichméBig fiir alle Winkel durch 0.2 nach oben hin beschrénkt. Die ersten fiinf Spal-
ten von Tabelle .10 zeigen die gemittelten Reduktionsraten im Fall grofler Konvektionsstérke
(b =103,...,10%,108). Man erkennt anhand der ersten Spalte von Tabelle fiir den Wert
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ABBILDUNG 6.3: Beispiel T7, Entwicklung der Fehlernormen fiir unterschiedliche Winkel und
b =10°% zu den Maschenweiten ho = -5 (obere Bilder) und ho = 1o5; (untere Bilder), jeweils klas-
sische hierarchische Zerlegung des Testraums, Pre-Prewavelet-basierte Zerleqgung des Ansatzraums
zusammen mit matrizabhdngiger Prolongation; gewdhnliche Multiskalen-V(1,1)-Zyklen (links), ver-
besserte Multiskalen-V(1,1)-Zyklen (mitte), gewéhnliche Multiskalen-W(1,1)-Zyklen (rechts).

b = 103 noch deutlich die Stabilisierung hinsichtlich der Abhingigkeit von der Problemgrofe.
Man beobachtet allerdings auch deutliche Konvergenzprobleme bei der minimalen Gitterwei-
te hg = W124 und nichtdiagonaler oder nichtachsenorientierter Konvektion, das heift fiir die

Winkel w = 7, w = 3{, w= %’r und w = %r. Dies belegen auch die fiir den Stérungsparameter
b = 10% und die Gitterweiten hg = % und hg = W124 in den linken Bildern von Abbildung

6.3 gezeichneten Entwicklungen der zugehorigen Fehlernormen.

Im schwachkonvektiven Bereich b < 10? sind fiir den entsprechenden verbesserten Multi-
skalen-V(1,1)-Zyklus die durchschnittlichen Reduktionsraten g j1—4 gleichméBig durch 0.15
nach oben beschrénkt. Wir verzichten wiederum auf die explizite Wiedergabe der zugehorigen
Raten und zeigen in den letzten fiinf Spalten von Tabelle 6-1§ die gemittelten Reduktions-
raten im Fall groBer Konvektionsstirke (b = 102, ...,105,108). Der verbesserte Multiskalen-
V(1,1)-Zyklus zeigt zuniichst bis auf den Winkel w = % bei der Gitterweite hy = 5% recht
gute Resultate in Bezug auf Robustheit. Fiir hg = ﬁ ergeben sich jedoch fiir simtliche
nichtdiagonalen und nichtachsenorientierten Fille ebenfalls grole Schwierigkeiten. Um einen
genaueren Eindruck im hochkonvektiven Bereich zu erhalten, zeichnen wir daher die Entwick-
lungen der Fehlernormen fiir den Stérungsparameter b = 10° und die Gitterweiten hg = 5%
sowie hg = ﬁ. Man sieht im Vergleich der mittleren Bildern von Abbildung @ dafl das Ver-
fahren bei nichtdiagonaler oder nichtachsenorientierter Konvektion fiir hg = ﬁ tatsdchlich
divergiert.
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ABBILDUNG 6.4: Beispiel T7, Entwicklung der Fehlernormen fiir unterschiedliche Winkel und
b =10° zu den Maschenweiten ho = -5 (obere Bilder) und ho = 1o5; (untere Bilder), jeweils klas-
sische hierarchische Zerlequng des Testraums, Pre-Prewavelet-basierte Zerlegung des Ansatzraums
zusammen mit matrizabhdngiger Prolongation nach de Zeeuw; gewdohnliche Multiskalen-V(1,1)-
Zyklen (links), verbesserte Multiskalen-V(1,1)-Zyklen (mitte), gewdhnliche Multiskalen-W(1,1)-
Zyklen (rechts).

Der verbesserte Multiskalen-V(1,1)-Zyklus wird fiir fast alle betrachteten Winkel vom ge-
wohnlichen Multiskalen-W(1,1)-Zyklus geschlagen, der zu einem robusten Verfahren fiihrt,
wie man anhand von Tabelle .17 erkennt. Das verdeutlichen auch die rechten Graphen von
Abbildung B-3. Die achsenorientierten Féllen stechen hier durch ihr extrem gutes Verhalten
etwas heraus. Man erkennt in Abbildung (.3 allerdings auch, da8 fiir die nichtachsenorientier-
ten Félle die Fehlernormen wahrend der ersten paar Iterationen zunéichst stark ansteigen. Dies
liegt wieder an Instabilitdten, die im Zusammenhang mit den unvollstdndigen Faktorisierun-
gen der Blocke Ay bei sehr grofien Konvektionsstirken auftreten. Sie erscheinen besonders
deutlich im Fall nichtdiagonaler und nichtachsenorientierter Konvektion.

Es wurden von uns simtliche Versuche auch mit solchen Zerlegungen des Ansatzraums durch-
gefiihrt, die die matrixabhéngige Prolongation nach de Zeeuw benutzen [I33]. Man erhélt
damit qualitativ dhnliche Ergebnisse wie mit den bisher verwendeten matrixabhéngigen Pro-
longationen. Trotz der ausgefeilteren Technik sind die absoluten Raten, die man mittels der
Prolongationen de Zeeuws erhélt, nicht notwendig besser. Wir verzichten hier auf die Angabe
weiterer Tabellen und zeigen lediglich in Abbildung B-4 die den Kurven aus Abbildung (-3
entsprechenden Graphen.
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6.5 Testbeispiel 77: Kreiskonvektion

Aufgrund der einschrinkenden Mehrgitter-Interpretation von Multiskalen-Zyklen erscheint es
aussichtslos, wirbelbehaftete Stromungen und die daraus abgeleiteten Konvektions-Diffusions
Probleme mit den bisherigen Tensorprodukt-Ansétzen erfolgreich angehen zu kénnen.

Im Fall geometrischer Vergroberung benutzen robuste Mehrgitter-Verfahren meist speziell
konstruierte Glattungsiterationen, die im Grenzfall entartender Konvektion auf jedem Level
zu einem direkten Loser entarten [62]. Man erreicht dies etwa durch Anordnungsverfahren,
die die Unbekannten so ordnen, dafl sie dem Verlauf der Stromung folgen. Ein gewohnlicher
GauB-Seidel-Glitter erfiillt dann die eben genannte Robustheitsbedingung [I74, 79, 94]. Ne-
ben der Notwendigkeit stabiler Grobgitteroperatoren spielt der Glattungsaspekt mit zu-
nehmender Kompliziertheit der Strémungen eine zunehmend wichtige Rolle. Es ist klar,
dafl die zu Multiskalen-Zyklen gehorenden Glétter das oben genannte Robustheitskriteri-
um nicht erfiillen. Dies ist ein prinzipieller Nachteil unseres Zugangs. So fiihrten sdmtliche
Versuche, Testbeispiel T auf der Basis geometrisch definierter Multiskalen-Zerlegungen mit
matrixabhéngigen Multiskalen-Transformationen zu behandeln, zu nichtzufriedenstellenden
Ergebnissen. Es sei aber angemerkt, dafl auch Anordnungs-basierte geometrische Mehrgitter-
Verfahren hierbei auf ernste Schwierigkeiten stolen. Will man die Freiheitsgrade so ordnen,
daf} sie dem Stromungsverlauf folgen, so treten sogenannte Zyklen von Unbekannten auf, die
yaufgeschnitten* werden miissen. Auch kiinstlichen Zyklen, die alleine aufgrund der Anord-
nungsalgorithmen entstehen und nicht dem physikalischen Verlauf der Stromung entsprechen,
konnen zu Problemen fithren. In drei Raumdimensionen ist die Suche geeigneter Anordnungs-
techniken Gegenstand aktueller Forschung und bislang auflerhalb fiir die Praxis relevanter
Reichweite [I'7, 76, [79, B4]. Da das algebraische Mehrgitter-Konzept bewuft auf speziell de-
finierte Glattungsprozeduren verzichtet, stellt sich die Frage, ob im Fall einer Kreisstrémung
mit Hilfe AMG-basierter Zerlegungen und Komponenten ein robuster Multiskalen-Loser in
unserem Sinne gefunden werden kann.

Aufgrund der nichtgeometrischen Auswahl der Grobgitterpunkte von AMG sind Verfah-
ren, die eine Zyklustiefe p grofler als Eins besitzen, oft nicht mehr mit linearem Aufwand
durchfithrbar. Wir betrachten daher im Zusammenhang mit algebraischen Multiskalen-Zer-
legungen ausschliefilich Multiskalen-V(1,1)-Zyklen. In allen Experimenten verwenden wir fiir
die Transformationen P} 1y und PF '\ 1.5 Jeweils die gleichen mittels AMG(a, 8, vp) berech-
neten Prolongationen. Die Komplementraume auf der Testseite werden stets hierarchisch
gewihlt, so dal man insgesamt eine AMG-hierarchische Basis Transformation fiir die Testsei-
te erhélt. Die Detailkorrekturen werden standardméafig iiber unvollstéindige Faktorisierungen
der Blocke Ay berechnet, die sich nach Transformation ergeben.

6.5.1 Hierarchische Zerlegungen des Ansatzraums

Tabelle B.I8 zeigt die Ergebnisse, die man erhilt, wenn die Transformation der Testseite
ebenfalls AMG-hierarchisch gewéhlt wird. Die AMG-Prolongationen werden dabei insbeson-
dere nicht abgeschnitten. Betrachtet man die erste Spalte der Tabelle, die das Verhalten im
konvektionsfreien Fall beschreibt, so erkennt man ein fiir hierarchische Zerlegungen typisches
Ansteigen der gemittelten Fehlerreduktionsraten. Sie liegen jedoch etwas niedriger als beim
zugehorigen klassischen hierarchische Basis Verfahren (siche z.B. die erste Spalte von Ta-
belle B.1]). Ein Grund hierfiir ist, dafl wir als AMG-Prolongation eine besonders , kriftige*
Variante gewéhlt haben, die sogenannte Standardprolongation [I12, IT7]. Ein weiterer Grund
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‘ hy'\ b H 0.0 ‘ 101 ‘ 102 ‘ 103 ‘ 104 ’ 10° ‘ 108 ‘ 108 ‘
8] 0.02 ] 0.03 [ 014 | 006 | 0.02 [ 001 [ 0.0 [ 0.01
16 || 0.08 | 0.09 | 018 | 023 | 0.16 | 0.14 | 0.17 | 0.16
32 || 017 | 0.7 | 026 | 030 | 028 | 022 | 024 | 025
64 || 021 | 030 | 046 | 052 | 037 | 033 | 0.29 | 0.28
128 ] 035 | 033 | 043 | 046 | 046 | 032 | 040 | 0.37
256 || 0.37 | 042 | 051 | 046 | 052 | 043 | 043 | 049
512 || 045 | 041 | 053 | 051 | 059 | 051 | 0.46 | 0.60
1024 || 048 | 052 | 057 | 0.61 | 059 | 0.63 | 0.61 | 0.66
PF.y v AMG(0.1,0.35,0.0)  Qf,, ,: hierarchischer Filter [ 1]
QEJFLS: hierarchischer Filter [ 1 ]

k . pk
PkJrl,S' Pk+1,V

TABELLE 6.18: Beispiel T?: Gewdshnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0.1

‘ ho'\ b H 0.0 ‘ 10! ‘ 102 ‘ 103 ‘ 10% ’ 10° ‘ 10° ‘ 108 ‘
8§ 0.03 [ 004 [ 0.06 [ 003 ] 0.01 [ 0.01 [ 0.01 [ 0.01
16 || 0.07 [ 0.07 [ 0.08 | 0.07 | 0.10 | 005 | 0.05 | 0.05
32 ] 010 | 0.09 [ 010 | 0.12 | 0.09 | 0.10 | 0.10 | 0.10
64 [ 011 | 0.09 | 0.10 | 018 | 0.11 | 0.10 | 0.10 | 0.11

128 [ 0.10 | 010 | 012 | 0.16 | 0.14 | 0.11 | 0.13 | 0.12

256 || 0.13 | 0.11 | 013 | 0.15 | 0.16 | 0.14 | 0.14 | 0.12

512 ]| 012 | 0.13 | 012 | 0.14 | 0.18 | 0.18 | 0.14 | 0.14

1024 || 013 | 012 | 011 | 025 [ 032 | 025 | 0.17 | 0.22
Pk : AMG(0.1,0.35,0.0) Q’,ngW: [(Ty—1,(i,5))]o.125

k+1,v"
Pk PI?—H,V Qll:+1,$: hierarchischer Filter [ 1 ]

+1,8°

TABELLE 6.19: Beispiel T°: Gewdhnlicher Multiskalen-V(1,1)-Zyklus, 0i.1.

‘ Ry '\ b H 0.0 ‘ 10 ‘ 102 ‘ 10° ‘ 104 ’ 10° ‘ 108 ‘ 108 ‘
8 ]| 0.04 [ 0.04 | 0.02 [ 0.02 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00
16 || 0.05 | 0.05 | 0.04 [ 0.05 [ 0.03 [ 0.03 [ 0.03 | 0.03
32 || 0.08 | 0.07 | 0.06 | 0.09 | 0.05 | 0.04 | 0.04 | 0.04
64 || 0.09 | 0.09 | 0.09 | 012 | 0.06 | 011 | 0.05 | 0.05
128 ] 012 | 011 | 011 | 025 | 0.09 | 0.08 | 0.08 | 0.07
256 || 0.14 | 0.4 | 007 | 016 | 012 | 0.09 | 0.10 | 0.10
512 || 0.15 | 0.15 | 0.09 | 022 | 0.2L | 0.10 | 0.0 | 0.1
1024 || 0.16 | 0.I7 | 0.1l | 018 | 0.38 | 014 | 0.13 | 0.2

TABELLE 6.20: Beispiel T°: AMG(0.1,0.35,0.0) basierter Mehrgitter-V(1,1)-
Zyklus, it,1, Standardprolongation, punktweise Gaufi-Seidel Glittung, bei der
zuerst iber die Fein-ohne-Grobgitterfreiheitsgrade geglittet wird; abgebrochen
wurde, wenn die L2(Q)-Norm der Residuen 107 unterschreitet.

fiir das insgesamt gute Abschneiden des Verfahrens ist die relativ kleine Wahl von o = 0.1.
Man erkennt, dafl das Losungsverhalten nicht robust ist. Wiirde das Verfahren lediglich als
Multiskalen-Vorkonditionierer fiir eine duflere Krylovraum-Iteration eingesetzt, so wiirde die
Gitterweitenabhéngigkeit des resultierenden Verfahrens natiirlich abgemildert werden [98].

6.5.2 Wavelet-artige Zerlegungen des Ansatzraums

Betrachten wir nun in Tabelle .19 die entsprechenden Raten, die man mittels einer AMGlet-
Zerlegung des Ansatzraums erhélt. Der Vergleich der Tabellen B-1§ und B-19 zeigt deutlich
die Stabilisierung der Verfahren beziiglich der Abhéngigkeit von der Problemgrofie, die man
durch die AMGlet-Zerlegung erreicht. Es werden zur Berechnung der Ergebnisse von Tabelle
619 7o = 0.125 und ansonsten die gleichen Parameter wie im Fall von Tabelle .18 gew#hlt.
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‘ Ry '\ b H 0.0 ‘ 101 ‘ 102 ‘ 103 ‘ 104 ’ 10° ‘ 108 ‘ 108 ‘
8 293 [ 294 | 344 [ 3.8 318 | 318 [ 3.18 [ 3.18
16 || 337 [ 336 | 538 | 437 418 | 417 | 417 [ 417
32 || 377 | 378 | 712 5.51 512 | 529 | 523 [ 5.23
64 || 411 | 403 | 520 | 8.88 552 | 564 | 5.62 | 5.60
128 || 417 | 417 | 505 | 1087 | 633 | 620 | 620 | 6.22
256 || 4.34 | 432 | 457 | 11.81 759 | 6.68 | 6.66 | 6.66
512 || 435 [ 444 | 444 | 9.78 1054 | 719 | 713 | 715
1024 [ 438 | 441 | 433 | 658 1215 | 747 | 7.60 | 7.83
Pgyy oy AMG(0.1,0.35,0.0)  Qf,, ¢ hierarchischer Filter [ 1]

Plfjrl’s: PI§+1,V QIIzJFLS: hierarchischer Filter [ 1 ]

TABELLE 6.21: Beispiel T?: Nichtstandard-Operatorkomplezitit C2,.

‘ hg'\ b H 0.0 ‘ 10t ‘ 102 ‘ 103 ‘ 104 ‘ 10° ‘ 100 ‘ 108 ‘
8] 394 | 395 | 411 | 3.72 372 [ 372 | 372 | 372
16 || 494 | 492 | 651 | 5.09 493 | 491 | 491 | 491
32 || 5.66 | 5.67 | 8.66 | 6.53 598 | 6.16 | 6.1 | 6.11
64 | 622 | 6.15 | 7.09 | 1024 | 6.56 | 6.62 | 6.62 | 6.61
128 || 648 | 646 | 7.4 | 1262 | 743 | 724 | 723 | 7.24
256 || 6.73 | 6.70 | 6.80 | 13.80 | 884 | 7.76 | 7.6 | 7.74
512 || 679 | 6.86 | 6.80 | 11.91 | 1211 | 831 | 8.24 | 8.25
1024 || 684 | 687 | 6.76 | 877 | 14.04 | 8.65 | 8.73 | 8.94
PE v AMG(0.1,0.35,0.0)  QFy vi [(Tho1,(i5))+Jo.125

P,f+1731 PI§+1,V Q£+1,S: hierarchischer Filter [ 1]

TABELLE 6.22: Beispiel T®: Nichtstandard-Operatorkomplezitit C2.

0 0
0 8 0 . 1h;8
o 1h16 3 o 1h=16
1h =32 1h =32
i © Uhest % =6t
o + by ] + s
il & . U128 || Wil e . =128 ||
X % & . Un=256 o Ung=256
RS o Ung=512 8 o Ung=512
e 1h =1024 * 1h =1024
+ % @ 0 b 0
[e} o g 5
%
+ o % & g
107 o 0t g 107 1
X % 9 % é
o e &
= o x t ® ¢ o By, = $n
o <
= + Do % = o8
0 L T 5 , T
%
0° x 5%, oy 0°F i 1
[¢] . + # o & 0y ¢
+ LY 9w
[e} X N R0
g 0 * @ k]
N ° Xt g0 5 0 x
10° IR , 10° + s 1
X+ *o 0 + 8
o] 0.
« 4 % 0 X &
0
. 4 0 ¢ Y %
o] X . o *
B a
lo'm It L X + L * 10'10 L X L @ L L

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Iterationen i; b=10° Iterationen i; b=10°

ABBILDUNG 6.5: Beispiel T°: Entwicklung der Fehlernormen fir gewéhnliche Multiskalen-
V(1,1)-Zyklen, unterschiedliche Maschenweiten ho und feste Konvektionsstirke b = 105,
AMG(0.1,0.35,0.0) hierarchische Zerlegung (links) und AMGlet stabilisierte Zerlegung (rechts).

Sowohl das Verwenden der Standardprolongation als auch der kleine Wert a = 0.1 sind wie-
derum Grund fiir die hervorragenden Resultate, aus denen wir ein insgesamt robustes Konver-
genzverhalten folgern. Fiir Gitterweiten hg < 51@ sind die gemittelten Fehlerreduktionsraten
oit,1 gleichméBig beziiglich des Stérungsparameters b durch 0.2 nach oben hin beschrénkt.
Fir hy = ﬁ beobachtet man ein leichtes Anwachsen der Werte mit einer maximalen Rate
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’ Ry '\ b H 0.0 ‘ 101 | 102 ‘ 103 ‘ 104 ‘ 10° ‘ 108 ‘ 108 ‘
8 [[1.88 (5)[1.94 (6)[2.20 (6)[2-22 (6)[2:22 (6)[2-22 (6)[2:22 (6)[2:22 (6)

16 [[1.73 (6)[1.74 (6)[2.13 (9)[2.25 (8)[2:26 (8)[2:26 (8)[2:26 (8)[2:26 (8)

32 [[1.70 (7)[1.71 (8)[2.02 (9)[2-22 (11)[2-39 (11)]2.36 (10)[2.36 (10)[2.36 (10)

64 [[1.69 (8)[1.69 (9)[1.81 (13)[2.22 (14)[2-25 (12)[2.31 (13)[2.32 (12)[2.32 (12)

128 [[1.68 (9)[1.68 (11)[1.74 (15)[2.17 (16)[2.30 (16)[2-34 (15)[2-37 (16)]2.37 (15)

256 ||1.67 (10)[1.67 (11)[1.69 (15)[2-07 (19)[2-26 (17)]2.32 (17)[2.32 (16)[2.34 (18)

512 ||1.67 (11)[1.67 (12)[1.67 (16)[1.90 (22)]2.20 (19)[2.33 (21)[2.33 (21)[2.32 (22)
1024 [[1.67 (13)[1.67 (13)[1.67 (17)[1.75 (23)[2.15 (23)[2-29 (23)[2.32 (23)[2.34 (24)

TABELLE 6.23: Beispiel T°: Gitterkomplexitit C9 und Anzahl It der durch
AMG (0.1,0.35,0.0) entstehenden Skalen.

ABBILDUNG 6.6: Beispiel T°: linkes Bild: Veranschaulichung der ersten finf groben Gitter, die
durch AMG(0.1,0.35,0.0) ausgewdhlt werden (grobere Gitter entsprechen dickeren und dunkleren

Punkten), ho = ﬁ und b = 10°%; rechtes Bild: zugehoriges AMGlet, das durch die Stabilisierung
der AMG(0.1,0.35,0.0) hierarchischen Basis Zerlegung der Ansatzseite erzeugt wird.

von 0.32 im Fall b = 10*. Es handelt sich hierbei aber nicht um eine konzeptionelle Schwie-
rigkeit des Zugangs mittels AMGlets. Ein leichtes Verschlechtern der Raten 148t sich ndmlich
aus Tabelle .20 auch fiir das entsprechende algebraische Mehrgitter-Verfahren ablesen, das
eine punktweise GauB-Seidel Glittung benutzt. Man erhélt hier fiir b = 10* sogar die etwas
schlechtere Rate p;;,1 = 0.38. Der stabilisierende Einflul der AMGlet-Zerlegung wird ebenfalls
durch die in Abbildung B.5 gezeichneten Fehlernormen deutlich. Auf der linken Seite sehen
wir die Fehlernormen, die sich durch rein AMG-hierarchische Verfahren zu unterschiedlichen
Gitterweiten und fester Konvektionsstirke b = 10° ergeben. Rechts sind die entsprechenden
Kurven des stabilisierten Verfahrens abgebildet.

Die Wahl der Basisfunktionen fiir die Komplementraume hat keinen Einflufl auf den AMG-
Vergroberungsprozef3. Man erhélt daher sowohl fiir die AMG-hierarische Zerlegung als auch
fiir die Zerlegung mittels AMGlets die gleichen Gitterkomplexititen als auch die gleiche
Anzahl von Skalen. Beide Groflen zeigen ein recht verniinftiges Verhalten, wie man anhand
von Tabelle 6-23 erkennt. Vergleicht man die entsprechenden Nichtstandard-Operatorkom-
plexititen in den Tabellen B.2] und B.22, so findet man, dafl diese im schwachkonvektiven
Bereich fiir das Verfahren mit einer AMGlet-Zerlegung der Ansatzseite ungefihr 56% hoher
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liegen als die entsprechenden Komplexitéiten im Fall AMG-hierarchischer Zerlegungen beider
Seiten. Fiir b > 103 ist der Unterschied viel kleiner und liegt bei circa 16%. Vergleichen wir
dies mit den entsprechenden gemittelten Fehlererduktionsraten aus den Tabellen b.18 und
b6.19, so schliefen wir, dal der AMGlet-stabilisierte Loser dem AMG-hierarchischen Loser
trotz der hohen Kosten vorzuziehen ist.

Abbildung B.§ zeigt auf der linken Seite die Grobgitterhierarchie, die durch fiinf Vergrober-
ungsschritte mittels AMG(0.1,0.35,0.0) bei der Gitterweite hg = 1_58 und Konvektionsstéirke
b = 10° erzeugt wird. Auf dem rechten Bild sehen wir ein zugehoriges AMGlet. Es ist deut-
lich zu erkennen, dafl die Basisfunktion bestrebt ist, dem Verlauf der Strémung zu folgen.
Man beobachtet ein fiir Wavelets charakteristisches ,,Durchschwingen®. Die Funktion nimmt
positive und negative Werte an.
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Kapitel 7

Schluflbemerkungen

Die vorliegende Arbeit kann als eine praktisch orientierte Antwort auf die folgende Frage
angesehen werden:

Inurneweit ist es maoglich, robuste Multiskalen-Verfahren fiir Konvektions-Diffus-
tons Probleme zu entwickeln ausgehend von direkten Unterraumzerlegungen der
zugrundeliegenden Funktionenrdume?

Man kann sie als eine Konkretisierung der in [I20] gestellten wichtigen Aufgabe verstehen, die
nach der Konstruktion effizienter Multiskalen-Loser fiir allgemeine elliptische Randwertpro-
bleme auf der Basis direkter Unterraumzerlegungen fragt. Die in [I20] vorgestellten Antworten
sind nicht ohne weiteres erfolgreich auf das singulér gestorte Problem ([[L1]) anwendbar son-
dern fiihren lediglich im ungestorten Fall wie etwa beim Poissonproblem (El]) mit b = 0 zu
Verfahren, die (nachweislich) gitterweitenunabhingige Konvergenzeigenschaften dhnlich wie
klassische Mehrgitter-Methoden aufweisen.

Auf dem Weg hin zu robusten Multiskalen-Methoden fiir Konvektions-Diffusions Probleme
begegnet man den folgenden drei Hauptschwierigkeiten, die schon zu Beginn in der Einleitung
herausgestellt wurden. Es sind dies

e die Abhéingigkeit des Verfahrens von der Feingitterweite hyg,
e die Abhéingigkeit des Verfahrens von der Konvektion 5,
e die Stabilitdt der zur Konvergenzbeschleunigung eingesetzten Grobgitterprobleme.

Dementsprechend besteht die von uns gefundene Antwort auf die oben formulierte Frage aus
drei Teilen. Als erstes ist die problemabhéingige Wahl der Prolongationsoperatoren P,f L1v)s
innerhalb unseres Petrov—Galerkin Multiskalen-Ansatzes unverzichtbar, um physikalisch sinn-
volle Grobgitterprobleme zu erhalten. Wir verwendeten dazu entscheidend Techniken zur
Konstruktion geeigneter Prolongationen, die bei robusten variationellen Mehrgitter-Verfahren
eingesetzt werden. Hierbei konnten die von uns auf der Basis geometrischer Vergroberungen
konstruierten problemangepafiten Prolongationen iiber ihre Interpretation mittels (Tensor-
produkt) L-Splines in den Kontext verallgemeinerter Multiskalen-Analysen eingeordnet wer-
den. Damit gelingt es, eine Briicke von der Welt der Mehrgitter- und Multilevel-Verfahren
hin zu Wavelet-basierten Methoden zu schlagen. Dies zeigen nicht zuletzt auch unsere Unter-
suchungen der Standard- und Nichtstandardform von Operatoren sowie deren Einbettung in
ein Multiskalen-Erzeugendensystem. Im Fall des herausfordernden Testbeispiels 7 mit einem
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nichtseparablen wirbelbehafteten Konvektionsfeld mufiten wir sogar auf Prolongationstech-
niken zuriickgreifen, die von algebraischen Mehrgitter-Verfahren herriihren. Es ist ebenfalls
moglich, den Kontext variationeller Vergroberungen zu verlassen und stattdessen mit explizi-
ten Diskretisierungen beziiglich groberer Gitter zu arbeiten. Man erhélt damit jedoch zumeist
schlechtere numerische Ergebnisse, was von traditionellen Mehrgitter-Losern her ebenfalls be-
kannt ist [62].

Betrachtet man hierarchische Zerlegungen der Feingitter Ansatz- und Testrdume Vy und Sy,
so erscheint (fiir hoherdimensionale Probleme) der Wechsel hin zu einer Wavelet-artigen Zer-
legung auf einer der beiden Seiten notwendig fiir die Robustheit unserer Verfahren zu sein.
Dies gilt sogar fiir das im wesentlichen eindimensionale Testbeispiel T%. Zwar reichen hier-
archische W-Zyklen aus, um fiir das Poissonproblem eine Stabilisierung eines hierarchischen
Multiskalen-Losers beziiglich seiner Gitterweitenabhéngigkeit zu erreichen. Im Konvektions-
Diffusions Fall erhélt man dadurch jedoch keine Stabilisierung des Verfahrens in Bezug auf
die Konvektionsstirke und damit keine Robustheit.

Wavelet-artige Multiskalen-Zerlegungen besitzen fiir das Poissonproblem und einen Galerkin-
Ansatz optimale Stabilitidtseigenschaften hinsichtlich der Abhéngigkeit der Konvergenzeigen-
schaften resultierender Multiskalen-Loser von hg. Diese Stabilitdtseigenschaften manifestieren
sich in einer Norméquivalenz zwischen der zugehorigen Energienorm und einer gewichteten
Multiskalennorm, bei der die Konstanten unabhéngig von hg sind. Dies fiihrt zu optimalen ad-
ditiven und multiplikativen Multiskalen-Verfahren. Unsere Experimente zeigen, daf fiir multi-
plikative Multiskalen-Verfahren basierend auf unterschiedlichen Zerlegungen der Ansatz- und
Testseite, eine Wavelet-artige Zerlegung auf einer der beiden Seiten fiir solche optimalen Loser
sogar ausreicht. Aus Sicht der Mehrgitter-Interpretation der Multiskalen-Zyklen ist die im
Vergleich zu rein hierarchischen Glattern verbesserte Glattungsarbeit auf den einzelnen Skalen
dafiir verantwortlich. Die zugehorigen Multiskalen-Gléatter erfiillen im Fall singular gestorter
Konvektions-Diffusions Probleme trotzdem nicht die von robusten Mehrgitter-Verfahren be-
kannte Forderung nach robusten Glittern, im Grenzfall sehr starker Konvektion zu exakten
Losern fiir die einzelnen Level zu entarten. Es handelt sich dabei um einen prinzipiellen
Nachteil von Ansétzen, die auf direkten Unterraumzerlegungen beruhen. Dieser kann jedoch
auch als Chance begriffen werden, da im Fall dreidimensionaler wirbelbehafteter Konvektions-
Diffusions Gleichungen robuste Glattungsiterationen fiir gewohnliche Mehrgitter-Zyklen nicht
mehr ohne weiteres effizient konstruiert werden kénnen [I77, 76, 79, 94]. Unsere positiven Er-
fahrungen, die wir fiir das zweidimensionale Beispiel T° im Zusammenhang mit algebraischen
Multiskalen-Zerlegungen gemacht haben, geben uns die Hoffnung, mit diesen Ansatz auch
dreidimensionale wirbelbehaftete Probleme erfolgreich 16sen zu konnen. Hierbei konnte es
niitzlich sein, effiziente Schur-Komplement Approximationen anstelle der Grobgitteroperato-
ren in den rekursiven AMG-Prozef} einflieflen zu lassen, worauf bislang in unserem Ansatz
verzichtet wurde.

Der dritte Grund fiir den Erfolg der von uns vorgeschlagenen Verfahren ist die Kombination
der hierarchischen Zerlegung auf der Testseite mit einer problemangepafiten Vergroberung auf
der Ansatzseite. Wir haben gezeigt, dafl dies fiir eindimensionale Probleme &quivalent zu ei-
ner Entkopplung des transformierten linearen Gleichungssystems ist. Fiir hoherdimensionale
Probleme ist diese Entkopplung nur noch approximativ moglich. Sie scheint dennoch wesent-
lich fiir das Erhalten erfolgreicher Verfahren zu sein, wie weitere numerische Experimente
zeigen.
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Durch das von uns verwendete Petrov—Galerkin Multiskalen-Konzept ist es moglich, alle so-
eben aufgelisteten Ideen, die eng miteinander verzahnt sind, zu vereinigen. Besonders schén
zeigt dies die schematische Abbildung in der Einleitung. Unser Ansatz geht damit weit {iber
die uns bekannten Verfahren, die auf direkten Unterraumzerlegungen beruhen, hinaus, wie
der ausfiihrliche Vergleich etwa in Kapitel {.2.3 mit den Methoden aus [, G, 4R, 49, 96, U7]
verdeutlicht. Die in [AR, A9] als direkter Multiskalen-Loser vorgeschlagene Wavelet-basierte
LU-Faktorisierung scheitert in Bezug auf singulir gestorte Konvektions-Diffusions Proble-
me, da sie keine problemangepafiten Multiskalen-Zerlegungen verwendet [[07]. Viele andere
Wavelet-Methoden zur Losung von partiellen Differentialgleichungen leiden unter der glei-
chen Schwierigkeit [29, B0, 49, 92, 03, T00]. Dies trifft auch auf die Vorkonditionierung mit-
tels AMLI zu, die zudem lediglich von hierarchischen Multiskalen-Zerlegungen ausgeht und
daher eine W-Zyklus-artige Stabilisierung hinsichtlich hg durch innere Rekursionen bendétigt.
Die verallgemeinerte Hierarchische Basis Mehrgitter-Methode [[4], die auf der Verwendung
problemangepafiter Prolongationen Plf 1,y Zusammen mit zugehorigen hierarchischen Zer-
legungen beruht, leidet spiirbar unter der mehrfach herausgestellten prinzipiellen Schwéche
hierarchischer Glétter, was die durchweg schlechten Ergebnisse in [79] auch belegen. Das gilt
ebenfalls fiir die Arbeit [35], die einen adaptiven Mehrgitter-Loser auf der Basis verallgemei-
nerter hierarchischer Basis Transformationen vorstellt. Obwohl die Methode der Approxima-
tiven Zyklischen Reduktion [96] problemangepafite hierarchische Multiskalen-Zerlegungen auf
der Basis algebraischer Vergroberungen verwendet und damit gute Voraussetzungen fiir ein
robustes Verfahren erfiillt, scheinen die durch sie gewonnenen Verfahren noch mit einer Git-
terweitenabhéngigkeit behaftet zu sein. Mit den von uns entwickelten AMGlet-Zerlegungen,
die ebenfalls auf rein algebraischen Prinzipien beruhen, gelingt es, auf einfache Weise hier
Abhilfe zu schaffen. Es ist dariiberhinaus damit moglich, die fiir separable Probleme erfolg-
reichen Tensorprodukt-Anséitze zu verlassen, um schwierige nichtseparable Aufgaben in unter
Umstéinden kompliziert berandeten Gebieten zu behandeln. Dies eréffnet den Ubergang von
Modellproblemen hin zu praxisnahen Fragestellungen.

Wegen der unterschiedlichen Wechselwirkungen der drei Hauptbausteine unseres Konzepts
— problemangepafite Vergroberung, Wavelet-artige Testraumzerlegung und hierarchische An-
satzraumzerlegung — sowie der prinzipiellen Schwéche zugehoriger Multiskalen-Glétter, ist es
unserer Erfahrung nach ungleich schwieriger, robuste Multiskalen-Verfahren zu konstruieren,
als etwa mittels spezieller Mehrgitter-Techniken. Durch unseren Ansatz ist es unseres Wissens
allerdings erstmalig gelungen, robuste Multiskalen-Methoden fiir allgemeine Konvektions-
Diffusions Probleme auf der Basis direkter Unterraumzerlegungen zu konzipieren und prak-
tisch umzusetzen.
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Anhang A

Iterative Verfahren fiir lineare
Gleichungssysteme

Die in Kapitel f] betrachteten Multiskalen-Verfahren kénnen natiirlich auch als Vorkonditio-
nierer fiir andere Iterationsverfahren wie etwa Krylovraum-Methoden eingesetzt werden. Dies
gestattet es, unter Umsténden einen Multiskalen-Kontext mit Robustheitseigenschaften des
dufleren iterativen Losers geeignet zu verbinden, so dafl man zu insgesamt robusteren Ver-
fahren gelangt [22, 88, O8]. Wir haben davon in unseren numerischen Beispielen in Kapitel f
abgesehen, da wir die Konvergenzeigenschaften der von uns konstruierten Multiskalen-Loser
ohne den moglicherweise glattenden Charakter einer &ufleren Iteration untersuchen wollten.

In diesem Anhang beschéftigen wir uns mit einer Konvergenztheorie fiir additiv Multiskalen-
vorkonditionierte GMRES-artige Krylovraum-Verfahren. Wir geben dazu der Darstellung in
[[25] folgend zunéchst eine systematische Herleitung moderner Krylovraum-Loser und ih-
rer Konvergenzeigenschaften. Ziel ist es, mit Hilfe von Konvergenzabschitzungen, die auf
dem Numerischen Wertebereich der Steifigkeitsmatrix und ihrer Inversen basieren, die Op-
timalitat additiv Multiskalen-vorkonditionierter GMRES-artiger Krylovraum-Léser in einem
etwas allgemeineren Rahmen als in [I08, [0Y] nachzuweisen. Ein Robustheitsbeweis ist mit
diesem Zugang jedoch bislang noch nicht gelungen. Obwohl wir an einer Darstellung der Kon-
vergenztheorie im Zusammenhang mit den von uns gewéhlten Petrov—Galerkin Multiskalen-
Zerlegungen interessiert sind, zeigt sich, dafl an einigen Stellen die Annahme Galerkin-artiger
Multiskalen-Zerlegungen erforderlich ist. Diese werden klar herausgearbeitet.

Es wird zunéchst eine sehr allgemeine Klasse von iterativen Verfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme eingefiihrt, Orthogonalisierungsverfahren, iiber die eine einfache Klassifi-
kation der meisten zur Zeit bekannten iterativen Loser moglich ist [I25]. Dies gilt sowohl fiir
die modernen Krylovraum-Loser wie zum Beispiel GMRES, BICGSTAB und ihre zahlreichen
Varianten als auch fiir die &ltere konjugierte Gradienten und konjugierte Residuen Methode
[T04]. Es lassen sich aber auch klassische Iterationsverfahren wie das Jacobi- oder das Gaufi—
Seidel-Verfahren als Orthogonalisierungsverfahren ansehen. Orthogonalisierungsverfahren be-
stimmen ausgehend von den bisherigen Iterierten neue Iterierte durch die Forderung, dafl die
resultierenden Residuen in einem gewissen Sinne senkrecht auf einer Menge von Suchrich-
tungen stehen, wobei die moglichen Orthogonalisierungsbedingungen mit Hilfe sogenannter
Orthogonalisierungsmatrizen Zj, schrittabhéngig parametrisiert werden kénnen. Nach ihrer
Definition leiten wir eine allgemeine Konvergenzabschétzung fiir die entstehenden Verfahren
her, die den Ausgangspunkt fiir genauere Konvergenzuntersuchungen im Zusammenhang mit
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den spezielleren Krylovraum-Methoden bildet. Danach betrachten wir Orthogonalisierungs-
verfahren im Zusammenhang mit schrittabhéingig vorkonditionierten Gleichungssystemen und
zeigen, wie diese ausgehend vom urspriinglichen System mittels transformierter Suchrichtun-
gen und Orthogonalisierungsbedingungen interpretiert werden kénnen.

Im zweiten Teil dieses Anhangs leiten wir einige derzeit gebriuchliche Krylovraum-Methoden
mit Hilfe speziell gewéhlter Orthogonalisierungsmatrizen anhand von Orthogonalisierungs-
verfahren her. Uns interessieren dabei weniger Aspekte ihrer Implementierungen als vielmehr
die Frage nach den Eigenschaften der unterschiedlichen Verfahren und mogliche Konver-
genzabschétzungen. Neben den in [I25] gezeigten Konvergenzaussagen, die auf dem Spek-
trum der zum linearen Gleichungssystem gehtérenden Systemmatrix beruhen, zeigen wir auch
Abschétzungen auf der Basis des Numerischen Wertebereichs des diskreten Operators [72].
Letzteres tun wir insbesondere im Hinblick auf die bei der Diskretisierung von Konvektions-
Diffusions Gleichungen entstehenden Matrizen. Diese sind im allgemeinen nichtnormal und
die Konvergenz iterativer Loser ist fiir solche Matrizen bekanntlich nicht mehr alleine durch
ihr Spektrum bestimmt [53, 715, [16].

Im dritten Teil untersuchen wir explizit das Verhéltnis zwischen Krylovraum-Verfahren fiir
das Standardsystem, das heif$t fiir das Multiskalen-transformierte lineare Gleichungssystem,
und dem additiv Multiskalen-vorkonditionierten Gleichungssystem. Es zeigt sich, daffi man
dadurch einander dquivalente Verfahren erhélt. Dieser Abschnitt kann jedoch beim ersten
Lesen iibergangen werden.

Nach diesen Vorarbeiten untersuchen wir in einem abschliefenden vierten Teil die Konver-
genzeigenschaften additiv Multiskalen-vorkonditionierter Krylovraum-Verfahren fiir Konvek-
tions-Diffusions Probleme. Auf der Basis verallgemeinerter Norméquivalenzen zeigen wir,
dafl die Konvergenzraten additiv Multiskalen-vorkonitionierter Krylovraum-Verfahren, die
eine durch den Multiskalen-Vorkonditionierer induzierte Norm des Residuums minimieren,
unabhéngig von der Anzahl It der auftretenden Skalen sind.

A.1 Orthogonalisierungsverfahren

A.1.1 Definition von Orthogonalisierungsverfahren

Wir definieren Orthogonalisierungsverfahren zur iterativen Losung eines linearen Gleichungs-
systems

Az =b. (1.1)

Es wird vorausgesetzt, dafi A € R™*" eine regulire reellwertige Matrix der Dimension n ist
und dafl  und b Vektoren des R™ sind. Im gesamten Anhang benutzen wir die Konvention,
dal wenn x € R" eine Iterierte ist, r, = Axy — b das zugehorige Residuum bezeichnet.

Definition 4 (ORTHOGONALISIERUNGSVERFAHREN)

Es seien xqg ein vorgegebener Startvektor und rq = Axzg — b das zugehdrige Startresiduum.
FEin Orthogonalisierungsverfahren zur iterativen Lisung des linearen Gleichungssystems ([I.1)
besteht aus einer Rekursion

Tk € Tk + (Qh—op b - Qo—1,k) (K >1)

mit o, < k, Suchrichtungen qy—jr € R™ und T, € (Tp—oy, ..., Th—1), S0 daff die neue
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Approzimation xy den Orthogonalitdtsrelationen

T2k qr—jk =0 (G =1,..,0%) (1.2)

geniigt. Die Matrizen Zy € R™™ werden dabei als nichtsingulir vorausgesetzt und konnen
schrittabhingig gewdhlt werden. Der zweite Index k der Suchrichtungen qi_; . zeigt an, daf
diese ebenfalls schrittabhdngig sein kénnen. Das Verfahren heif§t

e exakt, falls im k—ten Iterationsschritt auch k Suchrichtungen zur Berechnung der neuen
Iterierten verwendet werden, das heifit o = k,

e abgeschnitten, falls hdchstens omar Suchrichtungen zur Berechnung der neuen Iterier-
ten verwendet werden, das heifit o = min(k, opmaz)-

Neben exakten und abgeschnittenen Orthogonalisierungsverfahren sind selbstversténdlich
weitere Varianten moglich. Orthogonalisierungsverfahren unterscheiden sich durch die Wahl
der Groflen qx—;k, Zi, o) und Zj. Man kann die Orthogonalitétsrelationen ([.2) fiir das Re-
siduum 7, der neuen Iterierten xj auch ausgehend von einer schwachen Formulierung fiir das
Verschwinden des Residuums interpretieren. Durch die Bedingungen ([.7) wird gefordert, dafl
jeweils die Projektion des neuen Residuums 7, auf den Raum, der von den Vektoren Zyqx_;
(j =1,...,01) aufgespannt wird, gleich dem Nullvektor 0 ist. Es seien jetzt

7. = Axp —b,
e = Tp— .

Uber die Darstellung der Iterierten im Schritt k& mit Hilfe der Suchrichtungen und geeigneter
reeller Koeffizienten ~;

Ok
T = Z%’,k‘ﬂcf@',k + Tk
i=1
erhalten wir als Darstellungen fiir das entsprechende Residuum und den Fehler

Ok

e = Y VikAGh-ik + Tk, (1.3)
=1
Tk

er = Z%,ka—i,kJrék- (1.4)
=1

Aus den Orthogonalitétsrelationen ([.3) ergibt sich damit das folgende lineare Gleichungssy-
stem der Dimension o}, zur Bestimmung der ~; j:

Ok
> ikt h A ZhGh— gk = —ThZkGh—jn (G =1,..,0%). (1.5)
i=1

Die Losung des Systems Az = b der Dimension n wird also ersetzt durch das Losen kleinerer
Systeme ([[.F) der Dimension oy, in jedem Iterationsschritt.

Wir zeigen als Beispiel eine Moglichkeit, wie klassische Iterationsverfahren der Form

Tp = Tp_1 — Mﬁl(Aazk,l — b)
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mit 7, = Azy —b = (1 — AM~Y)r,_; in die Klasse der Orthogonalisierungsverfahren ein-
geordnet werden kénnen. Wihlen wir Zp = xp_1, o = 1, qp—11 = M~'r,_1 und mit
Hilfe einer nichtsinguléren, schiefsymmetrischen Matrix S als Orthogonalisierungsmatrizen
Zy = S(M — A), dann erhalten wir

r};quk,Ll = r271(1 — AM_l)tS(M — A)M_lrk,l
ri (1 —AMY1S(1 — AM Y =0.

Da die Matrix S bis auf die genannten Bedingungen frei gewédhlt werden kann, ist die Wahl der
Orthogonalisierungsmatrizen Zj, fiir ein beabsichtigtes Verfahren nicht eindeutig festgelegt.

A.1.2 Konvergenzeigenschaften

Trotz der groflen Allgemeinheit ihrer Definition 148t sich fiir Orthogonalisierungsverfahren
relativ leicht eine grundlegende und aussagekriftige Konvergenzabschitzung herleiten. Sie
bildet den Ausgangspunkt fiir spitere Konvergenzuntersuchungen im Zusammenhang mit den
spezielleren Krylovraum-Methoden. Wir benétigen zunéchst zwei vorbereitende Lemmata.

Lemma 2 Fiir ein Orthogonalisierungsverfahren gilt mit beliebigen reellen Koeffizienten n;
(i=1,..,0k)

Ok
TR Zk A e = 1h 2k AN niAd—i e + Tr). (1.6)

=1

Beweis:
Mit der Darstellung ([[.3) des Residuums im Schritt & erhalten wir

Tk
rhZk AT = R ZkAT O ik Adk—ik + )

=1

ok
= ThZAT O mAG—ik + ),
=1

da aufgrund der Orthogonalitéitsrelationen ([.9) v}, Zxqr—;x = 0 fiir i = 1, ..., o, gilt.

O
Durch Gleichung ([.§) wird als quadratische Form eine geometrische Figur definiert. Man
erhiilt durch die Beziehung zwischen Fehlern und Residuen eine entsprechende Figur fiir
die Fehler. Fiir eine geometrische Interpretation dieser Figuren und ihre Bedeutung fiir das
Verhalten der Fehler und Residuen im Fall exakter Verfahren verweisen wir auf [124, I25].
Als Konsequenz der dort gefithrten Diskussion notieren wir lediglich: Um im Fall exakter
Verfahren eine wirkliche Fehlerreduktion beziiglich der euklidischen Norm zu erreichen, soll-
ten die Orthogonalisierungsmatrizen Zj, so gewéhlt sein, dafl die Singulérwerte von Z;- tp-t
moglichst nahe beieinander liegen. Insbesondere fithrt die Wahl Z, = A™! zu Verfahren, die
die Fehler beziiglich der euklidischen Norm minimieren. Hierbei erscheint die Berechnung
der rechten Seite des linearen Gleichungssystems ([[.5) zur Bestimmung der Koeffizienten ; j,
jedoch mindestens so aufwendig wie die Losung des Ausgangsproblems. Diese Schwierigkeit
kann umgangen werden, indem man spezielle Suchrichtungen der Form gy = Alqp_ix
verwendet.
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Lemma 3 Es seien M € R™ " eine symmetrisch positiv definite Matriz und R € R™"™
schiefsymmetrisch. Dann gilt, wenn p(R) den Spektralradius von R und Amin (M) den klein-
sten Figenwert von M bezeichnen,

P*(R)
AL in (M)

min

1+ M7 R|3, <1+ (1.7)

Beweis:
Wir erhalten die Abschitzungen

214+ M IR!M(1 + M 'R)x
1+ M7 'R|3, = max Shs ]?tMi i B
_ max{l—&—zthM_le}
x#£0 ot Max
HM‘llllRl‘IIQ}
Amin(M)]]z|[2
p*(R)
A (M)’

man

IN

max {1 +
x#0

IN

1+

da ||[M~1|| = )\mii(M) ist. Dariiberhinaus ist R normal, so daf L2l < ||R|| = p(R) gilt.

&l

O
Mit Hilfe der beiden soeben vorgestellten Lemmata kann man die folgende Konvergenz-
abschétzung fiir allgemeine Orthogonalisierungsverfahren zeigen.

Satz 16 (KONVERGENZABSCHATZUNG FUR ORTHOGONALISIERUNGSVERFAHREN)

Es seien die ZA™1 positiv reell, das heifit ihr symmetrischer Anteil sei positiv definit. Dann
gelten fir die Residuen und Fehler, die durch das zugehirige Orthogonalisierungsverfahren
entstehen, die Abschitzungen

2 Tk
p*(Ry) : _
lrellzea— < 41+ 5=~ min || mAqe—ir + Tkl z,4-1, (1.8)
Zy A%“n(Mk) NseeosTloy, ; v i Zy
2 Ik
p?(Ry) . _
llex|latz, < L+ 5> min || Y 79—k +ekllarz, (1.9)
& )‘12mn(Mk) NMyeesNoy, ; i i 2

wobei Ry, = (ZkAfl)Sk und My, = (ZyA=1)Y den schiefsymmetrischen respektive symmetri-
schen Anteil bezeichnen. Dariiberhinaus gelten, falls die Zy A~ symmetrisch (und damit auch
symmetrisch positiv definit) sind,

ok

Ikl zea—r = min [ niAge_i + Tl 7,41, (1.10)
"717"""70'1‘: ,i:l
ok

lewllarz, = min [ migroir + exllarz,- (1.11)
7717"')770k ,i:l

Beweis:
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Fiir beliebige n; ist nach der Darstellung ([.f]) aus Lemma P

ok
H7”k||22k,471 = TizkA_l(Z NiAqe—ik + k)

i=1

ok
= P M(1+ M Ry) (D miAgy—i + 7).
i=1
Es sei jetzt 7 ein Vektor mit ||7x||z, 4-1 = min [|> 7% niAgr—ik + Tk||z,4-1. Dann
ool

folgt aus der Tatsache, dafl My symmetrisch positiv definit ist, zusammen mit der Cauchy—
Schwarzschen Ungleichung und der Abschétzung ([.7) geméf Lemma

Irkl a0 = rhMe(1+ M Ry)fy,
< lrwllag |1(1 + M Ry,
< rwllag 11+ My Ry |, |7 s
2(R
G ORI
Arin(Mp) i

min

N

— ||Tk||ZkA_1 ]‘ +

Hieraus folgt Abschitzung ([[.§). Zum Beweis der entsprechenden Identitéit im Fall, daf die
Z, A1 symmetrisch sind, bemerken wir, daf8 der schiefsymmetrische Anteil Ry, dann jeweils
verschwindet und daher der Wurzelausdruck 1 ergibt (,,<“). Die Richtung ,,>* ist trivial, da
ri in jedem Fall eine Darstellung der Form besitzt, {iber deren Norm das Minimum genommen
wird. Die Aussagen fiir die Fehler e folgen aufgrund der Tatsache, dafl r, = Aey, ist.

O
Die Abschitzungen ([.§) und ([.9) sowie die Gleichungen ([.10) und ([[.I1]) sind bei ndherem
Hinsehen aufgrund der Beziehung zwischen Fehlern und Residuen identisch. Sie beschrei-
ben den gleichen Sachverhalt lediglich aus unterschiedlichen Perspektiven, einmal aus der
Sicht der Residuen und zum anderen aus Sicht der Fehler. Die Ausdriicke || - || 4¢7, stellen
dabei im allgemeinen keine Normen dar, sondern sind als Abkiirzungen fiir /(-, A'Zy-) zu
lesen, wobei die Skalarprodukte in den betreffenden Féllen stets nichtnegativ sind. Sind die
Suchrichtungen gx_; 5, linear unabhéngig und ist das Verfahren exakt, so wird (bei exakter
Arithmetik) die exakte Losung spétestens im Schritt n erreicht. Die Suchrichtungen spannen
dann ndmlich den gesamten Losungsraum auf, so daf é, = 0 ist. Die Orthogonalisierungsbe-
dingungen entsprechen nach dem zweiten Teil des Satzes einer Minimierung, falls die Z, A™!
symmetrisch positiv definit sind. Da sich Minimierungseigenschaften stets iiber Orthogona-
lisierungsbedingungen ausdriicken lassen [T25], bilden Minimierungsverfahren eine Teilklasse

der allgemeinen Klasse der Orthogonalisierungsverfahren. Wegen ||rg|| = ||Aek|| < || A]]||ex||
und ||ex|| = [|A7 rel] < |JA7Y|||rx|| gelten die Beziehungen

Irell  lleall g Nl el

[Iroll —  [leoll [leol| = [Ioll
wobei k = ||A||-]]A7Y|| die Kondition der Matrix darstellt. Fiir kleine Konditionen & ~ 1 sind

demnach Fehler und Residuen eng aneinander gekoppelt, so dafl eine Reduktion der relativen
Residuen eine solche der relativen Fehler mit sich bringt und umgekehrt. Terminierungskri-
terien basierend auf der Grofle der relativen Residuen sind also angemessen. Im Fall von
Konditionen s > 1 bewirkt eine Reduktion der relativen Residuen jedoch nicht notwendig
eine entsprechende Reduktion der relativen Fehler und umgekehrt.
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A.1.3 Verfahren fiir vorkonditionierte Gleichungssysteme

Wir betrachten eine Folge schrittabhéngig vorkonditionierter Gleichungssysteme
Pp  APR .y = Pp b, (1.12)

wobei Pp, ;, und Pg, jeweils nichtsingulére Vorkonditionierungsmatrizen aus R™*" darstellen
und die y* die exakten Losungen der so vorkonditionierten Gleichungssysteme sind. Ziel die-
ses Abschnitts ist die Formulierung von Konvergenzabschétzungen fiir Orthogonalisierungs-
verfahren beziiglich der vorkonditionierten Systeme ([.12) aus Sicht des Ausgangssystems.
Wir interessieren uns also fiir die Frage, was Orthogonalisierungsverfahren beziiglich der vor-
konditionierten Systeme ,tatsidchlich bedeuten. Mit Hilfe der Konvergenzabschitzung des
letzten Abschnitts erhalten wir durch Einsetzen der Darstellungen fiir die resultierenden
Iterierten, Residuen und Fehler aus Sicht des urspriinglichen Gleichungssystems direkt die
gewiinschten Aussagen. Diese erlauben auch eine Interpretation der Verfahren auf der Basis
des urspriinglichen Gleichungssystems mittels transformierter Suchrichtungen und transfor-
mierter Orthogonalisierungsbedingungen.

Ein Orthogonalisierungsverfahren entlang der vorkonditionierten Gleichungssysteme ([.12)
berechnet ausgehend von Suchrichtungen q,ffjk € R" (j = 1,...,0r) und Orthogonalisie-

rungsmatrizen Z,f Iterierte
Ok

Yk = Z%’,k%}:—i,k + Uk
i=1

itber die Orthogonalisierungsbedingungen

(T,f)tZ,fq,f_j7k =0 (j=1,...,0r), dh.
ok
Z%,k(qg—i,k)tP}ikAtPE,kZIfqlf—j,k = —(M)'Z a0 (G=1,.,00). (1.13)
=1

Hierbei ist
f]f = PL7kAPR7kyk — PLJCb.
Definieren wir ferner
&, =k — ",

so erhalten wir fiir die Iterierten, Residuen und Fehler aus Sicht des urspriinglichen Systems

Tk
vk = Priye= Y YikPrrali ) + Pribr, (1.14)
=1

O
re = Poarf = vikAPriah_iy + Prath, (1.15)
=1

ok
ev = Prrer =Y %ikPrral ix+ Prrer- (1.16)
=1

Anhand der Konvergenzabschéitzung des letzten Abschnitts kénnen wir nun mit Hilfe die-
ser Darstellungen die nachfolgende Konvergenzabschéitzung fiir Orthogonalisierungsverfahren
beziiglich der vorkonditionierten Gleichungen ([.12) herleiten.



144 Krylovraum-Verfahren

Satz 17 (KONVERGENZABSCHATZUNG FUR VORKONDITIONIERTE GLEICHUNGEN)

Es seien die Z ,f (PLkAPR’k)*l positiv reell. Dann gelten fiir die Residuen und Fehler aus Sicht
des urspriinglichen Systems, die durch ein Orthogonalisierungsverfahren fiir die entsprechend
vorkonditionierten Systeme entstehen, die Abschiatzungen

P(R]) & ,
r o S/l e min [|)  niAPRigh iy + T 14, (117
] kHPE,kZIfPchA v )‘727LG(le) 771,...,77%H — iRk i,k kHPE,kZIfPR}cA 5 )
2( PP Tk
p (Rk) . P 5
HekHAtPE,kZ;fPIQ}C <4/1+ 2 (Mp) mfl.l.l,ga | ZniPR,qu—i,k + ekHAtngZ,fP};jc’ (1.18)
min k k=1

wobei RY := (ZF (P APgk)™ ) und MP = (Zf(PpxAPgry)~')* sind. Dariiberhinaus
gelten, falls die Z,f (PLxAPRy) "' symmetrisch sind,

Ok
. P _
Irillpy  zpppias = min | > iAPRRG ok T Tkllpy zrpoiaon (119)
i=1
Ok
. P _
|’61'@’‘,amvi’kz,fpgjc = nﬁl_l},l% | Z; NiPRk—i ) + ekHAtPE!kZ,fP};}C' (1.20)
1=

Beweis:
Der Beweis folgt direkt aus Satz [[§ durch Einsetzen der Darstellungen ([.15) und ([.16) fiir
die Residuen und Fehler aus Sicht des urspriinglichen Systems.

O
Vorkonditionierte Orthogonalisierungsverfahren entsprechen daher Orthogonalisierungsver-
fahren fiir das urspriingliche System mit gemaf

PR,lef—z‘,k 7 Qk—iks (1.21)
PLyZiPry, — Z (1.22)

transformierten Suchrichtungen und Orthogonalisierungsmatrizen.

A.2 Krylovraum-Verfahren

A.2.1 Allgemeine Eigenschaften

Zu den gebriuchlichsten Orthogonalisierungsverfahren zéhlen die sogenannten Krylovraum-
Verfahren. Ein Grund hierfiir ist, dafl man fiir ihre Implementierung im wesentlichen nur
Matrix-Vektor-Multiplikationen benétigt. Sie eignen sich daher insbesondere zur Lésung von
linearen Gleichungssystemen mit schwachbesetzten Systemmatrizen. Krylovraum-Verfahren
sind Orthogonalisierungsverfahren mit

Gh—ik € Ki—i(B,z):= <z,Bz,...,Bk*iz>,
Tk = Tk—oy,

wobei B € R™ " eine gegebene Matrix und z € IR" ein gegebener Vektor sind. Unsere
Definition des Krylovraums Ky (B, z) stimmt nicht ganz mit der in der Literatur iiblichen De-
finition Ky (B, 2) := (z, Bz, ..., B¥"12) iiberein [104]. Fiir Konjugierte Krylovraum- Verfahren
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(Conjugate Krylov Subspace methods, CKS-Verfahren) werden speziell B = A und z = 79
gewahlt. Wir fassen im folgenden Lemma kurz einige einfache Eigenschaften der zugehorigen
Krylovrdume und Verfahren zusammen.

Lemma 4 (ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN VON CKS-VERFAHREN)

Es sei pmin(A,10) das Minimalpolynom zum Vektor ro, das heifit pmin(A, 1) sei ein Polynom
minimalen Grades (i, so dafl pmin(A,10) = ’,::0 apAFrg =0 mit ay # 0 fiir mindestens ein
k € {0,...,u} gilt. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. dim Kp(A,r0) = m+ 1 <= Grad (pmin(A4,70)) > m.
2. Ku—1(A, o) ist invariant beziglich A und IC,—1(A,ro) = Km—1(A,ro) fir alle m > p.

3. Die Losung x = xo — €q des linearen Gleichungssystems ([I.1) liegt in xo + KC,—1(A, 10).

Beweis:
Die beiden ersten Aussagen sind offensichtlich. Wir beweisen daher lediglich die dritte Be-
hauptung. Es sei 7 > 0 der minimale Index, so dafl o; # 0. Dann gilt

o
. Qg
A']’I”O = — Z ;Ak’l"o
k=j+1 7

n
= ro = A(— Z %Ak_j_l’r'o).
k=j+1 7

=€Q elc,u—l (Aer)

O
Da der Grad p des Minimalpolynoms stets kleiner als die Dimension n des linearen Glei-
chungssystems ist, ist die Losung des Gleichungssystems in Krylovraumen iiberhaupt moglich.
Die naheliegendste Basis {rg, Ao, ..., A¥rg} des Krylovraums Ky (A, 7o) ist aus numerischer
Sicht fiir die Implementierung der Verfahren ungeeignet. Die Vektoren A’r( zeigen fiir wach-
sendes j unter Umstédnden immer stirker in Richtung des dominierenden Eigenvektors von
A (Stichwort ,,Powermethode®, siche [61]) und die resultierende Basis kann im Verfahren nu-
merische Instabilitdten hervorrufen. Deshalb verwenden die meisten Krylovraum-Verfahren
nach Moglichkeit orthogonale oder biorthogonale Basen, die iiber Arnoldi- und (Bi-)Lanczos-
Prozesse konstruiert werden [[04]. Sie fiihren im Idealfall zu numerisch stabilen Verfahren
mit kurzen Rekursionen. Letzteres bedeutet, dafl zur Bestimmung der Iterierten im Schritt k
nicht die gesamte Menge der den Krylovraum Kj_1(A, r9) aufspannenden Basisvektoren ge-
speichert zu werden braucht, sondern nur einige wenige zuletzt berechnete Vektoren. Die
Orthogonalitétsforderungen lassen sich dabei iiber verallgemeinerte Projektionen des ur-
spriinglichen Systems in die Krylovraume 1 (A, ) interpretieren. In Féllen mit indefiniten
oder nichtsymmetrischen Systemmatrizen kénnen die Prozeduren zum Auffinden orthogona-
ler oder biorthogonaler Basen jedoch versagen (“serious breakdown”) und zur Divergenz des
Krylovraum-Verfahrens fiihren.
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A.2.2 Konjugierte Krylovraum-Verfahren
Fiir Konjugierte Krylovraum-Verfahren (CKS-Verfahren) liegen die Suchrichtungen gj_; ;, im
Krylovraum Kj_; (A, rg). Wegen
xr € w0+ Kr—1(A,10),
T € 1o+ AKk-1(4,70),
e € e+ Kk—l(A7 ?”0) =eg+ ]Ck_l(A7 Ae())
=€+ A]Ckfl(A, 60)

folgen mit geeigneten Koeffizienten 3; ;, und 7); 5, die Darstellungen

k k
v = Y BikATro+ 30 =Y nigri1 + o, (1.23)
i=1 i=1
k 4 k
re = Y BixAlro+ro=Y mixAri1+ro, (1.24)
i=1 i=1
k 4 k
e = Z BixA'eo +eo = Zni,kAei—l + €o. (1.25)
i=1 i=1

Fiir exakte CKS-Verfahren betrachten wir die beiden naheliegenden Zuordnungen
qk—ik = Tk—i,
grix = AFTirg
und erhalten als zugehorige Orthogonalisierungsbedingungen die dquivalenten Forderungen
reZirk-; = 0, (1.26)
2 Ay = 0 (j=1,..., (ox = k). (1.27)
Die Bedingungen ([.24) erkliren die Bezeichnung ,, Konjugierte Krylovraum-Verfahren®, da

die Suchrichtungen r;, paarweise Zj-konjugiert sind. Eine allgemeine Konvergenzabschétzung
fiir exakte Konjugierte Krylovraum-Verfahren erhélt man unmittelbar aus Satz [[§.

Satz 18 (KONVERGENZABSCHATZUNG FUR EXAKTE CKS-VERFAHREN)
Es seien die Z,A™'  positiv reell. Dann erhdilt man fir die Residuen und Fehler, die durch
exakte CKS-Verfahren entstehen, die Abschitzungen

el z a1 < 1+ M min || zk:ﬁAiro + 70|z, 4-1 (1.28)
5 k
p?(Ry) : ;
e < 1+ ———- min ;Aleg + e , 1.29
ekl atz, A2 (My) BrresBr ] ;@ 0+ eollarz, (1.29)
wobei Ry = (ZxA™Y)* und My, = (Z, A=Y sind. Sind die ZA~' symmetrisch, so gelten
k .
Ikl a1 = Bmin 1> BiAirg + roll 7, a-1, (1.30)
15--9Pk i=1
k .
llexllatz, = , oin 1> Bidleq + eoll 4tz (1.31)
s llog,

=1
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Beweis:
Die Behauptungen folgen mit Satz [8.

O
Wir untersuchen nun, wie sich hieraus verfeinerte Aussagen ergeben und zeigen zuerst Ab-
schéitzungen, die insbesondere im Falle normaler Matrizen A zu detaillierteren Konvergenz-
aussagen unter Kenntnis des Spektrums von A fithren. Wir verwenden dazu eine Reihe von
einfachen Lemmata. Fiir nichtnormale Matrizen ist die Konvergenz zugehoriger iterativer Ver-
fahren bekanntlich nicht alleine durch das Spektrum der Matrizen bestimmt [A1, 87, 15, I16].
Wir geben deshalb noch weitere Abschéatzungen an, die auf dem Numerischen Wertebereich
von A sowie von A~! beruhen. Fiir noch detailliertere Konvergenzabschiitzungen die auf dem
Pseudospektrum und lokal verfeinerten Abschétzungen basieren verweisen wir auf [A3].

Lemma 5 Es sei G € R™™" positiv reell und S = (Gsy)%. Dann gilt fir alle x € R"

< lzlle < [IS[ ||l (1.32)

Beweis:
Die behaupteten Ungleichungen folgen mit

1
[o]l& = Gz = 2" S (G + G = 2SSz = ||S||* < [|S] "],

1]l = 11571 8a|| < ISTHI ]Sl = 1S7H]| [l2]|-

O
Lemma 6 Es sei A € R™™" eine positiv reelle Matriz. Dann erhdlt man die Abschitzung
2 Ao
min||1 + cA|]* <1 - et (1.33)
a [1A][?

wobei \min den kleinsten Figenwert des symmetrischen Anteils von A bezeichnet.

Beweis:
Der Ausdruck

{1+ aAd)l(1+aA
1 +aAl? = maxx( ta )t( +ad)
x#0 xT'x

2t Ar SatAtAx
= max (1+20— « .
T#0 xtr ztx
nimmt sein Minimum an fiir ag = ——¢ Aéjx' Damit gilt

t 2 t
11+ aoAl? = max<1—(xA$) e >

20 (ztx)? xtAtAx
A2
< 1 - min
|| AJ[>
da A%¥ nach Voraussetzung positiv definit und z;t—Af = wtgﬁ;% ist.
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Lemma 7 Es sei A € R™" eine positiv reelle Matriz. Dann gilt die Abschitzung

k
(] )‘?nzn 2
min HZ@A +1|| < <1— HA!!2> . (1.34)

01,...,0k

Beweis:
Mit Hilfe des vorigen Lemmas erhalten wir

min HZGAUrlH < min||(1 + ad)¥||

01,....0,

IN

min ||1 + aA|*
(6%
k
22 >5
< 1 — [Zmin )
( |1Al2

Lemma 8 Es sei J € R™" die Matrixz der Jordanschen Normalform zur Matriz A € R™*",
so daf8 A= C~LJC fiir eine requlire Matriz C € R™ ™ ist. Dann gilt

d

k
0;A" +1|| < i 0;,J" + 1]|. 1.35
egllflkllz | < w(C )efl..l.,%k”; | (1.35)
Beweis:
Es gilt
mm 0AZ+1 = min 0;,C~ Lrc+ oo
o i HZ | oo 7kHZ I

A

c Yl lC|| min g 0;J" +1]|.
H HH H01,---,9k|’i - i H
|

Lemma 9 Es sei A € R™™" diagonalisierbar, das heifit es ewistiere eine Diagonalmatriz
D € R™", so daf§ A= C~'DC fiir eine requlire Matriz C € R™" ist. Dann gilt

0,4 +1|| < O\ +1 1.36
glrjfuflkllz +1]] < k(C )egngmrer%\z +1]. (1.36)

Ist A dariiberhinaus normal, dann gilt die obige Abschitzung sogar mit k(C) = 1, da die
Transformation C orthogonal gewdhlt werden kann.

Beweis:
Die Behauptung folgt wie Lemma .
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Satz 19 (KONVERGENZABSCHATZUNGEN ANHAND DES SPEKTRUMS)
Es seien A und die Z, A~ positiv reell. Dann erhdilt man fiir die Residuen und Fehler aus
exakten Konjugierten Krylovraum-Verfahren die Abschdtzungen

k
p?(Ry) ( A2 )2
rel] < 1+7HS 1— ) lroll, 1.37
p?(Ry) A2 2
k )
€k < 1+ 71‘{ Ty (1 — mm> €oll, 1.38
fexl ety (1 7)ol (1.38)

wobei Ry, = (ZyA~1), My, = (Zy AN, S, = (ZrA™1)*)2 und T = ((A'Z},)*)?2 sind.

Dariiberhinaus gelten

(Rk) i
Il < (14 (3 i, HZM + 1)l (139
p*(Ry,)
< 1+ ———""—k(T] GAZ 1 1.4
ledll <1+ 3 <k>9311;1kr\2 + 1) flell. (1.40)

Es sei J die Matriz der Jordanschen Normalform zur Matriz A, so daff A = C~YJC fir eine
requldre Matriz C ist. Es folgt

p*(Ry)

l[rel| < 1+)\27()’€(5k)%(0)911"ﬂmk||29 i "+ 1| [roll, (1.41)
p?(Ry) i
llexl] < 1+mﬁ(Tk)f€(C) elrfllfl ||Z‘9 J"+ 1 |leoll. (1.42)

Ist A diagonalisierbar, das heifit existiert eine Diagonalmatriz D, so daff A = C~1*DC fiir
eine reguldre Matriz C' ist, dann erhdlt man

p?(R)

< e § ‘ :
]| < 1+ )\72mn( )K(Sk)H(C) 031“1.3% )\I&&x | O\ + 1| ||roll, (1.43)
(Rk) I3
llekl| < 1+ 4)\%“”( k)ﬁ(Tk)m(C) lelrék )\rerzax | E ;X" + 1] ||eo]|. (1.44)

Ist A dariberhinaus sogar normal, so gelten die letzten beiden Abschitzung mit k(C) = 1.

Beweis:

Der Beweis ergibt sich aus Satz [§ durch Anwenden der oben stehenden Lemmata. Die
Ungleichungen ([.39) und ([.40) erhélt man mit Hilfe von Lemma [ aus den Abschiitzungen
(L:2§) und ([.29). Zusammen mit Lemma [ folgen dann ([.37) und ([.3§), zusammen mit
Lemma B und Lemma J jeweils ([.41]) und ([.49) sowie ([.43) und ([.44).

O
Bekanntlich ist der Numerische Wertebereich von A beziiglich eines Skalaprodukts (-, )z,
das durch eine symmetrisch positiv definite Matrix B induziert wird, definiert als [[/Z]

z*BAx
Wp(4) = { T*Bx

c0#£zeCn). (1.45)
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Der folgende Satz gibt eine Konvergenzabschéitzung fiir exakte CKS-Verfahren auf der Basis
der Numerischen Wertebereiche von A und A™! beziiglich der Skalarprodukte (-, )z, , wobei
die My, = (Z,A~1)® sind.

Satz 20 (KONVERGENZABSCHATZUNGEN ANHAND DES NUMERISCHEN WERTEBEREICHS)
Es seien die Z,A~' positiv reell Wir definieren die Grifen

(w7Aw)ZkA71 (w7A71w)ZkA71

T := inf , T := inf
wE]Rn ('UJ, 'UJ)ZkA—l we]:R,n (w7 w)ZkA_l
w#0 w#0

Dann gelten fiir die Residuen und Fehler, die durch exakte Konjugierte Krylovraum-Verfahren
entstehen, die Abschitzungen

p*(Ry) _\k
lrellza— < 1+m(l—Tk‘Tk)2\|T0|\zkA—l7 (1.46)

min

2
p*(Ry) _ Lk
m(l — Tk - Tk) 2 |leol | at 2, » (1.47)

min

IN

llexllaz, 1+
wobei Ry = (ZyA™1)** und My, = (ZyA™N)% sind. Sind die Z),A™' symmetrisch, so gelten
die entsprechenden Abschdtzungen ohne die Wurzelausdriicke.

Beweis:

Wir gehen von Satz [§ aus und schétzen die Minimumsausdriicke auf geschickte Art und
Weise ab. Wir tun dies zunéchst fiir das Residuum und betrachten dazu die folgende Umfor-
mulierung der Minimumseigenschaft. Es sei P, der Raum der Polynome vom Grad k, fiir die
pr(0) = 1 ist. Dann gilt

k
min || Y iAo +70llz,4-1 = min |[pe(A)ro|lz a1
PLEP

1y--5Pk i=1
Wir konstruieren nun rekursiv eine spezielle Folge {p; }o<j<k solcher Polynome durch

po(z) = 1,
PR g A
pi(z) = (1 — (4 —— )2, z> Dj—1(2).

DERE

mit #~1 = p,;_1(A)ro fiir j > 1. Damit erhalten wir

(A1 7Y 4

1714t = Bs(A)roliG s = I~ = 22 AP a0
ZrA J Zp A HAT] 1H2ZkA_1 A
- (1 (P AR g am1 (AL 7 4 17117
= - ~ =7 -
[ Vo[ A o

< (=7 )P Z a0

Zusammen mit Satz [[§ folgt hieraus die behauptete Abschitzung ([.4€) fiir die Residuen.
Abschiitzung ([.47) fiir die Fehler erhélt man dann wegen rp = Aey.
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O
Die Groflen 7, und 7y, sind gerade die Infima der Realteile der Numerischen Wertebereiche von

A beziehungsweise von A~! beziiglich der Skalarprodukte (-, -)az, , wobei die My, = (Z,A~1)Y
sind [09]:

7, = inf{Re(z) : z € Wi, (A)},

7, = inf{Re(z) : z € Wy, (A1)}

Die entsprechenden Aussagen des obigen Satzes fiir vorkonditionierte Systeme lauten:

Satz 21 (KONVERGENZABSCHATZUNGEN IM VORKONDITIONIERTEN FALL)
FEs seien die Zk(PL,kAPR,k)_l positiv reell sowie

P (w, PL7kAPR7kw)Zk(PL,kAPR,k)_l _p

-1 4—1p—1
(w, PR,kA PL,kw)Zk(PL,kAPR,k)71

T = in , Tp = inf
wG]Rn (w7w)Zk(PL,kAPR’k)71 wE]Rn (w?w)Zk(PL’kAPR’k)fl
w#0 w#0

Dann gelten fiir die Residuen und Fehler, die durch ein vorkonditioniertes exaktes CKS-
Verfahren entstehen, aus Sicht des urspriinglichen Systems die Abschdtzungen

P
|17k || ot 1, < 1+M(1—7P-%P)%HTOH . 14 (1.48)
PL,kaPR,kA7 — )\?nln(M’f) k k PL,kaPR,kA7 ’
2(pP
PRy P —P\k
HekHAtPE,kaP};i < 1+m(1—7’k -Tk)EHeoHAtPLkaPgi, (149)

wobei RE = (Zk(PLVkAPR,k)_l)Sk und MFP = (Zp(PpxAPRry)™1)* sind. Sind dariberhinaus
die Zk(PL,kAPR,k)_l symmetrisch, so gelten die entsprechenden Abschitzungen ohne die
Wurzelausdriicke.

Beweis:
Der Beweis ergibt sich aus Satz durch Einsetzen der Darstellungen der Residuen und
Fehler aus Sicht des unvorkonditionierten Gleichungssystems.

O

A.2.3 Verallgemeinerte Krylovraum-Verfahren

Verallgemeinerte Krylovraum- Verfahren sind CKS-Verfahren, deren Orthogonalisierungsvor-
schriften nicht mehr vom Iterationsschritt abhéingen, fiir die also Z; = Z = const ist. Wir
stellen im folgenden einige Verfahren und die sie charakterisierenden Eigenschaften vor, was
auf der Basis der im vorherigen Abschnitt gezeigten Konvergenzabschétzungen einfach durch
Wahl geeigneter Orthogonalisierungsmatrizen geschieht. Fiir Details ihrer Implementierungen
verweisen wir auf [T04, I25].

Verfahren, die die verallgemeinerte Energienorm des Fehlers ,,minimieren*

Wihlt man fiir das zu 16sende lineare Gleichungssystem (1)) ein Orthogonalisierungsver-
fahren mit Z = 1, so minimiert das exakte Verfahren gemifl Satz ([J) die verallgemeinerte
Energienorm des Fehlers im Sinne

PR)
llexlla <y /1+ min || Y A% + eo|a-
=1

)\%mn(M) BBk
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Ist A symmetrisch positiv definit, also insbesondere normal, so erhalten wir dariiberhinaus
fiir die Fehler und Residuen die Abschétzungen

k
e < k(S) min max O; " + 11 ||eo|,
leull < w(S) min,_mas 3368 +1 el
k
r < k(S) min max O\ + 1| ||rol|,
Il < () min,_max 3363+l

wobei S = A3 ist. Durch Substitution des darin auftretenden Polynoms in A durch ein
normiertes Tschebyscheff-Polynom folgt die bekannte Abschéitzung fiir das klassische CG-

Verfahren i
k(A)—1
llex]| < 2k(S5) <m> |leol]-

Ist A symmetrisch, so sind als Verfahren, die die verallgemeinerte Energienorm des Fehlers
im obigen Sinne minimieren, FOM und SYMMLQ zu nennen. Beide beruhen auf den im sym-
metrischen Fall beim Arnoldi-Prozef; entstehenden tridiagonalen Hessenbergmatrizen, wobei
SYMMLQ eine LQ-Zerlegung hiervon berechnet. Sie kénnen daher mit kurzen Rekursionen
implementiert werden. Ist A sogar symmetrisch positiv definit, so fithrt die LU-Faktorisierung
der tridiagonalen Hessenbergmatrizen zusammen mit FOM zum CG-Verfahren. Im Fall posi-
tiv reeller Matrizen bietet ORTHORES eine Verallgemeinerung des CG-Verfahrens fiir nicht-
symmetrische Matrizen dieses Typs. Das exakte Verfahren kann aufler fiir symmetrische Ma-
trizen nicht mit kurzer Rekursion implementiert werden. Fiir symmetrisch positiv definite
Matrizen ist ORTHORES mit o5 = 1 dquivalent zum Verfahren des steilsten Abstiegs und
mit o = min (k, 2) wiederum dquivalent zum CG-Verfahren.

Verfahren, die die euklidische Norm des Residuums minimieren

Waihlt man zur Losung des linearen Gleichungssystem ([[.1]) ein Orthogonalisierungsverfahren
mit Z = A, soist ZA~! = 1, und wir erhalten nach Satz [[J und Lemma [ fiir die Residuen
und Fehler

k
min || Z@-Alm + 7o,
i=1

T —
Il By
k .
lewllaca = min [|> BiA%q+ eol[ara
17""/8a'k i—1

k
< w(A) min || Bideq + eol|.
=1

1s--5Mop

Es wird also in jedem Schritt die euklidische Norm des Residuums minimiert. Zu den Verfah-
ren, die dies leisten, ziéhlen ORTHOMIN fiir symmetrisch positiv definite Matrizen, MINRES
fiir symmetrische Matrizen sowie GMRES fiir allgemeine Matrizen. Kurze Rekursionen sind
hierbei in der Regel nicht moglich.

Man gelangt auch mittels Orthogonalisierungsverfahren fiir die Normalengleichung erster Art

AtAx = A" (1.51)
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zu Verfahren, die die euklidische Norm der Residuen minimieren. Zwischen den Residuen r,iv

eines Iterationsverfahrens fiir ([.51]) und den Residuen aus Sicht des urspriinglichen Systems
besteht die Beziehung
r = At Az, — Alb = Alry,. (1.52)

Betrachtet man ein Orthogonalisierungsverfahren fiir das Normalensystem ([.51) mit Z = 1
— dies entspricht einem gewohnlichen CG-Verfahren fiir die Normalengleichung erster Art —,
so folgt aus Satz

k
I l[a-1a-e = min || Bi(A AT + 1 || 4-1a-.
B1,8k =1

Wir erhalten dann fiir die Residuen im urspriinglichen System aufgrund von ([.52)

k
|75l Zﬂmi% 1> Bi(AAY) 7o + 7o

1--5FPk i=1
Das Verfahren minimiert also die euklidische Norm des entsprechenden Residuums im ur-
spriinglichen System. Fiir die Fehler erhédlt man die Abschétzung

k
llexl] < £(A) min || Y Bi(AA) e + eol|.

1y--5Pk i=1

Eine Implementierung im Rahmen des urspriinglichen Systems mit kurzer Rekursion ist
CGNR.

Verfahren, die die euklidische Norm des Fehlers minimieren

Betrachten wir zum linearen Gleichungssystem (1)) die Normalengleichung zweiter Art
AAly = b, (1.56)
so ergibt sich die Losung x des urspriinglichen Problems durch
x = Aly.

Man erhilt daher aus den Fehlern eines Iterationsverfahrens fiir ([L56) als Fehler im ur-
spriinglichen System,
er =xp —ax = Aly, — Aly = AtekN. (1.58)

Wahlt man jetzt Z = 1 und betrachtet damit ein Orthogonalisierungsverfahren fiir das
Normalensystem ([.56) — dies entspricht also einem gewohnlichen CG-Verfahren fiir die Nor-
malengleichung zweiter Art —, so folgt wiederum aus Satz

k

et llaae = min ||'S" A(AAY e + e |Laar
15--5Mk i=1

Wir erhalten fiir die Fehler im urspriinglichen System dann wegen ([.5§)

k
llexll = min || > Bi(A"A)'eq + eol|.
B1yeBk |
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Das Verfahren minimiert also die euklidische Norm des entsprechenden Fehlers im urspriingli-
chen System und ist mit einer kurzen Rekursion implementierbar. Es wird mit CGNE bezeich-
net. Die Implementierung im Rahmen des urspriinglichen Systems nennt man auch Craig’s
Methode. Fiir die Residuen erhilt man die Abschétzung

1y-5Pk

k
Irell < w(4) min |3 B(AAY 10+ rol
=1

die wir der Vollstéandigkeit halber noch angeben wollen. Es konvergiert CGNE zwar sicher,
im allgemeinen jedoch sehr langsam, etwa wenn die Eigenwerte von AA? stirker in der kom-
plexen Ebene verstreut sind als die von A. Da in die relevante CG-Abschiitzung im Falle
von CGNE der im Vergleich zur urspriinglichen Konditionszahl quadrierte Wert eingeht, ist
die Konvergenz von CGNE insbesondere langsam fiir Matrizen, die (fast) symmetrisch und
schlecht konditioniert sind. Fiir allgemeine Matrizen ist dies jedoch nicht notwendig der Fall.

Bi-Lanczos-basierende Verfahren

Wir zeigen nun noch wie Verfahren, die in ihrer klassischen Herleitung auf einem Bi-Lanczos-
Prozef} zur Biorthogonalisierung des Krylovraums beruhen und daher mit kurzen Rekursio-
nen implementiert werden konnen, ebenfalls iiber Orthogonalisierungsverfahren darstellbar
sind. Wir besprechen zunéichst das BICG-Verfahren, das eine Grundlage fiir die meisten Bi-
Lanczos-basierenden Verfahren bildet. Wir wihlen eine Formulierung ausgehend von dem

,verdoppelten* System
<§Xt)<i>:<z> = Az=1 (1.62)

mit einem beliebigen Vektor b von gleicher Dimension wie b. Man erhilt dann fiir die Residuen
und Fehler eines Krylovraum-Verfahrens beziiglich ([.62)

L e\ [ Axp—b \ [ pr(A)ro \ _ . A L a1
Ty = < e > = < Atik —B > = ( pk(At)fO —pk(A)T’() S ’Ck(A, 7‘0), € = A Tk,
wobei py, ein Polynom vom Grad k mit p;(0) = 1 ist. Das BICG-Verfahren kann nun als Veral-

lgemeinertes CG-Verfahren iiber dem verdoppelten System mit der Orthogonalisierungsma-

trix Z = ( (1] (1) ) angesehen werden. Wir erhalten damit die Orthogonalitétsrelationen

FZm_i =0, dh rFr_i+ )i =0 (i=1,..,k).

Es ist ZA™! zwar symmetrisch jedoch indefinit, so daf3 die Konvergenzabschéatzungen aus
Satz nicht mehr zur Verfiigung stehen. Man kann aber zeigen, dafl die folgenden beiden
schwachen Minimierungsbedingungen erfiillt sind:

‘(fk)TAflrﬂ = min ’(fk)TAflpk(A)T(ﬂ,
PrEPK
[(éx)" Aep| = min |(ex)" Api(A)eq.
PrEPk

Das BICG-Verfahren liefert im allgemeinen stark oszillierende Residuen und die schwache
Minimierungsbedingung fiir die Iterationsfehler garantiert nicht, dal diese im Verlauf der
Iteration gegen Null streben, da aus ()7 Ae, = 0 nicht notwendig e;, = 0 folgt.
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Im BICG-Algorithmus werden einzelne Biorthogonalitdtsbedingungen der Gestalt rkak_i =0
fir ¢ = 1,..., k verwendet. Diese lassen sich mit Hilfe der Residuenpolynome p; auch in der
Form

(rk, "h—i) = (P (A)ro, pr—i(A")70) = (pr—i(A)pr(A)ro,70) = 0
schreiben. Berechnet man mittels solcher A'-freien Skalarprodukte

TSGS = pi(A)ro, egGS = pz(A)eg,

so gelangt man zum CGS-Verfahren. Falls die Folge {pr(A)}r der zum BICG-Verfahren
gehorenden Matrixpolynome gegen Null konvergiert, so erhélt man iiber die quadrierte Po-
lynomfolge {p?(A)}x eine schnellere Konvergenz des CGS-Verfahrens mit bis zu doppelter
Konvergenzgeschwindigkeit im Vergleich zu BICG. Das Konvergenzverhalten von CGS kann
aber durchaus noch irrefithrender sein als beim BICG-Verfahren.

Die Kernidee des BICGSTAB-Verfahrens beruht darauf, die quadrierten Polynome pi zum
CGS-Verfahren durch das Produkt zweier im allgemeinen unterschiedlicher Polynome g und
i zu ersetzen, um so eine glattere Konvergenz und eine stabilere Iteration zu erreichen. Man
erhélt fiir die Residuen und Fehler damit

BICGSTAB BICGSTAB
Tk €k

= qupr(A)eo.

Die Polynome ¢, werden rekursiv definiert durch ¢o(z) := 1, ¢j4+1(2) := (4124 1)g;(2). Der
zugehorige Parameter aj 1 wird dabei durch das eindimensionale Minimierungsproblem

= qrpr(A)ro,

! .
|[PPTESTAR | = min [|(aj 414 + 1)g;(A)pj+1(A)roll
J
bestimmt. Sinnvolle Polynome g lassen sich ebenfalls iiber [-dimensionale Minimierungspro-
blem zu gewinnen, was zu den BICGSTAB(/)-Varianten fiihrt.

A.2.4 Bemerkungen zur Vorkonditionierung

Die Vorkonditionierung linearer Gleichungssysteme kann auch als Transformation der Glei-
chungssysteme in geeignetere Koordinaten verstanden werden. Sie muf} sich dabei nicht nur
an dem vorliegenden Problem sondern auch an den Eigenschaften des vorzukonditionieren-
den Verfahrens orientieren. Es ist auflerdem die Frage zu stellen, was ein vorkonditioniertes
und damit (hoffentlich) schneller konvergierendes Verfahren fiir die Reduktion des wirklichen
Fehlers, das heifit fiir die Reduktion des Fehlers aus Sicht des urspriinglichen Koordinatensy-
stems bedeutet. Wir wollen diese Problematik am Beispiel des CG- und GMRES-Verfahrens
verdeutlichen.

Verfahren, die ||e;||4 minimieren

Es sei A symmetrisch positiv definit und M eine ebenfalls symmetrisch positiv definite Matrix,
die als Vorkonditionierer fiir A dient. Dann erhalten wir als Fehlerabschétzungen fiir das CG-
Verfahren im urspriinglichen und mittels M transformierten System

k
lexlla < 2 YVEDZIY 0,
VEA)+1
, VE(M2AMz) — 1 '

K(M2AM?) + 1

IA

P P
(3[R [E1wy (1.63)
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wobei ef =M 756]- ist. Um eine schnellere Konvergenz im transformierten System zu erhal-
ten, sollte die Transformation M daher so gewihlt werden, daf§ gilt:

k(M2AM?) < K(A).

Wir fragen nun, was das vorkonditionierte Verfahren fiir die Reduktion des wirklichen Fehlers
bedeutet. Eine zentrale Eigenschaft des vorkonditionierten CG-Verfahrens ist, daf trotz der
Transformation des Systems durch den Vorkonditionierer immer noch die urspriinglichen
Fehler in der urspriinglichen Energienorm minimiert werden. Wir erhalten aus ([L63) die

Abschéitzung
k

k(M2AM?) — 1

— lleolla-
VE(M2AM2) +1

Mifit man den aus dem vorkonditionierten Verfahren stammenden urspriinglichen Fehler
daher in einer problemunabhéngigen Norm wie der euklidischen, so kommt die Kondition
K(A%>, die zum urspriinglichen Problem und nicht zum vorkonditionierten Problems gehort,
ins Spiel. Es ist also vorstellbar, daf trotz guter Vorkonditionierung und damit schneller Kon-
vergenz, ein PCG-Verfahren fiir schlecht konditionierte Probleme keine verlafiliche Reduktion
des tatséchlichen Fehlers mit sich bringt.

llexlla <2

Verfahren, die ||r;|| minimieren

Die einfache Abschiitzung der Residuen fiir das GMRES-Verfahren lautet

||| < min [[pg(A)roll- (1.64)
PLEPK

Hieraus konnen wir wie folgt eine grobere Abschéiitzung herleiten, die zur Definition eines
geeigneten Vorkonditionierers fiir GMRES-Verfahren hilfreich ist. Es sei |[|[1 — A|| = p < 1
und py(z) := (1 — 2)* € Py. Dann gilt aufgrund von Abschiitzung ([.64)

el | < 11Bw(A)rol| < p¥[|rol|- (1.65)

FEin GMRES-Verfahren angewandt auf das durch eine nichtsingulédre Matrix M von links
transformierte System M Ax = Mb minimiert die euklidische Norm der transformierten Re-
siduen r,f = Mri. Um eine schnellere Konvergenz im transformierten System zu erhalten,
sollte geméB Abschitzung ([.65) daher die Transformation M so gewéhlt werden, daf gilt:

[1—MA|| < p.

Fiir das links-vorkonditionierte GMRES-Verfahren erhalten wir als Kopplung der transfor-
mierten Residuen und urspriinglichen Fehler
Il

< 2 h 1
< rMA) TRy

llex]]
|leol|

da aufgrund der Linkstransformation transformierte und urspriingliche Fehler {ibereinstim-
men. Falls k(MA) < k(A) ist, erwarten wir, dafl die transformierten Residuen besser zur
Steuerung der Iteration geeignet sind als die urspriinglichen Residuen.
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A.3 Konjugierte Krylovraum-Verfahren im Standardsystem

Die Ausfiihrungen in Kapitel @l haben gezeigt, daf§ multiplikative und additive Multiskalen-
Verfahren als klassische Iterationsverfahren (Gaufi-Seidel-, Jacobi-Verfahren) beziiglich des
Standardsystems interpretiert und mit Hilfe der Nichtstandardform effizient implementiert
werden kénnen. In diesem Abschnitt betrachten wir exakte Konjugierte Krylovraum-Verfahr-
en fiir das linksvorkonditionierte Standardsystem

My Y (Wi ) ToWy yito,s = My (Wi s)' fo
= My Tostios = Mg, fos (1.66)

Hierbei bezeichnet Z\Z[O_ 81 eine approximative Inverse der Standardform T07s- Wir untersuchen
zunéchst ausfiithrlich, wie die dariiber gewonnenen CKS-Verfahren dquivalent aus Sicht des
urspriinglichen Gleichungssystems mittels transformierter Suchrichtungen g;_;; und trans-
formierter Orthogonalisierungsmatrizen Zj, formuliert werden kénnen. Dabei sehen wir, dafl
die so definierten Verfahren auch als CKS-Verfahren fiir die von links durch

-1 ._ 0 ay—1 0 \t
MO,S T I/Vli&,V]\40,s (VVlt,S)

Multiskalen-vorkonditionierte urspriingliche Gleichung aufgefafit werden kann. Unter den Vor-
aussetzungen von Satz [J, ist eine dquivalente Realisierung des Multiskalen-Vorkonditionierers
M, Sl mit Hilfe des Nichtstandardsystems mdoglich. Damit erhalten wir dann eine meist ef-
fizientere Implementierung der beabsichtigten CKS-Verfahren als direkt iiber das linksvor-
konditionierte Standardsystem. Der Ubersichtlichkeit halber verzichten wir im folgenden auf
die Levelbezeichnungen und kennzeichnen Objekte, die mittels des Standardsystems definiert
sind, lediglich durch einen unteren Index ;. Die folgende Diskussion kann selbstversténdlich
auch fiir das rechts- oder symmetrisch vorkonditionierte Standardsystem gefiithrt werden.

Wir betrachten Krylovraum-Verfahren fiir das linksvorkonditionierte standard transformierte
Gleichungssystem ([.66) mit
B = M;'T,
z = vaP = ]\ZI;IFS = M;l(Wsy‘g)tro,
so dafl die Suchrichtungen ¢, ;—; x im Krylovraum ICk_Z-(Ms_ITS, fg’P) liegen. Wegen
P e TP 4 (M T Ko (M T, 707)

existiert eine Darstellung
k
kP (=14 \i=0,P | =0,P
Ty = Zﬁ],k(Ms T 7e" + 740
J=1

Betrachten wir die Suchrichtungen
Goin = (MJ'THF0P (i=1,.., (0 = k)),

so erhalten wir mit Hilfe nichtsingulirer Orthogonalisierungsmatrizen Zj, die Orthogonalisie-
rungsbedingungen

(FV 2 (MT) 0P =0 (i=1, ..., (o) = k)).

s
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Sie schreiben sich fiir i = 1, ..., (o), = k) auch ausfiihrlicher als
D B FEV UM TY ) 2 (M T) 70T = —(7F07) 2 (M T )
j=1

Fiir Gleichung i dieses Systems erhélt man dann

k
Zﬁj,k(ro)th,sMs_t‘ (Wi )!' T Wy s M
=1 -

(j mal)
(WS,V)tTth,SM;t
Z

MY (W, 8) TW,y

) (k—1i n}al)

C MY W) TWy M (Wi s)tr?
= —(rO)' W, s M Z (1.67)

MY (W, s)' TWyy

: (k — i mal)

M7 (W s)'TWyy M H(Wys)rP.

S

Im Abschnitt iiber Orthogonalisierungsverfahren beziiglich vorkonditionierter Gleichungssy-
steme konnten wir die Verfahren alleine anhand der dafiir geltenden Abschétzungen auch
aus Sicht des urspriinglichen Gleichungssystems mit Hilfe transformierter Suchrichtungen
und transformierter Orthogonalisierungsbedingungen interpretieren. Wir wollen dies nun fiir
CKS-Verfahren beziiglich des linksvorkonditionierten Standardsystems untersuchen und be-
trachten dazu gemé&f ([.21]) die transformierten Suchrichtungen

Q—ike = Wsvlsk—ik
= Wy M7 (W, s) TW,p)* M7 (W, 5)tr0
= [Wey M7 (W, ) T W,y M (W, 5) 0

und geméf ([.29) die transformierten Orthogonalisierungsmatrizen
Zy = WesM;' Zp(Wey)™

Durch Riicktransformation eines Residuenvektors
k
~k,P “r—171j~0,P | ~0,P
Pl = Y (M TR
j=1
beziiglich des vorkonditionierten Standardsystems mittels W,y erhalten wir

k
Ws,VMs_l(Ws,S)trk = Z’Vj,k:[Ws,VMs_l(WS,S)tT]st,VMs_I(WS,S)tTO + Ws,VMs_l(WS,S)tTO
J
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und es folgt die Darstellung
rt= (WS,S)_tMs(WS,V)_l

k
[Z 'Yj,k[WS,VM;I(WS,S)tT]jWS,VM;I(WS,S)tTO + WS,VMgl(WS,S)tTO]
j=1

aus Sicht des urspriinglichen Systems. Fordert man nun die Orthogonalisierungsbedingungen
(rk)tqukfi,k =0 (Z = 17 . (Uk = k))7

so erhalten wir fiir Gleichung ¢

k
ZVj,k(ro)tWS,SMgt(Ws,V)t' Tth,SM;t(WS,V)t
j=1 : (4 mal)
T'We sM; (Wip)*
(WS,V)itMg(Ws,S)il
Ws,sMthk(Ws,V)il
Wsijgl(W&S)tT

) (k — i mal) ~
i WSyMS_{(WS,S)tT 'WsyMgl(Ws’g)tT’o
= _(TO>tW5,SM;t(WS,V)t '(WS,V)itM;L(WS,S)il (1'68)

W s My Zi(Wyy) ™!
Wy M; Y (W, s)'T
: (k—1i mal)
WSyMS_l(WS,S)tT 'WsyMgl(Ws,g)tT’o.

Der direkte Vergleich von ([[.6§) mit ([.67) zeigt, dafl man beide Male das gleiche lineare Glei-
chungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten 3; und v, erhélt. Es gilt damit in jedem
Iterationsschritt 8, = v fiir j = 1,..., (0 = k). Man beweist durch Induktion, da8 da-

mit auch die Iterierten :Z‘I;’P im vorkonditionierten Standardsystem nach Riicktransformation
mittels Wy jeweils mit den Iterierten z¥, die man iiber das CKS-Verfahren aus Sicht des
urspriinglichen Systems mit den entsprechend transformierten Suchrichtungen und Orthogo-
nalisierungsmatrizen erhélt, iibereinstimmen.

Das eben beschriebene Vorgehen kann auch als CKS-Verfahren fiir die von links mittels

M= Wy M (W s)!

S
Multiskalen-vorkonditionierte urspriingliche Gleichung interpretiert werden. Man betrachte
dazu ein Krylovraum-Verfahren fiir das so linksvorkonditionierte Gleichungssystem mit

B = M;'T,

z = 9P .= Ms_lro,
so dafl die Suchrichtungen gx_;; im Krylovraum Cp_;(M i 0P ) liegen, und wiéhle als
Orthogonalisierungsmatrizen

Zy = WesM ' Zy(W,y)™!
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Fordert man nunmehr die Z;-Orthogonalitit der Multiskalen-vorkonditionierten Residuen aus
Sicht des urspriinglichen Systems r* = M,r*¥ beziiglich des Krylovraums Ky _;( M 1T, 7%F),
so erhilt man wieder die Bestimmungsgleichungen ([1.6§) und die gleichen Iterierten x*. Will
man hingegen Orthogonalitdtsbedingungen direkt fiir die Multiskalen-vorkonditionierten Re-

siduen 7%* aufstellen, so mufl man wegen
(Tk)tZk = [(Tk’P)%W&V)itM;(WS,S)il][WS,SMsitZk(WS,V)il]
() (W) Zi (W) ™
dann

Z = (W) 2 (W)™
als Orthogonalisierungsmatrizen wihlen. Wir erhalten somit

Satz 22 (AQUIVALENZ VON (VORKONDITIONIERTEN) CKS-VERFAHREN IM STANDARD-
SYSTEM ZU MULTISKALEN-VORKONDITIONIERTEN CKS-VERFAHREN)

Ist M ! eine approximative Inverse der Standardform T, und betrachtet man CKS-Verfahren

im damit linksvorkonditionierten Standardsystem, so sind diese dquivalent zu den entspre-

chenden CKS-Verfahren fiir das mittels M := W, M (W;,s)! Multiskalen-linksvorkondi-

tionierte urspriingliche Gleichungssystem, wenn man fiir letztere als Orthogonalisierungsma-

trizen ZM 1= (W)~ Zp(Ws )~ wihlt.

Beweis:
Der Beweis folgt aus der unmittelbar vorangehenden Diskussion.

A.4 Additiv Multiskalen-vorkonditionierte Verallgemeinerte
Krylovraum-Verfahren

A.4.1 Eine spezielle Normiquivalenz

Im letzten Abschnitt haben wir explizit die Aquivalenz von (vorkonditionierten) Konjugierten
Krylovraum-Verfahren (CKS-Verfahren) im Standardsystem zu Multiskalen-vorkonditionier-
ten CKS-Verfahren fiir das urspriingliche lineare Gleichungssystem gezeigt. Anhand der durch
die Sétze 20 und BT im vorletzten Abschnitt bereitgestellten Konvergenzaussagen untersuchen
wir jetzt additiv Multiskalen-vorkonditionierte Verallgemeinerte Krylovraum-Verfahren fiir
das Konvektions-Diffusions Problem

Tu=—-Au+b-Vu+cu=f inQ=]0,1%> undu=0 aufdQ (1.69)

mit hinreichend glatten Koeffizientenfunktionen und rechter Seite. Wir starten von der ge-
wohnlichen schwachen Formulierung mittels des Sobolevraums H§(Q) und zerlegen die zu-
gehorige Bilinearform a(v,w) := [, Vv - Vw + (b- Vv)w + cow dz gemiB

a®¥(v,w) := %[a(v, w) + a(w,v)} und  a*F(v,w) := %[a(v,w) —a(w,v)
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in ihren symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil. Partielle Integration ergibt
1 N
a®(v,w) = / Vo - Vw+ [c — §(V : b)]'uw dx, (1.71)
Q
- 1 .
aF(v,w) = / (b-Vv)w + 3 (V b ) vwdz. (1.72)
Q

Um Schwierigkeiten, die durch einen indefiniten symmetrischen Anteil entstehen, zu vermei-
den, nehmen wir an, dafl V-b=0und ¢ > 0 auf  sind. Dies gilt in vielen praktisch relevanten
Fiéllen und kann sogar ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden [86]. Fer-
ner erfiille die wegen a*¥(v,v) = a(v,v) iiber den symmetrischen Anteil der Bilinearform
definierbare verallgemeinerte Energienorm ||v||q := a(v,v) die elementare Norméquivalenz

lolla = [Jo][] Vv € H(9). (1.73)
Fiir den schiefsymmetrischen Anteil gelte die Abschitzung
@ (v, w)| < Alolhlfwllo Vo, w € H(R). (1.74)

Beides folgt unter geeigneten Voraussetzungen an ¢ und b sofort aus den Darstellungen ([L.71))
und () Die Konstante v ist hierbei offensichtlich von der Konvektion b abhéngig.

Zur Diskretisierung mittels einer entspechenden diskreten schwachen Formulierung betrach-
ten wir ein Galerkin-Verfahren, bei dem also Ansatz- und Testraum V, und Sy gleich sind,
und gelangen zu einem linearen Gleichungssystem der Form

ToUo == fo. (175)

Die Voraussetzung Sy = V) ist notwendig, um iiberhaupt sinnvoll {iber den symmetrischen
Anteil der Bilinearform eine problemabhéngige Norm definieren zu kénnen. Fiir die Losung
von ([[.75) mit Hilfe eines additiven Multiskalen-Vorkonditionierers nehmen wir weiter an,
dafl die Multiskalen-Zerlegungen der Ansatz- und Testseite gleich sind. Obwohl ein solcher
Vorkonditionierer ebenfalls im Falle unterschiedlicher Zerlegungen der Ansatz- und Testseite
definiert werden kann (siehe Kapitel I.J), ist die Annahme einer Galerkin-artigen Multiskalen-
Zerlegung fiir unsere Analyse notwendig. Wir werden auf mogliche Erweiterungen auf den
allgemeineren Petrov—Galerkin-Fall und dabei auftretende Schwierigkeiten jedoch hinweisen.
Deshalb unterscheiden wir im folgenden auch die entsprechenden Transformationsmatrizen
fiir die Ansatz- und Testseite.

Approximieren wir die Blocke A,;l der Nichtstandardform TO,ns der Steifigkeitsmatrix T
durch Diagonalmatrizen ;1,;1 = h% -1firk=1,...,lt und Tlt_1 durch hl2t -1, wobei hj die cha-
rakteristische Maschenweite zur Skala k bedeutet, so ergeben sich als additiver Multiskalen-
Vorkonditionierer M 1 und seine Inverse My s (siehe ([.39))

It
My, = Z Qb (@) ) + Piyhiy (P s), (1.76)
k=1
It
Mys = Z(Qg,s)_thf@g,v + (PR s) " hy > Pty (1.77)

k=1
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Damit definieren wir die beiden Skalarprodukte und Multiskalen-Normen

It

[Irollpy-1 == (Myiro,ro) = hill(P2s)roll® + ) RAINQRs) ol (1.78)
' k=1

20l |aso, := (Mos20,20) = hy || vZoH2+Zh ?11Q6 v 2oll*- (1.79)
k=1

Wir setzen ferner voraus, dafl eine Norméquivalenz zwischen der verallgemeinerten diskreten
Energienorm und der durch My, induzierten Multiskalen-Norm besteht:

it

ca(ug, ug) < hy?||Pyuol* + Y b [|Q6 wuol[* < Calug, uo). (1.80)
k=1

Die Konstanten seien unabhéngig von der Maschenweite hy des feinen Gitters, der Anzahl
It der bei der Zerlegung betrachteten Skalen. Wegen V - b = 0 auf Q sind die Konstanten
ebenfalls unabhingig von der Konvektion b. Fiir Beweise einer solchen Norméquivalenz im
Fall Wavelet-artiger Multiskalen-Zerlegungen verweisen wir auf [20, 33, G0, 27, [31]. Fiir
zweidimensionale Probleme, die durch eine uniforme Verfeinerung entstanden sind, héngt im
Fall hierarchischer Multiskalen-Zerlegungen jedoch die Konstante C' der oberen Abschétzung
von ([.80) typischerweise quadratisch von der Anzahl der betrachteten Level [t ab. Dies
fithrt zu einer logarithmischen Maschenweitenabhéngigkeit der Konvergenzraten zugehoriger
hierarchischer Multiskalen-Loser [129, [31].

Der folgende auf [I0R] zuriickgehende Satz zeigt, dafl die verallgemeinerte Energienorm des
Fehlers einer Approximation an die exakte Losung des diskreten Problems ([.75) dquivalent
zur durch den additiven Multiskalen-Vorkonditionierer ([[.76) induzierten Norm des zugehor-
igen Residuums ist. Ist eg ein Iterationsfehler und ry = Tyey das entsprechende Residuum, so
wird die behauptete Norméquivalenz

HTOHM(;; = (M(fslTovro) (MosToeo,Toeo) (Toeo, eo) = a(eo, €o)
verstindlich, wenn man bedenkt, dafl M0_7 81 eine approximative Inverse zu T darstellt.

Satz 23 (VERALLGEMEINETE ENERGIENORM DES FEHLERS ~ MS-NORM DES RESIDUUMS)
Unter den in diesem Abschnitt gemachten Voraussetzungen sei eg € Vo der Fehler einer Ap-
prozimation an die exakte Losung des diskreten Problems ([1.79) und ro = Toeo das zugehirige
Residuum. Dann gelten die Abschdtzungen

It

T (bl PR ol + 32 REINQR )'rol) < aleo, <o), (1.81)
aleo,e0) < C(REII(PYs) ol + 5 RINQL ol ?), (1.82)
k=1

wobei die Konstanten ¢ und C unabhdngig von der Feingittermaschenweite hg, der Anzahl It
der betrachteten Skalen sowie unabhdngig von v sind.
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Beweis:

Wir unterscheiden im folgenden Beweis trotz der Annahme gleicher Zerlegungen der Ansatz-
und Testseite die entsprechenden Transformationsmatrizen, um die Schwierigkeiten zu ver-
deutlichen, die beim Versuch einer Ubertragung auf den allgemeineren Petrov-Galerkin-Fall
auftreten. Die kritischen Stellen sind durch (*) und (%) markiert.

Wir zeigen zuerst die zweite Ungleichung. Aufgrund der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung
und der rechten Seite der Norméquivalenz ([.80) gilt

aleg,e0) = (Toeo,eo) = (10, €0)
= (Wps) "Wy s)'ro,e0) = (Wi s)'ro, Wip.s) ™ "eo)

(%)
= ((Wis)'ro, Wilseo) = (Wi s)'ro, Wilyeo)

It
= (hu(Ps)'ro, hyy ' Pilyeo) + > (hi(QR.s)'ro, ' Qf veo)

k=1
it 1 1
2 2
< (REIPS ) rol Y BEINQRs) ol ) - (i1 Veo||+zh2|rczweo||)
k=1
1
< C(RlPhs) ro||+2h||czks>ro||) - a(eo, e0)?.
k=1

Hieraus folgt ([[.82). Die erste Ungleichung erhélt man wegen
it

) -
BEII(PR.s)trol 2+ 7 h211(@1.) roll? 2 (Mg Ero, o)
N——

k=1
=:z0

a(eq, z0) = a*¥(eo, 20) + aSk(eo, 20)

.
~

1 1
*¥(eo,e0)2a™(20,20)2 + vlleol|1]|2o0] |1

IN

<.
=5
~

1 1 1
a*¥(eo, e0)2a* (20, 20)2 + Cyaleo, eg)2 a(zo, 20)2

=

IN

It 1
1i1) 1 1

< 00+ C)aleneo)t - (ML) ol + 30 @) roll?)

k=1

Abschitzung 1) ergibt sich hierbei durch Anwenden der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung
und Ausnutzen der Abschiitzung ([.74) des schiefsymmetrischen Anteils. Abschitzung ii)
gilt aufgrund der Norméquivalenz ([.73). Die zugehorigen Konstanten hidngen unter den
geforderten Voraussetzungen bis auf v nicht von der Stérke des unsymmetrischen Anteils ab.
Abschiitzung iii) sieht man wie folgt: Wegen 2y = Pl%Vtht(PZ%S)tro + ZZ:l Q%Vhi(Q%S)tro
gilt Péfvzo = h?t(ljl(t),s)tm sowie Q’&Vzo = hz(Q%S)tro fiir alle & = 1,...,lt. Aufgrund der
Normiéiquivalenz ([[.80) erhalten wir dann

it
a(z0,20) < C(h2IIByzol > + > i lIQb 0l )
k=1

It

= C(RRIIPYs) ol 2+ D AEINQRs) ol ).

k=1
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A.4.2 Verfahren, die ||rk||M(;1 minimieren
,8

Wir zeigen jetzt, daBl die Konvergenzraten additiv Multiskalen-vorkonditionierter Verallge-
meinerter Krylovraum-Verfahren, die die durch den Multiskalen-Vorkonditionierer induzierte
Norm des Residuums minimieren, unabhéingig von der Anzahl [t der auftretenden Skalen
sind.

Rechtsvorkonditionierung

Wir betrachten das rechts additiv Multiskalen-vorkonditionierte Gleichungssystem auf der
feinsten Skala

ToMg_svo = fo

und wéihlen schrittunabhéingige Orthogonalisierungsmatrizen Z; = Z, so daf in jedem Itera-
tionsschritt ¢

. ; ! i
il pe et = Wbl pag izt = rbllage

gilt, also zum Beispiel Z = M, ;T oM. 51 Nach Satz @ erhalten wir die Abschétzungen

IN

Pl < (=77 7)o, (183)

j P _P\i
HGBHTSM(;’;TO < (d-7-7 )2H68HT§M&;TO (1.84)
mit den Konstanten

(wo, TOM(;SIWO)MA

0,s

-1
(wo, MO,sTO wo)Mfl
P . _p . 0,5
77 = inf und 75 = inf
woeRNO (wOa wO)Mo—l woeRNO (w07 wO)Mo—l
wpF#0 # wp#0 @

Zum Nachweis des Optimalitdt des zugehorigen Verfahrens, geniigt es zu zeigen, dafl
>0 und 77 >0

unabhéngig von von der Feingitter-Maschenweite hg und der Anzahl [t der Skalen gelten.

1. Wir betrachten 77 und erhalten fiir die Skalarprodukte im Zihler und Nenner

(wo,ToM(islwo)Mo—l = (Mg wo, ToMg }wo) = (Thzo, 20)
»8 ——
=20
= a(zo, 20),
(wo, wo) 1 = (Mg dwo,wo) = (Mo 20, 20)

It
—2|| pl —2| Ak
= 1Pzl + ) by 21lQ6 w2l 1.
k=1

Wegen der Norméquivalenz ([.80) folgt 7 > ¢ > 0 mit ¢ # c(ho, It, 7).
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2. Wir betrachten 77 und erhalten fiir die Skalarprodukte im Zihler und Nenner aufgrund

Satz 23
(wo, Mo,sTy 'wo) ;1 = (wo, Ty 'wo) = (Toz0, 20) = al(z0, 20)
0,s N——
=20
C _
W(Mo,slwo, wp),
(U}O’wO)MO_sl = (M(Islw()aw(])‘

Damit gilt 77 > 5z > 0 mit ¢ # c(ho, 1t).

Linksvorkonditionierung
Wir betrachten nun das links additiv Multiskalen-vorkonditionierte Gleichungssystem
M&;Touo = M(islfo

und wéihlen konstante Orthogonalisierungsmatrizen Z; = Z, so dafl

||r6||Pf,¢ZP§jTo_1 = ||T6||M&;ZTO—1 = ||7"6||M0—;

gilt, etwa Z = Tj, da M Sl symmetrisch ist. Nach Satz @ erhalten wir fiir das entsprechende
Verfahren die gleichen Abschétzungen ([.83) und ([:84) wie im Fall der Vorkonditionierung
von rechts, wobei die darin auftretenden Konstanten jetzt aber wie folgt definiert sind:

(wo, M()_,slTowo)MO,s (wo, To_lMo,swo)Mo,s

= in und 7F := inf
woerMo (w0, o)y, woeRNO (wo, wo) Mo,
wo#0 wo#0

Wir zeigen, dafl diese wiederum unabhéngig von hg und [t von Null weg beschriankt sind.
1. Wir betrachten 77 und erhalten fiir die Skalarprodukte im Z&hler und Nenner

(wo, Mgy Towo) asy,, = (Towo, wo) = a(wo, wo),

(wo,wo)nrs,, = (Mo,swo,wo)
It
—2 pl 201~k
= Iy HPofvaHQ‘Fth Q5 ywol |-
k=1

Aufgrund der Norméquivalenz ([.80) folgt 77 > ¢ > 0 mit ¢ # c(ho, It, ).

2. Wir betrachten 7° und erhalten fiir die Skalarprodukte im Zéhler und Nenner wegen
Satz 23

(wo,T()_lM(),S’LUo)MO’S = (M()7S’LU0,TO_1M07SZU0) = (Z(),To_lzo)
N’
=:20

alep,eq) (20 =: Toep)
¢ -1
TVQ(MO’S 20720)7

v

(wo, wo)nrs,, = (Mo,swo,wo)
= (MOTQZO,Z()).

Es gilt also 77" > HCWQ > 0 mit ¢ # ¢(hg, It).
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Wir fassen die obigen Ergebnisse zusammen:

Es seien die Voraussetzungen ([.73) und ([.74) in Bezug auf die schwache Formulierung
des Konvektions-Diffusions Problems ([.69) erfiillt. Ausgehend von einem Galerkin-artigen
Multiskalen-Ansatz gelte ebenfalls ([.80) und die Konstanten in den Norméquivalenzen seien
unabhéngig von der Konvektion b.

Fiir additiv Multiskalen-vorkonditionierte Verallgemeinerte Krylovraum-Verfahren, welche
die durch den Vorkonditionierer induzierte Norm des Residuums in jedem Iterationsschritt
minimieren, gelten dann die Abschitzungen ([.83) und ([[.84) mit Konstanten, die nicht von
der Maschenweite der Diskretisierung und der Tiefe der Multiskalen-Zerlegung abhéngen.

In den Féllen von Links- und Rechtsvorkonditionierung sind die darin auftretenden Gréflen
7P konvektionsunabhingig. Sie stellen die Infima — genommen {iber alle reellen Vektoren
ungleich 0 — der verallgemeinerten Rayleigh-Quotienten der vorkonditionierten Operatoren
beziiglich der Skalarprodukte (-, -) M ! (Rechtsvorkonditionierung) und (-,-)as,, (Linksvor-

konditionierung) dar. In beiden Fillen sind die GréBen 7 jedoch konvektionsabhingig. Sie
sind die entsprechenden Infima der verallgemeinerten Rayleigh-Quotienten in Bezug auf die
Inversen der vorkonditionierten Operatoren.

Die GroBen 77 und 7F konnen ebenfalls als die Infima der Realteile der numerischen Wertebe-
reiche der vorkonditionierten Operatoren und ihrer Inversen hinsichtlich der entsprechenden
Skalarprodukte angesehen werden.
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