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Kapitel 1

Einleitung

Thema dieser Arbeit sind Modelle, die Phasentrennung und die sich daran anschliefende
Entwicklung der entstehenden Mikrostruktur in Metallegierungen beschreiben. Insbesonde-
re betrachten wir das Cahn-Hilliard-Modell und dessen Erweiterung durch Einbeziehung
elastischer Materialeigenschaften.

Experimenteller Hintergrund

Die Herstellung und das Verhalten von Metallegierungen sind von grofler technologischer
Bedeutung. Eine wichtige Frage ist, welche Alterungsprozesse in verwendeten Materialien
auftreten, wie — insbesondere wie schnell — diese Prozesse ablaufen und welche Auswirkungen
dies auf die Eigenschaften des Materials hat. Ein solcher Alterungsprozef}, der bei Metalle-
gierungen auftreten kann, ist die Entmischung. Systeme, bei denen dieser Vorgang relevant
wird, sind zum Beispiel Nickel-Aluminium-Legierungen, die zur Beschichtung von Turbinen
eingesetzt werden oder Blei-Zinn-Mischungen, aus denen die Lotstellen bestehen, mit denen
Mikrochips auf Platinen gelotet werden [32, 53, 19, 20].

oy 3 L .
Im—-l }?.”:—'l 75 min. .—!;.W 1020 min.

Abbildung 1.1: Entmischung und Evolution der entstehenden Mikrostruktur

Es soll folgender Vorgang modelliert und verstanden werden: Die Legierung befindet sich



zunéchst bei hoher Temperatur im Zustand homogener Durchmischung. Wird nun das Sy-
stem abgekiihlt, so beobachtet man das Auftreten verschiedener Phasen. Es bilden sich also
raumlich getrennte Gebiete, die sich hinsichtlich des Mischungsverhiltnisses und damit auch
hinsichtlich anderer physikalischer Eigenschaften voneinander unterscheiden. Den Ubergang
von der Mischphase zum Zustand mit getrennten Phasen bezeichnet man als Phasentren-
nung.

Nach der eigentlichen Entmischungs beobachtet man,
daf} die entstehende Mikrostruktur im Laufe der Zeit
immer grober wird. Grofle Partikel wachsen auf Ko-
sten kleinerer, welche schliellich verschwinden (sie-
he Abbildung (1.1)). Dieser Vorgang, der auch als
Ostwald-Reifung bezeichnet wird, kann als Minimie-
rung der Ausdehnung der Phasengrenzen beschrie-
ben werden. Nimmt man eine solche Tendenz zur
Minimierung der Phasengrenzen an, so sollten sich
anndhernd kugelformige Partikel ergeben. Dies ist
bei einigen, jedoch nicht bei allen, Systemen der Fall.
Ein Gegenbeispiel zeigt Abbildung (1.2). Hier ver-
laufen Phasengrenzen tendenziell stérker entlang be-
stimmter Richtungen, die durch das zugrunde liegen-
de Metallgitter bestimmt sind.

Eine Moglichkeit, die beobachteten Anisotropien zu
erkldren, ist die Einbeziehung von elastischen Ein-
fliilssen. Da ein Metallgitter auf elastische Verzerrun-
gen je nach Richtung unterschiedlich reagiert, ist hier
eine mogliche Quelle der Anisotropie. Elastische Verzerrungen kénnen zum Beispiel daraus
resultieren, dafl die beiden Phasen unterschiedliche Volumina einnehmen mdochten, was der
Fall ist, wenn der Gitterabstand der Atome in beiden Phasen unterschiedlich ist. Dariiber
hinaus ist es moglich, daf3 die eine Phase elastisch hérter ist als die andere und somit auf
Verzerrungen anders reagiert.

Abbildung 1.2: Anisotrope Partikel-
formen in einer Nickel-Aluminium
Legierung

In den Modellen zur Beschreibung dieser Phinomene wird angenommen, daf3 der die Ent-
mischung bewirkende Prozefl ein Diffusionsprozefl ist. Die Vorstellung ist, daf§ benachbarte
Atome ihre Plétze im Gitter tauschen. Die Gitterstruktur des Metalls soll dabei unveréndert
bleiben. Es ist zu betonen, dafl sich die geschilderten Prozesse im festen Zustand abspielen.
Dementsprechend sind die Diffusionsgeschwindigkeiten langsam und somit die Zeitskala der
Entmischung recht lang: typischerweise in der Groflenordnung von Tagen oder Wochen.

Modellierung

Zur Simulation dieser Phidnomene sind drei unterschiedliche Arten von Modellen vorgeschla-
gen worden (siehe [32] fiir einen detaillierteren Uberblick).

e Atomistische Modelle
e Konzentrations-Modelle mit scharfen Phasengrenzen

e Konzentrations-Modelle mit glatten Phasengrenzen

Auf der feinsten Ebene kann man das Verhalten der Atome im Metallgitter direkt simulie-
ren. Es werden Annahmen iiber die Wahrscheinlichkeiten fiir den Platztausch von je zwei
Atomen gemacht und damit die Bewegungen einer moglichst grolen Anzahl von Atomen



simuliert (Kawasaki-Dynamik). Problematisch dabei ist, dafl die fiir eine realistische Simu-
lation bendtigte Anzahl von Atomen numerisch schwer zu handhaben ist. Deswegen geht man
dazu iiber, nicht einzelne Atome sondern die Konzentration der Atomsorten zu betrachten.
Modelle dieser Art unterscheiden sich hauptsichlich darin, ob sie scharfe Phasengrenzen
betrachten, iiber die hinweg die Konzentration einen Sprung macht oder aber Zonen mit
steilen Gradienten aber dennoch stetigem Ubergang zwischen den Phasen.

Vertreter der ersten Art von Modellen ist
das von Mullins und Sekerka. Dabei nimmt
man jeweils einen festen Wert fiir die Kon-
zentration in der Matrix- und der Parti-
kelphase an und modelliert die Bewegung
der Phasengrenzen. Diese Bewegung wird
durch ein Potential w festgelegt. Bezeichnet
man die Phasengrenzen mit I'; so ist w als
Losung der partiellen Differentialgleichung

Q- =IR?\QF Aw =0 innerhalb der Phasen

Matrix W=k auf den Phasengrenzen I’

Abblldung 1.3: Skizze zum Mullins-Sekerka gegeben. Dabei bezeichnet x die Krﬁmmung
Modell der Phasengrenze. Die Entwicklung von I’

ist dann durch die Normalengeschwindig-
keit V bestimmt, die durch

V=[Vu]’ v

gegeben ist, wobei v der Normalenvektor an I' und [Vw]J_r der Sprung des Gradienten von
w sein soll. Die Schwierigkeit bei diesem Modell liegt in der Behandlung der Fille, in denen
sich die Topologie der Phasengrenzen dndert. Numerisch wurde das um elastische Effekte
erweiterte Modell beispielsweise in [47, 46, 2, 1] behandelt.

Fiir den Grenzfall, daff der Massenanteil der Partikelphase verschwindet, haben Lifshitz,
Slyozov [48] und Wagner [66] selbstdhnliches Wachstumsverhalten gezeigt, das durch eine
Lingenskala R(t) charakterisiert ist, die wie £3 wichst.

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns hingegen auf Modelle mit stetigen Ubergéngen zwi-
schen den Phasen. In Kapitel 2 werden das Cahn-Hilliard Modell sowie dessen Erweiterung
durch Einbeziehung von Elastizitéit ausfiihrlich hergeleitet und dargestellt.

Kernstiick des Modells ist eine nichtlineare, parabolische partielle Differentialgleichung, die
die Entwicklung der Konzentration p beschreibt.

0
2 =V(MV(W () —1dp)). e t>o.
Hierbei ist M die Mobilitéit und 1 eine nichtlineare Funktion von p. Setzt man die Mobilitét
konstant identisch Eins, so vereinfacht sich die Cahn-Hilliard-Gleichung zu

0
(1.1) 6‘_[; =AY (p) —vAp), xe, t>0.
Auch der Fall einer konzentrationsabhéngigen Mobilitét ist von Interesse (vgl.[24]) und kann
mit prinzipiell dhnlichen Methoden angegangen werden. In dieser Arbeit beschrinken wir
uns allerdings auf den Fall konstanter Mobilitét.

In diese Modellgleichung gehen die elastischen Materialeigenschaften noch nicht ein. Die
Elastizitét kann mittels eines Terms, der auf Khachaturyan zuriickgeht [44], beriicksichtigt



werden. Die so erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung mit konstanter Mobilitét, die auch Cahn-
Larché Gleichung genannt wird, lautet dann':
o _
ot
Fiir v = 0 wurde diese Gleichung zuerst von Cahn und Larché in [45] aufgestellt, fiir v > 0
von Onuki [59].

A(w'(p) = vAp — eSpur(S) + (£(u) = £(p)) : €'(p) (E(w) ~ £(p)) )

Zusammenfassung der verwendeten Methoden und er-
zielten Ergebnisse

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Implementierung und Analyse eines effizienten numeri-
schen Verfahrens zur Losung der Cahn-Hilliard- und der Cahn-Larché-Gleichung. In Kapi-
tel 2 wird das mathematische Modell detailliert beschrieben, und die Gleichungen werden
hergeleitet.

Zur Diskretisierung der Gleichungen des Modells beziiglich
des Ortes haben wir einen Finite-Element-Ansatz gewéhlt.
Ausfiihrliche Darstellungen dieser Technik finden sich bei-
spielsweise in [7, 13, 63]. Bei der Zeitdiskretisierung lag der
Schwerpunkt der Implementierung auf dem 6-Zwischenschritt-
Verfahren [8, 54]. Daneben betrachten wir auch das implizite
Euler- und das Crank-Nicholson-Verfahren zur Auflésung der
Zeitableitung. Diese beiden Verfahren sowie der theoretische
Hintergrund dazu werden zum Beispiel in [5, 67, 35] ausfiihr-
lich analysiert. Dort werden allerdings nur der Fall ohne be-
ziehungsweise der mit homogener Elastizitéit betrachtet. Der
Darstellung der Diskr.etisierung der Gle.ichunge.n mittels der Abbildung 1.4: Numerisches
genannten Verfahren ist das dritte Kapitel gewidmet.

Beispiel mit adaptivem Git-
Im vierten Kapitel dikutieren wir einige Eigenschaften der ter

diskretisierten Gleichungen. Das Hauptergebnis ist der Beweis der Konvergenz der diskreten
Losungen der Cahn-Larché-Gleichung gegen Losungen der Differentialgleichung. Wahrend
wir dies fiir den Fall homogener Elastizitéit schon in [35] gezeigt haben, ist der Fall inho-
mogener Elastizitéit deutlich schwieriger und nur mit anderen Mitteln zu fassen. Hier ist es
auch nicht moglich, a priori-Abschétzungen mit Fehlerordnungen zu zeigen. Da Eindeutig-
keit der kontinuierlichen Losung auch nicht gezeigt werden kann, ist ein solches Resultat
auch nicht zu erwarten. Der Beweis der Konvergenz der numerischen Losungen lehnt sich
an den Existenzbeweis von H. Garcke [33] an.

In Kapitel 5 werden wir a posteriori-Fehlerschétzer fiir die Cahn-Hilliard- und die Cahn-
Larché-Gleichung mit homogener Elastizitéit herleiten. Diese lokalen Fehlerschéitzer werden
zur Adaption der Gitter, auf denen wir rechnen, verwendet. Die mit den beschriebenen
Algorithmen erzeugten numerischen Ergebnisse sind in Kapitel 6 zusammengefasst. Dabei
interessieren uns hauptséchlich

e die Verifikation der Algorithmen insbesondere das richtige Skalierungsverhalten,

e die Konvergenz von Losungen der Cahn-Hilliard-Gleichung gegen Losungen des Mullins-
Sekerka-Modells,

e das Verhalten der Fehlerschétzer,

e die Auswirkungen der Elastizitit auf Phasengrenzen und Partikelgestalt,

IFiir die Definition der zusitzlichen GroBen e, S, £(u), £(p) und C(p) siche Kapitel 2, Abschnitt 3



e die Vergroberungsraten und Geschwindigkeit der Evolution mit und ohne Elastizitét.

Abbildung (1.4) zeigt ein numerisches Beispiel fiir eine Entwicklung ohne Elastizitéit und
das zugrundeliegende adaptive Gitter. Ein weiteres Beispiel diesmal mit inhomogener, ani-
sotroper Elastizitét ist in Abbildung (1.5) wiedergegeben.

Abbildung 1.5: Numerisches Beispiel mit inhomogener, anisotroper Elastizitéit
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Kapitel 2

Mathematische Modellierung

Der Zweck dieses Kapitels ist die Darstellung der Modellierung von Phasentrennungspro-
zessen in zweikomponentigen Legierungen durch Konzentrationsmodelle mit stetigen Pha-
seniibergéingen. Neben der urspriinglichen Arbeit von Cahn und Hilliard [9] finden sich
Uberblicke iiber die Modellierung und deren Herleitung in [21, 58, 32]. Eine alternativer
Modellierungsansatz, der zu denselben Gleichungen fiihrt, findet sich bei Gurtin [38].

2.1 Das Cahn-Hilliard Modell

Die Modellierung der Entmischung und der Evolution der entstehenden Mikrostruktur nach
Cahn und Hilliard geht im wesentlichen in zwei Schritten vor. Im einfachsten Fall wird
ein System aus zwei Komponenten, wie zum Beispiel Nickel und Aluminium, betrachtet.
Modelliert wird die Differenz der Konzentrationen, die wir mit p bezeichnen. Da sich beide
Konzentrationen zu 1 addieren ist durch p der Zustand des Systems eindeutig festgelegt.

Der erste Schritt der Modellierung ist die Konstruktion eines Energiefunktionals E(p) =
fQ e(p) dz mit einem beschriinkten, konvexen Gebiet 2 C R% 1 < d < 3 und einer Ener-
giedichte e(p, Vp). Im zweiten Schritt wird angenommen, dafl die Dynamik des Systems —
mittels Diffusion — durch Minimierung des Energiefunktionals bestimmt ist. Die folgenden
Abschnitte konkretisieren dieses Vorgehen.

Das Energiefunktional

In dem Modell von Cahn und Hilliard hat das Energiefunktional E(p) zwei verschiedene
Anteile. Der eine kommt von der Mischungsenthalpie der beiden Komponenten, der andere
von der Oberflichenenergie der Phasengrenzen.

Die freie Enthalpie

Ein physikalischer Vorgang wie die Entmischung von Legierungen unterliegt den Gesetzen
der Thermodynamik. Insbesondere sind thermodynamische Systeme bestrebt, die freie Ent-
halpie zu minimieren. Dementsprechend sind nur die Zustéinde minimaler freier Enthalpie
stabile Zusténde des Systems. Alle anderen Zusténde sind instabil. Damit eine Phasentren-
nung eintreten kann, mufl also der Zustand homogener Durchmischung eine hohere freie
Enthalpie haben als der Zustand mit koexistierenden Phasen.

Aus dem oben Gesagten folgt, dafl die freie Enthalpie ¥ von der Konzentration p abhéngt.
Wie in der Einleitung geschildert verhilt sich das System im Experiment bei verschiedenen
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Temperaturen unterschiedlich: Bei hoher Temperatur liegt homogene Durchmischung vor,
bei Abkiihlung tritt Entmischung auf. Die freie Enthalpie hiingt also von der Temperatur T
des Systems ab, d. h. ¢ = ¢ (p, T'). Wir bezeichnen die Temperatur, bei der sich das System-
verhalten &dndert, als die kritische Temperatur Tk,;; und nehmen fiir den Zusammenhang
zwischen Konzentration, Temperatur und freier Enthalpie folgendes an:

fir T > Tgpie = "(p,T) >0
"(p,T) <0 fiir p, <p<
und fir T < Tgpst - w”(p’ ) U Pa <P Po
" (p, T) >0 fir p < p, oder pp < p.

In Worten: Fiir T < Tgpir ist (-, T) im Intervall von p, bis p, strikt konkav und au-
Berhalb dieses Intervalls strikt konvex, fiir T' > Ty ist ¢(-,T) iiberall strikt konvex. In
Abbildung 2.1(a) und 2.1(b) ist der Zusammenhang zwischen ¢ und p jeweils dargestellt.
Im folgenden wollen wir zeigen, dafl diese Modellannahmen zu den ,richtigen®, das heifit

freie Enthalpie W freie Enthalpie W

A A

: = : : H :
P, Priscn P, Konzentration p p, P P, K onzentration p

(a) T > Trit (b) T < Tyrit

Abbildung 2.1: Freie Enthalpie der Mischphase und des entmischten Zustands

den auch im Experiment beobachteten, Gleichgewichtszustdnden fithren. Mit p,,;scn Wollen
wir die Konzentration in der Mischphase bezeichnen und untersuchen, wann der Zustand
homogener Durchmischung — also p(x) = pmiser — das Minimierungsproblem unter Masse-
nerhaltung

(2.1) Minimiere /w(p(x))dx unter der Nebenbedingung /p(;v)dx = Pmisch| Q|
Q Q
16st.

Betrachten wir zunéchst den Fall T' > Ti,.;;. Dem Zustand homogener Durchmischung —
also p = pmiseh — ist die freie Enthalpie ¥,scn zugeordnet. Liegt ein Zustand mit zwei
getrennten Phasen vor, so zerfillt in 2 in zwei disjunkte Teilgebiete 2; und Q9 und fiir die

Konzentration gilt:
01, fir x €
plz) =

P2, fir z € Q9

Ist p der relative Anteil des Volumens von €25 an €2, so errechnet sich die freie Enthalpie des
entmischten Zustands als

Y =p-P(p1) + (1 —p) ¥(p2).

12



Wegen der Erhaltung der Masse der beiden Komponenten des Systems gilt:
pmisch:/fb'p1+(1_ﬂ)'p2

und demnach mufl auch p; < pmisen < p2 (bzw. p2 < pmisen < p1) gelten. Dann folgt mit
der strikten Konvexitét von ):

Y(pmisch) = (- p1+ (L= ) - p2) < p-1p(p1) + (1 — ) - P(p2) = 1.

Also ist die Mischphase von der Enthalpie her giinstiger als der entmischte Zustand. Damit
trit in diesem Fall im Gleichgewicht keine Phasentrennung auf.

Wenden wir uns nun dem Fall T' < Ty;.;+ zu. In Abbildung 2.1(b) haben die lokalen Minima
von 1 die gleichen Werte. Dies stellt keine Einschriankung dar, denn aufgrund der W-Form
von 1 gibt es genau zwei Werte p_ und p,, die der folgenden Bedingung geniigen:

Plpy) —Plp-)

Vi(p-) = p—

=" (py)

Gilt prmisch € [p—, p+], so wihlt man X := %, und F(p) := ¥ (p) — AMp— pmisch). F
hat dann offenbar zwei absolute Minima n#mlich bei p_ und py mit F(p_) = F(p+). Das

Minimierungsproblem 2.1 ist aber dquivalent zu

(2.2) Minimiere /F(p(x))dx unter der Nebenbedingung /p(w)dm = Pmisch|$-
Q Q

Absolute Minima ergeben sich fiir Zerlegungen des Gebietes = Q_UQ, und

p—, firxeQ_
(2.3) ple) = { .
p4, firxze Q.

Dabei miissen wegen der Massenerhaltung €2 und Q4 so gewihlt werden, daf§ gilt:
(24) p,‘Q,|—|—p+|Q+| :pmisch|Q"

Diese Konfiguration hat eine geringere freie Enthalpie als die Mischphase. Es gibt also Gleich-
gewichtskonfigurationen mit getrennten Phasen. Ist ppiscp auBerhalb von [p_, pi], so 148t
sich 2.4 fiir Konfigurationen mit getrennten Phasen nicht mehr erfiillen.

Unterhalb der kritischen Temperatur ist die Misch-  Temperatur G ae
phase also fiir bestimmte Mischungsverhéltnis- A S:Sphnodale
se allenfalls metastabil und globale Minima sind
durch Zusténde mit getrennten Phasen gekenn-
zeichnet. Unsere Modellannahmen fithren zu dem
Phasendiagramm, das in Abbildung 2.2 darge-
stellt ist. Dabei ist die Spinodale die Menge al-
ler Punkte, fiir die ¢ (p,T) = 0 gilt oder an-
ders ausgedriickt die Kurve der Wendepunkte
von . Die Konodale trennt Bereiche, in denen
die Mischphase stabil beziehungsweise metasta-
bll ist. ¥

Klkc hphase

e R o o e ey

e Kmentr‘a-fhn
Im folgenden interessieren wir uns ausschliellich metastan!
fiir den Fall T < Ty,.;;. Cahn und Hilliard haben . . .
in [9] fiir ¢ : [~1,1] — R den Ausdruck Abbildung 2.2: Phasendiagramm
0 Hkrit 2
(2.5) P(p)=5llp+)In(p+1)+(p—1)In(p-1)] - —=p

2 2

13



vorgeschlagen. Dabei sind 0 = kgT und 0yt = kpTkrir mit der Boltzmannkonstante kp.
Diese Form der freien Enthalpie ist zum Beispiel von De Fontaine [17, 18], Hoyt [40, 42, 41]
sowie Elliot und Luckhaus [25] untersucht worden. Ist T' nahe der kritischen Temperatur und
p nahe Null, so kann 1jp2 durch 1+p? angenihert werden. Dies fiihrt auf eine Approximation
durch ein Polynom vierten Grades:

(26) 9(p) = (0"~ 17

Wihlt man (2.5) als freie Enthalpie, so werden Ableitungen von ¢ in den Punkten -1 und 1
unbeschrénkt. Um die damit verbundenen Probleme zu umgehen, nutzen wir, wie allgemein
in der Literatur {iblich, die polynomiale Variante (2.6).

Oberfliche der Phasengrenzen

Wiirde man nur die Mischungsenthalpie betrachten, so wéiren Konfigurationen mit beliebig
ausgedehnten Phasengrenzen ebenfalls Minima des Energiefunktionals. Da solche Beobach-
tungen im Experiment nicht auftreten sondern im Gegenteil die Evolution der Mikrostruktur
durch Abnahme der Ausdehnung der Phasengrenzen gekennzeichnet ist, fiigen Cahn und
Hilliard der Energiedichte den Term Z|Vp|? hinzu. Dieser soll die Oberflichenenergie der
Phasen beschreiben. Dabei ist v eine positive, reelle Konstante. Im Ergebnis bestimmt ~, wie
steil die Ubergiinge zwischen zwei benachbarten Phasen sind und wie schnell die Ausdehnung
der Phasengrenzen abnimmt.

Das Energiefunktional E ist damit:

(2.7) B(p)i= [ (40)+ JIVoP) da.
Q

Die Diffusionsgleichung

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Diffusionsgleichung ist die Kontinuitéitsgleichung, die
sich aus Annahme der Massenerhaltung ergibt:

Owp = —divd
mit dem Massenflu8 J. Dieser sei gegeben durch
J=-MVw

wobei M die Mobilitdt und w die Differenz der chemischen Potentiale der beiden Phasen
bezeichnet. Diese wiederum ergibt sich als die erste Variation des Energiefunktionals F nach
der Konzentrationdifferenz p.

oE

o) = / W () — 1Ap) pdz

Q

fithrt zu
w=1'(p) = vAp.

Zusammen ergibt das

Orp = div(MVw) = div (MV(w’(p) — '}/Ap)).

14



Setzt man die Mobilitéit konstant identisch Eins, wie wir das fiir den Rest dieser Arbeit tun
wollen, so erhélt man:

(2.8) Op = Aw
(2.9) w= (¢'(p) —7Ap).

Diese Gleichung soll auf [0,7] x © gelost werden, wobei wir zusitzlich Anfangsdaten pg
vorschreiben.

Randbedingungen

Das betrachtete System soll abgeschlossen sein. Es findet also kein Massenflufl iiber den
Rand von 2 statt. Bezeichnet v den dufleren Normalenvektor an den Rand von 2, so 1483t
sich diese Bedingung folgendermafien ausdriicken:

J-v=—-MVw-v=-0,w=0, aufdQ.

Des weiteren nehmen wir als Randbedingung 0, p = 0 auf 92 an. Diese ergibt sich natiirli-
cherweise bei der Berechnung der ersten Variation des Energiefunktionals. Die Bedingung
entspricht einem Krftegleichgewicht fr Oberflchenkrfte. Alternativ betrachten wir auch pe-
riodische Randbedingungen fiir p und w.

Schwache Formulierung

Testen der Cahn-Hilliard Gleichungen (2.8) und (2.9) mit Funktionen aus H'2(Q) ergibt
die schwache Formulierung:

(Pc.—m.) : Gesucht sind
p € L*(0,T; H () N H"? (0,T; (H"*(9))"),
w e L*(0,T; H*(9)),

so dap fiir fast jedes t € (0,T) und fiir jedes ¢ € H>%(Q) gilt:

(2.10) (01p,C) = —(Vw, VC)
(2.11) (w,¢) = (¥'(p),C) +7(Vp, V()
(2.12) p(+,0) = pg fast iiberall in €,

wobei (.,.) das L?-skalarprodukt und (.,.) die Dualititspaarung zwischen dem Sobolevraum
HY2(Q) und dem entsprechenden Dualraum H'2(Q)* ist. Vom Startwert py € H2(€)
setzen wir voraus, da8 [, ¥(po) dz < oo ist.

Eigenschaften des Modells

Von der Herleitung des Modells ist klar, dafl die Masse erhalten bleibt:

d
pn /p(m,t)dm =0
Q

Zwar gilt fiir die Cahn-Hilliard Gleichung kein Maximumprinzip, jedoch hat man stattdessen
die Ljapunov-Eigenschaft des Energiefunktionals:

LB (o) < 0.
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Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
Fiir die urspriingliche Form der Nichtlinearitét (2.5) haben Elliot und Luckhaus in [25]

globale Existenz von Losungen gezeigt. Es gilt

2.1 Satz. Seipg € H"*(Q), ||pollpo (o) < 1 und | [, podx| < (1—6)|Q fir ein § > 0. Dann
gibt es eine eindeutige Losung p mit zugehdrigem w, so dafs

p€L>(0,T; H**(Q))NL*(0,T; H**(Q) N C (0,T; L*()),
dp € L2 (0,T; (H“(Q))")
Vitdip € L? (0,T; H-*(Q))
Vitw € L™ (0, T; H+*(Q)),
Vi (p) € L (0,T; L ()

gilt. Dabei erfiillen p und w die Gleichung in folgendem Sinne:

T
O/cp(t) <8t (p, Q) + (VmVC))dt =0

/Tw(t)((w = (p), () = (Vp, VC))dt =0

fiir alle ¢ € C[0,T] und alle ¢ € HY2(Q). Auferdem gelten fast iiberall p(0,.) = po und
lpl < 1.

Fiir polynomiale Nichtlinearitéten wie in (2.6) haben Elliott und Zheng in [26] und [21]
folgende Existenzaussagen bewiesen.

2.2 Satz. Es sei Hy(Q) := {1} € H*2(Q)

eine eindeutige Losung p mit

S—Z’, =0 auf 39}- Ist po € Hp*(Q), so existiert

p€L*(0,T; HY?())
dp € L* (0,T; L*()) .

Ist dariiber hinaus Apy € HY2(Q), so gilt
pe L™ (0,T; H¥2(Q)) N C° (o, T H]%J"Q(Q)) ,

dp € L?(0,T; H(Q)),
w e L*(0,T; H**(Q))

und fiir alle t € [0,T] die Abschitzung

(M g2y + 1wt g2 <C

Gradientenfluf3istruktur

Die Dynamik des Systems Lifit sich als H1?(Q)*-Gradientenfluf} beziiglich eines bestimmten
Skalarproduktes auffassen. Um dies zu sehen, erkliiren wir zunsichst den Operator A~1 :
HY2(Q)* — HY2(Q) folgendermaflen: Zu gegebenem f € HY2(Q)* sei v = A~Lf die
Losung von

(2.13) (fr0) ==(Vo,Ve) Vi € HY2(Q),
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die fQ vdzr = 0 erfiillt. Die Losbarkeit von 2.13 folgt aus dem Satz von Lax-Milgram, wo-
bei die Koerzivitat der Bilinearform durch die Poincaré-Ungleichung mit Mittelwert Null
garantiert wird. Dariiber hinaus sei auf H'?(2)* ein Skalarprodukt (.,.),—, durch

(2.14) (f,9)a-1 = (VAT f,VAT!g)

definiert.
Dann gilt fiir jedes p € HY2(Q)

0F . _ ) _ _ )
5, (0 = (w.e) 2 (A0, 0) 2 — (VAT 9,0, VA~L) 22 — (919, 0) 5

und man sieht, daf in diesem Sinne 0;p der steilste Abstieg des Energiefunktionals F ist.

2.2 Die Linearisierung der Cahn-Hilliard Gleichung

Fiir die Cahn-Hilliard Gleichung sind aufler den trivialen keine Losungen mit expliziter
Darstellung bekannt. Als Testfall sowohl fiir die numerischen Algorithmen als auch fiir die
Fehlerabschétzungen betrachten wir daher die linearisierte Cahn-Hilliard-Gleichung, fiir die
sich explizite Losungen angeben lassen.

Die linearisierte Cahn-Hilliard Gleichung ist eine sinnvolle Ndherung fiir die Modellierung
der ersten Phase der Evolution, der spinodalen Entmischung. Maier-Paape und Wanner
haben in [50] und [51] gezeigt, in welchem Sinn sich die Ndherung rechtfertigen 1d8t. Hoppe
und Nash haben in [56] untersucht, wie sich dieser Umstand fiir die numerische Berechnung
ausnutzen 1aft.

Herleitung der Gleichung
Setzt man

(2.15) p(t,x) = p+en(t,x)

mit Konstanten p und e, so ergibt sich in erster Ordnung in e die folgende linearisierte
Gleichung fiir n:

O =" (p)An — yA®n.

Schreibt man diese Gleichung als System und verwendet wieder die Bezeichnung p statt n,
so ergibt sich das Gleichungssystem:

(2.16) Op = Aw,
(2.17) w = Y (p)p—vAp auf  x [0; 7]
(2.18) p(0) = po auf Q.

Darstellung der Losung

Mit I; bezeichnen wir die i-te Eigenfunktion des Laplace-Operators mit Neumann-Randwerten,
den zugehorigen Eigenwert mit ;. Das heifit, es soll fiir ¢ € N gelten:

All = /\zlz auf Q 8,,[1 =0 auf 0.
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Die [; bilden eine Orthonormalbasis von L2(£2) und eine Orthogonalbasis von H2(£2). Des-
wegen 148t sich die Losung von (2.16)—(2.18) darstellen durch:

plt,x) = Z pi(t)li().

Setzt man diese Darstellung in die Gleichung

(2.19) Op=A " (p)p —vAp)

ein, so ergibt sich ein entkoppeltes System von gewohnlichen Diffenrentialgleichungen fiir
die Koeflizienten p;(t):

O Z pi(t)li(z) =" (p)A Z pi(t)li(x) — yA? Z pi(t)li(x)

= 5506 = 3 (VN O - ¥ p01) )
i=1 i=

—VieN pi(t) = (" (P)Xi = ¥A7) pi(t)

<= VieN pi(t) = po, exp ( (" (P)Ai —AF) f)
In einer Raumdimension, also etwa Q =|0, L[, ist [;(z) = L—\lﬁ cos (%x) und entsprechend
Ai = —Tf. Eine explizite Darstellung der Losung ist dann:

oo -2, 2 -2, 2 .
Po; 1= 17T _ . 1T
plt:0) =3z exp (F (7F - "<P>> t) (f“)

2.3 Das Cahn-Larché Modell — Einbeziehung von Ela-
stizitét

Das Cahn-Hilliard Modell kann wesentliche Aspekte der Experimente nicht erfassen. Zum
einen ist das Modell isotrop und dementsprechend treten Bevorzugungen bestimmter Rich-
tungen nicht in Erscheinung. Wahrend im Experiment neben runden — beispielsweise in
Ni-Al-Si Legierungen [55] — auch quaderférmige Partikel — zum Beispiel in Ni-Al Systemen
[49] — beobachtet werden, sind Partikel im Cahn-Hilliard Modell stets rund. Zum anderen
beobachtet man im Experiment, dafl sich Partikel wie an Perlenschniiren aufreihen oder sich
gegenseitig abstofien (siche Abbildung (1.2) unten).

Als Grund fiir diese zusétzlichen Effekte werden elastische Verzerrungen angenommen. Man
geht davon aus, daf§ der Gitterabstand der Atome im Metallgitter der Legierung vom Mi-
schungsverhéltnis abhéngig ist. Die damit verbundenen Deformationen rufen Spannungen
im Material hervor. Die Dynamik des Systems — das heifit die Diffusion — lduft nunmehr
auch daraufthin hinaus, die aus den elastischen Spannungen resultierende Energie zu mini-
mieren. Dies ergibt also einen zusétzlichen Beitrag zum Energiefunktional und somit zur
Differenz der chemischen Potentiale. Aus der Struktur des Metallgitters konnen sich dann
Anisotropien ergeben.

Dariiber hinaus kann der Elastizitéitstensor, der die elastischen Eigenschaften des Materials
beschreibt, von der Konzentration abhidngen. Diese inhomogene Elastizitéit fiihrt zu einer
Vielfalt zusétzlicher Effekte. Das so erweiterte Modell geht auf Cahn, Larché [45] und Onuki
[59] zuriick, die dabei auf Ideen von Eshelby [29] und Khachaturyan [44] zuriickgriffen.
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Das elastische Gleichgewicht
Deformation, Verschiebung und Verzerrung

In der Elastizitéitstheorie [14, 52] geht man davon aus, da$ fiir den betrachteten Korper eine
Referenzkonfiguration Q € R? bekannt ist. Der aktuelle Zustand des Korpers wird durch
eine Abbildung

¢:Q— R?

beschrieben. ¢ wird als Deformation bezeichnet, soll hinreichend glatt sein und der Bedin-
gung
det(Ve) >0

geniigen. Die Verschiebung u ist dann durch
() = v + u(2)

gegeben. Werden nur kleine Deformationen betrachtet, so ist eine linearisierte Theorie zuléssig,
in der die wesentlichen Groflen nur von der infinitesimalen Verzerrung

1
E(u) = §(Vu + vu?®)
abhingen. Fiir symmetrische Tensoren A und B verwenden wir das Skalarprodukt

A : B = ZAijBij = Spur[.ATB}

]
und die dazu gehorende Norm

|A] =V A: A
Energiedichte und Spannung

Wie oben erwidhnt, betrachten wir ein erweitertes Energiefunktional, wobei wir die elastische
Energiedichte

(2.20) W(p,u) = 5 ((E(w) = E(p) : C(p) [E(u) — E(p)]

|~

als zusitzlichen Beitrag haben. £(p) ist dabei die Verzerrung im spannungsireien Zustand
bei homogener Konzentration p. Wir nehmen an, dafl £(p) ein Vielfaches der Identitét ist,
d.h.

(2.21) E(p) = epl.

Die dabei auftretende Konstante e wird iiblicherweise als Fehlpassung bezeichnet. Der Ela-
stizitéitstensor vermittelt den Zusammenhang zwischen der Verzerrung £ und der Spannung
S. Diese wiederum ist entscheidend fiir das Verhalten des Korpers, denn der Korper befindet
sich im elastischen Gleichgewicht, wenn

(2.22) divS =0

ist. Auf den Elastizitatstensor C gehen wir im néchsten Abschnitt ein.

Aus dem Ausdruck fiir die elastische Energie ergibt sich, dafl die resultierende Spannung

8 =C(p) [E(w) — £(p)
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ist, und die Gleichgewichtsbedingung (2.22) liest sich dann als

(2.23) div (C(p) [E(u) — E(p)]) = 0.

Als Randbedingung hierfiir nehmen wir 9,5 = 0 an. Wéhrend die Konzentration p sich auf
einer Zeitskala von Tagen bis Wochen éndert, passen sich die elastischen Groflen in etwa
mit Schallgeschwindigkeit an. Daher ist es gerechtfertigt, die Giiltigkeit von (2.23) fiir alle
Zeiten anzunehmen.

Zur Losbarkeit dieser Gleichung bemerken wir, dafi durch (2.23) zwar die Verzerrung &
eindeutig festgelegt ist, nicht jedoch die Verschiebung u. Dies liegt daran, daf§ der Differen-
tialoperator £ einen nichttrivialen Kern hat (siehe z.B. [6] p. 247, Bemerkung 3.2):

Kern(&) = {f : RY — IRd|f(a:) =aAz+b, mita,be IRd}.

Da sich im folgenden herausstellen wird, dal der Beitrag der Elastizitéit zur Cahn-Hilliard
Gleichung nur von &£(u) abhéngt, stellt diese Mehrdeutigkeit kein prinzipielles Problem
dar. Fiir die Ableitung der Fehlerabschéitzungen wollen fiir verabreden, dafl wir von den
u e (HY2)? die (2.23) 16sen, dasjenige mit der kleinsten L2(Q2) Norm auswiihlen. Die gleiche
Mehrdeutigkeit zeigt sich auch in den diskretisierten Modellen, die wir im néchsten Kapi-
tel darstellen. Die Matrizen der entstehenden linearen Gleichungssysteme haben dement-
sprechend nicht vollen Rang. Um Konvergenz der iterativen Gleichungsloser zu erzielen,
verwenden wir nach jedem Schritt geeignete Projektionen (siehe [67] fiir Details).

Der Elastizitédtstensor

Die elastischen Eigenschaften des Materials gehen iiber den Elastizitédtstensor C ein. Wir
unterscheiden zwei Fille: Ist C konstant, also nicht von p abhingig, so sprechen wir von
homogener Elastizitdt. Im anderen also inhomogenen Fall nehmen wir folgende Bezichung
an:

Cp) =" +m(p)(Cc” - CM)

mit konstanten Tensoren C* und CM sowie einer glatten Interpolationsfunktion m(.). Fiir
die Nichtlinearitdt (2.6) mit den Minima 1 und —1, die die Phasen charakterisieren, suchen
wir eine glatte Funktion m, die

m(—=1) =0 m(l) =1
m'(=1)=0 m'(1) =0
erfiillt. Wir wéhlen
0 firt < -1
m(t) = 3 (3 +3t+2)fir —1<t<1
1 fir 1 <t.

Fiir die konstanten Tensoren C und C™ oder im homogenen Fall fiir
C = (Cijmn)i,j,mmn=1,...d

nehmen wir positive Definitheit, also die Existenz eines dy > 0 mit

(2.24) £ :CE] > dol&)?

fiir alle symmetrischen £ € R%**? und die iiblichen Symmetriebedingungen linearer Elasti-
zitdt an:

Cijmn = Cijnm = Cjimn7
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Cijmn = Cmnzj
Zwei Fille sind von besonderem Interesse: Im isotropen Fall ist

mit den Lamé-Konstanten A und p. Dann ist fiir alle symmetrischen £ € R?*4:

m,n=1

d
i,j=1,....d

= A(tré) - Id + 2u€.

Fiir viele Systeme ist es jedoch realistischer, kubische Symmetrie anzunehmen (siehe [39], p.
168). In diesem Fall gibt es drei Freiheitsgrade fiir den Elastizitéitstensor. Mit der Notation

Ciiii Z:CH iZl,...,d,
Ciijj =Ci2 { 7é Js
Cijij = C44 27&] ,

wobei Cy1,C12, und Cyy gegebene Konstanten sind. Alle anderen Komponenten von C sind
dann entweder durch die kubische Symmetrie gegeben oder sind gleich Null gesetzt. Das
bedeutet, daB fiir jede orthogonale Matrix @ € R?*? mit det Q = 1, die den d-dimensionalen
Wiirfel [—1,1]¢ invariant 1at, gilt

Q CIE] QT =ClREQ).
Der Elastizitatstensor kann dann als

Cijmn = (C11 — C12 — 2C44)6;§0jmOmn
+ C120i0mn
+ Cys (5im5jn + 5“15]7”)

geschrieben werden.

Erweiterung der Cahn-Hilliard-Gleichung
Homogene Elastizitit

Die erste Variation des erweiterten Energiefunktionals

E(p) := / (w(p) + %IW\2 +W(p, 11>) da
Q

mit W(p,u) = L(E(w) — £(p)) : C [£(w) — E(p)] ist
w=1'(p) —yAp—S:&(p).
Fiir £ wie in (2.21) gilt £'(p) = el also
S :&'(p) = eSpur(S)
und somit 148t sich die erweiterte Cahn-Hilliard-Gleichung als

dp

a7 = AW'(p) —7Ap —eSpur(S))

schreiben.
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Inhomogene Elastizitit

Héngt der Elastizitétstensor von p ab, so ergibt sich ein weiterer Beitrag im Ausdruck fiir
w:

(226)  w=(p) ~1Ap — eSpur(S) + 3 (E(w) —E(p)) : () (E () ~ £(p))

und die Gleichung wird zu

9 = A(0(0) 8~ eSpur(S) + 5 (E(w) — E(p)) () ()~ £(7) ).

Schwache Formulierung

Die schwache Formulierung der Gleichgewichtsbedingung (2.23) ergibt sich durch Multiplika-
tion der Gleichung mit einer Testfunktion & € (H'2)?(Q), Integration iiber {2 und partieller
Integration:

[e@:ct) (ew - ) do=0 e e (@),
Q

Um die Notation iibersichtlicher zu gestalten, wollen wir folgende Schreibweise einfithren:
Fiir zwei Funktionen A und B auf €2, deren Werte symmetrisch d x d-Matrizen sind sei das
Skalarprodukt

(A, B)e(,y = /A :C(pBdx
Q

definiert. Damit 148t sich die schwache Formulierung der Gleichgewichtsbedingung (2.23)
wie folgt schreiben:

(E(u) = E(p),E(€))¢(,y =0 VEE€ (H")'(Q).

p)

Fiir den allgemeinen, das heifit inhomogenen, Fall ist die schwache Formulierung:

(Pc.—L.) : Gesucht sind
p € L2(0,T; HY2(9)) 0 Y2 (0,T; (H 2(9))"),
w € L*(0,T; HY2(Q)),
ue L*0,T; (H"*(2)7)

so dafl fiir fast jedes t € (0,T) und fiir jedes ¢ € H2(Q) und jedes & € (H“2)4(Q)

(2.27) (01, ) = = (Ve, V()
(2:28) () = @' (p): ) + (V. V¢) — e Spur(5).¢)

2 (e —€0) ) ()~ £0) ),
(229) 0= <£(u) - g(p)7£(£)>c(p) )
(2.30) p(+,0) = pg fast iiberall in Q

wobei wie oben (.,.) das L?-skalarprodukt und (.,.) die Dualititspaarung zwischen dem
Sobolevraum H2(€) und dem entsprechenden Dualraum H'?(Q)* bezeichnet und py €
H'2(Q) die Bedingung [, ¥(po) dz < oo erfiillen moge.
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Eigenschaften des Modells

Fiir das Cahn-Larché Modell geht der Beweis der Existenz von Losungen auf Garcke zuriick
[33]. Bei polynomialer Nichtlinearitit (2.6) wird dort gezeigt:

2.3 Satz. Ist pg € H"?(Q) und [, (po) dx < oo, so existiert eine globale Lisung mit:

peC%(0,T; L3(Q)),
Owp € L? (0,T; (H2())")
ue L™ (0,T; H?(Q,RY).
Im Falle homogener Elastizitit ist diese Losung eindeutig bestimmd.
Im Falle logarithmischer Nichtlinearitét (2.5) wird unter den dort aufgefithrten Vorausset-
zungen gezeigt:
2.4 Satz. FEs existiert eine globale Losung mit:
peC%1(0,T; L),
dp € L? (0,T; (H*(Q))*),
und es gibt ein p > 2, so daf ue L™ (O,T; Hl’p(Q,le))
sowie ein ¢ > 1, so daf In(p) € LY ([0,T] x £2),.

Im Falle homogener Elastizitit ist diese Losung eindeutig bestimmt.

Fiir den Fall homogener Elastizitit und polynomialer Nichtlinearitdt haben Carrive, Mi-
ranville und Piétrus unabhingig davon Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen in [10]
gezeigt.

Wie bei den anderen Modellen auch gilt Massenerhaltung, die Ljapunov-Eigenschaft des
Energiefunktionals und die Gradientenflulstruktur.
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Kapitel 3

Die Diskretisierung der Modelle

Wie in Kapitel (2) sei Q C ]Rd, 1 < d < 3 ein beschrianktes, konvexes Gebiet und pg die
Konzentration zu Beginn des Betrachtungszeitraums [0, T]. Dieses Intervall unterteilen wir
in N Zeitschritte, bezeichnen mit 7,, die Zeitschrittweite des n-ten Zeitschrittes und setzten
ty, = Z?:l T;. Zusétzlich sei tp = 0 und 7 = max,=1, n{7,} definiert. Zu jedem der
Zeitpunkte t,, konstruieren wir ein Gitter M™ mit maximaler Feinheit

h:= srélje\%{dlam s}.

und einen damit verbunden, endlichdimen-
sionalen Ansatzraum V". Ausgehend von
einer Approximation der Anfangsdaten pg
in VJ* berechnen wir je eine Folge von Funk-
tionen p € VP und wh € V' sowie im Fal-
le des Cahn-Larché Modells u? € (V).
Durch Fortsetzung gewinnen wir Funktio-
nen p" wh € L>(0,T; H2(Q)) und u” €
L>(0,T; (H*%(Q))4), die Losungen der Glei-
chungen (2.10)— (2.11) beziehungsweise (2.27)—
(2.29) approximieren sollen.

P M,

Die Ansatzrdume bestehen aus stiickweise
affinen, stetigen Funtkionen und beziiglich
der Zeitdiskretisierung unterscheiden wir zwi- Abbildung 3.1: Uberblick Diskretisierung
schen dem Cahn-Hilliard Modell und dem

Cahn-Larché Modell mit homogener Elastizitit auf der einen und dem Cahn-Larché Modell
mit inhomogener Elastizitdt auf der anderen Seite. Fiir den ersten Fall verweisen wir auf
die Darstellung in [35, 67]. Dort werden das implizite Euler-Verfahren, das Crank-Nicolson-
Verfahren sowie das 8-Zwischenschritt-Verfahren ausfiihrlich dargestellt.

In diesem Kapitel wenden wir uns nur dem aufwendigeren Cahn-Larché Modell mit inho-
mogener Elastizitit zu. Wir betrachten drei Varianten: das implizite Euler-Vefahren, das
entkoppelte Euler-Vefahren und das #-Zwischenschritt-Verfahren [8] mit Entkoppelung der
Elastizitat. Fiir Varianten der ersten beiden werden wir im folgenden Kapitel Konvergenz
gegen Losungen von (2.27) — (2.29) zeigen. Wegen der erheblich hoheren Komplexitéit des
0-Zwischenschritt-Verfahrens ist es sehr schwierig, Konvergenzaussagen fiir diese Art der
Zeitdiskretisierung zu zeigen . Fiir lineare Probleme wird in [54] quadratische Konvergenz
und starke A-Stabilitit gezeigt. Diese Eigenschaften erlauben die Wahl vergleichsweise grofer
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Zeitschrittweiten und machen das Verfahren insbesondere fiir die Berechnung des Langzeit-
verhaltens der Cahn-Hilliard und Cahn-Larché Modells attraktiv.

Im Falle inhomogener Elastizitéit sind sowohl der Beitrag des elastischen Systems zum che-
mischen Potential als auch das Elastizitdtssystem nichtlinear. Die voll implizite Behandlung
dieser Nichtlinearitéit ist algorithmisch sehr aufwendig. Daher entkoppeln wir fiir die Imple-
mentation das Elastizitatssystem und die Losung der Diffusionsgleichung. Beim impliziten
FEuler-Verfahren kann die Giiltigkeit der gleichen Konvergenzaussagen gezeigt werden wie
beim impliziten Euler-Verfahren ohne Entkoppelung der Elastizitét.

3.1 Gitterkonstruktion und Finite-Element Riume

Die Triangulierung

Wir beschrinken uns in der Darstellung auf polygonal berandete Gebiete und kénnen da-
her auf Randapproximation verzichten. Eine Triangulierung M™ ist nun eine Menge von
Dreiecken, die das Gebiet, auf dem gerechnet werden soll, iiberdecken und fiir die gilt:

) oder
Vs1,82 € M™ 1 1M 82 = { gemeinsamer Eckpunkt oder

gemeinsame Kante.

Dariiber hinaus setzen wir von den Gittern folgendes voraus: Bezeichnen wir zu einem Drei-
eck s € M™ die Menge der Dreiecke, die mit s mindestens einen Punkt gemeinsam haben,
mit w(s), so soll es eine Konstante o geben, mit diamw(s) < o diam s. Auflerdem soll jedes
Dreieck s nur in hochstens k Mengen w(s) liegen. Fiir beliebige Funktionen f € H*2((Q) gilt
dann:

2 2
> Wlia) <k Iflhra)
seMn

Die Menge der inneren Kanten von M™ bezeichnen wir mit ™.

Der Finite Element Raum

Wir wollen stetige, stiickweise affine Ansatzfunktionen, also Courant-Elemente, verwenden.
Das bedeutet, dafl unser Ansatzraum folgende Gestalt hat:

Vh.= {gp e CO(Q)’@ ist affin fiir jedes s € M”} C H"?(Q).

Fiir die Elastizitdtsgleichung brauchen wir den ensprechenden Raum der vektorwertigen
Ansatzfunktionen:

(Vf)d = {g@z (<p1,...,<,0d)T w; € V,f firl<i< d}.

Ist K die Anzahl der Knoten (x;)1<;<x des Gitters, so ist dim(V,") = K und wir wihlen
als Basis von V,{L die iibliche , Hiitchenbasis® (¢;)1<i<k. Diese ist dadurch charakterisiert,
daB ¢;(x;) = &;; ist. Wir wollen folgende Schreibweise vereinbaren: Ist v € V!, so liBt es

sich beziiglich der gewahlten Basis darstellen als v = Zfil v;p;, wobei die Koeffizienten v;
eindeutig bestimmt sind. Diesen Koeffizientenvektor wollen wir mit ¢ bezeichnen.

Fiir die Diskretisierung verwenden wir die Methode der gelumpten Massen. Zunéchst sei
daran erinnert, was man unter der Massenmatrix versteht. Seien p, q € V.. Beide lassen sich
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beziiglich der gew&hlten ,,Hiitchenbasis“ darstellen als

K K
p=) g undg=3) dy;
i=1

J=1

Dann ist das L?-Skalarprodukt von p und g

K K K
(pa) = | Y e Y Gs | = D Bl (pirp5) = (9)" MG,
i=1 j=1

ij=1
wobei die Massenmatrix M definiert ist als:

(3.1) My = (pinpy) = / i(2); () da.

Q

Fiir stetige Funktionen p,q € C°(Q) nihern wir nun das L2-Skalarprodukt mit Hilfe des
Lagrange-Interpolations-Operator Z" wie folgt an:

K K
62 GO~E0" = [Teod =Y Mpg  mit M= Y M
j=1

Q i=1

M sei also die Diagonalmatrix, bei der die Diagonaleintridge die Zeilensummen von M sind.
Diese Nédherung ergibt sich, wenn man die Integration in (3.1) nicht exakt sondern mit Hilfe
einer Quadraturformel berechnet [63]. Der wesentliche Vorteil dabei ist, daf§ das Invertieren
der gelumpten Massenmatrix wesentlich einfacher wird. Da wir im folgenden ausschliellich
die gelumpte Massenmatrix verwenden werden, werden wir den Zusatz ,,gelumpt® in Zukunft
weglassen und einfach von der Massenmatrix M sprechen.

Fiir die Ndherung (3.2) gelten folgende Aussagen, die [23] entnommen sind und auch dort
bewiesen werden.

3.1 Satz (Fehlerabschitzung fiir die gelumpten Massen). Seien %, oh € V' und
f € H?2(Q) beliebig, dann gilt:

a) ‘(‘P}llv@g)h - (90}11790’21)’ <ch H90}1LHH1,2(Q) HSDQHHL?(Q)
b) ’((p}llmf)h - (‘plllvf)’ S Ch2 H‘pfllHle(Q) ||f||H22(Q)
c) ‘(@?f)h - (‘P?, f)‘ < ch (h ‘f|H2»2(Q) + ”f”Hl»?(Q)) HSO?HLZ(Q)

Dem Skalarprodukt (-,-)" ist eine Seminorm || ,, zugeordnet, definiert durch:

Yoe Q) Jul, =/ (v,0)"
Dafiir gilt dann der Satz:

3.2 Satz. Fs gibt Konstanten cy und ¢y, so dafS

vl eV co |0l a0y < 19" < 1 [1€°]] 12 -
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Interpolationsoperatoren und Approximationsaussagen

Fiir die spiter zu fiihrenden Beweise benstigen wir ein Standardresultat [15] iiber V", das
eine Aussage dariiber macht, wie gut sich Funktionen in H':? durch Funktionen in V"
anndhern lassen.

3.3 Satz (Approximationseigenschaft von V). Seiv € H*2. Dann gilt

. 2
nf (o =@l + A1V = @)lay ) < ch

n

wobei ¢ eine Konstante ist, die von v abhdngig sein kann.

Wie oben bezeichnen wir mit Z"™ den zum Gitter M"™ gehorenden Lagrange-Interpolations-
Operator. Des weiteren benttigen wir den Clément-Interpolations-Operator 11" zum Gitter
M". Fiir jedes Element s € M™ und jede Funktion f € H*2(Q) gilt:

1f = an”m(s) < CH”hl; |f|Hk~2(ws)

sowie
IVCf =T N g2y < Crinh§ ™ | f Lz ooy -

Entsprechend gilt fiir Kanten e:

N

n k—
If =T fllp2ge) < Crmhe * |flgne,) -

Wie oben ist dabei w(s) die Menge der Dreiecke, die mit dem Dreieck s mindestens einen
Punkt gemeinsam haben.

Semidiskretes Schema und Matrixdarstellung

Wesentliche Idee des Finite-Element-Ansatzes ist es, in der Variationsformulierung den
Raum H'? durch einen endlich-dimensionalen Teilraum S” zu ersetzen und zwar sowohl
was den Bereich, in dem man die Losungen sucht, als auch was die Menge der Testfunktio-
nen angeht. Dazu sei

vh = {wh € C0,T; H)|p(t) e VI fiir t,,_y <t < t}

Das semidiskrete Schema fiir die Cahn-Hilliard Gleichung ist also:

(Pc._H.semi) : Gesucht sind p" € V', wh € VI so, dap firn=1,...,N und jedes t,_1 <
t<t, gilt:

(3.3) (@0, )" = — (Vu", Vi)
(3.4) (", o"" = (' ("), ") + ’Y(Vﬂh, V</>")

fiir jedes o € VI

Entsprechend formulieren fiir das Cahn-Larché Modell:
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(Pc.—1.semi) : Gesucht sind ph e Vi owh € VR und v € (VM) so, daf$ firn=1,...,N
und jedes t, 1 <t <t, gilt:

(3.5) (@0, ") = = (Vu', Vi)

(3.6) (", ") = (' ("), ") + W(Vp", Vsoh) — e (Spur(s"),¢")"
(3.7) +((E@M) = €M) (") (€)= E(pM) "),
(3.8) 0= (£ ~E("),E€"), .

fiir jedes " € V' und jedes ¢h e (V).

Dabei sei 8" := C(p") (€(u") — £(p")). Fiir die (., ))"-Terme haben wir im letzten Abschnitt
schon eine Matrixdarstellung mit Hilfe der Massenmatrix hergeleitet. Analog verfahren wir
mit den (V-, V:)-Termen durch Einfiihrung der Steifigkeitsmatrix A. Diese sei definiert durch

Aij == (Voi, Vyj) = /V%‘V%‘ dzx,

wobei ¢; und ¢; jeweils Basisfunktionen aus der Hiitchenbasis sind. Damit 148t sich bei-
spielsweise der Vektor (th, V%‘)i:l 4 schreiben als A,

Die Matrixdarstellung des Systems (3.3)— (3.4) lautet dann:
M@W:—Aﬂ
M = M (o) + 7 AF".

Um die Elastizitatsterme auch durch Matrizen darstellen zu kénnen, legen wir zunéchst eine
Basis (£;)1<i<a.x von (V;?)? fest.
€irai = €ipj

mit e; als dem i-ten Einheitsvektor in R?. Dann kénnen wir die Elastizititsmatrix G defi-
nieren durch:

Gy i= (E(€.£(6)))c = [ £6): COEE)dr 120G <d K.
Q

Da & - wie schon im vorherigen Kapitel erwéhnt - nicht injektiv ist, ist die Matrix G nicht
regulér. Zusétzlich sei G erklart als

Gij = (E(&),E(;)) C(p /5 E(pj)der 1<i<d K,1<j<K.

Der eine Beitrag der Elastizitét ist dann
(Spur(S™), 1) = (E(@") — £, €@ e
= <5(uh),g(<p?)>c(ph) — e/ﬂph]l :Cepll da
= (¢"d"), - e*(1: c1) (Mp")
Damit 148t sich (3.5)— (3.8) im Falle homogener Elastizitét als

(3.9) MOt = — Aw"
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(3.10) M = MY (p") + (A + e*(1: C1)M) " — GTd"
(3.11) gi' = Gp"

schreiben. Im inhomogenen Fall ist die zweite Gleichung

—_—

Mi" = My (p") + (vA + e*(1: CI)M) " — GTd"
+ M( (") = E(p"M) 1 (") (£ — ("))

Diese semidiskreten Schemata bilden jeweils K-dimensionale Systeme von gewhnlichen Dif-
ferentialgleichungen. Um diese ndherungsweise zu lésen werden wir im néchsten Abschnitt
verschiedene Diskretisierungen der Zeitableitung betrachten.

3.2 Das implizite Euler-Verfahren

Die iibliche Finite-Element Approximation von (Pc _p.) mit Hilfe des impliziten Euler-
Verfahrens fithrt auf das Schema

(Pc.—v. EBuler) : Ist firn=1,...,N ph_, € VI | gegeben, so bestimme ph € VI wh e VI
und u € (V)% so, da fiir jedes o™ € V' und jedes " € (V)4 gilt:

(3.12) (0, 01, M) = = (Vul, V")

(3.13) (wh, )" = (¥ (o), )" + V(VPZ, th) — e (Spur(8h), o")"
+((E(uh) = E(pk)) - C'(oh) (S(ul) — E(ol)) . "),

(3.14) 0= (&(ul) - s<pz>,e<sh>>c(pm .

Um die Losbarkeit des Schemas zu zeigen und fiir die Konvergenzbetrachtungen im néchsten
Kapitel ist es hilfreich, eine Variante zu untersuchen, bei der jeder Zeitschritt die Losung
eines Minimierungsproblems darstellt.

Das Minimierungsproblem

In jedem Zeitschritt betrachten wir das Funktional auf V. x (V1)

n

B (r,v) = /Q{ ! |VA;1(T—I"pZ_1)‘2—|—%|Vr|2}dx+(w(r)—I—W(T,v),l)h,

27,

wobei W die elastische Energiedichte definiert in (2.20) und der Operator A, ' : V — VI

analog zu (2.13) folgendermafien definiert sei: Zu gegebener Funktion f" € V' sei v =

Afblfh die Losung von
(") = = (Vo vgh) vt eV,

die fQ o dx = 0 erfiillt.

Wir bestimmen dann die Losung zum néchsten Zeitpunkt ¢,, als Minimalstellen von E™:

(Pumin,) : Gesucht sind plt € VI und ul € (VM) so, dap

(ph,ul) ist globales Minimum von E™.
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Existenz von globalen Minima von E"

Wir wollen die Existenz von globalen Minima von E™ und damit die Losbarkeit von (Pin.)
zeigen und verwenden dabei die direkte Methode. Dazu zeigen wir Beschrankheit nach unten,
Koerzivitit und Stetigkeit des Funktionals.

Zuniichst ist offensichtlich, dafl wegen der postiven Definitheit von C das Funktional E™
durch Null nach unten beschrankt ist.

Koerzivitiat von E"

Wir wollen zeigen, da8 E" auf dem Raum V* x (V;*)? koerziv ist. Dazu bemerken wir, dafl
aufgrund von Satz (3.2) und der Youngschen Ungleichung fiir beliebige f* € V. und §; > 0
gilt:

A,
hi2 1.2 1 1 h h 1 ||V h L2(Q) B2

||f HL2(Q) < g |f |h = _E (VAh 5V ) < 2—0% 5 + 01 va HL2(Q)
Die elastische Energiedichte 148t sich ebenfalls unter Verwendung der Youngschen Unglei-
chung mit 6 = 2 und der positiven Definitheit des Elastizitéitstensors (2.24) nach unten
abschétzen

W(r,v)

—~

(E(V) = E&(r)) = Cr) ((E(v) = E(r))
E(V):CE(V) —2E(v) : CE(r) +E(r) :CS_(T))

I
N = DN~ DN~
—

Y

E(v):CE(V) — (%5(V) :CE(V) +2E(r) CE(T)) +&(r): CE(T))

v
| S~

EW)? - %doé Spur(1)?|r[*.

Somit ist mit der Aquivalenz der gelumpten Massenhalbnorm mit der L2-norm auf V"
(Satz (3.2)):

h
W0 = (LIEWP - e Spur(V? 1)

d 1
> 1 IEW)[; = gdoe? Spur(1)? Ir;
c2do 5 1 2
> OT 1€V 220) — icfdoez Spur(1)? [[7(|72 (g -

Da die Nichtlinearitéit ¢) durch Null nach unten abgeschétzt werden kann, haben wir mit
den beiden zuvor gezeigten Abschitzungen:

n 1 - n 2 7
E (Tv V) = % HVAhl(T -7 pZ—l)H]ﬂ(Q) =+ 5 ”vr”i?(ﬂ) + (’(/)(’I") + W(T’, V)v 1)h

(5165 ||T - Ian—IHiz(Q) - 5% HV(T - Ian—l)Hi?,(Q))

C% do
4

1 ||7'H22(Q) " 2
> L [alcf (2 RV N

— 267 (||V7’H2L2(Q) + ||VInPZ—1H2L2(Q)) ]

2 -
4at,

1
IE()IIZ2(0) — 5cidoe® Spur(1)? |77z g

gl 2 h
5 V7720 + (@(r),1)" + 5
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C do 2 1 2
= €Mz 0) — eidoe® Spur(1)? [Irll7z o)

d1c 2 Y 6
> <8Tn1 - 5c?dOeQ Spur(1)2> 17[IZ2 ) + (5 - _1 19720

||V7“||L2 @ T

2 1)
+ e ||5(V)Hi2(sz) - (21761 1z 1”1:2 ) + 1 HVInPn 1HL2(Q )

Damit die Koeffizienten vor den ersten beiden Termen positiv sind, muf}

VTn

4dye? Spur(1 ) Th <01 < 3

sein. Ein solches d; existiert genau dann, wenn

e
2¢2

*

Tn <

mit ¢, = 4dge? Spur(1)? ist, was im folgenden fiir alle Zeitschritte als giiltig angenommen
wird. Zusammen mit der Kornschen Ungleichung folgt die Koerzivitdt von E™(r,v) auf dem
Raum V' x (V;h)d.

Stetigkeit

Der erste und dritte Term von E™(r,v) sind konvex und somit stetig auf V" x (V*)4. Der
zweite Term [, ¥ (r)dx ist die Summe aus einem konvexen und einem konkaven Funktional
und somit ebenfalls stetig auf V" x (V,?)4. Die Stetigkeit von W ist klar. Aus der Beschrinkt-
heit nach unten, der Koerzivitidt und der Stetigkeit von E™ folgt die Existenz eines globalen
Minimums.

Euler-Lagrange Gleichungen fiir £"

Die Lésung pz und uZ von (P, ) erfiillen die Euler-Lagrange Gleichungen zum Funktio-
nal £", die wir im folgenden herleiten wollen. Da die Differenzierbarkeit der auftretenden
parameterabhéngigen Integrale unproblematisch ist, konnen wir die erste Variation von E™
direkt bestimmen:

d
SE"(r,v; <ph,§h) = £E"(r +eph v+ sgh)

_4d
T de

e=0

n 2
/{2T VA (r+ e =Tk )| +%|V(r+£nph)|2}dx

+ (w(r + e + W(r +eph, v + €™, 1>h

e=0
— L (ar - T ) TAT) 4 (TR V) + () )"
—e(1:Cr) (E(v) - E0) ")
FL(EW) - £()) - C0) (E3) ~ £9) )"

+ (E(v) —E(r), E(E" .

(e~ Em.eeh),

Fiir p und u gilt also fiir beliebige " € V* und &¢" e (V)4
0= SE"(pf,up; 0", €")
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1 1
= — (VAL T 1), VA ") 4 (Vph, Tl + (' (o), ")

Tn

— e (Spur(8h), ")" + % ((E@P) = E(pl)) = C'(pl) (Eul) = Epl)) 1)

+ (Eul) - £ €M)

cel)

Dabei sei 8" := C(ph) (€(ul) — E(p%)). Definieren wir nun
h _ " h

(3.15) wh = A1 == Pt

Tn

so folgt wegen der Definition von A;l fiir beliebige " € V.

h

h _n h
(%a Soh) = (wam v‘Ph) )
und
(wh, ") =7 (Vol, Vh) + (' (o), )"

— e (Spur(8l), )" + 5 () — E(p) = C(ol) (Euh) — E(01)) ")

sowie fiir beliebige &" e (V)¢

0= (E(ul) — E(ph). £(6M )

C(ph)

Das Schema (Pc._r. Euler) 18uft also auf die Losung der Euler-Lagrange Gleichungen des
Funktionals E™ hinaus. Der oben gefiihrte Beweis der Existenz eines globalen Minimums
garantiert demzufolge auch die Losbarkeit des Schemas (Pc._r. Euler). Die Aquivalenz der
Schemata (Pc.—r. Euler) Uund (Puin.) ist jedoch nur dann gegeben, wenn E™ nur genau
einen stationdren Punkt hat. Dann ist (Pc.—1. guler) eindeutig losbar und die Losung ist
dann das globale Minimum von E™. Das Funktional E™ ist jedoch fiir kein 7,, > 0 global
konvex: Die Berechnung der zweiten Variation ergibt ndmlich

2

d
SE™(r,v; " &") = —5E"(r+ep", v +¢")

T de?
1 _ h
e HVAhl‘PhHiz(Q) T HV‘PhH;(Q) + (@ (re", ¢")

+ ((S(Eh) - g(wh)) - C(r) (g(gh) _ g(wh» 71)”

r2((e€) — M) -t (v - () 1)
1 h

+5 ((EW) =€) " (Ev) = Em) 1)

e=0

Insbesondere der letzte Summand ist problematisch, da zum einen C”(r) je nachdem, welchen
Wert r annimmt positiv oder negativ definit ist, zum anderen £(v)—&(r) nicht als beschrénkt
angenommen werden kann.

Fortsetzung in der Zeit

Haben wir auf diese Weise Folgen von Finite-Element Funktionen p”, w” und u? erzeugt,
so konnen wir daraus durch Fortsetzung in der Zeit Funktionen p”, w” € L°°(0,T; H>2(Q))
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und u” € L>(0,T; (H%2(Q))?%) konstruieren. Zwei Moglichkeiten, dies zu tun, werden im
folgenden eine Rolle spielen Zum einen betrachten wir die die stiickweise konstante, links-
stetige Fortsetzung der p bzw. der w? in der Zeit. Das heifit wir setzen

ot = pl() fiir t,,_q <t <t,
w(t,.) = wh(.) fiir t,_1 <t <t,.
Zum anderen verwenden wir die stiickweise affine Fortsetzung
p(t,) = Bpn1 () + (1= B)ph()
@"(t,.) = Buwn_1 () + (1= Blup(.)
a"(t,.) = Pugy_y (1) + (1= B)ug ()

mit t = Bt,—1 + (1 — B)t, und 0 < B < 1. Fiir diese Fortsetzungen werden wir in Kapitel 4
Konvergenz in Réumen wie L (0,T; L?(2)) zeigen. Dariiber hinaus zeigen wir in Kapitel 5
fiir den Fall homogener Elastizitét a posteriori Fehlerabschétzungen.

3.3 Das entkoppelte Euler-Vefahren

Um ein einfacheres numerisches Schema zu erhalten entkoppeln wir die Losung der Diffusi-
onsgleichung von der Losung der Elastizitdtsgleichung. Dies fiithrt zu einem Verfahren mit
zwei Schritten:

(Pc.—1L.entkoppelt) © Ist fiir n = =1, N pr_y € Vg und wly_y € (V;1)? gegeben, so
bestimme im ersten Schritt ph € V,:l, wh € VI so, daf fiir jedes " € VI gilt:

(3.16) (0r, 0l ") = = (Vul, Vi)

(3.17) (wh )" = (' (), ") + (Vo V) = e (Spur(Sh_), )"

(3.18) +((Euh_y) — E(ol)) - C'(ol) (ECuh_y) — E(ol)) )"
wobei Sh_, = C(ph) (E(ul_,) — E(pn)) sei. Im zweiten Schritt bestimme zu dem berechneten

Pl ein ul € ( MY so dap fiir jedes £" € (V1) gilt:

(3.19) 0= (e0al) ~ (b, EE"),, .

Analog zum Vorgehen beim impliziten Euler-Verfahren betrachten wir die jeweiligen Schritte
als Minimierungsprobleme. Wir setzen fiir gegebene p" € V" und @ € (V)%

EPY (r) = /Q {271_ |vA;(r fZ”pZ_1)|2 + erz} dz + (¢(r) + W(r,a"), l)h
und
n nyys( =h _h h
E; 2" (v) := /I W(p",v)dx = (W(p 7v),l) .
Q

Wir betrachten also das Verfahren

(PMin. entkoppelt) : Gesucht sind ph e VI und ul € (VM) so, dafs

h
pl ist globales Minimum von E;"""~1(.),

ulist globales Minimum von E,” o ().
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Analog zu dem Vorgehen fiir E™ 148t sich zeigen, dafl die beiden Teilschritte des Verfahrens
(Pc.—1.entkoppelt) Euler-Lagrange Gleichungen zu den entsprechenden Funktionalen sind.

=h
Beschriinktheit nach unten, Koerzivitit und Stetigkeit iibertragen sich von E™ auf E}""

_h
und E3*” . Damit ist auch wie oben die Existenz der Minima und somit die Losbarkeit der
diskreten Probleme gesichert.

3.4 Das 0#-Zwischenschritt-Verfahren

Beim 6-Zwischenschritt-Verfahren [8, 54] wird jeder Zeitschritt der Linge 7 wird in drei
Teilschritte unterteilt. Der erste und dritte dieser Teilschritte sollen dabei die Léange 67 mit
0 < 6 < 1/2 haben. Die Linge des mittleren Teilschrittes — des Zwischenschrittes — ist
dann 1 — 26. Dariiber hinaus findet noch ein Aufspalten des linearen Teils der Gleichung in
explizite und implizite Teile statt und der nichtlineare Teil wird abwechselnd explizit und
implizit genommen. Wir betrachten zunéchst die Modellgleichung

(3.20) (Bey(t), @) + (Ly(t), o) + (E(y(t), ) = (f(t),p)  VoeV

in der L ein beliebiger linearer Operator, = eine nichtlineare Funktion und V ein geeigneter
Raum von Testfunktionen sein soll. Dann lautet das #-Schema fiir diese Gleichung: Vo € V

1) (% w) + a (LYn—140,9) + B (Lyn—1,9) + (E(yn-l)w) = (fu-1,)
1I) (W#ﬂ) + B (LYn—0,9) + a(Lyn—116,9) + (E(ynfe),w) = (fa—1+0,%)
III) (%3 @) + o ('Cy’na QD) + 5 ('Cyn707 90) + (E‘ (yn,g) ’ SD) = (fnfea 90)

Dabei sind «, f und 6 Parameter des Verfahrens, fiir die 0 < § < 1/2 und § = 1 — « gilt.
Schreiben wir (3.20) in Matrixform

Mg(t) + Ly(t) + E(Y(1) = M[(t)),
so lautet das entsprechende Schema:

) (M+abrL)Furp0 = (M = BOTL)Fu1 — OTE(G1) + MFra
1)

(M + B(1 = 20)7L)Fn—6 + (1 — 20)7Z(Fa—g) = (M — (1 = 20)7L) Fn—140 + MFr_110
111) (M + ab7L) G = (M — BOTL) G — 07 (Gn—0) + MFr—s

Wir haben dabei die rechte Seite f jeweils zum alten Zeitpunkt ausgewertet, wihrend man
sie normalerweise zum jeweils neuen Zeitpunkt nehmen wiirde. Der Grund fiir diese Modif-
kation ist der folgende: In der Anwendung auf das Cahn-Larché-Modell entkoppeln wir das
Elastizitatssystem von der Berechnung der Konzentrationsentwicklung. Das heifit, vor jedem
Teilschritt berechnen wir die zur Konzentration zum alten Zeitpunkt passende Verschiebung.
Diese Verschiebung setzen wir dann in die Elastizitatsbeitrdge zur Konzentrationsgleichung
ein. Dies ergibt Beitridge der Art f,,, die aber jeweils expliziten Charakter haben.

Insgesamt haben wir also fiir den ersten Teilschritt des 6-Zwischenschritt-Verfahrens in Ma-
trixschreibweise:
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(Pc.—v.om)) : Ist P, gegeben, so bestimme im ersten Schritt G'_, als Losung von:
gﬁZA = giﬁq}zll
Berechne damit
fn—1 = —eSpur(S)_;) + (5(11271) - 5_(0271)) :C'(pr_1) (5(11271) - 5_(0271))
mit S}y =C(pl_,) (E(ul_)) — E(pl)). Bestimme dann ), als Losung von:

(3.21)
(M + abryAMTTA)GE g = (M = BOTYAM T A GE_ + 079 (50 ) + Mfroi.

Der Zwischenschritt ist dann

(Pc.—v1.om)) : Aus ﬁr?—l-s-e aus dem ersten Teilschritt bestimme ﬁZ—l-s-e als Lésung von:
~h 5 Sh
G, 1419 =90n—1+0
Berechne damit

fn-119 = —e Spur(S,’f,Hg)
+ (5(11271#;) - E(pgglw)) : C/(Pr}LLHe) (5(u271+0) - g(Pr}ZfHa))
mit -
szuo = C(p7?71+6) (5(11271#)) - S(Pr?fue)) ‘
Bestimme dann p*_, als Lésung von:
(MA+B7(1 — 20)yAM T A)Gh_y — 7(1 —20)9(5l_y) =
= (M —ar(1 = 200y AMTA)GE L g + MFri o,

Der dritte Teilschritt ist dquivalent zum ersten:

(Po.—vL.omn)) = Aus ,6'[;_9 aus dem zweiten Teilschritt bestimme ﬁﬁ_e als Ldsung von:
G,y = Gpn_y
Berechne damit

fn—@ = —€ Spur(sg—a)

mat
32—9 = C(Pr}f—a) (5(112—9) - g(ﬂr}f—a)) .

Bestimme dann p als Losung von:

(3.22) (M +afdrTyAM A G = (M — BOTyAM LAY 5y — 070 (1) + M Frs.
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3.5 Adaptive Steuerung der Gitterfeinheit

In Kapitel 5 werden wir fiir die (linearisierte) Cahn-Hilliard Gleichung und die Cahn-Larché-
Gleichung mit homogener Elastizitéit lokale a posteriori Fehlerschétzer der Form

.....

1
2

Moaron < M e 2
€T M oy < 160, Mgagey + mas ( > n>

mit e := p—p" und nur von der diskreten Losung abhéingigen lokalen Beitréigen 1 ,, herleiten.
Wie wir diese Fehlerschétzer zur Adaption des Gitters nutzen, wollen wir im folgenden
darstellen [57, 27, 28, 65, 64].

Nach der Generierung eines angemessenen Anfangsgitters und der Approximation des Start-
wertes auf diesem Gitter verwenden wir den folgenden Algorithmus: In jedem Zeitschritt wird
die folgende Iteration durchgefiihrt

1. Berechne auf dem aktuellen Gitter die Losung fiir den neuen Zeitpunkt.

2. Berechne die Abschitzung des Gesamtfehlers

3. Ist der Schitzwert fiir den Gesamtfehler unterhalb einer vorgegenen Toleranz T'OL, so
akzeptiere die Losung und das zugehorige Gitter und gehe zum néchsten Zeitschritt.

4. Andernfalls verfeinere alle Elemente s, fiir die gilt:

I2TOL?

S7I>
s, 1K

mit dem Verfeinerunugsparameter I'y, und K der Anzahl der Elemente des aktuellen
Gitters. Vergrobere alle Elemente s, fiir die gilt:
Y2 TOL?

S’I’L<
,r]7 4K

mit dem Verfeinerunugsparameter ~y,. Dabei soll nur dann vergrobert werden, falls
in der Nachbarschaft nicht verfeinert wird und die Konformitit des Gitters erhalten
bleibt.

5. Gehe zu Schritt 1.
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Kapitel 4

Konvergenz der diskreten
Modelle

Fiir das Cahn-Hilliard Modell wurden Konvergenz und a priori Fehlerabschéitzungen von
Elliot, French und Millner [23] fur die ortsdiskretisierte Finite-Element Approximation ge-
zeigt. Blesgen und Rotth&user [5] haben dies auf das volldiskrete Schema mit implizitem
Euler- und Crank-Nicolson-Verfahren ausgedehnt. Fiir das Cahn-Larché-Modell mit homo-
gener Elastizitdt wurden entsprechende Ergebnisse in [35] gezeigt. Das Hauptresultat dort
ist fiir ein semidiskretes Schema wie in (Pc._L. semi):

4.1 Satz (A priori Fehlerabschitzung fiir das semi-diskrete Schema). Seien p, w
und u Lisungen der Cahn-Larché Gleichung mit homogener Elastizitit auf einem konvezen,
polygonal berandeten Gebiet @ C R? (d € {1,2,3}) mit
p € L>0,T; H“*(Q))
op € L™(0,T; H-*(Q))
u € Lx0,T;(H2(2)")

und set Hpo - p8||L2(Q) < ch?.

Dann gelten die folgenden Fehlerabschdtzungen:

Hp_thLoc(m(Q)) + Hw_whHL2(L2(Q)) + Hatp—atthL2(L2(Q)) < o,
Hp_thLoo(Hw(Q)) + Hw_whHLz(Hw(Q)) < ch,
Hé'(u—uh)HLoo(O,T;(LQ)d) < ch.

In [67] werden entsprechende Resultate fiir die volldiskreten Schemata mit implizitem Euler-
und Crank-Nicolson-Verfahren gezeigt. Die Diskretisierung entsprach dabei vollstdndig der
in dieser Arbeit verwendeten, wenn man von zusétzlichen Termen, die von der Inhomogenitét
der Elastizitéat herriihren, absieht.

Offen war bislang der Fall des Cahn-Larché-Modells mit inhomogener Elastizitét. Da kein
Eindeutigkeitsresultat zu erwarten ist [33], sind auch Fehlerabschétzungen der oben auf-
gefithrten Art nicht moéglich. Dennoch kann Konvergenz von der Teilfolgen von Lésungen
der diskreten Probleme (Puin.) und (Puin. entkoppelt) gegen Losungen des kontinuierli-
chen Problems Pg. _p,. fiir h — 0 und 7 — 0 gezeigt werden. Ziel dieses Kapitels ist also der
Beweis des folgenden Satzes:
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4.2 Satz (Konvergenz der diskreten Lésungen). Seien p, w und u Ldsungen von
(Pc._1.). Fir h — 0 und 7 — 0 existiert dann eine Teilfolge (p",w", u"),en, wobei jedes
Folgenglied Lésung von (Pmin,) ist, mit:

o p" — p punktweise fast diberall sowie in L>(0,T; L?(Q)) und in L?*(Q7),
o wh — w schwach in L?(0,T; H“%(Q)),

e u" — u punktweise fast iiberall sowie in L*(0,T; (H%2(Q))%) und in L?(Q7).
Dasselbe gilt, falls die Folgenglieder Lisungen von (Puin. entkoppelt) Sind.

Beim Beweis nutzen wir die Gradientenflulstruktur des Systems, die sich auch auf die Dis-
kretisierung iibertragt, aus. Das Vorgehen dabei ist wie folgt:

Aus der Minimierungseigenschaft der diskreten Losung gewinnen wir die Ljapunov-Eigenschaft
des Energiefunktionals fiir die diskreten Losungen und damit a priori-Abschétzungen. Mit
deren Hilfe kénnen wir durch ein Kompaktheitsargument die Existenz konvergenter Teil-
folgen sicherstellen. Die Grenzwerte dieser Teilfolgen sind Losungen des kontinuierlichen
Problems P¢._r,.. Die Argumentation ist dhnlich wie beim Beweis der Existenz von Losun-
gen des kontinuierlichen Problems Pc _yr,. in [33]. Wir fiihren den Beweis zunichst fiir das
Verfahren (Payin.) und geben anschliefilend die Modifikationen an, die fiir das entkoppelte
Schema (Puin. entkoppelt) 10tig sind.

Das Verfahren (Pnin.) war definiert als:

(Pmin.) : Gesucht sind plt € VI und ul € (VM) so, dap

(ph, u”) ist globales Minimum von E".

Dabei war

B (r,v) ::/ﬂ {L |m,;1(r—z"pg_1)|2+g|w|2}dx+(¢(r)+W(r,v>,1)h,

2Tn,

4.1 A priori-Abschitzungen

Wir wollen die folgende diskrete Dissipationsungleichung fiir die in der Zeit stiickweise kon-
stanten Fortsetzungen p”, w" und u” zeigen:

T
(4.1) E(p"(t,.),u"(t,.)) +%/Hth(t,.)H2L2(Q) dt < E(p},ub).
0

Dabei sei p§ € V! eine Approximation des Startwertes pg und u} € (V;*)? das dazu passende
Verschiebungsfeld. Genauer gesagt minimiere u} das Funktional v fQ W (ph,v)dz. Da
ol und u? das Funktional E™(.,.) minimieren, gilt

E"(pﬁ, UZ) < En(Inpth 11271)-

FEinsetzen der Definition von E™ ergibt

1 _ n 2 "
(4'2) E(ﬂﬁv“ﬁ) + ? HVAhl(pZ -7 pZ—l)HL2(Q) S E(I pZ—lauZ—l)'
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Fiir den zweiten Summanden auf der linken Seite gilt aufgrund der Definition des Operatrors
A; !, der Darstellung (3.15) von w! und der ersten Gleichung des diskreten Schemas (3.12):

h
Ta (pﬁ —T"Ph1 p1Pn —I”piil) L
)y Ay,

1 — n
E HVAhl(pZ -7 szl)Hiz(Q) = -

2 Tn Tn
h
__™ L wh
2 Tn o
_ Ta hn2
) vaTiHLZ(Q)

tn

1
-1 / Vet ()22 0 -
tnfl

Einsetzen in (4.2) und Iteration des Arguments liefert die Aussage (4.1).

Mit der Poincaré- und der Kornschen Ungleichung folgt die gleichméfiige Beschrénktheit der
ol und u”. Das heifit, es existiert eine Konstante C' > 0, abhingig von pg, so daf}:

h h
(4.3) s (116" M 1.2y + [0 g2y } <€

Dariiber hinaus folgt aus Ungleichung (4.1) die Beschriinktheit von w” beziiglich der L?(£2 x
[0, TT)-Norm:

h
(4.4) [ Vw HL2(QT) <C
sowie die Abschitzung
(4.5) sup /¢'(ph) dx < C.
t€[0,T] e

Unser néchstes Ziel ist es, Zeitdifferenzen von p" und p" abzuschitzen. Da p" die in der
Zeit stiickweise affine Fortsetzung der p/* ist, kénnen wir die erste Gleichung des diskreten
Schemas (3.12) fiir fast alle ¢ € [0,T] auch folgendermafien schreiben:

(4.6) @0" (1), )" + (Yl Vi) = 0 Vol € VI

Fiir beliebige 0 < s; < sy < T folgt mit ¢" = p"(s9) — p"(s1) nach Integration von (4.6)
tiber das Zeitintervall sy, s2]:

S2

|p"(s2) — ﬁh(sl)’i + / (Vw"(t), V' (s2) — Vp"(s1)) dt =0.

S1

Wegen der gleichmiiligen Beschrinktheit der p” in H12(f2) (4.3) und der daraus folgenden
Beschrinktheit von p" in L°(H2(2)) folgt:

D)
_ _ 2 _
762 = 70l < U gy [ 908020y

S1
Holder
_h 1 h
< Clp ||L°°(H1’2(Q)) (52— s1)? [|[Vw ||L2(QT)'
Daraus folgt die Existenz einer Konstanten C' > 0, so daf}
(4.7) 16" (s2) = 2" (1) 12y < C'ls2 = sal*

also die gleichgradige Stetigkeit der p" beziiglich der Zeit.
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4.2 Das Kompaktheitsargument

Da die Folge der p" fiir h — 0 und 7 — 0 in L>(0,T; H“%(Q)) gleichmiBig beschrinkt
ist und die Einbettung von H12(Q) nach L?(Q2) kompakt ist und schliefllich aus (4.3)
und (4.7) die gleichgradige Stetigkeit folgt, kann der Satz von Arzela-Ascoli angewandt

werden. Daraus ergibt sich die Existenz einer konvergenten Teilfolge. Das heift, es gibt ein
p* € C%(0,T; L*(Q)) mit

7 i C%(0,T; L3())
fiir jedes 0 < a < %.
Fiir ¢ € [0,7] sowie n und 8 € (0,1) so, daB ¢ = Bt,,—1 + (1 — B)tp, gilt dann:
166 = 706 ey = 10— "0y — (1= D)oo
h n h
=p Hpn -7 pn—lHLz(Q)
< CTﬁ% — 0.

Daraus folgt p" — p* in L°°(0,T; L*(Q2)) sowie Konvergenz der p" in L?(Qr). AuBlerdem
folgt entlang einer Teilfolge fast iiberall punktweise Konvergenz.

Wir wenden uns nun der Nichtlinearitit zu. Offenbar gibt es zu jedem § > 0 eine Konstante
Cs, so daB |¢'(.)] < 69(.) + Cs ist. Somit ist fiir alle mefibaren Mengen E C Q:

/W(ph)y de < 5/ [(p")| dx + Cs |E| < 6C + Cs |E].
E E

Also konvergiert [, W’ (ph)’ dz firr |E| — 0 gleichméssig in h und 7 gegen Null. Mit dem
Konvergenzsatz von Vitali kénnen wir daher ¢/ (p") — ¢/(p*) in L*([0,T] x Q) folgern.

Beziiglich des Verschiebungsfeldes ergibt sich aus der Abschiitzung (4.3) schwache Konver-
genz entlang einer Teilfolge, also

u" —u* in  L2(0,T; (H“*(Q))%)

Um starke Konvergenz zu erhalten verwenden wir lokale L2-Projektion auf (V")?. Wir be-
nutzen komponentenweise den Clément-Interpolations-Operator II"™ [15] als Projektions-
operator. Es gilt:

(4.8) }ng}) [u” — HnU*HHM(Q) =0

Testen der diskreten Bestimmungsgleichung fiir das Verschiebungsfeld (3.14) mit der Funk-
tion u" — M"u* € (V") und Zeitintegration ergibt:

T

(4.9) 0= / (€ — E(p"). £ —TT)) . dE
0

Dann ist

2
Lo @t =

T
dO/HE(uh—u*)
0
T

T * 2 * *
S 2dO / Hg(uh —II"u ) L2(Q) + ||5(Hnu —u )Hi?(Q) dt
0
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T
< 2/<5(uh) —E(p") — (MM u*) + E(p"), E(u" — H"u*)>c(ph) dt
0
T
+2d0/HE(H”u* )2 dt
0
T T
19 _2/<5(H"u*) — £, £t — ), dt + 2do / I — ) g
0 0

T T
= _2/ (E(" —TI"u")) : C(p") (E(T"u*) — E(p")) dt + 2d, / €M u* — u*)Hig(Q) dt.
0 0

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet fiir A — 0, da der erste Faktor
des Skalarproduktes schwach gegen Null konvergiert und der zweite Faktor stark gegen
C(p*) (E(u*) — E(p*)) geht. Der zweite Summand geht wegen (4.8) gegen Null. Mit der
Kornschen Ungleichung folgt dann starke Konvergenz der u” in L?(0,T; (H*2(£2))?). Daraus
folgt fiir fast alle ¢ € [0, 7] L?(2)-Konvergenz &£(u”(¢,.)) — E(u*(t,.)). Wir wollen zeigen,
dafl damit auch der Beitrag der Elastizitdt zum chemischen Potential

(4.10)

Wp(pn,up) = —el: Clpp) (E(up) = E(pn) + ((E(ur) = E(pr)) : €' (o) (E(uy) = E(ph)))
fiir fast jedes ¢t € [0,T] in L'(Q) konvergiert. Fiir den ersten Summanden in (4.10) gilt:
le1: C(pp) (E(up) = E(pR))| < % (lec(elyn]* + el) — £()[)

<c (]S(uﬁ)}2 - ’p},ﬂz + 1) .

Wegen
0 fiir r2 > 1
Cl(r) =13 2\ (PP M .
S(1=r?)(Ccr-cM) fir —1<r<1

gilt C! <3 ’C’P —-cM | und daher

iymn — iymn iymn

(€)= E(on) : C'(pn) (E(y) = E(p1))) < el&(uy) = E(pr)
< 2¢ (e’ + k[

’ 2

Mit dem Satz von Lesbegue folgt, daB W, ,(p, u”) in L?(0,T; L*()) in konvergiert.

n

Fiir das chemische Potential w” haben wir schon in (4.4) eine Abschitzung von Vw" in
L2([0,T] x Q) gezeigt.

Aus der zweiten Gleichung des diskreten Schemas folgt mit ¢ = 1:

/wZ de = /I” (w’(pfl) — eSpur(S,}f)) dz
Q Q
+ [T () E60) € (£l — E(61)) do
Q

Aus dem bereits Gezeigten folgt, dafl die rechte Seite gleichméfBig beschrinkt ist. Mit der
verallgemeinerten Poincaré-Ungleichung kénnen wir dann schlieBen, dafi w” gleichmiBig
in L2(0,T; H2(f2)) beschriinkt ist. Dies impliziert die Existenz einer in L2(0,T; H12(Q))
schwach konvergenten Teilfolge mit w" — w*.
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4.3 Losungseigenschaft der Grenzwerte

Es bleibt zu zeigen, dafl die Grenzwerte Losungen des kontinuierlichen Problems sind. Dazu
wollen wir in den Bestimmungsgleichungen des diskreten Schemas zum Grenzwert h — 0
und 7 — 0 iibergehen. Sei ¢ € HY?(Q) beliebig. Wir testen die erste Gleichung des Schemas
mit II"¢ und erhalten

(0, o, T"¢)" = (Val, VII™¢)

Aufgrund der Konvergenz 0, p! — 0,p* in H2(Q)* fiir fast alle ¢ € [0, 7], der Konvergenz
II"¢ — ¢ und der Fehlerabschiitzung (3.1) fiir das gelumpte-Massen-Skalarprodukt kon-
vergiert die linke Seite gegen (0;p*, (). Fiir die rechte Seite hat man ebenfalls fiir fast alle
t € [0,T] die schwache Konvergenz Vw! — Vw* sowie die starke Konvergenz VII"¢ — V(.
Insgesamt also (Vw!, VII"¢) — (Vw*, V().

Testen der zweiten Gleichung des Schemas mit I1"( ergibt:
(wh 11°0)" = (¥ (o), 11°)" + 7 (Vpl, VII"C ) — e (Spur(S}), 11"¢)"
+ ((ECu) — EGph) : (o) (ECul) = EGo) 117¢)"

Wie oben folgt die Konvergenz der einzelnen Terme gegen die entsprechenden kontinuierli-
chen Groflen. Fiir den Grenziibergang in der dritten Gleichung nutzen wir die Tatsache, daf3
IC(pl) (E(ul) —E(pL))| < ¢ (|€(uZ)J + |p%| +1) ist und die starke Konvergenz von p" und
u” in L?(Q) beziehungsweise L?(Q) fiir fast alle ¢ € [0, 7).

Insgesamt erfiillen die Grenzwerte p*, w* und u* also die schwache Formulierung Pc _r...

4.4 Der Beweis fiir das entkoppelte Verfahren

Es sei daran erinnert, dafl das entkoppelte Verfahren folgendermaflen erklart war:

(PMin. entkoppelt) : Gesucht sind plh e VI und ut € (VM) so, dafs

h
pl ist globales Minimum von E;"""~*(.),

h
u’ist globales Minimum von Ey """ (.).

Und fiir gegebene p" € V" und @" € (V")? war:

h

_— 1 _ " 2 _ h
BT (r) ::/Q {QTWAMI o) +;wz}dw(w(rHW(r,uh),l)

und
By (v) = / W (", v) de = (W(",v),1)"
Q

Ziel ist es, wie oben a priori-Abschétzungen fiir die Fortsetzungen der Losungen in der Zeit zu
gewinnen. Erster Schritt dahin ist wieder die diskrete Dissipationsungleichung (4.1). Da die

—h ~h
Losungen der beiden Teilschritte die Funktionale E"" beziehungsweise F5* minimieren,
gilt:

T, Z— n
EM(Tpf_p,ulh_y) = ES U THTh )

h
> By (o)
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= En(pfu 11,2_1)

= L -1/ h __on_h 2 l h12
+ (o), 1)" + EMuh_))
. —1ph _gnoh V12 Ty b2
Z/Q {EWA’T (P = T"Pn1)] + 51Vl }da:
+ (o), 1)" + By (ul)
= E"(pp, up)

und daraus folgt wie oben
1 - n 2 mn
E(pnswn) + 5— VA (0l = T 1) [ 2 < BT -1, 05-1)

und somit

T
1 2
B (6,0 (0) + 5 [ 190 (6) g, dt < B u).
0

Ebenfalls ganz entsprechend ergeben sich daraus die apriori-Abschétzungen (4.3), (4.4) und
(4.5). Da sich die erste Gleichung des impliziten Euler-Verfahrens (3.12) und die erste Glei-
chung des ersten Teilschritts des entkoppelten Euler-Verfahrens (3.16) entsprechen, ergibt
sich auch die Zeitabschiitzung (4.7) analog. Die gleichen Kompaktheitsargumente wie oben
fithren dann zur Existenz konvergenter Teilfolgen. Zusitzliche Uberlegungen sind nur notig
um die Stetigkeit von u* in der Zeit also insbesondere

u;_; —u’
fiir 7 — 0 und h — 0 zu zeigen. Fiir £ € (H12(Q2))? gilt wegen der Stetigkeit von p* in der

Zeit

. h . h n—1 _ : n—1 . h (. h
7_4)%{214)0 S(unfl) . C(pnfl)g(n 5) - T*}%)I}ILIHO S(H 6) . C(pnfl)f”(pn*l)
Q Q

= lim [ £(1"€) : C(pn)E (o)

Q

— : hy . h n
= M E(uy) : C(py, )E(ITE).
Q

Aufgrund der Stetigkeit des Skalarproduktes ist dann in L2(0,T; (H2(Q))%):

: h _ : h
im € (uy_y) = im & (uy).

Damit 148t sich die Losungeigenschaft der Grenzwerte analog zum voll impliziten Verfahren
beweisen.
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Kapitel 5

A Posteriori Fehlerabschitzung

In diesem Kapitel wollen wir a posteriori-Fehlerschétzer herleiten. Da fiir das Cahn-Larché
Modell mit inhomogener Elastizitit Eindeutigkeit der Losung nicht gezeigt werden kann,
beschrinken wir uns auf die Fille

e das linearisierte Cahn-Hilliard Modell,
e das nichtlineare Cahn-Hilliard Modell,

e das Cahn-Larché Modell mit homogener Elastizitit.

Um gleiche Beweisschritte nicht unnétig wiederholen zu miissen, fassen wir diese drei Modelle
in einer einheitlichen Notation zusammen. Wir betrachten

(5.1) Op = Aw,
w=¢(p) —vAp—Ap  auf Qx[0,T]
p(0) = po in

oder in schwacher Formulierung

(5-4) (Oip, ) = = (Vw, V()
(5.5) (w:¢) = (600).€).+7(Ve. V¢) = (4p.).
(5.6) p(+,0) = po fast tiberall in €2

fiir fast jedes ¢t € (0,7) und fiir jedes ¢ € H?(Q).

Dabei ist ¢(p) entweder 9’ (p) oder ¥”(p)p je nachdem, ob wir das nichtlineare oder das
linearisierte Modell betrachten. Der lineare Operator A ist entweder Null oder der Beitrag
des Elastizitdtssystems

Ap = eSpur(S) = e (E(Dp) — E(p), ]l>c .

Dabei bezeichnen wir den Lésungsoperator des elastischen Systems mit D : H2(Q) —
(H'2(2))?. Mit anderen Worten: Zu gegebener Konzentration r € H2(Q) sei v = Dr
Losung von

<5(V) - g(r)v 5(5)>C =0

fiir jedes & € (H'2(2))?. Sowohl D als auch A sind linear in p. An dieser Stelle sind aber
ohne weiteres auch andere lineare Operatoren moglich.
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In Bezug auf die Zeitdiskretisierung beschrénken wir uns auf das implizite Euler-Verfahren.
Dabei seien p" und w” die in der Zeit stiickweise konstante, linksstetige Fortsetzungen der
Losungen der Gleichungen

(5.7) (00", 0" = = (Vult, Vh)
h

(5.8) (wh, )" = (d(p"),")" +7(V0Z,V<p”) — (A", M),

fiir beliebige ¢" € V!, wobei A" eine geeignete Approximation von A sein soll. Fiir den Fall,
dass Ap der Beitrag homogener Elastizitiit ist, habe A" analog zu A die folgende Gestalt:
Sei

DMV — (vh)?
h

h
Ppn > Uy

Losungsoperator der Gleichung

0= (£(uh) — Eoh), £(€"))

c
fiir jedes £" € (V). Dann ist

Al = e(E(D"pp) = E(p)), 1), -

Fiir die Ableitung der Fehlerschéitzer machen wir von Dualitéts-Techniken Gebrauch, die
auf Eriksson und Johnson sowie auf Nochetto, Schmidt und Verdi zuriickgehen ([27], [28],
[57]).

5.1 Das duale Problem

Fiir das duale Problem fithren wir die Hilfsgroflie p ein. Fiir ¢, 1 < t < ¢, sei

~ p fiir das linearisierte Modell,
p(t,x) =

2 h h2 . .
\/ % fiir das nichtlineare Modell.

Dabei ist p die Konstante, bei deren Wert die Nichtlinearitét eingefroren wird (siehe 2.15).
In beiden Féllen gilt

(5.9) o(p) — d(pp) = &' (B)(p — plt)

und wir nehmen fiir das folgende [|¢'(p)|| ;) < oo an. Wir formulieren nun das duale
Problem:

(Pgual) : Gesucht sind
a€ L*(0,T; HY(Q) N HY? (0,T; (H*(Q))*),
g€ L0,T; HY*(Q)),

so dap fiir fast jedes t € (0,T) und fiir jedes ¢ € H2() gilt:

(5.12) a(T,.) = ar(.) fast iiberall in £,
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Dabei sei A’ der zu A duale Operator. Von A’ setzen wir L?-Beschrinktheit voraus, also die
Existenz einer Konstanten Cy,q;, so daB fiir jedes f € L?(Q) gilt:

||A/f||L2(Q) < Caual ||f||L2(Q) :

Das duale Problem ist also eine linearisierte Cahn-Larché-Gleichung riickwérts in der Zeit,
bei der die Nichtlinearitét zu verschiedenen Zeiten und Orten eingefroren ist. Fiir die Lésun-
gen o und § = Aa machen wir die folgenden Stabilitdtsannahmen. Fiir beliebiges ¢ € [0, T
gelte:

o L2-Abschitzung:
(5.13) le(t, 2) || L2 0y < Cp llarllp2(q)

Abschétzung von Zeitintegralen des Gradienten von «:

T
(5.14) / IVa(s, )2ae ds < C llar |22
t

Abschétzung von Zeitintegralen von Aa:
T
2 2
(515) [ 180510y ds < € llarl oo
t

e Abschitzung von Zeitintegralen von A2q:
T
2
(5.16) /(T — 5) | A2a(s, )| 2 d5 < Ca llarl2aqg

t

Abschétzung von Zeitintegralen des Gradienten von (3:

T

(5.17) / (T = )} 9805, )agey ds < C2a oz |2
t

Die Giiltigkeit dieser Annahmen fiir das linearisierte Problem (2.16)—(2.17) mit A = 0
beweisen wir im Anhang zu diesem Kapitel. Fr den nichtlinearen Fall ist der Nachweis der
Gltigkeit dieser Annahmen noch offen, erscheint aber durchaus mglich.

Das kontinuierliche und das duale Problem lassen sich mit dem Operator £, gegeben durch
_ O —-A
L= ( YA+A 1 )
und dem entsprechenden dualen Operator £’

r_ (O YA+ A
L_<—A 1

darstellen. Die kontinuierliche Gleichung ist dann

E(Z) B (w'?m)’

wahrend das duale Problem sich als

()-(")
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5.2 Fehlerdarstellung

Fiir die Darstellung des Fehlers testen wir das duale Problem mit dem Fehler und nutzen
die Dualitéit zwischen kontinuierlichem und dualen Problem, die Gleichungen des kontinu-
ierlichen Problems sowie die Definition von p um die Terme, die von der kontinuierlichen
Losung abhéngen zu eliminieren.

Es sei e, := p — ph. Dann setzen wir in das duale Problem (Pgua1) als Testfunktion den
soeben definierten Fehler e, ein und integrieren iiber das Zeitintervall [0, T]. Es ergibt sich:

T T
—/<6t04,6p / ﬂvep (Alﬂ7ep) —i—’y(Vep,Vﬂ) dt
0 0

Umsortieren der Terme und einsetzen von e, := p — p" fiihrt zu:

T
Pep ) dt = / (D p) + (A'B,p) — 7 (Vp, V) dt

0

O\H

T
+ [ (o) = (8.6") +4 (V5" V5) di
0

Links nutzen wir die Bestimmungsgleichung fiir 5 (5.9), auf der rechten Seite fithren wir
partielle Integration durch:
’T

T T
/ (6() — 6(65).5) dt =~ (p,0)]|| + / (0,009} + (5. Ap) — 4 (Y, V) dt
0 0

T
+/ (Oper, ) — (B, Ap™) + v (Vp", V) dt
0

Testet man (5.1) mit o und (5.11) mit w, so folgt:

(Oip, @) = = (Vw, Va) = (w, 5)

und setzt man dies ein, so hat man

T
/ ~(w,8) + (&), B) +7 (V0. V5) — (Ap, B) dt
0

+ + (0, p") — (6,Aph) Jr’y(Vph,Vﬂ) dt

O\H

Wegen (5.2) ist die linke Seite gleich Null. Fiir die Randterme in der Zeit nutzen wir wieder
p=e,+ p" und erhalten

(ep(T).ax) = (e5(0),a(0))~ (¢ ) |

T
o [ (@06, B)+@ra )= (5, 49"+ (V6" V)
0

Seien T, und T} die Losungsoperatoren des dualen Problems, also

T, : L*(Q) — L*(0,T; H*(Q)) N HY? (0, T; (H"*(2))*)
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ar —
und
Ts: L*(Q) — L*(0,T; H*(Q))
or — f3

sowie das parabolische Residuum als
(5.18)
T
o, h h T h h h h
R (p", 0", Toar, Tgar) == — (p", a) ‘0 +/ (6(p"), B)+(0ecx, p"y— (8, Ap" )+~ (Vp", V) dt
0

definiert. Dann 148t sich der Fehler in der L2-Norm folgendermaflen abschitzen:

fep(T)OéT
lleo(T)l s PR TP T
p L2(Q) ar€L2(Q) ||04THL2(Q)

(€5(0), a(0)) + R (p", w", a, B)

areL?(Q) ”aT”L?(Q)
s w10 0Ol | R(uta0)
 areLl?(Q) ||aT||L2(Q) ar€L2(Q) ||aT||L2(Q)

R (p",w", o, )

<Cp ||eP(O)||L2(Q) + sup
ar€L2(Q) ||04THL2(Q)

Im folgenden Abschnitt werden wir das Residuum R gegen eine Summe aus Produkten von

berechenbaren Gréfien und | ar|| r2(q) abschitzen. Dabei gehen insbesondere die Stabilitats-
eigenschaften des dualen Problems (5.13)— (5.17) ein.

Abschétzungen in schwiicheren Normen, wie zum Beispiel der (H"?)*-Norm sind natiirlich
ebenfalls in diesem Rahmen moglich. Da in diesem Fall in der obigen abstrakten Fehler-
abschiitzung H2-Normen im Nenner auftreten, mufl man das Residuum nur gegen ein Pro-

dukt aus einer berechenbaren Grofie und [ar|| 1.2, abschitzen. Entsprechend schwéchere
Stabilitéitsannahmen miissen an das duale Problem gestellt werden [27, 28, 57].

5.3 Das parabolische Residuum

Darstellung des Residuums

Zunichst formen wir den Zeitableitungsterm um. Es gilt:

T

N iz
/ ,Or)dt = Z/ o, Orar)d

0

o1



wobel ay,(.) := a(t,,.) sein soll. Die letzte Summe kann dabei wie folgt ausgedriickt werden:

N N iz
(= b vana) =D [ (0n, )
n=1 n:ltni1
N tn
+ Z (Orprs 1 — ) dt
"_1tn,1
N
+ Z (TP 1 = Ph1san1).
n=1
Insgesamt ist also
ty N tn

7 N
T
_ (Phaa) ’0 4 /<ph,8ta>dt = - Z / (8Tnpz,a) dt — Z / ((‘anfl,an,l —a)dt
0 n=1

THnoa n:ltnil

N
- Z (Inp271 - pzflvanfl) .
n=1

Setzt man dies in die Defintion des Residuums (5.18) ein, so folgt

N iz N iz
R(p" w0, 8) == / (Or Pl ) dt = / (07, P, 1 — @) dt
n:ltn_1 n:ltn_1

N
=Y (@i = s ana) + [ (6(0"), 8) — (8, Ap") +~ (Vp", VB) dt
n=1

N
= - Z (Inpq};—l - pZ—lv O‘n—l) + [ (a‘rnpq};v a) - (afnpfwan—l - a)
n=1

tn—1

— Ot

+ (6(p), 8) = (Aply, B) + (Vo V) | dt.

Um im néchsten Schritt Galerkin-Orthogonalitit ausnutzen zu konnen, testen wir (5.11) mit
¢ = w" und integrieren iiber [0, 7]. Addition der beiden Gleichungen ergibt:

tn

N
R (phawh7a7ﬁ) = Z - (Inp271 - pzflaanfl) + /

n=1

- (67'”/)»2’ Oé) - (a‘rnp?u Qp—1 — a)

tn—1

+ (0(pn) — wyy — Aply, B) +7 (V. VB) = (Vwy, Va) ] dt.

Setzt man in der ersten Gleichung des diskreten Problems (5.7) ¢" := II"q, in der zweiten
Gleichung ¢" := II"3 und addiert, so folgt:

0= (07,0, T"0)" — (6(pl) —wlh — A"l T1"3)" — o (Vpl, VITB) + (Vaul, VII"a)

Integration iiber das Intervall [0, 7] und Addition zur Darstellung des Residuums, d.h. Aus-
nutzen der Galerkin-Orthogonalitét, ergibt:
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(5.19) R (" w" a,0) =

N
= - Z (Inpﬁfl — 1 anfl)

n=1
Vergréberungsfehler
Nt N tn
_ Z (Or, P, — TI"a) dt — Z / {(5‘%;72, "a) — (0, pl, Hna)h] dt
n=1tn71 7L:1tn71
Zeitfehler T gelumpte Massenfehler I
N tn
- Z (0r, Pl ctp1 — @) dt
”thn )
Zeitfehler II
N tn N tn
#30 [ (olel) —uk - Al p -1y a3 [ (4= A, 0)
n:1tn71 n:l o1
inneres Residuum Elastizititsfehler
N in
+y / [(6(pl) = wh — Al TB) = (6(ph) — w" — A", 11"5)" | dt
n:ltni1
gelumpte Massenfehler II
N tn N tn
+y / (Voh,V(B—T1"B)) dt—> / (Vwl, V(e —1I"a)) dt
”:ltn,1 71:1t7171
Gradienten von pl Gradienten von wh

Abschitzungen der Residuenterme

Wir wollen die einzelnen Terme der Darstellung des Residuums der Reihe nach abschétzen.
Wir benutzen dabei neben den Stabilitdtseigenschaften der dualen Losung elliptische Regu-
laritétsabschéitzungen der Art:

||f||H22(Q) S Oell HAfHLZ(Q) .

In mehreren der folgenden Abschiatzungen machen wir auflerdem von der Tatsache Gebrauch,
daB

(5.20) / =2(T - t)%

tn—1 tn—1

ist. Auflerdem ist fiir n < N und ¢,_1 <t < t,:

1 1
tn +Tn<T:>Tn<T—t<:>ﬁ§—
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und somit

1
5.21 —dt < 1.
- [

tn—1

Der Vergréberungsfehler

Der Vergroberungsfehler aus (5.19) ist einfach abgeschétzt durch:

N N
Z (Z"pn_1 = pr—1y0n-1)| < Z |Z7plk_) — PZ—1HL2(Q) l -1 120
n=1 n=1
N ) 1
- C,;Z ( Z HIan_l o pZ—le@)) HaT”L2(Q)
=1 \seMn

Die Zeitfehler I und II

Beziiglich des Zeitfehlers I gilt

( ot a —TIM )dt

N tn
< Z / < Z HaTanHLQ(s) llov = Hna”L2(s)> dt
—1

seM™

Z/ O Pl alt,.) — M"alt,.)) dt

N
Z / < Z ||8Tnp2||L2(5) hi ||O[||H2,2(3)> dt

seM™

1
N 2
= Z / ( Z Hampfz”;(s) hi) ||a||H22(Q) dt

seM™n

=

5 /T
N h _ gn,h
< (Z CE.mn Z % - ) / ||H22 (@ dt
1 n L2(s

0

1 3
2

N 5 T
h4
S Cell (Z 012[" Z T_S Hpﬁ —Inpleig(s)) |AC¥ HL2(Q) dt

_ n In
n=1 seM 0

N
h4
< CaCa <Z ClgI" Z f HPZ anz_lHQH(S)) HO‘T”I}(Q)a

n=1 seMn "

wahrend der zweite Zeitfehler abgeschéitzt werden kann durch

Z / Or, Pl 1 —a)dt| =

nlt

N tn,
< Z / HafanHLZ(Q) lom—1 = e 2 dt

n:ltni1

o4



1

N t

L=1t B seM™

s

N 3
Z < > ek I”pﬁ_1||iz<s)> lazll 2

seM™

Der gelumpte Massenfehler 1

Zur Abschitzung der Quadraturfehler verwenden wir das elementweise gelumpte Massen-
skalarproduktes (fiir s € M™):

()l = [T (e as

S

Es gilt die folgende Ungleichung (vgl. Satz (3.1)):

’(Clhvgg) (CvaQ) HL2( ) Hv<2 HL2( )

Damit ist

tn

N
3 / [(ampﬁ,n”a) - ((‘%lpf”l_["oz)h} dt =

n—1

_Z/ S [0 11ma), — (0, 0, 1170)! ] at

n= 1t seM™

<CMZ/ Y b0l ey IVT Al 2 dt

n=1, 7 = seMn

SOMZ / [ Z hs HamanLz (s) V(e —T"a )”Lz

n:1tn71 seM™

+ Z hs ||arnp2||L2(s) ||va||L2(s)‘|dt

seM™

= CMZ / [ Z Cnnhi ||8-rnp2||L2(s) ”aHH’M(s)

7’L:1tn71 seM™

+ Z hs Ha'rnp:‘l‘LHLQ(s) ||Va||L2(s)]dt

seM™

N ln 1
SOMZ/ KZ Cﬁnh§||ampi:||iz(s)> Cen | Aa] 20

n:lt"71 seM™

%
+ < Z h2||8manLz ) ||v@||L2(Q)]dt

seM™
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1
2

1
N tn 2 T
<Cum lCeu ZC% / l Z hg”&mﬁ”iz(s)}dt /||Aa||2L2(Q) dt
n=1 0

seM™

tn—1

N tn % T 2
+ Z / l Z tharnPnHLz(b ]dt /||Va||2L2(Q) dt ]
n:ltn71 seM™ 0

2

N
Ceu Zcﬁn/ [Z he (|07, p HLz(slt Ca llar| 12,
n=1 tn 1

seMn

<Cu

1
N tn 5
™ Z / [ Z h2 ||aTnpn||L2(s ]dt CV ||aT||L2(Q)]

n:ltnil seMn

<Cu

N h4 %
CeoiCa <Z Olg[n Z T_s ||PZ —I"Pn 1||L2(s )

n=1 seMn "

2

n=1seMn Tn

Der Elastizititsfehler

Wir erinnern an die Bezeichnungen D und D" fiir den Losungsoperator des kontinuierlichen
beziehungsweise diskreten Elastizitéits-Systems. Mit dieser Bezeichnung ist

T N % T
/ (A~ AM)p", B) dt| < (Z ([ Ah>pzu;(m> / 11172 et
0 0

n=1

N 3
e (Z ||SpurC5(DpZ — thZ)Hiz(Q)) Ca ||aT||L2(Q)

n=1

1
N 2
< CelastCA (Z HS(D,O,Z - uﬁ)Hz) ||aT||L2(Q)
n=1

Der Fehler in der Energienorm kann dann abgeschétzt werden durch (siehe [61]):

1
2

1 1 2
||€(DPZ - uZ)HC S Oelast ( Z (h 6(011 + Cl2 ||VanL2 + 5h52 ||I/ . [87},1] ||L2(85)> >

seM™

mit 8% = C(E(uk) — E(ph).

Das innere Residuum

Fiir die Abschitzung des inneren Residuums und des zugehorigen Quadraturfehlers spalten
wir das Zeitintervall [0,T] in den letzten Zeitschritt und den Rest auf. Wir behandeln den
Rest, also das Intervall [0,¢y5_1], zuerst:

/ (¢(ph)—wh—Ahph,ﬁ—Hnﬁ)dt <
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seM™"

N-1 n
n:1tn71 seMn
N-1 tn
<) Cne / ( > 0oh) — wh — A" ph| ) 12 ||5H2,2(8)¢T——t> "
n=1 ey

N-1 tn
< Cen Z Crn / ( Z [6(pn) —wh — Atp HLz(g) T > VT —t|AB(L, )]l 2 Q)] dt
n=1 to1 seM™
(Z Cnn Z H¢ Pn w — A" Pn HLz (s) h4> / T —t)[|AB(L, ||L2 () dt)
seMn 0
b :

N—-1
< Cey (Z C%n Z H‘ZS(/)Z) - wz B AhpZHQL?(s) hg)

n=1 seM™

/o

< G (zcm S oty -t — A hf:.) Jor s

seM™n

— 1) [[AB(L, )||L2(Q) dt)

Wl O\

Fiir das letzte Zeitintervall definieren wir B(. f B(t,.) dt, was mit Hilfe von AS =

tN—1
% (Ora+ @' (p)B — A’B), der Beschréanktheit von ¢'(p), A’ und Stabilitéit der dualen Losung
abgeschétzt werden kann durch:

IN

IABI|Z2 0

«Q

T

1 .

llor = an e+ 55 [ 160) — 4081 de
tN-1

IN

5 [(1+C5 )+ (¢'(9)* + Chyar) CA HO‘TH%Z(Q) .

=:C%

1
72

Somit erhalten wir

T

/ (d)(ph) Cwh(t) — AR, Bt — TV A, .>>dt

tN—1

<

< |(o(ph) — why — A"pl, B —TIV B)|

< CeCnnCp ( Z |¢(ph) — — Alply ||L2(s h4> lar|z2q) -

seEMN

Fafit man die beiden Abschétzungen fiir [0,ty_1] und [tx_1,7T] zusammen, so ergibt sich:

<

> ] (sb(ph(t, ) —wh(t,.), Blt,.) — I"B(t, .)>dt

1

N 2
< Copmax{Caz,Cp} <QZC%” Z H(ﬁ(pn — W, —Ahp HL2(5 h4> HO(T”L?(Q)

n=1 seM™
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Der gelumpte Massenfehler 11

Wie oben spalten wir das Zeitintervall [0, 7] in den letzten Zeitschritt, in dem

T % T %
IVB| 20 < /(T—t)‘idt /(T—t)5IIV6(t,-)IIiz(Q>dt

1
<2(7n)* Cvz [lar| 12q)

gilt und den Rest auf. Auf dem letzten Zeitschritt haben wir, da Clément-Interpolation und
Zeitintegration vertauschen

T
/ [ (B(p") — wh — AP p" TIVB) — ((p") — w" — AP, TIN B)" } dt

tN—1
T T h
:‘ o(ohk) — wh — A"l [ 1V6at | — | o(ol) — k- Aol [ 0¥ ‘
tN—1 tN—1

= ‘ (6(ply) — wly — Ahply TINB) — (¢(ply) — wly — AP ply, TIN B)" ‘

<Cu Y [hs||¢<p?v) = A"l o) V(B =TV B)|
seMN
+h [[$(oR) —why = ARl (s ||VB||L2<s>]
< CuCen [C%N Z hi || é(pl) — wiy — A"ply ||L2(s) [AB|l 20
seMN
3
+Cu Z h%H(b(P?\I) — ANl ||L2(s IV Bl 20
seMN
%
< CuCeaiCp | Ciin Z ng || o(plk) — wiy — A" pl HL?(S] lorll 2 q)
seMN
3
+Cum | Y B2 ||olok) — wi — APpl ||L2 ] 2 (1) Cya larllp2(q)
se MN
%
SC'MCe”CB C%N Z h§’|¢(p7\1) Ahp HL2(S] HO‘T”H(Q)
seMN
3
+Cu 40%2\/7'N Z hinb(P}ﬁf) Ahp “L2(S] HO‘T”LQ(Q)
seMN

Und auf dem Rest des Intervalls [0,T] gilt:
[ [0ttt a9 (o)~ — 4l 109) e <
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N-1 In
<cny [ [ S b flooh) = wh — ARG iy 1908 = T8) | 2y

n=1tn71 seM™

+ Y hallolol) —wh = Ao o ||V5||L2<s)1dt

SGM’!L
A l6(pn) — wn — A5 o
<Cum /[ Cpn iy —— L BT =Bl g2 )
n;lt _ SGZM" T e
—wpt = A"l | gy (T = DT (VB 2,y |
SEM”
Ne1 b .
<Cu nZIt‘/ [(SGZMZWCH T_ H¢ pr) — wy, *AhPZHLz ) CavT = t|AB 2(q)
n—1

seM™

+ ((Tt)é > h§||¢<pz>wZAhpZHi2<s>> (T —1)3 ||Vﬂ||Lz(m1dt

N—-1 ’
2
Car | 3 CRa / [ T wZAhpZHLz(S)]dt
n=1 1 seM™
3

) A
: ( / — 1) [|ABI[72 (0 dt)
0

n:lt

<Cu

N|=

(T—t)"2 Y h2|jé(ph) —wh — A f’nHL2< )] )

seM™
T

~ ( / (T = )4 VA 220 dt) ]
0

N-—1 tn h4 2
Car | > CEn [ > 7 elon) —wn - AhPZHB(s)]
n=1 tr1 seM™

2

[SIE

dt) Caz |lar| 2(q)

N

(T - t)7% Z hf ||¢(p2) - w'Z - AhpZHiz(s) ] dt) CV2 |aT||L2(Q)]

seEM™

<Cum

1
2
CennCaz ( E Ctin E , h [|o( ph) —wp _AhpZHi?(S)>

seMn

. %
+ (0%2 > Vi > hI|eleh) —wh - Ahﬂﬁﬂiz(s)) ] larll 2 -

n=1 seM™

Insgesamt ist also

N [2%
D / —wly = A"l 1"B) = (6(plt) — wh — A"l 11"B)" | dt <

n= 1t
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2

<Cwm

N
C'ell maX{CA2ch} (2 Z Clgl" Z h;l ||¢(p2) - wz - AhpZHi;(é))

n=1 seM™

N }
+2Cy: (Zm > hiH¢<p2)—w£i—Ah,o2HiZ(s)> 1 ozl 2 (q)

n=1 seM™n

Die Gradiententerme

Bei der folgenden Abschétzung der letzten beiden Terme aus (5.19) werden wir elementwei-
se partiell integrieren, dabei also eine Ableitung auf die diskreten Losungen wilzen. Da die
Gradienten von p! und w! elementweise konstant sind, bleiben nur die Randterme iibrig.
Fiir jede innere Kante des Gitters ergeben sich zwei Randterme jeweils mit unterschied-
lichem Vorzeichen. Ist e eine innere Kante, so bezeichnen wir mit [mee die Differenz
der Normalenableitungen auf den jeweils an e angrenzenden Elementen. In den folgenden
Abschétzungen durchlduft e dementsprechend alle inneren Kanten des jeweiligen Gitters.

Den vorletzten Term spalten wir wieder auf in den Anteil, der sich auf das Intervall [0, ¢y _1]
bezieht und den Anteil des letzten Zeitschrittes:

|Z / (Voh,V(B-T1"8)) | <

nlt

n—1

<vZ / ZH Voh] Moo 18 = 1081l ooy dt

nlt

N1 ty 1
h3
<7 Y Cm / (ZT—;HMZ]JZ@) VT =) (18]l 2.2 It
n=1

€
tn—1

N-1
< Ceny Z Crn / ( T
n=1

tn—1

Al @) VT = 1| A8l (g dt

1
1 2

3 [ty
< Ceuy (Z Ctin Zhd IV L2(e > / (T —t) | AB(E, -)Hi%ﬂ) dt
0

N-1 2
< CsCarr (z Y n| [meeu;(e)) ooy
n=1 e

Und fiir den letzten Zeitschritt gilt

T
/ v (Vo' V(8 —TIVB))| = 7 |(Vpl, V(B —TIV B))|

N—-1

= VZ I [VP}JLV]EHLZ(@ 1B - HNBHLz(e)

3
< CenCrvy D [ [VoR] N o) 2 1Bz,

2

< OellOHN’y (Z hi || [Vp%]eH;(e)) ||AB||L2(Q)
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1
2

< CellCBly (C?IN Z hg H [vp%]eHi?(e)> HaT||L2(Q) :

Also haben wir insgesamt fiir den ersten Kantensprungterm

5 / (Vol, V(3 -18)) | <

nlt

< Cell’y

N-1 %
2
Cpn (Z 2 Y1 | [v,omeHLz@)

n=1 e

) 2
+ CB (CI%[N Z hg H [Vpé\f]eHLz(e)>

2

] ||0<THL2(Q)

< Ce”’}/ max{C’Az CB} (2 Z Cnn Zhs H Vpn] ||i/2(e)> ||aTHL2(Q) .

n=1

Der zweite Kantensprungterm ist entsprechend

N tn

> / (Vw", V(a — 1I"a))

1’L:1tn71

<

<Z / Z|| (V] poge o =l o dt

n= lt" )

tn
5 2
<> [ (Zhir|[wueume>) s
n=1 €

[N

n—1

N 3T B
< Ceu (Z Chin / Zh3 |[Vaw)] HLz ) (/ [Aa(t, ~)||i2(9) dt)
n=1 0

71. 1
1
2
< CeiCa (Z CHnTnZh3 [V HLZ)((, ) lorll 2 q)

Zusammenfassung der Abschitzungen des Residuums

Wir fassen die oben einzeln gezeigten Abschéitzungen zusammen und wandeln die L2-Normen
beziiglich der Zeit in L°°-Normen um.

R (o, w0, 8)| <
< {[XN: S B2 {[o(ph) —wl — A"k,

n=1seMn
1
2

( (]. + C]w) ell ma.X{CAZ CB}chn h2 + 12CMCV7\/E)‘|

Z > —||pn TPl o)

n=1seMn
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2

- (4 (14 C3) C2,CXCha bt + 4C3,CEh2 + 16037n>

2

[ N
n 2
+(13° N ez 1= Prallzeg

Ln=1seMn

(VL

N
+ | 2 2R8Iy 265 Coun® max{Caz, )

Ln=1 e

+ ZZhgT”H V“’ HLz Ch.C2,CX

Ln=1 e
1 1 2 :
+ Z Z (h 6 011+C12 HVpn||L2(s)+§h82 ||V [S?};LL]HLQ(as)) Celastci‘| }”aTlLZ(Q)
1lseM™
|7 max S p(o) —wh - AP
> nelo N o . Pn Pn L2(s)

1
2

. (6 (1+C3)) C% max{Cnz,Cp}°Ch.h2 + 12C3;C% /—Tn)]

T max 2||,0n I”p

n=1,..

e

1
2

- (4 (14 C3;) C2,CXChhE +4C3,CEh2 + 160§¢n>

[N

T & nph 2P
+ n:Hll,?’.}-{,Nsezj\/[:n Tn H pnil_pnilHLz(S)

1
+ T max Z L2( )QCH,LCe”'y max{Caz, CB}]

+ T max ZhSH Vw]

.....

1
2

HLz(e) Clgl” Cgllci

+| T, max ZM: (h e(Cri + Cr2) [Vl 2y +
seM™

2
1 2 c? .C
+hi HV'[Sﬁ]HLz(as)) ot A} }”O‘Twm-

Tn

Die neun Summanden, aus denen das parabolische Residuum (5.19) besteht, lassen sich
also durch die unten stehende Summe aus den sechs Fehlerbeitrédgen inneres Residuum,
Zeitfehler, Elastizititsfehler, Vergroberungsfehler, Kantenspriinge der Gradienten von pl
und w abschitzen.

Mit den Konstanten

h?
(5.22) c1(hs, ) = 2 (6 (14 C2;) €2 max{Cz, Cp}2CEuh2 +12C2,C2 Fn)

Tn

Tn

1
ca(hs, ™) = = (4 (1+ C3r) C2,CX Chin ht 4+ 403,02 02 + 160§Tn>
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2
es(m) = T—p

h3
calhe, ™) = 205, C%y* max{Caz,Cp}* =<
-

Cs ( ) CHnC llCAh’?)
22

~elast~ A

ce(mn) = .
n

haben wir insgesamt also die folgende Fehlerabschatzung:

5.1 Satz (A posteriori Abschitzung). Sind p, w Lésungen von (5.1)- (5.3), p", w"
Lésungen von (5.7)- (5.8) und erfiillen die Lésungen des dualen Problems die Stabilitdtsan-
nahmen (5.13)- (5.17), so gilt fiir die Differenz e,(T,.) = p(T,.) — p"(T,.) die Abschiitzung

||ep(T)||L2(Q) <C; ||6P(0)”L2(Q)

+|T max Z C1(h57Tn)H¢(PZ)_U’Z_Ahpzni?(s)]

n=1,...,
seMn

=

_ 2
+ Tn:rrf,?%N Z Cz(hs,Tn)HPn Inpn 1||L2(s 1
seM™

[ oy S et - k)

n=1,...,
seMn

W=

_ 3
2
+ Tn:nf’z?(’N Z ca(he, ) || [sz]eHm(e)]

N

+ T max ZCs H Vw] HL2 (e)

+|T max Z CG(Tn)<h e(C11 + C12) HVanLQ(g)—i—

n=1,...,
seMn

1

2

2
1 1
+5hi - [SZ]Hp(as))

5.4 Abhéangigkeit der Konstanten von den Daten

Die Stabilitdtskonstanten, die in der obigen Abschitzung auftauchen, hingen insbesondere
von v ab. Im linearisierten Fall, fir den wir die Konstanten explizit bestimmen kénnen (siehe
den Anhang zu diesem Kapitel), gilt, daf} fiir v — 0 die Konstanten gegen unendlich gehen.
Dasselbe Problem tritt auch bei den iiblichen a priori-Fehlerabschétzungen [22, 5, 35] auf,
bei denen Anwendung des Gronwall-Lemmas auf Konstanten der Gestalt
Crev

fithrt. Diese ungiinstige Abhéngigkeit tritt jedoch auch bei anderen nichtlinearen Problemen
auf [57, 27, 28].

Ebenfalls problematisch ist die Abhngigkeit der Konstanten von 7. Im linearisierten Fall
héngt beispielsweise C), auch exponentiell von 7" ab. Da aus der Sicht der Anwendung und
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der Modellierung gerade der Fall von grosem 7" und kleinem ~ interessant ist, sind Verbes-
serungen in dieser Hinsicht besonders wiinschenswert.

Basierend auf einer Spektralanalyse [12] haben Feng und Prohl [30, 31] a priori-Fehlerabschétzun-
gen fr die Allen-Cahn- und die Cahn-Hilliard-Gleichung bewiesen, bei denen die Konstanten

fiir kleiner werdendes « nur polynomial anwachsen. Durch Verwendung und Modifikation
dieser Ergebnisse lassen sich die gezeigten Abschitzungen moglicherweise verbessern.

Trotz dieser Probleme hat die Fehlerabschitzung (5.1) durchaus praktischen Aussagewert.
Wie wir im Abschnitt (6.3) ausfiihren werden, kénnen die wesentlichen Fehlerbeitréige iden-
tifiziert und deren relatives Gewicht bestimmt werden.

5.5 Implementation

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Implementation der lokalen Fehlerschétzer, die wir,
wie in Abschnitt 3.5 beschrieben, zur adaptiven Gittergenerierung nutzen. Der Gesamtfehler
148t sich wie oben gezeigt durch die Summe

1
2

6
lep (T 20y < C llen(O)ll oy + > T max S s, ) E9RE(s)
k=1 T seMn

mit lokalen Fehlerbeitrigen E'°%*(s) und Konstanten cy(hs, 7,,) abschitzen.

Berechnung der lokalen Fehlerbeitrige

In diesem Abschnitt wollen wir eine berechenbare Darstellung der lokalen Fehlerbeitrige
E'9k:F(s) herleiten. Dazu betrachten wir zuniichst die auftretenden lokalen L2-Normen.

Berechnung der lokalen L?-Normen

In den Fehlerschitzern treten elementweise L?-Normen auf. Um diese zu berechnen, benutzen
wir lokale Massenmatrizen M.

Mégk’sz/tpfgo?dm. ij=1,...,3

S

Fiir die in der Implementation verwendeten Dreiecke ergibt Integration mittels der Seiten-
mittenquadratur fiir das Dreieck s

_ Il

lok,s
Mij = E((Sij + 1).

Damit ist dann fiir f* € V"

2
152 = Do SMEE = Mk = % GG+ ).
3

4,j=0
Entsprechend verwenden wir die lokale Steifigkeitsmatrix

A = / Vel Vil da.
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Das innere Residuum

Wir betrachten den Term )
Aus (3.10) folgt, daB
hy _’h,Ah_’h—, MflA—»h
Somit ist
N\ h h h hi? _ 2 —1 4 ~h lok,s —1 g ~h

Hl//’(P)pn —w, — A anLZ(s) =7 (M Apn) - M (M ‘Apn)

Als ersten lokalen Fehlerbeitrag E'*! definieren wir also:
Elok,l(s) _ (MflAﬁr}Lz) . Mlok,s (MflAﬁr}Lz)’
wobei wir die Konstante v2 der grofien Konstante ¢; zuschlagen. Mit anderen Worten wir
ersetzen c;(hg, 7,) in 5.22 durch
2

Er (o, 1) = May? (6 (14 C%) €2 max{Cp2, C5}2Ch.h2 + 120340%2/—%).

n

Zeitfehler

Analog zum obigen Vorgehen gelangen wir zum zweiten lokalen Fehlerbeitrag E'°:2:

Ezckﬁz(s) _ (Mﬁ,’f —Mﬁfb‘) . Mlokss (Mﬁff _ Mﬁff) )

Vergroberungsfehler

Bei dem adaptiven Algorithmus wie er in Abschnitt 3.5 dargestellt ist, ergibt sich im Be-
zug auf den Vergroberungsfehler das Problem, dafl nicht bekannt ist, ob durch lokales Ver-
grobern die vorgegebenen Toleranzen iiberschritten werden. Dieses Problem kann man ent-
weder durch eine Iteration umgehen — also durch testweises Vergrobern und anschlielendes
eventuelles Zuriicknehmen der Vergroberung — oder durch die Annahme bei der Berech-
nung des Vergroberungsfehler, dafl jedes Element vergrobert wird. Wir wahlen die zweite
Moglichkeit und berechnen also E!°%:3:

Blb3(s) = (MT*pl_y — Mph_y) - M (MT* Gl — Mh_y)

wobei Z* die Lagrange-Interpolation auf das Gitter bezeichnet, das entsteht, wenn man in
M™~1 einmal global vergrobert.

Kantenspriinge der Gradienten

Da die Spriinge der Gradienten auf den Kanten konstant sind, gilt
2 2
” [VPZ]eHLz(e) = he [Vpﬁ]e :

Wir definieren also

o 1 2
Blokd(5) = 3 > he [Vol]

ecs

und ersetzen cy(hs, 7,) in 5.22 durch

h3

Tn

és(he, o) = 203, C?v* max{Cx2,Cp}>
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Entsprechend ist fiir den Kantensprung von w!:

E'M5(s Zh (V]
eEs
und
Zs(he) = Ciin C2CARS.
Elastizitiatsfehler

Der Fehlerbeitrag aus dem Elastizitétssystem besteht aus zwei Teilen. Der eine ist die lokale
L?-Norm des Gradienten der Konzentration. Dieser Teil berechnet sich mit Hilfe der lokalen
Steifigkeitsmatrix wie folgt:

HVpZHiz Zm’lﬁﬁﬁﬂm °

Der andere ist der Sprung der Spur der Spannung. Bei der Berechnung des Sprungterms ist
zu beachten, dal der von p” abhingige Teil der Spannung auf den Elementgrenzen stetig
ist und sich somit zu Null addiert. Es geht also nur der verschiebungsabhéingige Teil in den
Fehlerbeitrag ein.

Bestimmung der Konstanten fiir die linearisierte Cahn-Hilliard Glei-
chung
Wir wollen nun die Konstanten c¢; beziehungsweise ¢ fiir die linearisierte Cahn-Hilliard

Gleichung ohne Elastizitédt bestimmen und unterscheiden dabei zwei Félle, je nachdem ob
¥"(p) < 0ist oder nicht. Fiir konvexe Gebiete, die wir ausschliefllich betrachten, ist Cey = 1.

Der Fall " (p) > 0

Im Anhang zu diesem Kapitel wird gezeigt, daBl in diesem Fall die Stabilitédtskonstanten
durch

1
Cﬁ = Cp =1 CA = 27
1 1
Cy = ———— Chz = —.
29" (p) 2y
gegeben sind. Die abgeleitete Stabilitdtskonstante C'g ist dann:
"(p5)2
4+ ¢2($) 8’Y+¢H(ﬁ)2
v Y

und diese ist groBer als Ca2. Somit ist der Vorfaktor vor E'%:1(s):

h2
1l ) = 2 (6 (14 C%) max{Caz, Cp}2CZh2 + 1202, CaCan /—Tn)

_n 2 87 +9¥"(p)? 5 VTn
_Tn( (14 C%) CE. fh +6C3 /2
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Fiir den Vorfaktor von E'*2(s) ergibt sich:

n

1
co(hs, Tn) == = (4 (14 C3) CXCE hi +4C3,CEh2 + 160,§Tn>

2C%,
¥"(p)

2
n

1 2
= —((1+C]2\4) Ch =hi+ h§+167n>.
¥

2
Der Vorfaktor von E'*:3(s) ist c3(7,) = % und von Elok4(s)

Tn

_ 2027L 8 + " =\2 hg
04(7_n) — il ( ’YT’qf (p) )
sowie o
55 = 1 i:.
2v °

Fiir die praktische Umsetzung setzen wir zusétzlich
Cnn = CM — 1

Wir nehmen also an, dafl die Konstanten fiir die Interpolations- und die gelumpte Mas-
senabschiitzung gleich 1 sind. Fiir eine genauere Analyse dieser Konstanten siehe [11]. Die
Daten, die in Abschnitt 6.3 prasentiert werden, sind also mit den folgenden Vorfaktoren der
Elementfehlerschétzer berechnet worden:

h2 " =\2 -
@:_%mﬁiiﬂi@+ﬁﬂl)
Tn ol 2

1(4 2
o= — (—h4 + h? + 167'n>

2\ T
Cc?
C3 = £
T7l
2By ()N
o Y
I
Cs = ﬂ

Der Fall " (p) <0

In diesem Fall sind die Stabilitédtskonstanten gegeben durch

1

1
Miie- -y 074

Co = ¢ 0227 (C% * 1)
VN w2

Crz =

Ca

Ca
V2 [2070) (20T + /T GRT + 27T ) 4]
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Die abgeleitete Stabilitdtskonstante Cp

1
Cp=— 1+C,2+w//ﬁ202
U+ G+ v}
la3t sich nicht mehr weiter vereinfachen.

Setzen wir wie vorhin Cp» = Cjy = 1 und betrachten den Fall Cg > Ca2, so sind die
Vorfaktoren vor den Fehlerbeitriigen E'9FF(s):

h2
&1 (he, ) = 1272T—S<maX{CAz, Cpy2h? + CACAzm)

n

4
co(hs, Tp) = = <QC§hf§ + CZh? + 4C§Tn>

2
C3 — &
Tn
_ 2y?max{Ca>,Cp}?h}
Cqy = -
és = CAh3

Bestimmung der Konstanten fiir die Cahn-Hilliard und die Cahn-
Larché Gleichung

Uber die Grofle der Stabilitéitskonstanten wissen wir im nichtlinearen Fall nichts. Um kon-
krete Rechnungen durchzufithren verwenden wir die folgende Heuristik: Auf jedem Element
s berechnen wir die durchschnittliche Konzentration. Wir verwenden dann die auf diesem
Element die Ausdriicke aus dem linearen Fall mit p = Fll fs ol

Diese Heuristik 148t sich folgendermaBen rechtfertigen. Hat man p" bis zum Zeitpunkt t,
aber nicht dariiber hinaus berechnet, so ergibt sich zunéchst das Problem, welche Gestalt p
fiir das Zeitintervall [t,,, T] hat. In Ermangelung besserer Information nehemen wir an, daf§

p(t,x) = pZ(x) vt € [tn, T

ist. Lokal unterscheiden wir zwei Fille: Innerhalb der Phasen ist p" und somit vermutlich
auch p lokal ungefihr konstant und nimmt Werte an, fiir die ¢’'(p) > 0 ist. Dementspre-
chend kann die Losung des dualen Problems fiir die linearisierte Cahn-Hilliard Gleichung
als akzeptable Approximation angesehen werden, und die zugehdrigen Stabilitétskonstanten
verwendet werden. Innerhalb der Interface-Zonen ist die Situation kritischer. Fehler, die hier
auftreten, konnen grofle Auswirkungen auf den Fehler zum Endzeitpunkt haben. Deswegen
benutzen wir hier die Stabilitdtskonstanten vom linearisierten Problem, denen die expo-
nentiell wachsende Fehlerausbreitung zugrundeliegt. Insgesamt verstéirkt diese Heuristik die
Tendenz der Fehlerschétzer, hohe Gewichte in die Phasengrenzen zu legen und den Fehler
im Inneren der Phasen als geringer zu schétzen.

Heuristische Adaptivitit

Bei der praktischen Umsetzung der in diesem Kapitel hergeleiteten Fehlerschétzer zeigt sich,
daB in aller Regel die Regionen, in denen Phasengrenzen sind, verfeinert werden, die Gebiete
in denen die Losung eine der beiden Phasen annimmt, hingegen vergrobert werden. Diese
Beobachtung rechtfertigt die folgende Heuristik, die wir vor der Herleitung der Fehlerschétzer
verwendet haben [67, 35]:
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1. Berechne auf dem aktuellen Gitter die Losung fiir den neuen Zeitpunkt.

2. Verfeinere alle Dreiecke, die im Bereich der Phasengrenzen liegen und gréber sind als
eine vorgegebene Maximalfeinheit.

3. Vergrobere unter Erhaltung der Konformitét des Gitters alle Dreiecke, die im Bereich
der Phasen liegen.

Als Kriterium fiir die Unterscheidung zwischen Phasengrenzen und Phasen bieten sich der
Betrag des Abstandes der Losung von den Minima von v oder der Gradient von p an.

Anhang: Beweis der Stabilititsabschitzungen

In diesem Anhang beweisen wir die Stabilitdtsabschitzungen (5.13)— (5.17) fiir den Fall der
linearisierten Cahn-Hilliard Gleichung mit A = 0.

Loésungsdarstellung

Die starke Formulierung des Problems (5.10)—(5.11) vereinfacht sich zu
(5.23) B = A (vAa — ¥ (p)a),

also bis auf Vorzeichenwechsel identisch mit dem Problem (2.19). Analog zum dortigen
Vorgehen (I; i-te Eigenfunktion des Laplace-Operators, \; der zugehéorige Eigenwert) erhélt
man

& (t) = (VA7 — " (P)As) u(2),
woraus folgt, dafl
ault) = azrexp ( (132 =0 (AN) (1~ 1) )
ist und somit

= i QT €Xp < (7)\? — @/}"(ﬁ))@ t—1T) >lz(9:)
i=1
Fiir 8 = A« ergibt sich entsprechend
r) = i Q; 7A\; €Xp < (VA7 =" (p)N) (t—T) ) li(z).
i=1
Dies zeigt, daf§ die Losungen des dualen Problems in C*° (0, T; HI’Q(Q)) liegen.

Von diesen Losungsdarstellungen ausgehend, werden wir im folgenden Stabilitatsabschétzun-
gen herleiten.

Da die [; eine Orthonormalbasis von L?({2) bilden, gilt

lat, 2))220) = Za

= Za TeXp( (vAF =" (D)) (t = T))

< max [eXp (2 (A? =" (p)Ni) (t = T)) ; air
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2
gt ||aT||L2(Q)

_— [exp (20 -y 1)

Wegen 0 < t < T, der Monotonie der Exponentialfunktion und der Negativitéit der Eigen-
werte des Laplaceoperators ist

= exp (2 (¢ = T)min (A7 = ¥"(p)As) )

i€N

max [exp (2 (VA7 =" (p)N) (t — T))

< exp (2 (¢ =T) min (va® = 4" (p)x) )

exp (7= 0) 408 ) fur 47 (p) <0
L fir 4//(7) > 0

) den Wert — (wl;(f D” annimmt.
Ist ¥ (p) < 0, so ist das Minimum in R_, andernfalls erd es am Rand bei 0 angenommen.

Also folgt:

da das Polynom yz2 — ¢ (p)x an seiner Minimalstelle ¥

la(t, )| r2() < Cpllarll )
mit
_Jep (W)fur W(p) <0
L, fiir 4" (p) > 0

Diese Konstante ist fiir ¢v”(p) < 0 und kleinem « von astronomischer Gréfie (sieche auch
Abschnitt 5.4). Fiir Gebiete ungiinstiger Gestalt ist die Abschiitzung aber scharf, z.B. wenn

Cp

wie oben Q =]0, L] ist und entsprechend \; =

j==% ’Ig;(p) erfiillt, so gilt fiir ap :=1{; in (5. ) Glelchhelt weil dann

Pt )
=t = -5

gilt, die Minimalstelle des Polynoms yz? — 9" (p)x also von einem der Eigenwerte getroffen
wird.

Der Fall ¢"(p) > 0

Wir betrachten zunichst den Fall )" (p) > 0, also |p| > %

Testet man Gleichung (5.23) mit « und intergriert von ¢ bis T', so ergibt sich:

T T

/ (Ora, @) ’y/ / (Aa, a)
t t

. / 01l 2@y = 7 / A0y +"(7 / IValzqa)

T
2 2 2 _ 2
= ||04THL2(Q) = ||a(t733)||1:2(ﬂ) + 27/ ||Aa||L2(Q) +2¢"(p) / ||Va||L2(Q)
t t
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Alle Terme auf der rechten Seite haben positives Vorzeichen. Daher ist jeder Summand
einzeln kleiner oder gleich der linken Seite. Insbesondere gilt:

T
1
(5.24) / 8a(s. )0y ds < 5= llar a0
t
und
T
2 1 2
(5.25) IVa(s. sy ds < s larla-
t

Des weiteren gilt:

d
= (T =180t ) a0)) = = 1Aalt )0 + 2T - 1) (Aa, Ada)

= —[Aa(t, )7z + 2T 1) (Aa, A (yA%a = ¢ (p)Ac))
= —Aa(t, 72

#2000 [y 8%l ¥ A0 |

Integration von ¢ bis T und Multiplikation mit —1 ergibt:

T
(T = )1 8alt.)Fx@ = [ 18a(s, )30 ds-

t
T
2 _
-2 /(T - S) |:’Y ||A2Oé(8, )HLQ(Q) + wﬁ(P) ||VAO((S, )”iQ(Q) ds.
t

Daraus folgt mit (5.24):

T
2 2 1 2
(T =) A, -)||L2(Q) < /HAQ(& ')||L2(Q) ds < % HOZTHLz(Q)a
t

sowie

T 1

2

(526) /(T — S) ||A2Oé(5, ')||L2(Q) ds < W ||aT||iz(Q)

t
und

T
1

5.27 T — Aa(s, )|2s oy ds < ———— 2 o
(5.27) @ = 1980 )y s < s larley

t

Die Abschitzung von V3 = VA« kann alternativ auch so erfolgen:

T T

/ (T = 5)% [V8(5, )2y ds = / (T = 5)% [V Aa(s, )20 ds

t t

= —/ (Aa(s, ), (T — 8)%A204(8, )) ds
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T T

1) 1 2
< 3 / [|Aa(s, .)Hig(ﬂ) ds + % /(T —3) HAQQ(S, .)HLZ(Q) ds
t

t
(0 1 )
=35\2y + 2% ||04THL2(Q)

a
T 2y/273 i)
. . _ 1
mit der optimalen Wahl von § = Nk

Fiir die Abschétzung von |\ata\|§2(m verwenden wir wieder die explizite Losungsdarstellung:

dualt.a) = Y- aur (142 = 0 () ex (12 =0 () (0= T) ).

Daraus folgt:

[0t izaia) = D aZr (337 =" (P)N)” exp (2 (VA7 = 2" ()N:) (¢ — T))
i=1

IN

i€N

e [ (02 = 0o exp (2002 =0 () (6= 1) )| Harlo

IN

max [ (ya? — 7,/1"(,5)1')2 exp <2 (ya? = ¢ (p)z) (t — T)) ] HQTHQLQ(Q) :

zeR _

=:f(=)

f hat in R_ nur ein lokales Maximum némlich an der Stelle

_Y'(p)  [¢"(p)? 1
fmar = oy \/ )

und hat dort den Wert m Am Rand von R_ — also fiir x = 0 und © — —o0 — ergeben
sich Minima von f, so dafl x,,4, auch globales Maximum ist.

Dann gilt also
2 1 2
|9¢x(t, -)||L2(Q) < (T — t)2e? HaT”L?(Q)'

Der Fall ¢"(p) <0

Fiir den Fall ¢ (p) < 0, also |p| < % folgt zunéchst

T T
(" (p)?*
(5.28) (s, Mz ds < llarlfa) | exp ((T - ) —)ds
2
< llarl32q0) grgzya (€3 = 1)

Testen von Gleichung (5.23) mit « und Intergration von ¢ bis T' ergibt wie oben:

T

T
HO‘THQL'Z(Q) = [l(t, -)||2L2(Q) = 27/ [Aafs, -)Hiz(g) ds — 29" (p) / (Aa(s, DRGIES ))ds
t

t
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T

T
> 2y [ 8a(s,)laay ds = 2067()] [ |(Ba(s.)als..)) | ds.

t
Mit der Youngschen Ungleichung folgt fiir 6 > 0:

T

2 2 2
larllzz@) = ot )z +2’7/HAQ(87')”L2(Q) ds
t

T
o) | (5||Aa Mgy + & s, >||iz<m)ds
t

(528 "
Jatt, e + 27 = 6 (2)19) / I8a(s, )| ds
TG It N
sl e

Umstellen der Terme und weglassen von ||a(t, .)||iz(9) fithrt zu

2y (C2-1)
1+ —2 2 Va5, 2y —§ |9 ( / Aa(s 210 dS.
( 5w (D) | T“L Q) = > 2y - (p | ”L ()

Wir wollen ¢ > 0 nun so wihlen, dafi zum einen 2v — [ (p)| 6 > 0 also § < W)?,ﬁ ist, und

zum anderen soll
2v(C2-1)
2(6) = - TV
— " (p)| 6

moglichst klein werden. Mit 6 := [¢/”(p)| 8 und C’ =2y (C2 —1) ist
I R e
)= —3 - OFC
2v—486 276 — 02

und somit

TR (54—@)2(7—5)
(275+52)2 '

Nullsetzen liefert unter Beachtung von 0 < § < Wz/#)‘ also 0 < & < 2v:

27542:2(@@) (775):2757252+2707208
— 0=10624205—27C

— 5=-CH/C?+27C.

Durch Ausrechnen der zweiten Ableitung von Ca (8) bestiitigt man leicht, da es sich dabei
tatsdchlich um eine Minimalstelle handelt. Wir wéhlen also

o) (‘ P02 (G- ) e (03‘1))
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2y ) AN
= —(Cs -1 CZ2—-| ——
o (- @0+ (G-5) -
Bei so gewiihltem & respektive § ist
C? +2v¢C

3 =

1
2 (é+y\/(§2+2yé)
1
2(v—3)

Fir C; — 1, also § — 0 und somit auch 6 — 0, ergibt der obige Ausdruck als Grenzwert
erwartungsgemifl den Wert % Fiir C5 — oo gilt § — 7 und somit Cc3 — % Firy — 0

geht C% gegen unendlich.

Insgesamt haben wir also:

T
1
lorlae = gr [ 1Aats. s ds
t
T
saor (2T /(02— TY - 1| [ nags, )2 ds
=TI\ TR S 64 Lz () O
t

Fiir die Gradienten-Abschitzung benutzen wir die soeben gezeigten Abschitzungen und
wieder die Youngsche Ungleichung:

(—Aafs,.),a(s,.))ds

t— g

T
&ﬂWMwWﬁm@Z
t

T
1 1
s;/ﬂmaam;®+5W“”@mD“
t
1 2 Ci 29 2
< — 2 s 1
=5 ||OZT||L (©2) 5 + W}”(ﬁ)‘Q (Cp )

Optimale Wahl von § ist hier %}ﬁif. Mit dieser Wahl folgt dann
Eh

Ci2v(C3 - 1)
1 (p)|?

=C2%

T

2 2
(ﬂWMwmmm@S lor a0
t
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Wir wenden uns nun der Abschitzung von A2a = A zu. Wie oben ist

d
ST =0 8a(t )220 =

= —[|Aa(t, )72 () + 2T — 1) (Aa, A? (YA« — ¢ (p)a))
= —[|Aalt, )32 + 2T — ) [7 1820320, — ¥"(7) (Ao, A%)} .

Integration von ¢ bis T' und Umsortieren der Terme ergibt:

T
/ 1Aa(s, )2 ds = (T — ) |8alt, )P,
t

T
+ 27/(T —3) ||A2a(s, .)H2L2(Q) ds
t
T

+ 21" (7)) /(T ~ 5) (Aa, A%) ds

t

> (T —t)[|Aalt, )72
T

+ 27/(T —5)||A%a(s, ')H2L2(9) ds
t
T

_ 1 2
-2 |'(/)H(p)| /(T - 8) |:g HAO&(S, )Hiﬂ(Q) +4 HAQOé(S, )HL2(Q) ds

t

Daraus folgt

T
(1 N M) / | Aa(s, -)||2L2(9) ds =
t

T
2= 310 ) [(T = 5) | A%0(s. )] s

Diesmal ist 0 < 6 < W’AYW so zu wihlen, daf3

14 2|w”(p)|T

ST oI

minimal wird. Eine dhnlich Rechnung wie oben zeigt, daf} fiir

C2,(8) =

6 = 20" (p)T +/ 4" (p)2T2 + 2T
oben definiertes Ciz minimal wird. Dann ist
CX

Cae = 2 [w"(p) (2111// (P)T +/407 (5)°T2 + 2'yT) + 7]

und

T

2
J@ =9 8%(s,)l[32 0) ds < Ce a3
t
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Die Konstante C3. zeigt fiir v — 0 das gleiche Verhalten wie C%:

lim C%. = o0
v—0
Die Abschitzung von VS = VAq ist analog zum Fall ¢ (p) > 0:

T T
/ (T = 5)2 [IVB(s, )| 720 ds = / (T - 5)? [[VAQ(s, )| 720 ds
t

l\JIQq

T
1 2
/||Aa ||L2 )ds 2_(5_/ —s ‘Az ")||L2(Q)ds
t

02
(wﬁ 5 lorl

< CaCaz ||O<THL2(Q

N)I»—l

mit der optimalen Wahl von § = %A: .

Schliellich wollen wir wieder die Zeitableitung von « abschiitzen. Wie oben folgt aus der

expliziten Darstellung der Losung:

Jorat, ey < max [w 0 @) o (2.0 = ) ¢ =) ) el

=:f(z)

Fiir (T —t)y"(p)? > 47 hat f in R_ nur ein lokales Maximum némlich an der Stelle

_ 1/}//([3) ¢//(ﬁ)2 1
fmar = Ty _\/ n AT -1

und hat den Wert m

Im anderen Fall — also (T — t)9""(p)? < 4 — ist auch an der Stelle
. )
max 2/_y

ein lokales Maximum vorhanden mit

F (@as) = (%)xp (201 1"”(”)2)

Dann ist, da f am Rand von R_ verschwindet

s {01} = ma [t (Y e (20 -0 2

- m max {1, (T~ 1) Lo )2 exp (14 (T - 1) (o) )2}

4y 4y
———— —_———
<1 <1
1
max 4 1 64}

< e
< ¢’
(T —1)?
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Also insgesamt

1 2 €2

e 5 )
(T - t)2€2’ (T — t)2} ||aT||L2(Q) = m ”aT”Lz(Q) .

[9ra(t. )72 q) < max {

Insgesamt haben wir die folgenden Abschéitzungen gezeigt:

e L2-Abschitzung:
la(t, 2)l 2 ) < Cpllarl L2 q)
mit
1, fiir " (p) = 0
C— = 11 =
7T Yexp (T(‘”TW),fﬁr V" (p) <0

e Abschitzung von Zeitintegralen von Aa:

T
/ JAa(s, ) ds < C% larlZa,
t

mit
o 3 fiir 4" (p) > 0
A= L 1 —, fiir 4" (p) < 0

eV (1)

e Abschitzung von Zeitintegralen des Gradienten von «:

T
/ IVa(s, )2ae ds < C3 lar |22
t

it
. - fiir 4" (5) > 0
, @ p)=
v = c22v(C2-1) . B
Aw“((ﬁ)Q ) fiir 0(5) < 0

e Abschitzung von Zeitintegralen von AZq:

T
J@ =986l 0y ds < Cellarfaga,

t

et fiir ¢ (p) > 0

Ciz = 3 fiir 4" () < 0
2[207(5) (20" (9)T+/40" (7)2T2+24T) 49|’

e Abschitzung von Zeitintegralen des Gradienten von :

T

/ (T = )} [V8(s, )3y d5 < CaCr llarl 2oy
t

e Abschitzung der Norm der Zeitableitung von a:

2 1 2
[0cx(t, )72 < Cgtm lar(lz2(q)

mit

o J &t y”(p) >0
9 7 ) €2, fiir 4" (p) < 0

7
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Kapitel 6

Numerische Ergebnisse

6.1 Ergebnisverifikation

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Verifikation der implementierten Algorithmen.
Fiir das linearisierte Modell vergleichen wir die Interpolation der exakten Losung mit der
Finite-Element-Losung. Des weiteren untersuchen wir, ob die Implementation das erwartete
Skalierungsverhalten zeigt. Schliellich beschiftigen wir uns mit der Frage, fiir welche 7 und
h wir im Bereich der Asymptotik sind.

Das linearisierte Modell

Fiir die im diesem Abschnitt gezeigten Ergebnisse wurde als Nichtlinearitét

U(p) = (6 ~ 042

und also
V" (p) = 3p* — 0.16.
angenommen. Des weiteren war v = 10~% und Q = [0, 1]? das Einheitsquadrat.

Wie in Kapitel 2 gezeigt wurde, 148t sich die linearisierte Cahn-Hilliard-Gleichung explizit
16sen. Ist 2 = [0,1]? das Einheitsquadrat, so sind die Funktionen

l;j = cos(imx) cos(jmy)
Eigenfunktionen des Laplaceoperators zum jeweiligen Eigenwert
Nij = =% + j*)n”.
Wir wahlen die Funktion
(6.1) 0.4 l3o = 0.4 cos(2mx) cos(27my)

mit dem Eigenwert \go = —872 als Startwert (siehe Abbildung 6.1) und erhalten als Losung
der Gleichung:

pref(t,x,y) = 0.4 cos(2mx) cos(27y) exp < (w”(ﬁ))\gg — 7)\32) t)
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¥"(p) >0

Level ‘ h ‘ T ‘ ||I"p—ph||L2(Q) ‘ EOCy: ‘ ||I"p—PhHLoo(Q) ‘ EOC~
10| v2/32 ] 20-107*[9.94-1074 24.25-10~%
11 /32 10-107% [ 5.50-10~* 1.707 13.34-107% 1.724
12 | V2/64 5-107% | 2.52-107* 2.250 6.18 - 1074 2.220
13 1/64 [ 25-107% ] 1.39-107% 1.712 3.65- 1071 1.519
14 | v2/128 | 1.25-107* | 0.64- 1074 2.23 2.27-1074 1.370

Y (p) <0

Level \ h ‘ T ‘ ”I"p—thLQ(Q) ‘ FEOC: ‘ Hznp—thLm(m ‘ EOC~
10 | v2/32 | 20-107* | 7.26-1074 15.01-10~%
11 /32| 10-107* | 3.50- 1014 2.105 8.34-101% 1.696
12 | V2/64 5-107% | 1.80-10~* 1.919 3.88-1074 2.028
13 1/64 | 25-107* ] 0.88-107% 2.065 3.05-10~% 0.694
14 | v2/128 | 1.25-107* | 0.47- 1074 1.810 3.21-1074 -0.147

Tabelle 6.1: Norm des tatsachlichen Fehlers

Abbildung 6.1: Konzentration py.s(0)
Aufgrund der apriori-Abschétzungen fiir Finite-Element-Approximationen von paraboli-
schen Gleichungen erwarten wir eine Abhéngigkeit des Fehlers der Art
o= Pl sy ~ €l 4 er e

Die in Tabelle 6.1 gezeigten Ergebnisse bestétigen dies sowohl fiir den Fall ¢”(p) > 0 als
auch fiir ¥ (p) < 0. Im ersten Fall war p = —0.375 und im zweiten p = 0. Eine Halbierung
von h und eine Viertelung von 7 bewirken eine Viertelung des Fehlers, solange der konstante
Fehleranteil klein ist.

Skalierungsverhalten
Lost p(t, z) die Cahn-Hilliard Gleichung auf [0,7] x Q zum Parameter v und Anfangsdaten

po(x), so ldflt sich daraus auch eine entsprechende Losung auf einem skalierten Gebiet mit
skalierter Zeit und verdndertem Parameter v konstruieren. Es sei

0=\ T = \2T
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=X t =\t

die Koordinatentransformation. Dann 10st

JTIN 1.1,
p(t, ) := p(5t &) = p(t, @)
die Cahn-Hilliard Gleichung zum Parameter 4 = A*y und Anfangsdaten po(&) := po(£) =
po(z). Denn es ist A, = A2A; und §; = A\?0; und somit:
;p(t, &) = /\2 Lol o)
= 584 (#lo(t, ) = 72.p(t, 7))
= A (¢< (£,4)) — 8:(,3) ).
00024 j j j j Re‘!erenz
0.0022 o B
0.002 —
0.0018 - 4
0.0016 |- 4
0.0014 4
0.0012 4
0.001 4
00008 § 002 004 005 008 o1 0.12
(a) Starwert pring (b) Verlauf der Energie

Abbildung 6.2: Testbeispiel fiir das Skalierungsverhalten

Dieses Skalierungsverhalten wollen wir experimentell nachvollziehen. Als Testproblem dafiir
wéhlen wir einen schrumpfenden Kreisring (siche Abbildung 6.2(a)). Um glatte Anfangsda-
ten zu haben, approximieren wir das Profil der Phasengrenze in erster Ordnung duch eine
tanh-Funktion. Unser Startwert ist also mit r =+/x2 + 32

— tanh
pring(T) = { ‘ (

tanh (™

=) fiir r > 1(r1 +1r2),
fiir r < 5(7'1 +72),

)

wobei 11 der duflere und r5 der innere Radius ist. Die Losung ist dabei durch stetiges Kleiner-
werden der beiden Radien gekennzeichnet. Dabei schrumpft der innere Kreis schneller als
der duflere und verschwindet schliellich ganz. Der Zeitpunkt des endgiiltigen Verschwindens
ist dabei nur von ry, ro und v abhingig. Konkret wihlen wir r; = 0.25, ro = 0.075 und
v = 107" sowie den Skalierungsfaktor A = 2. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.2(b) wieder-
gegeben. Dort werden der Verlauf des Energiefunktionals fiir die Referenzkonfiguration und
der entsprechend skalierte Energieverlauf der Losung des skalierten Problems verglichen.
Es ergibt sich exakte Ubereinstimmung. Die Diskretisierung und die Implementierung der
Algorithmen zeigen also das gleiche Skalierungsverhalten wie das zugrundeliegende Problem.

81



Asymptotik

Wir wollen untersuchen, wie klein wir A und
7 wéahlen miissen, um mit der berechne-
ten Losung im Bereich der Asymptotik zu
liegen. Wir berechnen also zu verschiede-
nen Gittern und Zeitschrittweiten Losun-
gen und vergleichen die entsprechende zeit-
liche Entwicklung. Da wir insbesondere an
der Abnahme des Energiefunktionals F in-
teressiert sind, nehmen wir dieses auch als
Indikator. Als erstes betrachten wir die in
Abbildung 6.4 gezeigte Entwicklung mit v =
1075 fiir verschieden feine uniforme Gitter
(von 10 bis 16fach verfeinertes Makrogitter)
und fiir ein adaptiv verfeinertes Gitter. Ab-
bildung 6.3(a) zeigt die Ergebnisse. Beim
Ubergang von Level 10 zu Level 12 éndert
sich der Verlauf noch deutlich. Dies weist
darauf hin, dal bei 10fach verfeinertem Ma-
krogitter die Phasengrenzen noch nicht hin-
reichend gut aufgelost werden. Bei weite-
rer Verfeinerung — uniform oder adaptiv —
dandert sich der Energieverlauf kaum noch.
Beziiglich der Zeitschrittweite sind die Er-
gebnisse in Abbildung 6.3(b) zusammenge-
faBt. Auf einem uniformen Gitter (14fach

0.0006

0.00055

0.0005

0.00045 H

0.0004 -

0.00035 -

0.0003
0

0.0006

0.00055 |-

0.0005

0.00045

0.0004

verfeinert) wurden fiir verschiedene Zeitschritt-

weiten die Testevolution aus Abbildung 6.4
berechnet. Es zeigt sich, da8 fiir 7 = 1073
die Entwicklung in ihrem zeitlichen Verlauf
noch nicht richtig wiedergegeben wird. Fiir
kleinere Zeitschrittweiten sind keine wesent-
lichen Unterschiede mehr feststellbar. Dies
deutet daraufhin, dafl sich fiir diese Zeit-
schrittweiten der Algorithmus im Bereich
der Asymptotik befindet. Obwohl nicht aus-

0.00035 [

0.0003
0

T
level 10 ——
level 12 -------
level 14 ------
level 16

L L L L
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

(a) verschieden feine Gitter

"tau 1e-3

tau le-4 ---
tau le-5 -
tau 1e-6

L L L L
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

(b) verschiedene Zeitschrittweiten

Abbildung 6.3: Verlauf der Energie

geschlossen werden kann, daf sich bei weiterer Verfeinerung der Orts- oder Zeitschrittweite
die Ergebnisse signifikant dndern, erscheint dies im Lichte der durchgefiihrten Tests eher

unwahrscheinlich.

e O O O
- ol - o .

Abbildung 6.4: Testbeispiel fiir Asymptotik
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0.275

0.265

0.255

0.245
0

6.2 Vergleich Cahn-Hilliard und Mullins-Sekerka Mo-
dell

Die in Abbildung (6.2(a)) gezeigte Ausgangssituation kann auch
im Rahmen des Mullins-Sekerka Modells beschrieben werden, das
in der Einleitung kurz skizziert wurde. In [62] wird gezeigt, daf
der Verlauf der Radien sich als Losung der folgenden gewdhnlichen
Differentialgleichungen ergibt:

o 1 ri+mry

TR
. o 1 ri+ry
2= 432 g riraIn It
22 Abbildung 6.5: Skizze
Dabei ist 3 der Parameter, der die Gestalt des W-Potentials der Ausgangssituation

V(o) = 17~ )

bestimmt. o ist gegeben durch

Setzt man dies ein, so ergibt sich:

) B 1 ri+mr . B 1 ri+mr
m=—-———=——- r9o = ————

v T
3/2 71 rire lni 3/2 79 179 lné

Numerische Integration der gewdhnlichen Differentialgleichungen mit MATLAB ergab fiir
den Verlauf der Summe der Radien den in Abbildung 6.6(a) gezeigten Graphen. Dabei war
r1(0) = 0.25 und r2(0) = 0.025.

0.28

\ gamma = 2°-21
0.275 |

0.27 | T

0.265 |- \ .
0.26

0.255 |- \

L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 0.245

' gamma:z"\-m —_—
gamma = 2°-19 ---
gamma = 2"-20 ----

L L L L L L
2e-05 4e-05 6e-05 8e-05 0.0001 0.00012

(a) Mullins-Sekerka Modell (b) Cahn-Hilliard Modell

Abbildung 6.6: Verlauf der Radiensumme im Vergleich

In [3, 60] wird die Konvergenz des geeignet skalierten Cahn-Hilliard Modells gegen das
Mullins-Sekerka Modell gezeigt. Ist E das Energiefunktional des Cahn-Hilliard Modells
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aus (2.7), so konvergiert die Grofie

1
——F — 2n(ry + 72)

Vo

gegen die Linge des Interfaces. Die Zeit wird dabei mit,/y skaliert. In Abbildung 6.6(b)
haben wir fiir verschiedene Werte von v die Grofle Qﬂ\lﬁaE gegen /vt aufgetragen, wobei
t die Zeit im Cahn-Hilliard Modell bezeichnet. Fiir sehr kleine Werte von ~ zeigt sich das

erwartet Verhalten.

6.3 Verhalten der Fehlerschiatzer

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der in Kapitel 5 hergeleiteten Fehlerschétzer un-
tersucht werden. Zunéchst interessiert uns die folgende Anwendung: Von einer gegebenen
Anfangskonfiguration ausgehend, wird mit festem, uniformen Gitter und fester Zeitschritt-
weite die linearisierte Cahn-Hilliard-Gleichung gelost. Der Fehler zum Endzeitpunkt wird
mittels der hergeleiteten Fehlerschétzer abgeschéitzt. Fiir uniforme Gitter ist der Vergrobe-
rungsfehler E'°%3 = (. Des weiteren interessiert uns die durch die Fehlerschitzer gesteuerte
adaptive Gitterverfeinerung. Generell wird sich zeigen, dafl die Fehlerschétzer die von ihrer
Gestalt her zu erwartenden Abhingigkeiten von der Orts- und der Zeitschrittweite aufwei-
sen. Wie schon in Abschnitt 5.4 erwidhnt sind die Abschitzungen teilweise duflerst grob,
zeigen jedoch, welche Fehleranteile dominieren.

Das linearisierte Modell

Im folgenden vernachléssigen wir den Fehler in den Anfangsdaten. Fiir die konstante Zeit-
schrittweite 7 = 10~% und die Endzeit T = 1073 sind bei variierender Ortsdiskretisierung
die Schiitzwerte fiir den Gesamtfehler und die einzelnen Beitriige dazu in Tabelle (6.2) wie-
degegeben.

$"(p) >0
Level ‘ h ‘ Fehlerschétzer ‘\/ElElok,l ‘ \/CQElok’2 ‘\/54El0k,4 ‘\/55E50’“75
14| V2/128 0.7185 0.544245 [ 4.982906e-07 | 0.173606 | 0.000645
16 | v/2/256 0.1798 0.136214 | 9.700489¢-08 | 0.043425 | 0.000161
18| V2/512 0.0450 0.034143 | 2.292899¢-08 | 0.010859 | 0.000040
20 | v2/1024 0.0115 0.008643 | 5.011175¢-09 | 0.002719 | 0.000113
¢"(p) <0
Level | h | Fehlerschiitzer | /G EWR1 | (/e Blok2 |\ /g Blok4 | \/E;BlokS
14| V2/128 [ 0.635664 | 0.481107 [ 4.825217e-07 [ 0.153163 | 0.001393
16 | V2/256 | 0.159783 [ 0.121123 [ 7.259697¢-08 | 0.038311 | 0.000349
18| v2/512 [ 0.040725 [ 0.031057 | 1.505581e-08 [ 0.009580 | 0.000087
20 [ V2/1024 | 0.011016 | 0.008498 | 3.129331e-09 | 0.002395 | 0.000122

Tabelle 6.2: Verhalten der Fehlerschitzer bei variierender Ortsschrittweite

Zum einen fillt dabei auf, dal eine Halbierung der Ortsschrittweite ungefihr eine Vierte-
lung des geschitzten Fehlers nach sich zieht, was nach der Gestalt der Fehlerschiitzer auch
zu Erwarten war. Zum anderen ist auffallend, dal es bedeutende Unterschiede beziiglich
der Grofle zwischen den einzelnen Beitrégen gibt. So fallt zum Beispiel der Zeitfehler, al-
so der zweite Fehlerschitzerterm, praktisch iiberhaupt nicht ins Gewicht. Auch der vierte
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Fehlerschitzerterm, der auf den Kantenspriingen des Gradienten von w basiert, ist deutlich
kleiner als die beiden hauptsiichlichen Beitrige, nimlich ¢ E'%1 und é4E!oF4,

¢ (p) >0
7 | Fehlerschétzer ‘ \/ ¢ Elok1 ‘ Vg Elok2 ‘ \/ Gy Elok4 ‘ \/ 5 Elok5
6.25-107° 9.004809 6.825739 | 1.169674e-06 | 2.177736 | 0.001333
1.25-10°% 6.368675 4.827230 | 1.381947e-06 | 1.540111 0.001333
2.5-1074 4.505018 3.414352 | 1.730316e-06 | 1.089330 | 0.001334
5.107% 3.187731 2.415689 | 2.272899¢-06 | 0.770705 0.001335
10-3 2.256987 1.710070 | 3.086199e-06 | 0.545576 | 0.001338
v"(p) <0
7 | Fehlerschétzer ‘ \/é Elok1 ‘ \/ ey Elok:2 ‘ \/ Gy Elok4 ‘ \/ 5 Elok.5
6.25-107° 32395.57 32269.47 | 1.415541e-06 | 126.095796 | 0.003513
1.25-107* 22908.15 22818.98 | 1.417600e-06 | 89.166677 0.003514
2.5-1074 16199.99 16136.93 | 1.425844e-06 | 63.055971 0.003516
5.107% 11457.24 11412.64 | 1.458183e-06 | 44.595384 0.003518
1073 8104.50 8072.95 1.580596e-06 | 31.545206 0.003521

Tabelle 6.3: Verhalten der Fehlerschétzer bei variierender Zeitschrittweite zum Zeitpunkt
T =0.01

In Tabelle (6.3) wird die Abhéngigkeit des Fehlerschétzers von der Zeitschrittweite bei fester
Ortsschrittweite h = 1/2/128 gezeigt. Man erkennt, da8 sich die beiden fithrenden Fehler-
komponenten /& B0kl und\/éyElok4 wie —= verhalten. Anders ausgedriickt sie halbieren
sich bei Viertelung der Zeitschrittweite. Dieses Verhalten ist bei der Gestalt der Koeffizien-
ten ¢; und ¢4 auch nicht anders zu erwarten. Die absolute Hohe der Fehlerschitzer im Fall
" (p) < 0 erklért sich durch das exponentielle Anwachsen der Stabilitétskonstanten.

¥"(p) >0
7 | Fehlerschéitzer ‘ \/é1 Elok:1 ‘ Vo Elok:2 ‘ \/CqElok A ‘ NCYIE
6.25-107° 0.879505 0.666701 | 1.090196e-07 | 0.212639 | 0.000164
1.25-104 0.878445 0.665819 | 1.861650e-07 | 0.212392 | 0.000234
2.5-107% 0.876240 0.664060 | 3.325603e-07 | 0.211847 | 0.000332
5-1074 0.871775 0.660569 | 6.178212e-07 | 0.210740 | 0.000466
1073 0.862882 0.653691 | 1.176172e-06 | 0.208547 | 0.000643
¥"(p) <0
7 | Fehlerschiitzer ‘ Ve Elok:1 ‘ Ny ‘ ey Elok:4 ‘ \/cs Elok:
6.25-107° 1937.108041 | 1929.570513 | 2.883123e-08 | 7.537362 | 0.000165
1.25-10-4 1939.944251 1932.394347 | 4.457693e-08 | 7.549667 | 0.000237
2.5-107% | 1945.650588 | 1938.077733 | 7.274355¢-08 | 7.572514 | 0.000340
5-1074 1957.195491 1949.577239 | 1.277792e-07 | 7.617763 | 0.000489
1073 1980.828322 | 1973.117727 | 2.530472¢-07 | 7.709885 | 0.000709

Tabelle 6.4: Fehlerschitzer fiir einen Zeitschritt bei variierender Zeitschrittweite

In Tabelle (6.4) ist das Verhalten der Fehlerschétzer fiir einen einzigen Zeitschritt variabler
Weite bei konstantem Gitter wiedergegeben (d.h. T' = 7). Zu erkennen ist, dafl der Zeitfehler
v/ co E9F.2 hei kleiner werdender Zeitschrittweite in etwa linear abnimmt. Die Fehlerschétzer
zeigen also die richtige Konsistenzordnung des Verfahrens. Allerdings ist der Zeitfehler der
mit Abstand kleinste Fehlerbeitrag, so dafl die Hohe des Gesamtfehlerschétzers kaum von der
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Zeitschrittweite abhéingt. Das Verhalten der beiden grofien Fehlerschitzerbeitrigey/é Elok:1
und /¢4 El%:4 148t sich dadurch erkliren, dafl im Fall 1" (p) > 0 die Losung im Zeitverlauf
geglittet wird. Bei grofleren Zeitschritten werden also glattere Losungen berechnet als bei
kleineren. Im Fall ¢ (p) < 0 zeigt sich das umgekehrte Verhalten.

Da bei der Bestimmung der Konstanten Crn = Cy = 1 gesetzt wurden und der Anfangsfeh-
ler vernachléssigt wurde, ist ein direkter quantitativer Vergleich zwischen tatséchlichem und
geschétztem Fehler nur bedingt moglich. In Tabelle (6.7) sind zum einen der Fehlerschétzer
als auch das Quadrat der Losung — allerdings in unterschiedlicher Skalierung — wiedergege-
ben.

Abbildung 6.7: Fehlerschiitzer und Quadrat der Konzentration zum Zeitpunkt 7' = 0.001
(unterschiedliche Skalierung)

Da die betrachtete Losung Eigenfunktion des Laplace-Operators ist und die dominierenden
Fehlerschétzerterme diskrete Ndherungen davon sind, ist die augenscheinliche Entsprechung
in Abbildung (6.7) auch nicht iiberraschend. Der tatséichliche Fehler [ (p" — Z"p)? dx hat
ebenfalls die gleiche Gestalt.

Das bisher betrachtete Beispiel ist nicht typisch fiir die im Cahn-Hilliard oder Cahn-Larché
Modell auftretenden Konfigurationen. Fiir die in Abbildung 6.1 gezeigte Ausgangssituation
ergibt sich nichts, was getrennten Phasen und steilen Ubergéingen &hnlich sieht. Um den
typischerweise auftretenden Situationen ndherzukommen, betrachten wir als zweites Beispiel
den folgenden Startwert

13
1 . .
(6.2) j;) 511 cos (2#(2] + 1)3: + 71'])

Die Ausgangssituation und die Entwicklung fiir den Fall ¢"”(p) < 0 ist in Abbildung 6.8
dargestellt. Beziiglich der Fehlerschétzer interessiert uns hauptsichlich die Frage, welche
Fehleranteile bei adaptivem Gitter welches Gewicht haben. Abbildung 6.9(a) zeigt das ad-
aptive Gitter zum Endzeitpunkt (T=0.01). Deutlich ist zu erkennen, dafl die Phasengrenzen
verfeinert wurden und dafl demnach dort die Fehlerbeitréige als am grofiten geschétzt wur-
den. Tabelle 6.5 zeigt die unterschiedlichen Fehlerbeitréige. Es ist festzustellen, dafl das innere
Residuum und in geringerem Mafle der Gradientensprung der Konzentration die dominanten
Fehleranteile sind. Der Zeitfehler ist dagegen nahezu bedeutungslos.
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(a) Startwert (b) t=0.001 (c) t=0.01

Abbildung 6.8: Verlauf der Losung (¢ (p) < 0)

(a) linearisierte Cahn-Hilliard Gleichung (b) Cahn-Hilliard Gleichung

Abbildung 6.9: Adaptives Gitter zum Endzeitpunkt

(V"0 —wy [ pn =T | [Venl, | [Vwr], [T"h . —ph i ]
[ 28025 [ 1.536-10° [ 6.0443-10 " | 1.3703-10 ° | 1.2504-10° |

Tabelle 6.5: Fehlerschétzer fiir die adaptive Rechnung
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Das Cahn-Hilliard Modell

Wir betrachten das gleiche Beispiel wie im li-
nearisierten Fall, das heiffit der Anfangswert war
durch 6.1 gegeben. Als erstes untersuchen wir,
wie der geschétzte Fehler sich fiir unterschied-
lich feine uniforme Gitter verhiilt. Die Ergebnis-
se sind in Tabelle 6.6 wiedergegeben. Als zwei-
SO 1 tes betrachten wir Ergebnisse, die mit dem ad-
S = aptiven Algorithmus aus Abschnitt 3.5 erzeugt
KEaas B AR e e worden sind. Fiir eine gegebene Toleranz von
’* < 885 sind die Fehlerbeitrdge im oberen Teil von
i ‘ ‘ == Tabelle 6.7 dargestellt. Das zugehorige Gitter

zum Endzeitpunkt ist in Abbildung 6.10 gezeigt.

Dieses Gitter hat 46185 Knoten, wobei der Feh-
- _  ler mit dem uniformen Gitter mit 66049 Kno-
AT """ ten vergleichbar ist. Auch fiir das Cahn-Hilliard

= 12882 Modell wollen wir das zweite Beispiel mit dem
Startwert (6.2) analysieren. Abbildung 6.9(b) zeigt
das adaptive Gitter und der untere Teil von Ta-
belle 6.7 die Werte der einzelnen Komponenten.
Es fillt auf, dafl das die Verfeinerung im nichtlinearen Fall stiarker auf die Phasengrenzen
konzentriert ist als im linearisierten Fall. Dies ist Folge der in Abschnitt 3.5 erlduterten
Heuristik zur Schitzung der Stabilitdtskonstanten des dualen Problems. Dies hat auch zur
Folge, daf} die absoluten Werte der Fehlerschétzer deutlich gréfier sind.

- -

Abbildung 6.10: Adaptives Gitter

| Level | Anzahl Knoten | Gesamtfehler | ¢'(pl) —wl | ph —Z7pt |

14 16641 | 3.518223e+03 | 3.494707e+03 | 8.658785e-07
16 66049 | 8.854629e+4-02 | 8.795775e+02 | 7.848744e-08
18 263169 | 2.210307e4-02 | 2.195596e4-02 | 1.624602e-08
20 1050625 | 5.524541e+4-01 | 5.487763e4+01 | 3.515705e-09

| Level | Anzahl Knoten ‘ [Vpﬁ]e | [Vwﬁ]e | Irph | —pl |
14 16641 | 2.351425e+01 | 6.753194e-04 | 5.468509e-04
16 66049 | 5.885056e+00 | 1.690928e-04 | 1.361633e-04
18 263169 | 1.471047e+00 | 4.230021e-05 | 3.400636e-05
20 1050625 | 3.677556e-01 | 1.058207e-05 | 8.499445¢-06

Tabelle 6.6: Fehlerschitzer fiir unterschiedliche feine uniforme Gitter

1. Beispiel

Gesamtfehler [ ¢/(pp) —wy [ ph —Z"pl_4 Vorl, | [Vwr]l, [ T'phoi— i
[ 8.570972e+02 | 8.494003e+02 | 2.256839¢-06 | 7.692923¢-+00 | 1.589555¢-03 | 2.398574e-03 |

2. Beispiel
Gesamtfehler | " (p) — wh | ph —Tnph [VPZL | [VMZ]F | Irph | —pt |
| 2.0528-10° [ 2.0364-10° | 8.4151-10~" [ 1.6161-10" | 2.3781-10"" [ 1.6833-10"* |

Tabelle 6.7: Fehlerschétzer fiir die adaptive Rechnung
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Das Cahn-Larché Modell

In diesem Abschnitt untersuchen wir die zusétzlichen Fehlerbeitrige, die sich durch das Ela-
stizitédtssystem ergeben. Wir betrachten dabei den Fall homogener, anisotroper Elastizitét
mit dem Elastizitétstensor

Ci1 =2 Ci2 =1 Cis =10

und rechnen die beiden Beispiele (6.1) und (6.2) bis zur Zeit T = 0.01. Tabelle 6.8 zeigt die
Werte der Fehlerschiatzerkomponeneten am Ende der Rechnung.

(b) Graph der Konzentration

(a) Spur der Spannung (blau j 0, griin §
0)

Abbildung 6.11: Negative Anisotropie des Elastizitéitstensors

| Beispiel | Gesamtfehler | " (p) —wl | ph —Z"ph_,
(6.1) | 6.5346-10° | 6.46-10% | 3.1355-10°
(6.2) 3.3863-10% | 3.3648 - 103 | 8.1224 - 10~*

| Beispiel | [Vpﬁ]e | [Vwme | Tph | — pl | | Elastizitit
(6.1) 7.2954 5.31-1072 3.69-1073 1.02-1071
(6.2) 2.1146 - 101 | 2.4-1071 1.46-1077 9.5-1072

Tabelle 6.8: Fehlerschéitzer fiir adaptive Rechnung mit Elastizitét

Bei fast allen Fehlerschitzerbeitrigen 148t sich anhand der Losung intuitiv recht gut ent-
scheiden, wo grofie Fehlerbeitriige auftreten und wo nicht. Eine Ausnahme davon bildet der
Beitrag des Elastizitétssystems aufgrund des darin auftretenden Spannungsterms. Bei ani-
sotroper Elastizitdt treten Effekte mit grofler Reichweite auf und es nicht auf den ersten
Blick klar, wo hohe Spannungen auftreten und wo nicht. Um eine bessere Vorstellung von
der Gestalt der Elastizitdtskomponente der Fehlerschétzer zu bekommen, betrachten wir das
Beispiel (6.2) einmal mit positiver und einmal mit negativer Elastizitit. Im Falle negativer
Elastizitéit (mit dem oben angegebenen Elastizitiitstensor) sind die beiden Phasengrenzen
energetisch giinstig ausgerichtet, wihrend im positiven Fall, mit dem Elastizitatstensor ge-
geben durch

Cll =10 012 =1 C44 =1
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die Phasengrenzen genau falsch liegen. In den Abbildungen 6.11 und 6.12 sind jeweils die
Spur der Spannung, also einer der Beitriige des Elastizititssystems und die Konzentration
wiedergegeben. Der andere Beitrag ist die Norm des Gradienten der Konzentration. Wie
erwartet ist im Falle negativer Anisotropie der Fehlerbeitrag nicht in der Umgebung um die
Phasengrenze konzentriert.

e

(b) Graph der Konzentration
(a) Spur der Spannung (blau;0, griing0)

Abbildung 6.12: Positive Anisotropie des Elastizitétstensors

6.4 Vergroberungsraten und Geschwindigkeit der Evo-
lution

Eine der aus Sicht der Anwendung gesehen wichtigsten Fragen ist die nach der langfristi-
gen Geschwindigkeit der Evolution. Da sich die makroskopischen Eigenschaften der Legie-
rung mit zunehmender Vergroberung der Mikrostruktur verdndern — und zwar meistens
verschlechtern — ist das Versténdnis der Faktoren, die die Vergréberungsgeschwindigkeit
beeinflussen, eines der Hauptziele der Modellierung.

Als Ma#f3 fiir die Geschwindigkeit der Vergroberung nehmen wir die Rate, mit der die Ener-
gie (2.7) abnimmt. Andere Mafie wie zum Beispiel die Abnahme der Partikelzahl pro Fliche,
die Zunahme der durchschnittlichen Partikelgrofie oder des durchschnittlichen Abstandes
zwischen Partikeln sind denkbar, haben aber den Nachteil, dass eine genaue Bestimmung
von PartikelgroBen und Radien problematisch ist, insbesondere im Falle des Verschwindens
und des Zusammenstoflens von Partikeln.

Stattdessen nehmen wir den Wert des Energiefunktionals (2.7) als Ma8 fiir die Grobheit der
Mikrostruktur. Der Zusammenhang zu den anderen Grobheitsmaflen ist wie folgt: Nachdem
die Phasentrennung abgeschlossen ist, tragen nur noch die Phaseniiberginge wesentlich zur
Energie bei. Dieser Beitrag ist proportional zur Linge des Interfaces und somit proportional
zur Summe der Umfénge der Partikel. Dies wiederum ist — proportional zum Produkt aus
der Anzahl der Partikel N und dem durchschnittlichen Partikelradius 7. Da das Volumen
beider Phasen konstant ist, gilt
N2~ C
und somit L
E~Ni~N N VN.
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Da das Mullins-Sekerka Modell unter der Skalierung = — Az, t — A3t invariant ist, erwartet
man, daB in diesem Modell die charakteristische Linge wie t'/3 wichst. Wegen der Erhaltung
des Phasenvolumens bedeutet dies, daB die Energie sich wie ¢t~'/3 verhalten sollte. Fiir
das Cahn-Hilliard Modell erwarten wir analoges Verhalten. Es zeigt sich jedoch, daf} es in
Abhéngigkeit von den Startwerten eine sehr lange Einschwingzeit gibt, bis sich die erwartete
Vergroberungsrate einstellt. Zunéchst beschréinken wir uns auf den Fall ohne Elastizitét. Den
Einflu} der Elastizitdt auf die Vergroberungsrate untersuchen wir im néchsten Abschnitt.

Anfangsdaten: Gestorte homogene Mischung

(b) t = 0.05

energy  + energy  +
[ CAf3 v

01 p e

,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,

0.001 L L L L
0.0001 0.001 0.01 01 1

(e) Verlauf der Energie (f) spétes Stadium

Abbildung 6.13: Anfangsdaten: Gestorte homogene Mischung

Abbildung 6.13 zeigt eine Evolution bei der sich die Verteilung der Partikel aus der spi-
nodalen Entmischung ergibt.  war das Quadrat [0, 3] x [0,3] und als Parameter fiir das
Energiefunktional haben wir v = 107° und 3 = 0.4 gewihlt. Die Zeitschrittweite war kon-
stant 5-10~* und die zugrundeliegenden Gitter wurden mit der in Abschnitt 3.5 dargestellten
Heuristik adaptiv verfeinert. Im Gegensatz zur linken unteren Seite von Abbildung 6.13, wo
die Energie wie ta abnimmt, beobachten wir ein Verhalten, das in Abbildung 6.13 rechts
unten dargestellt ist. Nach sehr langer Zeit (¢ > 7) dndert sich die Abklingrate der Energie.
Es zeigen sich Zeitabschnitte, in denen die Energie wie E ~ Cts abnimmt, und dazwi-
schen gibt es kurzzeitig ein schnelleres Absinken der Energie. Diese Zeiten sind durch das
Verschwinden von Partikeln gekennzeichnet, wihrend zwischen diesen Stufen der Verlauf
der Entwicklung aus Wachsen und Schrumpfen der Partikel besteht.

Die Ubergangszeit ab der sich die erwartete Vergroberungsrate einstellt, ist drastisch kiirzer,
wenn bei den Anfangsdaten beide Phasen den gleichen Massenanteil haben. Wihrend in der
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9.8

(a) t = 0.025 (b) t = 0.125 (c) t=1.25 (d) t = 4.875

5

b
>

Abbildung 6.14: Verlauf mit gleichen Massenanteilen

T
energy equal mass fractions
ct-1/3

0.001
0.01

L L
01 1

Abbildung 6.15: Verlauf der Energie mit gleichen Massenanteilen

obigen Rechnung die Massenanteile 60:40 waren, sind in der in Abbildung 6.14 die Mas-
senanteile gleich. Die {ibrigen Parameter waren dieselben wie bei der ersten Rechnung. Es
ist deutlich zu sehen, daf} sich, schon kurz nachdem sich die Phasentrennung vollzogen hat,
das System entsprechend der erwarteten Vergroberungsrate verhélt. Bemerkenswert ist, daf3
sich in der Ubergangszeit ein anderes exponentielles Wachstumsverhalten einstellt. Im ersten
Beispiel (Abbildung 6.13 unten) gilt fiir die Ubergangszeit E ~ Ct~4. Bei anderen Rech-
nungen sind in Abhéingigkeit vom Verhéltnis der Massen der Phasen Exponenten zwischen

—% und —% aufgetreten.

Anfangsdaten: Gesetzte Partikel

FEin ganz #hnliches Verhalten zeigt sich, wenn man von Anfangsdaten mit zufillig gesetzten
Partikeln ausgeht. In der in Abbildung 6.16 gezeigten Rechnung wurden als Anfangsdaten
2000 kreisformige Partikel gesetzt, deren Mittelpunkte und Radien zuféllig gewdhlt wurden.
Dabei waren die Radien in dem Intervall [0,0.02] gleichverteilt. Der untere Teil von Abbil-
dung 6.16 zeigt den Verlauf der Energie. Auch hier stellt sich nach einer lingeren Uber-
gangszeit das erwartete Verhalten ein. Allerdings gibt es im Gegensatz zu oben wihrend der
Ubergangszeit kein exponentielles Abklingen der Energie.

Anfangsdaten: Gesetzte Partikelstiimpfe

SchlieBlich betrachten wir Anfangsdaten, bei denen spinodale Entmischung stattfindet aber
die Verteilung der Partikel in gewisser Weise vorbestimmt ist (siehe Abbildung 6.17). Als
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(a) t = 0.0125

(c) t =225

01 T T 001
energy (set particles) —— energy (set particles) ——

0001 g L 0.001
001

(e) Verlauf der Energie (f) spétes Stadium t € [3,7]

Abbildung 6.16: Anfangsdaten: Gesetzte Partikel

Partikelstumpf bezeichnen wir ein kreisférmiges Gebiet, in dem die Konzentration etwas
hoher als in der umgebenden homogenen Mischung ist, aber sowohl die Konzentration dieser
Mischung als auch die Konzentration im Inneren von den Minima von ¥ deutlich verschieden
ist. Auch hier ergibt sich eine Ubergangszeit von signifikanter Linge, die jedoch kiirzer ist,
als beim Fall gesetzter Partikel oder der gestérten homogenen Mischung.

Insgesamt ist festzustellen, daf§ sich zwar letztendlich in allen Féllen die erwartete Vergrébe-
rungsrate einstellt, aber in Abhéngigkeit von der Ausgangsverteilung der Partikel eine lange
Ubergangszeit typisch ist.
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(a) t = 0.025 (b) t = 0.0375 (c) t=1.25

T 0.01
T r— N T —
o
0.001 . L 0.001
boa o :
(e) Verlauf der Energie (f) spétes Stadium t € [3, 7]

Abbildung 6.17: Anfangsdaten: Gesetzte Partikelstiimpfe
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6.5 Effekte der Elastizitit

Auswirkung auf die Gestalt der Mikrostruktur

Der Ubergang vom Cahn-Hilliard zum Cahn-Larché Modell durch Einbeziehung von Ela-
stizitdt hat im Fall von Anisotropie oder Inhomogenitit deutliche Auswirkungen auf die
sich ergebende Mikrostruktur. Nur im Falle homogener und isotroper Elastizitdt sind die
Ergebnisse beider Modelle qualitativ gleich.

Ausrichtung der Phasengrenzen

Als ersten Effekt der Elastizitidt betrachten wir den Fall kubischer Anisotropie des Elasti-
zitatstensors, der zur Ausrichtung von Phasengrenzen entlang der Koordinatenrichtungen
fiihrt.

Abbildung 6.18: Effekt homogener, anisotroper Elastizitét

Auswirkung auf die spinodale Entmischung

Der Effekt kubischer Anisotropie kann schon
umittelbar nach der spinodalen Entmischung
beobachtet werden (siche Abbildung 6.19).
Der Vergleich zwischen der Entwicklung mit
und ohne Elastizitit macht deutlich, daf3
die anisotrope Elastizitdt schon wahrend der
spinodalen Entmischung eine signifikante Rol-
le spielt. In [34] konnte dieses Verhalten er-
klart werden. Startet man mit einer zufélli-
gen Storung einer homogenen Mischung, so
wird die Dynamik des Systems wéhrend der
Entmischung durch eine invariante Manig-
faltigkeit dominiert, die tangential zu den
instabilsten Eigenvektoren des linearisierten Evolutionsoperators ist. Im Falle kubischer Ani-
sotropie sind in den instabilsten Eigenvektoren deutlich die Vorzugsrichtungen zu erkennen.
Um dies zu verdeutlichen, haben wir die Fouriertransformierte der Konzentration gegen
Ende des Entmischungsvorgangs berechnet. Dabei haben wir das FFTW-Software Packet
verwendet (siehe http://www.fftw.org).

Abbildung 6.19: Links: ohne Elastizitét,
rechts: mit anisotroper, homogener Elastizitét

Zuniichst betrachten wir den Fall ohne Elastizitdt. Abbildung 6.20 zeigt, dafl wiahrend der
Entmischung Koeffizientenvektoren in einem Ringbereich am stédrksten angeregt werden.
Weder das Bild der Konzentration noch das der Fourierkoeffizienten zeigt irgendwelche Vor-
zugsrichtungen.
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Abbildung 6.20: Betrag der Fourierkoeffizienten (links), Vorzeichen der Konzentration
(rechts), ohne Elastizitéit

Abbildung 6.21: Betrag der Fourierkoeffizienten (links), Vorzeichen der Konzentration
(rechts), positive Anisotropie des Elastizitétstensors;

Im Gegensatz dazu ist im Fall postiver (Abbildung 6.21) oder negativer Elastizitit (Abbil-
dung 6.22) deutlich zu sehen, daf§ Koeffizientenvektoren in bestimmten Bereichen am stérk-
sten angeregt werden. Den angeregten Moden entsprechen Muster in der Konzentration, bei
denen die kubische Anisotropie deutlich zu sehen ist.

Bei den drei oben gezeigten Rechnungen war 2 das Einheitsquadrat und es wurden peri-
odische Randbedingungen verwendet. Beide Phasen hatten gleichen Massenanteile und es
war v = 107, Als elastische Parameter haben wir im Falle positiver Anisotropie C;; = 10,
Cis=1,Cyy =1 und e = V2 verwendet, wihrend im Falle negativer Elastizitit C1; = 2,

0
C12 =1, Cyy = 100 und e = 0.2 gewihlt wurde.

Ausrichtung und Abstoflung von Partikeln

Ein Effekt, der ausschliellich bei inhomogener Elastizitdt zu beobachten ist, ist die Aus-
richtung von Partikeln aneinander und die Abstoflung von Partikeln. Wie in der Abbil-
dung 6.23 zu sehen ist, richten sich zwei Partikel aneinander aus und plazieren sich in
maximalem Abstand voneinander (bei periodischen Randbedingungen). Ohne inhomogene
Elastizitat wiirden sich beide Partikel rasch vereinigen. Derselbe Effekt kann auch in weni-
ger kiinstlichen Situationen beobachtet werden. In Abbildung 6.24 wurde unter periodischen
Randbedingungen von zuféllig positionierten, jeweils gleich groflen Partikeln ausgegangen.
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Abbildung 6.22: Betrag der Fourierkoeffizienten (links), Vorzeichen der Konzentration
(rechts), negative Anisotropie des Elastizitéitstensors;

Abbildung 6.23: Effekt inhomogener, anisotroper Elastizitédt: Ausrichtung und AbstofSung
von Partikeln

Das Rechengebiet war das Einheitsquadrat, es wurde jedoch um den Aufreihungseffekt zu
verdeutlichen in der Darstellung einmal kopiert. Dieselben Effekte finden sich auch in Rech-
nungen, die von der spinodalen Entmischung ausgehen (siehe Abbildung 6.25).

Verhiltnis Matrix- zu Partikelphase

Das Cahn-Hilliard Modell ist beziiglich der beiden Phasen symmetrisch in dem Sinne, daf,
wenn man den Startwert mit —1 multipliziert, die Entwicklung bis auf die Vertauschung
der Phasen identisch verlduft. Sind die Massenanteile der beiden Phasen gleich, so ist es
unmoglich zu entscheiden, welche Phase die Partikelphase und welche die Matrixphase ist
(vgl. Abbildung 6.14). In manchen Bereichen formt die eine Phase Partikel, wéhrend an-
derswo die gleiche Phase umgebende Matrix darstellt. Ist das Massenverhéltnis ungleich,
so formt immer die kleinere Phase die Partikel. Diese Regel kann durch Minimierung der
Phasengrenzen erklart werden.

Ein interessanter, theoretisch noch unverstandener, Effekt ist, dafl beim Cahn-Larché Modell
mit inhomogener Elastizitit eine andere Regel iiber die Partikelbildung entscheidet. Numeri-
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(e) t=1 (f) t=2

Abbildung 6.24: Effekt inhomogener, anisotroper Elastizitéit: Ausrichtung und AbstofSung
von Partikeln

sche Experimente zeigen, dal immer die elastisch héirtere Phase die Partikel bildet, wihrend
die weichere Phase die umgebende Matrix formt. In Abbildung 6.26 sind zwei Rechnungen
mit identischen Anfangswerten gezeigt. Alle Parameter bis auf die Elastizitétstensoren der
beiden reinen Phasen sind bei beiden Rechnungen gleich. Die Elastizitétstensoren der bei-
den reinen Phasen sind jeweils vertauscht, so daf in der linken Evolution die massenreichere
Phase die elastisch hértere ist, wihrend rechts diese Phase die elastisch weichere ist. Auch
hier kann man die Ausrichtung der Partikel aneinander beobachten.

In Abbildung 6.27 wurde als Startwert eine Konfiguration mit Partikeln aus der elastisch
weicheren Phase gewéhlt. Im Laufe der Entwicklung kehrt sich das Verhiltnis von Matrix-
und Partikelphase jedoch um.
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Abbildung 6.26: Verhiltnis Matrix- zu Partikelphase: Die elastisch héirtere Phase formt die
Partikel.

Abbildung 6.27: Effekt inhomogener, anisotroper Elastizitdt: Wechsel von Matrix- und Par-
tikelphase
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Auswirkung der Elastizitidt auf die Vergroberungsrate

Schliellich méchten wir die Auswirkungen der Elastizitiat auf die Vergroberungsrate unter-
suchen. Um die Ergebnisse mit den Resultaten des Cahn-Hilliard Modells vergleichen zu
koénnen, betrachten wir den nicht-elastischen Anteil der Energie. Wie zu Beginn des Ab-
schnitts 6.4 ausgefiihrt, ist typischerweise — das heifit nach der spinodalen Entmischung —
der nicht-elastischen Anteil der Energie in den Phasengrenzen konzentriert. Der elastische
Anteil hingegen 148t sich im allgemeinen nicht auf einfache Art lokalisieren.
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Abbildung 6.28: Verlauf des nichtelastischen Anteils der Energie

Abbildung 6.28 zeigt die entsprechenden Verldufe fiir verschiedene Fille. Die obersten beiden
Kurven, also die mit der langsamsten Vergroberung, gehoren zu Rechnungen mit inhomoge-
ner Elastizitat. Die ndchst schnelleren Kurven beziehen sich auf Rechnungen mit homogener
Elastizitat, wahrend der schnellste Abfall der Energie bei der Rechnung ohne Elastizitit zu
verzeichnen war. Ob die Elastizitit isotrop oder anisotrop ist, scheint auf die Vergroberungs-
rate kaum Einflu} zu haben.
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