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E�ziente numeris
he Verfahren zur sphäris
hen harmonis
henAnalyse von SatellitendatenZusammenfassungIn dieser Arbeit wird ein Umnummerierungsverfahren für die unbekannten Parameter bei der sphäris
hen har-monis
hen Analyse vorgestellt. Dur
h die Umsortierung der unbekannten Parameter wird ein vorgegebenesBesetztheitsmuster, die sogenannte Kitematrix, in der Normalglei
hungsmatrix erzeugt. Diese erlaubt eine ef-�ziente Kombination von ho
hau�ösenden, regelmäÿigen Daten mit niedrigau�ösenden, ni
ht regelmässigenDaten. Die bisherige Bes
hränkung des Kite Nummerierungs
hemas, fest an einen minimalen Entwi
klungs-grad von 2 und einen konstanten, maximalen Entwi
klungsgrad gebunden zu sein, wird dur
h das vorgestellteFreie Kite�Nummerierungs
hema aufgehoben. Eine Methode zur Spei
herung der s
hwa
h besetzten Kitema-trix wird entwi
kelt und alle für die Lösung des Normalglei
hungssystems notwendigen Algorithmen, die andieses Spei
hers
hema angepasst wurden, werden ausführli
h bespro
hen. Das hier vorgestellte Verfahren kannzur strengen Lösung von regelmäÿigen und ni
ht regelmäÿigen Daten eingesetzt werden. Ein weiterer Einsatz-berei
h ist die Vorkonditionierung bei einem iterativen Verfahren. Mit dem Freien Kite�Nummerierungs
hemaist im Zuge dieser Arbeit das iterative Ausglei
hungsverfahren PCGMA von S
huh (1996) erweitert worden.Das PCGMA Verfahren musste dazu neu implementiert werden und das entstandene Programm wird im Zugedes ESA Projektes GOCE zur Feinabstimmung des funktionalen und sto
hastis
hen Modells auf der Basis vonE
htdaten dienen. Weil die Datenmenge des Satelliten GOCE sehr groÿ sein wird, ist eine Parallelverarbeitungauf mehreren Prozessoren au
h bei diesem e�zienten Verfahren zwingend notwendig. Die realisierte Parallelisie-rungsstrategie wird vorgestellt. Die E�zienz des Freien Kite Nummerierungs
hemas bei der Vorkonditionierungwird am S
hluss der Arbeit dur
h drei vers
hiedene Testszenarien belegt.E�
ient Numeri
al Methods for the Spheri
al Harmoni
Analysis of Satellite DataSummaryThis thesis introdu
es a numbering s
heme for the unknown parameters in the spheri
al harmoni
 analysis usingsatellite data. By reordering the unknown parameters a spe
i�
 sparsity pattern in the normal equation matrix,the so�
alled kite matrix will be 
reated. This allows an e�
ient 
ombination of high�resolution regular datasets with low�resolution non�regular data sets. The present restri
tion of the kite numbering s
heme whi
his the �xed minimum harmoni
 degree of 2 and the 
onstant maximum degree is abolished by the free kitenumbering s
heme. A te
hnique for storing the sparse kite matrix is developed and the algorithms whi
h areneeded to solve a system of normal equations and whi
h had to be adapted to this te
hnique are dis
ussed indetail. The free kite numbering s
heme 
an be used for the rigorous 
ombination of gridded and non�griddeddata sets as well as for the pre
onditiong within iterative methods. The iterative method PCGMA whi
h wasintrodu
ed by S
huh (1996) is improved by the free kite numbering s
heme. In the 
ourse of the GOCE proje
tof ESA the program p
gma had to be reimplemented and the resulting program will be used for the �ne�tuningof the fun
tional and the sto
hasti
 model in the pro
essing of real data from the GOCE satellite. The need forparallel 
omputing is given by the huge number of observations from GOCE and the huge number of unknowns.The realised 
on
ept of parallel pro
essing is des
ribed. The e�
ien
y of the free kite numbering s
heme inpre
onditioning will be shown by 
omparison of three di�erent test s
enarios.
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8 SCHREIBWEISEN, SYMBOLE UND ABKÜRZUNGENS
hreibweisen, Symbole und AbkürzungenDer Doppelpunktoperator1:10 Bildet eine Reihe von ganzen Zahlen z von 1 bis 101:2:10 Bildet eine Reihe von ganzen Zahlen von 1 bis 10 mit Inkrement 2 (1 3 5 7 9)Aufteilung einer Matrix
A ∈ Rm×n Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten
Aij Element in der Zeile i und der Spalte j der Matrix A

A(i, :) Der i-te Zeilenvektor von A

A(:, i) Der i-te Spaltenvektor von A

A =
[
a1, . . . , an

] Matrix als Menge von Spaltenvektoren
A =

[
a1...
an

] Matrix als Menge von Zeilenvektoren
A(1:4, 3:7) Untermatrix von A, die die Zeilen 1 bis 4 aus den Spalten 3 bis 7 enthält.Blo
kmatrizenAls Blo
kindizes werden immer grie
his
he Bu
hstaben verwendet, um zwis
hen Blo
knotation und skalarerNotation zu unters
heiden.
A =






A11 . . . A1ξ... ...
Aη1 . . . Aηξ






m1

mη

n1 nξ

Darstellung der Matrix A als eine η × ξ Blo
kmatrixHierbei gilt: ∑η
α=1 mα = m und ∑ξ

β=1 nβ = n.Mit dieser Notation hat der Blo
k Aαβ die Dimension mα × nβ .
A =






A1...
Aη






m1

mη

Darstellung der Matrix A als ein η × 1 Blo
kvektor. Ein Blo
k enthält jeweils
mα, α ∈ 1, . . . , η, Zeilen der Matrix.



91 Einleitung1.1 Die Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und GOCEDas heutige Wissen über das S
hwerefeld der Erde und seine geometris
he Form rei
ht in vielen Anwendungengeowissens
haftli
her Disziplinen no
h ni
ht aus. Die Kenntnis eines S
hwerefeldes mit höherer Genauigkeitund räumli
her Au�ösung ist notwendig, um die physikalis
hen Zusammenhänge im Inneren der Erde, dieStrömungen der Ozeane und das Zusammenspiel von Kontinentvers
hiebungen, s
hmelzenden Eismassen undMeeresspiegelveränderungen untersu
hen zu können (ESA 1999, S. 9).Dieses Ziel kann nur mit Hilfe der Satellitengeodäsie errei
ht werden, da eine globale, homogene Erfassungder Erde dur
h Messungen notwendig ist, um eine sphäris
he harmonis
he Analyse des Erds
hwerefeldes mitentspre
hend hohem Entwi
klungsgrad bere
hnen zu können. Besonders die drei Satellitenmissionen CHAMP(Challenging Minisatellite Payload), GRACE (Gravity Re
overy And Climate Experiment) und GOCE (Gravityand Steady-State O
ean Cir
ulation Explorer) dienen der Erfors
hung der Erde als komplexes System. DieBestimmung des Erds
hwerefeldes spielt in diesem Zusammenhang eine zentrale Rolle.Der Satellit CHAMP wurde im Juli 2000 in die Umlaufbahn gebra
ht und dient der Bestimmung des S
hwe-refeldes, des Magnetfeldes und der Ionosphäre und Troposphäre der Erde (Reigber et al. 2004). Die MissionCHAMP und die Auswertung der Daten wird unter der Federführung des Geofors
hungszentrums Potsdam(GFZ) dur
hgeführt, aber au
h anderen Institutionen stehen diese Daten zur Verfügung. So wurden z. B. vonMayer-guerr et al. (2005) S
hwerefeldmodelle basierend auf CHAMP Daten verö�entli
ht. Diese erlaubenjedo
h nur eine S
hwerefeldbestimmung bis zum maximalen Grad von 62, wie au
h von Ko
h (2005) mit Hilfevon Monte�Carlo�Simulationen unabhängig bestätigt werden konnte.Die zwei Satelliten der GRACE-Mission wurden im März 2002 in ihre Umlaufbahn gebra
ht. Sie �iegen in einemAbstand von 220 km, wobei die Entfernung zwis
hen ihnen dur
h Mikrowellenmessungen mit µm Genauigkeitgemessen wird. Die Zielsetzung von GRACE ist, ein S
hwerefeld mit 1 
m Genauigkeit in den Geoidhöhen biszum maximalen Entwi
klungsgrad von 125 zu errei
hen (Tapley et al. 2005). Die GRACE Mission ist eineamerikanis
h-deuts
he Kooperation zwis
hen der NASA und dem Deuts
hen Zentrum für Luft- und Raumfahrt(DLR).Die GOCE�Mission ist ein Projekt der Europäis
hen Weltraumbehörde ESA und soll das S
hwerefeld bis zumEntwi
klungsgrad 240 mit 1 
m Genauigkeit bestimmen, was einer räumli
hen Au�ösung von 
a. 100 km ent-spri
ht. Dieses ehrgeizige Ziel kann nur mit Hilfe der Satellitengradiometrie (SGG, satellite gravity gradiometry)errei
ht werden, dessen Prinzip z. B. in Rummel (1985) erläutert wird. Eine ausführli
he Bes
hreibung der Mis-sionsziele �ndet si
h in ESA (1999 und 2002).An Bord des GOCE�Satelliten be�nden si
h zwei komplementäre Sensoren, SST-hl (satellite-to-satellite tra
kingim high-low Modus) dient der Erfassung des langwelligen S
hwerefeldsignals und die genannte SGG der Erfas-sung des kurzwelligen Signals.Dur
h die hohe Genauigkeit und räumli
he Au�ösung übers
hreitet man bei der Datenauswertung zur GOCE�Mission die Kapazität heutiger Computer, da einerseits die Auswertezeiten sehr lang werden und andererseitsdie Glei
hungssysteme so groÿ werden, dass sie ni
ht mehr in den Hauptspei
her verfügbarer Computersystemepassen.Daher wurden im Vorfeld der GOCE�Mission vers
hiedene Untersu
hungen dur
hgeführt, um ressour
ens
ho-nendere Auswerteverfahren zu �nden. S
huh (1996) stellte das Verfahren PCGMA (Pre
onditioned ConjugateGradient Multiple Adjustment) vor, wel
hes auf der na
h S
hwarz (1970) modi�zierten Form der Methodeder Konjugierten Gradienten (CG) aufbaut. In dieser modi�zierten Form liefert es die Lösung eines Normalglei-
hungssystems unter Benutzung der Beoba
htungsglei
hungen, ohne die Normalglei
hungsmatrix explizit auf-zustellen. Das Verfahren PCGMA ergänzt das modi�zierte CG Verfahren dur
h die Mögli
hkeit unkorrelierteGruppen von Beoba
htungen sowohl in Form von Normalglei
hungen, als au
h in Form von Beoba
htungsglei-
hungen miteinander zu kombinieren. Die Konvergenz des Verfahrens PCGMA wird dur
h Vorkonditionierungverbessert, indem für bestimmte Beoba
htungsgruppen idealisierte Annahmen getro�en werden, die bei derErfassung nur näherungsweise zutre�en. Das Verfahren PCGMA ist in dem Programm p
gma bereits von Au-zinger (1997) und Auzinger und S
huh (1998) implementiert worden und die Parallelisierung ist von Plank(2002) begonnen worden.Ein weiteres e�zientes Verfahren, wel
hes zur Datenauswertung der GOCE�Mission verwendet wird, basiert aufdem sogenannten semianalytis
hen Ansatz (SA) (Sneeuw 2000). Dieser Ansatz interpretiert die Messungenals Zeitreihe und bere
hnet das S
hwerefeld mit Hilfe von Fouriertransformationen im Frequenzberei
h. Die-ses Verfahren liefert jedo
h nur eine Näherungslösung, da es auf Annahmen bezügli
h der Messwertverteilungberuht, die bei der Erfassung der E
htdaten ni
ht vollständig zutre�en werden.



10 1 EINLEITUNGIm Zuge des GOCE Projektes entwi
kelte Plank (2004) ein Programmsystem, wel
hes ho
hau�ösende GO-CE S
hwerefeldmodelle über die parallele, verteilte Aufstellung der vollbesetzten Normalglei
hungsmatrix undüber einen separaten, parallelen Löser bere
hnet. Er nannte dieses Verfahren Distributed Non-approximatativeAdjustment (DNA). Der Vorteil und zuglei
h Na
hteil dieses Verfahrens liegt in der vollständigen Aufstellungder Normalglei
hungen, denn es liefert damit zusätzli
h zur Lösung au
h die Varianz�Kovarianzmatrix, dieLaufzeiten sind aber im Verglei
h zum iterativen Programm p
gma extrem ho
h.Die drei Methoden SA, PCGMA und DNA werden im Rahmen des GOCE Projektes im Auftrag der ESA wei-terentwi
kelt und implementiert, um na
h dem Start des GOCE Satelliten die Datenauswertung dur
hzuführen.Dieses Softwaresystem ist Teil des GOCE High-Level Pro
essing Fa
ility (HPF, Rummel et al. (2004)). DasHPF ist ein dezentrales Hard� und Softwaresystem zur wissens
haftli
hen Auswertung der GOCE Level 1bDaten zur Bere
hnung des o�ziellen GOCE S
hwerefeldmodells. Die Dur
hführung unterliegt dem EuropeanGOCE Gravity Consortium (EGG-C) (Rummel et al. 2004), wel
hes eine Kooperation 10 Europäis
her For-s
hungseinri
htungen ist. Das Institut für Theoretis
he Geodäsie der Universität Bonn ist zusammen mit denPartnerinstituten
• Institut für Navigation und Satellitengeodäsie der Universität Graz,
• Institut für Weltraumfors
hung der Österrei
his
hen Akademie der Wissens
haften,
• Institut für Astronomis
he und Physikalis
he Geodäsie der Universität Mün
hen,an der Erstellung der Software und der Datenauswertung für das Arbeitspaket WP 6000 des HPF beteiligt.Dieses Softwaresystem ist in zwei Teile gegliedert (Pail et al. 2005):1. Qui
klook Gravity AnalysisMit Hilfe der SA Methode wird eine s
hnelle, approximative S
hwerefeldlösung bere
hnet, um die Qualitätder Messungen während der Mission zu überwa
hen und um eine erste Näherung für das Fehlerverhaltender Messinstrumente zu bere
hnen.2. Core Solvera) Tuning ma
hineMit dem Programm p
gma wird das Fehlerverhalten des SGG Messinstrumentes genauer untersu
ht,um optimale Dekorrelations�lter zu s
hätzen. Dies ist ein iterativer Prozess, weshalb wiederholteProgrammdur
hläufe notwendig sind. Dabei kommt die Stärke der Methode PCGMA, eine s
hnelleund strenge S
hwerefeldlösung zu liefern, zur Geltung. Zusätzli
he Programmdur
hläufe mit p
gmawerden benötigt, um den optimalen Gewi
htungsfaktor zwis
hen den SST und den SGG Daten zuermitteln.b) Final SolverBere
hnung einer strengen S
hwerefeldlösung über die Aufstellung des vollbesetzten Normalglei-
hungssystems. Diese Lösung erfordert hohen Zeitaufwand und wird daher am Ende der Prozes-sierungskette dur
hgeführt, wenn die Tuningparameter wie Gewi
htungsfaktor und optimale Filterbereits bestimmt worden sind. Der Final Solver liefert eine vollbesetzte Varianz�Kovarianzmatrix derges
hätzten Parameter.Der zentrale Teil des Verfahrens PCGMA ist die Vorkonditionierung, wel
he dur
h eine idealisierte Messanord-nung auf ein s
hwa
h besetztes Normalglei
hungssystem führt. Bei der Cholesky�Zerlegung und der Inversion vons
hwa
h besetzten Matrizen entstehen abhängig von der Besetztheitsstruktur der Matrix Füllelemente, weshalbS
huh (1996) ein Umnummerierungsverfahren für die unbekannten S
hwerefeldkoe�zienten entwi
kelt hat,das die Elemente der Normalglei
hungsmatrix so anordnet, dass bei der Cholesky�Zerlegung kein Füllelemententsteht. Aufgrund des dra
henartigen Aussehens des Besetztheitsmusters der Normalglei
hungsmatrix wurdediese Nummerierung Kite�Nummerierung genannt.Dur
h diese Vorkonditionierung kann beim Verfahren PCGMA eine sehr gute Konvergenz errei
ht werden, sodass innerhalb von wenigen Iterationen (10-20) ein System mit 60 000 Parametern gelöst werden kann. Aller-dings könnte dur
h eine datenadaptive Anpassung der Kite�Struktur die Konvergenz des Verfahrens no
hmalsdeutli
h gesteigert werden. Im ursprüngli
hen Entwurf des PCGMA Verfahrens (S
huh 1996) wurde zwars
hon spezielles Augenmerk auf diese Mögli
hkeiten gelegt, so wurden zur Dekorrelation der Messungen diskre-te Filter entwi
kelt, die eine parallele Verarbeitung ermögli
hen, aber eine konsequente Umsetzung als paralleles



1.2 Zielsetzung der Arbeit 11Programm wurde nur als Prototyp implementiert (Plank 2002). Aufgrund von Na
hfragen der GOCE An-wender (z. B. Ozeanographie) wurde au
h zunehmend die Forderung na
h der Varianz�Kovarianzinformationstärker, wel
he dur
h iterative Verfahren aber in der Regel nur sehr umständli
h bereitgestellt werden kann.Hier wurde in den letzten Jahren intensive Fors
hungsarbeit geleistet, um diesen Na
hteil der Methode PCGMAzu beseitigen. Die entwi
kelte Methode baut auf Vorarbeiten von Gundli
h et al. (2003) auf, wo groÿe Kova-rianzmatrizen unter Umgehung der Inversion über Monte�Carlo Simulation direkt aus den Normalglei
hungenabgeleitet wurden.Die Bere
hnung von groÿen Kovarianzmatrizen über Monte-Carlo Simulation wurde von Ko
h et al. (2004)blo
kweise formuliert, um die vorherrs
henden Matrix�Vektor Multiplikationen dur
h Matrix�Matrix Multipli-kationen zu ersetzen. Diese können mit Hilfe hardwareoptimierter Bibliotheken e�zienter bere
hnet werden.Um die E�zienz no
h weiter zu steigern, nutzten sie die 15 Computer des Re
hen
lusters des Instituts fürTheoretis
he Geodäsie, um das Verfahren zu parallelisieren.Dieses Verfahren von Gundli
h et al. (2003) wurde von Alkhatib und S
huh (2006) so erweitert, dass dieexplizite Aufstellung der Normalglei
hungsmatrix ni
ht mehr notwendig ist. Ausserdem erfolgte die vollständigeIntegration des Monte�Carlo Verfahrens in den PCGMA Algorithmus. Dadur
h gewinnt das in dieser Arbeitbehandelte Verfahren PCGMA die Mögli
hkeit, die Kovarianzmatrix der ges
hätzten Parameter angeben zukönnen.1.2 Zielsetzung der ArbeitIn dieser Arbeit wird ein Umnummerierungsverfahren für die unbekannten Parameter bei der sphäris
hen harmo-nis
hen Analyse vorgestellt. Dieses Verfahren baut auf dem Kite�Nummerierungs
hema auf, überwindet jedo
hdessen Bes
hränkung, an einen festen minimalen Grad von 2 und einen konstanten maximalen Entwi
klungsgradgebunden zu sein. Es ist nun mögli
h, regelmäÿig verteilte, ho
hau�ösende Daten, die eine blo
kdiagonale Struk-tur in der Normalglei
hungsmatrix erzeugen, streng mit niedrig au�ösenden, vollbesetzten Normalglei
hungs-systemen zu kombinieren und dabei für jede Ordnung einen minimalen und einen maximalen Grad anzugeben,ohne dass dadur
h die Kitestruktur der Normalglei
hungsmatrix verloren geht. Aufgrund dieser Mögli
hkeit,die Menge der unbekannten Parameter frei bestimmen zu können, wurde das Verfahren wel
hes in Boxhammerund S
huh (2006) erstmals vorgestellt wurde, Freies Kite�Nummerierungss
hema (FKN) genannt.Das Freie Kite�Nummerierungss
hema ist dur
h die systematis
he Aufarbeitung der bisherigen Kitestrukturmit den folgenden Arbeitss
hritten entstanden:1. Strenge De�nition der Geometrie der KitematrixDie besondere Eigens
haft der Kitematrix, keine Füllelemente bei der Choleskyreduktion zu erzeugen unddaher mit wenig Spei
herplatzbedarf spei
herbar zu sein, ist nur gegeben, wenn bestimmte Annahmenbezügli
h der Geometrie des Besetztheitsmusters zutre�en.2. Regelbasierte Aufstellung der Reihenfolge der ParameterDie Aufstellung der Reihenfolge der Parameter wurde von den Bere
hnungen mit der Kitematrix getrennt,um die Komplexität des Problems zu reduzieren. Die Menge der Parameter wird in vers
hiedene Zoneneingeteilt, um die Kitestruktur zur erhalten. Dazu sind Regeln entwi
kelt worden, die diese Einteilungautomatis
h vornehmen.3. Spei
hers
hema für KitematrizenEine Matrix kann mit dem entwi
kelten Spei
hers
hema gespei
hert werden, sobald sie die De�nition einerKitematrix erfüllt. Dabei werden die Blö
ke der Kitematrix als zusammenhängende Matrizen gespei
hert,um s
hnelle Blo
kalgorithmen nutzen zu können.4. AlgorithmenDie Algorithmen der linearen Algebra, die mit der Kitematrix dur
hgeführt werden müssen, sind an ihrespezielle Struktur angepasst worden, so dass diese Algorithmen mit jeder Kitematrix dur
hgeführt werdenkönnen, die der De�nition genügt.5. ImplementierungDas Programm p
gma ist mit allen vorgestellten Algorithmen zum Umgang mit der Kitematrix neu im-plementiert worden. Das Programm ist eine voll funktionsfähige Software, die Teil der Erfüllung desESA Vertrages zur Auswertung der GOCE Daten ist. Das Programm ist mit der objektorientierten Pro-grammierspra
he C++ implementiert und mit Hilfe des MPI Standards für parallele Programmierung



12 1 EINLEITUNGparallelisiert worden. Dur
h die Aufteilung des Programmes in einzelne Klassen ist es übersi
htli
h underweiterbar und konnte bereits erfolgrei
h mit bis zu 512 Prozessoren eingesetzt werden.Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Kapitel 2 gibt eine Einführung in das Anwendungsfeld der Kite�Nummerierung.Die sphäris
he harmonis
he Analyse und die bei regelmässiger Verteilung der Messpunkte auftretenden Or-thogonalitäten werden dargestellt. Datensätze, die diese Voraussetzungen erfüllen, mit Datensätzen, die dieseVoraussetzungen ni
ht erfüllen, zu kombinieren ist nur begrenzt mögli
h, da auftretende Füllelemente in derNormalglei
hungsmatrix die Ausnutzung der s
hwa
hen Besetztheit ers
hweren. Die Kite�Nummerierung dientdazu, das Auftreten dieser Füllelemente zu verhindern.Das Freie Kite�Nummerierungs
hema wird in Kaptiel 3 vorgestellt. Die Form der Kitematrix wird de�niert undder Algorithmus zur Aufstellung der Reihenfolge der unbekannten Parameter wird bespro
hen. Der Zusammen-hang zwis
hen der Reihenfolge der Parameter und den Positionen der Ni
htnullelemente in der Kitematrix wirddur
h einen Algorithmus realisiert.Kapitel 4 behandelt die Bildung der Normalglei
hungen sowohl für den vollbesetzten Fall, als au
h für dies
hwa
h besetzte Kitematrix. Weiterhin werden Aspekte der Optimierung und Parallelisierung dieses aufwän-digen Re
hens
hrittes beleu
htet. Die Entstehung von Füllelementen bei s
hwa
h besetzten Normalglei
hungs-matrizen während der Cholesky Reduktion wird ausführli
h behandelt, ebenso wie die an die Struktur derKitematrix angepassten Algorithmen der Linearen Algebra.Der Einsatz des Freien Kite�Nummerierungss
hemas, sowohl bei der direkten Lösung, als au
h bei der iterativenLösung wird in Kapitel 5 dargestellt. Das Verfahren PCGMA wird detailliert erläutert, um ans
hliessend dieneue Vorkonditionierungsstrategie vorstellen zu können, die dur
h das Freie Kite�Nummerierungs
hema mögli
hgeworden ist. Am Ende des Kaptiels wird ein s
hematis
her Überbli
k über die dur
hgeführte Umsetzunggegeben.Die Ergebnisse von numeris
hen Untersu
hungen zur Verbesserung der Konvergenz des Verfahrens PCGMAdur
h an die Daten angepasste Vorkonditionierung mit dem Freien Kite�Nummerierungss
hema werden inKapitel 6 gezeigt.Die Arbeit wird mit einem Ausbli
k auf den zukünftigen Einsatz des Freien Kite�Nummerierungss
hemas beider GOCE�Datenauswertung und die Mögli
hkeiten zu weitergehenden Untersu
hungen abges
hlossen.



132 Anwendungen2.1 Sphäris
he harmonis
he AnalyseFür die mathematis
he Repräsentation vieler physikalis
her Prozesse unseres Systems Erde werden die räumli-
hen Kugelfunktionen (solid spheri
al harmoni
s)
r−(ℓ+1) Pℓm (sin ϕ) cosmλ bzw. r−(ℓ+1) Pℓm (sin ϕ) sin mλ (1)als Basisfunktionen gewählt. Dabei geben r, ϕ, λ die räumli
hen Polarkoordinaten an und Pℓm (sin ϕ) bildendie Legendre's
hen Funktionen vom Grad ℓ und der Ordnung m mit ℓ ≥ 0 und m ≤ ℓ. Als Lösung des La-pla
e's
hen Operators für den Aussenraum der Kugel weisen diese Basisfunktionen einen globalen Träger auf,zei
hnen si
h aber speziell bei globaler kontinuierli
her Datenüberde
kung als Orthogonalsystem aus (Bern-hard Hoffmann-Wellenhof und Helmut Moritz 2005 S. 21). Diese Basisfunktionen bilden eine vollstän-dige Basis wodur
h jede beliebige stü
kweise stetige Funktion f (ϕ, λ) auf der Einheitskugel (r = 1) dur
h eineLinearkombination der Kugel(�ä
hen)funktionen in einer unendli
hen Reihe
f (ϕ, λ) =

∞∑

ℓ=0

ℓ∑

m=0

Cℓm Pℓm(sin ϕ) cosmλ + Sℓm Pℓm(sin ϕ) sin mλ (2)mit Sℓ0 =0, dargestellt werden kann. Die Koe�zienten Cℓm und Sℓm können unabhängig voneinander dur
h dieIntegration über die Einheitskugel dur
h
Cℓm =

1
∫∫

σ

(Pℓm (sin ϕ) cosmλ)
2
dσ

∫∫

σ

f(ϕ, λ) Pℓm(sin ϕ) cosmλ dσ (3)
Sℓm =

1
∫∫

σ

(Pℓm (sin ϕ) sin mλ)2 dσ

∫∫

σ

f(ϕ, λ) Pℓm(sin ϕ) sinmλ dσ (4)mit dσ = cosϕdϕdλ, ermittelt werden. Zur Darstellung von band-begrenzten Funktionen genügt eine endli
heAnzahl von Koe�zienten, so dass die Reihenentwi
klung bei einem bestimmten Grad ℓmax abgebro
hen werdenkann. Um die Koe�zienten Cℓm und Sℓm übersi
htli
h anzuordnen, eignet si
h eine Darstellung in Form vonKoe�zientendreie
ken (Abbildung 1). Die Ordinate weist von oben na
h unten auf den zunehmenden Grad ℓhin. Auf der Abszisse sind die Ordnungen m aufgetragen, wobei na
h re
hts die Kosinuskoe�zienten Cℓm undna
h links die Sinuskoe�zienten Sℓm aufgetragen sind.
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hungenAbbildung 1: Darstellung von Koe�zienten Cℓm und Sℓm und deren KorrelationenDie Abbildung 1(b) zeigt die Korrelationen zwis
hen den Koe�zienten, die dur
h die Ni
ht-Null Einträge inden Normalglei
hungen darstellbar sind. Die Diagonalstruktur weist darauf hin, dass alle Koe�zienten unab-hängig voneinander bere
hnet werden können. Die Bere
hnung der Koe�zienten Cℓm und Sℓm, au
h sphäris
heharmonis
he Analyse genannt, führt in diesem Fall auf eine einfa
h zu lösende inverse Aufgabe.Diese auf die Orthogonalitätsbedingungen der Basisfunktionen zurü
k zu führenden Eigens
haften werden jedo
hgestört, wenn anstelle der kontinuierli
hen Funktionen nur Funktionswerte an diskreten Punkten zur Verfügung



14 2 ANWENDUNGENstehen. Die Bere
hnung der Koe�zienten Cℓm und Sℓm führt zu einem Ausglei
hungsproblem mit einem vollbesetzten Normalglei
hungssystem.Somit kann die Bere
hnung der einzelnen Komponenten ni
ht mehr isoliert betra
htet werden. Die vorhandenenKorrelationen zwis
hen allen Koe�zienten erfordern die Lösung eines vollbesetzten Systems. Eine Darstellungder Abhängigkeiten wie in Abbildung 1(b) würde zu einer vollbesetzten Matrix führen. Dur
h die Bea
htungzusätzli
her Bedingungen zur örtli
hen Verteilung der diskreten Punkte können einzelne Orthogonalitäten au
hbei diskreten Punkten erhalten bleiben. Im Speziellen können die Orthogonalitätsbeziehungen zwis
hen dentrigonometris
hen Funktionen genutzt werden. Liegt eine Abtastung an 2L äquidistanten Stützstellen über dievolle Periode 2π vor, λi = i 2π
2L
, dann gilt

2L−1∑

i=0

cosmλi cos kλi = (1 + δm0 + δmL) L δmk (5)
2L−1∑

i=0

sin mλi sin kλi = (1 − δm0 − δmL) L δmk (6)
2L−1∑

i=0

cosmλi sin kλi = 0 (7)mit dem Krone
ker Symbol δmk. Unter Berü
ksi
htigung der Orthogonalitäten (5) und (6) werden alle Ko-e�zienten mit unters
hiedli
hen Ordnungen m voneinander unabhängig und aufgrund der Orthogonalität (7)werden die Sinuskoe�zienten von den Kosinuskoe�zienten unabhängig. Des weiteren können no
h Symmetrie-und Antisymmetrieeigens
haften der Legendre's
hen Funktionen bezügli
h des Äquators ausgenutzt werden
Pℓm(−sinϕ) = (−1)(ℓ−m)Pℓm(sinϕ) , (8)wodur
h innerhalb einer Ordnung die Koe�zienten mit geradem Grad von den Koe�zenten mit ungerademGrad unabhängig werden.Vielfa
h wurden die Parameter in der Vergangenheit gradweise sortiert, wie z. B. im EGM 96 (Lemoine et al.1996), weshalb diese Nummerierung im folgenden mit Standardnummerierung bezei
hnet wird. Meistens werdendie Kosinuskoe�zienten Cℓm vorweg nummeriert und ans
hlieÿend die Sinuskoe�zienten Sℓm bei lei
ht geän-derter S
hleifenstruktur (ohne Koe�zienten m = 0) na
hgeführt. Die Reihenfolge der Koe�zienten bei dieserNummerierung kann dur
h eine einfa
he S
hleifenkonstruktion verans
hauli
ht werden (Algorithmus 2.1).
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2.1 Sphäris
he harmonis
he Analyse 15Algorithmus 2.1 (Standards
hema)1 #include "parameter.h"23 void standardschema_reihenfolge( vector<Parameter> &stack, int l_max )4 {5 int m_max = l_max;67 for( int l = 0; l <= l_max; ++l )8 for( int m = 0; m <= l; ++m )9 stack.push_back( Parameter( ’C’, l, m ) ); // Kosinuskoeffizienten1011 for( int l = 1; l <= l_max; ++l )12 for( int m = 1; m <= l; ++m )13 stack.push_back( Parameter( ’S’, l, m ) ); // Sinuskoeffizienten14 }Die Reihenfolge der Parameter, die der Algorithmus 2.1 erzeugt, ist nun für ℓmin = 0 und ℓmax = 4 dargestellt.
C00 C10 C11 C20 C21 C22 C30 C31 C32 C33 C40 C41 C42 C43 C44 S11 S21 S22 S31 S32 S33 S41 S42 S43 S44Wie in Abbildung 2(a) dargestellt, entspri
ht diese Nummerierungsmethode einer primären horizontalen Bewe-gungsri
htung. Das si
h aus dieser Parametersortierung ergebende Besetztheitsmuster zeigt diagonale Streifenparallel zur Hauptdiagonalen (Abbildung 2(b)).Die Organisation der Spei
herung dieser s
hwa
h besetzten Matrix wäre entspre
hend aufwändig, kann aberwesentli
h vereinfa
ht werden, indem die Parameter ordnungsweise nummeriert werden. Dies entspri
ht einervertikalen Bewegungsri
htung im Koe�zientens
hema (Abbildung 3(a)).Diese Nummerierungsart na
hfolgend als Blo
ks
hema bezei
hnet, erzeugt eine lei
ht zu spei
hernde Besetzt-heitsstruktur der Normalglei
hungsmatrix. Zudem entstehen bei der Choleskyreduktion keine Füllelemente. Die
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ks
hema: Koe�zientendreie
k und Korrelationen bei rotationssymmetris
her PunktverteilungReihenfolge der Koe�zienten im Blo
ks
hema ist in Algorithmus 2.2 dargestellt, wobei hier au
h die Symmetriebezügli
h des Äquators genutzt wird. Somit erfolgt innerhalb der Ordnungen eine weitere Aufteilung zwis
henKoe�zienten mit geraden und ungeraden Graden.



16 2 ANWENDUNGENAlgorithmus 2.2 (Blo
ks
hema)1 #include "parameter.h"23 void blockschema_reihenfolge( vector<Parameter> &stack, int l_max )4 {5 for( int m = 0; m <= l_max; m++ )6 {7 // C_lm anordnen8 for( int l = m; l <= l_max; l += 2 )9 stack.push_back( Parameter( ’C’, l, m ) ); // gerade/ungerade Koeffizienten1011 for( int l = m+1; l <= l_max; l += 2 )12 stack.push_back( Parameter( ’C’, l, m ) ); // ungerade/gerade Koeffizienten1314 // S_lm anordnen15 if( m != 0 )16 {17 for( int l = m; l <= l_max; l += 2 )18 stack.push_back( Parameter( ’S’, l, m ) ); // gerade/ungerade Koeffizienten1920 for( int l = m+1; l <= l_max; l += 2 )21 stack.push_back( Parameter( ’S’, l , m ) ); // ungerade/gerade Koeffizienten22 }23 }24 }Die Reihenfolge der Parameter, die der Algorithmus 2.2 erzeugt, ist nun für ℓmin = 0 und ℓmax = 4 dargestellt.
C00 C20 C40 C10 C30 C11 C31 C21 C41 S11 S31 S21 S41 C22 C42 C32 S22 S42 S32 C33 C43 S33 S43 C44 S44Anzumerken ist jedo
h, dass die Blo
kdiagonalstruktur nur erhalten bleibt, wenn alle Datenpunkte rotations-symmetris
h bezügli
h der Nord-Süd-A
hse in regelmäÿigen Abständen entlang der Parallelkreise verteilt sindund Symmetrie bezügli
h des Äquators vorliegt. Die Datendi
hte auf jedem Parallelkreis kann mit unters
hiedli-
hen Gitterweiten gewählt werden. Es ist darauf zu a
hten, dass diese Datenpunkte mit homogener Genauigkeitvorliegen. Polare Lö
her vers
hle
htern zwar die Kondition des Gesamtsystems, haben aber keinen Ein�ussauf die blo
kdiagonale Struktur. Die Unabhängigkeit zwis
hen den Ordnungen erlaubt die EinzelauswertungOrdnung für Ordnung. Dur
h diese e�ziente Form der sphäris
hen harmonis
hen Analyse können au
h sehrho
hau�ösende Modelle bere
hnet werden (Colombo 1981; Rummel et al. 1993). Vielfa
h wird diese blo
k-orientierte Methode als fast spheri
al harmoni
 analysis bezei
hnet.Ausnutzung der Symmetrie bezügli
h des Äquators: Da alle Koe�zienten mit geraden Graden unab-hängig von denen mit ungeraden Graden werden, wenn die Datenpunkte symmetris
h bezügli
h des Äquatorsverteilt sind, entstehen mit Ausnahme der Ordnung Null im Blo
ks
hema für jede Ordnung vier Diagonalblö
ke(Abbildung 4).
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Abbildung 4: Die vier Diagonalblö
ke zur Ordnung m = 4 bei ℓmax = 8



2.2 Regelmäÿige und unregelmäÿige Daten im Verglei
h 17Diese vier Blö
ke zur Ordnung m werden im folgenden mit N cgm, N cum, N sgm und Nsum bezei
hnet, wobeidie Indizes c und s Kosinus und Sinus und die Indizes g und u gerade, bzw. ungerade Grade ℓ bedeuten. Wieaus Abbildung 4 zu ersehen ist, enthält der Teil xcg4 des Parametervektors x die Koe�zienten C44, C64, C84.Fazit: Liegen Messdaten für die sphäris
he harmonis
he Analyse auf einem geographis
hen Gitter vor, beidem die Punkte glei
habständig und glei
hgenau entlang der Breitenkreise verteilt sind, fallen die Korrelationenzwis
hen den Koe�zienten unglei
her Ordnung weg und die Normalglei
hungsmatrix ist s
hwa
h besetzt. Miteiner ordnungsweisen Nummerierung der Parameter ist die Normalglei
hungsmatrix blo
kdiagonal und kanndaher sehr lei
ht gespei
hert werden. Sind die Breitenkreise, auf denen die Messpunkte liegen zudem symme-tris
h bezügli
h des Äquators angeordnet, so werden die Koe�zienten mit ungeraden Graden unabhängig vondenen mit geraden Geraden, so dass weitere Korrelationen entfallen. Dur
h Gruppierung der entspre
hendenKoe�zienten innerhalb der Ordnungen werden die Diagonalblö
ke no
h kleiner und es entstehen zu jeder Ord-nung, ausser der Ordnung Null und der Ordnung m = ℓmax, vier Diagonalblö
ke. Ein entspre
hender Datensatzwird regelmäÿiger Datensatz genannt und kann unter Verwendung des Blo
ks
hemas sehr e�zient ausgewertetwerden.2.2 Regelmäÿige und unregelmäÿige Daten im Verglei
hIn diesem Abs
hnitt wird untersu
ht, wel
he Auswirkung die Eigens
haft der Regelmäÿigkeit eines Datensatzesauf die Normalglei
hungsmatrix, sowohl bezügli
h des Spei
herplatzbedarfs als au
h bezügli
h der Verarbei-tungszeit hat. Dazu wird von einem hypothetis
hen Datensatz ausgegangen, der zur sphäris
hen harmonis
henAnalyse des S
hwerefeldes bis zum maximalen Entwi
klungsgrad von 360 dienen soll. Zur Hervorhebung desUnters
hiedes zwis
hen regelmäÿigen Daten und ni
ht regelmäÿigen Daten wird zwis
hen zwei Fällen unter-s
hieden; im ersten Fall ist der Datensatz regelmäÿig und im zweiten Fall ni
ht. Der Spei
herplatzbedarf unddie benötigte Re
henzeit für die Choleskyzerlegung der Normalglei
hungsmatrix werden gegenübergestellt.Beispiel 2.1 Gegeben sei ein globaler Datensatz, der dazu dienen soll, eine sphäris
he harmonis
he Analysedes Erds
hwerefeldes bis zum Grad und zur Ordnung 360 dur
hzuführen. Die Anzahl der unbekannten Parameterergibt si
h dur
h
n = (ℓmax + 1)2, (9)daraus ergeben si
h 130321 unbekannte Parameter bei dem maximalen Entwi
klungsgrad von 360. Zum Verglei
hsollen zwei Fälle betra
htet werdena) Der Datensatz ist regelmäÿig und hat daher bei der Verwendung des Blo
ks
hemas eine blo
kdiagonaleStruktur.b) Der Datensatz ist ni
ht regelmäÿig und die Normalglei
hungsmatrix ist vollbesetzt. �Gegenüberstellung des Spei
herplatzbedarfs: Im Fall a) enthält die Normalglei
hungsmatrix vier Dia-gonalblö
ke für die Ordnungen 1 bis 359 und zwei Diagonalblö
ke für die Ordnungen 0 und 360. In Ordnung0 gibt es keine Sinuskoe�zienten und in Ordnung 360 keine ungeraden Koe�zienten, sondern nur die beidenKoe�zienten C360 360 und S360 360. Das Spei
hern der Normalglei
hungsmatrix kann z. B. sehr lei
ht in einemVektor von Matrizen erfolgen. Die Blö
ke werden mit zunehmender Ordnung immer kleiner. Der Blo
k N cgmder Ordnung m enthält die Normalglei
hungselemente zu den Kosinuskoe�zienten deren Grad ℓ gerade ist. Erhat eine Seitenlänge von (ℓmax − m)/2 + 1, wenn ℓmax und m gerade sind, (ℓmax − m)/2, wenn ℓmax und mungerade sind, und (ℓmax −m+1)/2, wenn ℓmax und m unglei
he Parität haben. Der Blo
k N cum der Ordnung

m hat die glei
he Seitenlänge wie N cgm, wenn die Parität von ℓmax und m unters
hiedli
h ist, ansonsten ist erein Element gröÿer, wenn ℓmax und m beide ungerade sind bzw. ein Element kleiner, wenn ℓmax und m beidegerade sind. Die Seitenlänge eines Normalglei
hungsblo
ks hängt bei einem regelmäÿigen Datensatz daher vondem Betrag und der Parität von ℓ, m und ℓmax ab. Die Seitenlänge eines beliebigen Normalglei
hungsblo
kskann mit Hilfe der Tabelle 1 bestimmt werden. Die Sinusblö
ke sind so groÿ wie die Kosinusblö
ke. Der gesam-te Spei
herplatzbedarf für die blo
kweise Spei
herung der Normalglei
hungsmatrix im Falle des regelmäÿigenDatensatzes ( 2.1 a)) bis Grad und Ordnung 360 läÿt si
h mit Hilfe von Tabelle 1 und eines kleinen Com-puterprogramms bere
hnen. Dazu wird die Funktion 
ount_elements(ℓmax, m) eingesetzt, die die Anzahl derNormalglei
hungseinträge für die Ordnung m bei einem maximalen Grad von ℓmax bere
hnet (Algorithmus 2.3).
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ℓmax m l #Cℓm #Sℓmgerade gerade gerade (ℓmax − m)/2 + 1 (ℓmax − m)/2 + 1ungerade (ℓmax − m)/2 (ℓmax − m)/2ungerade gerade (ℓmax − m + 1)/2 (ℓmax − m + 1)/2ungerade (ℓmax − m + 1)/2 (ℓmax − m + 1)/2ungerade gerade gerade (ℓmax − m + 1)/2 (ℓmax − m + 1)/2ungerade (ℓmax − m + 1)/2 (ℓmax − m + 1)/2ungerade gerade (ℓmax − m)/2 (ℓmax − m)/2ungerade (ℓmax − m)/2 + 1 (ℓmax − m)/2 + 1Tabelle 1: Seitenlängen der Normalglei
hungsblö
ke im Blo
ks
hemaAlgorithmus 2.3 (Funktion 
ount_elements)1 int count_elements( int l_max, int m )2 {3 int n;45 if( (l_max % 2) == (m % 2) )6 // Blöcke sind unterschiedlich groß.7 n = power( (l_max - m)/2 + 1, 2 ) + power( (l_max - m)/2, 2 );8 else9 // Blöcke sind gleich groß.10 n = 2 * power( (l_max -m + 1) / 2, 2 );1112 if( m != 0 )13 // Sinuskoeffizienten sind vorhanden.14 n = n * 2;1516 return n;17 }18Das Computerprogramm summiert die Anzahl der Einträge für alle Ordnungen auf und das Ergebnis ist dieAnzahl der Ni
htnullelemente der Normalglei
hungsmatrix bei Vorliegen eines regelmäÿigen Datensatzes. Abbil-dung 5(a) zeigt die Gröÿen der Normalglei
hungsblö
ke bei Beispiel 2.1; die Gesamtanzahl der Ni
htnullelementeist 15 682 201. Um diese Normalglei
hungsmatrix im Datentyp double der Programmierspra
he C zu spei
hernsind 15 682 201 · 8/10242 = 120 Megabyte notwendig.In Fall b) ist die Normalglei
hungsmatrix voll besetzt und daher muss eine (ℓmax +1)2× (ℓmax +1)2 Matrix mit

ℓmax = 360 an Spei
her reserviert werden. Dies sind
(ℓmax + 1)2 · (ℓmax + 1)2

10243
8 [byte] ≈ 127 GB, für den Fall ℓmax = 360Dies entspri
ht ungefähr dem tausendfa
hen Spei
herplatzbedarf des regelmäÿigen Datensatz aus Fall a).Gegenüberstellung des Re
henaufwandes: Die Lösung des Glei
hungssystems wird, falls keine Kovari-anzmatrix gefordert ist, mit Hilfe der Choleskyzerlegung der Normalglei
hungsmatrix bere
hnet. Zur Cholesky-zerlegung der s
hwa
h besetzten Normalglei
hungsmatrix müssen die Diagonalblö
ke einzeln bere
hnet werden.Die Anzahl der Re
henoperationen für die Choleskyzerlegung ist 1/6 n3 + n2c + O(n2, c). Für die Abs
hätzungdes Re
henaufwandes sind die Terme kleiner als Ordnung 3 verna
hlässigbar. Zur Bere
hnung der notwendigenOperationen wird die Funktion 
ount_operations (Algorithmus 2.4) von der Funktion 
ount_elements (Al-gorithmus 2.3) abgeleitet. Sie bere
hnet die Anzahl der Operationen für die Choleskyzerlegung der einzelnenDiagonalblö
ke der Normalglei
hungsmatrix. Für Fall a) sind dies 353 834 970 ≈ 3.5 · 108 Operationen.



2.2 Regelmäÿige und unregelmäÿige Daten im Verglei
h 19Algorithmus 2.4 (Funktion 
ount_operations)1 int count_operations( int l_max, int m )2 {3 int n;45 if( (l_max % 2) == (m % 2) )6 // Blöcke sind unterschiedlich groß.7 n = power( (l_max - m)/2 + 1, 3 ) + power( (l_max - m)/2, 3 );8 else9 // Blöcke sind gleich groß.10 n = 2 * power( (l_max -m + 1) / 2, 3 );1112 if( m != 0 )13 // Sinuskoeffizienten sind vorhanden.14 n = n * 2;1516 return n/6.0;17 }18Die Di�erenz der Anzahl der Re
henoperationen der beiden Fälle ist no
h gröÿer, als der Unters
hied bezügli
hdes Spei
herplatzbedarfs. Für die Choleskyzerlegung der Normalglei
hungsmatrix in Fall b sind
1

6
((ℓmax + 1)2)3 ≈ 1012 Operationen, für den Fall ℓmax = 360notwendig. Dies sind dreitausend mal mehr Operationen als bei dem regelmäÿigen Datensatz. Der Spei
herver-brau
h von Fall a und Fall b ist in Abbildung 5(b) gegenübergestellt.

0

50

100

150

200

S
ei

te
nl

än
ge

0 250 500 750 1000 1250 1500

Blocknummer

0

50

100

150

200

S
ei

te
nl

än
ge

0 250 500 750 1000 1250 1500

Blocknummer

Ordnung →

(a) Blo
kgröÿen mit zunehmenderOrdnung 104

105

106

107

108

109

1010

1011

S
pe

ic
he

rv
er

br
au

ch
 [B

yt
es

]

Nicht Regelmässig   Regelmässig

104

105

106

107

108

109

1010

1011

S
pe

ic
he

rv
er

br
au

ch
 [B

yt
es

]

Nicht Regelmässig   Regelmässig(b) Spei
herplatzverbrau
hAbbildung 5: Blo
kgröÿen und Spei
herverbrau
hAbs
hätzung der maximal errei
hbaren Au�ösung: Bei einem maximalen Entwi
klungsgrad von 360wird für die Auswertung eines ni
ht regelmäÿigen Datensatzes tausend mal mehr Spei
herplatz benötigt als fürdie Auswertung eines regelmäÿigen Datensatzes. Das bedeutet, mit einem Computer, der 
a. 120 MB freienArbeitsspei
her hat, könnte eine sphäris
he harmonis
he Analyse bis Grad und Ordnung 360 dur
hgeführtwerden, wenn der Datensatz regelmäÿig ist, im vollbesetzten Fall ist der maximale Entwi
klungsgrad auf
4

√

120 · 10242

8
− 1 ≈ 62bes
hränkt. Die mit zunehmender Spei
hermenge forts
hreitende Diskrepanz zwis
hen dem maximal mögli
henEntwi
klungsgrad bei regelmäÿigen und unregelmäÿigen Datensätzen zeigt Abbildung 6.Die Angaben beziehen si
h ledigli
h auf die Spei
herung der Normalglei
hungsmatrix. In einer tatsä
hli
henBere
hnung muss geringfügig mehr Spei
her verans
hlagt werden, da die re
hte Seite und der Lösungsvektorebenfalls gespei
hert werden müssen. Diese sind im Verhältnis zur Normalglei
hungsmatrix jedo
h verna
hläs-sigbar klein.
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Abbildung 6: Maximal mögli
her harmonis
her Entwi
klungsgrad im Verhältnis zum Arbeitsspei
herWird also eine sphäris
he harmonis
he Analyse bis zum Grad und Ordnung 360 dur
hgeführt, so ist das Ver-hältnis des Spei
herplatzverbrau
hs 1:1000 und der Re
henzeit 1:3000, wenn der zugrunde liegende Datensatzni
ht regelmäÿig ist. Daher ist es mit einem heutigen normal ausgestatteten Computer mit zwei Gigabyte Ar-beitsspei
her mögli
h, eine volle Normalglei
hungsmatrix bis zum maximalen Entwi
klungsgrad von ungefähr130 zu verarbeiten. Ist der Datensatz jedo
h regelmäÿig kann man, wie in Abbildung 6 abzulesen, bis Grad undOrdnung 900 au�ösen.2.2.1 Näherungsweise regelmäÿige DatenIm letzten Abs
hnitt wurde gezeigt, dass die Verteilung und das Gewi
ht der Datenpunkte eine ents
heidendeRolle für die sphäris
he harmonis
he Analyse spielen. Aus dem Verhältnis der Spei
heranforderungen zwis
heneinem regelmäÿigen und einem unregelmäÿigen Datensatz von 1 : 1000 folgt, dass Au�ösungen über 200 nurs
hwer über Normalglei
hungen lösbar sind. Sind die verfügbaren Daten ni
ht regelmäÿig, so ist eine höhe-re Au�ösung über ein iteratives Verfahren bere
henbar, wel
hes auf die Aufstellung der Normalglei
hungenverzi
htet, wie z. B. das Verfahren der Konjugierten Gradienten in der von S
hwarz (1970) für die Ausglei-
hungsre
hnung modi�zierten Form. Zur Bes
hleunigung der Konvergenz benutzt man bei iterativen Verfahrenhäu�g eine Vorkonditionierungsmatrix, die der unbekannten Normalglei
hungsmatrix mögli
hst ähnli
h ist. BeiMessungen der Satellitengradiometrie (SGG) kann aufgrund der vollständigen, globalen Überde
kung mit hoherPunktdi
hte die Regelmäÿigkeit angenommen werden. Dur
h die Verna
hlässigung der Korrelationen zwis
henParametern unglei
her Ordnung, unglei
her trigonometris
her Funktion und unters
hiedli
her Parität wird eineApproximation der Normalglei
hungsmatrix erhalten, die zur Vorkonditionierung im CG Verfahren geeignet ist.Abbildung 7 zeigt eine zweidimensionale, logarithmis
he Darstellung eines Auss
hnitts aus einer SGG Normal-glei
hungsmatrix mit dem maximalen Entwi
klungsgrad von 12, wel
he aufgrund von simulierten GOCE�Datenbere
hnet worden ist. Die gut zu erkennende blo
kweise diagonaldominante Struktur zeigt, dass die Annahmeder näherungsweisen Regelmäÿigkeit zulässig ist. Die Annahme der symmetris
hen Verteilung der Datenpunktebezügli
h des Äquators, ausgedrü
kt dur
h (8) ist in diesem Fall jedo
h ni
ht ganz ri
htig, da no
h deutli
heKorrelationen zwis
hen den geraden und den ungeraden Koe�zienten innerhalb einer Ordnung und glei
hertrigonometris
her Funktion zu erkennen sind. In Kapitel 6 wird eine Bes
hreibung der verwendeten Testdatenangegeben und anhand von Beispielre
hnungen die Eignung der näherungsweisen SGG Normalglei
hungsmatrixzur Vorkonditionierung gezeigt.Ein Datensatz, der si
h aufgrund der näherungsweise erfüllten Orthogonalitäten (5)-(8) zur Vorkonditionierungeignet, soll im folgenden mit näherungsweise regelmäÿiger Datensatz bezei
hnet werden.2.3 Kombination von regelmäÿigen und unregelmäÿigen DatenSeit der Einführung von Satellitenmessungen zur Erds
hwerefeldbestimmung besteht der Wuns
h der Daten-kombination von Satellitendaten mit regelmäÿigen Datensätzen. Während die zumeist unregelmäÿig verteiltenSatellitendaten die Koe�zienten mit niedrigeren Graden sehr gut bestimmen, dienen die auf regelmäÿigen Git-tern bereitgestellten Daten (z. B. S
hwereanomalien) der präzisen Bestimmung der Koe�zienten hoher Grade.Bei einfa
her Modellbildung wurde bisher mit einer Pat
hwork -Te
hnik gearbeitet so dass Bere
hnung undModellverfeinerung (siehe, z. B. OSU91 (Rapp et al. 1991), EGM96 (Lemoine et al. 1996)) s
hrittweise er-folgte. Bei komplexen Modellen wurde die Korrelation innerhalb der Ordnungen streng berü
ksi
htigt (Balmino
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Abbildung 7: Auss
hnitt aus einer Normalglei
hungsmatrix eines näherungsweise regelmäÿigen Datensatzesaufgelöst bis Grad und Ordnung 121993). Dazu wurden die Koe�zienten des ho
hau�ösenden Datensatzes im Blo
ks
hema angeordnet, so dass ei-ne blo
kdiagonale Normalglei
hungsmatrix entstand. Zur Kombination beider Datensätze wurden die Elementedes niedriger au�ösenden, aber vollen Datensatzes, in die groÿe Normalglei
hungsmatrix einsortiert. Dies führtejedo
h zu einem enormen Anwa
hsen des Spei
herplatzbedarfs für die Kombination. Dieser Vorgang soll nun anBeispiel 2.2 erläutert werden.Beispiel 2.2 (Datenkombination) Zur globalen sphäris
hen harmonis
hen Analyse sind zwei Normalglei-
hungssysteme aufgestellt worden. Glei
hungssystem h (ho
hau�ösend) ist aus einem regelmäÿigen, globalenDatensatz entstanden und enthält als unbekannte Parameter xh S
hwerefeldkoe�zienten bis Grad und Ordnung
ℓmaxh

= 360

Nh xh = nh , (10)wobei die Normalglei
hungsmatrix Nh aus der Designmatrix Ah dur
h Nh = AT
h Ah gebildet worden ist. Dur
hdie Orthogonalitäten, die aufgrund der regelmäÿigen Datenverteilung vorliegen, ist die Normalglei
hungsmatrix

Nh eine Blo
kdiagonalmatrix mit vier Diagonalblö
ken pro Ordnung m 6= 0 und zwei Diagonalblö
ken für dieOrdnungen m = 0 und m = 360. Die einzelnen Blö
ke der Normalglei
hungsmatrix werden mit N tpm bezei
hnetwobei der Index t (trigonometris
he Funktion) die Bu
hstaben c und s und der Index p (Parität) die Bu
hstaben
g (gerade) und u (ungerade) annehmen kann (siehe Abbildung 4). Der dritte Index bezei
hnet die Ordnung
m und nimmt Werte zwis
hen 0 und ℓmaxh

an. Analog dazu werden die Spalten in Ah zu Blo
kspalten Atpmzusammengefasst (siehe Abbildung 8).Das zweite Normalglei
hungssystem n (niedrige Au�ösung) ist aus einem ni
ht regelmäÿigen, globalen Datensatzentstanden und enthält als unbekannte Parameter xn S
hwerefeldkoe�zienten bis Grad und Ordnung ℓmaxn
= 50

Nnxn = nn . (11)Die Normalglei
hungsmatrix Nn ist aus der Designmatrix An dur
h Nn = AT
nAn hervorgegangen. Da dieOrthogonalitäten zwis
hen den Kugelfunktionen dur
h die ni
ht regelmäÿige Datenverteilung gestört werden, istdie Normalglei
hungsmatrix Nn eine vollbesetzte Matrix. �Zur S
hätzung der Parameter x, die die Vereinigungsmenge der Parameter xn und xh darstellen, sollen dieNormalglei
hungssysteme h und n in einer gemeinsamen Ausglei
hung miteinander kombiniert werden. DieS
hätzwerte der unbekannten Parameter ergeben si
h bei dieser Kombination (siehe z. B. Ko
h (1999, S. 177))zu

x̃ =
(

AT
h Ah + Ā

T

n Ān

)−1 (

AT
h ℓh + Ā

T

n ℓ̄n

) (12)
=
(
Nh + N̄n

)−1
(nh + n̄n) ,wobei Nn, An und ℓn mit Nullzeilen und Spalten erweitert wurden, damit die Glei
hungssysteme h und n dieglei
he Dimension haben und somit die Vektor- und Matrixaddition de�niert sind. Die aus dieser Erweiterungresultierenden Vektoren und Matrizen sind mit einem Überstri
h gekennzei
hnet.



22 2 ANWENDUNGENZur Gröÿenordnung der Systeme: Die Glei
hungssysteme in Beispiel 2.2 haben sehr unters
hiedli
heGröÿenordnungen, das Glei
hungssystem h hat 3612 = 130321 unbekannte Parameter, demna
h hat die Nor-malglei
hungsmatrixNh die Dimension 130321×130321. Da sie jedo
h eine blo
kdiagonale Struktur hat, werdenfür ihre Spei
herung nur 
a. 120 Megabyte benötigt. Das Glei
hungssystem n hat 512 = 2601 unbekannte Pa-rameter, demna
h hat die Normalglei
hungsmatrix Nn die Dimension 2601 × 2601. Da sie im Gegensatz zurNormalglei
hungsmatrix Nh vollbesetzt ist, benötigt ihre Spei
herung (26012 · 8)/10242 = 51 Megabyte.Für die Glei
hungssysteme h und n zusammen werden damit 
a. 170 Megabyte benötigt, was heutzutage mitjedem Computer zu bewältigen ist. Wäre die Normalglei
hungsmatrix Nh jedo
h ni
ht s
hwa
h besetzt undhätte sie ni
ht eine sol
he Blo
kdiagonalstruktur, so belegte sie (1303212 · 8)/10243 = 126 Gigabyte. Dies wäreauf einem einem heutigen Computer ni
ht zu bewältigen. Dur
h die Ausnutzung der Orthogonalitäten ist diebenötigte Menge an Spei
herplatz um den Faktor 1080 reduziert worden.Das Zuordnungsproblem: Dur
h die Reihenfolge, in die das Blo
ks
hema die Parameter in dem Glei-
hungssystem h bringt, werden die Parameter des Glei
hungssystems n auseinandergezogen. Dadur
h wä
hstdie Spei
heranforderung wieder so stark an, dass die Ausnutzung der Orthogonalitäten nur no
h einen geringenVorteil bietet. Um dies zu erläutern, wird zunä
hst die Designmatrix Ah betra
htet. Sie besteht aus Blo
kspalten
Atpm mit t ∈ {c, s}, p ∈ {g, u} und m ∈ {0, · · · , 360} (Abbildung 8).
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cg0 cu0 cg1 cu1 sg1 su1 cg2 cu2 . . . cg359 cu359 sg359 su359 sg360cg360Abbildung 8: S
hematis
he Darstellung der Einteilung der Designmatrix Ah in Blo
kspalten Atpm. In derAbbildung sind nur die Indizes tpm der einzelnen Blo
kspalten dargestellt.Alle Vektoren der Blo
kspalte Atipjmk
sind aufgrund der bei den Kugelfunktionen auftretenden Orthogonali-täten orthogonal zu den Vektoren einer anderen Blo
kspalte Atlpmmn

, wenn i 6= l oder j 6= m oder k 6= nist. Da bei dem Matrizenprodukt AT
h Ah jede Spalte mit si
h selbst und allen anderen skalar multipliziert wirdund dabei jeweils ein Element der Normalglei
hungsmatrix erzeugt wird, bleiben nur die Diagonalblö
ke N tpmin der Normalglei
hungsmatrix übrig und deren Dimension entspri
ht der Breite der Blo
kspalten Atpm. InAbbildung 8 sind alle Blo
kspalten glei
h breit, da es si
h nur um eine s
hematis
he Darstellung handelt.Im Gegensatz dazu sind die Spalten der Designmatrix An ni
ht orthogonal, so dass gilt (A(:, i))T A(:, j) 6= 0au
h für alle i 6= j, d. h. die Normalglei
hungsmatrix Nn ist voll besetzt.Da im Blo
ks
hema des Glei
hungssystems h die Parameter na
h Ordnungen gruppiert sind, stehen alle Grade zueiner Ordnung hintereinander. Die unbekannten Parameter xn und die Spalten der Designmatrix An des kleinenSystems müssen in die glei
he Reihenfolge gebra
ht werden, damit die Normalglei
hungsmatrizen und die re
hteSeite wie in 12 addiert werden können. Betra
htet man nun die Koe�zientendreie
ke der Glei
hungssysteme nund h in Abbildung 9, so sieht man, dass es bei der Au�ösung 50 weniger Grade zu einer Ordnung gibt als beider Au�ösung 360.
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ke der Glei
hungssysteme aus Beispiel 2.2
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d = ℓmaxh

− ℓmaxn
ℓmaxh

du dggerade d/2 d/2ungerade gerade (d − 1)/2 (d + 1)/2ungerade (d + 1)/2 (d − 1)/2Tabelle 2: Formeln zur Bere
hnung der Gröÿen der Lü
ken dg und du zwis
hen den Nebendiagonalblö
ken inder Normalglei
hungsmatrix bei der Kombination eines regelmäÿigen mit einem ni
ht regelmäÿigen DatensatzEs entsteht daher bei der Zuordnung der geraden Grade g und der ungeraden Grade u innerhalb jedes Blo
ks
Acgm, Acum,Asgm und Asum eine Lü
ke am Ende des Blo
ks. Diese wird, wie oben erwähnt, mit Nullspaltenaufgefüllt, damit die ri
htigen Koe�zienten zugeordnet werden und die Matrizenmultiplikation de�niert ist.Die Länge dg bzw. du dieser Lü
ke ist jeweils für gerade Grade g und ungerade Grade u konstant, wie inAbbildung 9(a) abzulesen ist, wenn man entlang der m-A
hse wandert. Der Betrag d = dg + du kann mitfolgender Formel bere
hnet werden:

d = ℓmaxh
− ℓmaxn

= du + dg (13)Der Wert du bezei
hnet die entstehende Lü
ke innerhalb eines Blo
ks Acum oder Asum und dg analog dazudie Lü
ke innerhalb Acgm oder Asgm. Die Beträge dieser Lü
ken können mit Hilfe der Formeln in Tabelle 2bere
hnet werden.Abbildung 10 zeigt an einem kleineren Beispiel mit ℓmaxn
= 10 und ℓmaxh

= 12 das Ergebnis der Zuordnungder Spalten der Designmatrix An des niedrigau�ösenden Systems zu den Spalten der Designmatrix Ah desho
hau�ösenden Systems. Herausgehoben ist der Teil der Designmatrix
A =

(
Ah

Ān

)der die Spalten zur Ordnung 8 und 9 enthält. Die Designmatrix Ān ist dur
h Einfügen von Nullspalten aus derDesignmatrix An entstanden.
C C C S

1112101210121011912108

8 8 9 9 9 9

C S S S

8 11 9

C C S S S S C C C S

9119

8 8 8 8 8 8 8 8 9 9 9 9

Asg8 Asu8 Acg9 Acu9 Asg9 Asu9

dudgdudgdgdudg du

Grad ℓ

Ordnung m

Acu8Acg8

aus Ah

aus Ān

Abbildung 10: Zuordnung der Spalten der DesignmatrixAn des kleinen Systems zu den Spalten der Designmatrix
Ah des groÿen SystemsHellgrau dargestellt sind die Spalten eines Blo
ks, die zu allen übrigen Spalten ausserhalb des Blo
ks paarweiseorthogonal sind. Dunkelgrau eingezei
hnet sind Spalten, die ni
ht orthogonal zu den übrigen Spalten sind unddaher Elemente auÿerhalb der Diagonalblö
ke erzeugen. Dur
h Hinzufügen der Spalten Ān zu Ah werden
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h dort die entspre
henden Spalten linear abhängig. Dur
h die Lü
ken in der Designmatrix A entsteht inder Normalglei
hungsmatrix N = Nh + Nn ein S
ha
hbrett ähnli
hes Muster. In Abbildung 11 ist diesesS
ha
hbrettmuster s
hematis
h dargestellt.
dg du dg du

Abbildung 11: S
ha
hbrettmuster dur
h Kombination einer s
hwa
h besetzten mit einer vollbesetzten Normal-glei
hungsmatrixZur Spei
herung dieser Matrix müÿte der obere Blo
k, der das S
ha
hbrettmuster enthält, als eine zusammen-hängende Matrix gespei
hert werden. Die restli
hen Diagonalblö
ke können na
h wie vor als einzelne Matrizengespei
hert werden. Da der obere Blo
k Korrelationen zwis
hen den Ordnungen enthält, wird der na
hfolgendmit Nk bezei
hnet. Er muÿ als zusammenhängende Matrix gespei
hert werden, da bei der Choleskyzerlegungoder Inversion Füllelemente in ihm entstehen (Siehe dazu Anhang 4.2). Das Entstehen der Füllelemente kann inAbbildung 12 na
hvollzogen werden. Dort ist ein Blo
k Nk aus einer Kombination ℓmaxn
und ℓmaxh

, seine Cho-leskyzerlegung und seine Inverse dargestellt. Um diese Abbildungen zu ermögli
hen, sind die Glei
hungssystemeaus Beispiel 2.1 verkleinert worden, so dass gilt ℓmaxh
= 20 und ℓmaxn

= 10
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kAbbildung 12: Entstehung von Füllelementen dur
h Operationen der Linearen AlgebraDiese Füllelemente ma
hen die strenge Datenkombination wie in (12) aufwändig, da der Blo
k Nk sehr groÿwird. Die Seitenlänge des Blo
ks Nk setzt si
h zusammen aus der Seitenlänge der Normalglei
hungsmatrix Nnund zwei Lü
ken d pro Ordnung, jeweils d = du + dg für Sinus und d = du + dg für Kosinus. Anhand des Koe�-zientendreie
ks aus Abbildung 9 sieht man, dass d s
hneller gröÿer wird als die Seitenlänge der Diagonalblö
kedes kleinen Systems n. Tabelle 3 zeigt die Gröÿe des Blo
ks Nk bei vers
hiedenen Kombinationen. Die Gröÿe

r des Blo
ks Nk ∈ Rr×r wurde mit der Formel
r = 2 ℓmaxn

d + d mit d = ℓmaxh
− ℓmaxn

(14)bere
hnet.Au�ällig ist, dass ni
ht nur der maximale Entwi
klungsgrad des kleinen Systems die Spei
heranforderung erhöht,sondern au
h der des ho
hau�ösenden, blo
kdiagonalen Systems. So rei
hen z. B. drei Gigabyte Spei
her aus, umdie strenge Kombination ℓmaxh
=200, ℓmaxn

=100 zu re
hnen, wohingegen die Kombination ℓmaxh
=360, ℓmaxn

=

100 s
hon über 20 Gigabyte Spei
her benötigt die einem handelsübli
hen PC ni
ht zur Verfügung stehen.
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ht regelmäÿige Daten Kombination
ℓmaxh

Dimension Nh ℓmaxn
Dimension Nn Dimension Nk Spei
herplatz Nk200 40401 25 676 8925 608 MB50 2601 15150 1.7 GB75 5776 18875 2.7 GB100 10201 20100 3.0 GB360 130321 25 676 17085 2.2 GB50 2601 31310 7.3 GB75 5776 43035 13.8 GB100 10201 52260 20.3 GBTabelle 3: Explosion der Spei
heranforderung bei der Datenkombination im Blo
ks
hema2.3.1 Nummerierungss
hema von Bos
hUm die Struktur der Normalglei
hungen zu vereinfa
hen, s
hlug daher Bos
h (1993) eine Nummerierung vor,bei der die Koe�zienten in drei Zonen eingeteilt werden. Zur eindeutigen Identi�zierung bezei
hnen wir diesesS
hema daher als Drei-Zonen-S
hema (Abbildung 13(a)).
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) Cholesky-ReduktionAbbildung 13: Sortierung der Parameter na
h Bos
hZone Eins bilden die voll korrelierten Parameter der niedrigeren Grade bis ℓmaxn
, die zweite Zone bilden dieKoe�zienten höherer Grade (> ℓmaxh

), aber kleinerer Ordnung als ℓmaxh
, und den letzten Abs
hnitt bilden dieKoe�zienten hoher Grade und hoher Ordnungen. Innerhalb der einzelnen Zonen werden Parameter glei
herOrdnungen mit (15) gruppiert.

Cℓm, Sℓm ∈







Zone 1 falls 0 ≤ m ≤ ℓmaxn
und 0 ≤ ℓ ≤ ℓmaxnZone 2 falls 0 ≤ m ≤ ℓmaxn
und ℓmaxn

< ℓ ≤ ℓmaxhZone 3 falls ℓmaxn
< m ≤ ℓmaxh

und ℓmaxn
< ℓ ≤ ℓmaxh

(15)Damit tritt zwar eine kompaktere Struktur in den Normalglei
hungen auf (Abbildung 13(b)), trotzdem tretenbei der Reduktion wieder Füllelemente (Abbildung 13(
)), mit der glei
hen Anzahl auf, wie bei der Verwendungdes Blo
ks
hemas.2.3.2 Kites
hemaIm Zuge der GOCE Studien wurde von S
huh (1996) ein Nummerierungss
hema vorges
hlagen, das diesenMangel behebt. Dur
h die Umkehr der Reihenfolge der Parameter bei der Nummerierung wurde ein S
hemaentwi
kelt, bei wel
hem keinerlei Füllelemente während der Reduktion entstehen. Die dra
henartige Stuktur derNormalglei
hungen führte auf den Namen Kites
hema. Somit wird eine strenge Datenkombination von ho
hauf-lösenden, rotationssymmetris
hen Datenquellen, die nur ordnungsweise korreliert sind, mit beliebig verteilten,voll korrelierten Daten für die Bestimmung der niedrigeren Grade ohne Füllelemente mögli
h. Diese Datenkom-bination kann somit au
h für sehr ho
hau�ösende Systeme (z. B. Grad/Ordnung 720) ohne Probleme auf einem
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0 100 200 300 400(b) Cholesky ReduktionAbbildung 14: Sortierung der Parameter im Kites
hemaStandardre
hner bere
hnet werden. Neben der Lösung des Systems kann au
h sehr e�zient die partielle Inverse,d. h. die strenge Inverse für ausgewählte Elemente, ermittelt werden (Auzinger und S
huh 1998).Aufteilung der Koe�zienten in drei Zonen: Im Folgenden soll die Entstehung der drei Zonen und diedamit verbundene Struktur der Kitematrix erläutert werden. Hierzu werden zunä
hst nur die Koe�zienten undderen Korrelationen aufgrund des regelmäÿigen Datensatzes berü
ksi
htigt. Der erste S
hritt ist die Aufteilungder Koe�zienten in die Menge DNS (dense) und BLK (blo
k), dur
h Einführung eines maximalen Entwi
k-lungsgrades ℓmaxDNS (Abbildung 15), wel
her dem maximalen Entwi
klungsgrad des unregelmäÿigen Datensat-zes entspri
ht, dessen vollbesetzte (dense) Normalglei
hungsmatrix später addiert werden soll. Abbildung 15(a)zeigt die neu entstandenen Parameterzonen. Da die Koe�zienten bei Vorliegen eines regelmäÿigen Datensatzesnur ordnungsweise bei glei
her trigonometris
her Funktion und glei
her Parität des Grades korreliert sind, sindin der Ansi
ht des Koe�zientendreie
ks nur Parameter korreliert, die übereinander stehen. Aufgrund dieserKorrelationen in vertikaler Ri
htung entstehen innerhalb des Koe�zientendreie
ks die drei Zonen des S
hemasvon Bos
h. Diese Zonen sollen nun mit Full, Semi und Independent bezei
hnet werden (Abbildung 15(b)):
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• FullDie Parameter dieser Zone entspre
hen den Parametern des voll besetzten Normalglei
hungssystems desunregelmäÿigen Datensatzes. Sie werden am Ende der Parameterreihenfolge angeordnet.
• SemiDie Parameter der Zone Semi besitzen die glei
he Ordnung wie die des unregelmäÿigen Datensatzes, habendemgegenüber höhere Grade. Aufgrund der Korrelationen innerhalb der Ordnung existieren Korrelationenzu der Zone Full. Diese Zone wird in der Mitte der Parameterreihenfolge angeordnet.
• IndependentDie Parameter der Zone Independent sind völlig unabhängig von den Parametern der Zone Full und damitvon den Parametern des unregelmäÿigen Datensatzes, da ihre Ordnungen höher sind, als die maximaleOrdnung ℓmaxDNS . Die Parameter der Zone Independent stehen stets am Anfang der Parameterreihenfolge.



2.3 Kombination von regelmäÿigen und unregelmäÿigen Daten 27Korrelationen zwis
hen den Zonen in der Normalglei
hungsmatrix: Dur
h das Kites
hema werdendie drei Zonen in der Reihenfolge Independent,Semi,Full angeordnet. Aufgrund der Korrelationen zwis
hen denZonen kann die Kitematrix, wie in Abbildung 16 dargestellt, in vers
hiedene Sektoren aufgeteilt werden.
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Abbildung 16: Aufteilung der Kitematrix in vers
hiedene SektorenDa die Parameter der Zone Independent unabhängig von allen anderen sind, gibt es in der ersten Blo
kzeileund der ersten Blo
kspalte in Abbildung 16 nur den Sektor Independent-Independent, der die Korrelationenzwis
hen den Parametern aus der Zone Independent enthält. Die Zonen Semi und Full sind teilweise miteinanderkorreliert, da die Parameter der Ordnungen m mit m ≤ ℓmaxDNS auf beide Zonen verteilt sind. Somit sindzusätzli
h zu den Sektoren Semi-Semi und Full-Full au
h die Sektoren Semi-Full mit Ni
htnullelementen belegt.In den Sektoren Independent-Independent enstehen während der Reduktion keine Füllelemente. Analoges giltfür den Sektor Semi-Semi im mittleren Berei
h. Für den Sektor Semi-Full kann zunä
hst angenommen werden,dass unter den Kite�Flügeln Füllelemente enstehen. Betra
htet man jedo
h die Struktur genauer, so erkenntman, dass zu jedem Diagonalblo
k im mittleren Abs
hnitt Semi-Semi exakt nur ein Blo
k in Semi-Full korre-spondiert. Da pro (Blo
k-) Zeile somit nur jeweils ein Nebendiagonalblo
k existiert, vers
hwinden alle Skalar-produkte zwis
hen unters
hiedli
hen (Blo
k-)Spalten. Damit entstehen beim Reduktions
hritt (z.B. Cholesky)keine zuätzli
hen Füllelemente.Zur Entstehung der Nebendiagonalblö
ke: Am Beispiel einer einzelnen Ordnung soll nun die Entste-hung der Kite�Flügel dargestellt werden. Ausgehend von der Nummerierung im Blo
ks
hema und der darausresultierenden Blo
kdiagonalmatrix werden die Veränderungen diskutiert, die si
h dur
h die Umsortierung indas Kites
hema ergeben. Dazu wird eine Ordnung mi mit mi ≤ ℓmaxDNS herausgegri�en, deren Parameter teil-weise in der Parametermenge DNS und teilweise in der Parametermenge BLK liegt. Zur Vereinfa
hung derDarstellung sollen nur die Sinuskoe�zienten Sℓmi
betra
htet werden. Da innerhalb der Ordnung mi nur dieParameter miteinander korreliert sind, deren Grad die glei
he Parität hat, entstehen beim Blo
ks
hema in derNormalglei
hungsmatrix zwei Diagonalblö
ke. Dur
h Einführung der beiden Parametermengen DNS und BLKwerden diese beiden Diagonalblö
ke, die in Abbildung 17(b) hervorgehoben sind, weiter unterteilt.Blau dargestellt sind die Korrelationen zwis
hen Parametern aus dem Berei
h Full. Rot kennzei
hnet die Korre-lationen zwis
hen Parametern aus dem Berei
h Semi. Die Korrelationen zwis
hen den Parametern dieser beidenZonen stellen die gelb eingezei
hneten Sektoren dar. Beim Übergang auf die Kite�Nummerierung werden dieDiagonalblö
ke des Blo
ks
hemas auseinandergezogen und in die Sektoren Semi-Semi und Full-Full einsortiert.Die Korrelationen zwis
hen Semi und Full kommen dadur
h in den Sektor Semi-Full und bilden die Kite�Flügel.Diese stellen ni
ht die Korrelationen zwis
hen den regelmäÿigen und den ni
ht regelmäÿigen Daten dar, sondernnur die Korrelationen zwis
hen den niedrigen und den hohen Graden innerhalb der Ordnung beim regelmäÿigenDatensatz.Zur Kombination von regelmäÿigen, ho
hau�ösenden Daten mit dem Kites
hema werden zunä
hst die Ele-mente der Kitematrix bere
hnet, die aufgrund des regelmäÿigen Datensatzes entstehen. Der letzte Blo
k derKitematrix, der dem Korrelationssektor Full-Full entspri
ht, ist in dieser Matrix no
h blo
kdiagonal (Abbil-dung 18(a)). Seine Koe�zienten haben die glei
he Reihenfolge wie die der vollbesetzten Normalglei
hungsmatrix(Abbildung 18(b)) des unregelmäÿigen Datensatzes. Ans
hlieÿend wird die Kitematrix vervollständigt, indemdie vollbesetzte Normalglei
hungsmatrix zu dem Korrelationssektor Full-Full addiert wird (Abbildung 18(b)).
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hemaAbbildung 17: Entstehung der Kite�Flügel beim Übergang vom Blo
ks
hema auf das Kites
hema
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) Kombinierte KitematrixAbbildung 18: Vorgehen beim Aufstellen der KitematrixDas Kites
hema kann sehr e�zient für die strenge Lösung von kombinierten Modellen mit gegitterten, ho
h-au�ösenden Daten eingesetzt werden, dient aber au
h als ausgezei
hnete Näherungslösung, wenn die ho
hauf-lösenden Daten zwar ni
ht in rotationssymmetris
her, aber nahezu regelmäÿiger Form vorliegen. Hier kann dieKitematrix zur Vorkonditioniererung verwendet und eine strenge Lösung sehr e�zient über iterative Te
hni-ken bere
hnet werden. Das speziell für die GOCE Auswertung entwi
kelte PCGMA�Verfahren(Pre
onditionedConjugate Gradient Multiple Adjustment (S
huh 1996)) verwendet das Kites
hema zur Datenkombination derSST (satellite-to-satellite tra
king) und SGG (satellite gravity gradiometer) Daten.



293 Freies Kite�Nummerierungss
hema FKNWie si
h bei den neueren GOCE Simulationen zeigte, weist das Kites
hema einige Unzulängli
hkeiten auf. Sowurden die Parameter für jede Ordnung m immer mit Grad ℓmin = max(2, m) begonnen und dur
h einen kon-stanten Grad ℓmaxDNS für die voll korrelierten Parameter bzw. ℓmaxBLK für das ho
hau�ösende Modell begrenzt.Bei vielen Erds
hwerefeldmodellierungen (z. B. EIGEN-1S (Reigber et al. 2002), EIGEN-2 (Reigber et al.2003)) werden inzwis
hen variable S
hranken eingeführt, um bestimmte Resonanzfrequenzen besser berü
ksi
h-tigen zu können.Um diesen Anforderungen na
hkommen zu können, wird hier eine Methodik vorgestellt, die eine variable Ab-grenzung im Kite-S
hema erlaubt. Dieses im folgenden Kapitel bes
hriebene Verfahren wird als Freies Kite�Nummerierungss
hema (FKN) bezei
hnet und setzt si
h im Wesentli
hen aus drei Kernkomponenten zusammen1. Algorithmus für die Aufstellung der Reihenfolge der Parameter2. Spei
herung und Addressierung der Ni
htnullelemente der Normalglei
hungsmatrix3. Choleskyreduktion, Vorwärts- und Rü
kwärtseinsetzen und unvollständige Inversion mit dem gewähltenSpei
hers
hema3.1 Aufstellung der Reihenfolge der ParameterIm Kites
hema wird die Reihenfolge der Parameter zunä
hst symbolis
h aufgestellt und gespei
hert. Dadur
hwerden die Aufstellung und die Anwendung der Nummerierung voneinander getrennt. Die symbolis
he Spei
he-rung der Parameter erfolgt in einer ASCII Datei mit folgendem Aussehen:1 # kite numbering scheme2 maxgrad 3603 maxordnung 3604 nrparam 1303215 C 0 06 C 2 07 C 4 08 C 6 09 C 8 010 C 10 011 usw.In den Algorithmen ist es an vers
hiedenen Stellen notwendig, die trigonometris
he Funktion, den Grad oderdie Ordnung zu verglei
hen. Innerhalb der Algorithmen wird daher ein Parameter in einem Objekt gespei
hert,das die Elemente CS, ℓ, und m enthält, die einen Parameter eindeutig identi�zieren.3.1.1 Freies Blo
ks
hemaUm eine gröÿere Flexibilität bei der Erds
hwerefeldmodellierung zu ermögli
hen, werden Nummerierungss
he-mata notwendig, die es erlauben, bestimmte Koe�zienten gezielt aus- oder abzuwählen. Die starre Begrenzungauf einen maximalen Grad für alle Ordnungen erweist si
h in der Praxis als zu un�exibel, um auf Stärken wieResonanzfrequenzen und S
hwä
hen, wie s
hle
ht bestimmte, zonale Koe�zienten aufgrund des polaren Lo
hs,eines Modells eingehen zu können.Gesu
ht ist daher die Mögli
hkeit, gezielt Parameter hinzuzunehmen oder wegzulassen. Um dies zu ermögli
hen,wird nun das Blo
ks
hema (Algorithmus 2.2) dur
h die Einführung eines minimalen Grades ℓmin und einesmaximalen Grades ℓmax für jede Ordnung m erweitert. Diese Grenzen können in drei Vektoren m, ℓmin und
ℓmax abgebildet werden, die die Menge der angesetzten Parameter eindeutig bes
hreiben. Diese Vektoren sindglei
hlang und haben so viele Elemente wie Ordnungen angesetzt werden. Die Anzahl der Ordnungen soll mit
o bezei
hnet werden. Das so erweiterte Blo
ks
hema wird freies Blo
ks
hema genannt.

m =
(
m1, m2, . . . , mo) ∈ Ro×1

ℓmin =
(
ℓmin1

, ℓmin2
, . . . , ℓmino

)
∈ Ro×1

ℓmax =
(
ℓmax1

, ℓmax2
, . . . , ℓmaxo

)
∈ Ro×1Das Prinzip soll nun an einem einfa
hen Beispiel gezeigt werden.



30 3 FREIES KITE�NUMMERIERUNGSSCHEMA FKNBeispiel 3.1 (Freies Blo
ks
hema: ) Gegeben seien folgende Vektoren der minmalen und maximalen Gradefür alle Ordnungen m zwis
hen 0 und 7:
m =

(
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

)

ℓmin =
(
2, 2, 2, 3, 5, 5, 6, 7

)

ℓmax =
(
6, 7, 6, 7, 6, 7, 6, 7

)

Gesu
ht ist die Reihenfolge und die Anzahl der ausgewählten Parameter im freien Blo
ks
hema. �

Das Koe�zientendreie
k zu diesem Beispiel (Abbildung 19) besitzt keine e
hte Dreie
ksform mehr, sondern anallen drei Seiten zeigen si
h unregelmäÿige Einbu
htungen, die von den ausgelassenen Parametern herrühren.

Ordnung m

← Slm    Clm →

0
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G
ra

d 
l

12345678 0 1 2 3 4 5 6 7 8Abbildung 19: Freies Blo
ks
hema mit individuellem minimalem und maximalem Grad pro Ordnung
Der Algorithmus 3.1 für die Bestimmung der Reihenfolge der Parameter im freien Blo
ks
hema funktioniertanalog zu dem Algorithmus 2.2 des klassis
hen Blo
ks
hemas, mit dem Unters
hied, dass statt der Grenzen 0und ℓmax jetzt die Vektoren ℓmin und ℓmax für die Grenzen von ℓ eingesetzt werden. Da die Anzahl der un-bekannten Parameter dur
h die freien Grenzen ni
ht mehr mit (9) bere
hnenbar ist, werden die auftretendenParameter in einer Datenstruktur abgelegt, wel
he das Anhängen von neuen Elementen am Ende erlaubt. DieseDatenstruktur wird mit Sta
k bezei
hnet. Die Anzahl der unbekannten Parameter entspri
ht der Länge desSta
ks, den der Algorithmus erzeugt.



3.1 Aufstellung der Reihenfolge der Parameter 31Algorithmus 3.1 (Freies Blo
ks
hema)1 #include "parameter.h"23 void freies_blockschema_reihenfolge( vector<Parameter> &stack, Vector l_min, Vector l_max )4 {5 // C_lm anordnen6 for( int m = 0; m < l_max.size(); m++ )7 {8 for( int l = l_min[m]; l <= l_max[m]; l += 2 )9 stack.push_back( Parameter( ’C’, l, m ) ); // gerade/ungerade Koeffizienten1011 for( int l = l_min[m]+1; l <= l_max[m]; l += 2 )12 stack.push_back( Parameter( ’C’, l, m ) ); // ungerade/gerade Koeffizienten1314 // S_lm anordnen15 if( m != 0 )16 {17 for( int l = l_min[m]; l <= l_max[m]; l += 2 )18 stack.push_back( Parameter( ’S’, l, m ) ); // gerade/ungerade Koeffizienten1920 for( int l = l_min[m]+1; l <= l_max[m]; l += 2 )21 stack.push_back( Parameter( ’S’, l , m ) ); // ungerade/gerade Koeffizienten22 }23 }24 }Der Algorithmus Freies Blo
ks
hema (3.1) ermittelt für das Beispiel 3.1 51 Parameter in der folgenden Reihen-folge:
C20 C40 C60 C30 C50 C21 C41 C61 C31 C51 C71 S21 S41 S61 S31 S51 S71

C22 C42 C62 C32 C52 S22 S42 S62 S32 S52 C33 C53 C73 C43 C63 S33 S53

S73 S43 S63 C54 C64 S54 S64 C55 C75 C65 S55 S75 S65 C66 S66 C77 S77Diese Parameter werden in der oben bes
hriebenen Form in einer ASCII Datei gespei
hert, damit andere Pro-gramme diese Reihenfolge in ihrer Bere
hnung verwenden können.3.1.2 Freies Kites
hemaMit dem neu entwi
kelten Freien Kite�Nummerierungss
hema (FKN) können nun Daten kombiniert werden,wobei beide Modelle jeweils freie Grenzen besitzen, wie es im Freien Blo
knummerierungs
hema eingeführtwurde. Das Freie Kite�Nummerierungs
hema garantiert, dass in diesem allgemeinen Fall die resultierende Nor-malglei
hungsmatrix eine Kitematrix bleibt, um eine Datenkombination ohne Füllellemente zu ermögli
hen. Sokann beispielsweise die in den Abbildungen 15 und 16 dargestellte Kon�guration mit den festen Grenzen 2, ℓDNSund ℓBLK dur
h folgende Vektoren im FKN bes
hrieben werden:
m =

(
0, 1, 2, 3, 4, . . . , 19, 20

)

ℓminDNS =
(
2, 2, 2, 3, 4, . . . , 9, 10,−1,−1, . . . ,−1

)
ℓminBLK =

(
2, 2, 2, 3, 4, . . . , 19, 20

)

ℓmaxDNS =

(

10, 10, . . . , 10
︸ ︷︷ ︸Ordnung 0 bis 10, −1, . . . ,−1

︸ ︷︷ ︸Ordnung 11 bis 20) ℓmaxBLK =
(
20, 20, . . . , 20

)
.Aus diesen Vektoren kann FKN nun die symbolis
he Reihenfolge der Parameter und die Positionen der Ni
ht-nullelemente in der Normalglei
hungsmatrix bere
hnen. Während das Kites
hema auf komplexen Programmenmit starren Re
henvors
hriften aufgebaut ist, die keine weitere Flexibilisierung zulassen, wurde bei der Weiter-entwi
klung des FKN auf eine klar strukturierte, regelbasierte Logik gea
htet.Regelbasierte Verarbeitung: Der Algorithmus zur Aufstellung der Parameterreihenfolge mit FKN bestehtaus zwei S
hleifen und einem regelbasierten Ents
heidungsbaum innerhalb des inneren S
hleifenrumpfes. Dieäussere S
hleife iteriert über alle Ordnungen und die innere S
hleife iteriert vom minimalen Grad bis zum ma-ximalen Grad der jeweiligen Ordnung entspre
hend dem Algorithmus 3.1. Im Unters
hied zu Algorithmus 3.1



32 3 FREIES KITE�NUMMERIERUNGSSCHEMA FKNliegen hier sowohl für Parameter aus der Korrelationszone DNS als au
h für Parameter aus der Korrelations-zone BLK die Vektoren der minimalen und maximalen Grade vor. Ist zu einer Ordnung i kein minmaler undmaximaler DNS Grad vorhanden, so werden die Vektoren ℓminDNS und ℓmaxDNS an der Stelle i mit dem Wert -1ausgefüllt. Der FKN Algorithmus benutzt für seine innere S
hleife das Minimum der beiden minimalen Gradeund das Maximum der beiden maximalen Grade für die betre�ende Ordnung, wobei Vektorelemente mit demWert -1 ignoriert werden. Innerhalb der S
hleifen werden drei Sta
ks aufgebaut. Jeder Parameter dur
hläuftnun den Ents
heidungsbaum und wird entweder auf einen der drei Sta
ks gelegt oder verworfen. Die drei Sta
ksenthalten na
h Dur
hlaufen der S
hleife die Parameter der Zonen Full, Semi und Independent. Der Ents
hei-dungsbaum arbeitet na
h folgenden Regeln:Algorithmus 3.2 (Zuordnung zu einer Korrelationszone)Untersu
ht wird der Parameter {CS}lm:a) Gibt es innerhalb der Ordnung m keine Parameter der Korrelationszone DNS, d. h. ℓminDNS(m) = −1 und
ℓmaxDNS(m) = −1 so liegt der Parameter in der Zone Independent, sonst in Semi oder Full

b) Liegt der Grad ℓ für diesen Parameter innerhalb des minimalen und des maximalen Grades der KorrelationszoneDNS für diese Ordnung m, d. h. ℓminDNS(m) ≤ ℓ ≤ ℓmaxDNS(m), so liegt der Parameter in Zone Full, sonst inZone Semi.
Der Rahmen zur Aufstellung der Parameterreihenfolge mit diesen Regeln funktioniert na
h folgendem Prinzip:Algorithmus 3.3 (Freies Kite�Nummerierungss
hema)1 Schleife über alle Ordnungen m2 {3 Schleife über alle Grade l dieser Ordnung4 {56 Gerade Kosinuskoeffizienten7 in Zone Independent, Semi oder Full einsortieren89 Ungerade Kosinuskoeffizienten10 in Zone Independent, Semi oder Full einsortieren1112 Gerade Sinuskoeffizienten13 in Zone Independent, Semi oder Full einsortieren1415 Ungerade Sinuskoeffizienten16 in Zone Independent, Semi oder Full einsortieren17 }18 }1920 Zonen aneinanderhängenAlgorithmus 3.3 stellt den Algorithmus zur Aufstellung der Reihenfolge der unbekannten Parameter zum lei
h-teren Verständnis in Textform dar, wohingegen Algorithmus 3.4 eine in C++ programmierte Version ist.



3.1 Aufstellung der Reihenfolge der Parameter 33Algorithmus 3.4 (FKN)1 #include "parameter.h"23 struct Zones { vector<Parameter> Independent, Semi, Full; };45 void appendToZone( Parameter p, Zones &zones, Vector &dns_min, Vector &dns_max )6 {7 // Kein minmaler und maximaler Grad für DNS, daher ist p in Zone Independent8 if( dns_min[p.m()] == -1 or dns_max[p.m()] == -1 )9 zones.Independent.push_back( p );1011 // Parameter ist in Zone Full12 else if( dns_min[p.m()] <= p.l() and p.l() <= dns_max[p.m()] )13 zones.Full.push_back( p );1415 // Parameter ist in Zone Semi16 else17 zones.Semi.push_back( p );18 }1920 Zones fkn_reihenfolge( Vector orders, Vector dns_min, Vector dns_max, Vector blk_min, Vector blk_max )21 {22 Zones zones; // Die drei Zonen2324 for( int m = 0; m < orders.size(); m++ ) // C_lm anordnen25 {26 int lmin, lmax; // kleinster und größter Grad dieser Ordnung27 if( dns_min[m] != -1 and dns_max[m] != -1 )28 {29 lmin = min(dns_min[m],blk_min[m]);30 lmax = max(dns_max[m],blk_max[m]);31 }32 else33 lmin = blk_min[m], lmax = blk_max[m];3435 for( int l = lmin; l <= lmax; l += 2 )36 appendToZone( Parameter(’C’, l, m ), zones, dns_min, dns_max ); // gerade/ungerade Koeffizienten3738 for( int l = lmin+1; l <= lmax; l += 2 )39 appendToZone( Parameter( ’C’, l, m ), zones, dns_min, dns_max ); // ungerade/gerade Koeffizienten4041 if( m != 0 ) { // S_lm nur für Ordnung größer null42 for( int l = lmin; l <= lmax; l += 2 )43 appendToZone( Parameter( ’S’, l, m ), zones, dns_min, dns_max ); // gerade/ungerade Koeffizienten4445 for( int l = lmin+1; l <= lmax; l += 2 )46 appendToZone( Parameter( ’S’, l , m ), zones, dns_min, dns_max ); // ungerade/gerade Koeffizienten47 }48 }49 return zones;50 }Das Beispiel 3.1 soll nun erweitert werden, um die Funktionsweise des FKN zu demonstrieren.Beispiel 3.2 (Anwendung FKN) Angenommen, die gegebenen Vektoren für die Ordnungen und die minima-len und maximalen Grade des Beispiels 3.1 bes
hreiben die Parametermenge für einen regelmäÿigen DatensatzBLK mit einer blo
kdiagonalen Normalglei
hungsmatrix. Diese sollen nun kombiniert werden mit Parameterneines unregelmäÿigen Datensatzes DNS, deren Normalglei
hungsmatrix vollbesetzt ist. Die Eingabevektoren fürden Algorithmus 3.3 bzw. 3.4 sind im folgenden dargestellt. Gibt es zu einer Ordnung keinen Parameter inder Korrelationszone, so ist, wie oben erläutert, sowohl der maximale, als au
h der minimale Grad zu dieserKorrelationszone glei
h -1.



34 3 FREIES KITE�NUMMERIERUNGSSCHEMA FKN
m =

(
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

)

ℓminDNS =
(
3, 2, 3, 5, 5, 5,−1,−1

)
ℓminBLK =

(
2, 2, 2, 3, 5, 5, 6, 7

)

ℓmaxDNS =
(
5, 6, 5, 6, 5, 5,−1,−1

)
ℓmaxBLK =

(
6, 7, 6, 7, 6, 7, 6, 7

)
.Gesu
ht ist die Reihenfolge der Parameter im Freien Kites
hema FKN, so dass die Normalglei
hungsmatrix deskombinierten Systems eine Kitematrix ist. �Der FKN Algorithmus (Algorithmus 3.4) bere
hnet mit den Vektoren dieses Beispiels eine Gesamtanzahl von51 Parametern in den drei Korrelationszonen Independent, Semi und Full. Die Reihenfolge der Parameter ergibtsi
h dur
h Aneinanderhängen der drei Zonen in der angegebenen Reihenfolge.Independent (4) C66 S66 C77 S77Semi (20) C20 C60 C71 S71 C22 C62 S22 S62 C33 C73

C43 S33 S73 S43 C64 S64 C75 C65 S75 S65Full (27) C40 C30 C50 C21 C41 C61 C31 C51 S21 S41 S61 S31 S51 C42

C32 C52 S42 S32 S52 C53 C63 S53 S63 C54 S54 C55 S55Die einzelnen Koe�zientendreie
ke für die Parametermengen BLK und DNS wei
hen s
hon von den normaler-weise gezeigten Koe�zientendreie
ken mit glatten Dreie
kskanten ab (Abbildung 20(a) und 20(b)). Das Dreie
kfür die Kombinationslösung ist darüber hinaus insofern aussergewöhnli
h, als dass die drei entstehenden Kor-relationszonen Independent(rot), Semi(grün) und Full(blau) unregelmäÿig sind und die Zone Semi ni
ht mehrzusammenhängend ist (Abbildung 20(
)). Trotzdem bringt der FKN Algorithmus 3.4 die Parameter in eineReihenfolge, die eine Normalglei
hungsmatrix mit Kitestruktur erzeugt und daher eine strenge Kombinationder Datentypen für DNS und BLK erlaubt, ohne dass ein einziges Füllelement entsteht.
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0 10 20 30 40 50(d) KitematrixAbbildung 20: Koe�zientendreie
ke und Kitematrix für Beispiel 3.23.1.3 Auswahl der zu s
hätzenden ParameterDie Menge der angesetzten Parameter wird dur
h die drei Vektoren m, ℓmin und ℓmax dargestellt. Aus diesenVektoren bere
hnet der FKN Algorithmus die zu verwendende Reihenfolge der Parameter. Werden zwei Daten-



3.2 Notation innerhalb der Kitematrix 35typen mit unters
hiedli
her Parametrisierung kombiniert, so sind pro Datensatz zwei Vektoren ℓmin und ℓmaxnotwendig, so dass die Eingabe für den FKN Algorithmus aus insgesamt fünf Vektoren besteht. Die Länge dieserVektoren wird von der maximalen Ordnung bestimmt, die verwendet werden soll. Es wäre sehr mühsam, diesefünf Vektoren für gröÿere Modelle von Hand aufzustellen. Daher gehört zum freien Kite�Nummerierungss
hemaau
h eine Interpolation, die innerhalb des Koe�zientendreie
ks ausgeführt wird. Damit ist es mögli
h, die not-wendigen Eingabevektoren für den FKN Algorithmus komfortabel zu erstellen. Dazu werden für ausgesu
hteOrdnungen minimale und maximale Grade angegeben, die als Stützpunkte für die Interpolation dienen. Dieminimalen und maximalen Grade für alle anderen Ordnungen werden zwis
hen diesen Stützpunkten, d. h. ent-lang der gestri
helten Linien in Abbildung 21(b), linear interpoliert. Abbildung 21(a) zeigt ein Beispiel für dieAngabe einiger Stützpunkte für einen Datentyp.
# maximale Ordnung
OMAX 30

# Ordnung / min. Grad / max. Grad
B 0 2 30
B 2 2 25
B 6 6 30
B 10 12 25
B 14 14 30
B 18 18 25
B 22 22 30
B 30 30 30(a) Angabe der Stützpunktefür die Interpolation der mini-malen und maximalen Gradeder Ordnungen
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) Koe�zientendreie
k mit den zwis
hen denStützpunkten interpolierten minmalen und maxi-malen GradenAbbildung 21: Auswahl der zu s
hätzenden Parameter dur
h Angabe von StützpunktenAus den Angaben in Abbildung 21(a) werden die drei Vektoren m, ℓmin und ℓmax bere
hnet, mit denen die not-wendige Reihenfolge der Parameter bestimmt wird. Die Syntax dieser Datei ist sehr einfa
h, das S
hlüsselwortOMAX gibt die maximale Ordnung, d. h. die Länge der drei Vektoren m, ℓmin und ℓmax an. Die na
hfolgen-den Zeilen enthalten jeweils in der angegebenen Reihenfolge eine Spezi�zierung des Datentyps (B=BLK oderD=DNS), die Ordnung und den minimalen und den maximalen Grad für diese Ordnung. Wird nur ein Da-tentyp angegeben, so entstehen dur
h die Interpolation drei Vektoren. Werden zwei Datentypen angegeben, soentstehen fünf Vektoren, jeweils ℓmin und ℓmax für beide Datentypen und den Vektor m der Ordnungen.3.2 Notation innerhalb der KitematrixUm die entwi
kelten Algorithmen, die mit der Kitematrix arbeiten, erläutern zu können, sei an dieser Stelledie verwendete Notation an einem Beispiel erläutert. Die Kitematrix wird mit K ∈ Rn×n bezei
hnet, wobei ndie Anzahl der ges
hätzten Parameter ist. K wird als η × η Blo
kmatrix (Kαβ) dargestellt. Ein Blo
k Kαβmit 1 ≤ α, β ≤ η hat die Dimension nα × nβ . Hierbei gilt n =
∑η

α=1 nα. Mit der Blo
kkoordinate τ wird dieGrenze festgelegt, bis zu der nur Diagonalblö
ke und keine Nebendiagonalblö
ke vorhanden sind. Diese Grenzeist für den Cholesky Algorithmus wi
htig und wird deshalb Reduktionsgrenze genannt. Weiterhin existiert inder Kitematrix ein vollbesetzer Blo
k D ∈ Rnd×nd . Dieser Blo
k beinhaltet alle Diagonalblö
ke Kτ+1τ+1 bis
Kηη. Die Dimension

nd =

η
∑

α=τ+1

nα (16)ist die Summe aller Blo
kgröÿen jenseits der Reduktionsgrenze. Alle Nebendiagonalblö
ke Kαβ liegen über D.Im Folgenden werden für die Indizierung von Blö
ken grie
his
he Bu
hstaben verwendet, um sie von der ska-laren Indizierung zu unters
heiden (Abbildung 22). Die Besetztheitsstruktur der Kitematrix ist dur
h folgendeEigens
haften festgelegt, wel
he aufgrund der Symmetrie nur an der oberen Dreie
ksmatrix erläutert werden:
• jedes Diagonalelement kii ist Diagonalelement genau eines quadratis
hen Diagonalblo
ks, d. h. jede belie-bige Zeile K(i, :) und jede beliebige Spalte K(:, i) geht genau dur
h einen Diagonalblo
k,



36 3 FREIES KITE�NUMMERIERUNGSSCHEMA FKN
K11n1
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Abbildung 22: Für die Kitematrix verwendete Notation
• zu jedem Diagonalblo
k auÿer dem letzten gibt es genau null oder einen Nebendiagonalblo
k. Diese Blö
kewerden Subblö
ke genannt,
• ein Subblo
k beginnt und endet in derselben Zeile wie bena
hbarte Diagonalblo
k; er muss jedo
h ni
htquadratis
h sein,
• alle Subblö
ke liegen oberhalb des letzten Diagonalblo
ks,
• jeder Subblo
k liegt in einer eigenen Blo
kspalte.

letzten Diagonalblock

Subblöcke beeinflussen

sind gleich hoch

und entspr. Subblock

Diagonalblock
Alle Subblöcke sind über

dem letzten Diagonalblock

Reduktionsgrenze τ

Abbildung 23: Eigens
haften einer KitematrixIm Zuge der Programmentwi
klung von p
gma ist ein speziell für die Eigens
haften der Kitematrix ausgelegtesSpei
hers
hema entwi
kelt und implementiert worden. Dieses Spei
hers
hema erlaubt das e�ziente Laden undSpei
hern mit minimalem Spei
herplatzbedarf sowie das Senden und Empfangen der kompletten Kitematrixüber MPI.3.3 Bere
hnung der Positionen der Ni
htnullelementeAufgrund der De�nitionen der Zonen und der oben getro�enen Annahmen bestehen zwis
hen einzelnen Para-metern Korrelationen. Dur
h die vorher bestimmte, symbolis
he Reihenfolge der Parameter wird die Normal-glei
hungsmatrix so umsortiert, dass folgende Operationen der Linearen Algebra mit der Kitematrix ohne dieEntstehung von Füllelementen mögli
h sind:
• Choleskyzerlegung der Kitematrix K, hierbei entstehen keine Füllelemente,
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• Inversion der Kitematrix K unter Verna
hlässigung entstehender Füllelemente. Es entsteht eine unvoll-ständige Inverse K−1unvollst. der Kitematrix.
• Lösung des Glei
hungssystems KX = B mit Hilfe der Choleskyzerlegung K = RT R der Kitematrix.Die Matrix B kann mehrere re
hte Seiten enthalten, so dass es mögli
h ist mehrere Lösungen glei
hzei-tig zu bere
hnen. Diese Mögli
hkeit wurde vorgesehen, um später den Algorithmus von Alkhatib undS
huh (2006) zur Bere
hnung der Kovarianzmatrix der ges
hätzen Parameter mit Hilfe der Monte�CarloSimulation bere
hnen zu können.Um die Kitematrix aufstellen zu können, brau
ht man jedo
h über den symbolis
hen Parametervektor hinausdie Positionen der Ni
htnullelemente in der Kitematrix. Ein Ni
htnullelement in der Kitematrix repräsentiertdie Korrelation zwis
hen zwei Parametern. Zur Bere
hnung der Korrelationen wird der Algorithmus 3.5 ver-wendet, der jeden Parameter mit allen na
hfolgenden Parametern verglei
ht und anhand der InformationenKosinus, Sinus, Ordnung, Parität (Geradheit) der Grade und der Vektoren der minimalen und maximalen Gra-de ermittelt, ob die beiden Parameter korreliert sind. Sind sie korreliert, wird die Position des resultierendenNi
htnullelements gespei
hert. Die Struktur der Kitematrix K ∈ Rn×n wird in einem symbolis
hen Parameter-vektor p ∈ Rn×1 gespei
hert, dessen Elemente Objekte mit drei Einträgen sind: Grad ℓ, Ordnung m und dieInformation über die trigonometris
he Funktion CS, die glei
h 'C' oder glei
h 'S' sein kann.Algorithmus 3.5 (Bere
hnung der Korrelationen)1 void nonzeros( vector<nonzero> &nz, vector<Parameter> &Reihenfolge, vector<Parameter> &Full )2 {3 int n = Reihenfolge.size(); // Anzahl der Parameter45 for( int i = 0; i < n; ++i )6 for( int j = i; j < n; ++j )7 if( correlated( Reihenfolge[i], Reihenfolge[j], Full ) )8 nz.push_back( nonzero(i,j) ); // Indizes speichern9 }101112Die Bere
hnung der Positionen der Ni
htnullelemente in der Kitematrix ist innerhalb des FKN die re
henin-tensivste Arbeit, da jede Position der Korrelationsmatrix einzeln ausgewertet werden muss. Dies sind bei nunbekannten Parametern n2 Positionen. Da die Korrelationsmatrix jedo
h per De�nition symmetris
h ist, brau-
hen nur n(n + 1)/2 Positionen ausgewertet werden. Dazu sind in Algorithmus 3.5 zwei vers
ha
htelte S
hleifennotwendig. Die äussere S
hleife iteriert über alle Parameter des symbolis
hen Parametervektors p und die innereS
hleife iteriert über alle Parameter ab der aktuellen Position. Die Funktion 
orrelated in Algorithmus 3.5 prüftmit Algorithmus 3.6, ob die zwei symbolis
h dargestellten Parameter korreliert sind.Algorithmus 3.61 bool correlated( Parameter p1, Parameter p2, vector<Parameter> Full )2 {3 if( p1.isElementOf( Full ) and p2.isElementOf( Full ) )4 return true; // p1 und p2 sind korreliert56 if( p1.m() == p2.m() // gleiche Ordnung7 and8 p1.l() % 2 == p2.l() % 2 // gleiche Parität (Geradheit) des Grades9 and10 p1.CS() == p2.CS() // gleiche trigonometrische Funktion11 )12 return true; // p1 und p2 korreliert1314 return false; // p1 und p2 nicht korreliert15 }16Als Ergebnis liefert Algorithmus 3.5 die Koordinaten der Ni
htnullelemente der Kitematrix in einer Tabelle von



38 3 FREIES KITE�NUMMERIERUNGSSCHEMA FKNx-y�Paaren, wie in Tabelle 4 am Beispiel der Kitematrix aus Abbildung 24 gezeigt. Da die Ni
htnullelementein der Kitematrix immer in Blö
ken gruppiert sind, kann die Spei
herung der Koordinaten stark vereinfa
htwerden. Hierzu wird von einem Blo
k der Kitematrix jeweils die Zeile und Spalte des ersten Elementes unddie Anzahl der Zeilen und Spalten des Blo
ks gespei
hert. Um auf diese blo
kweise Darstellung der Ni
htnull-elemente zu kommen, wird die Tabelle der Ni
htnullelemente (Tabelle 4) untersu
ht, indem das Inkrement ∆xbzw.∆y zwis
hen bena
hbarten x� bzw. y�Werten gebildet wird. Die Ni
htnullelemente werden na
h (17) in einezeilenweise Darstellung transformiert, bei der pro Zeile zwei verkettete Listen mit den Bezei
hnungen blo
k undsubblo
k, angelegt werden. Jedes Element einer Zeile wird einer der beiden Listen zugeordnet. Beispielsweisewird die zeilenweise Darstellung aus Tabelle 5 mit (17) aus Tabelle 4 erhalten. Aus dieser zeilenweisen Darstel-lung der Ni
htnullelemente kann die Bes
hreibung der Blö
ke der Kitematrix extrahiert werden. Dazu muss inder Tabelle 5 für jeden Diagonalblo
k (blo
k) die erste Zeile aufgesu
ht werden, wel
he alle notwendigen Infor-mationen zur Bes
hreibung der Blö
ke enthält. Die erste Zeile eines Diagonalblo
ks ist daran zu erkennen, dassdas erste Element der Liste blo
k grösser ist, als in der vorhergehenden Zeile. Dieser Zeile können die gesu
h-ten Koordinaten und Seitenlängen des Blo
ks und des eventuell vorhandenen Subblo
ks mit (18) entnommenwerden. Beispielsweise wird Tabelle 6 mit (18) aus Tabelle 5 erhalten.
∆x







= 1 neue Zeile, aktuelle Liste ist blo
k, y�Wert an aktuelle Liste anhängen
= 0 ∧ ∆y = 1 y�Wert an aktuelle Liste anhängen
= 0 ∧ ∆y > 1 aktuelle Liste ist subblo
k, y�Wert an aktuelle Liste anhängen (17)

0 1 2 3 4 5 6
0
1
2
3
4
5

x

y

6Abbildung 24: Beispiel für eine Kitematrix zur Ermittlung der Blo
kkoordinatenIndex 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
x 0 0 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5 6 6 6
y 0 1 0 1 2 3 5 2 3 5 4 5 6 4 5 6 4 5 6Tabelle 4: Koordinaten der Ni
htnullelemente aus Abbildung 24 als Ergebnis von Algorithmus 3.5Nummer blo
k subblo
k0 0 11 0 12 2 3 53 2 3 54 4 5 65 4 5 66 4 5 6Tabelle 5: Zeilenweise Repräsentation der Ni
htnullelemente in Form von maximal zwei verketteten Listen proZeile



3.4 Spei
herung der Kitematrix 39Art Zeile Spalte # Zeilen # Spaltenblo
k 0 0 2 2blo
k 2 2 2 2subblo
k 2 5 2 1blo
k 4 4 3 3Tabelle 6: Blo
kkoordinaten der Kitematrix aus Abbildung 24 extrahiert aus Tabelle 5
K11n1

. . .

nτ

. . .

nη

n1 nτ nη

Kαα

. . .

Kηη

Kαβ

Kαβ

. . .

. . .

. . .

D ∈ Rnd×nd

nd =
η∑

α=τ+1

nα

1

1

τ

τ

(a) Kitematrix
# created May 26 2005 6:37

# by class navigation (Compiled: May 20 2005,16:47:51)

# block row col nrows ncols filename

block 0 0 100 100 block0000.dat

block 100 100 99 99 block0001.dat

block 199 199 99 99 block0002.dat

block 298 298 99 99 block0003.dat

block 397 397 99 99 block0004.dat

block 496 496 99 99 block0005.dat

block 595 595 100 100 block0006.dat

block 695 695 99 99 block0007.dat(b) ASCII �leAbbildung 25: Spei
herung der Kitematrix mit Blo
kkoordinaten
blo
k{Zeile, Spalte Erstes Element der Liste blo
kSeitenlänge Länge der Liste blo
ksubblo
k



Zeile Erstes Element der Liste blo
kSpalte Erstes Element der Liste subblo
k# Zeilen Länge der Liste blo
k# Spalten Länge der Liste subblo
k (18)
Abbildung 25(b) ist ein Beispiel für die blo
korientierte Spei
herung der Form der Kitematrix in einer ASCII-Datei. Mit den Informationen aus dieser Datei kann die Kitematrix blo
kweise mit Level 3 BLAS-Routinen(siehe Anhang A) aus der Designmatrix erstellt werden.3.4 Spei
herung der KitematrixDie Kitematrix wird in Form von zwei Vektoren gespei
hert. Der erste Vektor heiÿt blo
k und enthält alleDiagonalblö
ke Kαα der Kitematrix bis zur Reduktionsgrenze τ . Die Untermatrix D von K bildet als zusam-menhängende Matrix das letzte Element des Vektors blo
k. Der zweite Vektor heiÿt analog dazu subblo
kund enthält alle Subblö
ke Kαβ . Für die Repräsentierung eines Blo
ks wurde eine eigene Objektklasse entwor-fen. Sie enthält den jeweiligen Datenblo
k als eigenständige Matrix und die Koordinaten des ersten Elementes

int nrows, ncols

int row, col

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

NeqBlock

(a) NeqBlo
k int row, col

int leftNeighbor

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

int nrows, ncols

NeqSubBlock

(b) NeqSubBlo
kAbbildung 26: Objektklassen für die Darstellung der Blö
ke innerhalb der Kitematrixdes Blo
ks bezogen auf die globalen, skalaren Koordinaten in der Kitematrix. In Anlehnung an den englis
henBegri� "normal equation", wurde die Objektklasse NeqBlo
k genannt. Zwei Instanzen von NeqBlo
k können



40 3 FREIES KITE�NUMMERIERUNGSSCHEMA FKNaddiert und vergli
hen sowie über MPI (siehe Anhang A) gesendet und empfangen werden. Eine Instanz vonNeqBlo
kmit dem Bezei
hner Kb kann in einem Programm z.B. über den Aufruf Kb->Send(i) an den Prozessor
i ges
hi
kt werden.Um die Verknüpfung zwis
hen den Blö
ken auf der Diagonalen und den Blö
ken neben der Diagonalen, die fürdie oben genannten Algorithmen notwendig sind, herstellen zu können wurde von der Objektklasse NeqBlo
keine Unterklasse NeqSubBlo
k abgeleitet. Diese verhält si
h analog zur Basisklasse NeqBlo
k, besitzt jedo
hno
h die Information, neben wel
hem Diagonalblo
k sie in der Kitematrix liegt. Abbildung 26 zeigt graphis
hdie Struktur der Objektklassen NeqBlo
k und NeqSubBlo
k.Alle Informationen über die Kitematrix sind programmintern in den beiden Vektoren blo
k und subblo
k,die aus Elementen vom Typ NeqBlo
k bzw. NeqSubBlo
k bestehen, enthalten. Es sind keine weiteren Informa-tionen gespei
hert. Beim Aufbau der Kitematrix wird in der Membervariablen NeqBlo
k::left gespei
hert,wel
her Blo
k der linke Na
hbar ist. Abbildung 27 zeigt s
hematis
h in wel
her Weise die Kitematrix program-mintern gespei
hert wird. Es werden so wenig Informationen wie mögli
h gespei
hert. Informationen, die fürbestimmte Algorithmen notwendig sind, werden während der Laufzeit des jeweiligen Algorithmus aus diesenbeiden Vektoren abgeleitet. Dieses Prinzip wurde aus zwei Gründen gewählt. Zum einen ist die Si
herheit derImplementierung dadur
h höher, weil die Matrix immer konsistent gespei
hert ist. Zum anderen ist die Im-plementierung weniger fehleranfällig, weil Kopier�, Spei
her� und MPI�Versandoperationen auss
hliessli
h mitdiesen beiden Vektoren arbeiten. Desweiteren ist die benötigte Re
henzeit für Operationen mit der Kitematrixim Verhältnis zum Gesamtproblem verna
hlässigbar gering, so dass der Mehraufwand, der für das Ableiten vonbenötigten Informationen aus den Vektoren blo
k und subblo
k notwendig ist, in Kauf genommen werdenkann.

int nrows, ncols

int row, col

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

NeqBlock

int row, col

int leftNeighbor

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

int nrows, ncols

NeqSubBlock

int nrows, ncols

int row, col

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

NeqBlock

int row, col

int leftNeighbor

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

int nrows, ncols

NeqSubBlock

int nrows, ncols

int row, col

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

NeqBlock

int nrows, ncols

int row, col

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

NeqBlock int row, col

int leftNeighbor

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

int nrows, ncols

NeqSubBlock

int nrows, ncols

int row, col

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

NeqBlock

int nrows, ncols

int row, col

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

NeqBlock

int row, col

int leftNeighbor

GDKMATRIX N(nrows,ncols)

int nrows, ncols

NeqSubBlock

leftNeighbor

leftNeighbor

leftNeighbor

leftNeighbor

Abbildung 27: Spei
herung der Kitematrix in zwei Vektoren



414 Bildung der Normalglei
hungenDie Aufstellung der Normalglei
hungsmatrix ist bei groÿen Ausglei
hungsproblemen wie z. B. der Satellitengra-diometrie eine re
hente
hnis
he Herausforderung, da die Anzahl der Parameter und die Überbestimmung dortsehr ho
h sind. Beispielsweise stehen bei einer Au�ösung von Grad und Ordnung 300 den n ≈ 90 000 unbekann-ten Parameternm ≈ 46Millionen Beoba
htungen gegenüber, die einem 6-monatigem Beoba
htungszeitraummitdrei Messungen pro Sekunde entspre
hen. Die Aufstellung der Normalglei
hungsmatrixN ∈ Rn×n aus der Desi-gnmatrix A ∈ Rm×n erfordert 1
2mn2 Additionen und 1

2mn2 Multiplikationen, wobei der Faktor 1
2 aufgrund derSymmetrie der Normalglei
hungsmatrix anzubringen ist. Eine Inversion der Normalglei
hungsmatrix erfordertim Verglei
h dazu n3 Multiplikationen und n3 Additionen. Der re
hente
hnis
he Aufwand zur Aufstellung derNormalglei
hungsmatrix ist bei dem oben genannten Beispiel um den Faktor 1

2
m
n

= 46 Mio.
2·90 000 ≈ 250 aufwändigerals die Inversion. Zusätzli
h zu dem hohen Re
henaufwand ist au
h der Spei
herplatzbedarf für diese Operati-on und die Organisation der Spei
herzugri�e zu berü
ksi
htigen, denn die Designmatrix ist im obigen Beispielebenfalls um den Faktor 250 gröÿer als die Normalglei
hungsmatrix. Da bereits die Normalglei
hungsmatrix indiesem Fall bei Spei
herung ohne Berü
ksi
htigung der Symmetrie 
a. 60 Gigabyte Spei
her erfordert, ist derSpei
herplatzbedarf der Designmatrix mit 14 Terabyte zu groÿ für heutige Systeme. Es ist daher notwendig,eine Aufteilung der Designmatrix vorzunehmen, die sowohl die Reduktion des Spei
herplatzbedarfs als au
hdie Verkürzung der Re
henzeit dur
h glei
hzeitige Verwendung mehrerer Computer ermögli
ht. Einen kurzenÜberbli
k über die Mögli
hkeiten, parallel zu re
hnen gibt Anhang A.2.Ein weiterer wesentli
her Aspekt bei der Aufteilung der Bere
hnung der Normalglei
hungsmatrix ist, dass dieGes
hwindigkeit der Bere
hnung, gemessen in Millionen Flieÿkommaoperationen pro Sekunde (MFlops/s), dur
hblo
kweise Verarbeitung in Verbindung mit auf die Hardware optimierten Bibliotheken gesteigert werden kann.Anhang A untersu
ht die Mögli
hkeit der Bes
hleunigung von Bere
hnungen mit optimierten Bibliotheken, gibteinen Überbli
k über verfügbare Bibliotheken und führt Verglei
he zwis
hen optimierten und ni
ht optimiertenRoutinen dur
h. Die hö
hsten Re
henges
hwindigkeiten werden dort mit sogenannten Level-3 BLAS und LA-PACK Routinen in Verbindung mit Blo
kgröÿen von 
a. 300 × 300 errei
ht. Daher wird im Folgenden daraufhingewiesen, wenn es mögli
h ist, blo
kweise Bere
hnungen mit Level-3 Routinen dur
hzuführen.Der erste Teil dieses Abs
hnitts erläutert die mögli
hen Strategien zur Aufteilung der Designmatrix bei derAufstellung der vollbesetzten Normalglei
hungsmatrix. Es wird sowohl der zeilenorientierte als au
h der spalten-orientierte Zugri� betra
htet und es werden Mögli
hkeiten der Parallelisierung vorgestellt. Weiterhin werden dieAlgorithmen vorgestellt, die für das Lösen des Normalglei
hungssystems sowie für die Ermittlung der Kovari-anzmatrix der unbekannten Parameter verwendet werden. Der zweite Teil behandelt die Lösung von s
hwa
hbesetzten Normalglei
hungssystemen und geht auf die Entstehung von Füllelementen ein. Im dritten Teil werdendie zuvor gezeigten Methoden an die Struktur und das Spei
hers
hema der Kitematrix angepasst und die mitder Kitematrix verwendeten Algorithmen bes
hrieben.4.1 Vollbesetzte Normalglei
hungen4.1.1 Aufteilung des MatrizenproduktsAusgehend von dem linearen Modell

Ax = ℓv mit Σ{ℓ} = σ2I (19)werden im Gauÿ�Marko��Modell die Normalglei
hungen
AT A x̂ = AT ℓ (20)
⇔ Nx̂ = n (21)mit den S
hätzwerten x̂ für die unbekannten Parameter erhalten, siehe z. B. Ko
h (1999, S. 165).Spaltenweiser Zugri�: Bei spaltenweisem Zugri� auf die Designmatrix A ergibt si
h jedes Element nij derNormalglei
hungsmatrix N als Skalarprodukt der i-ten mit der j-ten Spalte
nij =

m∑

k=1

akiakj . (22)Skalarprodukte sind innerhalb der BLAS Routinen (siehe Anhang A) als Level-1 eingestuft und besitzen daherwenig Optimierungspotential. Sie sind, wenn mögli
h dur
h Matrizenprodukte zu ersetzen, die mit Level-3 BLAS



42 4 BILDUNG DER NORMALGLEICHUNGENRoutinen mit hohem Optimierungspotential bere
hnet werden können. Dazu ist die stehende Designmatrix, wiein Abbildung 28 gezeigt, in ξ Blo
kspalten Aα ∈ Rm×nα

A =
(
Aα

) mit α ∈ {1, . . . , ξ} und n =

ξ
∑

α=1

nα (23)aufzuteilen. Dur
h diesen blo
kspaltenweisen Zugri� ergeben si
h die nα × nβ Blö
ke Nαβ der Normalglei-
hungsmatrix dur
h die Matrizenprodukte
Nαβ = AT

αAβ . (24)
β

Nαβ AT

α

m

ξ

m

α

Aβ

β

α

ξ

ξ

ξ

Abbildung 28: Aufteilung der Normalglei
hungsmatrix dur
h blo
kspaltenweisen Zugri�Zeilenweiser Zugri�: Bei zeilenweisem Zugri� ergibt si
h die Normalglei
hungsmatrix als Summe von Ma-trizen N (i) ∈ Rn×n, mit i ∈ {1, . . . , m}, wobei die Matrizen N (i) dur
h das dyadis
he Produkt
N (i) = aT

i ai mit A =








a1

a2...
am








(25)der i-ten Zeile von A mit si
h selbst gebildet werden. Dyadis
he Produkte sind innerhalb der BLAS-Routinenals Level-2 Operationen eingestuft und bieten ebenso, wie die Skalarprodukte des spaltenweisen Zugri�s wenigOptimierungspotential. Sie sind daher, um eine e�ziente Bere
hnung zu erlauben, dur
h Matrizenprodukteauszutaus
hen. Dazu ist die Designmatrix in η Blo
kzeilen Aα ∈ Rmα×n

A =
(
Aα

) mit α ∈ {1, . . . , η} und m =

η
∑

α=1

mα (26)aufzuteilen. Dur
h diesen blo
kzeilenweisen Zugri� ergibt si
h die Normalglei
hungsmatrix als Summe vonMatrizen N (α), mit α ∈ {1, . . . , η}, die dur
h das Matrizenprodukt
N (α) = AT

αAα (27)der Blo
kzeilen mit si
h selbst gebildet werden.4.1.2 Parallelisierung des MatrizenproduktsSowohl der spaltenweise als au
h der zeilenweise Zugri� auf die Designmatrix lässt si
h parallelisieren.Spaltenweiser Zugri�: Beim spaltenweisen Zugri� ist dazu die Designmatrix in ξ glei
hgroÿe Blo
kspaltenaufzuteilen, wobei ξ die Anzahl der verwendeten Prozessoren ist. Bei der Parallelisierung mit vier Prozessorenkann die Designmatrix z. B. in die Blo
kspalten
A =

(
Aα

) mit Aα ∈ Rm×nα , α ∈ {1, 2, 3, 4} und n =
4∑

α=1

nα (28)



4.1 Vollbesetzte Normalglei
hungen 43aufgeteilt werden, was einer Aufteilung der oberen Dreie
ksmatrix der symmetris
hen Normalglei
hungsma-trix in 6 ni
ht symmetris
he und 4 symmetris
he Blö
ke entspri
ht (Abbildung 29). Diese Blö
ke werden den4 Prozessoren so zugeordnet, dass jeder Prozessor die glei
he Anzahl Elemente der Normalglei
hungsmatrixbere
hnet. Die Aufteilung führt auf den einzelnen Prozessoren zu den Bere
hnungenProzessor Bere
hnung Benötigte Blo
kspalten
P1 N 11 = AT

1 A1, N 12 = AT
1 A2, N22 = AT

2 A2 A1, A2

P2 N 13 = AT
1 A3, N 23 = AT

2 A3 A1, A2 A3

P3 N 14 = AT
1 A4, N 24 = AT

2 A4 A1, A2 A4

P4 N 33 = AT
3 A3, N 34 = AT

3 A4, N44 = AT
4 A4 A3, A4wel
he zwar alle vier Prozessoren mit der glei
hen Anzahl an Multiplikationen und Additionen belasten, aberviel Kommunikation zwis
hen den Prozessoren verursa
hen, da die Blo
kspalten A1 und A2 auf den Prozessoren1 bis 3 und die Blo
kspalten A3 und A4 auf den Prozessoren P2 bis P4 benötigt werden. Aufgrund des Datenvo-

A4A3A2A1

Prozessor

1 2 3 4

N 14N 13N 12

N 24N 23N 22

N 44

N 34N 33

N 11

Abbildung 29: Aufteilung der Normalglei
hungsmatrix auf 4 Prozessoren bei blo
kspaltenweisem Zugri�lumens der Designmatrix würde der dadur
h auftretende Netzwerkverkehr die Bere
hnung deutli
h verzögern.In den meisten Fällen wird es daher günstiger sein, die Teile der Designmatrix, die auf einem Prozessor benötigtwerden, au
h von diesem bere
hnen zu lassen, wodur
h der Netzwerkverkehr entfällt. Der Vorteil der Paralleli-sierung mit blo
kspaltenweisem Zugri� ist die Aufteilung der Normalglei
hungsmatrix in Blö
ke, die unabhängigvoneinander im Netzwerk bere
hnet und gespei
hert werden können, wodur
h die Obergrenze für die Dimensionder Normalglei
hungsmatrix dur
h die Summe der Arbeitsspei
her aller beteiligten Computer vorgegeben ist.Als Na
hteile können angeführt werden, dass die Aufstellung der Designmatrix ni
ht vollständig parallel ablau-fen kann, wodur
h die E�zienz dieses Verfahrens reduziert und der Aufwand für die Implementierung aufgrundder komplexen Organisation der Daten ho
h ist.Zeilenweiser Zugri�: Zur Parallelisierung des blo
kzeilenweisen Zugri�s wird die Normalglei
hungsmatrixmit (26) und (27) als Summe der Matrizenprodukte
N =

η
∑

α=1

AT
αAα (29)dargestellt, wobei η die Anzahl der verfügbaren Prozessoren bezei
hnet. Jeder Prozessor bere
hnet auf diesemWeg einen Summand N (α) der Normalglei
hungsmatrix. Wie in Abbildung 30 dargestellt erfolgt sowohl dieAufstellung der Designmatrix als au
h der Normalglei
hungsmatrix mit (27) auf diesem Weg parallel. Sind al-
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Prozessor

1

2

3

...

η

A1

A2

A3

...

AηAbbildung 30: Blo
kzeilenweise Aufteilung der Designmatrix auf η Prozessorenle Summanden N (α) aufgestellt, so können sie in logarithmis
her Zeit mit einem baumbasierten Algorithmusaufsummiert werden. Dieser Algorithmus wird z. B. dur
h die Routine MPI_Redu
e des MPI Standards (sieheAnhang A.2) bereitgestellt. Vorteile der Parallelisierung mit blo
kzeilenweisem Zugri� sind die gute Skalierung,d. h. das lineare Verhältnis zwis
hen der Anzahl der Prozessoren und der Re
henzeit, und die einfa
he Imple-mentierung des Verfahrens. Der Beitrag N (α) jedes Prozessors Pα zur Normalglei
hungsmatrix N erfordertgenausoviel Spei
herplatz wie die Normalglei
hungsmatrix selbst, was der ents
heidende Na
hteil dieses Verfah-rens ist, da die Dimension der Normalglei
hungsmatrix so dur
h die Gröÿe des Arbeitsspei
hes der einzelnenComputer begrenzt wird. Grundsätzli
h ist die Kombination von blo
kzeilenweisem Zugri� mit blo
kspalten-weisem Zugri� mögli
h, deren Implementierung eine komplexe Aufgabenstellung ist.4.1.3 Cholesky�FaktorisierungMit der Cholesky�Faktorisierung wird eine positiv de�nite, symmetris
he Matrix N in das Produkt
N = RT R (30)einer oberen Dreie
ksmatrix R mit ihrer Transponierten zerlegt. Der Algorithmus von Cholesky kann in Formvon drei ineinanderges
ha
htelten S
hleifen ausgedrü
kt werden. Er ist in die drei S
hritte Update, Choleskyund Substitution zerlegbar. Für die Bere
hnung jedes Elementes von R muss ein Updates
hritt gefolgt voneinem Cholesky�S
hritt oder einem Substitutionss
hritt dur
hgeführt werden. Die Diagonalelemente rii werdenmit einem Updates
hritt gefolgt von einem Cholesky�S
hritt bere
hnet und die Nebendiagonalglieder werdenmit einem Updates
hritt gefolgt von einem Substitutionss
hritt bere
hnet (Algorithmus 4.1), siehe z. B. Ko
h(1999, S. 31). Die drei S
hritte der Cholesky�Zerlegung sind nun im einzelnen aufgeführt.

• CholeskyWurzel aus einem Skalar ziehen. Dies wird nur auf das Diagonalglied angewendet.
• UpdateSkalarprodukt zweier Vektoren und Subtraktion zweier Skalare.Gemeint sind die Spaltenvektoren über der Spalte i und über der Spalte j (Abbildung 31). Hierbei kanndie BLAS Routine ddot für das Skalarprodukt verwendet werden.
• SubstitutionDivision dur
h einen Skalar. Es wird dur
h das Diagonalelement rii geteilt.
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(Update-Schritt)

(Substitutionsschritt)

,−

=

=

Abbildung 31: Updates
hritt beim Cholesky�VerfahrenAlgorithmus 4.1 (Algorithmus von Cholesky)1 f o r i = 1 : n2 f o r j = i : n3 {4 f o r k = 1 : i−15 rij = rij − rki rkj // Update67 i f ( i == j )8 rii = √
rii // Cho l e sky9 e l s e10 rij = rij/rii // Su b s t i t u t i o n11 }Blo
kweise Formulierung der Cholesky�Faktorisierung: Dur
h den Übergang von Skalaren auf Blö
keinnerhalb einer Matrix können die meisten Algorithmen analog zu ihrer skalaren Form au
h als Blo
kalgorithmusausgedrü
kt werden. Operationen mit Skalaren werden bei Blo
kalgorithmen dur
h ihre verwandten Matrizen-operationen ausgedrü
kt. Zum Beispiel kann aus einer Division dur
h einen Skalar eine Multiplikation mit derInversen eines Blo
ks werden. Numeris
h e�zienter kann die Division dur
h Vorwärts� und Rü
kwärtseinset-zen mit der Cholesky�Faktormatrix einer Matrix dur
hgeführt werden. Ebenso kann die Multiplikation zweierSkalare dur
h die Multiplikation zweier Matrizen ersetzt werden. Vom Standpunkt der Optimierung ist dieVerwendung von Blo
kalgorithmen immer zu empfehlen, weil hierbei Level-3 BLAS Routinen eingesetzt werdenkönnen, mit denen wie in Anhang A gezeigt, eine deutli
h höhere Re
henges
hwindigkeit errei
ht werden kann.Der skalare Cholesky�Algorithmus (4.1) soll nun als Blo
kalgorithmus formuliert werden. Dazu wird die zu zer-legende symmetris
he, positiv de�nite Matrix N ∈ Rn×n als η×η Blo
kmatrix (Nαβ) mit Nαβ ∈ Rnα×nβ und

∑η
α=1 nα = n dargestellt. Eine genaue Herleitung und Analyse der Optimierungsmögli
hkeiten der Cholesky�Faktorisierung �ndet si
h in Golub und Van Loan (1996, Kap. 4.2.) oder au
h in S
huh (2000, Kap. 2.4.1.4).Der Blo
k�Cholesky�Algorithmus sieht folgendermaÿen aus:Algorithmus 4.2 (Blo
k�Cholesky)1 for α = 1:η2 for β = α:η3 {4 for γ = 1:α−15 Rαβ = Rαβ−RT

γα Rγβ // Updates
hritt67 if ( α == β )8 Rαα = 
holesky(Rαα) // Choleskys
hritt9 else10 Rαα Rneu
αβ = Ralt

αβ // Substitutionss
hritt dur
h Rü
kwärtseinsetzen11 }4.1.4 Lösung eines Glei
hungssystems mit dem Cholesky�VerfahrenDie Zerlegung na
h (30) zur Lösung eines Glei
hungssystems bezei
hnet man als Cholesky�Verfahren. ZurLösung des Glei
hungssystems
Nx = n mit N ∈ Rn×n, x, n ∈ Rn×1 und N = NT (31)
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hen, positiv de�niten Matrix N ist es ni
ht notwendig, die Inverse N−1 zu bilden. Dur
hdie Cholesky�Zerlegung der Matrix N wird das Glei
hungssystem
RT Rx = n (32)erhalten, bei dem das Produkt aus der oberen Dreie
ksmatrix und dem unbekannten Vektor x dur
h denunbekannten Hilfsvektor
c = Rx (33)ersetzt wird. Daraus resultiert das Glei
hungssystem
RT c = n (34)mit einer unteren Dreie
ksmatrix als Systemmatrix. Der unbekannte Vektor c kann in (34) dur
h Vorwärts-einsetzen mit (35) bere
hnet werden (siehe au
h Abbildung 40(a)).
ci =

(

ni −
i−1∑

k=1

rki ck

)

/rii i ∈ {1, n} (35)Na
hdem der Hilfsvektor c nun bekannt ist, dient er als re
hte Seite im Glei
hungssystem Rx = c, dessenSystemmatrix die obere Dreie
ksmatrix R ist. Dieses Glei
hungssystem ist dur
h Rü
kwärtseinsetzen mit (36)lösbar (siehe au
h Abbildung 42).
xi =

(

ci −
n∑

k=i+1

rik xk

)

/rii i ∈ {n, 1} (36)Zur Lösung eines Glei
hungssystems mit mehreren re
hten Seiten ist die Cholesky�Zerlegung nur einmal vor-zunehmen. Das Vorwärts- und Rü
kwärtseinsetzen erfordert 1
2 n2 + n kombinierte Additionen und Multipli-kationen. Daher ist das wiederholte Lösen eines Glei
hungssystems mit vers
hiedenen re
hten Seiten über dieCholesky�Zerlegung eine e�ziente Methode.Optimierung: Das Vorwärts- und Rü
kwärtseinsetzen mit (35) und (36) sind Grundbausteine der linearen Al-gebra. Aus diesem Grund gibt es dafür in den BLAS die Level 3 Routine dtrsm. Von Vorteil für die Optimierungist, dass diese Operation blo
kweise und mit mehreren re
hten Seiten dur
hgeführt werden kann. OptimierteBLAS Routinen sind daher in der Lage, das Vorwärts- und Rü
kwärtseinsetzen e�zient dur
hzuführen. Es istempfehlenswert, dtrsm für alle vollbesetzten Glei
hungssysteme mit einer Dreie
ksmatrix zu verwenden.4.1.5 Rekursive Bere
hnung der Inversen aus der Cholesky�MatrixUm Aussagen über die Genauigkeit der ges
hätzten Parameter zu erhalten, ist die Inverse der Normalglei
hungs-matrix zu bilden. Zur Bere
hnung der Inversen wird ein Algorithmus verwendet, der es bei dünnbesetzten Ma-trizen erlaubt, entstehende Füllelemente vollständig unberü
ksi
htigt zu lassen. Dies ist zulässig, weil gezeigtwerden kann, dass zur Bere
hnung der inversen Elemente an den Stellen der Ni
htnullelemente die Füllelementeni
ht benötigt werden. Dur
h die Verna
hlässigung der Füllelemente wird die sogenannte unvollständige Inverseerhalten. Dieser Algorithmus wurde bereits von S
huh (1996) und Auzinger (1997) im Programm p
gma fürdie Bere
hnung der unvollständigen Inversen der Kitematrix verwendet und ist von Hanson (1978) vorgestelltworden.Zur Bere
hnung der InversenA−1 = B einer positiv de�niten, symmetris
hen MatrixA teilt man beide Matrizenin jeweils zwei symmetris
he, aber ni
ht unbedingt glei
hgroÿe Diagonalblö
ke, und zwei Nebendiagonalblö
keauf.

A =

(
A11 A12

AT
12 A22

)

B =

(
B11 B12

BT
12 B22

) (37)Die einzelnen Blö
ke der Matrix B lassen si
h dur
h die folgenden Formeln ausdrü
ken, siehe z. B. Ko
h(1999, S. 33):
B22 = (A22 − AT

12(A
−1
11 A12))

−1 (38)
B12 = −(A−1

11 A12)B22

B11 = A−1
11 − B12(A

−1
11 A12)

T
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hungen 47Im Folgenden ist wi
htig, dass die Abhängigkeiten hierbei von unten na
h oben verlaufen, und daher die Rei-henfolge der Bere
hnung B22, B12, B11 sein muss. Abbildung 32 zeigt, dass die Blö
ke der Inversen von A vonunten na
h oben bere
hnet werden. Da die Inverse der Matrix A aus (37) ni
ht aus der Matrix selbst, sondern
B22

B12B11

Abbildung 32: Inversion dur
h Partitionierungaus ihrer Cholesky�Zerlegung R bere
hnet werden soll, muss diese zunä
hst mit Algorithmus 4.1 zerlegt werden,woraus (39) erhalten wird.
R =

(
R11 R12

0 R22

)

=

(

A
1
2
11 A

−
1
2

11 A12

0 (A22 − AT
12A

−1
11 A12)

1
2

) (39)Dur
h Multiplikation jeder Zeile von R mit ihrem eigenen Diagonalelement entsteht eine Matrix, aus der dieInverse von A bere
hnet werden kann, weil der letzte Blo
k bereits der inverse Blo
k von B22 aus (37) ist. DieseMatrix ist identis
h mit der oberen Diagonalmatrix aus dem Gauÿ's
hen Algorithmus und wird im Folgendenmit G bezei
hnet.
G =

(
A11 A12

0 B−1
22

) (40)Na
h Anwendung des Gauÿ's
hen Algorithmus bzw.Umformung der Cholesky�Matrix R in die Gauÿ's
he Ma-trix G ist das letzte Diagonalelement glei
h dem reziproken Wert des letzten Diagonalelementes der Inversen
B = A−1. Die Inverse wird mit (38) rekursiv aus G bere
hnet, indem zunä
hst die Partitionierung

B22 = (1/gnn), A21 = (gn−1,n), A11 = (gn−1,n−1) (41)gewählt wird. Die Blo
kbezei
hnung Aij benennt hierbei ni
ht Elemente aus der Matrix A, sondern die Parti-tionierung der in diesem S
hritt zu bere
hnenden Teilinversen na
h (38). Im nä
hsten Rekursionss
hritt wirddie Dimension von B22 um eins erhöht, so dass gilt
B22 =

(
bn−1,n−1 bn−1,n

bn,n−1 bnn

)

, A21 = (gn−2,n−1, gn−2,n), A11 = gn−2,n−2. (42)Auf diesem Wege wird die gesamte Inverse B rekursiv, zeilenweise von unten na
h oben mit (38) bere
hnet. Derneu bere
hnete Blo
k B22 wird als volle, symmetris
he Matrix gespei
hert, damit die Multiplikation mit A21bequemer gere
hnet werden kann. Abbildung 33 zeigt die S
hritte der Rekursion, der gesamte Re
henverlauf zurBere
hnung der Inversen aus der na
h Cholesky reduzierten Matrix ist in Algorithmus 4.3 zusammengefasst.Algorithmus 4.3 (Rekursive Bere
hnung der Inversen aus einer Cholesky�Matrix)1 A−1(n, n) = 1
R(n,n)223 for i = n−1:−1:14 A−1(i, i + 1 : n) = −1

R(i, i)
R(i, i + 1 : n) A−1(i + 1 : n, i + 1 : n)5 A−1(i + 1 : n, i) = `

A−1(i, i + 1 : n)
´T6 A−1(i, i) = 1

R(i, i)2
− A−1(i, i + 1 : n)

„

1

R(i, i)
R(i, i + 1 : n)

«T7 end
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G

B22

A11

A12

Abbildung 33: Rekursive Bere
hnung der Inversen4.2 Zur Entstehung von Füllelementen bei der Cholesky�ZerlegungBei der Kombination von regelmäÿigen und ni
ht regelmäÿigen Daten entsteht bei ordnungsweiser Nummerie-rung der unbekannten Parameter ein S
ha
hbrettmuster, was bereits in Abbildung 11 auf Seite 24 gezeigt wurde.Bei der Cholesky�Zerlegung dieser Matrix entstehen die in Abbildung 12(b) gezeigten Streifen und bei der In-version der in Abbildung 12(
) gezeigte vollbesetzte Diagonalblo
k. Wird ein Spei
hers
hema verwendet, das dies
hwa
he Besetzung der Matrix ausnutzt, so kann das Ergebnis der Bere
hnung in beiden Fällen aufgrund derFüllelemente ni
ht mehr mit diesem Spei
hers
hema gespei
hert sondern muss i. d. R. voll gespei
hert werden,weshalb die Bere
hnung unter Umständen ni
ht mehr dur
hführbar ist. Das Freie Kite�Nummerierungss
hemabringt die unbekannten Parameter, wie s
hon erwähnt in eine Reihenfolge, wel
he die Kitestruktur in der Nor-malglei
hungsmatrix erzeugt, wodur
h eine Cholesky�Faktorisierung ohne die Entstehung von Füllelementenmögli
h ist. Die Füllelemente bei der Inversion können im Gegensatz dazu ni
ht dur
h die Umsortierung mitdem Freien Kite�Nummerierungss
hema verhindert werden, ihre Bere
hnung wird stattdessen, wie später gezeigtwerden wird, umgangen.Der Algorithmus von Cholesky kann in vers
hiedensten Varianten notiert werden. Es wird unters
hieden zwi-s
hen zeilenorientiert und spaltenorientiert bzw. blo
kweisem und elementweisem (skalaren) Algorithmus. Da dieCholesky�MatrixR der Zerlegung (30) jedo
h eindeutig ist, müssen alle Varianten zum glei
hen Ergebnis führen.Eine Variante des Algorithmus von Cholesky ist Algorithmus 4.1. Ein Element nij der Normalglei
hungsmatrix
N wird, wie bereits in Abs
hnitt 4.1.3 erläutert, dur
h einen Updates
hritt gefolgt von entweder einem Cho-leskys
hritt (Diagonalelement) oder einem Substitutionss
hritt (Nebendiagonalelement) in das entspre
hendeElement rij der Matrix R der Choleskyfaktoren transformiert. Da eine Null nur dur
h Addition oder Subtrak-tion einer Zahl in eine von Null vers
hiedene Zahl transformiert werden kann, ni
ht aber dur
h Multiplikationoder Wurzelziehen, kann ein Füllelement nur beim Update-S
hritt entstehen. Abbildung 34 zeigt die Cholesky-zerlegung der ersten Zeile. Da der Updates
hritt die Fortp�anzung der Information der bereits transformiertenZeilen na
h unten ist, werden dur
h ihn in der ersten Zeile no
h keine Operationen dur
hgeführt.

=

=
N R

(Cholesky)

(Substitution)Abbildung 34: Choleskyzerlegung der ersten ZeileIn der ersten Zeile der Cholesky�Matrix können daher keine Füllelemente entstehen. Erst ab der zweiten Zeileenthält der Updates
hritt Operationen, dur
h die Füllelemente entstehen können. In den Zeilen 4 und 5 vonAlgorithmus 4.1 ist abzulesen, dass der Updates
hritt zum Element rij das Skalarprodukt der Teilspalte überdem Element rij und der Teilspalte über dem Element rii bildet und von dem Ausgangselement nij abzieht.Dieser Vorgang ist in Abbildung 35 dargestellt.Der Updates
hritt erzeugt daher nur ein Füllelement, wenn das ursprüngli
he Element ein Nullelement ist unddie Teilspalte R(1 : i − 1, i) und die Teilspalte R(1 : i − 1, j) linear abhängig sind. Die Entstehung und Fort-p�anzung der Füllelemente über mehrere S
hritte hinweg ist ni
ht intuitiv erfassbar, da die Matrix si
h na
hjedem S
hritt verändert. Festzuhalten ist jedo
h, dass Füllelemente si
h na
h unten fortsetzen können und zwarsolange, wie in der glei
hen Zeile Ni
htnullelemente über dem Diagonalelement vorhanden sind. Ein besondersans
hauli
hes Beispiel liefert die Blo
kdiagonalstruktur mit kleineren Nebendiagonalelementen, die in Abbildung
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(Update-Schritt)

(Substitutionsschritt)

,−

=

=

Abbildung 35: Skalarprodukte von Teilspalten innerhalb des Algorithmus von Cholesky11 als S
ha
hbrettmuster bereits im Zusammenhang der Datenkombination gezeigt wurde. Die Entstehung einesBlo
ks von Füllelementen unter einem Nebendiagonalblo
k ist auf den gröÿeren Diagonalblo
k neben ihm zu-rü
kzuführen. Abbildung 36 verans
hauli
ht die Entstehung der Füllelemente unter den Nebendiagonalblö
ken.Fünf weitere Beispiele für die Entstehung von Füllelementen dur
h die Cholesky�Zerlegung sind in Abbildung37 gegeben. In der ersten Zeile sind die Ausgangsmatrizen gezeigt und in der zweiten Zeile die entspre
hendenCholesky�Faktorisierungen.
,= = =, ,Abbildung 36: Entstehung von Füllelementen beim S
ha
hbrettmuster aus der Datenkombination4.3 S
hwa
h besetzte Normalglei
hungen mit FKN4.3.1 Parallele Aufstellung der KitematrixDie Kitematrix setzt si
h, wie in Abbildung 18 gezeigt, aus dem Beitrag des regelmäÿigen Datensatzes unddem Beitrag des ni
ht regelmäÿigen Datensatzes zusammen. Der Beitrag des ni
ht regelmäÿigen Datensatzessoll für die vorliegende Aufgabenstellung als vollbesetzte Normalglei
hungsmatrix vorliegen. Der Beitrag desregelmäÿigen Datensatzes (Abbildung 18(a)) muss dagegen aus der Designmatrix bere
hnet werden und soll imFolgenden mit K bezei
hnet werden. Das Datenvolumen der ho
hau�ösenden, aber s
hwa
h besetzen Normal-glei
hungsmatrix K ist im Verglei
h zu einer ebenso ho
h au�ösenden, vollbesetzten Normalglei
hungsmatrixsehr gering, wie aus Tabelle 7 zu entnehmen ist. Die Angaben dieser Tabelle sind aus der Ausgabe von Algorith-mus 3.5, wel
her die Positionen der Ni
htnullelemente bere
hnet, abgeleitet. Für die Aufstellung der Kitematrixhat die Bes
hränkung der Methode des blo
kzeilenweisen Zugri�s aus (29), dass die Dimension der Normalglei-
hungsmatrix dur
h den Arbeitsspei
her der einzelnen Computer begrenzt ist, daher wenig Gewi
ht. Aufgrundder s
hwa
hen Besetztheit der Kitematrix ist der re
hente
hnis
he Aufwand bei ihrer Aufstellung entspre
hendden Angaben in Tabelle 7 kleiner. Im Gegensatz dazu wird der re
hente
hnis
he Aufwand für die Aufstellungder Designmatrix dur
h die s
hwa
he Besetztheit der Kitematrix ni
ht kleiner, denn in der Kitematrix sindstets alle Hauptdiagonalelemente unglei
h Null, wodur
h alle Zeilen der Designmatrix benötigt werden, wieAbbildung 38 verans
hauli
ht. Zur Bes
hleunigung der Aufstellung der Kitematrix wird daher die Parallelisie-rung mit blo
kzeilenweisem Zugri� auf die Designmatrix verwendet. Zusätzli
h zur Aufteilung der Designmatrixauf die Prozessoren wird die Designmatrix auf den einzelnen Prozessoren weiter in Blö
ke aufgeteilt, um den



50 4 BILDUNG DER NORMALGLEICHUNGEN
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(a) Diagonal/Element
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(b) Tridiagonal/Elem.
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(
) Diagonal/Blo
k
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(d) Diagonal/Zeile
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(e) Diagonal/2 Blö
ke
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(f) Diagonal/Element
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(g) Tridiagonal/Elem
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(h) Diagonal/Blo
k
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(i) Diagonal/Zeile
0

10

20

0 10 20

0

10

20

0 10 20(j) Diagonal/2 Blö
keAbbildung 37: Beispiele für die Entstehung von Füllelementen bei der Choleskyzerlegung
MaximaleAu�ösung AnzahlParameter Normalglei
hungs-matrix Kitematrix Prozentder Ngl[ Grad / Ordnung ℄ [-℄ [ Gigabyte ℄ [ Megabyte ℄ [%℄60 3717 0.1 0.3 0.29%90 8277 0.5 1.0 0.19%120 14637 1.6 2.3 0.14%150 22797 3.9 4.5 0.11%180 32757 8.0 7.7 0.09%210 44517 14.8 12.1 0.08%240 58077 25.1 18.0 0.07%270 73437 40.2 25.6 0.06%300 90597 61.2 35.0 0.06%330 109557 89.4 46.5 0.05%360 130317 126.5 60.3 0.05%Tabelle 7: Datenvolumen des SGG Beitrags zur Kitematrix
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K11

K22

Knn

a1

a1 a2 an

a2

anAbbildung 38: Für das Update der Diagonalelemente der Kitematrix K wird jeweils einevollständige Zeile a der Designmatrix A benötigt. Zur Aufstellung der Kitematrix wirddeshalb die komplette Designmatrix benötigt.Spei
herplatzbedarf zu reduzieren. Ausgehend von einer Designmatrix
A ∈ Rm×n (43)mit m Messungen und n unbekannten Werten soll nun die Kitematrix mit P Prozessoren parallel bere
hnetwerden. Dazu wird zunä
hst die Designmatrix A in η Blö
ke
A =

(
Aα

)
, Aα ∈ Rb×n, α ∈ 1, . . . , η (44)aufgeteilt, wobei die Blo
kgröÿe b so gewählt wird, dass die Blö
ke Aα in den Arbeitsspei
her der einzelnenComputer passen. Ans
hliessend werden die η Blö
ke auf die P Prozessoren verteilt, wodur
h jeder Prozessor

r =
η

P (45)Blö
ke erhält, so dass jeder Prozessor p einen Summand der Kitematrix
K(p) mit K =

P−1∑

p=0

K(p) (46)bere
hnet, wel
her ans
hliessend über das Netzwerk an den Prozessor mit dem MPI Rang 0 (siehe AnhangA.2) vers
hi
kt und dort zur Kitematrix addiert wird. Die Bere
hnung der Summanden K(p) aus (46) auf deneinzelnen Prozessoren wird jedo
h ni
ht dur
h ein einfa
hes Matrizenprodukt wie in (27) bere
hnet, sondernmit dem blo
kspaltenweisen Zugri� aus (24) kombiniert, um nur die Blö
ke der Kitematrix
K(α) =

(
Kγδ

) mit Kγδ ∈ Rnγ×nδ und n =

µ
∑

γ=1

nγ (47)bere
hnen zu können. Dazu wird jede Blo
kzeile B = Aα der Designmatrix in µ Blo
kspalten
B =

(
Bγ

) mit Bγ ∈ Rb×nγ mit n =

µ
∑

γ=1

nγ und γ ∈ {1, . . . , µ} (48)aufgeteilt, woraufhin die Diagonalblö
ke der Kitematrix na
h (24) mit
Kγγ = BT

γ Bγ mit γ ∈ {1, . . . , µ} (49)und die Subblö
ke, deren Koordinatenpaare (γ, δ) in dem Vektor γδ gespei
hert sind, mit
Kγδ = BT

γ Bδ mit (γ, δ) ∈ γδ (50)bere
hnet werden.
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k�Cholesky�Zerlegung der KitematrixFür die Cholesky�Zerlegung der Kitematrix wird der Blo
k�Cholesky�Algrithmus (Algorithmus 4.2) verwendet.Allerdings kann der Algorithmus aufgrund der Struktur der Kitematrix vereinfa
ht werden.Die Vereinfa
hungen des Algorithmus von Cholesky können nur für alle Blö
ke Kαβ mit α ∈ {1, . . . , τ} und
β ∈ {1, . . . , η} diesseits der Reduktionsgrenze τ getro�en werden. Abbildung 31 zeigt, wie das Skalarproduktder Spalte über dem zu reduzierenden Element und der Spalte über dem Diagonalelement der glei
hen Zeilezu bilden ist. Die De�nition der Kitematrix in Abbildung 23 beinhaltet, dass alle Subblö
ke in einer eigenenBlo
kspalte liegen. Alle Blo
kspalten über einer zu reduzierenden Spalte sind daher orthogonal. Dur
h dieseOrthogonalität entfällt der Updates
hritt aus Zeile 5 in Algorithmus 4.2 für den Fall α 6= β. Weiterhin entfälltder Updates
hritt für alle Diagonalblö
ke, über denen kein Subblo
k liegt. Dies sind alle Diagonalblö
ke Kααmit α ∈ {1, . . . , τ} bis zur Reduktionsgrenze τ .Zusammenfassend können zur Cholesky�Reduktion einer Kitematrix folgende Vereinfa
hungen getro�en werden;bis zur Reduktionsgrenze τ mit α ∈ {1, . . . , τ} und β ∈ {1, . . . , η} gilt:

• die drei S
hritte der Cholesky�Reduktion beziehen si
h nur auf die Blö
ke Kαα (Cholesky), Kαβ (Update)und Kββ (Substitution) in dieser Reihenfolge,
• die Reduktion der drei Blö
ke Kαα, Kαβ , Kββ ist unabhängig von der Reduktion der Blö
ke Kγγ , Kγ,δ,

Kδδ mit γ ∈ {1, . . . , τ}, γ 6= α und δ ∈ {1, . . . , η}, η 6= β.Algorithmus 4.4 ist dur
h Anbringen dieser Vereinfa
hungen aus dem Blo
k-Cholesky�Algorithmus 4.2 entstan-den. Da aufgrund der De�nition der Kitematrix in Abs
hnitt 3.2 bis zur Reduktionsgrenze τ keine Subblö
kevorkommen dürfen, müssen in diesem Berei
h keine Substitutions� und Updates
hrittte dur
hgeführt werden.Die Cholesky�S
hritte für die Diagonalblö
ke Rαα mit α ∈ {1, . . . , τ} aus Zeile 8 von Algorithmus 4.2 könnendaher in eine eigene S
hleife ausgelagert werden. Die Substitutions� und Updates
hritte jenseits der Redukti-onsgrenze τ werden ans
hlieÿend ausgeführt, wobei jeder Blo
kindex α ∈ {1, . . . , τ} und β ∈ {τ + 1, . . . , η} nureinmal vorkommt. Die vers
ha
htelten S
hleifen über α und β aus den Zeilen 1 und 2 können daher in eine sepa-rate S
hleife über den Vektor der Blo
kkoordinaten αβ = [(α1, β1), (α2, β2), . . . , (αs, βs)] ersetzt werden. Der andie Kitematrix angepasste Algorithmus 4.4 besteht aus zwei separaten S
hleifen und einer Cholesky�Zerlegungder vollen Matrix D. In der ersten S
hleife über α werden alle Diagonalblö
ke bis zur Reduktionsgrenze na
hCholesky reduziert. In der zweiten S
hleife über den Vektor αβ wird jeweils ein Subblo
k dur
h einen Substi-tutionss
hritt bere
hnet und ans
hlieÿend der entspre
hende Diagonalblo
k unter diesem Subblo
k dur
h einenUpdates
hritt aktualisiert. Am Ende des Algorithmus wird der Teil der Kitematrix (Kαβ) mit α > τ und
β > τ , der in der Matrix D zusammenhängend gespei
hert ist, in einem S
hritt mit einer Cholesky�Zerlegungfaktorisiert (siehe Abbildung 39).
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Abbildung 39: Illustration der Cholesky�Zerlegung der Kitematrix



4.3 S
hwa
h besetzte Normalglei
hungen mit FKN 53Algorithmus 4.4 (Kite�Cholesky)1 for α = 1:τ2 Rαα = 
holesky( Rαα ) // Cholesky S
hritt34 for (α,β) ∈ αβ5 {6 Rαα Rneu
αβ = Ralt

αβ // Substitutionss
hritt7 Rββ = Rββ − RT
αβ Rαβ // Updates
hritt in D8 }910 D = 
holesky( D )Implementierung: Wie bereits in Kapitel 3.4 erläutert ist die Kitematrix in zwei Vektoren von Objektklassengespei
hert, was mit der Implementierung von Algorithmus 4.4 harmoniert. Jede Objektklasse repräsentiert einenBlo
k der Kitematrix. Im ersten Vektor, blo
k genannt, werden alle Diagonalblö
ke und im zweiten Vektor alleNebendiagonalblö
ke gespei
hert. Die Objektklassen, NeqSubBlo
k, die die Subblö
ke repräsentieren, besitzeneinen Verweis auf die Objektklasse, die den Diagonalblo
k aus derselben Blo
kzeile enthält. Der Verweis dientdazu, den korrespondierenden Diagonalblo
k bei Dur
hlauf der Subblö
ke im Substitutionss
hritt in Zeile 6 vonAlgorithmus 4.4 zu adressieren. Bei der programmte
hnis
hen Umsetzung des Algorithmus wird erst der Vektorblo
k dur
hlaufen und für jede der Objektklassen NeqBlo
k bis auf die letzte die Methode NeqBlo
k::
holaufgerufen. Ans
hlieÿend wird über den Vektor subblo
k iteriert und für jede der Objektklassen NeqSubBlo
kdie Methoden NeqSubBlo
k::ba
kSubstitution und NeqSubBlo
k::update aufgerufen. Zum S
hluss wird dieMethode NeqBlo
k::
hol des letzten Blo
ks des Vektors blo
k der Diagonalblö
ke aufgerufen.Optimierung: Die Objektklassen NeqBlo
k und NeqSubBlo
k führen jeweils die Operationen Cholesky�Zerlegung, Rü
kwartseinsetzen und Matrizenmultiplikation mit einzelnen Blö
ken der Kitematrix aus. Dies wirdintern mit den entspre
henden BLAS/LAPACK Routinen dur
hgeführt. Diese teilen die Blö
ke intern wiederin kleinere Blö
ke auf, so dass die verwendete Hardware optimal ausgenutzt wird. Die Hauptre
henarbeit wirddaher mit hardwareoptimierten Bibliotheken dur
hgeführt, so dass die Kitematrix ni
ht nur mit einer Sparse-te
hnik gespei
hert, sondern au
h ho
hoptimiert bere
hnet wird. Die verwendeteten BLAS-Routinen sind dtrsmfür das Rü
kwärtseinsetzen und dgemm bzw. dsyrk für die Matrizenmultiplikation. Die Cholesky�Zerlegung wirdmit der LAPACK Routine dpotrf dur
hgeführt.4.3.3 Cholesky�Verfahren mit der KitematrixDas Glei
hungssystem

Kx = b x unbekannt, K ∈ Rn×n, b ∈ Rn×1 , (51)bei dem die Kitematrix die Systemmatrix ist, wird in p
gma mit dem Cholesky�Verfahren aus Abs
hnitt 4.1.4gelöst. Dazu wird die Kitematrix zu Beginn des Programms einmal na
h Cholesky zerlegt und gespei
hert.Für die Kitematrix konnte die BLAS Routine dtrsm für das Vorwärts� und Rü
kwärtseinsetzen jedo
h ni
hteingesetzt werden, da es si
h um eine s
hwa
h besetzte Matrix handelt. Stattdessen ist eine speziell an dieKitematrix angepasste Implementierung zum Einsatz gekommen, die nun erläutert wird.Die zentrale Operation beim Vorwärtseinsetzen ist die Skalarmultiplikation zweier Vektoren (Summe in (35)).Um das i-te Element ci des unbekannten Vektors c zu bere
hnen, sind dies die Vektoren mit den Elementen
ri1, . . . , ri i−1 der i-ten Zeile von RT und den bereits bere
hneten Elementen des Vektors c an den Stellen
1 . . . , i − 1 (siehe Abbildung 40(a)). Dur
h die s
hwa
he Besetztheit der Kitematrix vereinfa
ht si
h diesesSkalarprodukt. Der Vektor mit den Elementen ri1, . . . , ri i−1 der i-ten Zeile von RT hat nur sehr wenig Elemente,weil er nur an den Stellen Ni
htnullelemente hat, die in der Kitematrix Teil eines Diagonalblo
ks oder einesSubblo
ks sind. Aufgrund der De�nition der Kitematrix kann eine Zeile nur dur
h maximal zwei Blö
ke, nämli
heinen Diagonalblo
k und einen Subblo
k gehen (siehe Abs
hnitt 3.2). Dieser Zusammenhang wird in Abbildung40 gezeigt. Dargestellt sind die verwendeten Elemente für die Bere
hnung des i-ten Elementes des unbekanntenVektors c; für eine vollbesetzte untere Dreie
ksmatrix R (Abbildung 40(a)) und für die Cholesky�Matrix einerKitematrix (Abbildung 40(b)). Bei der s
hwa
h besetzen Cholesky�Matrix der Kitematrix müssen bei demSkalarprodukt ni
ht alle Elemente berü
ksi
htigt werden. Die Kitematrix wird im Computer mit dem speziell für
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RT c b

(a) Vollbesetze Matrix
RT c b

Nullelemente(b) KitematrixAbbildung 40: Benutzte Elemente beim Vorwärtseinsetzen
2.72 6.023.14 0.0 0.0 0.00.0

0 1 2 3

Spalte:

Wert:

5

2.72 6.023.14

5 64

61Abbildung 41: Spei
herung einzelner Zeilen/Spalten der Kitematrix als Vektor von Ni
htnullelementen
R x c

Abbildung 42: Benutzte Elemente beim Rü
kwärtseinsetzen



4.3 S
hwa
h besetzte Normalglei
hungen mit FKN 55diese Matrix entwi
kelten Spei
hers
hema (siehe Abs
hnitt 3.4) repräsentiert. Ein Zugri� auf eine vollständigeZeile eins
hlieÿli
h der Nullelemente ist ni
ht mögli
h.Um das Vorwärts- und Rü
kwärtseinsetzen aus (35) und (36) mit der Kitematrix verwenden zu können, werdendie Zeilen als Vektoren von Ni
htnullelementen dargestellt. Ein Ni
htnullelement einer Zeile der Kitematrixbesteht aus dem Spaltenindex und dem dazugehörigen Wert an dieser Stelle (siehe Abbildung 41). Wir erhaltendadur
h den Vektor z der Werte der Ni
htnullelemente und den Vektor j der entspre
henden Spaltenindizes.Die Anzahl der Ni
htnullelemente einer Zeile wird mit q bezei
hnet, daher gilt z, j ∈ R1×q. Zu bea
hten ist, dassder Vektor z der oberen Diagonalmatrix R das Diagonalelement an erster Stelle hat (Abbildung 42). Bes
hreibtder Vektor z jedo
h eine Zeile der unteren Diagonalmatrix RT , so ist das Diagonalelement an der letzten Stelle(Abbildung 40). Nun können (35) und (36) mit geringen Modi�kationen mit der Kitematrix eingesetzt werden.Die Summen ∑i−1
k=1 bzw.∑n

k=i+1 werden ersetzt dur
h die Summen ∑q−1
k=1 bzw.∑q

k=2. Der Index der bereitsbere
hneten Elemente cjk
wird dem Indexvektor j an der Stelle k entnommen, wodur
h ist eine zweifa
heIndizierung notwendig ist. Daher werden nur die Ni
htnullelemente der Kitematrix benötigt. Das Vorwärts�und Rü
kwärtseinsetzen mit der Kitematrix ergibt si
h daher zu

ci =

(
q−1
∑

k=1

zk cjk

)

/zq i ∈ {1, n} Vorwärtseinsetzen (52)
xi =

(
q
∑

k=2

zk cjk

)

/z1 i ∈ {n, 1} Rü
kwärtseinsetzen . (53)Implementierung: Im Programm liefern die Funktion getRow() und getCol() der Klasse Kite den Vektorder Ni
htnullelemente einer beliebigen Zeile oder Spalte der Kitematrix. Da im Spei
her nur die Matrix R undni
ht die Matrix RT vorliegt, muss eine Zeile der Matrix RT mit dem Befehl getCol() erzeugt werden. DieSpalte i der Matrix R ist die Zeile i der Matrix RT .4.3.4 Unvollständige Inversion aus der na
h Cholesky reduzierten KitematrixDie Entstehung von Füllelementen kann, wie s
hon erwähnt, ni
ht dur
h Umsortierung mit dem Freien Kite�Nummerierungs
hema umgangen werden, der Teil der Kitematrix, der die Korrelationssektoren Semi-Semi undSemi-Full enthält, wird na
h der Inversion voll besetzt sein (Abbildung 43). Der Algorithmus zur Inversion ausAbs
hnitt 4.1.5 kann jedo
h an die Kitematrix angepasst werden, so dass nur die Elemente der Inversen Kitema-trix bere
hnet werden, die innerhalb der Kitestruktur liegen, denn die ausserhalb der Kitestruktur entstehendenFüllelemente tragen, wieHanson (1978) gezeigt hat, ni
ht zur Bere
hnung dieser Elemente bei. Die entstehendeMatrix wird unvollständige Inverse genannt. Im Folgenden wird der an die Kitestruktur angepasste Algorithmus
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) Invertierte KitematrixAbbildung 43: In der Kitestruktur entstehen bei der Inversion im Gegensatz zur Cholesky�Zerlegung Füllele-mentevorgestellt. Da nur die Elemente der inversen Kitematrix bere
hnet werden sollen, die au
h in der Kitematrixunglei
h Null sind, soll nun untersu
ht werden, wel
he Elemente dazu gebrau
ht werden. Der Korrelations-sektor Full-Full der Kitematrix wird immer als volle Matrix gespei
hert, da hier alle Parameter als korreliertbetra
htet werden. Aus diesem Grund kann die rekursive Inversion in diesem ganzen Blo
k ohne Bea
htung vonFüllelementen von unten na
h oben dur
hgeführt werden. Am Übergang zu dem Korrelationssektor Semi-Fullbzw. . Semi-Semi, soll die na
hfolgende Betra
htung ansetzen. Es ist nun die erste Zeile der inversen Kitematrixüber dem Korrelationssektor Full-Full zu bere
hnen. Abbildung 44 zeigt die Ausgangssituation. Die Matrix



56 4 BILDUNG DER NORMALGLEICHUNGENwird in diesem Beispiel weiterhin mit A, deren Inverse mit B und die Partitionen der aktuell zu bere
hnendenTeilinversen na
h (38) mit Aij bezei
hnet. Dabei soll angenommen werden, dass drei Elemente des Blo
ks A12

Nullelement

A11

A12

B22

Abbildung 44: Ausgangssituation eines Rekursionss
hrittes in der Struktur der Kitematrixglei
h Null sind. Es soll nun darauf gea
htet werden, wel
he Elemente des Blo
ks B22 aufgrund des Auftretensdieser Nullelemente ni
ht benötigt werden, weil mit ihnen wirkungslose Multiplikationen bere
hnet werden. Wieman in Abbildung 45 sieht, besteht der Blo
k B12 na
h der Inversion nur no
h aus Ni
htnullelementen. Dabei
-1

Hellgraue Elemente liefern

keinen Beitrag zum ErgebnisNullelemente

Füllelemente

der Füllelemente bei

tragen nur zur Berechnung

Gestrichelte Elemente

=B12 =

Abbildung 45: Bere
hnung des Blo
ks B12 innerhalb eines S
hrittes der rekursiven Inversionsind drei Füllelemente entstanden. Aufgrund der Nullelemente an den Positionen 1-3 in Blo
k A12 tragen dieZeilen 1-3 des Blo
ks B22 ni
ht zum Ergebnis von Blo
k B12 bei. Die ni
ht benötigten Elemente sind hellgrauhervorgehoben. Auf die Bere
hnung der gestri
helt eingezei
hneten Füllelemente in Blo
k B12 kann nur dannverzi
htet werden, wenn sie au
h zur Bere
hnung von Blo
k B11 ni
ht beitragen (Abbildung 46). In der Be-
1

1− Nullelemente

keinen Beitrag zum Ergebnis

Füllelemente liefern

B11 =Abbildung 46: Bere
hnung des Blo
ks B11 innerhalb eines S
hrittes der rekursiven Inversionre
hnung des Blo
ks B11 wird der neu bere
hnete Blo
k B12 mit dem transponierten Blo
k A12 multipliziert.Man sieht, dass die neu bere
hneten Füllelemente in diesem S
hritt mit den ursprüngli
hen Nullelementen ander glei
hen Stelle multipliziert werden und daher ni
hts zu dem Ergebnis von Blo
k B11 beitragen. Auf dieBere
hnung der Füllelemente kann daher vollständig verzi
htet werden. Dieser Zusammenhang wird dur
h diefolgende Regel ausgedrü
kt.Regel 4.1 (Verna
hlässigung von Füllelementen) Enthält eine Zeile bei der rekursiven Inversion dur
hPartitionierung Nullelemente auÿerhalb der Diagonalen, so kann auf die Bere
hnung der Füllelemente an diesenStellen verzi
htet werden, weil diese keinen Ein�uÿ auf die Bere
hnung der anderen inversen Elemente haben.Liegt ein Nullelement in Spalte j der aktuellen Zeile vor, so wird die Zeile und die Spalte j des Blo
ks B22



4.3 S
hwa
h besetzte Normalglei
hungen mit FKN 57ni
ht benötigt. Anders ausgedrü
kt heisst das, wenn in der aktuell bere
hneten Zeile nur ein Ni
htnullelementan Position j vorliegt, so wird zur Bere
hnung der ganzen inversen Zeile nur das Element der Zeile und Spalte
j aus B22 benötigt. �Ersetzt man die Skalare dur
h Blö
ke, so kann angegeben werden, wel
he Blö
ke benötigt werden, um einevollständige Blo
kzeile der unvollständigen inversen Kitematrix zu bere
hnen. Laut De�nition der Struktur derKitematrix (Abs
hnitt 3.2) gibt es in jeder Blo
kzeile der Kitematrix nur einen Diagonalblo
k und maximaleinen Nebendiagonalblo
k. In Blo
kkoordinaten ausgedrü
kt bedeutet das, dass für die Bere
hnung der Blö
ke
K(−1)

αα und K
(−1)
αβ der inversen Kitematrix nur der Blo
k K

(−1)
ββ aus dem Korrelationssektor Full-Full und diebeiden Blö
ke Rαα und Rαβ aus der reduzierten Kitematrix R benötigt werden. Alle anderen Blö
ke sind unab-hängig davon. Daher konnte der Algorithmus zur Bere
hnung der unvollständigen, inversen Kitematrix gut aufdas neue Spei
hers
hema, bei dem ein Vektor von Diagonalblö
ken und ein Vektor von Nebendiagonalblö
kengespei
hert wird, angewendet werden. In Algorithmus 4.5 gelten die Bezei
hnungen für die Kitematrix, die inAbs
hnitt 3.2 eingeführt worden sind. Der Korrelationssektor Full-Full der Kitematrix wird in einer zusam-menhängenden Matrix gespei
hert und mit D bezei
hnet. Sowohl dieser als au
h die Diagonalblö
ke, für die eskeinen Nebendiagonalblo
k gibt, sind innerhalb der Inversion vollkommen unabhängig vom Rest der Kitema-trix. Für sie kann daher die vollständige, rekursive Inversion separat bere
hnet werden. In Anlehnung an dieglei
hnamige LAPACK Routine wird dieser S
hritt dpotri genannt. Der Vektor α enthält alle Blo
kkoordinaten

α dieser Blö
ke. Der Vektor αβ enthält die Blo
kkoordinaten αi, βi aller Nebendiagonalblö
ke.Algorithmus 4.5 (Unvollständige Inversion der Kitematrix)12 K
(−1)
D = dpotri(D) // Inverse aus der Choleskymatrix34 for α ∈ α // Diagonalblö
ke ohne Subblo
k5 {6 Kαα = dpotri( Rαα )7 }89 for (α, β) ∈ αβ // Diagonalblö
ke mit Subblo
k10 {11 K

(−1)
αβ = −R−1

ααRαβ Kββ12 K
(−1)
αα = R−1

αα (R−1
αα)T − Kαβ RT

αβ (R−1
αα)T13 }Implementierung: Die Te
hnik, die vollständige Kitematrix in den zwei Vektoren blo
k und subblo
kzu spei
hern, eignet si
h au
h für diesen Algorithmus. Der Zugri� auf die Subblö
ke und die korrespondie-renden Diagonalblö
ke ist realisierbar, indem der Vektor subblo
k dur
hlaufen und der in der ObjektklasseNeqSubBlo
k enthaltene Verweis genutzt wird, um auf den entspre
henden Diagonalblo
k zuzugreifen. DieKoordinaten für den Zugri� auf den korrespondierenden Auss
hnitt aus dem Blo
k D ergeben si
h aus denStartkoordinaten des aktuellen Subblo
ks, dessen Anzahl von Spalten und den Startkoordinaten des Blo
ks D,der das letzte Element des Vektors blo
k bildet.Optimierung: Die Spei
herung der einzelnen Blö
ke als Matrizen erlaubt au
h hier den Einsatz von ho
h-optimierbaren BLAS/LAPACK Routinen. So wird die Inversion des letzten Blo
ks und der alleinstehendenDiagonalblö
ke D in einem Stü
k mit der LAPACK Routine dpotri dur
hgeführt. Diese Routine bere
hnet dieInverse einer Matrix mit Hilfe ihrer Cholesky�Matrix. Multiplikationen von Dreie
ksmatrizen können mit BLASRoutinen dtrmm und von normalen Matrizen mit dgemm bere
hnet werden. Die Inverse einer Dreie
ksmatrix er-mittelt die LAPACK Routine dtrtri e�zient, no
h e�zienter ist der Einsatz der BLAS Routine dtrsv für dasRü
kwärtseinsetzen anstelle der Multiplikation mit einer inversen Dreie
ksmatrix bzw. das Vorwärtseinsetzenanstelle der Multiplikation mit ihrer Transponierten.



58 5 LÖSUNGSVERFAHREN5 LösungsverfahrenBei der Kombination eines ho
hau�ösenden, regelmäÿigen Datensatzes mit einem niedrig au�ösenden, ni
htregelmässigen Datensatz nutzt das Freie Kite�Nummerierungss
hema die s
hwa
he Besetztheit der Normal-glei
hungsmatrix des ho
hau�ösenden Datensatzes, wel
he aus den in Kapitel 2.1 erwähnten Orthogonalitätenresultiert, aus. Diese Orthogonalitäten können ganz oder nur näherungsweise erfüllt sein, wodur
h das FreieKite�Nummerierungss
hema bei vers
hiedenen Lösungsverfahren Anwendung �ndet.5.1 Strenge Kombination von regelmäÿigen und unregelmäÿigen DatenSind die Orthogonalitäten aus Kapitel 2.1 erfüllt, so enthält die Kitematrix exakt dieselben Einträge, wie dieNormalglei
hungsmatrix, bis auf die dur
h das Freie Kite�Nummerierungs
hema geänderte Reihenfolge der Pa-rameter. Zur Bere
hnung der strengen Kombination beider Datentypen kann daher die Normalglei
hungsmatrixin (21) dur
h die Kitematrix ersetzt werden, woraus (51) erhalten wird, wel
hes mit dem an die Kitematrixangepassten Cholesky�Verfahren aus Abs
hnitt 4.3.3 gelöst werden kann. Da beim Cholesky�Verfahren mit derKitematrix keine Füllelemente entstehen, kann die sphäris
he harmonis
he Analyse wie in Kapitel 2.2 gezeigt,bis zu einem deutli
h höheren maximalen Entwi
klungsgrad dur
hgeführt werden. Zur Bere
hnung der Vari-anzen und Kovarianzen der unbekannten Parameter muss die inverse Kitematrix gebildet werden, wobei, wiein Abbildung 43(
) gezeigt au
h bei der Kitematrix viele Füllelemente entstehen. Diese Füllelemente könnenjedo
h mit Algorithmus 4.5 umgangen werden, wodur
h die unvollständige Inverse erhalten wird. Aus dieserMatrix können die Varianzen und Kovarianzen der unbekannten Parameter abgeleitet werden.5.2 Das Verfahren PCGMASind die Orthogonalitäten aus Abs
hnitt 2.1 im Gegensatz zu der Annahme aus dem vorhergehenden Abs
hnittnur näherungsweise erfüllt, so stimmen die Elemente der Kitematrix zwar mit denen der Normalglei
hungs-matrix überein, bilden aber nur eine Teilmenge von ihnen. Dur
h das Austaus
hen der Kitematrix mit derNormalglei
hungsmatrix werden vorhandene Korrelationen ignoriert und daher nur eine Näherungslösung von(21) erhalten. Die Kitematrix ist in diesem Fall jedo
h eine Approximation der Normalglei
hungsmatrix, weil sie,wie Abbildung 7 zu entnehmen ist, deren diagonaldominanten Teil enthält und nur kleinere Elemente verna
h-lässigt. Sie eignet si
h daher als Vorkonditionierungsmatrix für das CG�Verfahren. Dur
h die Mögli
hkeit derFreien Kite�Nummerierung, die unbekannten Parameter in vers
hiedene Korrelationszonen einzuteilen, könnenzusätzli
he Korrelationen bei der Aufstellung der Kitematrix berü
ksi
htigt werden, wodur
h die Approximati-on der Normalglei
hungsmatrix und somit die Konvergenz des Verfahrens verbessert wird. Wie oben erwähnt,wurde das Verfahren PCGMA neu implementiert und dur
h das Freie Kite�Nummerierungss
hema erweitert.Das resultierende parallele Programm p
gma läuft im produktiven Einsatz sowohl auf dem Cluster des Institutsfür Theoretis
he Geodäsie, als au
h auf dem Super
omputer JUMP des Fors
hungszentrums Jüli
h. Der Algo-rithmus der Konjugierten Gradienten und die Erweiterungen, die das Verfahren PCGMA beinhaltet werden imFolgenden kurz bespro
hen. Sie können ausführli
her in S
huh (1996) na
hges
hlagen werden. Am Ende diesesAbs
hnitts wird der Algorithmus des Verfahrens PCGMA dargestellt und der na
hfolgende Abs
hnitt wird dieErweiterung des Verfahrens dur
h das Freie Kite�Nummerierungss
hema behandeln.5.2.1 Methode der Konjugierten GradientenS
huh (1996) hat die Methode der konjugierten Gradienten (
onjugate gradients, CG) für die Kombination vonfast regelmäÿigen Datensätzen mit ni
ht regelmäÿigen Datensätzen niedriger Au�ösung vorges
hlagen. Dur
hdieses Verfahren konnte der dur
h die Dimension der Normalglei
hungsmatrix bedingte hohe Re
henaufwandund die aufwändige Spei
herung in langsamen Massenspei
hern, oder Netzwerken mit vielen Computern um-gangen werden. Das CG�Verfahren ist ein s
hlankes System, dessen dominierende Kosten eine Matrix�VektorMultiplikation pro Iteration ist. Den CG�Algorithmus zur Lösung eines Glei
hungssystems Nx = n zeigtAlgorithmus 5.1.



5.2 Das Verfahren PCGMA 59Algorithmus 5.1 (Methode der Konjugierten Gradienten)Eingabe N Normalglei
hungsmatrix (N = AT A)

x0 Näherungslösung
n Re
hte Seite (n = AT ℓ)Ausgabe rT r Quadratsumme der Residuen des Normalglei
hungssystems
x LösungsvektorInitialisierung

r(0) = Nx0 − n

p(0) = −r(0)Iterationss
hritte i = 0, 1, . . . , I

e =
rT

(i)r(i)

rT
(i−1)r(i−1)

p(i) = −r(i) + e p(i−1)







i > 0

h = Np(i)

q =
rT

(i)r(i)

pT
(i) h

x(i+1) = x(i) + q p(i)

r(i+1) = r(i) + q h5.2.2 Lösung eines Normalglei
hungssystemsWird CG dazu benutzt, ein Normalglei
hungssystem zu lösen, so brau
ht die Normalglei
hungsmatrix N ni
htexplizit aufgestellt zu werden, denn die Multiplikation eines Vektors mit der Normalglei
hungsmatrix kann dur
hzwei Matrix�Vektor Multiplikationen mit der Designmatrix ersetzt werden. In Algorithmus 5.1 wird dazu dieerste Zeile
r(0) = Nx0 − ngeändert in
v(0) = Ax0 − ℓ mit A ∈ Rm×n und ℓ ∈ Rm×1

r(0) = AT v(0) mit r ∈ Rn×1 (54)und die fünfte Zeile
h = Np(i)geändert in
g = Ap(i)

h = AT g . (55)Dadur
h wird N ni
ht mehr für den CG�Algorithmus benötigt und die Anzahl der notwendigen Operationenreduziert. Der CG�Algorithmus ist daher mit mn Additionen und mn Multiplikationen deutli
h s
hneller alsdas Aufstellen der Normalglei
hungsmatrix, wel
hes mn2 Additionen und mn2 Multiplikationen erfordert. Beider GOCE Mission wird m ungefähr 46 Millionen (6 Monate Beoba
htungszeitraum) und n ungefähr 58 000sein (Grad 240). Die Aufstellung der Normalglei
hungsmatrix ist in diesem Fall 58 000 mal aufwändiger, d. h.wenn die Multiplikation Ax beispielsweise 10 Minuten dauert, dann würden bei glei
her Re
henges
hwindigkeitfür AT A 
a. 400 Tage vergehen.



60 5 LÖSUNGSVERFAHREN5.2.3 Lösung groÿer SystemeBei groÿen Ausglei
hungsproblemen kann die Designmatrix oft nur mit hohem Aufwand gespei
hert werden,so dass es s
hneller ist, sie in jedem Iterationss
hritt neu aufzustellen. Die Kosten für eine Iteration werdenin diesem Fall ni
ht mehr von zwei Matrix�Vektor Multiplikationen dominiert, sondern von der Zeit für dieAufstellung der Designmatrix. Die Multiplikation mit A erfordert zeilenweisen Zugri� und die Multiplikationmit AT erfordert spaltenweisen Zugri�, so dass die Designmatrix zweimal pro Iteration bere
hnet werden muss.Dur
h Umstellung der Bere
hnungsreihenfolge auf blo
kzeilenweisen Zugri� auf die Designmatrix entspre
hend(26) und (27) ist es jedo
h mögli
h, sie nur einmal pro Iteration aufstellen zu müssen. Dazu werden die Matrix
A und der Vektor g aus (55) entlang der Dimension m in S Blö
ke von Zeilen aufgeteilt:

A =







A1

A2

. . .

AS







g =







g1

g2

. . .

gS







(56)Die einzelnen Blö
ke gs ergeben si
h nun mit Hilfe des Blo
ks As und des Vektors p(i) zu
gs = Asp(i) . (57)Dur
h diese Einteilung ist h als Summe darstellbar, wobei für die Bere
hnung jedes einzelnen Summandenjeweils nur der Blo
k s von A und g notwendig ist. In (58) ist daher nur zeilenweiser Zugri� auf die Designmatrixnotwendig.
h =

S∑

s=1

AT
s

(

Asp(i)

) (58)Analog dazu wird aus (54)
r(0) =

S∑

s=1

AT
s (Asx0 − ℓs) . (59)Diese Te
hnik der Aufteilung der Designmatrix und aller anderen Vektoren des CG�Algorithmus, die dem Rm×1angehören, kann sowohl dazu benutzt werden, Designmatrizen zu verarbeiten, die am Stü
k ni
ht spei
herbarsind, als au
h zur Parallelisierung. Bei der Parallelisierung werden die S Blö
ke der Designmatrix auf ver-s
hiedene Computer verteilt und die Ergebnisvektoren aus (54) und (55) auf einem Computer gesammelt undaddiert.5.2.4 VorkonditionierungVorkonditionierung ist eine Te
hnik zur Verbesserung der Konditionszahl κ der Systemmatrix. Die Konditions-zahl

κ(A) =
λmax
λmin (60)einer symmetris
hen, positiv de�niten Matrix A ist de�niert als das Verhältnis zwis
hen dem gröÿten und demkleinsten Eigenwert. Je gröÿer die Konditionszahl der Normalglei
hungsmatrix ist desto s
hle
hter konvergiertdie CG�Methode. Dies wird dur
h den Spektralradius

ρCG =

(

1 −
√

κ(A)

1 +
√

κ(A)

)2 (61)der Methode der Konjugierten Gradienten ausgedrü
kt. Im Verfahren PCGMA ist die Systemmatrix die Nor-malglei
hungsmatrix N . Das überbestimmte Glei
hungssystem
Ax = ℓ + v (62)na
h der Methode der kleinsten Quadrate mit dem CG�Verfahren zu lösen hat den Na
hteil, dass die Konditi-onszahl der Normalglei
hungsmatrix
κ(N ) = κ(A)2



5.2 Das Verfahren PCGMA 61das Quadrat der Konditionszahl der Designmatrix ist, wodur
h ist eine s
hle
hte Konvergenz zu erwarten ist.Untersu
hungen des numeris
hen Verhaltens der Kombination von SST und SGG Daten haben dies bestätigt.Im PCGMA Verfahren wird daher immer mit Vorkonditionierung gearbeitet. Die Kite Struktur, die si
h dur
hdie strenge Kombination von regelmäÿigen und ni
ht regelmäÿigen Daten ergibt, hat si
h als sehr gute Vorkon-ditionierungsmatrix erwiesen. Die Vorkonditionierung basiert auf der Annahme, dass die ho
hau�ösenden SGGDaten näherungsweise regelmäÿig sind, so dass dur
h Verna
hlässigung der Korrelationen zwis
hen den Koe�-zienten unglei
her Ordnung eine blo
kdiagonale Struktur in der SGG Normalglei
hungsmatrix entsteht. Dur
hKombination dieser mit der kleineren, aber vollbesetzten SST Normalglei
hungsmatrix entsteht die Kitestruk-tur entspre
hend Abbildung 18. Wie in Kapitel 3 gezeigt, kann die Kitematrix e�zient gespei
hert werden undalle notwendigen Operationen für die Vorkonditionierung mit ihr dur
hgeführt werden. Dazu wird eine reprä-sentative Matrix K gesu
ht, die der Normalglei
hungsmatrix mögli
hst ähnli
h ist, so dass die Konditionszahl
κ(K−1N ) kleiner als κ(N) ist, wobei K lei
ht zu spei
hern und zu bere
hnen sein muss. Die Eigens
haftentre�en auf die Kitematrix zu. Dazu wird das zu lösende Glei
hungssystem in ein alternatives Glei
hungssystemtransformiert, dessen Systemmatrix eine kleinere Konditionszahl hat.

Nx = n wird ersetzt dur
h K−1Nx = K−1n . (63)Die Herleitung der Formeln für die Vorkonditionierung kann in S
huh (1996) na
hgelesen werden. Zur Dur
h-führung der Vorkonditionierung wird in Algorithmus 5.1 der Residuenvektor ρ des transformierten Glei
hungs-systems aus (63) eingeführt, der si
h aus der Multiplikation des Residuenvektors mit der inversen Kitematrixzu
ρ = K−1r (64)ergeben würde. Die Multiplikation mit der inversen Kitematrix wird ni
ht direkt ausgeführt, sondern dur
hVorwärts� und Rü
kwärtseinsetzen mit der na
h Cholesky zerlegten Kitematrix und dem Residuenvektor alsre
hte Seite bere
hnet. Die Quadratsumme der Residuen rT ρ wird dann dur
h das Skalarprodukt aus demResiduenvektor mit dem transformierten Residuenvektor gebildet. Die frühere Relaxationsri
htung p wird ersetztdur
h die neue Relaxationsri
htung
Π = K−1p . (65)Da die Relaxationsri
htung aber au
h direkt im transformierten System dur
h
Π(i) = −ρ(i) + e Π(i−1) (66)bere
hnet werden kann (siehe Algorithmus 5.2), ist das Vorwärts� und Rü
kwärtseinsetzen mit der Kitematrixnur einmal pro Iteration notwendig.5.2.5 Dekorrelation der Beoba
htungen dur
h digitale FilterungAufgrund der Charakteristik des Messprozesses werden die Beoba
htungsdaten der Satellitengradiometrie ho
hkorreliert sein. Die unbekannten Parameter können daher ni
ht in dem linearen Modell
Ax = ℓ + v mit Σ{ℓ} = σ2I (67)ges
hätzt werden, sondern in dem Modell
Ax = ℓ + v mit Σ{ℓ} = σ2P−1 . (68)Daher ergeben si
h die Normalglei
hungen zu
AT PAx = AT P ℓ . (69)Vom mathematis
hen Standpunkt wäre die Gewi
htung der Beoba
htungen lei
ht in den CG�Algorithmusintegrierbar. Dazu wird die Gewi
htsmatrix zerlegt in die zwei Dreie
ksmatrizen
P = GGT . (70)Mit
GT A = Ā und GT ℓ = ℓ̄ (71)



62 5 LÖSUNGSVERFAHRENwird dann das Modell mit unkorrelierten Beoba
htungen
Āx = ℓ̄ + v̄ mit Σ{ℓ} = σ2I (72)erhalten, siehe z. B. Ko
h (1999, S. 154). Innerhalb des CG�Algorithmus 5.1 würde somit aus (55)
g = GT Ap(i) = Āp

h = AT Gg = Ā
T
g . (73)Die Dimension der Gewi
htsmatrix ist jedo
h m × m, wobei m die Anzahl der Messungen ist. Bei m = 18Millionen wäre die Gewi
htsmatrix mit 2000 Terabyte ni
ht spei
herbar. Ein weiterer Na
hteil dieses Verfahrensist, dass für die Bere
hnung der ersten Zeile der dekorrelierten Designmatrix Ā die gesamte Designmatrix Abenötigt wird, was mit der in Abs
hnitt 5.2.3 vorgestellten Te
hnik zur Verarbeitung groÿer Systeme ni
htvereinbar ist. Innerhalb des PCGMA Verfahrens wird die Dekorrelation der Beoba
htungen daher dur
h einenARMA Filter dargestellt. Die Bere
hnung der Designmatrix Ā zu den dekorrelierten Beoba
htungen ℓ̄ stelltsi
h dann als ein Produkt mit der Filtermatrix F dar.

Ā = FA ℓ̄ = Fℓ (74)Die Filterung kann so implementiert werden, dass nur zeilenweiser Zugri� auf die Designmatrix notwendig ist(S
huh 1996, S
huh 2003). Die Filterung der Designmatrix ist so blo
kweise dur
hführbar
Ās = �lter(As) ℓ̄s = �lter(ℓs) (75)und daher mit der Te
hnik zur Verarbeitung groÿer Systeme aus Abs
hnitt 5.2.3 vereinbar. Dur
h die End-li
hkeit der Messreihe wird die regelmässige Struktur der Korrelationsmatrix dur
h Rande�ekte gestört. Diestrenge Berü
ksi
htigung dieser Rande�ekte erfordert entweder die Lösung von sehr groÿen Toeplitz�Systemenoder eine Approximation mit zirkulierenden Systemen. Wird diese Approximation angenommen, so hat dieszur Folge, dass die Randelemente ni
ht korrekt bere
hnet werden, da bei ARMA�Filtern au
h über die Start-elemente verfügt werden muss, und dies weitgehend willkürli
h ges
hieht, führen wir eine Aufwärmphase amAnfang der Beoba
htungen ein, damit diese unkorrekten Korrelationen ni
ht das System stören. Der Verzi
htauf diese Messungen ist aufgrund der groÿen Überbestimmung bei der Satellitengradiometrie unkritis
h, ver-langt jedo
h Bea
htung bei der Parallelverarbeitung, weil jeder Prozessor seine eigene Aufwärmphase benötigtund die Beoba
htungen daher überlappend verteilt werden müssen. Untersu
hungen über den Ein�uss des Auf-wärmverhaltens bei der Parallelverarbeitung von SGG Daten sind von Plank (2004) angestellt worden. Istdie Überlappung ausrei
hend lang, so sind keine Unters
hiede mehr zwis
hen der Parallelverarbeitung und derseriellen Verarbeitung zu erkennen.In Algorithmus 5.2 wird die Filterung ni
ht explizit erwähnt, weil die Aufstellung der Designmatrix und ihre Fil-terung in einem kombinierten Verarbeitungss
hritt erfolgen weshalb keine Änderung am Algorithmus notwendigist. Die Zeit für die Aufstellung der Designmatrix setzt si
h zusammen aus den S
hritten

• Bere
hnung der zweiten Ableitungen des Potentials,
• Transformation der Designmatrix in ein anderes Bezugssystem,
• und Filterung,wel
he ungefähr glei
hlang dauern.5.2.6 Kombination von Normalglei
hungen und Beoba
htungsglei
hungenIn Kapitel 2.3 wurde die gemeinsame Ausglei
hung von regelmäÿigen und unregelmäÿigen Daten vorgestellt.Eine typis
he Anwendung des PCGMA Verfahrens ist die gemeinsame Ausglei
hung von SGG und SST Daten.Zur Aufstellung des Vorkonditionierers wird die Annahme der Regelmäÿigkeit für die SGG Daten getro�en.Dies gilt jedo
h nur für die Vorkonditionierung. PCGMA bere
hnet die strenge Kombination der voll korre-lierten SGG Daten mit den SST Daten. Die SST Daten sollen dabei als Normalglei
hungssystem vorliegen.Die SGG Normalglei
hungsmatrix ist aufgrund ihrer Gröÿe ni
ht bere
henbar und ers
heint daher im PCGMAAlgorithmus (Alg. 5.2) nur indirekt. Die Kombination der beiden Beoba
htungstypen wird auf die Addition des



5.2 Das Verfahren PCGMA 63Residuenvektors der Normalglei
hungssysteme zurü
kgeführt. Die Residuenvektoren rsgg und rsst ergeben si
him Initialisierungss
hritt auf unters
hiedli
he Weise
rsgg =

S∑

s=1

[
As (Asx − ℓsgg)] rsst = N sstx − nsst . (76)Die Gewi
htung zwis
hen den Datentypen wird über den Gewi
htungsparameter α realisiert

r = rsgg + αrsst . (77)Zu bea
hten ist jedo
h die unters
hiedli
he Dimension der Systeme. Da die Satellitengradiometrie die hohenFrequenzen des S
hwerefeldes besser sehen kann, ist geplant, die SGG Daten bis Grad 240 aufzulösen. DasSatellite-to-Satellite Verfahren eignet si
h gut zur Bestimmung der niedrigeren Grade, daher werden die SSTDaten bis maximal Grad 100-150 aufgelöst. Es gilt daher nsgg ≫ nsst. Dur
h die Umnummerierung der un-bekannten Parameter in das Freie Kite�Nummerierungss
hema be�nden si
h die Koe�zienten, die von beidenBeoba
htungstypen ges
hätzt werden, immer in der Korrelationszone Full, die am Ende des Parametervektorsangeordnet ist (siehe Kapitel 2.3.2). Der SGG Residuenvektor kann daher in die Korrelationszonen Independent,Semi und Full aufgeteilt werden. Der SST Residuenvektor hat nur Elemente in der Korrelationszone Full.
rsgg =





rindependent
rsemi
rfull 

 rsst =





−
−

rfull (78)Zur gemeinsamen Ausglei
hung wird daher (77) unter Berü
ksi
htigung von (78) dur
h Erweiterung von (59)in den CG�Algorithmus integriert.
r(0) =

S∑

s=1

(

AT
s (As

∣
∣
∣
∣
∣
∣

xindependent
xsemi
xfull ∣

∣
∣
∣
∣
∣

− ℓs)
)

+ α (N sst xfull − nsst) (79)Analog dazu wird (58) erweitert zu
h =

S∑

s=1

(

AT
s (As

∣
∣
∣
∣
∣
∣

pindependent
psemi
pfull ∣

∣
∣
∣
∣
∣

− ℓs)
)

+ α N sst pfull . (80)
Der vollständige Algorithmus PCGMA mit den in den Abs
hnitten 5.2.1 bis 5.2.6 dargestellten Erweiterungenist in Algorithmus 5.2 gezeigt.



64 5 LÖSUNGSVERFAHRENAlgorithmus 5.2 (PCGMA)Eingabe As s ∈ 1, . . . , S Designmatrix mit aus
hlieÿli
h zeilenweisem Zugri�
ℓ Beoba
htungen
N sst Normalglei
hungsmatrix (z. B. SST)
nsst Re
hte Seite
x0 Näherungslösung
α Gewi
htungsfaktor zwis
hen den Normalglei
hungen
I Anzahl IterationenAusgabe x Lösungsvektor
rT ρ Quadratsumme der Residuen
vT v Quadratsumme der Verbesserungen der Beoba
htungenInitialisierung

K = buildKitePre
onditioner(ℓ)
r(0) =

S∑

s=1

(

AT
s (As

∣
∣
∣
∣
∣
∣

xindependent
xsemi
xfull ∣

∣
∣
∣
∣
∣

− ℓs)

︸ ︷︷ ︸

v
(0)
s

)

+ α (N sst xfull − nsst)
v(0) =

[
vT

1 , vT
2 , . . . , vT

S

]T

ρ(0) = solve(K, r(0))
Π(0) = −ρ(0)Iterationss
hritte i = 0, 1, . . . , I

e =
rT

(i)ρ(i)

rT
(i−1)ρ(i−1)

Π(i) = −ρ(i) + e Π(i−1)







i > 0

h =

S∑

s=1

(

AT
s (As

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Πindependent
Πsemi
Πfull ∣

∣
∣
∣
∣
∣

)

︸ ︷︷ ︸

gs

)

+ α N sst Πfull
g(i) =

(
gT

1 , gT
2 , . . . , gT

S

)T

q =
rT

(i)ρ(i)

ΠT
(i)h

x(i+1) = x(i) + q Π(i)

r(i+1) = r(i) + q h

ρ(i+1) = solve(K, r(i+1))
v(i+1) = v(i) + q g(i)5.3 Erweiterung des Verfahrens PCGMA dur
h FKNMit dem Freien Kite�Nummerierungss
hema ist die Mögli
hkeit ges
ha�en worden, die unbekannten Parameterbei der sphäris
hen harmonis
hen Analyse so umzusortieren, dass die blo
kdiagonale Struktur der Normalglei-
hungsmatrix zu einem regelmäÿigen, ho
h au�ösenden Datensatz an eine vollbesetzte, niedriger au�ösendeNormalglei
hungsmatrix beliebigen Typs angepasst werden kann. Dabei entsteht die Kitematrix mit vier Korre-lationssektoren (Abbildung 16 auf Seite 27). Die Struktur der Kitematrix sieht vor, dass der KorrelationssektorFull-Full vollbesetzt ist, ohne dass bei der Cholesky�Zerlegung Füllelemente im sonstigen Berei
h entstehen. Diebisherige Strategie zur Erstellung der Kitematrix war zunä
hst, den blo
kdiagonalen Beitrag der regelmäÿigenDaten aufzustellen, wel
her dann die in Abbildung 47 gezeigte Struktur besaÿ. Der Korrelationssektor Full-Fullbeinhaltet zwar nur eine blo
kdiagonale Struktur, aber die Algorithmen der Kitematrix behandeln diesen wie
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Korrelationssektor
Full-FullAbbildung 47: Anpassung eines ho
hau�ösenden Modells an ein niedriger au�ösendes Modell: GemeinsameKoe�zienten werden am S
hluss angeordnet und liegen im Korrelationssektor Full-Fulleine vollbesetzte Matrix, so dass eine vollbesetzte Normalglei
hungsmatrix beliebigen Typs zu diesem Blo
kaddiert werden kann, vorausgesetzt, die Reihenfolge der Parameter stimmt überein. Diese Voraussetzung wirddur
h FKN erfüllt.5.3.1 Berü
ksi
htigung von zusätzli
hen KorrelationenDie Vorkonditionierung mit der Kitematrix in PCGMA beruht auf der Annahme, dass die Beoba
htungen derSatellitengradiometrie näherungsweise einen regelmäÿigen Datensatz und daher eine näherungsweise blo
kdia-gonale Normalglei
hungsmatrix bilden. Zur Aufstellung der Kitematrix werden die Korrelationen auÿerhalb derBlo
kdiagonalstruktur verna
hlässigt. Ein neuer Denkansatz ist nun, ni
ht alle Korrelationen zu verna
hlässigen,sondern au
h bestimmte Berei
he ausserhalb der Blo
kdiagonalstruktur in die Kitematrix aufzunehmen, um dieNormalglei
hungsmatrix, wie später erläutert wird, besser zu approximieren. Berü
ksi
htigung von Korrelatio-nen zwis
hen bena
hbarten Ordnungen wäre mit der Kitestruktur verträgli
h, weil die Parameter ordnungsweisesortiert sind und so nur gröÿere Diagonalblö
ke entstünden.Abbildung 48 zeigt dies am Beispiel der Kombination von voll korrelierten Daten bis Grad und Ordnung 4 (blaudargestellt) mit regelmässigen Daten bis Grad und Ordnung 10 (rot dargestellt). Die in Abbildung 48(a) s
hwarzumrandeten Parameter der Ordnungen 3 und 4 sollen zusätzli
h als voll korreliert angesehen angesehen werden.Die daraus resultierenden Änderungen in der Kitematrix bei ni
ht geänderter Reihenfolge der Parameter sind in

Ordnung m

← Slm    Clm →

0

5

10

G
ra

d 
l

510 0 5 10(a) Änderungen im Koe�zientendreie
k

0

50

100

0 50 100(b) Änderungen in der Kitematrix ohne FKNAbbildung 48: Änderungen in der Kitematrix dur
h Berü
ksi
htigung zusätzli
her Korrelationen zwis
hen aus-gesu
hten Ordnungen



66 5 LÖSUNGSVERFAHRENAbbildung 48(b) farbig dargestellt, die Umrisse der ursprüngli
hen Form der Kitematrix sind dur
h gestri
helteLinien innerhalb der gelben und grünen Blö
ke gekennzei
hnet. Die a
ht Diagonalblö
ke zu den Ordnungen 3 und4 (vier pro Ordnung) vers
hmelzen zu einem groÿen Blo
k. Falls Nebendiagonalelemente zu diesen Ordnungenbestehen, so wa
hsen die entspre
henden Blö
ke ebenfalls zu einem groÿen Nebendiagonalblo
k zusammen.Sollen im Gegensatz dazu Korrelationen zwis
hen den ni
ht bena
hbarten Ordnungen 2 und 4 und alle Korrela-tionen innerhalb dieser Ordnungen berü
ksi
htigt werden, wie in Abbildung 49(b) dur
h s
hwarze Umrandunghervorgehoben, so entstehen mehrere Nebendiagonalblö
ke in einer Zeile (Abbildung 49(a)) und die Bedingun-gen für eine Kitematrix (Abbildung 23, S. 36) sind verletzt. Dadur
h entstehen bei der Cholesky�ZerlegungFüllelemente (siehe Abs
hnitt 4.2) und das Verfahren der Datenkombination mit der Kitematrix funktioniertni
ht mehr.
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h Umsortie-rung mit FKN erhaltenAbbildung 49: Korrelationen zwis
hen ni
ht bena
hbarten Ordnungen zerstören die Struktur der Kitematrix,wenn sie ni
ht in den Korrelationssektor Full-Full umsortiert werdenDas Freie Kite�Nummerierungss
hema erlaubt es hingegen, für die Korrelationszone Full für jede Ordnungden minimalen und den maximalen Grad anzugeben. So ist es mögli
h, wie in Abbildung 49(b) gezeigt, dieKorrelationszone Full auf die Ordnungen 2 und 4 bis zum maximalen Grad auszudehnen. Der FKN Algorithmus(Alg. 3.3) sortiert die unbekannten Parameter ans
hlieÿend so, dass alle Parameter zu den Ordnungen 2 und 4 inder blau dargestellten Korrelationszone Full enthalten sind. Dadur
h wird zwar der Korrelationssektor Full-Fullvergröÿert, aber die Kitestruktur der Normalglei
hungsmatrix bleibt erhalten (Abbildung 49(
)).5.3.2 Bere
hnung von zusätzli
hen Normalglei
hungselementenNur dur
h Umsortieren der unbekannten Parameter sind zusätzli
he Korrelationen jedo
h no
h ni
ht berü
k-si
htigt. Dazu müssen die entspre
henden Normalglei
hungselemente aufgestellt werden. Da der letzte Blo
k inder Kitematrix, wel
her dem Korrelationssektor Full-Full entspri
ht, immer als vollständige Matrix behandeltwird, können, vom algorithmis
hen Standpunkt aus betra
htet, beliebige Elemente in diesem Blo
k aufgestelltwerden. Es entstehen in keinem Fall zusätzli
he Füllelemente.Die einfa
hste Methode, diese Te
hnik anzuwenden, soll nun für die Kombination von ho
hau�ösenden, regelmä-ÿigen Daten mit niedrigau�ösenden, ni
ht regelmäÿigen Daten wie in Beispiel 2.2 auf Seite 21 erläutert werden.Au
h für den regelmäÿigen Datensatz werden alle Normalglei
hungselemente aus dem Korrelationssektor Full-Full aufgestellt, so dass der letzte Blo
k der Kitematrix eine Summe von zwei vollbesetzten Normalglei
hungs-matrizen der Dimension 2601 × 2601 ist. Damit ist die Annahme, dass nur Parameter des ho
hau�ösendenDatensatzes mit glei
her Ordnung, glei
her Paraität des Grades und glei
her trigonometris
her Funktion mit-einander korreliert sind, für alle Parameter bis ℓmaxn
ersetzt dur
h die Annahme, dass alle Parameter bis ℓmaxnmiteinander korreliert sind. Der Beitrag des regelmäÿigen Datensatzes zur Kitematrix entspri
ht daher Abbil-dung 50(b).Diese Strategie ist bei ersten Einsätzen des Kite S
hemas zunä
hst verfolgt worden, um die tatsä
hli
he Normal-glei
hungsmatrix mögli
hst gut zu approximieren. Es stellte si
h jedo
h heraus, dass dieser Ansatz oft zu einerni
ht positiv de�niten Kitematrix führte, weshalb vielfa
h auf die Blo
kdiagonalstruktur (Abbildung 50(a))zurü
kgegri�en wurde.
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0 25 50 75 100(b) Neue Annahmen für die VorkonditionierungAbbildung 50: Dur
h die Annahme, dass bis Grad ℓmaxn
au
h die Ordnungen zu den regelmäÿigen Datenkorreliert sind, wird der letzte Blo
k der Kitematrix vollbesetzt5.3.3 Das ZuordnungsproblemDie Vorkonditionierung beim CG�Verfahren hat, wie oben s
hon erwähnt, keinen Ein�uss auf das Endergebnis,sondern nur auf die Konvergenzges
hwindigkeit. Die bei der sphäris
hen harmonis
hen Analyse mit Satelli-tengradiometerdaten s
hle
ht bestimmbaren zonalen und nahe zonalen Koe�zienten ändern si
h zwis
hen deneinzelnen Iterationss
hritten sehr stark und verlangsamen daher die Konvergenzges
hwindigkeit. Die Idee, dasS
hwingen dieser Koe�zienten dur
h Hinzunahme von Korrelationen zu stabilisieren, führte auf die in Abbildung51 gezeigte Form der Korrelationszonen im Koe�zientendreie
k. Dur
h diese Pfeilform wird die Korrelationszo-ne Full für ausgesu
hte Ordnungen bis zum maximalen Grad ℓmaxh

ausgedehnt. Dadur
h werden alle Parameter,die zu diesen Ordnungen gehören aus der Korrelationszone Semi in die Korrelationszone Full vers
hoben. Da-dur
h werden die zu diesen Ordnungen gehörenden Blö
ke in den Korrelationssektoren Semi-Semi und Semi-Fullder Kitematrix eliminiert. Im Gegenzug dazu wä
hst jedo
h der vollbesetzte Korrelationssektor Full-Full derKitematrix. Eventuell vorhandene Korrelationen zwis
hen allen zonalen Koe�zienten Cℓ0 und nahe zonalenKoe�zienten werden dadur
h voll berü
ksi
htigt. Abbildung 51(b) zeigt, die Veränderung der Kitematrix dur
hdie Verwendung der Pfeilform zur Vorkonditionierung auf. Die gestri
helten Linien stellen die Kitematrix dar,bei der die nahe zonalen und zonalen Koe�zienten als ni
ht korreliert angesehen werden. Farbig dargestellt istdie Kitematrix unter Berü
ksi
htigung dieser Korrelationen.
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68 5 LÖSUNGSVERFAHRENMit der Forderung die Korrelationszone Full des Koe�zientendreie
ks und damit den Korrelationssektor Full-Full in der Kitematrix frei variieren zu können, muss eine eindeutige Zuordnung zwis
hen den Elementen derzusätzli
hen Normalglei
hungen aus ni
ht regelmäÿigen Datensätzen und den Elementen des Korrelationssek-tors Full-Full realisiert werden. Es rei
ht nun ni
ht mehr aus, beide Matrizen in die glei
he Reihenfolge um-zusortieren, da sowohl der Fall eintreten kann, dass die zusätzli
he Normalglei
hungsmatrix grösser ist als derKorrelationssektor Full-Full als au
h der umgekehrte Fall. Damit ist ni
ht mehr garantiert, dass alle Parameterin der Zielmatrix lü
kenlos aufeinander folgen. Dies ist jedo
h die Grundvoraussetzung für die Verwendung einesIndexvektors zur Umsortierung. In einem Indexvektor I zur Umsortierung von Vektor A na
h Vektor B stehtan der Stelle i der Index des korrespondierenden Elementes in B, so dass gilt
A(i) = B(I(i)) . (81)Somit entsteht eine direkte Indizierung in B dur
h die Zahl, die in dem Indexvektor an der Stelle i steht.Die Indizierung in A ist jedo
h indirekt, da die Elemente des Indexvektors nur dur
h ihre Position i mit denentspre
henden Elementen aus A verknüpft sind. Werden im Indexvektor zwei Elemente vertaus
ht, so funktio-niert die Zuordnung ni
ht mehr. Ebenso funktioniert die Zuordnung ni
ht, wenn in A Elemente auftau
hen, diekeine Entspre
hung in B haben, da der Indexvektor genauso lang sein muss, wie A. Abbildung 52 verdeutli
htdiesen Zusammenhang. Die Lösung für dieses Problem ist eine Indextabelle, die für Paare von Werten, die in

Index
Element ohne Entsprechung
Element mit Entsprechung

Indexvektor Indextabelle

direktdirekt

Adressierung:

direktindirekt

Abbildung 52: Verglei
h zwis
hen Indexvektor und Indextabellebeiden Vektoren A und B auftau
hen jeweils den entspre
henden Index in diesem Vektor spei
hern. Somit isteine eindeutige Zuordnung aller korrespondierenden Elemente in beide Ri
htungen mögli
h, unabhängig von derGröÿe der Vektoren. Die einzige Eins
hränkung ist, dass die Länge der Indextabelle kleiner glei
h der Länge deskürzeren Vektors A oder B ist.
|I| ≤ min(|A|, |B|)Diese Strategie ist in p
gma umgesetzt, so dass mehr Parameter in der zusätzli
hen Normalglei
hungsmatrixstehen können als in der Korrelationszone FULL der FKN Nummerierung vorgesehen sind. Ebenso können in derKorrelationszone FULL nun Parameter vorkommen, die ni
ht in den zusätzli
hen Normalglei
hungen enthaltensind. Fehlende Informationen werden dur
h Nullinformationen ergänzt.Numeris
he Tests haben gezeigt, dass die Kitematrix mit dem pfeilförmigen Korrelationssektor positiv de�nitwird und die Konvergenz des CG�Verfahrens damit gegenüber der Vorkonditionierung, bei der nur der blo
k-diagonale Beitrag der regelmäÿigen Daten berü
ksi
htigt wird, (Abbildung 47) erhebli
h bes
hleunigt wird.5.4 Umsetzung des Verfahrens PCGMADas Verfahren PCGMA ist bereits von Auzinger (1997) und Auzinger und S
huh (1998) implementiert unddana
h vonPlank (2002) parallelisiert worden. Dur
h zahlrei
he Änderungen, die mit der Zeit in das Programmeinge�ossen sind, und dur
h die starre Implementierung der Vorkonditionierung mit der Kitematrix wurde derQuell
ode unübersi
htli
h und s
hle
ht erweiterbar. So konnte das neu entwi
kelte Kite�Nummerierungss
hema



5.4 Umsetzung des Verfahrens PCGMA 69ni
ht mehr in das alte Programm integriert werden und es wurde daher unumgängli
h, das gesamte VerfahrenPCGMA neu zu implementieren.Die Implementierung erfolgte mit der objektorientierten Programmierspra
he C++ und es wurde darauf gea
h-tet, das Programm modular und erweiterbar zu gestalten. Der folgende Abs
hnitt gibt einen Überbli
k über dieAr
hitektur und führt einige implementierungsspezi�s
he Details aus.5.4.1 Überbli
k über die Ar
hitektur des ProgrammsZentrale Aufgabenberei
he des Verfahrens PCGMA sind im Programm p
gma in Modulen organisiert. In derobjektorientierten Programmierung werden Module Klassen genannt. Funktionen können Elemente einer Klassesein, die dann als Methoden bezei
hnet werden. Eine Klasse dient als ein vom Rest des Programmes getrennterDatenberei
h. Die Daten in einer Klasse werden Attribute genannt. Nur die Methoden haben Zugri� auf dieAttribute der Klasse. Diese Art der Trennung von Daten wird in der objektorientierten Programmierung alsKapselung bezei
hnet.Für das Programm p
gma sind 
a. 90 Klassen entwi
kelt worden, die aufgrund ihrer Verwendung im ESA ProjektGOCE Go
e Development Kit (GDK) genannt worden sind. Die zentralen Klassen des GDK sind
• CG
• Distributor
• Observations
• Kite
• Kernel
• SGGparallel
• SSTequationsDas Programm p
gma ist nur ein kurzes Steuerungsprogramm, dass die entspre
henden Klassen instanziiert unddie Interaktion zwis
hen ihnen initiiert. Es besteht aus einer Master Funktion und einer Client Funktion. DieMaster Funktion wird aufgerufen, wenn der MPI Rang 0 ist, ansonsten wird die Client Funktion aufgerufen (zurFunktionsweise von MPI siehe Anhang A.2).Vorstellung der wi
htigsten Klassen: Die einzelnen Klassen sollen nun jeweils mit ihren wi
htigsten Me-thoden und Attributen in Tabellenform kurz vorgestellt werden.Klasse CGBes
hreibung Die Klasse CG führt den Algorithmus der konjugierten Gradienten aus. Zur Dur
h-führung aller Operationen mit der Kitematrix wird die Klasse Kite benutzt. Sämtli
heOperationen mit der Designmatrix werden dur
h die Klasse SGGparallel ausgeführt, diediese Arbeit auf die vorhandenen Re
henknoten verteilt. Die notwendigen Operationenmit der Normalglei
hungsmatrix zu den SST Beoba
htungen sind ni
ht re
henintensivund werden daher von der Klasse SSTequations seriell ausgeführt.Methoden relaxationAttribute SGGparallelSSTequationsKiteKlasse DistributorBes
hreibung Die Klasse Distributor ist für das Einlesen der Daten und für das Verteilen der ri
htigenDatenpakete an die verfügbaren Computer im Cluster zuständig. Ein Datenpaket stelltjeweils ein Objekt der Klasse Observations dar.Methoden getObservationsAttribute Observations



70 5 LÖSUNGSVERFAHRENKlasse ObservationsBes
hreibung Observations stellt ein Paket von Daten für einen Prozessor im Cluster dar. Die Grössedes Pakets ist frei bestimmbar und wird von der Klasse Distributor bere
hnet. Sie ri
htetsi
h na
h der Anzahl der verfügbaren Prozessoren.Methoden Send Versendet si
h selbst über MPIRe
v Empfängt si
h selbst über MPIAttribute ve
tor<double> Txx, Tyy, Tzz Gradiometermessungenve
tor<double> x, y, z Satellitenpositionenve
tor<double> time Messzeitpunkteve
tor<Matrix> rotations Rotationsmatrizen
Klasse KiteBes
hreibung Die Klasse Kite beinhaltet alle Operationen, die mit der Kitematrix dur
hgeführtwerden müssen. Die Spei
herung und die Algorithmen sind in Kapitel 3 ausführli
hbes
hrieben. Da für die Aufstellung der Kitematrix die gesamte Designmatrix notwendigist, wird dieser S
hritt parallel gere
hnet. Objekte vom Typ Kite erstellt die KlasseKernel mit den Beoba
htungen aus einem Datenpaket der Klasse Observations. DieseObjekte können mit den Methoden Send und Re
v zwis
hen einzelnen Re
henknotenversendet werden. Dort werden sie ans
hliessend mit Hilfe des Operators += addiert.Diese Koordinationsaufgabe wird von der Klasse SGGparallel dur
hgeführt.Methoden save Laden einer Kitematrix von der Festplatteload Spei
hern einer KitematrixSend Senden über MPIRe
v Empfangen über MPIassemble Aufstellen der Kitematrix aus einem Blo
k der Designmatrixoperator+= Addieren einer anderen Kitematrix zu dieser InstanzaddSST SST Normalglei
hungsteil zum Korellationsblo
k Full addieren
hol Cholesky�Zerlegung der Kitematrix na
h Algorithmus 4.4invert Unvollständige Inverse der Kitematrix na
h Algorithmus 4.5solve Lösung eines Glei
hungssystems mit der KitematrixAttribute ve
tor<NeqBlo
k>ve
tor<NeqSubblo
k>Klasse KernelBes
hreibung Der Kernel repräsentiert die Operationen mit der Designmatrix, inklusive der blo
kweisenAufstellung. Die Aufstellung der Designmatrix besteht im Wesentli
hen aus drei groÿenS
hritten1. Bere
hnung der zweiten Ableitungen des Potentials und der Legendrepolynome2. Rotation der Designmatrix in das Zielsystem3. Filterung der Designmatrix zur Dekorrelation der Beoba
htungenDiese drei S
hritte benötigen ungefähr die glei
he Re
henzeit. Der Kernel führt dieRe
hens
hritte aus, die in Abbildung 53 rot hervorgehoben sind. Dabei können beliebigviele Instanzen des Kernels glei
hzeitig laufen.Methoden buildKitePre
onditioner Stellt einen Summand der Kitematrix auf.pro
essObservationsInitial Aufstellung und Anwendung der gesamten Designmatrixpro
essObservations Aufstellung und Anwendung der gesamten DesignmatrixAttribute



5.4 Umsetzung des Verfahrens PCGMA 71Klasse SGGparallelBes
hreibung SGGparallel steuert die parallele Bere
hnung und Anwendung der Designmatrix, die dur
hdie Beoba
htungen der Satellitengradiometrie entsteht. Nur auf dem Master existiert ei-ne Instanz der Klasse SGGparallel. Diese veranlasst die Bere
hnung und Anwendung derDesignmatrix auf den Clientprozessoren dur
h die Klasse Kernel. Die Ergebnisse der ein-zelnen Kernel Objekte werden über MPI gesammelt und aufsummiert, bevor sie an dieKlasse CG weitergegeben werden.Methoden buildKitePre
onditioner veranlasst parallele Bere
hnung der Kitematrixpro
essObservationsInitial veranlasst parallele Anwendung der Designmatrixpro
essObservations veranlasst parallele Anwendung der DesignmatrixAttribute Distributor Verteilen der Beoba
htungen auf die ClientprozessorenKlasse SSTequationsBes
hreibung SSTequations ist zuständig für alle Operationen mit dem SST Normalglei
hungssystem.Dies beinhaltet das Lesen und das Multiplizieren mit der Normalglei
hungsmatrix, umden Summanden zum Teil des Residuenvektors zu bere
hnen, der in der KorrelationszoneFull liegt.Methoden multiplyInitial Bere
hnung des Residuenvektors im Initialisierungss
hrittmultiply Bere
hnung des ResiduenvektorsAttribute5.4.2 Programmablauf und ParallelisierungNa
h der Vorstellung der einzelnen Bausteine sollen diese jetzt zu einem Programm zusammengestellt werden.Die Programmabs
hnitte, die die Hauptre
henzeit verbrau
hen werden identi�ziert und die gewählte Te
hnikzur Parallelisierung dieser Programmabs
hnitte wird vorgestellt.Abbildung 53 zeigt zunä
hst eine Prinzipskizze des seriellen Programmablaufs von p
gma. Diese Darstellungzeigt den Programmablauf aus algorithmis
her Si
htweise.
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736 Numeris
he Untersu
hungen zum Einsatz von FKN bei der Vor-konditionierung6.1 Verwendete DatensätzeDie Wirkung der neuen Vorkonditionierungsstrategie soll an einer Kombination von Satellitengradiometriedaten(SGG) mit Satellit�zu�Satellit Beoba
htungen (SST) gezeigt werden. Die verwendeteten Datensätze sind simu-lierte GOCE Daten, wel
he auf der Grundlage des bekannten S
hwerefeldmodells EGM96 bere
hnet worden sind.Die SGG Daten liegen als beoba
htete S
hweregradienten Txx, Tyy, Tzz in den drei Koordinatenri
htungen x, y, zeines lokalen Koordinatensystems vor. Diese stellen die Diagonalglieder der Matrix der zweiten Ableitungen desGravitationspotentials
T =





Txx Txy Txz

Tyx Tyy Tyz

Tzx Tzy Tzz



 , (82)des sogenannten S
hweretensors dar. Sie werden im Beoba
htungsvektor ℓ zusammengefasst. Zur Simulationvon fehlerfreien Gradienten wird der lineare Zusammenhang
ℓ = Ax (83)zwis
hen den Potentialkoe�zienten Cℓm und Sℓm, wel
he im Vektor x zusammengefasst sind und den S
hwe-regradienten Txx, Tyy, Tzz , wel
he im Vektor ℓ zusammengefasst sind, genutzt. Die Designmatrix ist nur vonder Bahn des Satelliten abhängig und wird für einen angenommenen GOCE Orbit aufgestellt. Die Multipli-kation der Designmatrix mit den Potentialkoe�zienten des EGM96, zusammengefasst im Vektor x ergibt diefehlerfreien, simulierten GOCE�Beoba
htungen. Diese fehlerfreien Beoba
htungen sind mit einem Raus
hen ver-fäls
ht worden, das die erwartete Fehler
harakteristik des Messinstruments widerspiegelt. Die auf diesem Wegeentstandenen Testdaten besitzen die in der na
hfolgenden Tabelle bes
hriebenen E
kdaten.Verwendete SGG TestdatenPositionen 2 546 134 Unbekannte Parameter 22 797Messungen 7 638 402 Signalgehalt bis Grad und Ordnung 150Messzeitraum 29,5 Tage S
hwerefeldmodell EGM96Erdumläufe 471 Fehler
harakteristik zu erwartendes Messraus
henLiegt vor als Txx, Tyy, TzzZur Bestimmung der niedrigen Frequenzen des Erds
hwerefeldes werden die SGG Daten mit SST Daten kom-biniert, wel
he ebenfalls auf Basis des EGM96 simuliert worden sind. Die SST Daten liegen bereits als Nor-malglei
hungssystem bis Grad und Ordnung 50 vor und sind im Gegensatz zu den SGG Daten fehlerfrei. Diena
hfolgende Tabelle bes
hreibt die SST Daten.Verwendete SST TestdatenPositionen 2 546 134 Unbekannte Parameter 2597Messungen 2 546 134 Signalgehalt bis Grad und Ordnung 50Messzeitraum 29,5 Tage S
hwerefeldmodell EGM96Anzahl Umläufe 471 Fehler
harakteristik fehlerfreiLiegt vor als N = AT A, x = AT ℓ6.2 TestszenarioDie verwendeten Daten sind ni
ht optimal in dem Sinne, dass sie eine Lösung mit der von GOCE angestrebtenGenauigkeit erzielen können, denn es handelt si
h um Testdaten eines frühen Entwi
klungsstadiums, bei denendas Fehlerverhalten des Messinstrumentes s
hle
ht simuliert ist. Trotzdem sind sie geeignet die Wirkung derneuen Vorkonditionierung zu zeigen. Dazu soll zunä
hst ein Ergebnis präsentiert werden, das in diesem Zusam-menhang als Solllösung dienen kann, da es mit dem besten Vorkonditionierer und ausrei
hend vielen Iterationenbere
hnet worden ist. Es stellt daher das beste Ergebnis dar, wel
hes mit diesen Daten und der angegebenenMethode errei
hbar ist. Für die Auswertung der Daten bis zum maximalen Entwi
klungsgrad von 150 sind 192Prozessoren verwendet worden, wie die erste Zeile des Log�les belegt:1 ATTENTION: 0031-408 192 tasks allocated by LoadLeveler, continuing... .



74 6 NUMERISCHE UNTERSUCHUNGENDie Auswertezeit betrug 2 Stunden und 22 Minuten was den letzten Zeilen des Log�les zu entnehmen ist:1 INFO: Writing the final solution in CTM_EGM_I2 INFO: Creating CTM_COM_RWP_I3 INFO: Saving the filtered residuals in CTM_COM_RES4 INFO: Time elapsed: 8534.81 seconds.5 INFO: Finished.Um die Ergebnisse der Bere
hnungen in einer standardisierten Form zu erhalten, wurde am Institut für Theore-tis
he Geodäsie eine Software entwi
kelt, die die Ausgabedateien von p
gma ohne Benutzerinteraktion in einem
a. 10�seitigen Te
hnis
hen Beri
ht auswertet und darstellt. Das bere
hnete S
hwerefeld wird mit einem vorherangegebenen Sollmodell vergli
hen, wobei die zu untersu
hende Lösung mit test und das Sollmodell mit truebezei
hnet wird. Ausgesu
hte Darstellungen aus dem Te
hnis
hen Beri
ht werden im Folgenden benutzt, um dasReferenzergebnis für diesen Testdatensatz im Verglei
h zum EGM96 darzustellen. Im na
hfolgenden Abs
hnittwerden drei Vorkonditionierungsvarianten auf die glei
he Art miteinander vergli
hen, um die E�zienz der neuenVorkonditionierung zu zeigen. Für die Darstellung der Ergebnisse in Abbildung 54 werden die Di�erenzen der
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Abbildung 54: Verglei
h der Koe�zienten mit denen des EGM96. Die Ergebnisse wurden erhalten dur
h Vor-konditionierung mit der Variante PfeilKoe�zienten
∆Cℓm = |C(test)

ℓm − C
(true)
ℓm |, ∆Sℓm = |S(test)

ℓm − S
(true)
ℓm | (84)gebildet und gradweise zusammengefasst, wobei der Mittelwert

σmean
ℓ =

1

2 ℓ + 1

ℓ∑

m=0

(∆Cℓm + ∆Sℓm) , (85)der Median
σmedian

ℓ = median (∆Cℓm, ∆Sℓm) mit m ∈ {0, . . . , ℓ} (86)und das Maximum
σmax

ℓ = max (∆Cℓm, ∆Sℓm) mit m ∈ {0, . . . , ℓ} (87)verwendet werden. Diese drei Kurven werden mit einer logarithmis
hen, einheitslosen Skala auf der y�A
hseund mit dem harmonis
hen Grad auf der x�A
hse dargestellt. Die in rot eingezei
hnete Kurve basiert auf dersogenannten rule of thumb von Kaula (1966)
σℓ√

2ℓ + 1
≈ 10−5

ℓ2
, (88)die abs
hätzt, wel
he Gröÿenordnung die Gradvarianz

σ2
ℓ =

ℓ∑

m=0

(C2
ℓm + S2

ℓm) (89)



6.2 Testszenario 75bei dem Grad ℓ annehmen wird. Dargestellt ist der Mittelwert der Varianz pro Grad
σkaulaℓ =

σℓ√
2 ℓ + 1

=
10−5

ℓ2
(90)der abs
hätzt, wel
he Grössenordnung die Koe�zienten eines Grades haben. In grün eingezei
hnet sind dieges
hätzten Standardabwei
hungen σ

(test)
ℓ der ges
hätzten Parameter, jeweils für den Grad ℓ mit

σ
(test)
ℓ = median (σCℓm

, σSℓm
) mit m ∈ {0, . . . , ℓ} (91)zusammengefasst. Bei der Bere
hnung mit p
gma gehen diese Werte aus der Diagonalen der unvollständigenInversen der Kitematrix hervor. Sie stellen Näherungswerte dar, weil die Kitematrix eine Approximation derunbekannten Normalglei
hungsmatrix ist. Wie Verglei
he mit der vollständigen Varianz�Kovarianzmatrix ausDNA gezeigt haben, stimmen diese jedo
h gut mit den korrekten Standardabwei
hungen überein. Die Kurvender gradweisen Zusammenfassungen sollten unter der in grün eingezei
hneten Kurve der ges
hätzten Standard-abwei
hungen liegen, damit gesi
hert ist, dass die Abwei
hungen der Koe�zienten vom Sollmodell im Berei
hder Standardabwei
hung liegen. Dies tri�t im vorliegenden Szenario nur für das robuste Maÿ Median zu, derMittelwert liegt von Grad 2 bis Grad 40 und über Grad 50 über der Fehlerkurve, was auf starke Unters
hiededer Koe�zientendi�erenzen innerhalb der Grade deutet. Dies bestätigt die Kurve der Maxima der Koe�zien-tendi�erenzen, wel
he teilweise eine Gröÿenordnung über der Fehlerkurve liegt. Wel
he Ordnungen innerhalbeines Grades diese Abwei
hungen aufweisen ist in Abbildung 55 abzulesen, wel
he die relativen Abwei
hungen

∣
∣
∣
∣
∣

∆Cℓm

σ
(test)
Cℓm

∣
∣
∣
∣
∣

bzw. ∣
∣
∣
∣
∣

∆Sℓm

σ
(test)
Sℓm

∣
∣
∣
∣
∣

(92)in einem Koe�zientendreie
k darstellt. Abbildung 54 fasst jeweils eine Zeile des Koe�zientendreie
ks zu einem

Abbildung 55: Relative Unters
hiede zwis
hen den Koe�zienten na
h (92)Wert zusammen, weshalb Abbildung 55 Aufs
hluss über die Verteilung der Abwei
hungen innerhalb eines Gradesgeben kann. Hier fallen die Abwei
hungen der zonalen und nahe�zonalen Koe�zienten auf, die besonders beiden Graden zwis
hen 2 und 40 und über 50 auftreten, dort wo au
h die Maxima in Abbildung 54 sehr grosssind.Ein weiteres wi
htiges Werkzeug im Te
hnis
hen Beri
ht ist die Darstellung der Gradabwei
hungen zwis
henden Modellen ausgedrü
kt als Geoidhöhen
σℓ(N) = R σℓ mit σℓ =

√
√
√
√

ℓ∑

m=0

(∆C2
ℓm + ∆S2

ℓm) und R = Erdradius , (93)sowohl gradweise, als au
h kumulativ, bei den hohen Graden beginnend aufsummiert. Abbildung 56 zeigt dies andem vorliegenden Beispiel. Auf der x�A
hse sind die harmonis
hen Grade und auf der logarithmis
hen y�A
hse
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Abbildung 56: Graddi�erenzen als gradweise und kumulative Geoidhöhen ausgedrü
ktdie Geoidhöhen in 
m aufgetragen. Im vorliegenden Szenario ist das EGM96 bis auf 3 
m global reproduziert,die grössten Abwei
hungen liegen im SGG Berei
h über Grad 70 und bei Grad 50 ist ein Sprung zu erkennen,der auf einen ni
ht optimalen Gewi
htungsfaktor zwis
hen den SST Daten und den SGG Daten deutet. DieserSprung ist au
h in Abbildung 54 zu erkennen und Simulationen haben gezeigt, dass dieser mit einem geeignetenGewi
htungsfaktor eliminiert werden kann.Die Darstellung aus Abbildung 56 wird au
h dazu genutzt, den Verlauf der Iteration zu analysieren. Dabei wer-den alle Iterationen in einem Diagramm zusammengefasst, indem für jede Iteration eine Kurve mit einer anderenFarbe gezei
hnet wird. Abbildung 57 zeigt den Verlauf einer Bere
hnung mit 14 Iterationen. Die geographis
he
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harmonischer GradAbbildung 57: Analyse der Konvergenz dur
h Darstellung Koe�zientendi�erenzen jeder einzelnen Iterationausgedrü
kt in Geoidhöhen. Die Iterationen sind von oben na
h unten aufgetragen.Zuordnung von Bere
hnungsfehlern ist s
hlieÿli
h mit den in Abbildung 58 gezeigten Darstellungen der Koe�-zientenunters
hiede ausgedrü
kt als Geoidhöhen über einem Referenzellipsoid. Die globale Darstellung zeigt imvorliegenden Fall ein Muster über den gesamten Berei
h des Äquators, wel
hes auf systematis
hes Raus
hen beider Generierung der Testdaten zurü
kzuführen ist. Um die feinen Strukturen des Unters
hiedes zwis
hen zweiBere
hnungen besser erkennen zu können, wird die globale Darstellung der Geoidhöhen aus Abbildung 58(a)dur
h eine Darstellung eines Auss
hnitts eines bestimmten Berei
hs in Abbildung 58(b) ergänzt. Die Abwei-
hungen sind für die lokale Darstellung mit einem Ho
hpass�lter ge�ltert worden, um die Feinstrukturen desS
hwerefeldes besser sehen zu können.6.3 Verglei
h von drei Varianten der VorkonditionierungEs wurden drei Bere
hnungen dur
hgeführt, die si
h in der Wahl der Vorkonditionierungsmatrix unters
heiden.Die drei gewählten Varianten der Vorkonditionierung werden im Folgenden mit diagonal, blo
kdiagonal undPfeil bezei
hnet. Die Koe�zientendreie
ke und der SGG Beitrag zur Kitematrix werden für jede Variante inden Abbildungen 59, 60 und 61 dargestellt.
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hiede in Geoidhöhen na
h (93)
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0 7500 1500022500Abbildung 59: Variante diagonal : Für die Vorkonditionierung wird angenommen, dass sämtli
he Parameter desSGG Datensatzes unkorreliert sind, daher werden für die Vorkonditionierung nur die Diagonalelemente der SGGNormalglei
hungen verwendet.
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kdiagonal : Die SST Normalglei
hungsmatrix wird zu dem unten links angedeutetenKorrelationssektor addiert.
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0 7500 1500022500Abbildung 61: Variante Pfeil : Der Beitrag der SGG Beoba
htungen zur Kitematrix enthält einen vollbesetztenKorrelationssektor Full-Full der gröÿer ist als die SST Normalglei
hungsmatrix, weil alle Korrelationen zwis
henden Parametern der Ordnungen 0 bis 10 bis zum maximalen Grad 150 berü
ksi
htigt werden.



78 6 NUMERISCHE UNTERSUCHUNGEN6.4 ErgebnisseDie Ergebnisse der drei Varianten der Vorkonditionierung sollen nun miteinander vergli
hen werden. Dazu sollzunä
hst für jede Variante der gradweise Verglei
h der Koe�zienten mit dem EGM96 gezeigt werden, um zudokumentieren, wie nah die einzelnen Varianten na
h 15 Iterationen an das Sollergebnis gekommen sind.
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(b) Variante blo
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(
) Variante PfeilAbbildung 62: Verglei
h der drei Vorkonditionierungsvarianten mit dem EGM96Aufgrund der s
hle
hten Ergebnisse mit der Variante diagonal, wel
he au
h dur
h die Dokumentation derIterationss
hritte in Abbildung 63 belegt wird, kann diese von den weiteren Betra
htungen ausges
hlossenwerden. Die global errei
hte Abwei
hung in Geoidhöhen vom EGM96 ist no
h über 30 Meter.
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harmonischer Grad(b) kumulativAbbildung 63: Konvergenzdarstellung von 15 Iterationen mit der Vorkonditionierungsvariante diagonalDas Hinzunehmen der vier Diagonalblö
ke pro Ordnung dur
h die Variante blo
kdiagonal verbessert die Kon-vergenz des Verfahrens deutli
h, so ist z. B. das Ergebnis des Medians der Koe�zientendi�erenzen pro Gradin Abbildung 62(b) mit dem Ergebnis aus der Variante Pfeil (Abbildung 62(
)) verglei
hbar. Dies tri�t jedo
hni
ht für den Mittelwert und das Maximum zu, denn der Mittelwert liegt dur
hgehend über der Kurve derGenauigkeiten und das Maximum ist teilweise so groÿ, dass es an die Kaula�Kurve herankommt. Dies legt dieVermutung nahe, dass innerhalb der Grade starke Abwei
hungen der Koe�zientenunters
hiede bestehen. DieseVermutung wird dur
h die Di�erenzen (92), wel
he Abbildung 64 in Koe�zientendreie
ken darstellt, bestätigt,denn im Berei
h der zonalen Koe�zienten in der Mitte des Dreie
ks sind in allen Graden no
h starke Abwei-
hungen vom EGM96 zu erkennen. Diese Koe�zienten werden dur
h die Testdaten s
hwa
h bestimmt, weshalbdas CG�Verfahren für die Festlegung dieser Koe�zienten no
h weitere Iterationen brau
ht. An dieser Stellesetzt die neue Vorkonditionierungsstrategie ein, die es erstmals erlaubt, zusätzli
he Korrelationen zwis
hen denunbekannten Parametern zu berü
ksi
htigen. Wie Abbildung 61 zeigt, können jetzt die Korrelationen zwis
henden s
hwa
h bestimmten, zonalen Koe�zienten in der Kitematrix berü
ksi
htigt werden. Dieses Verfahren führtzu den in Abbildung 64(b) gezeigten, besseren Ergebnissen. Die Ergebnisse stimmen mit der Solllösung überein,wobei eine Übereinstimmung im Berei
h der ges
hätzten Genauigkeit, wie der Verlauf in Abbildung 65(b) zeigt,statt na
h 15 Iterationen bereits na
h der 6. Iteration eintritt. Die Variante blo
kdiagonal wird zu demselbenErgebnis führen, jedo
h wären no
h weitere Iterationen notwendig, wie aus Abbildung 65(a) abzulesen ist.Es ist gezeigt worden, dass die neue Vorkonditionierungsstrategie dur
h die Mögli
hkeiten der Freien Kite�Nummerierung in der Lage ist, auf die Charakteristik der auszuwertenden Daten einzugehen, wodur
h eine
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(a) Variante blo
kdiagonal (b) Variante PfeilAbbildung 64: Relative Unters
hiede zwis
hen den Koe�zienten na
h (92)
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h unten aufge-tragen.



80 6 NUMERISCHE UNTERSUCHUNGENdeutli
h s
hnellere Konvergenz erzielt wird. Im vorliegenden Beispiel konnte die Hinzunahme von Korrelationenzwis
hen den Koe�zienten bis zum maximalen Entwi
klungsgrad für die Ordnungen 0 bis 10 die Anzahl dernotwendigen Iterationen auf ein Drittel reduzieren. Das Freie Kite�Nummerierungss
hema kann nun in dembestehenden Softwarepaket p
gma angewendet werden, um bei der Auswertung der GOCE Daten dur
h an dieDaten angepasste Vorkonditionierung kurze Re
henzeiten zu ermögli
hen.



817 Zusammenfassung und Ausbli
kIn dieser Arbeit wurde gezeigt, wel
he Probleme bei der sphäris
hen harmonis
hen Analyse auftreten, wennho
hau�ösende regelmäÿige Datensätze mit niedriger au�ösenden, ni
ht regelmäÿigen Daten in einer gemeinsa-men Ausglei
hung kombiniert werden. Die Auswirkung der Variation der Reihenfolge der unbekannten Para-meter auf die Besetztheitsstruktur der Normalglei
hungsmatrix des regelmäÿigen Datensatzes und auf die ausder Kombination resultierende Normalglei
hungsmatrix wurde analysiert und auftretende Spei
herbes
hrän-kungen wurden aufgezeigt. Die Arbeit von S
huh (1996) wurde fortgeführt, indem die S
hwa
hpunkte desKite�Nummerierungs
hemas behoben und das Freie Kite�Nummerierungss
hema (FKN) entwi
kelt worden ist.Dieses erlaubt, bei der Kombination unters
hiedli
her Datensätze für jede Ordnung jedes Datensatzes einen mi-nimalen und einen maximalen Grad anzugeben, unter Beibehaltung der Kitestruktur der kombinierten Normal-glei
hungsmatrix. Zur Nutzung des freien Kite�Nummerierungss
hemas wurde ein Spei
hers
hema vorgestellt,das die Blö
ke der Normalglei
hungsmatrix in zwei Vektoren von Matrizen spei
hert. Die mit der Kitema-trix notwendigen Operationen zum Lösen eines Normalglei
hungssystems und zur Abs
hätzung der Varianzender ges
hätzten Parameter wurden an die Struktur der Kitematrix und das gewählte Spei
hers
hema ange-passt. Mit dem Freien Kite�Nummerierungs
hema kann eine strenge Datenkombination von regelmäÿigen undni
ht regelmäÿigen Datensätzen bei frei wählbarer Parametrisierung mit geringem Spei
herplatzbedarf bere
h-net werden. Ein weiterer Einsatzberei
h für das Freie Kite�Nummerierungss
hema ist die Vorkonditionierungbei iterativen Verfahren. Das PCGMA Verfahren von S
huh musste neu implementiert werden, um das FreieKite�Nummerierungs
hema integrieren zu können. Das dabei entstandene Programm p
gma wird zur Auswer-tung der GOCE Daten im Auftrag der ESA verwendet werden. Es wurde parallel implementiert und bereits mitbis zu 512 Prozessoren auf dem Super
omputer JUMP am Fors
hungszentrum Jüli
h erfolgrei
h eingesetzt.Testre
hnungen belegten den Erfolg des Freien Kite�Nummerierungss
hemas bei der Vorkonditionierung underlaubten die Reduktion der notwendigen Iterationen um 50-70 Prozent. Das Programm p
gma ermögli
ht inVerbindung mit FKN eine Vielzahl von Untersu
hungen zur datenangepassten Vorkonditionierung und ist somitein wi
htiges Werkzeug für die zukünftige Auswertung der GOCE Daten.



82 A NUMERISCHE OPTIMIERUNGA Numeris
he OptimierungIn diesem Abs
hnitt werden Methoden vorgestellt, um die Laufzeit von numeris
hen Algorithmen zu verkürzen.Die beiden Hauptsäulen sind dabei die Hardwareoptimierung dur
h optimierte Bibliotheken und die Verwendungvon mehreren Computern parallel. Detailliertes Hintergrundwissen zu Optimierung von numeris
hen Algorith-men auf heutigen Prozessoren liefert Whaley (2004).A.1 HardwareoptimierungUnter dem Begri� Hardwareoptimierung wird in diesem Kapitel die Bes
hleunigung der Ausführungsges
hwin-digkeit von Algorithmen der linearen Algebra verstanden. Es wird gezeigt, dass die Re
henges
hwindigkeitmoderner Prozessoren mit einem einfa
hen Programmieransatz oft nur zu einem Bru
hteil ausgenutzt werdenkann. Mit relativ geringem Aufwand können numeris
he Algorithmen jedo
h so umstrukturiert werden, dasseine wesentli
h höhere E�zienz errei
ht wird.A.1.1 Optimierung von Spei
herzugri�enComputer besitzen im Allgemeinen eine hierar
his
he Spei
herstruktur. Das obere Ende dieser Hierar
hie bildetvereinfa
ht gesagt, der Prozessor. An den Prozessor anges
hlossen ist eine kleine Menge sehr s
hnellen Spei-
hers. Dieser ist wiederum mit einer gröÿeren Menge von Spei
her verbunden, der ni
ht ganz so s
hnell ist. Dieses
hnellen Spei
her werden 
a
hes genannt, wobei der s
hnelle Spei
her, der mit dem Prozessor verbunden istLevel 1 Ca
he (L1) und der gröÿere Level 2 Ca
he (L2) genannt wird. An den L2 Ca
he ist der Hauptspei
heranges
hlossen, der wiederum gröÿer, aber au
h langsamer ist. Der Sinn des Ca
hes liegt darin, kürzli
h verwen-dete Daten ni
ht jedesmal aus dem relativ langsamen Hauptspei
her laden zu müssen, sondern diese Daten ineinem Zwis
henspei
her vorzuhalten zu können, auf den fast ohne Verzögerung zugegri�en werden kann. Wenneine Spei
herstelle im Ca
he gefunden wird, bezei
hnet man das als Ca
he Hit, ansonsten als Ca
he Miss. Trittein Ca
he Miss auf, so wird die gesu
hte Spei
herstelle aus dem Arbeitsspei
her in den Ca
he geladen, wodur
heine Verzögerung eintritt. Hierbei wird davon ausgegangen, dass das Programm au
h weitere Spei
herstellenaus diesem Berei
h anspre
hen wird.Deswegen sind Ca
hes so aufgebaut, dass immer eine feste Anzahl von Bytes glei
hzeitig gelesen wird. Diesefestgelegte Bytefolge nennt man Ca
he-Line. Bei einer Länge von 128 Byte passen in eine Ca
he Line Beispiels-weise 16 Flieÿkommazahlen im double-Format. Mit Ca
hes wird versu
ht, die mittlere Zugri�sges
hwindigkeitauf die Daten des Hauptspei
hers zu verringern, basierend auf den Annahmen
• Die Werte werden mehrfa
h verwendet und
• wurde ein Wert im Spei
her benutzt, so wird mit hoher Wahrs
heinli
htkeit ans
hlieÿend der na
hfolgendeWert benutzt.Hierar
his
hes Spei
hermodell Diese Strategie, die langsame Übertragungsges
hwindigkeit eines Spei
her-mediums dur
h Zwis
hens
halten eines kleineren, s
hnellen Spei
hers zu verste
ken (engl. to 
a
he) lässt si
hauf alle Hierar
hieebenen eines Computers übertragen. In Abbildung 66(a) ist das Hierar
hiemodell eines PC'sdargestellt. Beispielsweise dient der Ca
he dazu, die langsame Ges
hwindigkeit des Arbeitsspei
hers vor derCPU zu �verste
ken�., indem er gelesene Werte zwis
henspei
hert, in der Annahme, dass sie ein zweites Malverwendet werden. Auf dem Feld der parallelen Programmierung kann zum Beispiel der Arbeitsspei
her dazudienen, kürzli
h über das Netzwerk empfangene Daten zwis
henzuspei
hern, um sie bei mehrmaliger Verwen-dung s
hneller aus dem Arbeitsspei
her als aus dem Netzwerk laden zu können (Abbildung 66(b)). Das Prinzip

CPU

Bänder / USB / etc.

Festplatten

RAM

Cache

(a) Einzelner Computer
CPU

Netzwerk

RAM(b) Computer im NetzwerkAbbildung 66: Hierar
hieebenen eines Computers



A.1 Hardwareoptimierung 83der Zwis
henspei
herung basiert auf der Annahme, dass die Wahrs
heinli
hkeit für die Verwendung bena
hbar-ter Spei
herplätze höher ist als die von weiter entfernten. Je eher die Annahmen zutre�en desto besser kann dieArbeitsges
hwindigkeit dur
h Zwis
henspei
herung verbessert werden. Dur
h geeignete Organisation der Datenkann der Programmierer zur Erfüllung dieser Voraussetzungen beitragen. Diese Vorteile können besonders aufnumeris
he Algorithmen übertragen werden.Pro�tieren von Ca
he�Spei
hern: Die Te
hnik der Ausnutzung von Ca
he�Spei
hern soll nun an einemBeispiel erläutert werden. Ziel dieser Te
hnik ist es, zur Dur
hführung eines Algorithmus die Daten so zuorganisieren, dass mehrfa
h verwendete Daten nahe beieinanderliegen, und dadur
h mögli
hst viele Ca
he Hitserzielen werden. Weiterhin ist die Bere
hnungsreihenfolge so zu wählen, dass die Wiederverwendungsrate derZahlen im Ca
he mögli
hst ho
h ist. Die Matrizenmultiplikation eignet si
h besonders für diese Umorganisationvon Daten.Beispiel A.1 (Matrizenmultiplikation) Es sollen zwei Matrizen A und B der Dimension n × n na
h Al-gorithmus (A.1) miteinander multipliziert werden und das Ergebnis zur bestehenden Matrix C addiert werden.
C = C + AB A, B, C ∈ Rn×n (94)

�Algorithmus A.1 (Matrizenmultiplikation)1 void multiply( Matrix &A, Matrix &B, Matrix &C )2 {3 for( int i = 0; i < C.rows(); ++i )4 for( int j = 0; j < C.columns(); ++j )5 for( int k = 0; k < A.columns(); ++k )6 C(i,j) += A(i,k) * B(k,j);7 }Bei den na
hfolgenden Betra
htungen wird von einem vereinfa
hten Computermodell mit den Hiera
hieebenenProzessor, Ca
he und Arbeitsspei
her ausgegangen. Der Prozessor kann drei Zahlen glei
hzeitig in seinem inter-nen Spei
her, den Registern halten. Jeder Wert, der für eine Bere
hnung verwendet wird, muss vorher von demProzessor geladen werden. Dazu s
haut er zunä
hst im Ca
he na
h, ob diese Zahl dort vorhanden ist, und lädtsie mit geringem Zeitverzug von dort. Da die Bere
hnungsges
hwindigkeit heutiger Prozessoren höher als dieLeseges
hwindigkeit von Ca
hes ist, kann die Zeit Tarith für die eigentli
he Bere
hnung verna
hlässigt werden.Mit Tarith wird im Folgenden nur die Zeit bezei
hnet, die benötigt wird, um eine Zahl aus dem Ca
he zu ladenoder in ihn zu s
hreiben. Ist die Zahl jedo
h ni
ht im Ca
he, so muss die Bere
hnung unterbro
hen und dieZahl aus dem Arbeitsspei
her in den Ca
he geladen werden, wobei eine Verzögerung von Tmem eintritt (sieheAbbildung 67). Der Zeitaufwand Tmult für die Matrizenmultiplikation ist daher die Summe der Zeiten für die
Arbeitsspeicher

Prozessor

Cache

a Tarith

m Tmem

+

Abbildung 67: Vereinfa
htes Spei
hermodellRe
henoperationen Tarith und die Spei
herbewegungen Tmem
Tmult = a Tarith + m Tmem . (95)



84 A NUMERISCHE OPTIMIERUNGDie Anzahl der Zahlen, die zwis
hen Ca
he und Prozessor kommuniziert werden, wird mit a und die Summeder Spei
herbewegungen aus und in den Arbeitsspei
her mit m bezei
hnet. Es soll nun eine Aufteilung derMatrizenmultiplikation in kleinere Einheiten gefunden werden, bei der m minimiert wird.Im Fall der Matrizenmultiplikation von quadratis
hen Matrizen müssen n3 Multiplikationen und n3 Additionendur
hgeführt werden. Um das Ergebnis zum vorherigenWert der Matrix zu addieren, muss diese geladen und zumS
hluÿ ges
hrieben werden. Da die Zugri�sges
hwindigkeit auf den Ca
he meistens eine Gröÿenordnung s
hnellerals die Zugri�sges
hwindigkeit auf den Arbeitsspei
her ist, soll in unserem Beispiel Tarith = 0.1 Sekunden und
Tmem = 1 Sekunde sein.Dur
h Variation der Ca
hegröÿe kann nun ein Worst�Case und ein Best�Case Spei
hermodell konstruiert wer-den. Für jedes Modell wird eine Tabelle angegeben, die a und m aufs
hlüsselt und Tmult für die Matrizengröÿe
n × n = 20 × 20 angibt.

• Worst-Case: Der Ca
he wird ni
ht benutzt und deshalb muÿ der Prozessor vor jeder Multiplikation zweiZahlen aus dem Arbeitsspei
her laden. In diesem Fall ist a glei
h m und die Arbeitsges
hwindigkeit wirdvom Arbeitsspei
her bestimmt.
a m Tmult = 0.1 [s] a + 1[s] mLesen aus A n3 n3Lesen aus B n3 n3Lesen aus C n2 n2S
hreiben in C n2 n2

∑
2 n3 + 2 n2 2 n3 + 2 n2

n × n = 20 × 20 16800 16800 18480
• Best-Case: Der Ca
he ist so groÿ, dass alle Matrizen A, B und C auf einmal in den Ca
he passen.

a m Tmult = 0.1 [s] a + 1[s] mLesen aus A n3 n2Lesen aus B n3 n2Lesen aus C n2 n2S
hreiben in C n2 n2

∑
2 n3 + 2 n2 4 n2

n × n = 20 × 20 16800 1600 3280Die Bere
hnugen dieser beiden Tabellen wurden nun für n ∈ {1, . . . , 30} dur
hgeführt und in Abbildung 68dargestellt. Je gröÿer die Matrizen werden, desto gröÿer wird au
h der Unters
hied. In der Nutzung einess
hnelleren Zwis
henspei
hers ste
kt daher ein sehr groÿes Potential.
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n(b) Best-Case Modell (Optimale Ca
hnutzung)Abbildung 68: Theoretis
he Ausführungszeit bei vers
hiedenen DimensionenPassen jedo
h ni
ht alle drei Matrizen zusammen in den s
hnellen Ca
he, so emp�ehlt es si
h, die Matrizen in
N × N Untermatrizen aufzuteilen, wie dies in Abbildung 69 gezeigt ist und die Blo
kgröÿe n/N dabei so zu
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Bkj

Cij Aik
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3

N Abbildung 69: Aufteilung in Blo
kmatrizenwählen, dass genau drei Untermatrizen gemeinsam in den Ca
he passen. Dadur
h kann die Multiplikation derUntermatrizen mit optimaler Ca
heausnutzung dur
hgeführt werden. Betra
htet man die N ×N Blo
kmatrizenals Skalare, so wird der Algorithmus zur Matrizenmultiplikation mit dem Worst�Case�Spei
hermodell dur
h-geführt, die Multiplikation der einzelnen Blö
ke �ndet jedo
h mit dem Best�Case�Spei
hermodell statt. Dur
hVariation der Blo
kgröÿe kann man zwis
hen Spei
herplatzverbrau
h und guter Performan
e balan
ieren. Ta-belle (8) zeigt die Anzahl der Spei
herzugri�e in Abhängigkeit von der Anzahl der Blö
ke N pro Zeile. Für dieMatrixdimension n×n = 20×20 und eine Einteilung in eine N×N = 4×4 Blo
kmatrix mit Blo
kgröÿe n/N = 5ist die Anzahl der Spei
herbewegungen und die Gesamtdauer für die Multiplikation dargestellt. Während imBest�Case Szenario eine Ca
hegröÿe von 3 · (20 × 20) = 1200 Zahlen notwendig war, rei
ht für diese Versionder Matrizenmultiplikation eine Ca
hegröÿe von 3 · (5 × 5) = 75 Zahlen aus, weil nur drei 5 × 5 Blo
kmatrizenglei
hzeitig im Spei
her gehalten werden müssen. Trotzdem erhalten wir gegenüber dem Worst�Case Szenarioeine Ges
hwindigkeitssteigerung von Faktor 3. Dur
h Veränderung der Blo
kgröÿe führen die Extremfälle N = 1

a m Tmult = 0.1 [s] a + 1[s] mLesen aus A n3 N3( n
N

)2 = Nn2Lesen aus B n3 N3( n
N

)2 = Nn2Lesen aus C n2 N2( n
N

)2 = n2S
hreiben in C n2 N2( n
N

)2 = n2

∑
2 n3 + 2 n2 2n2(N + 1)

n × n = 20 × 20 und N = 4 16800 4800 6480Tabelle 8: Blo
k�Spei
hermodellund N = n auf die Worst�Case� und die Best�Case�Methoden.
2n2(N + 1) =

{

4 n2 für N = 1

2n3 + 2n2 für N = n
(96)Dur
h Abbildung 70 wird klar, dass das Einteilen in Blo
kmatrizen eine sehr e�ektive Te
hnik ist, um s
hnelleZwis
henspei
her auszunutzen. Dargestellt sind der Best�Case, bei dem alle drei Matrizen in den Ca
he passenund der Worst�Case, bei dem der Ca
he unbenutzt bleibt. Die dazwis
hen liegenden Kurven zeigen Bere
h-nungszeiten mit unters
hiedli
hen Blo
kgröÿen von 5 bis 30. Bereits die kleine Blo
kgröÿe von 5 liegt deutli
hnäher an dem Best�Case, als am Worst�Case. Mit steigender Blo
kgröÿe konvergiert die Bere
hnungszeit gegendas Best�Case Szenario, jedo
h erst sehr s
hnell und dann immer langsamer. Es gilt daher die Faustregel �Jegröÿer die Blö
ke sind, desto s
hneller, aber den gröÿten Teil des Ges
hwindigkeitszuwa
hses errei
ht man s
honmit relativ kleinen Blo
kgröÿen, d. h. mit wenig Ca
he.Es wurde gezeigt, wie gut Matrizenmultiplikation si
h optimieren läÿt. Da sie eine Grundoperation der LinearenAlgebra ist, können viele Operationen der Lineraren Algebra ebenfalls dur
h eine optimierte Funktion zurMatrizenmultiplikation bes
hleunigt werden. Der S
hlüssel dazu liegt in der Verwendung von Blo
kalgorithmen,bei denen Untermatrizen wie Skalare behandelt werden und die Grundoperationen Addition und Multiplikationdur
h dur
h Matrixaddition und Matrixmultiplikation ersetzt werden. Matrixdivision kann als Multiplikationmit der inversenMatrix, oder als Abfolge von Vorwärts- und Rü
kwärtseinsetzen mit der na
h Cholesky zerlegtenMatrix ausgedrü
kt werden. Die Choleskyzerlegung selber entspri
ht dem Wurzelziehen bei Skalaren.
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Abbildung 70: Ausführungszeit bei Vers
hiedenen Dimensionen und Blo
kgröÿenA.1.2 BLASWeil die Bedeutung der Matrizenmultiplikation für die Lineare Algebra mit Computern so groÿ ist, wurden s
honfrüh die Basi
 Linear Algebra Subroutines (BLAS) entwi
kelt (Lawson et al. 1979,Dongarra et al. 1988). DieBLAS enthalten Grundoperationen der Linearen Algebra, wie Vektor und Matrixmultiplikation und -Additionund haben si
h als Standard für numeris
he Software etabliert. Sie sind in drei Abs
hnitte, die sogenannten Leveleingeteilt. Diese Level können als ein Maÿ für das Optimierungspotential, das in den Grundoperationen ste
kt,interpretiert werden. Das hö
hste Optimierungspotential ste
kt in den Level 3 Routinen, weil sie Operationenenthalten, die zwei Matrizen als Operanden haben. Die Zugehörigkeit zu einem Level wird bei allen Routinenanhand der Operanden festgelegt. Grundsätzli
h gilt, je niedriger der Level, desto weniger kann optimiert werden.Die Level lauten im einzelnen: Operand 1 Operand 2Level 1 Vektor VektorLevel 2 Vektor MatrixLevel 3 Matrix MatrixDie BLAS haben immer dasselbe Interfa
e, ihre Implementierung ist jedo
h von System zu System unter-s
hiedli
h, weil die Hersteller von Workstations, wie SUN, SGI, oder HP sie speziell für ihre eigene Hardwarehandoptimieren. Ein Programm, das BLAS verwendet, kann auf jeder Art von Hardware optimal s
hnell sein,wenn die ri
htigen Bibliotheken beim Linken des Programmes verwendet werden. Es bedarf dazu keine Änderungam Quell
ode. Die Vorteile der BLAS sind daher Performan
e und Portierbarkeit.A.1.3 LAPACKBasierend auf den bestehenden Bibliotheken LINPACK und EISPACK wurde das Programpaket LAPACKLinear Algebra Pa
kage entwi
kelt (Anderson et al. 1999). LAPACK stellt 
a. 300 Routinen für das Lösenvon linearen Glei
hungssystemen, Least-Squares Löser und Routinen für das Lösen von Eigenwert und Sinu-lärwertproblemen zur Verfügung. Seine Vorgänger LINPACK und EISPACK, die bereits in den 70er Jahrenentwi
kelt wurden, basierten zwar ebenfalls s
hon auf den BLAS, sie benutzten jedo
h nur Level 1/2 Routinen.LAPACK organisiert die Algorithmen, wenn mögli
h so um, dass Blo
kmatrix Operationen und somit Level 3BLAS verwendet werden, um dem hierar
his
hen Spei
heraufbau moderner Systeme Re
hnung zu tragen. DaLAPACK Routinen wenn immer es mögli
h ist BLAS Level 3 aufrufen, wird dur
h optimierte BLAS Routinenau
h die Leistung von LAPACK optimiert.Verwendung von BLAS und LAPACK BLAS und LAPACK bieten die Vorteile Performan
e und Por-tierbarkeit für den Programmierer und den Anwender numeris
her Software. Der Performan
egewinn ist jedo
h,wie Anfangs erwähnt, bei den BLAS Leveln unters
hiedli
h. Level 3 Operationen bieten einen Ges
hwindigkeits-vorteil von Faktor 10 und mehr, wohingegegen mit Level 2-1 ni
ht mehr als Faktor 2 zu erwarten ist (Whaley



A.1 Hardwareoptimierung 87et al. 2001, S. 8). Daher ist die oberste Direktive bei der Verwendung von BLAS, Blo
kalgorithmen zu formulie-ren, um Level 3 BLAS verwenden zu können. Bei der Implementierung von LAPACK ist diese Direktive bereitsumgesetzt worden.A.1.4 ATLASLange Zeit war es die Domäne der Workstation- und Super
omputerhersteller handoptimierte BLAS für ihreeigene Ar
hitektur anbieten zu können. Erst Ende der 90er Jahre wurden au
h für Personal
omputer optimierteBLAS-Routinen verfügbar. Auf diesem Feld ist die Optimierung s
hwieriger, weil die Vielfalt der Prozessorensehr ho
h ist und deren Lebensdauer auf dem Markt sehr gering, so dass optimierte BLAS erst verfügbar wä-ren, wenn der entspre
hende Prozessor s
hon ni
ht mehr aktuell ist. Daher wurde von Whaley, Petitet undDongarra (Whaley und Petitet 2005, Whaley et al. 2001) ein Projekt gegründet, das den Ansatz ver-folgt BLAS ni
ht von Hand zu optimieren, sondern diese Aufgabe einer Software zu überlassen, die dur
hsystematis
hes Ausprobieren vers
hiedener Systemparameter wie Ca
hegröÿe, Blo
kgröÿe usw. eine optimaleImplementierung automatis
h generiert. Diesen Ansatz bezei
hneten sie mit Automated Empiri
al Optimizationof Software (AEOS). Der Grundgedanke dieses Ansatzes ist, mit der rasanten Prozessorentwi
klung na
h demMoore's
hen Gesetz mithalten zu können, damit au
h die Leistungsfähigkeit neuer Prozessoren voll ausges
höpftwerden kann, bevor sie veraltet sind. Das Projekt, das si
h speziell mit der Optimierung der BLAS bes
häf-tigt heiÿt Automati
ally Tuned Linear Algebra Software (ATLAS) (Whaley et al. 2001, Proje
t 2006).Die Bes
hleunigung der BLAS dur
h hinzulinken der ATLAS Bibliothek liegt im Berei
h der handoptimiertenHersteller-BLAS, man
hmal sogar darüber. ATLAS ist Open-Sour
e und unter einer BSD Lizenz verfügbar(Proje
t 2006).A.1.5 ATLAS-AlternativenMath Kernel Library Seit einiger Zeit liefert Intel zu dem hauseigenen Compiler die Math Kernel Library[www.intel.
om℄. Sie ist jedo
h auf bestimmte Ar
hitekturen bes
hränkt und ist für kommerziellen Gebrau
hni
ht frei verfügbar.Goto BLAS Der Name Goto BLAS stammt von ihrem Entwi
kler Kazushige Goto, der diese Routinen an derUniversität von Texas [www.ta

.utexas.edu/˜goto℄ entwi
kelt. Diese Bibliothek verfolgt einen etwas anderenAnsatz, als zum Beispiel ATLAS und muÿ daher auf jede Ar
hitektur von Hand angepasst werden. Zur Zeitgelten die Goto BLAS jedo
h als die s
hnellste BLAS Bibliothek. Sie sind zwar frei verfügbar, jedo
h ni
ht aufQuell
odeebene.A.1.6 Wie s
hnell kann ein Computer re
hnen?Im vorangegangenen Kapitel haben wir gesehen, dass die Arbeitsges
hwindigkeit von Computern maÿgebli
hdur
h die Optimierung von Spei
herzugri�en verbessert werden kann. Wir haben au
h gesehen, dass es dur
hVerwendung geeigneter Optimierungsbibliotheken wie z. B. ATLAS lei
ht ist, von dieser Te
hnik zu pro�tieren.In diesem Kapitel soll nun anhand der Matrizenmultiplikation und der Choleskyzerlegung gezeigt werden, wieho
h der Pro�t dur
h diese Bibliotheken auf vers
hiedenen Ar
hitekturen in der Praxis ist.Dazu wird die Ges
hwindigkeit in Mega�ops (Millionen Flieÿkommaoperationen) pro Sekunde gemessen, diedie Computer bei dieser Aufgabenstellung errei
ht haben. Diese Erkenntnisse werden ans
hlieÿend benutzt, umvorauszusagen, wie lange ein Computer für eine gegebene Problemstellung brau
hen wird.A.1.7 Ben
hmarkUm die errei
hte Re
henges
hwindigkeit zu ermitteln, wurde dur
h den Autor das Programm ben
hmark erstellt,das sowohl die Choleskyzerlegung, als au
h die Matrizenmultiplikation an Beispielmatrizen dur
hführt und dieZeit misst. Im Fall der Matrizenmultiplikation wurden die Zufallsmatrizen A, B und C ∈ Rn×n erzeugt undmit ihnen die Operation C = C + AB jeweils einmal mit Algorithmus A.1 und einmal mit der optimiertenBLAS Routine dgemm dur
hgeführt. Für die Choleskyzerlegung wurde eine symmetris
he positiv de�nite Matrix
N ∈ Rn×n erzeugt und am Platz na
h Cholesky zerlegt. Dazu wurde jeweils einmal Algorithmus 4.1 und einmaldie optimierte LAPACK Routine dpotrf benutzt. Für beide Testreihen wurde n in 20er Stufen von 10 bis 990erhöht. Dieser Test wurde auf drei ausgesu
hten Systemen mit folgenden Prozessoren dur
hgeführt

• PC mit Intel Xeon 32 Bit-CPU mit 3.06 GHZ und 4 GB RAM
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• PC mit AMD Opteron 246 64 Bit-CPU mit 2.0 GHZ 8 GB RAM
• IBM Power 4+ 64 Bit-CPU mit 1.7 GHZ mit 128 GB RAMDieser Prozessor ist einer der 1312 Prozessoren des Super
omputers JUMP (JUMP 2006) des John vonNeumann-Institus für Computing (NIC) am Fors
hungszentrum Jüli
h (NIC 2006).
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hte Re
henges
hwindigkeiten auf ausgesu
hten Prozessoren mit optimierten und ni
ht op-timierten AlgorithmenDie Ergebnisse zeigt Abbildung 71. Die Bere
hnungen mit den Algorithmen A.1 bzw. 4.1 werden in der Legendemit �einfa
he S
hleifen� bezei
hnet. Festzuhalten ist, dass die Blo
kgröÿe eine Mindestgrenze von 
a 300 × 300übers
hreiten muss, damit die optimierten Bibliotheken ihre Leistung voll entfalten können. Darüber bleibtdie Performan
e dann auf einem glei
hbleibenden Niveau. Im Berei
h der Blo
kgröÿe zwis
hen 
a. 50 und 
a.300 wird dur
h die optimierten Versionen der BLAS/LAPACK Routinen eine Leistungsexplosion errei
ht. DieBes
hleunigung ist dann je na
h Computer / Bibliothek 10 bis 20-fa
h gegenüber den einfa
hen S
hleifen.Re
henzeitabs
hätzung Mit Hilfe des Programms ben
hmark konnte die tatsä
hli
h errei
hte Re
henge-s
hwindigkeit auf vers
hiedenen Prozessoren ermittelt werden. Um ein Gefühl dafür zu vermitteln, wie lange esbei gegebenen Matrizengröÿen dauern wird, eine Multiplikation dur
hzuführen, dient die Abbildung 72. Sie sollhelfen die Angabe von Re
henges
hwindigkeit interpretierbar zu ma
hen. Ermittelt wurden folgende Ges
hwin-digkeiten für Matrizenmultiplikation dur
h Abgreifen aus Abbildung 71a.

• IBM Power 4+: 4500 MFlops/s
• Intel Xeon 3.06 GHZ: 4000 MFlops/s
• AMD Opteron 2.0 GHZ: 2500 MFlops/sAbbildung 72 gibt für diese drei Re
henges
hwindigkeiten die Re
henzeit für Matrizendimensionen n × n mit

n ∈ {1000, 2000, . . . , 10000} an, dabei wurde zwis
hen kleinen Matrizen, deren Bere
hnung im Berei
h Sekundenliegt und groÿen Matrizen, deren Bere
hnung im Berei
h Stunden liegt, unters
hieden.A.2 Paralleles Re
hnenErst, wenn die numeris
he Software so weit optimiert ist, dass weitere Verbesserungen mit viel Aufwand erarbei-tet werden müssten, sollte man darüber na
hdenken, eine weitere Ges
hwindigkeitssteigerung dur
h parallelesRe
hnen anzustreben. Wie wir im vorangegangenen Kapitel gesehen haben, ist bei numeris
her Software, dieviele Operationen mit Matrizen ma
ht, dur
h Auswahl geeigneter Bibliotheken eine Ges
hwindigkeitssteigerungvon Faktor 10 realistis
h, so dass der erhebli
he Mehraufwand dur
h Parallelisierung wohlüberlegt sein will.Ist die Laufzeit eines Programms jedo
h so groÿ, dass Parallelisierung unumgängli
h ist, so kann man untervers
hiedenen Mögli
hkeiten auswählen. Die gängigsten Parallelisierungsverfahren sind:
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• Threads
• Halbautomatis
he Parallelisierung mit OpenMP
• Message Passing Interfa
e MPIDie parallele Programmierung mit Threads ist sehr Betriebssystemnah und daher wenig portabel. Weiterhin istsie ni
ht speziell für Numerik ausgelegt, sondern eine allgemeine Programmiers
hnittstelle. Mit Threads kannnur auf Computern parallelisiert werden, die einen gemeinsamen Hauptspei
her für mehrere Prozessoren haben,sogenannte shared memory Computer. Diese sind sehr teuer und der Anzahl der Prozessoren sind ökonomis
heGrenzen gesetzt.Das letztgesagte gilt au
h für die Parallelisierung mit OpenMP. Bei OpenMP fügt der Programmierer Prä
om-pileranweisungen in den Quelltext ein um dem Compiler mitzuteilen, wel
he S
hleifen er parallelisieren soll. DieEnts
heidung, wel
he Teile des Programms zu parallelisieren sind, liegt daher in der Hand des Programmieres,die eigentli
he Parallelisierung wird jedo
h vom Compiler dur
hgeführt, daher der Begri� halbautomatis
heParallelisierung. OpenMP funktioniert nur bei S
hleifen über groÿe Arrays, die si
h lei
ht parallelisieren lassen.Der zu erwartende Ges
hwindigkeitsvorteil hängt start von der Komplexität der S
hleifen ab und ist nur beieinfa
hen Konstrukten e�ektiv. OpenMp ist daher nur für die Parallelisierung von bestehender Software zuempfehlen.A.2.1 MPIEinen anderen Ansatz verfolgt das Message Passing Interfa
e MPI. MPI ist ein Programmierstandard, derRoutinen de�niert, die zur Kommunikation zwis
hen Prozessen dienen, wobei die De�nition eines Prozessesein Programm ist, dass gerade ausgeführt ist. Wird dasselbe Program zweimal ausgeführt, so spri
ht man vonzwei Prozessen. MPI Programme sind portabel, weil sie betriebssystemspezi�s
he Belange vor dem Benutzerverbergen. Das Prinzip von MPI soll nun anhand der Abbildung 73 erklärt werden. Dargestellt ist die paralleleAusführung des Programmes p
gma auf zwei Computern, von denen einer zwei Prozessoren hat und einer nureinen. Es werden vier Prozesse gestartet und zwar zwei auf jedem Computer. Jeder dieser Prozesse besitztseinen eigenen Adressraum. Das bedeutet die Variable x ist zwar in allen Prozessen vorhanden, aber eineÄnderung ihres Inhaltes auf einem Prozess wird auf den anderen Prozessen ni
ht bemerkt. Sollen die Variablen

x auf allen Prozessen syn
hronisiert werden, so ges
hieht dies über expliziten Na
hri
htenaustaus
h. Dabeiwird unters
hieden zwis
hen kollektiver Kommunikation, bei der an alle Prozesse einer Gruppe Na
hri
htenges
hi
kt werden und Punkt-zu-Punkt Kommunikation, bei der Sender und der Empfänger jeweils ein einzelnerProzess ist. Um die Prozesse eindeutig zu identi�zieren, werden sie in Gruppen eingeteilt und innerhalb dieserdur
hnummeriert. Diese Nummern werden au
h als MPI Rang bezei
hnet. MPI de�niert Funktionen mit denenNa
hri
hten an alle Prozesse, oder mit Hilfe des Ranges an einzelne Prozesse ges
hi
kt werden können. Bei einerPunkt-zu-Punkt Verbindung muÿ dem Aufruf einer Sendefunktion eine Empfangsfunktion gegenüber stehen.Aus der Si
ht des Programmieres ges
hieht die Adressierung anderer Prozesse nur über ihren Rang. Es spieltdabei keine Rolle, auf wel
her Mas
hine der andere Prozess läuft. Die tatsä
hli
he Kommunikation ges
hieht
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Abbildung 73: Funktionsweise von MPIüber den MPI-Daemon, von dem auf jeder Mas
hine eine Instanz läuft. Mit Daemon bezei
hnet man ein Dienst-programm das ohne Benutzerinteraktion im Hintergrund läuft. Diese Daemonen kommunizieren mit dem Be-triebssystem und veranlassen das Senden der Na
hri
hten an andere Prozesse. Diese Vorgänge sind für denProgrammierer jedo
h völlig unsi
htbar. In Abbildung 73 liegt nur der gestri
helte Berei
h in der Hand desProgrammierers. Alles darunter liegende wird von den MPI-Daemonen erledigt, es spielt daher für die Pro-grammierung mit MPI keine Rolle, ob ein Prozessor auf einer entfernten Mas
hine läuft, die über ein Netzwerkverbunden ist, oder ob es nur ein lokaler Prozess auf der glei
hen CPU ist.Einige Beispielhafte MPI Funktionen sind1 int MPI_Send(void *buf, int count, MPI_Datatype dtype, int dest, int tag, MPI_Comm comm)23 EINGABE PARAMETER4 buf - Startadresse des Sendepuffers5 count - Anzahl der Elemente im Sendepuffer6 dtyp - Datentyp der Elemente im Sendepuffer7 dest - MPI Rang des Zielprozesses8 tag - Nachrichtennummer9 comm - ProzessgruppeSendet die dur
h Menge, Spei
herort und Typ spezi�zierten Daten an den Prozess mit dem angegebenen Zielranginnerhalb der angegebenen Prozessgruppe1 int MPI_Recv(void *buf, int count, MPI_Datatype dtype, int src, int tag, MPI_Comm comm, MPI_Status *stat)23 EINGABE PARAMETER4 count - Maximale Anzahl von Elementen im Empfangspuffer5 dtype - Datentyp der Elemente im Empfangspuffer6 src - MPI Rang des sendenten Prozesses7 tag - Nachrichtennummer8 comm - ProzessgruppeEmpfängt die von MPI_Send() gesendeten Daten, vom Prozess mit dem MPI Rang sr
 und spei
hert denFehlerstatus. Einen guten Einstieg in die Programmierung mit MPI bietet das Bu
h (Gropp et al. 1994), aberau
h auf der Homepage des LAM/MPI Projektes �ndet man viele Informationen und Tutorials (LAM/MPI2006).



A.3 Fazit 91A.3 FazitEs wurde gezeigt, dass es bei Problemen, die viel Re
henzeit erfordern, unumgängli
h ist, Programmbibliothekenzu verwenden, die speziell auf die Harware abgestimmt sind, denn diese Bibliotheken bieten bei Matrizenmultipli-kation einen 10-20 fa
hen Ges
hwindigkeitsvorteil. Daher ist die Verwendung von Blo
kalgorithmen sehr wi
htigbei der Implementierung von numeris
hen Algorithmen. Weiterhin wurde na
hgewiesen, dass optimale Leistungauf vers
hiedenen Ar
hitekturen ab einer Blo
kgröÿe von 
a. 300×300 errei
ht wird. Die Verwendung von BLAS/ ATLAS Routinen ist in numeris
her Software zu empfehlen, weil dadur
h lei
ht optimierte Bibiliotheken ver-wendet werden können. Die erstellte Software ist so ohne Änderungen am Quell
ode auf andere Ar
hitekturenportierbar. Erst wenn die Hardwareoptimierung mit den vorgestellten Methoden und Bibliotheken dur
hgeführtwurde, sollte Parallelisierung in Betra
ht gezogen werden. MPI ist für numeris
he Programmierung sehr gut ge-eignet, weil es ermögli
ht parallele, portable Programme zu erstellen, und dabei keine Betriebssystemspezi�s
henKenntnisse von dem Programmierer erwartet.
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