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Effiziente numerische Verfahren zur spharischen harmonischen

Analyse von Satellitendaten

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Umnummerierungsverfahren fiir die unbekannten Parameter bei der sphérischen har-
monischen Analyse vorgestellt. Durch die Umsortierung der unbekannten Parameter wird ein vorgegebenes
Besetztheitsmuster, die sogenannte Kitematriz, in der Normalgleichungsmatrix erzeugt. Diese erlaubt eine ef-
fiziente Kombination von hochauflésenden, regelmifiigen Daten mit niedrigauflésenden, nicht regelméssigen
Daten. Die bisherige Beschrinkung des Kite Nummerierungschemas, fest an einen minimalen Entwicklungs-
grad von 2 und einen konstanten, maximalen Entwicklungsgrad gebunden zu sein, wird durch das vorgestellte
Freie Kite Nummerierungschema aufgehoben. Eine Methode zur Speicherung der schwach besetzten Kitema-
trix wird entwickelt und alle fiir die Losung des Normalgleichungssystems notwendigen Algorithmen, die an
dieses Speicherschema angepasst wurden, werden ausfiihrlich besprochen. Das hier vorgestellte Verfahren kann
zur strengen Losung von regelmifiigen und nicht regelméfigen Daten eingesetzt werden. Ein weiterer Einsatz-
bereich ist die Vorkonditionierung bei einem iterativen Verfahren. Mit dem Freien Kite Nummerierungschema
ist im Zuge dieser Arbeit das iterative Ausgleichungsverfahren PCGMA von SCHUH (1996) erweitert worden.
Das PCGMA Verfahren musste dazu neu implementiert werden und das entstandene Programm wird im Zuge
des ESA Projektes GOCE zur Feinabstimmung des funktionalen und stochastischen Modells auf der Basis von
Echtdaten dienen. Weil die Datenmenge des Satelliten GOCE sehr grofs sein wird, ist eine Parallelverarbeitung
auf mehreren Prozessoren auch bei diesem effizienten Verfahren zwingend notwendig. Die realisierte Parallelisie-
rungsstrategie wird vorgestellt. Die Effizienz des Freien Kite Nummerierungschemas bei der Vorkonditionierung
wird am Schluss der Arbeit durch drei verschiedene Testszenarien belegt.

Efficient Numerical Methods for the Spherical Harmonic
Analysis of Satellite Data

Summary

This thesis introduces a numbering scheme for the unknown parameters in the spherical harmonic analysis using
satellite data. By reordering the unknown parameters a specific sparsity pattern in the normal equation matrix,
the so—called kite matriz will be created. This allows an efficient combination of high-resolution regular data
sets with low resolution non regular data sets. The present restriction of the kite numbering scheme which
is the fixed minimum harmonic degree of 2 and the constant maximum degree is abolished by the free kite
numbering scheme. A technique for storing the sparse kite matrix is developed and the algorithms which are
needed to solve a system of normal equations and which had to be adapted to this technique are discussed in
detail. The free kite numbering scheme can be used for the rigorous combination of gridded and non gridded
data sets as well as for the preconditiong within iterative methods. The iterative method PCGMA which was
introduced by SCHUH (1996) is improved by the free kite numbering scheme. In the course of the GOCE project
of ESA the program pcgma had to be reimplemented and the resulting program will be used for the fine tuning
of the functional and the stochastic model in the processing of real data from the GOCE satellite. The need for
parallel computing is given by the huge number of observations from GOCE and the huge number of unknowns.
The realised concept of parallel processing is described. The efficiency of the free kite numbering scheme in
preconditioning will be shown by comparison of three different test scenarios.
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SCHREIBWEISEN, SYMBOLE UND ABKURZUNGEN

Schreibweisen, Symbole und Abkiirzungen

Der Doppelpunktoperator

1:10 Bildet eine Reihe von ganzen Zahlen z von 1 bis 10
1:2:10 Bildet eine Reihe von ganzen Zahlen von 1 bis 10 mit Inkrement 2 (1 357 9)

Aufteilung einer Matrix
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Der i-te Zeilenvektor von A

Der i-te Spaltenvektor von A

Matrix als Menge von Spaltenvektoren

Matrix als Menge von Zeilenvektoren

Untermatrix von A, die die Zeilen 1 bis 4 aus den Spalten 3 bis 7 enthiilt.

Als Blockindizes werden immer griechische Buchstaben verwendet, um zwischen Blocknotation und skalarer
Notation zu unterscheiden.
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Darstellung der Matrix A als eine 1 x £ Blockmatrix
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. Mit dieser Notation hat der Block A, die Dimension m, X ng.
n
Darstellung der Matrix A als ein n x 1 Blockvektor. Ein Block enthilt jeweils
Ma,a € 1,...,n, Zeilen der Matrix.



1 Einleitung

1.1 Die Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und GOCE

Das heutige Wissen iiber das Schwerefeld der Erde und seine geometrische Form reicht in vielen Anwendungen
geowissenschaftlicher Disziplinen noch nicht aus. Die Kenntnis eines Schwerefeldes mit hoherer Genauigkeit
und rdumlicher Auflésung ist notwendig, um die physikalischen Zusammenhénge im Inneren der Erde, die
Stromungen der Ozeane und das Zusammenspiel von Kontinentverschiebungen, schmelzenden Eismassen und
Meeresspiegelverdnderungen untersuchen zu kénnen (ESA 1999, S. 9).

Dieses Ziel kann nur mit Hilfe der Satellitengeodésie erreicht werden, da eine globale, homogene Erfassung
der Erde durch Messungen notwendig ist, um eine sphérische harmonische Analyse des Erdschwerefeldes mit
entsprechend hohem Entwicklungsgrad berechnen zu konnen. Besonders die drei Satellitenmissionen CHAMP
(Challenging Minisatellite Payload), GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment) und GOCE (Gravity
and Steady-State Ocean Circulation Explorer) dienen der Erforschung der Erde als komplexes System. Die
Bestimmung des Erdschwerefeldes spielt in diesem Zusammenhang eine zentrale Rolle.

Der Satellit CHAMP wurde im Juli 2000 in die Umlaufbahn gebracht und dient der Bestimmung des Schwe-
refeldes, des Magnetfeldes und der Ionosphére und Troposphire der Erde (REIGBER et al. 2004). Die Mission
CHAMP und die Auswertung der Daten wird unter der Federfithrung des Geoforschungszentrums Potsdam
(GFZ) durchgefiihrt, aber auch anderen Institutionen stehen diese Daten zur Verfiigung. So wurden z. B. von
MAYER-GUERR et al. (2005) Schwerefeldmodelle basierend auf CHAMP Daten verdffentlicht. Diese erlauben
jedoch nur eine Schwerefeldbestimmung bis zum maximalen Grad von 62, wie auch von Kocn (2005) mit Hilfe
von Monte—Carlo—Simulationen unabhéngig bestétigt werden konnte.

Die zwei Satelliten der GRACE-Mission wurden im Mé&rz 2002 in ihre Umlaufbahn gebracht. Sie fliegen in einem
Abstand von 220 km, wobei die Entfernung zwischen ihnen durch Mikrowellenmessungen mit pym Genauigkeit
gemessen wird. Die Zielsetzung von GRACE ist, ein Schwerefeld mit 1 cm Genauigkeit in den Geoidhohen bis
zum maximalen Entwicklungsgrad von 125 zu erreichen (TAPLEY et al. 2005). Die GRACE Mission ist eine
amerikanisch-deutsche Kooperation zwischen der NASA und dem Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt
(DLR).

Die GOCE—-Mission ist ein Projekt der Européischen Weltraumbehérde ESA und soll das Schwerefeld bis zum
Entwicklungsgrad 240 mit 1 cm Genauigkeit bestimmen, was einer rdumlichen Auflésung von ca. 100 km ent-
spricht. Dieses ehrgeizige Ziel kann nur mit Hilfe der Satellitengradiometrie (SGG, satellite gravity gradiometry)
erreicht werden, dessen Prinzip z. B. in RUMMEL (1985) erldutert wird. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Mis-
sionsziele findet sich in ESA (1999 und 2002).

An Bord des GOCE—-Satelliten befinden sich zwei komplementéare Sensoren, SST-hl (satellite-to-satellite tracking
im high-low Modus) dient der Erfassung des langwelligen Schwerefeldsignals und die genannte SGG der Erfas-
sung des kurzwelligen Signals.

Durch die hohe Genauigkeit und rdumliche Auflésung iiberschreitet man bei der Datenauswertung zur GOCE-
Mission die Kapazitéit heutiger Computer, da einerseits die Auswertezeiten sehr lang werden und andererseits
die Gleichungssysteme so grofs werden, dass sie nicht mehr in den Hauptspeicher verfiigbarer Computersysteme
passen.

Daher wurden im Vorfeld der GOCE-Mission verschiedene Untersuchungen durchgefiihrt, um ressourcenscho-
nendere Auswerteverfahren zu finden. SCHUH (1996) stellte das Verfahren PCGMA (Preconditioned Conjugate
Gradient Multiple Adjustment) vor, welches auf der nach SCHWARz (1970) modifizierten Form der Methode
der Konjugierten Gradienten (CG) aufbaut. In dieser modifizierten Form liefert es die Losung eines Normalglei-
chungssystems unter Benutzung der Beobachtungsgleichungen, ohne die Normalgleichungsmatrix explizit auf-
zustellen. Das Verfahren PCGMA erginzt das modifizierte CG Verfahren durch die Moglichkeit unkorrelierte
Gruppen von Beobachtungen sowohl in Form von Normalgleichungen, als auch in Form von Beobachtungsglei-
chungen miteinander zu kombinieren. Die Konvergenz des Verfahrens PCGMA wird durch Vorkonditionierung
verbessert, indem fiir bestimmte Beobachtungsgruppen idealisierte Annahmen getroffen werden, die bei der
Erfassung nur naherungsweise zutreffen. Das Verfahren PCGMA ist in dem Programm pcgma bereits von Au-
ZINGER (1997) und AUZINGER und SCHUH (1998) implementiert worden und die Parallelisierung ist von PLANK
(2002) begonnen worden.

Ein weiteres effizientes Verfahren, welches zur Datenauswertung der GOCE-Mission verwendet wird, basiert auf
dem sogenannten semianalytischen Ansatz (SA) (SNEEUwW 2000). Dieser Ansatz interpretiert die Messungen
als Zeitreihe und berechnet das Schwerefeld mit Hilfe von Fouriertransformationen im Frequenzbereich. Die-
ses Verfahren liefert jedoch nur eine Nidherungslésung, da es auf Annahmen beziiglich der Messwertverteilung
beruht, die bei der Erfassung der Echtdaten nicht vollstindig zutreffen werden.
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Im Zuge des GOCE Projektes entwickelte PLANK (2004) ein Programmsystem, welches hochauflésende GO-
CE Schwerefeldmodelle iiber die parallele, verteilte Aufstellung der vollbesetzten Normalgleichungsmatrix und
iiber einen separaten, parallelen Loser berechnet. Er nannte dieses Verfahren Distributed Non-approximatative
Adjustment (DNA). Der Vorteil und zugleich Nachteil dieses Verfahrens liegt in der vollstdndigen Aufstellung
der Normalgleichungen, denn es liefert damit zusdtzlich zur Losung auch die Varianz—Kovarianzmatrix, die
Laufzeiten sind aber im Vergleich zum iterativen Programm pcgma extrem hoch.

Die drei Methoden SA, PCGMA und DNA werden im Rahmen des GOCE Projektes im Auftrag der ESA wei-
terentwickelt und implementiert, um nach dem Start des GOCE Satelliten die Datenauswertung durchzufiihren.
Dieses Softwaresystem ist Teil des GOCE High-Level Processing Facility (HPF, RUMMEL et al. (2004)). Das
HPF ist ein dezentrales Hard— und Softwaresystem zur wissenschaftlichen Auswertung der GOCE Level 1b
Daten zur Berechnung des offiziellen GOCE Schwerefeldmodells. Die Durchfiihrung unterliegt dem European
GOCE Gravity Consortium (EGG-C) (RUMMEL et al. 2004), welches eine Kooperation 10 Européischer For-
schungseinrichtungen ist. Das Institut fiir Theoretische Geodésie der Universitéit Bonn ist zusammen mit den
Partnerinstituten

e Institut fiir Navigation und Satellitengeodéisie der Universitit Graz,
e Institut fiir Weltraumforschung der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften,
e Institut fiir Astronomische und Physikalische Geodésie der Universitat Miinchen,

an der Erstellung der Software und der Datenauswertung fiir das Arbeitspaket WP 6000 des HPF beteiligt.
Dieses Softwaresystem ist in zwei Teile gegliedert (PAIL et al. 2005):

1. Quicklook Gravity Analysis
Mit Hilfe der SA Methode wird eine schnelle, approximative Schwerefeldlésung berechnet, um die Qualitét
der Messungen wihrend der Mission zu iberwachen und um eine erste Ndherung fiir das Fehlerverhalten
der Messinstrumente zu berechnen.

2. Core Solver

a) Tuning machine
Mit dem Programm pcgma wird das Fehlerverhalten des SGG Messinstrumentes genauer untersucht,
um optimale Dekorrelationsfilter zu schitzen. Dies ist ein iterativer Prozess, weshalb wiederholte
Programmdurchlidufe notwendig sind. Dabei kommt die Stirke der Methode PCGMA, eine schnelle
und strenge Schwerefeldlosung zu liefern, zur Geltung. Zusétzliche Programmdurchliufe mit pcgma
werden bendtigt, um den optimalen Gewichtungsfaktor zwischen den SST und den SGG Daten zu
ermitteln.

b) Final Solver
Berechnung einer strengen Schwerefeldlosung iiber die Aufstellung des vollbesetzten Normalglei-
chungssystems. Diese Losung erfordert hohen Zeitaufwand und wird daher am Ende der Prozes-
sierungskette durchgefiihrt, wenn die Tuningparameter wie Gewichtungsfaktor und optimale Filter
bereits bestimmt worden sind. Der Final Solver liefert eine vollbesetzte Varianz Kovarianzmatrix der
geschatzten Parameter.

Der zentrale Teil des Verfahrens PCGMA ist die Vorkonditionierung, welche durch eine idealisierte Messanord-
nung auf ein schwach besetztes Normalgleichungssystem fithrt. Bei der Cholesky—Zerlegung und der Inversion von
schwach besetzten Matrizen entstehen abhiingig von der Besetztheitsstruktur der Matrix Fiillelemente, weshalb
SCHUH (1996) ein Umnummerierungsverfahren fiir die unbekannten Schwerefeldkoeffizienten entwickelt hat,
das die Elemente der Normalgleichungsmatrix so anordnet, dass bei der Cholesky—Zerlegung kein Fiillelement
entsteht. Aufgrund des drachenartigen Aussehens des Besetztheitsmusters der Normalgleichungsmatrix wurde
diese Nummerierung Kite Nummerierung genannt.

Durch diese Vorkonditionierung kann beim Verfahren PCGMA eine sehr gute Konvergenz erreicht werden, so
dass innerhalb von wenigen Iterationen (10-20) ein System mit 60000 Parametern gelost werden kann. Aller-
dings konnte durch eine datenadaptive Anpassung der Kite-Struktur die Konvergenz des Verfahrens nochmals
deutlich gesteigert werden. Im urspriinglichen Entwurf des PCGMA Verfahrens (ScHuH 1996) wurde zwar
schon spezielles Augenmerk auf diese Moglichkeiten gelegt, so wurden zur Dekorrelation der Messungen diskre-
te Filter entwickelt, die eine parallele Verarbeitung ermdglichen, aber eine konsequente Umsetzung als paralleles
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Programm wurde nur als Prototyp implementiert (PLANK 2002). Aufgrund von Nachfragen der GOCE An-
wender (z.B. Ozeanographie) wurde auch zunehmend die Forderung nach der Varianz—Kovarianzinformation
stirker, welche durch iterative Verfahren aber in der Regel nur sehr umsténdlich bereitgestellt werden kann.
Hier wurde in den letzten Jahren intensive Forschungsarbeit geleistet, um diesen Nachteil der Methode PCGMA
zu beseitigen. Die entwickelte Methode baut auf Vorarbeiten von GUNDLICH et al. (2003) auf, wo grofse Kova-
rianzmatrizen unter Umgehung der Inversion {iber Monte—Carlo Simulation direkt aus den Normalgleichungen
abgeleitet wurden.

Die Berechnung von grofien Kovarianzmatrizen iiber Monte-Carlo Simulation wurde von KOCH et al. (2004)
blockweise formuliert, um die vorherrschenden Matrix Vektor Multiplikationen durch Matrix Matrix Multipli-
kationen zu ersetzen. Diese kénnen mit Hilfe hardwareoptimierter Bibliotheken effizienter berechnet werden.
Um die Effizienz noch weiter zu steigern, nutzten sie die 15 Computer des Rechenclusters des Instituts fiir
Theoretische Geodisie, um das Verfahren zu parallelisieren.

Dieses Verfahren von GUNDLICH et al. (2003) wurde von ALKHATIB und SCHUH (2006) so erweitert, dass die
explizite Aufstellung der Normalgleichungsmatrix nicht mehr notwendig ist. Ausserdem erfolgte die vollstdndige
Integration des Monte Carlo Verfahrens in den PCGMA Algorithmus. Dadurch gewinnt das in dieser Arbeit
behandelte Verfahren PCGMA die Moglichkeit, die Kovarianzmatrix der geschitzten Parameter angeben zu
konnen.

1.2 Zielsetzung der Arbeit

In dieser Arbeit wird ein Umnummerierungsverfahren fiir die unbekannten Parameter bei der spharischen harmo-
nischen Analyse vorgestellt. Dieses Verfahren baut auf dem Kite Nummerierungschema auf, iiberwindet jedoch
dessen Beschrédnkung, an einen festen minimalen Grad von 2 und einen konstanten maximalen Entwicklungsgrad
gebunden zu sein. Es ist nun moglich, regelméikig verteilte, hochauflésende Daten, die eine blockdiagonale Struk-
tur in der Normalgleichungsmatrix erzeugen, streng mit niedrig auflésenden, vollbesetzten Normalgleichungs-
systemen zu kombinieren und dabei fiir jede Ordnung einen minimalen und einen maximalen Grad anzugeben,
ohne dass dadurch die Kitestruktur der Normalgleichungsmatrix verloren geht. Aufgrund dieser Moglichkeit,
die Menge der unbekannten Parameter frei bestimmen zu kénnen, wurde das Verfahren welches in BOXHAMMER
und SCHUH (2006) erstmals vorgestellt wurde, Freies Kite—-Nummerierungsschema (FKN) genannt.

Das Freie Kite-Nummerierungsschema ist durch die systematische Aufarbeitung der bisherigen Kitestruktur
mit den folgenden Arbeitsschritten entstanden:

1. Strenge Definition der Geometrie der Kitematriz
Die besondere Eigenschaft der Kitematrix, keine Fiillelemente bei der Choleskyreduktion zu erzeugen und
daher mit wenig Speicherplatzbedarf speicherbar zu sein, ist nur gegeben, wenn bestimmte Annahmen
beziiglich der Geometrie des Besetztheitsmusters zutreffen.

2. Regelbasierte Aufstellung der Reihenfolge der Parameter
Die Aufstellung der Reihenfolge der Parameter wurde von den Berechnungen mit der Kitematrix getrennt,
um die Komplexitédt des Problems zu reduzieren. Die Menge der Parameter wird in verschiedene Zonen
eingeteilt, um die Kitestruktur zur erhalten. Dazu sind Regeln entwickelt worden, die diese Einteilung
automatisch vornehmen.

3. Speicherschema fiir Kitematrizen
Eine Matrix kann mit dem entwickelten Speicherschema gespeichert werden, sobald sie die Definition einer
Kitematrix erfiillt. Dabei werden die Blocke der Kitematrix als zusammenhéngende Matrizen gespeichert,
um schnelle Blockalgorithmen nutzen zu kénnen.

4. Algorithmen
Die Algorithmen der linearen Algebra, die mit der Kitematrix durchgefiihrt werden miissen, sind an ihre
spezielle Struktur angepasst worden, so dass diese Algorithmen mit jeder Kitematrix durchgefiihrt werden
koénnen, die der Definition geniigt.

5. Implementierung
Das Programm pcgma ist mit allen vorgestellten Algorithmen zum Umgang mit der Kitematrix neu im-
plementiert worden. Das Programm ist eine voll funktionsfihige Software, die Teil der Erfiillung des
ESA Vertrages zur Auswertung der GOCE Daten ist. Das Programm ist mit der objektorientierten Pro-
grammiersprache C++ implementiert und mit Hilfe des MPI Standards fiir parallele Programmierung
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parallelisiert worden. Durch die Aufteilung des Programmes in einzelne Klassen ist es iibersichtlich und
erweiterbar und konnte bereits erfolgreich mit bis zu 512 Prozessoren eingesetzt werden.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Kapitel 2 gibt eine Einfiihrung in das Anwendungsfeld der Kite Nummerierung.
Die sphérische harmonische Analyse und die bei regelméssiger Verteilung der Messpunkte auftretenden Or-
thogonalitidten werden dargestellt. Datensitze, die diese Voraussetzungen erfiillen, mit Datensétzen, die diese
Voraussetzungen nicht erfiillen, zu kombinieren ist nur begrenzt moglich, da auftretende Fiillelemente in der
Normalgleichungsmatrix die Ausnutzung der schwachen Besetztheit erschweren. Die Kite-Nummerierung dient
dazu, das Auftreten dieser Fiillelemente zu verhindern.

Das Freie Kite Nummerierungschema wird in Kaptiel 3 vorgestellt. Die Form der Kitematrix wird definiert und
der Algorithmus zur Aufstellung der Reihenfolge der unbekannten Parameter wird besprochen. Der Zusammen-
hang zwischen der Reihenfolge der Parameter und den Positionen der Nichtnullelemente in der Kitematrix wird
durch einen Algorithmus realisiert.

Kapitel 4 behandelt die Bildung der Normalgleichungen sowohl fiir den vollbesetzten Fall, als auch fiir die
schwach besetzte Kitematrix. Weiterhin werden Aspekte der Optimierung und Parallelisierung dieses aufwén-
digen Rechenschrittes beleuchtet. Die Entstehung von Fiillelementen bei schwach besetzten Normalgleichungs-
matrizen wihrend der Cholesky Reduktion wird ausfiihrlich behandelt, ebenso wie die an die Struktur der
Kitematrix angepassten Algorithmen der Linearen Algebra.

Der Einsatz des Freien Kite-Nummerierungsschemas, sowohl bei der direkten Losung, als auch bei der iterativen
Losung wird in Kapitel 5 dargestellt. Das Verfahren PCGMA wird detailliert erlautert, um anschliessend die
neue Vorkonditionierungsstrategie vorstellen zu konnen, die durch das Freie Kite-Nummerierungschema méglich
geworden ist. Am Ende des Kaptiels wird ein schematischer Uberblick iiber die durchgefiihrte Umsetzung
gegeben.

Die Ergebnisse von numerischen Untersuchungen zur Verbesserung der Konvergenz des Verfahrens PCGMA
durch an die Daten angepasste Vorkonditionierung mit dem Freien Kite-Nummerierungsschema werden in
Kapitel 6 gezeigt.

Die Arbeit wird mit einem Ausblick auf den zukiinftigen Einsatz des Freien Kite Nummerierungsschemas bei
der GOCE-Datenauswertung und die Mé6glichkeiten zu weitergehenden Untersuchungen abgeschlossen.
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2 Anwendungen

2.1 Sphérische harmonische Analyse

Fiir die mathematische Reprasentation vieler physikalischer Prozesse unseres Systems Erde werden die rdumli-
chen Kugelfunktionen (solid spherical harmonics)

r~(HD Py, (sing) cosmA bzw. r~ D Py, (sin p) sinmA (1)

als Basisfunktionen gew#hlt. Dabei geben r, ¢, A die rdumlichen Polarkoordinaten an und Py, (sing) bilden
die Legendre’schen Funktionen vom Grad ¢ und der Ordnung m mit ¢ >0 und m < {. Als Losung des La-
place’schen Operators fiir den Aussenraum der Kugel weisen diese Basisfunktionen einen globalen Tréiger auf,
zeichnen sich aber speziell bei globaler kontinuierlicher Dateniiberdeckung als Orthogonalsystem aus (BERN-
HARD HOFFMANN-WELLENHOF und HELMUT MoORITZ 2005 S. 21). Diese Basisfunktionen bilden eine vollstin-
dige Basis wodurch jede beliebige stiickweise stetige Funktion f (¢, A) auf der Einheitskugel (r = 1) durch eine
Linearkombination der Kugel(flachen)funktionen in einer unendlichen Reihe

oo 4
flp,A) = Z Z Com Pim(sing) cosmA + S Prn(sing) sinmA (2)
£=0 m=0

mit Sgo =0, dargestellt werden kann. Die Koeffizienten Cy,, und Sy, konnen unabhéngig voneinander durch die
Integration iiber die Einheitskugel durch

1
[ (Pem (sin @) cosmA)? do

g

Com = // f(p, A) Pop(sin ) cosmA do (3)

S = 1
Im
” (l m (Sill 95

Jsin m)\)2 o // f(, A) Pom(sin @) sinmA do (4)

mit do = cos pdpd), ermittelt werden. Zur Darstellung von band-begrenzten Funktionen geniigt eine endliche
Anzahl von Koeffizienten, so dass die Reihenentwicklung bei einem bestimmten Grad £y, abgebrochen werden
kann. Um die Koeffizienten Cy,,, und Sy, iibersichtlich anzuordnen, eignet sich eine Darstellung in Form von
Koeffizientendreiecken (Abbildung 1). Die Ordinate weist von oben nach unten auf den zunehmenden Grad ¢
hin. Auf der Abszisse sind die Ordnungen m aufgetragen, wobei nach rechts die Kosinuskoeffizienten Cy,, und
nach links die Sinuskoeflizienten Sy, aufgetragen sind.

0
«Sm Cm— \
100 - ‘ -
0 - :
| = 200 - : -
® 10 - 300 - N -
o
15 -
\” M\ 400 + T
20 et Hih w w w w

0 100 200 300 400
20 15 10 5 0 5 10 15 20
Ordnung m Spalte

(a) Koeffizientendreieck (b) Normalgleichungen

Abbildung 1: Darstellung von Koeffizienten Cy,,, und Sy, und deren Korrelationen

Die Abbildung 1(b) zeigt die Korrelationen zwischen den Koeffizienten, die durch die Nicht-Null Eintrége in
den Normalgleichungen darstellbar sind. Die Diagonalstruktur weist darauf hin, dass alle Koeffizienten unab-
héngig voneinander berechnet werden kénnen. Die Berechnung der Koeffizienten Cy,, und Sy, auch sphdrische
harmonische Analyse genannt, fiihrt in diesem Fall auf eine einfach zu 16sende inverse Aufgabe.

Diese auf die Orthogonalitidtsbedingungen der Basisfunktionen zuriick zu fithrenden Eigenschaften werden jedoch
gestort, wenn anstelle der kontinuierlichen Funktionen nur Funktionswerte an diskreten Punkten zur Verfiigung
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stehen. Die Berechnung der Koeffizienten Cy,, und Sy, fiihrt zu einem Ausgleichungsproblem mit einem voll
besetzten Normalgleichungssystem.

Somit kann die Berechnung der einzelnen Komponenten nicht mehr isoliert betrachtet werden. Die vorhandenen
Korrelationen zwischen allen Koeffizienten erfordern die Losung eines vollbesetzten Systems. Eine Darstellung
der Abhéangigkeiten wie in Abbildung 1(b) wiirde zu einer vollbesetzten Matrix fithren. Durch die Beachtung
zusitzlicher Bedingungen zur 6rtlichen Verteilung der diskreten Punkte kénnen einzelne Orthogonalititen auch
bei diskreten Punkten erhalten bleiben. Im Speziellen kénnen die Orthogonalititsbeziehungen zwischen den
trigonometrischen Funktionen genutzt werden. Liegt eine Abtastung an 2L dquidistanten Stiitzstellen iiber die

volle Periode 27 vor, A\; = ig—} dann gilt
2L—1
Z cosm); coskA;i = (1 + 60 + 0mr) L Omk (5)
i=0
2L—1
> sinm; sinki = (1= 6o — mr) L Sk (6)
i=0
2L—1
Z cosmA; sink); =0 (7)
i=0

mit dem Kronecker Symbol §,,5. Unter Beriicksichtigung der Orthogonalitédten (5) und (6) werden alle Ko-
effizienten mit unterschiedlichen Ordnungen m voneinander unabhéngig und aufgrund der Orthogonalitét (7)
werden die Sinuskoeflizienten von den Kosinuskoeffizienten unabhéngig. Des weiteren konnen noch Symmetrie-
und Antisymmetrieeigenschaften der Legendre’schen Funktionen beziiglich des Aquators ausgenutzt werden

Py (=sing) = (1)~ Py (sing) (8)

wodurch innerhalb einer Ordnung die Koeffizienten mit geradem Grad von den Koeffizenten mit ungeradem
Grad unabhingig werden.

Vielfach wurden die Parameter in der Vergangenheit gradweise sortiert, wie z. B. im EGM 96 (LEMOINE et al.
1996), weshalb diese Nummerierung im folgenden mit Standardnummerierung bezeichnet wird. Meistens werden
die Kosinuskoeffizienten CY,, vorweg nummeriert und anschliefend die Sinuskoeffizienten Sy, bei leicht ge&n-
derter Schleifenstruktur (ohne Koeffizienten m = 0) nachgefiihrt. Die Reihenfolge der Koeffizienten bei dieser
Nummerierung kann durch eine einfache Schleifenkonstruktion veranschaulicht werden (Algorithmus 2.1).
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- S Cpm ~ AR
NN NN
100 1
0 AN N
ﬁ% D 900 i
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- Ay ! i
— | i | W 1 N
g | | 300 N
15 i) \
20 | R, 400

100 2 4
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Ordnung m Spalte

(a) Koeffizientendreieck (b) Normalgleichungsmatrix

Abbildung 2: Standardschema



2.1 Sphérische harmonische Analyse 15

Algorithmus 2.1 (Standardschema)

1 #include "parameter.h”
2
s void standardschema_reihenfolge( vector<Parameter> &stack, int |_max )

+

5 int m_max = |_max;

6

7 for(int1=0; I <=1_max; ++|)

s for(intm=0; m <=1[; ++m)

9 stack.push_back( Parameter('C’, I, m)); // Kosinuskoeffizienten
10

11 for(intl=1; I <=1_max; ++l)

12 for(intm=1; m<=1; ++m)

13 stack.push_back( Parameter(’'S’, I, m)); /I Sinuskoeffizienten
14}

Die Reihenfolge der Parameter, die der Algorithmus 2.1 erzeugt, ist nun fiir /i, = 0 und £, = 4 dargestellt.

C(00 ClO Oll CZO C121 C(22 CBO C(31 032 033 C(40 C141 C142 043 C144 Sll S21 S22 S31 832 833 S41 S42 S43 S44

Wie in Abbildung 2(a) dargestellt, entspricht diese Nummerierungsmethode einer priméren horizontalen Bewe-
gungsrichtung. Das sich aus dieser Parametersortierung ergebende Besetztheitsmuster zeigt diagonale Streifen
parallel zur Hauptdiagonalen (Abbildung 2(b)).

Die Organisation der Speicherung dieser schwach besetzten Matrix wire entsprechend aufwéndig, kann aber
wesentlich vereinfacht werden, indem die Parameter ordnungsweise nummeriert werden. Dies entspricht einer
vertikalen Bewegungsrichtung im Koeffizientenschema (Abbildung 3(a)).

Diese Nummerierungsart nachfolgend als Blockschema bezeichnet, erzeugt eine leicht zu speichernde Besetzt-
heitsstruktur der Normalgleichungsmatrix. Zudem entstehen bei der Choleskyreduktion keine Fiillelemente. Die
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(a) Koeffizientendreieck (b) Normalgleichungsmatrix

Abbildung 3: Blockschema: Koeffizientendreieck und Korrelationen bei rotationssymmetrischer Punktverteilung

Reihenfolge der Koeffizienten im Blockschema ist in Algorithmus 2.2 dargestellt, wobei hier auch die Symmetrie
beziiglich des Aquators genutzt wird. Somit erfolgt innerhalb der Ordnungen eine weitere Aufteilung zwischen
Koeffizienten mit geraden und ungeraden Graden.
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Algorithmus 2.2 (Blockschema)

1 #include "parameter.h”

2

s void blockschema_reihenfolge( vector<Parameter> &stack, int |_max )

a A

5 for(int m = 0; m <= |_max; m++)

o {

7 /I C_Im anordnen

8 for(intl=m;l<=1_max;|+=2)

9 stack.push_back( Parameter('C’, |, m)); // gerade/ungerade Koeffizienten
10

11 for(intl=m+1;1<=1_max; | +=2)

12 stack.push_back( Parameter('C’, I, m)); // ungerade/gerade Koeffizienten
13

14 /I'S_Im anordnen

15 if(m!=0)

16 {

17 for(intl=m; |l <=1_max; | +=2)

18 stack.push_back( Parameter(’S’, I, m) ); // gerade/ungerade Koeffizienten
19

20 for(intl=m+1;1<=1_max; | +=2)

21 stack.push_back( Parameter(’S’, |, m) ); // ungerade/gerade Koeffizienten
22 }

23 }

24 }

Die Reihenfolge der Parameter, die der Algorithmus 2.2 erzeugt, ist nun fiir £;,;; = 0 und £y, = 4 dargestellt.
Coo Cag Cyo C1o C39 C11 C31 Co1 Cy1 S11 531 S21 Sa1 Coa Cyo Cz2 Sz Ss2 S32 C33 Cuz S33 S43 Cayg Saa

Anzumerken ist jedoch, dass die Blockdiagonalstruktur nur erhalten bleibt, wenn alle Datenpunkte rotations-
symmetrisch beziiglich der Nord-Siid-Achse in regelméfigen Abstinden entlang der Parallelkreise verteilt sind
und Symmetrie beziiglich des Aquators vorliegt. Die Datendichte auf jedem Parallelkreis kann mit unterschiedli-
chen Gitterweiten gewihlt werden. Es ist darauf zu achten, dass diese Datenpunkte mit homogener Genauigkeit
vorliegen. Polare Locher verschlechtern zwar die Kondition des Gesamtsystems, haben aber keinen Einfluss
auf die blockdiagonale Struktur. Die Unabhéngigkeit zwischen den Ordnungen erlaubt die Einzelauswertung
Ordnung fiir Ordnung. Durch diese effiziente Form der sphirischen harmonischen Analyse kénnen auch sehr
hochauflésende Modelle berechnet werden (COoLOMBO 1981; RUMMEL et al. 1993). Vielfach wird diese block-
orientierte Methode als fast spherical harmonic analysis bezeichnet.

Ausnutzung der Symmetrie beziiglich des Aquators: Da alle Koeffizienten mit geraden Graden unab-
hiingig von denen mit ungeraden Graden werden, wenn die Datenpunkte symmetrisch beziiglich des Aquators
verteilt sind, entstehen mit Ausnahme der Ordnung Null im Blockschema fiir jede Ordnung vier Diagonalblcke
(Abbildung 4).

C14CsCs4
Cu
Cea N cg4d
(o C54C74
Csa
Cn 154464 Sga News
Ssa
Se4 Ny
Su S54.574
g:i N cud

Abbildung 4: Die vier Diagonalblécke zur Ordnung m = 4 bei £, = 8
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Diese vier Blocke zur Ordnung m werden im folgenden mit N cgm, Newm, IV sgm und IN gy, bezeichnet, wobei
die Indizes ¢ und s Kosinus und Sinus und die Indizes g und u gerade, bzw.ungerade Grade ¢ bedeuten. Wie
aus Abbildung 4 zu ersehen ist, enthélt der Teil .44 des Parametervektors x die Koeffizienten Cy4, Ce4, Caa.

Fazit: Liegen Messdaten fiir die sphéirische harmonische Analyse auf einem geographischen Gitter vor, bei
dem die Punkte gleichabstindig und gleichgenau entlang der Breitenkreise verteilt sind, fallen die Korrelationen
zwischen den Koeffizienten ungleicher Ordnung weg und die Normalgleichungsmatrix ist schwach besetzt. Mit
einer ordnungsweisen Nummerierung der Parameter ist die Normalgleichungsmatrix blockdiagonal und kann
daher sehr leicht gespeichert werden. Sind die Breitenkreise, auf denen die Messpunkte liegen zudem symme-
trisch beziiglich des Aquators angeordnet, so werden die Koeffizienten mit ungeraden Graden unabhingig von
denen mit geraden Geraden, so dass weitere Korrelationen entfallen. Durch Gruppierung der entsprechenden
Koeffizienten innerhalb der Ordnungen werden die Diagonalblocke noch kleiner und es entstehen zu jeder Ord-
nung, ausser der Ordnung Null und der Ordnung m = #p,,x, vier Diagonalblocke. Ein entsprechender Datensatz
wird regelmdfiger Datensatz genannt und kann unter Verwendung des Blockschemas sehr effizient ausgewertet
werden.

2.2 Regelmifiige und unregelmifiige Daten im Vergleich

In diesem Abschnitt wird untersucht, welche Auswirkung die Eigenschaft der Regelméfigkeit eines Datensatzes
auf die Normalgleichungsmatrix, sowohl beziiglich des Speicherplatzbedarfs als auch beziiglich der Verarbei-
tungszeit hat. Dazu wird von einem hypothetischen Datensatz ausgegangen, der zur sphérischen harmonischen
Analyse des Schwerefeldes bis zum maximalen Entwicklungsgrad von 360 dienen soll. Zur Hervorhebung des
Unterschiedes zwischen regelmifiigen Daten und nicht regelmifiigen Daten wird zwischen zwei Féllen unter-
schieden; im ersten Fall ist der Datensatz regelméfig und im zweiten Fall nicht. Der Speicherplatzbedarf und
die bendtigte Rechenzeit fiir die Choleskyzerlegung der Normalgleichungsmatrix werden gegeniibergestellt.

Beispiel 2.1 Gegeben sei ein globaler Datensatz, der dazu dienen soll, eine sphdrische harmonische Analyse
des Erdschwerefeldes bis zum Grad und zur Ordnung 360 durchzufihren. Die Anzahl der unbekannten Parameter
ergibt sich durch

N = ({max + 1)2, 9)

daraus ergeben sich 130321 unbekannte Parameter bei dem mazimalen Entwicklungsgrad von 360. Zum Vergleich
sollen zwei Fdlle betrachtet werden

a) Der Datensatz ist regelmdifig und hat daher bei der Verwendung des Blockschemas eine blockdiagonale
Struktur.

b) Der Datensatz ist nicht regelmafig und die Normalgleichungsmatriz ist vollbesetzt. |

Gegeniiberstellung des Speicherplatzbedarfs: Im Fall a) enthélt die Normalgleichungsmatrix vier Dia-
gonalbltcke fiir die Ordnungen 1 bis 359 und zwei Diagonalblocke fiir die Ordnungen 0 und 360. In Ordnung
0 gibt es keine Sinuskoeffizienten und in Ordnung 360 keine ungeraden Koeffizienten, sondern nur die beiden
Koeffizienten Csg0360 und S3g0360. Das Speichern der Normalgleichungsmatrix kann z. B. sehr leicht in einem
Vektor von Matrizen erfolgen. Die Blocke werden mit zunehmender Ordnung immer kleiner. Der Block N g,
der Ordnung m enthélt die Normalgleichungselemente zu den Kosinuskoeffizienten deren Grad ¢ gerade ist. Er
hat eine Seitenlinge von (bax — m)/2 4+ 1, wenn £pax und m gerade sind, (bmax — m)/2, wenn £pay und m
ungerade sind, und ({yax —m+1)/2, wenn £y, und m ungleiche Paritdt haben. Der Block N .y, der Ordnung
m hat die gleiche Seitenldnge wie N4, wenn die Paritét von £y, und m unterschiedlich ist, ansonsten ist er
ein Element grofer, wenn £y, und m beide ungerade sind bzw.ein Element kleiner, wenn £, und m beide
gerade sind. Die Seitenldnge eines Normalgleichungsblocks hdngt bei einem regelméfigen Datensatz daher von
dem Betrag und der Paritdt von ¢,m und f,x ab. Die Seitenlénge eines beliebigen Normalgleichungsblocks
kann mit Hilfe der Tabelle 1 bestimmt werden. Die Sinusbldcke sind so grofs wie die Kosinusbldcke. Der gesam-
te Speicherplatzbedarf fiir die blockweise Speicherung der Normalgleichungsmatrix im Falle des regelméfigen
Datensatzes ( 2.1 a)) bis Grad und Ordnung 360 lafst sich mit Hilfe von Tabelle 1 und eines kleinen Com-
puterprogramms berechnen. Dazu wird die Funktion count_elements ({;,.x, m) eingesetzt, die die Anzahl der
Normalgleichungseintrége fiir die Ordnung m bei einem maximalen Grad von £, berechnet (Algorithmus 2.3).



18

2 ANWENDUNGEN

gmax m l #Cém #Sfm

gerade gerade gerade | (bpax —m)/24+1 | (bpax —m)/2+1

ungerade (bnax —m)/2 (nax —m)/2
ungerade | gerade | (bpax —m+1)/2 | (bmax —m+1)/2
ungerade | (bmax —m~+1)/2 | (bpax —m +1)/2
ungerade | gerade gerade | (bpax —m+1)/2 | (bmpax —m +1)/2
ungerade | (bpax —m+1)/2 | (bpax —m +1)/2

ungerade | gerade (bmax —m)/2 (bmax —m)/2
ungerade | (Cmax —m)/2+1 | (bpax —m)/2+ 1

Tabelle 1: Seitenldngen der Normalgleichungsblocke im Blockschema

Algorithmus 2.3 (Funktion count_elements)

int count_elements(int |_max, int m)

{

intn;

/I Blocke sind unterschiedlich grof3.

1

2

3

4

5 if( (I_Lmax % 2) == (m % 2))

6

7 n = power( (I_max-m)/2 + 1, 2) + power( (_max - m)/2, 2);
8

9

else
/I Blécke sind gleich groR3.
10 n=2*power((_max-m+1)/2,2);

11

12 iftm!=0)

13 /I Sinuskoeffizienten sind vorhanden.
14 n=n*2;

15

16 return n;

17 }

18

Das Computerprogramm summiert die Anzahl der Eintrige fiir alle Ordnungen auf und das Ergebnis ist die
Anzahl der Nichtnullelemente der Normalgleichungsmatrix bei Vorliegen eines regelméfigen Datensatzes. Abbil-
dung 5(a) zeigt die Grofen der Normalgleichungsblocke bei Beispiel 2.1; die Gesamtanzahl der Nichtnullelemente
ist 15682201. Um diese Normalgleichungsmatrix im Datentyp double der Programmiersprache C zu speichern
sind 15682201 - 8/1024% = 120 Megabyte notwendig.

In Fall b) ist die Normalgleichungsmatrix voll besetzt und daher muss eine (£yax + 1)% X (€rmax + 1) Matrix mit
lmax = 360 an Speicher reserviert werden. Dies sind

(gmax + 1)2 : (gmax + 1)2
10243

8 [byte] ~ 127 GB, fiir den Fall £, = 360

Dies entspricht ungefahr dem tausendfachen Speicherplatzbedarf des regelméfigen Datensatz aus Fall a).

Gegeniiberstellung des Rechenaufwandes: Die Losung des Gleichungssystems wird, falls keine Kovari-
anzmatrix gefordert ist, mit Hilfe der Choleskyzerlegung der Normalgleichungsmatrix berechnet. Zur Cholesky-
zerlegung der schwach besetzten Normalgleichungsmatrix miissen die Diagonalbl6cke einzeln berechnet werden.
Die Anzahl der Rechenoperationen fiir die Choleskyzerlegung ist 1/6 n® 4+ n?c + O(n?, ¢). Fiir die Abschitzung
des Rechenaufwandes sind die Terme kleiner als Ordnung 3 vernachléssigbar. Zur Berechnung der notwendigen
Operationen wird die Funktion count_operations (Algorithmus 2.4) von der Funktion count_elements (Al-
gorithmus 2.3) abgeleitet. Sie berechnet die Anzahl der Operationen fiir die Choleskyzerlegung der einzelnen

Diagonalblécke der Normalgleichungsmatrix. Fiir Fall a) sind dies 353 834970 ~ 3.5 - 10% Operationen.
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Algorithmus 2.4 (Funktion count_operations)

int count_operations(int|_max, int m)

{

intn;

/I Blocke sind unterschiedlich grof3.
n = power( (I_max - m)/2 + 1, 3) + power( (_max - m)/2, 3);
else
/I Blécke sind gleich grol3.
10 n=2*power((_max-m+1)/2,3);

12 iftm!=0)

1
2
3
4
s f((Lmax % 2) == (m % 2))
6
7
8
9

13 /I Sinuskoeffizienten sind vorhanden.
14 n=n*2;

15

16 return n/6.0;

17 }

18

Die Differenz der Anzahl der Rechenoperationen der beiden Fille ist noch grofer, als der Unterschied beziiglich
des Speicherplatzbedarfs. Fiir die Choleskyzerlegung der Normalgleichungsmatrix in Fall b sind

1
6((€max +1)?)% 2~ 10'? Operationen, fiir den Fall £, = 360

notwendig. Dies sind dreitausend mal mehr Operationen als bei dem regelméfiigen Datensatz. Der Speicherver-
brauch von Fall a und Fall b ist in Abbildung 5(b) gegeniibergestellt.
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Abbildung 5: Blockgrofen und Speicherverbrauch

Abschitzung der maximal erreichbaren Auflésung: Bei einem maximalen Entwicklungsgrad von 360
wird fiir die Auswertung eines nicht regelméfiigen Datensatzes tausend mal mehr Speicherplatz benétigt als fiir
die Auswertung eines regelmifigen Datensatzes. Das bedeutet, mit einem Computer, der ca. 120 MB freien
Arbeitsspeicher hat, konnte eine sphérische harmonische Analyse bis Grad und Ordnung 360 durchgefiihrt
werden, wenn der Datensatz regelméfsig ist, im vollbesetzten Fall ist der maximale Entwicklungsgrad auf

/ } 2
4/120 81024 1~ 62

beschrinkt. Die mit zunehmender Speichermenge fortschreitende Diskrepanz zwischen dem maximal mdéglichen
Entwicklungsgrad bei regelméfigen und unregelmifigen Datensétzen zeigt Abbildung 6.

Die Angaben beziehen sich lediglich auf die Speicherung der Normalgleichungsmatrix. In einer tatséchlichen
Berechnung muss geringfiigig mehr Speicher veranschlagt werden, da die rechte Seite und der Losungsvektor
ebenfalls gespeichert werden miissen. Diese sind im Verhaltnis zur Normalgleichungsmatrix jedoch vernachlés-
sigbar klein.
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Abbildung 6: Maximal mdéglicher harmonischer Entwicklungsgrad im Verhéltnis zum Arbeitsspeicher

Wird also eine sphérische harmonische Analyse bis zum Grad und Ordnung 360 durchgefiihrt, so ist das Ver-
héltnis des Speicherplatzverbrauchs 1:1000 und der Rechenzeit 1:3000, wenn der zugrunde liegende Datensatz
nicht regelmifig ist. Daher ist es mit einem heutigen normal ausgestatteten Computer mit zwei Gigabyte Ar-
beitsspeicher mdoglich, eine volle Normalgleichungsmatrix bis zum maximalen Entwicklungsgrad von ungefdhr
130 zu verarbeiten. Ist der Datensatz jedoch regelméfig kann man, wie in Abbildung 6 abzulesen, bis Grad und
Ordnung 900 auflésen.

2.2.1 Niherungsweise regelmifiige Daten

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass die Verteilung und das Gewicht der Datenpunkte eine entscheidende
Rolle fiir die sphérische harmonische Analyse spielen. Aus dem Verhéltnis der Speicheranforderungen zwischen
einem regelméfkigen und einem unregelmifigen Datensatz von 1 : 1000 folgt, dass Auflésungen iiber 200 nur
schwer iiber Normalgleichungen 16sbar sind. Sind die verfiigharen Daten nicht regelméifig, so ist eine hohe-
re Auflésung iiber ein iteratives Verfahren berechenbar, welches auf die Aufstellung der Normalgleichungen
verzichtet, wie z. B. das Verfahren der Konjugierten Gradienten in der von SCHWARZ (1970) fiir die Ausglei-
chungsrechnung modifizierten Form. Zur Beschleunigung der Konvergenz benutzt man bei iterativen Verfahren
héufig eine Vorkonditionierungsmatrix, die der unbekannten Normalgleichungsmatrix moglichst dhnlich ist. Bei
Messungen der Satellitengradiometrie (SGG) kann aufgrund der vollstindigen, globalen Uberdeckung mit hoher
Punktdichte die Regelmifigkeit angenommen werden. Durch die Vernachlissigung der Korrelationen zwischen
Parametern ungleicher Ordnung, ungleicher trigonometrischer Funktion und unterschiedlicher Paritit wird eine
Approximation der Normalgleichungsmatrix erhalten, die zur Vorkonditionierung im CG Verfahren geeignet ist.
Abbildung 7 zeigt eine zweidimensionale, logarithmische Darstellung eines Ausschnitts aus einer SGG Normal-
gleichungsmatrix mit dem maximalen Entwicklungsgrad von 12, welche aufgrund von simulierten GOCE Daten
berechnet worden ist. Die gut zu erkennende blockweise diagonaldominante Struktur zeigt, dass die Annahme
der ndherungsweisen Regelméfigkeit zuléssig ist. Die Annahme der symmetrischen Verteilung der Datenpunkte
beziiglich des Aquators, ausgedriickt durch (8) ist in diesem Fall jedoch nicht ganz richtig, da noch deutliche
Korrelationen zwischen den geraden und den ungeraden Koeffizienten innerhalb einer Ordnung und gleicher
trigonometrischer Funktion zu erkennen sind. In Kapitel 6 wird eine Beschreibung der verwendeten Testdaten
angegeben und anhand von Beispielrechnungen die Eignung der ndherungsweisen SGG Normalgleichungsmatrix
zur Vorkonditionierung gezeigt.

Ein Datensatz, der sich aufgrund der ndherungsweise erfiillten Orthogonalitéten (5)-(8) zur Vorkonditionierung
eignet, soll im folgenden mit ndherungsweise regelmdjiger Datensatz bezeichnet werden.

2.3 Kombination von regelméifiigen und unregelméifiigen Daten

Seit der Einfilhrung von Satellitenmessungen zur Erdschwerefeldbestimmung besteht der Wunsch der Daten-
kombination von Satellitendaten mit regelméafigen Datensdtzen. Wihrend die zumeist unregelmifig verteilten
Satellitendaten die Koeffizienten mit niedrigeren Graden sehr gut bestimmen, dienen die auf regelméfigen Git-
tern bereitgestellten Daten (z. B. Schwereanomalien) der préazisen Bestimmung der Koeffizienten hoher Grade.
Bei einfacher Modellbildung wurde bisher mit einer Patchwork-Technik gearbeitet so dass Berechnung und
Modellverfeinerung (siehe, z. B. OSU91 (RAPP et al. 1991), EGM96 (LEMOINE et al. 1996)) schrittweise er-
folgte. Bei komplexen Modellen wurde die Korrelation innerhalb der Ordnungen streng beriicksichtigt (BALMINO
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Abbildung 7: Ausschnitt aus einer Normalgleichungsmatrix eines ndherungsweise regelméfigen Datensatzes
aufgelost bis Grad und Ordnung 12

1993). Dazu wurden die Koeffizienten des hochauflésenden Datensatzes im Blockschema angeordnet, so dass ei-
ne blockdiagonale Normalgleichungsmatrix entstand. Zur Kombination beider Datenséitze wurden die Elemente
des niedriger auflésenden, aber vollen Datensatzes, in die grofe Normalgleichungsmatrix einsortiert. Dies fiihrte
jedoch zu einem enormen Anwachsen des Speicherplatzbedarfs fiir die Kombination. Dieser Vorgang soll nun an
Beispiel 2.2 erlautert werden.

Beispiel 2.2 (Datenkombination) Zur globalen sphdrischen harmonischen Analyse sind zwei Normalglei-
chungssysteme aufgestellt worden. Gleichungssystem h (hochauflésend) ist aus einem regelmdfligen, globalen
Datensatz entstanden und enthdlt als unbekannte Parameter xy Schwerefeldkoeffizienten bis Grad und Ordnung

Cmax, = 360
Nh rp = Ny, (10)

wobei die Normalgleichungsmatriz N, aus der Designmatriz Ay durch Njp = AC,SA;I gebildet worden ist. Durch
die Orthogonalititen, die aufgrund der regelmdfSigen Datenverteilung vorliegen, ist die Normalgleichungsmatriz
Ny, eine Blockdiagonalmatriz mit vier Diagonalblocken pro Ordnung m # 0 und zwei Diagonalblocken fir die
Ordnungen m = 0 und m = 360. Die einzelnen Bldcke der Normalgleichungsmatriz werden mit N p,, bezeichnet
wobei der Index t (trigonometrische Funktion) die Buchstaben ¢ und s und der Index p (Paritit) die Buchstaben
g (gerade) und u (ungerade) annehmen kann (siehe Abbildung 4). Der dritte Index bezeichnet die Ordnung
m und nimmt Werte zwischen 0 und lnax, an. Analog dazu werden die Spalten in A zu Blockspalten Aipp,
zusammengefasst (siche Abbildung 8).

Das zweite Normalgleichungssystem n (niedrige Auflésung) ist aus einem nicht regelmafigen, globalen Datensatz
entstanden und enthdlt als unbekannte Parameter x,, Schwerefeldkoeffizienten bis Grad und Ordnung fmax, = 50

N,x, =n,, . (11)

Die Normalgleichungsmatriz N, ist aus der Designmatriz A, durch N, = AZAn hervorgegangen. Da die
Orthogonalitdten zwischen den Kugelfunktionen durch die nicht regelmafige Datenverteilung gestort werden, ist
die Normalgleichungsmatriz IN,, eine vollbesetzte Matrix. |

Zur Schitzung der Parameter x, die die Vereinigungsmenge der Parameter x, und xj, darstellen, sollen die
Normalgleichungssysteme h und n in einer gemeinsamen Ausgleichung miteinander kombiniert werden. Die
Schétzwerte der unbekannten Parameter ergeben sich bei dieser Kombination (siehe z. B. KocH (1999, S. 177))
7u

8
|

P = (AlA,+4l4,)  (afe o+ ale,) (12)
— (NL+N,) 7 (i + 1)

wobei N,,, A, und £,, mit Nullzeilen und Spalten erweitert wurden, damit die Gleichungssysteme h und n die
gleiche Dimension haben und somit die Vektor- und Matrixaddition definiert sind. Die aus dieser Erweiterung
resultierenden Vektoren und Matrizen sind mit einem Uberstrich gekennzeichnet.
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Zur Groflenordnung der Systeme: Die Gleichungssysteme in Beispiel 2.2 haben sehr unterschiedliche
GroRenordnungen, das Gleichungssystem h hat 3612 = 130321 unbekannte Parameter, demnach hat die Nor-
malgleichungsmatrix N, die Dimension 130321 x 130321. Da sie jedoch eine blockdiagonale Struktur hat, werden
fiir ihre Speicherung nur ca. 120 Megabyte benétigt. Das Gleichungssystem n hat 512 = 2601 unbekannte Pa-
rameter, demnach hat die Normalgleichungsmatrix IN,, die Dimension 2601 x 2601. Da sie im Gegensatz zur
Normalgleichungsmatrix N, vollbesetzt ist, bendtigt ihre Speicherung (26012 - 8)/1024% = 51 Megabyte.

Fiir die Gleichungssysteme h und n zusammen werden damit ca. 170 Megabyte bendtigt, was heutzutage mit
jedem Computer zu bewéltigen ist. Ware die Normalgleichungsmatrix N} jedoch nicht schwach besetzt und
hiitte sie nicht eine solche Blockdiagonalstruktur, so belegte sie (1303212 - 8)/10243 = 126 Gigabyte. Dies wiire
auf einem einem heutigen Computer nicht zu bewéltigen. Durch die Ausnutzung der Orthogonalititen ist die
bendttigte Menge an Speicherplatz um den Faktor 1080 reduziert worden.

Das Zuordnungsproblem: Durch die Reihenfolge, in die das Blockschema die Parameter in dem Glei-
chungssystem h bringt, werden die Parameter des Gleichungssystems n auseinandergezogen. Dadurch wichst
die Speicheranforderung wieder so stark an, dass die Ausnutzung der Orthogonalitdten nur noch einen geringen
Vorteil bietet. Um dies zu erlautern, wird zunéichst die Designmatrix Ay, betrachtet. Sie besteht aus Blockspalten
Aipm mit t € {c, s}, p € {g,u} und m € {0,---,360} (Abbildung 8).

cgd [cu0 |cgl |cul [sgl |[|sul [cg2 |cu2 |[... cg359| cu359 sg359| su3db9| cg360| sg360

Abbildung 8: Schematische Darstellung der Einteilung der Designmatrix A in Blockspalten Ayp,,. In der
Abbildung sind nur die Indizes tpm der einzelnen Blockspalten dargestellt.

Alle Vektoren der Blockspalte Ay, p m, sind aufgrund der bei den Kugelfunktionen auftretenden Orthogonali-
téten orthogonal zu den Vektoren einer anderen Blockspalte Ay p. m,, wenn ¢ # [ oder j # m oder k # n
ist. Da bei dem Matrizenprodukt A{Ah jede Spalte mit sich selbst und allen anderen skalar multipliziert wird
und dabei jeweils ein Element der Normalgleichungsmatrix erzeugt wird, bleiben nur die Diagonalblocke N 4,
in der Normalgleichungsmatrix iibrig und deren Dimension entspricht der Breite der Blockspalten Aypp,. In
Abbildung 8 sind alle Blockspalten gleich breit, da es sich nur um eine schematische Darstellung handelt.

Im Gegensatz dazu sind die Spalten der Designmatrix A,, nicht orthogonal, so dass gilt (A(:,4))TA(:, 5) # 0
auch fiir alle ¢ # j, d.h. die Normalgleichungsmatrix IN,, ist voll besetzt.

Da im Blockschema des Gleichungssystems h die Parameter nach Ordnungen gruppiert sind, stehen alle Grade zu
einer Ordnung hintereinander. Die unbekannten Parameter «,, und die Spalten der Designmatrix A,, des kleinen
Systems miissen in die gleiche Reihenfolge gebracht werden, damit die Normalgleichungsmatrizen und die rechte
Seite wie in 12 addiert werden kdnnen. Betrachtet man nun die Koeffzientendreiecke der Gleichungssysteme n
und h in Abbildung 9, so sieht man, dass es bei der Auflésung 50 weniger Grade zu einer Ordnung gibt als bei
der Auflésung 360.
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(a) Gleichungssystem n bis Grad und Ordnung (b) Gleichungssystem h bis Grad und Ord-

50 nung 360

Abbildung 9: Koeffizientendreiecke der Gleichungssysteme aus Beispiel 2.2
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d= gmaxh - gmaxn gmaxh dy, dg

gerade d/2 d/2
ungerade gerade | (d—1)/2 | (d+1)/2
ungerade | (d+1)/2 | (d—1)/2

Tabelle 2: Formeln zur Berechnung der Gréfien der Liicken d; und d,, zwischen den Nebendiagonalblécken in
der Normalgleichungsmatrix bei der Kombination eines regelméafigen mit einem nicht regelméafiigen Datensatz

Es entsteht daher bei der Zuordnung der geraden Grade g und der ungeraden Grade u innerhalb jedes Blocks
Acgm, Acum,Asgm und Agyp, eine Liicke am Ende des Blocks. Diese wird, wie oben erwéhnt, mit Nullspalten
aufgefiillt, damit die richtigen Koeffizienten zugeordnet werden und die Matrizenmultiplikation definiert ist.
Die Lénge dy bzw.d, dieser Liicke ist jeweils fiir gerade Grade g und ungerade Grade u konstant, wie in
Abbildung 9(a) abzulesen ist, wenn man entlang der m-Achse wandert. Der Betrag d = d4 + d,, kann mit
folgender Formel berechnet werden:

d= gmaxh - gmaxn = du + dg (13)

Der Wert d,, bezeichnet die entstehende Liicke innerhalb eines Blocks A¢yn, oder Agy,, und dy analog dazu
die Liicke innerhalb A.gy, oder Aggy,. Die Betréige dieser Liicken kénnen mit Hilfe der Formeln in Tabelle 2
berechnet werden.

Abbildung 10 zeigt an einem kleineren Beispiel mit £y, = 10 und fpax, = 12 das Ergebnis der Zuordnung
der Spalten der Designmatrix A, des niedrigaufldsenden Systems zu den Spalten der Designmatrix A; des
hochauflésenden Systems. Herausgehoben ist der Teil der Designmatrix

=)

der die Spalten zur Ordnung 8 und 9 enthélt. Die Designmatrix A,, ist durch Einfiigen von Nullspalten aus der
Designmatrix A,, entstanden.

Ach Acu8 AsgS AsuS Ach Acu9 Ang Asu9

C|C|C|C|C[S|S|S[S|S|C|C[C|C|S|S|S|S
Grad ¢ 8 10[12(9 [11)8 1012(9 11]1012(9 [11]1012(9 |11
Ordnung m (8|8 |88 [8[8[8|8|8|819(919(919|9]19|9

aus Ay,

aus A,

Abbildung 10: Zuordnung der Spalten der Designmatrix A,, des kleinen Systems zu den Spalten der Designmatrix
Ay, des grolen Systems

Hellgrau dargestellt sind die Spalten eines Blocks, die zu allen iibrigen Spalten ausserhalb des Blocks paarweise
orthogonal sind. Dunkelgrau eingezeichnet sind Spalten, die nicht orthogonal zu den {ibrigen Spalten sind und
daher Elemente aufferhalb der Diagonalbldcke erzeugen. Durch Hinzufiigen der Spalten A, zu Aj; werden
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auch dort die entsprechenden Spalten linear abhingig. Durch die Liicken in der Designmatrix A entsteht in
der Normalgleichungsmatrix N = N + N, ein Schachbrett dhnliches Muster. In Abbildung 11 ist dieses
Schachbrettmuster schematisch dargestellt.

4] i

4]

1 /3 /|3

Abbildung 11: Schachbrettmuster durch Kombination einer schwach besetzten mit einer vollbesetzten Normal-
gleichungsmatrix

Zur Speicherung dieser Matrix miifste der obere Block, der das Schachbrettmuster enthilt, als eine zusammen-
hingende Matrix gespeichert werden. Die restlichen Diagonalblécke kénnen nach wie vor als einzelne Matrizen
gespeichert werden. Da der obere Block Korrelationen zwischen den Ordnungen enthélt, wird der nachfolgend
mit N bezeichnet. Er muf als zusammenhéngende Matrix gespeichert werden, da bei der Choleskyzerlegung
oder Inversion Fiillelemente in ihm entstehen (Siehe dazu Anhang 4.2). Das Entstehen der Fiillelemente kann in
Abbildung 12 nachvollzogen werden. Dort ist ein Block N, aus einer Kombination fyax, und £y, , seine Cho-
leskyzerlegung und seine Inverse dargestellt. Um diese Abbildungen zu ermdglichen, sind die Gleichungssysteme
aus Beispiel 2.1 verkleinert worden, so dass gilt {iax, = 20 und frax, = 10

0 | | Il l 0 | | Il l 0 _
— 100 — 100 —

— 200 — 200 —

— 300 — — 300 —

.
400 — — 400 — \ — 400 — —
T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
(a) Ny (b) Ry, (Cholesky) (c) Nyt

Abbildung 12: Entstehung von Fiillelementen durch Operationen der Linearen Algebra

Diese Fiillelemente machen die strenge Datenkombination wie in (12) aufwéndig, da der Block N sehr grofs
wird. Die Seitenlénge des Blocks N, setzt sich zusammen aus der Seitenldnge der Normalgleichungsmatrix IV,
und zwei Liicken d pro Ordnung, jeweils d = d,, + d fiir Sinus und d = d,, + d fiir Kosinus. Anhand des Koeffi-
zientendreiecks aus Abbildung 9 sieht man, dass d schneller gréofser wird als die Seitenldange der Diagonalblocke
des kleinen Systems n. Tabelle 3 zeigt die Grofe des Blocks N bei verschiedenen Kombinationen. Die Grofe
r des Blocks N € R™*" wurde mit der Formel

r=2Unax, d+d  mit  d =l — lmax, (14)

berechnet.

Auffillig ist, dass nicht nur der maximale Entwicklungsgrad des kleinen Systems die Speicheranforderung erhéht,
sondern auch der des hochauflésenden, blockdiagonalen Systems. So reichen z. B. drei Gigabyte Speicher aus, um
die strenge Kombination ¢ ax, =200, ¢max, =100 zu rechnen, wohingegen die Kombination £pax, =360, {max, =
100 schon iiber 20 Gigabyte Speicher benétigt die einem handelsiiblichen PC nicht zur Verfiigung stehen.



2.3 Kombination von regelmiéfigen und unregelméfigen Daten 25

Regelméfige Daten Nicht regelméfige Daten Kombination
lmax, | Dimension Ny, || fmax, Dimension N, Dimension N | Speicherplatz N
200 40401 25 676 8925 608 MB
50 2601 15150 1.7 GB
75 5776 18875 2.7 GB
100 10201 20100 3.0 GB
360 130321 25 676 17085 2.2 GB
50 2601 31310 7.3 GB
75 5776 43035 13.8 GB
100 10201 52260 20.3 GB

Tabelle 3: Explosion der Speicheranforderung bei der Datenkombination im Blockschema

2.3.1 Nummerierungsschema von Bosch

Um die Struktur der Normalgleichungen zu vereinfachen, schlug daher BoscH (1993) eine Nummerierung vor,
bei der die Koeffizienten in drei Zonen eingeteilt werden. Zur eindeutigen Identifizierung bezeichnen wir dieses
Schema daher als Drei-Zonen-Schema (Abbildung 13(a)).

h SIm CIm -
0 — 0 — —
0 \___-.
100 — 100 — -
251
® 50 200 — 200 — —
o
75 1 2 300 —~ 300 — =
RS
100 l T T T T T T T T T 400 - 400 = \ —
100 75 50 25 0 25 50 75 100 I I I I I I I I I
Ordnung m 0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
(a) Drei-Zonen-Schema (b) Normalgleichungmatrix (¢) Cholesky-Reduktion

Abbildung 13: Sortierung der Parameter nach BoscH

Zone Eins bilden die voll korrelierten Parameter der niedrigeren Grade bis fyax,,, die zweite Zone bilden die
Koeffizienten hoherer Grade (> £y, ), aber kleinerer Ordnung als £,y , und den letzten Abschnitt bilden die
Koeffizienten hoher Grade und hoher Ordnungen. Innerhalb der einzelnen Zonen werden Parameter gleicher
Ordnungen mit (15) gruppiert.

Zone 1 falls 0<m < /lhax, und 0 <Yl </lhax,
Com,Sem € { Zone 2 falls 0<m < /lpax, und lmax,, <l < lnax, (15)
Zone 3 falls lmax, <M < lnax, und lmax, <l < lnax,

Damit tritt zwar eine kompaktere Struktur in den Normalgleichungen auf (Abbildung 13(b)), trotzdem treten
bei der Reduktion wieder Fiillelemente (Abbildung 13(c)), mit der gleichen Anzahl auf, wie bei der Verwendung
des Blockschemas.

2.3.2 Kiteschema

Im Zuge der GOCE Studien wurde von SCHUH (1996) ein Nummerierungsschema vorgeschlagen, das diesen
Mangel behebt. Durch die Umkehr der Reihenfolge der Parameter bei der Nummerierung wurde ein Schema
entwickelt, bei welchem keinerlei Fiillelemente wihrend der Reduktion entstehen. Die drachenartige Stuktur der
Normalgleichungen fiihrte auf den Namen Kiteschema. Somit wird eine strenge Datenkombination von hochauf-
16senden, rotationssymmetrischen Datenquellen, die nur ordnungsweise korreliert sind, mit beliebig verteilten,
voll korrelierten Daten fiir die Bestimmung der niedrigeren Grade ohne Fiillelemente moglich. Diese Datenkom-
bination kann somit auch fiir sehr hochauflésende Systeme (z. B. Grad/Ordnung 720) ohne Probleme auf einem
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Abbildung 14: Sortierung der Parameter im Kiteschema

Standardrechner berechnet werden. Neben der Losung des Systems kann auch sehr effizient die partielle Inverse,
d. h. die strenge Inverse fiir ausgewéahlte Elemente, ermittelt werden (AUZINGER und SCHUH 1998).

Aufteilung der Koeffizienten in drei Zonen: Im Folgenden soll die Entstehung der drei Zonen und die
damit verbundene Struktur der Kitematrix erldutert werden. Hierzu werden zunéchst nur die Koeffizienten und
deren Korrelationen aufgrund des regelmafiigen Datensatzes beriicksichtigt. Der erste Schritt ist die Aufteilung
der Koeflizienten in die Menge DNS (dense) und BLK (block), durch Einfithrung eines maximalen Entwick-
lungsgrades lmaxpys (Abbildung 15), welcher dem maximalen Entwicklungsgrad des unregelméifigen Datensat-
zes entspricht, dessen vollbesetzte (dense) Normalgleichungsmatrix spéter addiert werden soll. Abbildung 15(a)
zeigt die neu entstandenen Parameterzonen. Da die Koeffizienten bei Vorliegen eines regelmifligen Datensatzes
nur ordnungsweise bei gleicher trigonometrischer Funktion und gleicher Paritdt des Grades korreliert sind, sind
in der Ansicht des Koeffizientendreiecks nur Parameter korreliert, die iibereinander stehen. Aufgrund dieser
Korrelationen in vertikaler Richtung entstehen innerhalb des Koeffizientendreiecks die drei Zonen des Schemas
von Bosch. Diese Zonen sollen nun mit Full, Semi und Independent bezeichnet werden (Abbildung 15(b)):

- SIm CIm - - SIm CIm -
0
_ _ Korrelationszonen
g g 10 B Ful
o O (1 semi
B Independent
20
20 10 0 10 20 20 10 0 10 20
Ordnung m Ordnung m
(a) Parametermengen (b) Korrelationszonen
Abbildung 15: Parametermengen und Korrelationszonen
o Full

Die Parameter dieser Zone entsprechen den Parametern des voll besetzten Normalgleichungssystems des
unregelmifigen Datensatzes. Sie werden am Ende der Parameterreihenfolge angeordnet.

o Semi
Die Parameter der Zone Sems besitzen die gleiche Ordnung wie die des unregelméfigen Datensatzes, haben
demgegeniiber hohere Grade. Aufgrund der Korrelationen innerhalb der Ordnung existieren Korrelationen
zu der Zone Full. Diese Zone wird in der Mitte der Parameterreihenfolge angeordnet.

e Independent
Die Parameter der Zone Independent sind vollig unabhéngig von den Parametern der Zone Full und damit
von den Parametern des unregelmifiigen Datensatzes, da ihre Ordnungen héher sind, als die maximale
Ordnung frax;, s - Die Parameter der Zone Independent stehen stets am Anfang der Parameterreihenfolge.
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Korrelationen zwischen den Zonen in der Normalgleichungsmatrix: Durch das Kiteschema werden
die drei Zonen in der Reihenfolge Independent,Semi, Full angeordnet. Aufgrund der Korrelationen zwischen den
Zonen kann die Kitematrix, wie in Abbildung 16 dargestellt, in verschiedene Sektoren aufgeteilt werden.

0
Korrelationssektoren
Independent-Independent
100 B Semi-Semi

Full-Full

Semi-Full
200 -+ -
300 - -
T .

T T
0 100 200 300 400

COECm

400 -

Abbildung 16: Aufteilung der Kitematrix in verschiedene Sektoren

Da die Parameter der Zone Independent unabhingig von allen anderen sind, gibt es in der ersten Blockzeile
und der ersten Blockspalte in Abbildung 16 nur den Sektor Independent-Independent, der die Korrelationen
zwischen den Parametern aus der Zone Independent enthélt. Die Zonen Semi und Full sind teilweise miteinander
korreliert, da die Parameter der Ordnungen m mit m < fpax,ys auf beide Zonen verteilt sind. Somit sind
zusétzlich zu den Sektoren Semi-Semi und Full-Full auch die Sektoren Semi-Full mit Nichtnullelementen belegt.
In den Sektoren Independent-Independent enstehen wihrend der Reduktion keine Fiillelemente. Analoges gilt
fiir den Sektor Semi-Semi im mittleren Bereich. Fiir den Sektor Semi-Full kann zunéchst angenommen werden,
dass unter den Kite-Fliigeln Fiillelemente enstehen. Betrachtet man jedoch die Struktur genauer, so erkennt
man, dass zu jedem Diagonalblock im mittleren Abschnitt Semi-Semi exakt nur ein Block in Semi-Full korre-
spondiert. Da pro (Block-) Zeile somit nur jeweils ein Nebendiagonalblock existiert, verschwinden alle Skalar-
produkte zwischen unterschiedlichen (Block-)Spalten. Damit entstehen beim Reduktionschritt (z.B. Cholesky)
keine zuétzlichen Fiillelemente.

Zur Entstehung der Nebendiagonalblocke: Am Beispiel einer einzelnen Ordnung soll nun die Entste-
hung der Kite Fliigel dargestellt werden. Ausgehend von der Nummerierung im Blockschema und der daraus
resultierenden Blockdiagonalmatrix werden die Verdnderungen diskutiert, die sich durch die Umsortierung in
das Kiteschema ergeben. Dazu wird eine Ordnung m; mit m; < fiax,\s herausgegriffen, deren Parameter teil-
weise in der Parametermenge DNS und teilweise in der Parametermenge BLK liegt. Zur Vereinfachung der
Darstellung sollen nur die Sinuskoeffizienten Sy, betrachtet werden. Da innerhalb der Ordnung m, nur die
Parameter miteinander korreliert sind, deren Grad die gleiche Paritét hat, entstehen beim Blockschema in der
Normalgleichungsmatrix zwei Diagonalblocke. Durch Einfiihrung der beiden Parametermengen DNS und BLK
werden diese beiden Diagonalblocke, die in Abbildung 17(b) hervorgehoben sind, weiter unterteilt.

Blau dargestellt sind die Korrelationen zwischen Parametern aus dem Bereich Full. Rot kennzeichnet die Korre-
lationen zwischen Parametern aus dem Bereich Semi. Die Korrelationen zwischen den Parametern dieser beiden
Zonen stellen die gelb eingezeichneten Sektoren dar. Beim Ubergang auf die Kite Nummerierung werden die
Diagonalbldcke des Blockschemas auseinandergezogen und in die Sektoren Semi-Semi und Full-Full einsortiert.
Die Korrelationen zwischen Semi und Full kommen dadurch in den Sektor Semi-Full und bilden die Kite Fliigel.
Diese stellen nicht die Korrelationen zwischen den regelméfigen und den nicht regelméfigen Daten dar, sondern
nur die Korrelationen zwischen den niedrigen und den hohen Graden innerhalb der Ordnung beim regelméfigen
Datensatz.

Zur Kombination von regelmifiigen, hochauflésenden Daten mit dem Kiteschema werden zunéchst die Ele-
mente der Kitematrix berechnet, die aufgrund des regelméfiigen Datensatzes entstehen. Der letzte Block der
Kitematrix, der dem Korrelationssektor Full-Full entspricht, ist in dieser Matrix noch blockdiagonal (Abbil-
dung 18(a)). Seine Koeffizienten haben die gleiche Reihenfolge wie die der vollbesetzten Normalgleichungsmatrix
(Abbildung 18(b)) des unregelméfigen Datensatzes. Anschliefend wird die Kitematrix vervollstindigt, indem
die vollbesetzte Normalgleichungsmatrix zu dem Korrelationssektor Full-Full addiert wird (Abbildung 18(b)).
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Abbildung 17: Entstehung der Kite Fliigel beim Ubergang vom Blockschema auf das Kiteschema

0 I I B 0
100 — — 100 —
200 — \— 200 — \
300 —| — 300 — |
0
400 — \ - . 400 — \
[ N B 121
0 100 200 300 400 0 121 0 100 200 300 400
(a) Beitrag des regelmifi- (b) Beitrag (c) Kombinierte Kitematrix
gen Datensatzes des unregel-
méfigen Da-
tensatzes

Abbildung 18: Vorgehen beim Aufstellen der Kitematrix

Das Kiteschema kann sehr effizient fiir die strenge Losung von kombinierten Modellen mit gegitterten, hoch-
auflésenden Daten eingesetzt werden, dient aber auch als ausgezeichnete Naherungslésung, wenn die hochauf-
16senden Daten zwar nicht in rotationssymmetrischer, aber nahezu regelméfiger Form vorliegen. Hier kann die
Kitematrix zur Vorkonditioniererung verwendet und eine strenge Losung sehr effizient {iber iterative Techni-
ken berechnet werden. Das speziell fir die GOCE Auswertung entwickelte PCGMA—Verfahren(Preconditioned
Conjugate Gradient Multiple Adjustment (SCHUH 1996)) verwendet das Kiteschema zur Datenkombination der
SST (satellite-to-satellite tracking) und SGG (satellite gravity gradiometer) Daten.
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3 Freies Kite-Nummerierungsschema FKN

Wie sich bei den neueren GOCE Simulationen zeigte, weist das Kiteschema einige Unzulénglichkeiten auf. So
wurden die Parameter fiir jede Ordnung m immer mit Grad ¢,,;, = max(2, m) begonnen und durch einen kon-
stanten Grad fmax,, s fiir die voll korrelierten Parameter bzw. £1,ax,,,  fiir das hochauflésende Modell begrenzt.
Bei vielen Erdschwerefeldmodellierungen (z. B. EIGEN-1S (REIGBER et al. 2002), EIGEN-2 (REIGBER et al.
2003)) werden inzwischen variable Schranken eingefiihrt, um bestimmte Resonanzfrequenzen besser beriicksich-
tigen zu konnen.

Um diesen Anforderungen nachkommen zu kénnen, wird hier eine Methodik vorgestellt, die eine variable Ab-
grenzung im Kite-Schema erlaubt. Dieses im folgenden Kapitel beschriebene Verfahren wird als Freies Kite—
Nummerierungsschema (FKN) bezeichnet und setzt sich im Wesentlichen aus drei Kernkomponenten zusammen

1. Algorithmus fiir die Aufstellung der Reihenfolge der Parameter
2. Speicherung und Addressierung der Nichtnullelemente der Normalgleichungsmatrix

3. Choleskyreduktion, Vorwirts- und Riickwirtseinsetzen und unvollstindige Inversion mit dem gewéhlten
Speicherschema

3.1 Aufstellung der Reihenfolge der Parameter

Im Kiteschema wird die Reihenfolge der Parameter zunichst symbolisch aufgestellt und gespeichert. Dadurch
werden die Aufstellung und die Anwendung der Nummerierung voneinander getrennt. Die symbolische Speiche-
rung der Parameter erfolgt in einer ASCII Datei mit folgendem Aussehen:

# kite numbering scheme
maxgrad 360
maxordnung 360
nrparam 130321
coo

c20

c40

C60

c80

c100

11 Usw.

© W N e ;A W =

-
o

In den Algorithmen ist es an verschiedenen Stellen notwendig, die trigonometrische Funktion, den Grad oder
die Ordnung zu vergleichen. Innerhalb der Algorithmen wird daher ein Parameter in einem Objekt gespeichert,
das die Elemente CS, ¢, und m enthélt, die einen Parameter eindeutig identifizieren.

3.1.1 Freies Blockschema

U eine grofere Flexibilitdt bei der Erdschwerefeldmodellierung zu ermoglichen, werden Nummerierungssche-
mata notwendig, die es erlauben, bestimmte Koeffizienten gezielt aus- oder abzuwéhlen. Die starre Begrenzung
auf einen maximalen Grad fiir alle Ordnungen erweist sich in der Praxis als zu unflexibel, um auf Stérken wie
Resonanzfrequenzen und Schwéchen, wie schlecht bestimmte, zonale Koeffizienten aufgrund des polaren Lochs,
eines Modells eingehen zu kdnnen.

Gesucht ist daher die Mo6glichkeit, gezielt Parameter hinzuzunehmen oder wegzulassen. Um dies zu ermdglichen,
wird nun das Blockschema (Algorithmus 2.2) durch die Einfiihrung eines minimalen Grades /i, und eines
maximalen Grades (. fiir jede Ordnung m erweitert. Diese Grenzen kdnnen in drei Vektoren m, £y, und
Lmax abgebildet werden, die die Menge der angesetzten Parameter eindeutig beschreiben. Diese Vektoren sind
gleichlang und haben so viele Elemente wie Ordnungen angesetzt werden. Die Anzahl der Ordnungen soll mit
o bezeichnet werden. Das so erweiterte Blockschema wird freies Blockschema genannt.

mz(ml,mg,...,mo) e Ro*!
1

‘emin = (Eminl P gminw cee 7€mino) € R%*
1

emax = (gmaxl s gmaxy ce 7£maxo) € R%*

Das Prinzip soll nun an einem einfachen Beispiel gezeigt werden.
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Beispiel 3.1 (Freies Blockschema: ) Gegeben seien folgende Vektoren der minmalen und mazimalen Grade
fiir alle Ordnungen m zwischen 0 und 7:

m=(0,1,2,3,4,5,6,7)
‘emin = (27 27 27 37 57 57 67 7)
Linaz = (67 7,6,7,6,7,6, 7)

Gesucht ist die Reihenfolge und die Anzahl der ausgewdhiten Parameter im freien Blockschema. |

Das Koeffizientendreieck zu diesem Beispiel (Abbildung 19) besitzt keine echte Dreiecksform mehr, sondern an
allen drei Seiten zeigen sich unregelmifige Einbuchtungen, die von den ausgelassenen Parametern herriihren.

<Sm Cm -
0
1_
2_
_3_
=]
S 4
o
5 I I
6 — 3 3 1 1 3 3 1
B B B & = B B
8 T T T T T T T T
87 6 5432 10123456738
Ordnung m

Abbildung 19: Freies Blockschema mit individuellem minimalem und maximalem Grad pro Ordnung

Der Algorithmus 3.1 fiir die Bestimmung der Reihenfolge der Parameter im freien Blockschema funktioniert
analog zu dem Algorithmus 2.2 des klassischen Blockschemas, mit dem Unterschied, dass statt der Grenzen 0
und fpax jetzt die Vektoren £,i, und £, fir die Grenzen von £ eingesetzt werden. Da die Anzahl der un-
bekannten Parameter durch die freien Grenzen nicht mehr mit (9) berechnenbar ist, werden die auftretenden
Parameter in einer Datenstruktur abgelegt, welche das Anhingen von neuen Elementen am Ende erlaubt. Diese
Datenstruktur wird mit Stack bezeichnet. Die Anzahl der unbekannten Parameter entspricht der Linge des
Stacks, den der Algorithmus erzeugt.
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Algorithmus 3.1 (Freies Blockschema)

1 #include "parameter.h”

2

3 void freies_blockschema_reihenfolge( vector<Parameter> &stack, Vector |_min, Vector |_max )
a A

5 /I C_Im anordnen

6 for(intm = 0; m < |_max.size(); m++)

7 {

8 for(intI=1_min[m]; | <= |_max[m]; |1 +=2)

9 stack.push_back( Parameter('C’, |, m)); // gerade/ungerade Koeffizienten

10

11 for(int | = I_min[m]+1; | <=1_max[m]; | +=2)

12 stack.push_back( Parameter('C’, I, m)); // ungerade/gerade Koeffizienten

13

14 /I'S_Im anordnen

15 if(m!=0)

16 {

17 for(int I = [_min[m]; | <= _max[m]; | +=2)

18 stack.push_back( Parameter(’S’, I, m) ); // gerade/ungerade Koeffizienten
19

20 for(int | = [_min[m]+1; | <=1_max[m]; | +=2)

21 stack.push_back( Parameter(’S’, |, m) ); // ungerade/gerade Koeffizienten
22 }

23 }

24 }

Der Algorithmus Freies Blockschema (3.1) ermittelt fiir das Beispiel 3.1 51 Parameter in der folgenden Reihen-
folge:

Cao Cao Ceo C30 Cso Co1 Ca1 Ce1 C31 Cs1 Cr1 S21 Sa1 Se1 S31 S51 S71
Cap Cyz Cgz U3 Csa Saa Siz Sea S32 Ss2 Cz3 Csz Crz Cy3 Cez S33 Ss3
S73 S43 S63 Cs4 Cea Ss4 Sea Css Crs Ces Sss S7s Ses Ces Ses Crr S77

Diese Parameter werden in der oben beschriebenen Form in einer ASCII Datei gespeichert, damit andere Pro-
gramme diese Reihenfolge in ihrer Berechnung verwenden kdnnen.

3.1.2 Freies Kiteschema

Mit dem neu entwickelten Freien Kite Nummerierungsschema (FKN) kénnen nun Daten kombiniert werden,
wobei beide Modelle jeweils freie Grenzen besitzen, wie es im Freien Blocknummerierungschema eingefiihrt
wurde. Das Freie Kite-Nummerierungschema garantiert, dass in diesem allgemeinen Fall die resultierende Nor-
malgleichungsmatrix eine Kitematrix bleibt, um eine Datenkombination ohne Fiillellemente zu ermoglichen. So
kann beispielsweise die in den Abbildungen 15 und 16 dargestellte Konfiguration mit den festen Grenzen 2, {pns
und ¢k durch folgende Vektoren im FKN beschrieben werden:

m=(0,1,2,3,4,...,19,20)

EminDNs = (27 27 27 37 4-7 R 97 107 _17 _17 ceey _1) 'eminBLK - (2, 2, 2, 3, 4., ey 19, 20)
10,10,...,10, —1,...,—1

Lmaxpns = ( ) Lraxarx = (20,20, ...,20).
Ordnung 0 bis 10 Ordnung 11 bis 20

Aus diesen Vektoren kann FKN nun die symbolische Reihenfolge der Parameter und die Positionen der Nicht-
nullelemente in der Normalgleichungsmatrix berechnen. Wihrend das Kiteschema auf komplexen Programmen
mit starren Rechenvorschriften aufgebaut ist, die keine weitere Flexibilisierung zulassen, wurde bei der Weiter-
entwicklung des FKN auf eine klar strukturierte, regelbasierte Logik geachtet.

Regelbasierte Verarbeitung: Der Algorithmus zur Aufstellung der Parameterreihenfolge mit FKN besteht
aus zwei Schleifen und einem regelbasierten Entscheidungsbaum innerhalb des inneren Schleifenrumpfes. Die
dussere Schleife iteriert Giber alle Ordnungen und die innere Schleife iteriert vom minimalen Grad bis zum ma-
ximalen Grad der jeweiligen Ordnung entsprechend dem Algorithmus 3.1. Im Unterschied zu Algorithmus 3.1
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liegen hier sowohl fiir Parameter aus der Korrelationszone DNS als auch fiir Parameter aus der Korrelations-
zone BLK die Vektoren der minimalen und maximalen Grade vor. Ist zu einer Ordnung ¢ kein minmaler und
maximaler DNS Grad vorhanden, so werden die Vektoren £ping ¢ Und €maxp e an der Stelle ¢ mit dem Wert -1
ausgefiillt. Der FKN Algorithmus benutzt fiir seine innere Schleife das Minimum der beiden minimalen Grade
und das Maximum der beiden maximalen Grade fiir die betreffende Ordnung, wobei Vektorelemente mit dem
Wert -1 ignoriert werden. Innerhalb der Schleifen werden drei Stacks aufgebaut. Jeder Parameter durchléuft
nun den Entscheidungsbaum und wird entweder auf einen der drei Stacks gelegt oder verworfen. Die drei Stacks
enthalten nach Durchlaufen der Schleife die Parameter der Zonen Full, Semi und Independent. Der Entschei-
dungsbaum arbeitet nach folgenden Regeln:

Algorithmus 3.2 (Zuordnung zu einer Korrelationszone)
Untersucht wird der Parameter {C'S},,,:

a) Gibt es innerhalb der Ordnung m keine Parameter der Korrelationszone DNS, d.h. £inyws(m) = —1 und
Linaxpns (M) = —1 so liegt der Parameter in der Zone Independent, sonst in Semi oder Full

b) Liegt der Grad ¢ fiir diesen Parameter innerhalb des minimalen und des maximalen Grades der Korrelationszone
DNS fiir diese Ordnung m, d. h. £yingns (M) < £ < Lrjaxpns (M), so liegt der Parameter in Zone Full, sonst in
Zone Semi.

Der Rahmen zur Aufstellung der Parameterreihenfolge mit diesen Regeln funktioniert nach folgendem Prinzip:

Algorithmus 3.3 (Freies Kite—-Nummerierungsschema)

1 Schleife Uber alle Ordnungen m

2 A

3 Schleife Uber alle Grade | dieser Ordnung

a {

5

6 Gerade Kosinuskoeffizienten

7 in Zone Independent, Semi oder Full einsortieren
8

9 Ungerade Kosinuskoeffizienten

10 in Zone Independent, Semi oder Full einsortieren
11

12 Gerade Sinuskoeffizienten

13 in Zone Independent, Semi oder Full einsortieren
14

15 Ungerade Sinuskoeffizienten

16 in Zone Independent, Semi oder Full einsortieren
17 }

18 }

19
20 Zonen aneinanderhangen

Algorithmus 3.3 stellt den Algorithmus zur Aufstellung der Reihenfolge der unbekannten Parameter zum leich-
teren Verstindnis in Textform dar, wohingegen Algorithmus 3.4 eine in C++ programmierte Version ist.
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Algorithmus 3.4 (FKN)

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

a7

48

49

50

#include "parameter.h"
struct Zones { vector<Parameter> Independent, Semi, Full; };

void appendToZone( Parameter p, Zones &zones, Vector &dns_min, Vector &dns_max )
{
/I Kein minmaler und maximaler Grad fiir DNS, daher ist p in Zone Independent
if( dns_min[p.m()] == -1 or dns_max[p.m()] ==-1)
zones.Independent.push_back(p );

/I Parameter ist in Zone Full
else if( dns_min[p.m()] <= p.I() and p.I() <= dns_max[p.m()])
zones.Full.push_back(p);

/I Parameter ist in Zone Semi
else
zones.Semi.push_back(p );

}
Zones fkn_reihenfolge( Vector orders, Vector dns_min, Vector dns_max, Vector blk_min, Vector blk_max)
{

Zones zones; // Die drei Zonen

for(int m = 0; m < orders.size(); m++)  // C_Im anordnen
{
int Imin, Imax; Il kleinster und gréRter Grad dieser Ordnung
if( dns_min[m] != -1 and dns_max[m] !=-1)
{
Imin = min(dns_min[m],blk_min[m]);
Imax = max(dns_max[m],blk_max[m]);
}
else
Imin = blk_min[m], Imax = blk_max[m];

for(int|=Imin; | <=Imax; 1 +=2)
appendToZone( Parameter('C’, I, m ), zones, dns_min, dns_max ); I/ gerade/ungerade Koeffizienten

for(int I = Imin+1; | <=Imax; | +=2)
appendToZone( Parameter('C’, |, m), zones, dns_min, dns_max);  // ungerade/gerade Koeffizienten

iflm!=0){ /I'S_Im nur fir Ordnung gréRer null
for(int | = Imin; | <=Imax; | +=2)
appendToZone( Parameter(’S’, I, m), zones, dns_min, dns_max ); // gerade/ungerade Koeffizienten

for(int | = Imin+1; | <=Imax; | +=2)
appendToZone( Parameter(’S’, |, m), zones, dns_min, dns_max ); // ungerade/gerade Koeffizienten
}
}

return zones;

}

Das Beispiel 3.1 soll nun erweitert werden, um die Funktionsweise des FKN zu demonstrieren.

Beispiel 3.2 (Anwendung FKN) Angenommen, die gegebenen Vektoren fir die Ordnungen und die minima-

len und mazimalen Grade des Beispiels 3.1 beschreiben die Parametermenge fir einen regelmdfigen Datensatz
BLK mit einer blockdiagonalen Normalgleichungsmatriz. Diese sollen nun kombiniert werden mit Parametern
eines unregelmdfigen Datensatzes DNS, deren Normalgleichungsmatriz vollbesetzt ist. Die Fingabevektoren fiir

den Algorithmus 3.8 bzw. 8.4 sind im folgenden dargestellt. Gibt es zu einer Ordnung keinen Parameter in
der Korrelationszone, so ist, wie oben erldutert, sowohl der maximale, als auch der minimale Grad zu dieser
Korrelationszone gleich -1.



34 3 FREIES KITE NUMMERIERUNGSSCHEMA FKN

m = (0,1,2,3,4,5,6,7)
boinpns = (3:2,3,5,5,5,—1,-1) L. = (2,2,2,3,5,5,6,7)
emaXDNS = (57 67 57 67 5) 57 _17 _1) emaxBLK = (6, 7, 6, 7, 6, 7, 6, 7) .

Gesucht ist die Reihenfolge der Parameter im Freien Kiteschema FKN, so dass die Normalgleichungsmatriz des
kombinierten Systems eine Kitematriz ist. |

Der FKN Algorithmus (Algorithmus 3.4) berechnet mit den Vektoren dieses Beispiels eine Gesamtanzahl von
51 Parametern in den drei Korrelationszonen Independent, Semi und Full. Die Reihenfolge der Parameter ergibt
sich durch Aneinanderhéngen der drei Zonen in der angegebenen Reihenfolge.

Independent  (4)  Cgg Ses Cr7 St7

Semi (20) O3 Coo Cr1 S71 Caz Co2 S22 Se2 Cs3 Cr3
C43 S33 S73 Saz Cesa Sea Crs5 Ces S75 Ses
Full (27)  Cuo C39 Cs0 Ca1 Cy1 Cs1 Cs1 Cs1 S21 Sa1 Se1 S31 51 Caz

C32 Cs2 Sa2 S32 Ss52 Csz Cez S53 Se3 Cs4 Ss54 Css Sss

Die einzelnen Koeflizientendreiecke fiir die Parametermengen BLK und DNS weichen schon von den normaler-
weise gezeigten Koeffizientendreiecken mit glatten Dreieckskanten ab (Abbildung 20(a) und 20(b)). Das Dreieck
fiir die Kombinationslésung ist dariiber hinaus insofern aussergewdhnlich, als dass die drei entstehenden Kor-
relationszonen Independent(rot), Semi(griin) und Full(blau) unregelméifig sind und die Zone Semi nicht mehr
zusammenhéngend ist (Abbildung 20(c)). Trotzdem bringt der FKN Algorithmus 3.4 die Parameter in eine
Reihenfolge, die eine Normalgleichungsmatrix mit Kitestruktur erzeugt und daher eine strenge Kombination
der Datentypen fiir DNS und BLK erlaubt, ohne dass ein einziges Fiillelement entsteht.

< Sm Cm - <Sm Cm -
0 0
1 1
2 2
T 37 T 37
S 4 S 4
O 5 O 5
6 — 6 —
7 7 —
8 L L L L L L L L 8 L L L L L L L L
876543210123456738 876543210123456738
Ordnung m Ordnung m
(a) Regelmifige Daten (BLK) (b) UnregelmiRige Daten (DNS)
<~ Sm Cm -~
0 L
I:I =
% . 10 - Ty
Korrelationszonen DDUD
2 —]
S 3- B Ful 20 - .
8 4 — 0 semi -
© g n B Independent 30 1 o
7] =
7 - 40 =
8 T T T T T,
87654321012345678 50 A 7
Ordnung m 0 10 20 30 40 50
(c) Kombination (d) Kitematrix

Abbildung 20: Koeffizientendreiecke und Kitematrix fiir Beispiel 3.2

3.1.3 Auswahl der zu schitzenden Parameter

Die Menge der angesetzten Parameter wird durch die drei Vektoren m, £,;, und £p,.x dargestellt. Aus diesen
Vektoren berechnet der FKN Algorithmus die zu verwendende Reihenfolge der Parameter. Werden zwei Daten-
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typen mit unterschiedlicher Parametrisierung kombiniert, so sind pro Datensatz zwei Vektoren £,;, und £;,,x
notwendig, so dass die Eingabe fiir den FKN Algorithmus aus insgesamt fiinf Vektoren besteht. Die Linge dieser
Vektoren wird von der maximalen Ordnung bestimmt, die verwendet werden soll. Es wire sehr mithsam, diese
fiinf Vektoren fiir grofere Modelle von Hand aufzustellen. Daher gehort zum freien Kite Nummerierungsschema
auch eine Interpolation, die innerhalb des Koeffizientendreiecks ausgefiihrt wird. Damit ist es mo6glich, die not-
wendigen Eingabevektoren fiir den FKN Algorithmus komfortabel zu erstellen. Dazu werden fiir ausgesuchte
Ordnungen minimale und maximale Grade angegeben, die als Stiitzpunkte fiir die Interpolation dienen. Die
minimalen und maximalen Grade fiir alle anderen Ordnungen werden zwischen diesen Stiitzpunkten, d.h. ent-
lang der gestrichelten Linien in Abbildung 21(b), linear interpoliert. Abbildung 21(a) zeigt ein Beispiel fiir die
Angabe einiger Stiitzpunkte fiir einen Datentyp.

Clm - s C

# maximale Ordnung = PIm Im =
OMAX 30 0

s v min. Grad 0 I I R | ,,L L1 11 1 |
# Ordnung / min. Grad / max. Grad x|« max. Grad 5 r |
B 0230 — 10 — N
B2225 E T — 10 —
B 6 6 30 (‘5 \‘ }3 15 — PR -
B 1012 25 20 \‘ o
B 1414 30 AT AT 20 - |
B 18 18 25 SN NN 25 { o
B 2222 30 30 Ay j0 e 8 o o o )]
B 30 30 30 rrrrTrTr 1T 1T 1T T T 1"

0 10 20 30

3025201510 5 0 5 1015202530
Ordnung m Ordnung m

(a) Angabe der Stiitzpunkte (b) Graphische Darstellung (c) Koeffizientendreieck mit den zwischen den
fiir die Interpolation der mini- der Stiitzpunkte Stiitzpunkten interpolierten minmalen und maxi-
malen und maximalen Grade malen Graden

der Ordnungen

Abbildung 21: Auswahl der zu schitzenden Parameter durch Angabe von Stiitzpunkten

Aus den Angaben in Abbildung 21(a) werden die drei Vektoren m, £y,i, und £y, berechnet, mit denen die not-
wendige Reihenfolge der Parameter bestimmt wird. Die Syntax dieser Datei ist sehr einfach, das Schliisselwort
OMAX gibt die maximale Ordnung, d.h. die Linge der drei Vektoren m, £.,;, und £, an. Die nachfolgen-
den Zeilen enthalten jeweils in der angegebenen Reihenfolge eine Spezifizierung des Datentyps (B=BLK oder
D=DNS), die Ordnung und den minimalen und den maximalen Grad fiir diese Ordnung. Wird nur ein Da-
tentyp angegeben, so entstehen durch die Interpolation drei Vektoren. Werden zwei Datentypen angegeben, so
entstehen fiinf Vektoren, jeweils £,;, und £,,.« fiir beide Datentypen und den Vektor m der Ordnungen.

3.2 Notation innerhalb der Kitematrix

Um die entwickelten Algorithmen, die mit der Kitematrix arbeiten, erldutern zu kénnen, sei an dieser Stelle
die verwendete Notation an einem Beispiel erlautert. Die Kitematrix wird mit K € R™*™ bezeichnet, wobei n
die Anzahl der geschitzten Parameter ist. K wird als  x n Blockmatrix (K,g) dargestellt. Ein Block K,z
mit 1 < o, 3 < n hat die Dimension n, x ng. Hierbei gilt n = Y7 _| n,. Mit der Blockkoordinate 7 wird die
Grenze festgelegt, bis zu der nur Diagonalblécke und keine Nebendiagonalblécke vorhanden sind. Diese Grenze
ist fiir den Cholesky Algorithmus wichtig und wird deshalb Reduktionsgrenze genannt. Weiterhin existiert in
der Kitematrix ein vollbesetzer Block D € R™*™4. Dieser Block beinhaltet alle Diagonalblocke K ;1,41 bis
K ;. Die Dimension

ng = Z Na (16)

a=1+1

ist die Summe aller Blockgrofien jenseits der Reduktionsgrenze. Alle Nebendiagonalblécke K, liegen iiber D.
Im Folgenden werden fiir die Indizierung von Blécken griechische Buchstaben verwendet, um sie von der ska-
laren Indizierung zu unterscheiden (Abbildung 22). Die Besetztheitsstruktur der Kitematrix ist durch folgende
Eigenschaften festgelegt, welche aufgrund der Symmetrie nur an der oberen Dreiecksmatrix erlautert werden:

e jedes Diagonalelement k;; ist Diagonalelement genau eines quadratischen Diagonalblocks, d.h. jede belie-
bige Zeile K (i,:) und jede beliebige Spalte K (:,4) geht genau durch einen Diagonalblock,
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Abbildung 22: Fiir die Kitematrix verwendete Notation

e zu jedem Diagonalblock aufier dem letzten gibt es genau null oder einen Nebendiagonalblock. Diese Blocke

werden Subblicke genannt,

e cin Subblock beginnt und endet in derselben Zeile wie benachbarte Diagonalblock; er muss jedoch nicht

quadratisch sein,

e alle Subblocke liegen oberhalb des letzten Diagonalblocks,

e jeder Subblock liegt in einer eigenen Blockspalte.

Diagonalblock

und entspr. Subblock

sind gleich hoch

N

L

Alle Subblécke sind tiber
dem letzten Diagonalblock

v

Subblocke beeinflussen
letzten Diagonalblock

3 : .,7,, Reduktionsgrenze 7

Abbildung 23: Eigenschaften einer Kitematrix

Im Zuge der Programmentwicklung von pcgma ist ein speziell fiir die Eigenschaften der Kitematrix ausgelegtes
Speicherschema entwickelt und implementiert worden. Dieses Speicherschema erlaubt das effiziente Laden und
Speichern mit minimalem Speicherplatzbedarf sowie das Senden und Empfangen der kompletten Kitematrix

iiber MPI.

3.3 Berechnung der Positionen der Nichtnullelemente

Aufgrund der Definitionen der Zonen und der oben getroffenen Annahmen bestehen zwischen einzelnen Para-
metern Korrelationen. Durch die vorher bestimmte, symbolische Reihenfolge der Parameter wird die Normal-
gleichungsmatrix so umsortiert, dass folgende Operationen der Linearen Algebra mit der Kitematrix ohne die
Entstehung von Fiillelementen moglich sind:

e Choleskyzerlegung der Kitematrix K, hierbei entstehen keine Fiillelemente,
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e Inversion der Kitematrix K unter Vernachldssigung entstehender Fiillelemente. Es entsteht eine unvoll-

v qe —1 . .
standige Inverse K 5. der Kitematrix.

e Lisung des Gleichungssystems KX = B mit Hilfe der Choleskyzerlegung K = RT R der Kitematrix.
Die Matrix B kann mehrere rechte Seiten enthalten, so dass es moglich ist mehrere Losungen gleichzei-
tig zu berechnen. Diese Moglichkeit wurde vorgesehen, um spéter den Algorithmus von ALKHATIB und
ScHUH (2006) zur Berechnung der Kovarianzmatrix der geschétzen Parameter mit Hilfe der Monte—Carlo
Simulation berechnen zu kénnen.

Um die Kitematrix aufstellen zu konnen, braucht man jedoch iiber den symbolischen Parametervektor hinaus
die Positionen der Nichtnullelemente in der Kitematrix. Ein Nichtnullelement in der Kitematrix représentiert
die Korrelation zwischen zwei Parametern. Zur Berechnung der Korrelationen wird der Algorithmus 3.5 ver-
wendet, der jeden Parameter mit allen nachfolgenden Parametern vergleicht und anhand der Informationen
Kosinus, Sinus, Ordnung, Paritit (Geradheit) der Grade und der Vektoren der minimalen und maximalen Gra-
de ermittelt, ob die beiden Parameter korreliert sind. Sind sie korreliert, wird die Position des resultierenden
Nichtnullelements gespeichert. Die Struktur der Kitematrix K € R™*" wird in einem symbolischen Parameter-
vektor p € R™*! gespeichert, dessen Elemente Objekte mit drei Eintrigen sind: Grad ¢, Ordnung m und die
Information iber die trigonometrische Funktion C'S, die gleich ’C’ oder gleich ’S’ sein kann.

Algorithmus 3.5 (Berechnung der Korrelationen)

1 void nonzeros( vector<nonzero> &nz, vector<Parameter> &Reihenfolge, vector<Parameter> &Full )

2 |

3 int n = Reihenfolge.size(); /l Anzahl der Parameter
4

5 for(inti=0;i<n;++i)

6 for(intj=i;j<n; ++j)

7 if( correlated( Reihenfolgeli], Reihenfolge[j], Full ) )

8 nz.push_back( nonzero(i,j));  // Indizes speichern
o}

10
11

12

Die Berechnung der Positionen der Nichtnullelemente in der Kitematrix ist innerhalb des FKN die rechenin-
tensivste Arbeit, da jede Position der Korrelationsmatrix einzeln ausgewertet werden muss. Dies sind bei n
unbekannten Parametern n? Positionen. Da die Korrelationsmatrix jedoch per Definition symmetrisch ist, brau-
chen nur n(n + 1)/2 Positionen ausgewertet werden. Dazu sind in Algorithmus 3.5 zwei verschachtelte Schleifen
notwendig. Die dussere Schleife iteriert {iber alle Parameter des symbolischen Parametervektors p und die innere
Schleife iteriert iiber alle Parameter ab der aktuellen Position. Die Funktion correlated in Algorithmus 3.5 priift
mit Algorithmus 3.6, ob die zwei symbolisch dargestellten Parameter korreliert sind.

Algorithmus 3.6

1 bool correlated( Parameter p1, Parameter p2, vector<Parameter> Full )

2 |

3 if( p1.isElementOf( Full ) and p2.isElementOf( Full ) )

4 return true; /I p1 und p2 sind korreliert

5

6 if( p1.m() == p2.m() /I gleiche Ordnung

7 and

8 pl.() % 2 ==p2.1() % 2 /I gleiche Paritét (Geradheit) des Grades
9 and
10 pl.CS() == p2.CS() /I gleiche trigonometrische Funktion
11 )
12 return true; /l p1 und p2 korreliert
13
14 return false; /I p1 und p2 nicht korreliert
15}

16

Als Ergebnis liefert Algorithmus 3.5 die Koordinaten der Nichtnullelemente der Kitematrix in einer Tabelle von
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x-y Paaren, wie in Tabelle 4 am Beispiel der Kitematrix aus Abbildung 24 gezeigt. Da die Nichtnullelemente
in der Kitematrix immer in Blécken gruppiert sind, kann die Speicherung der Koordinaten stark vereinfacht
werden. Hierzu wird von einem Block der Kitematrix jeweils die Zeile und Spalte des ersten Elementes und
die Anzahl der Zeilen und Spalten des Blocks gespeichert. Um auf diese blockweise Darstellung der Nichtnull-
elemente zu kommen, wird die Tabelle der Nichtnullelemente (Tabelle 4) untersucht, indem das Inkrement Az
bzw. Ay zwischen benachbarten z— bzw. y—Werten gebildet wird. Die Nichtnullelemente werden nach (17) in eine
zeilenweise Darstellung transformiert, bei der pro Zeile zwei verkettete Listen mit den Bezeichnungen block und
subblock, angelegt werden. Jedes Element einer Zeile wird einer der beiden Listen zugeordnet. Beispielsweise
wird die zeilenweise Darstellung aus Tabelle 5 mit (17) aus Tabelle 4 erhalten. Aus dieser zeilenweisen Darstel-
lung der Nichtnullelemente kann die Beschreibung der Blocke der Kitematrix extrahiert werden. Dazu muss in
der Tabelle 5 fiir jeden Diagonalblock (block) die erste Zeile aufgesucht werden, welche alle notwendigen Infor-
mationen zur Beschreibung der Blocke enthilt. Die erste Zeile eines Diagonalblocks ist daran zu erkennen, dass
das erste Element der Liste block grosser ist, als in der vorhergehenden Zeile. Dieser Zeile kdnnen die gesuch-
ten Koordinaten und Seitenlédngen des Blocks und des eventuell vorhandenen Subblocks mit (18) entnommen
werden. Beispielsweise wird Tabelle 6 mit (18) aus Tabelle 5 erhalten.

=1 neue Zeile, aktuelle Liste ist block, y—Wert an aktuelle Liste anhidngen
Az ¢ =0AAy =1 y—Wert an aktuelle Liste anhingen (17)
=0A Ay >1 aktuelle Liste ist subblock, y—Wert an aktuelle Liste anh&ngen

0123456

8
UL W —O lb

Abbildung 24: Beispiel fiir eine Kitematrix zur Ermittlung der Blockkoordinaten

Index || O (1|2 |3|4|5|6|7(8|9|10|11|12| 13|14 | 15| 16| 17 | 18
x 0 1 212121333 4 4 4 ) ) ) 6 6 6
Y 011011235123 ]|5]| 4 ) 6 4 ) 6 4 ) 6

Tabelle 4: Koordinaten der Nichtnullelemente aus Abbildung 24 als Ergebnis von Algorithmus 3.5

Nummer block subblock

0 011

1 011

2 213 5

3 2|3 5

4 415]|6

5 415]|6

6 415]|6

Tabelle 5: Zeilenweise Représentation der Nichtnullelemente in Form von maximal zwei verketteten Listen pro
Zeile
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Art Zeile | Spalte | # Zeilen | # Spalten
block 0 0 2 2
block 2 2 2 2

subblock 2 5 2 1
block 4 4 3 3

Tabelle 6: Blockkoordinaten der Kitematrix aus Abbildung 24 extrahiert aus Tabelle 5

1 T # created May 26 2005 6:37
-. # by class navigation (Compiled: May 20 2005,16:47:51)
K # block row col nrows ncols filename
block 0 0 100 100 block0000.dat
= ;;7 block 100 100 99 99  block0001.dat
- ° block 199 199 99 99  block0002.dat
,,,,,,,,,,,, Kap block 298 298 99 99  block0003.dat
0 block 397 397 99 99  block0004.dat
K, M= X bplock 496 496 99 99  block0005.dat
= = block 595 595 100 100 block0006.dat
D € R block 695 695 99 99  block0007.dat
(a) Kitematrix (b) ASCII file

Abbildung 25: Speicherung der Kitematrix mit Blockkoordinaten

block Zeile, Spalte Erstes Element der Liste block
oc
Seitenlénge  Lénge der Liste block

Zeile Erstes Element der Liste block (18)
Spalte Erstes Element der Liste subblock

# Zeilen  Liange der Liste block

# Spalten Lé&nge der Liste subblock

subblock

Abbildung 25(b) ist ein Beispiel fiir die blockorientierte Speicherung der Form der Kitematrix in einer ASCII-
Datei. Mit den Informationen aus dieser Datei kann die Kitematrix blockweise mit Level 3 BLAS-Routinen
(siehe Anhang A) aus der Designmatrix erstellt werden.

3.4 Speicherung der Kitematrix

Die Kitematrix wird in Form von zwei Vektoren gespeichert. Der erste Vektor heifst block und enthilt alle
Diagonalblocke K, der Kitematrix bis zur Reduktionsgrenze 7. Die Untermatrix D von K bildet als zusam-
menhingende Matrix das letzte Element des Vektors block. Der zweite Vektor heifit analog dazu subblock
und enthélt alle Subblécke K 3. Fiir die Représentierung eines Blocks wurde eine eigene Objektklasse entwor-
fen. Sie enthélt den jeweiligen Datenblock als eigenstéindige Matrix und die Koordinaten des ersten Elementes

NeqBlock NeqgSubBlock

int row, col
int nrows, ncols

GDKMATRIX NN (nrows,ncols)
int leftNeighbor

int row, col
int nrows, ncols
GDKMATRIX NN (nrows,ncols)

(a) NegBlock (b) NeqSubBlock

Abbildung 26: Objektklassen fiir die Darstellung der Blocke innerhalb der Kitematrix

des Blocks bezogen auf die globalen, skalaren Koordinaten in der Kitematrix. In Anlehnung an den englischen
Begriff "normal equation", wurde die Objektklasse NegBlock genannt. Zwei Instanzen von NegBlock kdnnen
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addiert und verglichen sowie iiber MPI (sieche Anhang A) gesendet und empfangen werden. Eine Instanz von
NegBlock mit dem Bezeichner Kb kann in einem Programm z. B. iiber den Aufruf Kb->Send (i) an den Prozessor
i geschickt werden.

Um die Verkniipfung zwischen den Blocken auf der Diagonalen und den Blocken neben der Diagonalen, die fiir
die oben genannten Algorithmen notwendig sind, herstellen zu kénnen wurde von der Objektklasse NeqBlock
eine Unterklasse NegSubBlock abgeleitet. Diese verhélt sich analog zur Basisklasse NeqBlock, besitzt jedoch
noch die Information, neben welchem Diagonalblock sie in der Kitematrix liegt. Abbildung 26 zeigt graphisch
die Struktur der Objektklassen NegBlock und NeqSubBlock.

Alle Informationen iiber die Kitematrix sind programmintern in den beiden Vektoren block und subblock,
die aus Elementen vom Typ NeqBlock bzw.NeqSubBlock bestehen, enthalten. Es sind keine weiteren Informa-
tionen gespeichert. Beim Aufbau der Kitematrix wird in der Membervariablen NeqBlock: :left gespeichert,
welcher Block der linke Nachbar ist. Abbildung 27 zeigt schematisch in welcher Weise die Kitematrix program-
mintern gespeichert wird. Es werden so wenig Informationen wie moglich gespeichert. Informationen, die fiir
bestimmte Algorithmen notwendig sind, werden wiahrend der Laufzeit des jeweiligen Algorithmus aus diesen
beiden Vektoren abgeleitet. Dieses Prinzip wurde aus zwei Griinden gewdhlt. Zum einen ist die Sicherheit der
Implementierung dadurch hoéher, weil die Matrix immer konsistent gespeichert ist. Zum anderen ist die Im-
plementierung weniger fehleranfillig, weil Kopier , Speicher und MPI Versandoperationen ausschliesslich mit
diesen beiden Vektoren arbeiten. Desweiteren ist die bendtigte Rechenzeit fiir Operationen mit der Kitematrix
im Verhéltnis zum Gesamtproblem vernachldssigbar gering, so dass der Mehraufwand, der fiir das Ableiten von
bendttigten Informationen aus den Vektoren block und subblock notwendig ist, in Kauf genommen werden
kann.

NegBlock ‘ NeqSubBlock
int  NeqBlock

GDK 10t | NeqBlock

int

GDKM int lock
int NegBlocl

: GDK int o lock
int 1 NeqBloc]

GDKM.

int
int 4 NegBlock

int row. col

int o NeqgSubBlock

GDKM.
int 1]

int iz 1

int {  NeqSubBlock

GDKM.,
int int row, col
int | j
int 1 NegSubBlock
GDKM,
[ int ] int row, col
int nrows, ncols
GDKMATRIX N (nrows,ncols)
rint leftNeighbor

GDKM int row, col

int nrows, ncols
GDKMATRIX N (nrows,ncols)

Abbildung 27: Speicherung der Kitematrix in zwei Vektoren
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4 Bildung der Normalgleichungen

Die Aufstellung der Normalgleichungsmatrix ist bei grofen Ausgleichungsproblemen wie z. B. der Satellitengra-
diometrie eine rechentechnische Herausforderung, da die Anzahl der Parameter und die Uberbestimmung dort
sehr hoch sind. Beispielsweise stehen bei einer Auflésung von Grad und Ordnung 300 den n ~ 90 000 unbekann-
ten Parametern m = 46 Millionen Beobachtungen gegeniiber, die einem 6-monatigem Beobachtungszeitraum mit
drei Messungen pro Sekunde entsprechen. Die Aufstellung der Normalgleichungsmatrix N € R™*"™ aus der Desi-
gnmatrix A € R™*™ erfordert %mn2 Additionen und %mn2 Multiplikationen, wobei der Faktor % aufgrund der
Symmetrie der Normalgleichungsmatrix anzubringen ist. Eine Inversion der Normalgleichungsmatrix erfordert
im Vergleich dazu n® Multiplikationen und n® Additionen. Der rechentechnische Aufwand zur Aufstellung der
Normalgleichungsmatrix ist bei dem oben genannten Beispiel um den Faktor %% = ggé\/g& ~ 250 aufwindiger
als die Inversion. Zusétzlich zu dem hohen Rechenaufwand ist auch der Speicherplatzbedarf fiir diese Operati-
on und die Organisation der Speicherzugriffe zu beriicksichtigen, denn die Designmatrix ist im obigen Beispiel
ebenfalls um den Faktor 250 grofer als die Normalgleichungsmatrix. Da bereits die Normalgleichungsmatrix in
diesem Fall bei Speicherung ohne Beriicksichtigung der Symmetrie ca. 60 Gigabyte Speicher erfordert, ist der
Speicherplatzbedarf der Designmatrix mit 14 Terabyte zu grof fiir heutige Systeme. Es ist daher notwendig,
eine Aufteilung der Designmatrix vorzunehmen, die sowohl die Reduktion des Speicherplatzbedarfs als auch
die Verkiirzung der Rechenzeit durch gleichzeitige Verwendung mehrerer Computer ermdoglicht. Einen kurzen
Uberblick iiber die Méglichkeiten, parallel zu rechnen gibt Anhang A .2.

Ein weiterer wesentlicher Aspekt bei der Aufteilung der Berechnung der Normalgleichungsmatrix ist, dass die
Geschwindigkeit der Berechnung, gemessen in Millionen Fliekkommaoperationen pro Sekunde (MFlops/s), durch
blockweise Verarbeitung in Verbindung mit auf die Hardware optimierten Bibliotheken gesteigert werden kann.
Anhang A untersucht die Moglichkeit der Beschleunigung von Berechnungen mit optimierten Bibliotheken, gibt
einen Uberblick iiber verfiigbare Bibliotheken und fiihrt Vergleiche zwischen optimierten und nicht optimierten
Routinen durch. Die héchsten Rechengeschwindigkeiten werden dort mit sogenannten Level-3 BLAS und LA-
PACK Routinen in Verbindung mit Blockgrofsen von ca. 300 x 300 erreicht. Daher wird im Folgenden darauf
hingewiesen, wenn es moglich ist, blockweise Berechnungen mit Level-3 Routinen durchzufiihren.

Der erste Teil dieses Abschnitts erldutert die moglichen Strategien zur Aufteilung der Designmatrix bei der
Aufstellung der vollbesetzten Normalgleichungsmatrix. Es wird sowohl der zeilenorientierte als auch der spalten-
orientierte Zugriff betrachtet und es werden Mdglichkeiten der Parallelisierung vorgestellt. Weiterhin werden die
Algorithmen vorgestellt, die fiir das Lésen des Normalgleichungssystems sowie fiir die Ermittlung der Kovari-
anzmatrix der unbekannten Parameter verwendet werden. Der zweite Teil behandelt die Losung von schwach
besetzten Normalgleichungssystemen und geht auf die Entstehung von Fiillelementen ein. Im dritten Teil werden
die zuvor gezeigten Methoden an die Struktur und das Speicherschema der Kitematrix angepasst und die mit
der Kitematrix verwendeten Algorithmen beschrieben.

4.1 Vollbesetzte Normalgleichungen
4.1.1 Aufteilung des Matrizenprodukts
Ausgehend von dem linearen Modell
Az =fv mit X{£} =’T (19)
werden im Gaufl Markoff Modell die Normalgleichungen
ATAz = ATy (20)
SNz =n (21)

mit den Schitzwerten & fiir die unbekannten Parameter erhalten, siehe z. B. Kocn (1999, S. 165).

Spaltenweiser Zugriff:  Bei spaltenweisem Zugriff auf die Designmatrix A ergibt sich jedes Element n;; der
Normalgleichungsmatrix IN als Skalarprodukt der i-ten mit der j-ten Spalte

m
ni; = Zakiakj . (22)
k=1

Skalarprodukte sind innerhalb der BLAS Routinen (sieche Anhang A) als Level-1 eingestuft und besitzen daher
wenig Optimierungspotential. Sie sind, wenn md&glich durch Matrizenprodukte zu ersetzen, die mit Level-3 BLAS
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Routinen mit hohem Optimierungspotential berechnet werden konnen. Dazu ist die stehende Designmatrix, wie
in Abbildung 28 gezeigt, in £ Blockspalten A, € R™*"e

3
A=(A,) mit ae{l,....&} und n:Zna (23)
a=1

aufzuteilen. Durch diesen blockspaltenweisen Zugriff ergeben sich die no x ng Blocke IN,g der Normalglei-
chungsmatrix durch die Matrizenprodukte

N.s=ALA;. (24)

S m IS

a Nos a Al

m

Abbildung 28: Aufteilung der Normalgleichungsmatrix durch blockspaltenweisen Zugriff

Zeilenweiser Zugriff: = Bei zeilenweisem Zugriff ergibt sich die Normalgleichungsmatrix als Summe von Ma-
trizen N € R™*" mit i € {1,...,m}, wobei die Matrizen N durch das dyadische Produkt

ay

) as
NY =qla; mit A= | | (25)

am

der i-ten Zeile von A mit sich selbst gebildet werden. Dyadische Produkte sind innerhalb der BLAS-Routinen
als Level-2 Operationen eingestuft und bieten ebenso, wie die Skalarprodukte des spaltenweisen Zugriffs wenig
Optimierungspotential. Sie sind daher, um eine effiziente Berechnung zu erlauben, durch Matrizenprodukte
auszutauschen. Dazu ist die Designmatrix in 1 Blockzeilen A, € R™e*"

n
A=(A,) mit ae{l,...,n} und m:Zma (26)
a=1
aufzuteilen. Durch diesen blockzeilenweisen Zugriff ergibt sich die Normalgleichungsmatrix als Summe von
Matrizen N® mit o € {1,...,n}, die durch das Matrizenprodukt
N@ — AT A, (27)

der Blockzeilen mit sich selbst gebildet werden.

4.1.2 Parallelisierung des Matrizenprodukts

Sowohl der spaltenweise als auch der zeilenweise Zugriff auf die Designmatrix 1dsst sich parallelisieren.

Spaltenweiser Zugriff: Beim spaltenweisen Zugriff ist dazu die Designmatrix in £ gleichgrofte Blockspalten
aufzuteilen, wobei ¢ die Anzahl der verwendeten Prozessoren ist. Bei der Parallelisierung mit vier Prozessoren
kann die Designmatrix z. B. in die Blockspalten

4
A= (Aa) mit A, € R™*" «a€{1,2,3,4} und n= Zna (28)

a=1
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aufgeteilt werden, was einer Aufteilung der oberen Dreiecksmatrix der symmetrischen Normalgleichungsma-
trix in 6 nicht symmetrische und 4 symmetrische Blocke entspricht (Abbildung 29). Diese Blécke werden den
4 Prozessoren so zugeordnet, dass jeder Prozessor die gleiche Anzahl Elemente der Normalgleichungsmatrix
berechnet. Die Aufteilung fiihrt auf den einzelnen Prozessoren zu den Berechnungen

Prozessor Berechnung Bendétigte Blockspalten
P [Ny =ATA,, Ni;=ATA,, Ny =AY Ay |A,, A,
Py, |Nyi3=AT A3, Nys= Al A A, A, Ag
Py |Ny=ATA, Ny = AT A, A, Ay Ay
P, |N33=AYA;, N3, =ATA,, Ny =ATA A3, A,

welche zwar alle vier Prozessoren mit der gleichen Anzahl an Multiplikationen und Additionen belasten, aber
viel Kommunikation zwischen den Prozessoren verursachen, da die Blockspalten A; und A5 auf den Prozessoren
1 bis 3 und die Blockspalten Az und A4 auf den Prozessoren P, bis P, benétigt werden. Aufgrund des Datenvo-

Prozessor

1 2 3 4

Abbildung 29: Aufteilung der Normalgleichungsmatrix auf 4 Prozessoren bei blockspaltenweisem Zugriff

lumens der Designmatrix wiirde der dadurch auftretende Netzwerkverkehr die Berechnung deutlich verzdgern.
In den meisten Féllen wird es daher giinstiger sein, die Teile der Designmatrix, die auf einem Prozessor benotigt
werden, auch von diesem berechnen zu lassen, wodurch der Netzwerkverkehr entféllt. Der Vorteil der Paralleli-
sierung mit blockspaltenweisem Zugriff ist die Aufteilung der Normalgleichungsmatrix in Blocke, die unabhéngig
voneinander im Netzwerk berechnet und gespeichert werden kénnen, wodurch die Obergrenze fiir die Dimension
der Normalgleichungsmatrix durch die Summe der Arbeitsspeicher aller beteiligten Computer vorgegeben ist.
Als Nachteile kénnen angefithrt werden, dass die Aufstellung der Designmatrix nicht vollstéindig parallel ablau-
fen kann, wodurch die Effizienz dieses Verfahrens reduziert und der Aufwand fiir die Implementierung aufgrund
der komplexen Organisation der Daten hoch ist.

Zeilenweiser Zugriff: Zur Parallelisierung des blockzeilenweisen Zugriffs wird die Normalgleichungsmatrix
mit (26) und (27) als Summe der Matrizenprodukte

n
N =Y AlA, (29)

a=1

dargestellt, wobei n die Anzahl der verfiigharen Prozessoren bezeichnet. Jeder Prozessor berechnet auf diesem
Weg einen Summand N der Normalgleichungsmatrix. Wie in Abbildung 30 dargestellt erfolgt sowohl die
Aufstellung der Designmatrix als auch der Normalgleichungsmatrix mit (27) auf diesem Weg parallel. Sind al-
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Prozessor
A, 1
Ay 2
Az 3
A, n

Abbildung 30: Blockzeilenweise Aufteilung der Designmatrix auf n Prozessoren

le Summanden N (¥ aufgestellt, so konnen sie in logarithmischer Zeit mit einem baumbasierten Algorithmus
aufsummiert werden. Dieser Algorithmus wird z. B. durch die Routine MPI_Reduce des MPI Standards (siehe
Anhang A.2) bereitgestellt. Vorteile der Parallelisierung mit blockzeilenweisem Zugriff sind die gute Skalierung,
d.h. das lineare Verhéltnis zwischen der Anzahl der Prozessoren und der Rechenzeit, und die einfache Imple-
mentierung des Verfahrens. Der Beitrag N©@ jedes Prozessors P, zur Normalgleichungsmatrix IN erfordert
genausoviel Speicherplatz wie die Normalgleichungsmatrix selbst, was der entscheidende Nachteil dieses Verfah-
rens ist, da die Dimension der Normalgleichungsmatrix so durch die Grofe des Arbeitsspeiches der einzelnen
Computer begrenzt wird. Grundséatzlich ist die Kombination von blockzeilenweisem Zugriff mit blockspalten-
weisem Zugriff moglich, deren Implementierung eine komplexe Aufgabenstellung ist.

4.1.3 Cholesky—Faktorisierung

Mit der Cholesky Faktorisierung wird eine positiv definite, symmetrische Matrix IN in das Produkt
N =R"R (30)

einer oberen Dreiecksmatrix R mit ihrer Transponierten zerlegt. Der Algorithmus von Cholesky kann in Form
von drei ineinandergeschachtelten Schleifen ausgedriickt werden. Er ist in die drei Schritte Update, Cholesky
und Substitution zerlegbar. Fiir die Berechnung jedes Elementes von R muss ein Updateschritt gefolgt von
einem Cholesky Schritt oder einem Substitutionsschritt durchgefiihrt werden. Die Diagonalelemente 7;; werden
mit einem Updateschritt gefolgt von einem Cholesky Schritt berechnet und die Nebendiagonalglieder werden
mit einem Updateschritt gefolgt von einem Substitutionsschritt berechnet (Algorithmus 4.1), siehe z. B. Kochn
(1999, S. 31). Die drei Schritte der Cholesky Zerlegung sind nun im einzelnen aufgefiihrt.

e Cholesky
Wurzel aus einem Skalar ziehen. Dies wird nur auf das Diagonalglied angewendet.

e Update
Skalarprodukt zweier Vektoren und Subtraktion zweier Skalare.
Gemeint sind die Spaltenvektoren iiber der Spalte 7 und iiber der Spalte j (Abbildung 31). Hierbei kann
die BLAS Routine ddot fiir das Skalarprodukt verwendet werden.

e Substitution
Division durch einen Skalar. Es wird durch das Diagonalelement r;; geteilt.
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0=[]- H H (Update-Schritt)

m- . (Substitutionsschritt)

Abbildung 31: Updateschritt beim Cholesky Verfahren

Algorithmus 4.1 (Algorithmus von Cholesky)

1 for i = 1:n
2 for j = i:n
s {
4 for k = 1:i-1
5 Tij = Tij — Thi Ty // Update
6
7 if( i =1])
8 Tii = \/Tii // Cholesky
9 else
10 Tij = Tij [T // Substitution
11
}

Blockweise Formulierung der CholeskyFaktorisierung: Durch den Ubergang von Skalaren auf Blocke
innerhalb einer Matrix kénnen die meisten Algorithmen analog zu ihrer skalaren Form auch als Blockalgorithmus
ausgedriickt werden. Operationen mit Skalaren werden bei Blockalgorithmen durch ihre verwandten Matrizen-
operationen ausgedriickt. Zum Beispiel kann aus einer Division durch einen Skalar eine Multiplikation mit der
Inversen eines Blocks werden. Numerisch effizienter kann die Division durch Vorwirts und Riickwértseinset-
zen mit der Cholesky—Faktormatrix einer Matrix durchgefiihrt werden. Ebenso kann die Multiplikation zweier
Skalare durch die Multiplikation zweier Matrizen ersetzt werden. Vom Standpunkt der Optimierung ist die
Verwendung von Blockalgorithmen immer zu empfehlen, weil hierbei Level-3 BLAS Routinen eingesetzt werden
koénnen, mit denen wie in Anhang A gezeigt, eine deutlich hthere Rechengeschwindigkeit erreicht werden kann.
Der skalare Cholesky—Algorithmus (4.1) soll nun als Blockalgorithmus formuliert werden. Dazu wird die zu zer-
legende symmetrische, positiv definite Matrix N € R™*™ als 1 x n Blockmatrix (INog) mit Nog € R™*™8 und
> na = n dargestellt. Eine genaue Herleitung und Analyse der Optimierungsmdglichkeiten der Cholesky
Faktorisierung findet sich in GOLUB und VAN LoAN (1996, Kap. 4.2.) oder auch in ScHUH (2000, Kap. 2.4.1.4).
Der Block—Cholesky—Algorithmus sieht folgendermafien aus:

Algorithmus 4.2 (Block—Cholesky)

1 for a =1y
2 for 3 = amn
s
4 for v = 1L.a—1
5 Rop = Ras—RY, Ry // Updateschritt
6
7 if(a==0)
8 R, = cholesky(Raq) // Choleskyschritt
9 else
10 R.. Ry = RZ'E; // Substitutionsschritt durch Riickwartseinsetzen
11
}

4.1.4 Lo6sung eines Gleichungssystems mit dem Cholesky—Verfahren

Die Zerlegung nach (30) zur Losung eines Gleichungssystems bezeichnet man als Cholesky Verfahren. Zur
Losung des Gleichungssystems

Nz=n mit NeR™" gz, neR” und N=NT (31)
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mit der symmetrischen, positiv definiten Matrix N ist es nicht notwendig, die Inverse N ! zu bilden. Durch
die Cholesky—Zerlegung der Matrix IN wird das Gleichungssystem

R'Rx=n (32)

erhalten, bei dem das Produkt aus der oberen Dreiecksmatrix und dem unbekannten Vektor & durch den
unbekannten Hilfsvektor

c=Rx (33)
ersetzt wird. Daraus resultiert das Gleichungssystem
R'c=n (34)

mit einer unteren Dreiecksmatrix als Systemmatrix. Der unbekannte Vektor ¢ kann in (34) durch Vorwérts-
einsetzen mit (35) berechnet werden (siehe auch Abbildung 40(a)).

= <nl — i Thi ck> /Tii i€ {l,n} (35)
k=1

Nachdem der Hilfsvektor ¢ nun bekannt ist, dient er als rechte Seite im Gleichungssystem Rx = ¢, dessen
Systemmatrix die obere Dreiecksmatrix R ist. Dieses Gleichungssystem ist durch Riickwértseinsetzen mit (36)
l6sbar (siehe auch Abbildung 42).

T = <ci - Z Tik a:k) /Tii i€ {n,1} (36)

k=i+1

Zur Losung eines Gleichungssystems mit mehreren rechten Seiten ist die Cholesky—Zerlegung nur einmal vor-
zunehmen. Das Vorwérts- und Riickwértseinsetzen erfordert %nQ + n kombinierte Additionen und Multipli-
kationen. Daher ist das wiederholte Losen eines Gleichungssystems mit verschiedenen rechten Seiten iiber die
Cholesky—Zerlegung eine effiziente Methode.

Optimierung: Das Vorwérts- und Riickwértseinsetzen mit (35) und (36) sind Grundbausteine der linearen Al-
gebra. Aus diesem Grund gibt es dafiir in den BLAS die Level 3 Routine dtrsm. Von Vorteil fiir die Optimierung
ist, dass diese Operation blockweise und mit mehreren rechten Seiten durchgefiihrt werden kann. Optimierte
BLAS Routinen sind daher in der Lage, das Vorwérts- und Riickwértseinsetzen effizient durchzufithren. Es ist
empfehlenswert, dtrsm fiir alle vollbesetzten Gleichungssysteme mit einer Dreiecksmatrix zu verwenden.

4.1.5 Rekursive Berechnung der Inversen aus der Cholesky—Matrix

Um Aussagen iiber die Genauigkeit der geschitzten Parameter zu erhalten, ist die Inverse der Normalgleichungs-
matrix zu bilden. Zur Berechnung der Inversen wird ein Algorithmus verwendet, der es bei diinnbesetzten Ma-
trizen erlaubt, entstehende Fiillelemente vollstindig unberiicksichtigt zu lassen. Dies ist zulassig, weil gezeigt
werden kann, dass zur Berechnung der inversen Elemente an den Stellen der Nichtnullelemente die Fiillelemente
nicht bendotigt werden. Durch die Vernachldssigung der Fiillelemente wird die sogenannte unwvollstindige Inverse
erhalten. Dieser Algorithmus wurde bereits von SCHUH (1996) und AUZINGER (1997) im Programm pcgma fiir
die Berechnung der unvollstéandigen Inversen der Kitematrix verwendet und ist von HANSON (1978) vorgestellt
worden.

Zur Berechnung der Inversen A~! = B einer positiv definiten, symmetrischen Matrix A teilt man beide Matrizen
in jeweils zwei symmetrische, aber nicht unbedingt gleichgroffe Diagonalbldcke, und zwei Nebendiagonalblocke
auf.

- A11 A12 o Bll B12
4= <A1T2 A22> B= (sz B22) (37)

Die einzelnen Blécke der Matrix B lassen sich durch die folgenden Formeln ausdriicken, siehe z.B. KocH
(1999, S. 33):

Byy = (A — Afy(Aj Ap)) ™ (38)
By = —(A1_11A12)Bz2

By = A — Bia(Aj Ap)”



4.1 Vollbesetzte Normalgleichungen 47

Im Folgenden ist wichtig, dass die Abhéngigkeiten hierbei von unten nach oben verlaufen, und daher die Rei-
henfolge der Berechnung Bos, B12, B11 sein muss. Abbildung 32 zeigt, dass die Blocke der Inversen von A von
unten nach oben berechnet werden. Da die Inverse der Matrix A aus (37) nicht aus der Matrix selbst, sondern

Abbildung 32: Inversion durch Partitionierung

aus ihrer Cholesky—Zerlegung R berechnet werden soll, muss diese zunéchst mit Algorithmus 4.1 zerlegt werden,
woraus (39) erhalten wird.

1 _1
R <R11 R12) _ (AL A%ZA12 1 (39)
0 Ry 0 (A22 — A12AI11A12)5
Durch Multiplikation jeder Zeile von R mit ihrem eigenen Diagonalelement entsteht eine Matrix, aus der die
Inverse von A berechnet werden kann, weil der letzte Block bereits der inverse Block von Bag aus (37) ist. Diese

Matrix ist identisch mit der oberen Diagonalmatrix aus dem Gaufs’schen Algorithmus und wird im Folgenden
mit G bezeichnet.

(A1 A
¢= ( 0 Bzzl> (40)

Nach Anwendung des Gaufs’schen Algorithmus bzw. Umformung der Cholesky Matrix R in die Gauf’sche Ma-

trix G ist das letzte Diagonalelement gleich dem reziproken Wert des letzten Diagonalelementes der Inversen
B = A™!. Die Inverse wird mit (38) rekursiv aus G berechnet, indem zunichst die Partitionierung

By = (1/gnn), A1 = (gn-1,n), A1 = (gn-1,n-1) (41)

gewdhlt wird. Die Blockbezeichnung A;; benennt hierbei nicht Elemente aus der Matrix A, sondern die Parti-
tionierung der in diesem Schritt zu berechnenden Teilinversen nach (38). Im nachsten Rekursionsschritt wird
die Dimension von Bss um eins erhéht, so dass gilt

bn—1,n—1 b1
By = ( b b 11 b b ) v Aot = (gn-2.n—1, gn-2.n); All = Gn-2.n-2. (42)

Auf diesem Wege wird die gesamte Inverse B rekursiv, zeilenweise von unten nach oben mit (38) berechnet. Der
neu berechnete Block By wird als volle, symmetrische Matrix gespeichert, damit die Multiplikation mit A
bequemer gerechnet werden kann. Abbildung 33 zeigt die Schritte der Rekursion, der gesamte Rechenverlauf zur
Berechnung der Inversen aus der nach Cholesky reduzierten Matrix ist in Algorithmus 4.3 zusammengefasst.
Algorithmus 4.3 (Rekursive Berechnung der Inversen aus einer Cholesky—Matrix)

1 1471(77,7 TL) = -R(+)")2

2

3 for i = n-1:-1:1

1. . . _ —1 .o . I . . .
4 A (z,z—|—1.n)——R(Z_7Z_) R(i,i+1:n) A7 (i+1:n,i+1:n)
s ATYi+1l:ini) = (A7 Gi+1:n)"

1 S ‘n
W—A (4,41 )(

o A0 = Ré’i) R(i,i+1: n))

7 end
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BN (B
[ WA,

E WA,

Abbildung 33: Rekursive Berechnung der Inversen

4.2 Zur Entstehung von Fiillelementen bei der Cholesky—Zerlegung

Bei der Kombination von regelméfiigen und nicht regelméfiigen Daten entsteht bei ordnungsweiser Nummerie-
rung der unbekannten Parameter ein Schachbrettmuster, was bereits in Abbildung 11 auf Seite 24 gezeigt wurde.
Bei der Cholesky—Zerlegung dieser Matrix entstehen die in Abbildung 12(b) gezeigten Streifen und bei der In-
version der in Abbildung 12(c) gezeigte vollbesetzte Diagonalblock. Wird ein Speicherschema verwendet, das die
schwache Besetzung der Matrix ausnutzt, so kann das Ergebnis der Berechnung in beiden Fillen aufgrund der
Fiillelemente nicht mehr mit diesem Speicherschema gespeichert sondern muss i. d. R. voll gespeichert werden,
weshalb die Berechnung unter Umstinden nicht mehr durchfiihrbar ist. Das Freie Kite Nummerierungsschema
bringt die unbekannten Parameter, wie schon erwihnt in eine Reihenfolge, welche die Kitestruktur in der Nor-
malgleichungsmatrix erzeugt, wodurch eine Cholesky—Faktorisierung ohne die Entstehung von Fiillelementen
moglich ist. Die Fiillelemente bei der Inversion kénnen im Gegensatz dazu nicht durch die Umsortierung mit
dem Freien Kite Nummerierungsschema verhindert werden, ihre Berechnung wird stattdessen, wie spéter gezeigt
werden wird, umgangen.

Der Algorithmus von Cholesky kann in verschiedensten Varianten notiert werden. Es wird unterschieden zwi-
schen zeilenorientiert und spaltenorientiert bzw. blockweisem und elementweisem (skalaren) Algorithmus. Da die
Cholesky Matrix R der Zerlegung (30) jedoch eindeutig ist, miissen alle Varianten zum gleichen Ergebnis fithren.
Eine Variante des Algorithmus von Cholesky ist Algorithmus 4.1. Ein Element n;; der Normalgleichungsmatrix
N wird, wie bereits in Abschnitt 4.1.3 erldutert, durch einen Updateschritt gefolgt von entweder einem Cho-
leskyschritt (Diagonalelement) oder einem Substitutionsschritt (Nebendiagonalelement) in das entsprechende
Element r;; der Matrix R der Choleskyfaktoren transformiert. Da eine Null nur durch Addition oder Subtrak-
tion einer Zahl in eine von Null verschiedene Zahl transformiert werden kann, nicht aber durch Multiplikation
oder Wurzelziehen, kann ein Fiillelement nur beim Update-Schritt entstehen. Abbildung 34 zeigt die Cholesky-
zerlegung der ersten Zeile. Da der Updateschritt die Fortpflanzung der Information der bereits transformierten
Zeilen nach unten ist, werden durch ihn in der ersten Zeile noch keine Operationen durchgefiihrt.

ﬁ (Cholesky)

. =
I:> H= D/. (Substitution)

N R

Abbildung 34: Choleskyzerlegung der ersten Zeile

In der ersten Zeile der Cholesky—Matrix kénnen daher keine Fiillelemente entstehen. Erst ab der zweiten Zeile
enthélt der Updateschritt Operationen, durch die Fiillelemente entstehen kénnen. In den Zeilen 4 und 5 von
Algorithmus 4.1 ist abzulesen, dass der Updateschritt zum Element r;; das Skalarprodukt der Teilspalte iiber
dem Element r;; und der Teilspalte iiber dem Element 7;; bildet und von dem Ausgangselement n;; abzieht.
Dieser Vorgang ist in Abbildung 35 dargestellt.

Der Updateschritt erzeugt daher nur ein Fiillelement, wenn das urspriingliche Element ein Nullelement ist und
die Teilspalte R(1 : 4 — 1,7) und die Teilspalte R(1 : ¢ — 1, 5) linear abhéngig sind. Die Entstehung und Fort-
pflanzung der Fiillelemente {iber mehrere Schritte hinweg ist nicht intuitiv erfassbar, da die Matrix sich nach
jedem Schritt veréndert. Festzuhalten ist jedoch, dass Fiillelemente sich nach unten fortsetzen kénnen und zwar
solange, wie in der gleichen Zeile Nichtnullelemente iiber dem Diagonalelement vorhanden sind. Ein besonders
anschauliches Beispiel liefert die Blockdiagonalstruktur mit kleineren Nebendiagonalelementen, die in Abbildung
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0=0- , (Update-Schritt)
m- D/ (Substitutionsschritt)

Abbildung 35: Skalarprodukte von Teilspalten innerhalb des Algorithmus von Cholesky

11 als Schachbrettmuster bereits im Zusammenhang der Datenkombination gezeigt wurde. Die Entstehung eines
Blocks von Fiillelementen unter einem Nebendiagonalblock ist auf den groferen Diagonalblock neben ihm zu-
riickzufithren. Abbildung 36 veranschaulicht die Entstehung der Fiillelemente unter den Nebendiagonalblocken.
Fiinf weitere Beispiele fiir die Entstehung von Fiillelementen durch die Cholesky—Zerlegung sind in Abbildung
37 gegeben. In der ersten Zeile sind die Ausgangsmatrizen gezeigt und in der zweiten Zeile die entsprechenden
Cholesky Faktorisierungen.

e 1) <HU>

Abbildung 36: Entstehung von Fiillelementen beim Schachbrettmuster aus der Datenkombination

4.3 Schwach besetzte Normalgleichungen mit FKN
4.3.1 Parallele Aufstellung der Kitematrix

Die Kitematrix setzt sich, wie in Abbildung 18 gezeigt, aus dem Beitrag des regelméfigen Datensatzes und
dem Beitrag des nicht regelméfiigen Datensatzes zusammen. Der Beitrag des nicht regelméfiigen Datensatzes
soll fiir die vorliegende Aufgabenstellung als vollbesetzte Normalgleichungsmatrix vorliegen. Der Beitrag des
regelméfigen Datensatzes (Abbildung 18(a)) muss dagegen aus der Designmatrix berechnet werden und soll im
Folgenden mit K bezeichnet werden. Das Datenvolumen der hochauflésenden, aber schwach besetzen Normal-
gleichungsmatrix K ist im Vergleich zu einer ebenso hoch auflésenden, vollbesetzten Normalgleichungsmatrix
sehr gering, wie aus Tabelle 7 zu entnehmen ist. Die Angaben dieser Tabelle sind aus der Ausgabe von Algorith-
mus 3.5, welcher die Positionen der Nichtnullelemente berechnet, abgeleitet. Fiir die Aufstellung der Kitematrix
hat die Beschrinkung der Methode des blockzeilenweisen Zugriffs aus (29), dass die Dimension der Normalglei-
chungsmatrix durch den Arbeitsspeicher der einzelnen Computer begrenzt ist, daher wenig Gewicht. Aufgrund
der schwachen Besetztheit der Kitematrix ist der rechentechnische Aufwand bei ihrer Aufstellung entsprechend
den Angaben in Tabelle 7 kleiner. Im Gegensatz dazu wird der rechentechnische Aufwand fiir die Aufstellung
der Designmatrix durch die schwache Besetztheit der Kitematrix nicht kleiner, denn in der Kitematrix sind
stets alle Hauptdiagonalelemente ungleich Null, wodurch alle Zeilen der Designmatrix bendtigt werden, wie
Abbildung 38 veranschaulicht. Zur Beschleunigung der Aufstellung der Kitematrix wird daher die Parallelisie-
rung mit blockzeilenweisem Zugriff auf die Designmatrix verwendet. Zusétzlich zur Aufteilung der Designmatrix
auf die Prozessoren wird die Designmatrix auf den einzelnen Prozessoren weiter in Blocke aufgeteilt, um den
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Abbildung 37: Beispiele fiir die Entstehung von Fiillelementen bei der Choleskyzerlegung

Maximale Anzahl Normalgleichungs- Kitematrix Prozent
Auflésung Parameter matrix der Ngl
| Grad / Ordnung | [-] | Gigabyte | [ Megabyte | [%]

60 3717 0.1 0.3 0.29%
90 8277 0.5 1.0 0.19%
120 14637 1.6 2.3 0.14%
150 22797 3.9 4.5 0.11%
180 32757 8.0 7.7 0.09%
210 44517 14.8 12.1 0.08%
240 58077 25.1 18.0 0.07%
270 73437 40.2 25.6 0.06%
300 90597 61.2 35.0 0.06%
330 109557 89.4 46.5 0.05%
360 130317 126.5 60.3 0.05%

Tabelle 7: Datenvolumen des SGG Beitrags zur Kitematrix
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.

Kll

K22

Abbildung 38: Fiir das Update der Diagonalelemente der Kitematrix K wird jeweils eine
vollstédndige Zeile a der Designmatrix A bendétigt. Zur Aufstellung der Kitematrix wird
deshalb die komplette Designmatrix benotigt.

Speicherplatzbedarf zu reduzieren. Ausgehend von einer Designmatrix
A e R™" (43)

mit m Messungen und n unbekannten Werten soll nun die Kitematrix mit P Prozessoren parallel berechnet
werden. Dazu wird zunidchst die Designmatrix A in n Blocke

A= (Ay), ALeR™™, a€l,...n (44)

aufgeteilt, wobei die Blockgrofe b so gewdhlt wird, dass die Blocke A, in den Arbeitsspeicher der einzelnen
Computer passen. Anschliessend werden die n Blocke auf die P Prozessoren verteilt, wodurch jeder Prozessor

r=2 (45)

Blocke erhilt, so dass jeder Prozessor p einen Summand der Kitematrix
P-1
K® mit K=Y K® (46)

p=0

berechnet, welcher anschliessend iiber das Netzwerk an den Prozessor mit dem MPI Rang 0 (siehe Anhang
A.2) verschickt und dort zur Kitematrix addiert wird. Die Berechnung der Summanden K aus (46) auf den
einzelnen Prozessoren wird jedoch nicht durch ein einfaches Matrizenprodukt wie in (27) berechnet, sondern
mit dem blockspaltenweisen Zugriff aus (24) kombiniert, um nur die Blgcke der Kitematrix

"
K@ = (Ky5) mit K,5€ R™*™ und n= ZnnY (47)
~y=1
berechnen zu kénnen. Dazu wird jede Blockzeile B = A, der Designmatrix in p Blockspalten
o
B=(B,) mit B,eR"”™ mit n= va und vy e {l,...,u} (48)
y=1

aufgeteilt, worauthin die Diagonalblécke der Kitematrix nach (24) mit

K, ,=B!B, mit ye{l,....,u} (49)
und die Subbldcke, deren Koordinatenpaare (7, d) in dem Vektor 44 gespeichert sind, mit

K= B$B5 mit (v,0) € ¥4 (50)

berechnet werden.
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4.3.2 Block—Cholesky—Zerlegung der Kitematrix

Fiir die Cholesky—Zerlegung der Kitematrix wird der Block—Cholesky—Algrithmus (Algorithmus 4.2) verwendet.
Allerdings kann der Algorithmus aufgrund der Struktur der Kitematrix vereinfacht werden.

Die Vereinfachungen des Algorithmus von Cholesky konnen nur fiir alle Blocke K3 mit o € {1,...,7} und
8 € {1,...,n} diesseits der Reduktionsgrenze 7 getroffen werden. Abbildung 31 zeigt, wie das Skalarprodukt
der Spalte iiber dem zu reduzierenden Element und der Spalte iiber dem Diagonalelement der gleichen Zeile
zu bilden ist. Die Definition der Kitematrix in Abbildung 23 beinhaltet, dass alle Subblécke in einer eigenen
Blockspalte liegen. Alle Blockspalten iiber einer zu reduzierenden Spalte sind daher orthogonal. Durch diese
Orthogonalitét entféllt der Updateschritt aus Zeile 5 in Algorithmus 4.2 fiir den Fall o # 3. Weiterhin entfallt
der Updateschritt fiir alle Diagonalblécke, iiber denen kein Subblock liegt. Dies sind alle Diagonalblécke K
mit « € {1,...,7} bis zur Reduktionsgrenze 7.

Zusammenfassend konnen zur Cholesky—Reduktion einer Kitematrix folgende Vereinfachungen getroffen werden;
bis zur Reduktionsgrenze 7 mit o € {1,...,7} und 8 € {1,...,n} gilt:

o die drei Schritte der Cholesky—Reduktion beziehen sich nur auf die Blocke K o (Cholesky), K3 (Update)
und K g (Substitution) in dieser Reihenfolge,

o die Reduktion der drei Blocke K ., K o3, K gs ist unabhéngig von der Reduktion der Blocke K-, K s,
Kssmit ye{l,...,7},v#aund § € {1,...,n},n # B.

Algorithmus 4.4 ist durch Anbringen dieser Vereinfachungen aus dem Block-Cholesky—Algorithmus 4.2 entstan-
den. Da aufgrund der Definition der Kitematrix in Abschnitt 3.2 bis zur Reduktionsgrenze 7 keine Subblocke
vorkommen diirfen, miissen in diesem Bereich keine Substitutions— und Updateschrittte durchgefiihrt werden.
Die Cholesky—Schritte fiir die Diagonalblocke Ry, mit o € {1,...,7} aus Zeile 8 von Algorithmus 4.2 kénnen
daher in eine eigene Schleife ausgelagert werden. Die Substitutions und Updateschritte jenseits der Redukti-
onsgrenze 7 werden anschlieflend ausgefiihrt, wobei jeder Blockindex o € {1,...,7} und 8 € {r+1,...,n} nur
einmal vorkommt. Die verschachtelten Schleifen iiber o und 3 aus den Zeilen 1 und 2 kénnen daher in eine sepa-
rate Schleife iiber den Vektor der Blockkoordinaten a3 = [(«1, 81), (a2, 52), - - ., (as, Bs)] ersetzt werden. Der an
die Kitematrix angepasste Algorithmus 4.4 besteht aus zwei separaten Schleifen und einer Cholesky Zerlegung
der vollen Matrix D. In der ersten Schleife iiber o werden alle Diagonalblécke bis zur Reduktionsgrenze nach
Cholesky reduziert. In der zweiten Schleife iiber den Vektor a3 wird jeweils ein Subblock durch einen Substi-
tutionsschritt berechnet und anschlieffend der entsprechende Diagonalblock unter diesem Subblock durch einen
Updateschritt aktualisiert. Am Ende des Algorithmus wird der Teil der Kitematrix (K,g) mit @ > 7 und
B > 7, der in der Matrix D zusammenhéngend gespeichert ist, in einem Schritt mit einer Cholesky—Zerlegung
faktorisiert (sieche Abbildung 39).

Cholesky

Erst Substitution,
dann Update

O
[« N E

Cholesky

Reduktionsgrenze 7

O,

Abbildung 39: Tllustration der Cholesky—Zerlegung der Kitematrix
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Algorithmus 4.4 (Kite—Cholesky)

1 for o = 1:7

2 R0 = cholesky( Raa ) // Cholesky Schritt

3

4 for (a,8) € ap

s {

6 R.. RS = R, // Substitutionsschritt

7 Rss = Rgs — R Rap // Updateschritt in D
s }

10 D = cholesky( D )

Implementierung: Wie bereits in Kapitel 3.4 erldutert ist die Kitematrix in zwei Vektoren von Objektklassen
gespeichert, was mit der Implementierung von Algorithmus 4.4 harmoniert. Jede Objektklasse reprisentiert einen
Block der Kitematrix. Im ersten Vektor, block genannt, werden alle Diagonalbldcke und im zweiten Vektor alle
Nebendiagonalblocke gespeichert. Die Objektklassen, NeqSubBlock, die die Subbldcke reprisentieren, besitzen
einen Verweis auf die Objektklasse, die den Diagonalblock aus derselben Blockzeile enthélt. Der Verweis dient
dazu, den korrespondierenden Diagonalblock bei Durchlauf der Subblécke im Substitutionsschritt in Zeile 6 von
Algorithmus 4.4 zu adressieren. Bei der programmtechnischen Umsetzung des Algorithmus wird erst der Vektor
block durchlaufen und fiir jede der Objektklassen NegBlock bis auf die letzte die Methode NeqBlock: : chol
aufgerufen. Anschliefend wird iiber den Vektor subblock iteriert und fiir jede der Objektklassen NeqSubBlock
die Methoden NeqSubBlock: :backSubstitution und NeqSubBlock: : update aufgerufen. Zum Schluss wird die
Methode NegBlock: : chol des letzten Blocks des Vektors block der Diagonalblocke aufgerufen.

Optimierung: Die Objektklassen NeqBlock und NeqSubBlock fithren jeweils die Operationen Cholesky
Zerlegung, Riickwartseinsetzen und Matrizenmultiplikation mit einzelnen Blocken der Kitematrix aus. Dies wird
intern mit den entsprechenden BLAS/LAPACK Routinen durchgefiihrt. Diese teilen die Blocke intern wieder
in kleinere Blocke auf, so dass die verwendete Hardware optimal ausgenutzt wird. Die Hauptrechenarbeit wird
daher mit hardwareoptimierten Bibliotheken durchgefiihrt, so dass die Kitematrix nicht nur mit einer Sparse-
technik gespeichert, sondern auch hochoptimiert berechnet wird. Die verwendeteten BLAS-Routinen sind dtrsm
fiir das Riickwértseinsetzen und dgemm bzw. dsyrk fiir die Matrizenmultiplikation. Die Cholesky—Zerlegung wird
mit der LAPACK Routine dpotrf durchgefiihrt.

4.3.3 Cholesky—Verfahren mit der Kitematrix

Das Gleichungssystem
Kx=b  zunbekannt, K € R™", beR™!, (51)

bei dem die Kitematrix die Systemmatrix ist, wird in pcgma mit dem Cholesky Verfahren aus Abschnitt 4.1.4
gelost. Dazu wird die Kitematrix zu Beginn des Programms einmal nach Cholesky zerlegt und gespeichert.
Fiir die Kitematrix konnte die BLAS Routine dtrsm fiir das Vorwérts— und Riickwértseinsetzen jedoch nicht
eingesetzt werden, da es sich um eine schwach besetzte Matrix handelt. Stattdessen ist eine speziell an die
Kitematrix angepasste Implementierung zum Einsatz gekommen, die nun erldutert wird.

Die zentrale Operation beim Vorwértseinsetzen ist die Skalarmultiplikation zweier Vektoren (Summe in (35)).
Um das i-te Element ¢; des unbekannten Vektors ¢ zu berechnen, sind dies die Vektoren mit den Elementen

Ti1,...,T55—1 der i-ten Zeile von R” und den bereits berechneten Elementen des Vektors ¢ an den Stellen
1...,i—1 (sieche Abbildung 40(a)). Durch die schwache Besetztheit der Kitematrix vereinfacht sich dieses
Skalarprodukt. Der Vektor mit den Elementen r;1,...,7;;_1 der i-ten Zeile von R” hat nur sehr wenig Elemente,

weil er nur an den Stellen Nichtnullelemente hat, die in der Kitematrix Teil eines Diagonalblocks oder eines
Subblocks sind. Aufgrund der Definition der Kitematrix kann eine Zeile nur durch maximal zwei Blocke, ndmlich
einen Diagonalblock und einen Subblock gehen (siehe Abschnitt 3.2). Dieser Zusammenhang wird in Abbildung
40 gezeigt. Dargestellt sind die verwendeten Elemente fiir die Berechnung des i-ten Elementes des unbekannten
Vektors ¢; fiir eine vollbesetzte untere Dreiecksmatrix R (Abbildung 40(a)) und fiir die Cholesky Matrix einer
Kitematrix (Abbildung 40(b)). Bei der schwach besetzen Cholesky—Matrix der Kitematrix miissen bei dem
Skalarprodukt nicht alle Elemente beriicksichtigt werden. Die Kitematrix wird im Computer mit dem speziell fiir
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Abbildung 40: Benutzte Elemente beim Vorwirtseinsetzen
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Abbildung 41: Speicherung einzelner Zeilen/Spalten der Kitematrix als Vektor von Nichtnullelementen

Abbildung 42: Benutzte Elemente beim Riickwértseinsetzen
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diese Matrix entwickelten Speicherschema (siehe Abschnitt 3.4) représentiert. Ein Zugriff auf eine vollstindige
Zeile einschliefslich der Nullelemente ist nicht mdglich.

Um das Vorwérts- und Riickwértseinsetzen aus (35) und (36) mit der Kitematrix verwenden zu kénnen, werden
die Zeilen als Vektoren von Nichtnullelementen dargestellt. Ein Nichtnullelement einer Zeile der Kitematrix
besteht aus dem Spaltenindex und dem dazugehorigen Wert an dieser Stelle (siehe Abbildung 41). Wir erhalten
dadurch den Vektor z der Werte der Nichtnullelemente und den Vektor j der entsprechenden Spaltenindizes.
Die Anzahl der Nichtnullelemente einer Zeile wird mit ¢ bezeichnet, daher gilt z, 5 € R'*?. Zu beachten ist, dass
der Vektor z der oberen Diagonalmatrix R das Diagonalelement an erster Stelle hat (Abbildung 42). Beschreibt
der Vektor z jedoch eine Zeile der unteren Diagonalmatrix R’ so ist das Diagonalelement an der letzten Stelle
(Abbildung 40). Nun kénnen (35) und (36) mit geringen Modifikationen mit der Kitematrix eingesetzt werden.
Die Summen Y,_} bzw.Y}_, ., werden ersetzt durch die Summen 3 /"] bzw. > 7_,. Der Index der bereits
berechneten Elemente c;, wird dem Indexvektor j an der Stelle & entnommen, wodurch ist eine zweifache
Indizierung notwendig ist. Daher werden nur die Nichtnullelemente der Kitematrix bendttigt. Das Vorwérts—
und Riickwirtseinsetzen mit der Kitematrix ergibt sich daher zu

q—1
ci = <Z 2k Cn) /zq 1 €{l,n} Vorwiértseinsetzen (52)

k=1

q
T, = <Z 2k Cn) /z1 i €{n,1} Riickwértseinsetzen . (53)
k=2

Implementierung: Im Programm liefern die Funktion getRow () und getCol() der Klasse Kite den Vektor
der Nichtnullelemente einer beliebigen Zeile oder Spalte der Kitematrix. Da im Speicher nur die Matrix R und
nicht die Matrix R” vorliegt, muss eine Zeile der Matrix R’ mit dem Befehl getCol() erzeugt werden. Die
Spalte i der Matrix R ist die Zeile i der Matrix R”.

4.3.4 Unvollstindige Inversion aus der nach Cholesky reduzierten Kitematrix

Die Entstehung von Fiillelementen kann, wie schon erwahnt, nicht durch Umsortierung mit dem Freien Kite

Nummerierungschema umgangen werden, der Teil der Kitematrix, der die Korrelationssektoren Semi-Semi und
Semi-Full enthélt, wird nach der Inversion voll besetzt sein (Abbildung 43). Der Algorithmus zur Inversion aus
Abschnitt 4.1.5 kann jedoch an die Kitematrix angepasst werden, so dass nur die Elemente der Inversen Kitema-
trix berechnet werden, die innerhalb der Kitestruktur liegen, denn die ausserhalb der Kitestruktur entstehenden
Fiillelemente tragen, wie HANSON (1978) gezeigt hat, nicht zur Berechnung dieser Elemente bei. Die entstehende
Matrix wird unvollstindige Inverse genannt. Im Folgenden wird der an die Kitestruktur angepasste Algorithmus

0 0 0

15 — 15 — 15 —

30 — 30 — 30 —

45 — 45 — 45 —

60 — "n-._._.\ 60 — 60 —

75 — 75 — S —— 75 —

0 15 30 45 60 75 0 15 30 45 60 75 0 15 30 45 60 75
(a) Kombinierte Kitematrix (b) Cholesky zerlegte Kite- (¢) Invertierte Kitematrix
matrix

Abbildung 43: In der Kitestruktur entstehen bei der Inversion im Gegensatz zur Cholesky—Zerlegung Fiillele-
mente

vorgestellt. Da nur die Elemente der inversen Kitematrix berechnet werden sollen, die auch in der Kitematrix
ungleich Null sind, soll nun untersucht werden, welche Elemente dazu gebraucht werden. Der Korrelations-
sektor Full-Full der Kitematrix wird immer als volle Matrix gespeichert, da hier alle Parameter als korreliert
betrachtet werden. Aus diesem Grund kann die rekursive Inversion in diesem ganzen Block ohne Beachtung von
Fiillelementen von unten nach oben durchgefiihrt werden. Am Ubergang zu dem Korrelationssektor Semi-Full
bzw.. Semi-Semi, soll die nachfolgende Betrachtung ansetzen. Es ist nun die erste Zeile der inversen Kitematrix
iber dem Korrelationssektor Full-Full 7zu berechnen. Abbildung 44 zeigt die Ausgangssituation. Die Matrix
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wird in diesem Beispiel weiterhin mit A, deren Inverse mit B und die Partitionen der aktuell zu berechnenden
Teilinversen nach (38) mit A;; bezeichnet. Dabei soll angenommen werden, dass drei Elemente des Blocks A

[]
- ] By,
[]

Nullelement

Abbildung 44: Ausgangssituation eines Rekursionsschrittes in der Struktur der Kitematrix

gleich Null sind. Es soll nun darauf geachtet werden, welche Elemente des Blocks Bgs aufgrund des Auftretens
dieser Nullelemente nicht bens6tigt werden, weil mit ihnen wirkungslose Multiplikationen berechnet werden. Wie
man in Abbildung 45 sieht, besteht der Block Bis nach der Inversion nur noch aus Nichtnullelementen. Dabei

Hellgraue Elemente liefern
Nullelemente keinen Beitrag zum Ergebnis

/_Ij

BlZZY L1 [ X =

Gestrichelte Elemente —#{ | 3] Fiillelemente
tragen nur zur Berechnung
der Fiillelemente bei

Abbildung 45: Berechnung des Blocks Bis innerhalb eines Schrittes der rekursiven Inversion

sind drei Fiillelemente entstanden. Aufgrund der Nullelemente an den Positionen 1-3 in Block A5 tragen die
Zeilen 1-3 des Blocks By nicht zum Ergebnis von Block B1o bei. Die nicht benétigten Elemente sind hellgrau
hervorgehoben. Auf die Berechnung der gestrichelt eingezeichneten Fiillelemente in Block Bis kann nur dann
verzichtet werden, wenn sie auch zur Berechnung von Block Bj; nicht beitragen (Abbildung 46). In der Be-

Fiillelemente liefern

keinen Beitrag zum Ergebnis

Bll — —1 B i } Nullelemente
X

Abbildung 46: Berechnung des Blocks B;; innerhalb eines Schrittes der rekursiven Inversion

rechnung des Blocks B1; wird der neu berechnete Block B1s mit dem transponierten Block Ajs multipliziert.
Man sieht, dass die neu berechneten Fiillelemente in diesem Schritt mit den urspriinglichen Nullelementen an
der gleichen Stelle multipliziert werden und daher nichts zu dem Ergebnis von Block B;i; beitragen. Auf die
Berechnung der Fiillelemente kann daher vollstdndig verzichtet werden. Dieser Zusammenhang wird durch die
folgende Regel ausgedriickt.

Regel 4.1 (Vernachlissigung von Fiillelementen) Enthdilt eine Zeile bei der rekursiven Inversion durch
Partitionierung Nullelemente aufSerhalb der Diagonalen, so kann auf die Berechnung der Fiillelemente an diesen
Stellen verzichtet werden, weil diese keinen Einfluf auf die Berechnung der anderen inversen Elemente haben.
Liegt ein Nullelement in Spalte j der aktuellen Zeile vor, so wird die Zeile und die Spalte j des Blocks Bas
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nicht bendtigt. Anders ausgedriickt heisst das, wenn in der aktuell berechneten Zeile nur ein Nichtnullelernent
an Position j vorliegt, so wird zur Berechnung der ganzen inversen Zeile nur das Element der Zeile und Spalte
7 aus Bas bendtigt. |

Ersetzt man die Skalare durch Blocke, so kann angegeben werden, welche Blocke benétigt werden, um eine
vollstéandige Blockzeile der unvollsténdigen inversen Kitematrix zu berechnen. Laut Definition der Struktur der
Kitematrix (Abschnitt 3.2) gibt es in jeder Blockzeile der Kitematrix nur einen Diagonalblock und maximal
einen Nebendiagonalblock. In Blockkoordinaten ausgedriickt bedeutet das, dass fiir die Berechnung der Blocke
Kg;l) und K((l;,l) der inversen Kitematrix nur der Block Kg},l) aus dem Korrelationssektor Full-Full und die
beiden Blécke R, und R,g aus der reduzierten Kitematrix R bend&tigt werden. Alle anderen Blocke sind unab-
hingig davon. Daher konnte der Algorithmus zur Berechnung der unvollstindigen, inversen Kitematrix gut auf
das neue Speicherschema, bei dem ein Vektor von Diagonalblécken und ein Vektor von Nebendiagonalbl6cken
gespeichert wird, angewendet werden. In Algorithmus 4.5 gelten die Bezeichnungen fiir die Kitematrix, die in
Abschnitt 3.2 eingefiihrt worden sind. Der Korrelationssektor Full-Full der Kitematrix wird in einer zusam-
menhingenden Matrix gespeichert und mit D bezeichnet. Sowohl dieser als auch die Diagonalblocke, fiir die es
keinen Nebendiagonalblock gibt, sind innerhalb der Inversion vollkommen unabhéngig vom Rest der Kitema-
trix. Fiir sie kann daher die vollstindige, rekursive Inversion separat berechnet werden. In Anlehnung an die
gleichnamige LAPACK Routine wird dieser Schritt dpotri genannt. Der Vektor a enthilt alle Blockkoordinaten
« dieser Blocke. Der Vektor a3 enthilt die Blockkoordinaten «;, §; aller Nebendiagonalblocke.

Algorithmus 4.5 (Unvollstindige Inversion der Kitematrix)

1

2 Kgl) = dpotri(D) // Inverse aus der Choleskymatrix
3
a for a € o // Diagonalblécke ohne Subblock
s 4
6 K oo = dpotri( Raa )
.
8
s for (a,B) € ap // Diagonalblécke mit Subblock
10
{

—1 _
11 K((xﬁ ) = —Ra;Raﬁ K
2 KGY = RaL (R2)T — Kap RL; (RLL)T

Implementierung: Die Technik, die vollstindige Kitematrix in den zwei Vektoren block und subblock
zu speichern, eignet sich auch fiir diesen Algorithmus. Der Zugriff auf die Subblécke und die korrespondie-
renden Diagonalblécke ist realisierbar, indem der Vektor subblock durchlaufen und der in der Objektklasse
NeqSubBlock enthaltene Verweis genutzt wird, um auf den entsprechenden Diagonalblock zuzugreifen. Die
Koordinaten fiir den Zugriff auf den korrespondierenden Ausschnitt aus dem Block D ergeben sich aus den
Startkoordinaten des aktuellen Subblocks, dessen Anzahl von Spalten und den Startkoordinaten des Blocks D,
der das letzte Element des Vektors block bildet.

Optimierung: Die Speicherung der einzelnen Blécke als Matrizen erlaubt auch hier den Einsatz von hoch-
optimierbaren BLAS/LAPACK Routinen. So wird die Inversion des letzten Blocks und der alleinstehenden
Diagonalblécke D in einem Stiick mit der LAPACK Routine dpotri durchgefiihrt. Diese Routine berechnet die
Inverse einer Matrix mit Hilfe ihrer Cholesky Matrix. Multiplikationen von Dreiecksmatrizen kénnen mit BLAS
Routinen dtrmm und von normalen Matrizen mit dgemm berechnet werden. Die Inverse einer Dreiecksmatrix er-
mittelt die LAPACK Routine dtrtri effizient, noch effizienter ist der Einsatz der BLAS Routine dtrsv fiir das
Riickwirtseinsetzen anstelle der Multiplikation mit einer inversen Dreiecksmatrix bzw. das Vorwértseinsetzen
anstelle der Multiplikation mit ihrer Transponierten.
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5 Losungsverfahren

Bei der Kombination eines hochauflésenden, regelmifiigen Datensatzes mit einem niedrig auflésenden, nicht
regelmissigen Datensatz nutzt das Freie Kite Nummerierungsschema die schwache Besetztheit der Normal-
gleichungsmatrix des hochauflésenden Datensatzes, welche aus den in Kapitel 2.1 erwdhnten Orthogonalitdten
resultiert, aus. Diese Orthogonalititen konnen ganz oder nur ndherungsweise erfiillt sein, wodurch das Freie
Kite Nummerierungsschema bei verschiedenen Losungsverfahren Anwendung findet.

5.1 Strenge Kombination von regelmifiigen und unregelmifiigen Daten

Sind die Orthogonalitdten aus Kapitel 2.1 erfiillt, so enthélt die Kitematrix exakt dieselben Eintrage, wie die
Normalgleichungsmatrix, bis auf die durch das Freie Kite Nummerierungschema geénderte Reihenfolge der Pa-
rameter. Zur Berechnung der strengen Kombination beider Datentypen kann daher die Normalgleichungsmatrix
n (21) durch die Kitematrix ersetzt werden, woraus (51) erhalten wird, welches mit dem an die Kitematrix
angepassten Cholesky—Verfahren aus Abschnitt 4.3.3 gel6st werden kann. Da beim Cholesky—Verfahren mit der
Kitematrix keine Fiillelemente entstehen, kann die sphérische harmonische Analyse wie in Kapitel 2.2 gezeigt,
bis zu einem deutlich héheren maximalen Entwicklungsgrad durchgefiithrt werden. Zur Berechnung der Vari-
anzen und Kovarianzen der unbekannten Parameter muss die inverse Kitematrix gebildet werden, wobei, wie
in Abbildung 43(c) gezeigt auch bei der Kitematrix viele Fiillelemente entstehen. Diese Fiillelemente kénnen
jedoch mit Algorithmus 4.5 umgangen werden, wodurch die unvollstiandige Inverse erhalten wird. Aus dieser
Matrix kénnen die Varianzen und Kovarianzen der unbekannten Parameter abgeleitet werden.

5.2 Das Verfahren PCGMA

Sind die Orthogonalitédten aus Abschnitt 2.1 im Gegensatz zu der Annahme aus dem vorhergehenden Abschnitt
nur ndherungsweise erfiillt, so stimmen die Elemente der Kitematrix zwar mit denen der Normalgleichungs-
matrix {berein, bilden aber nur eine Teilmenge von ihnen. Durch das Austauschen der Kitematrix mit der
Normalgleichungsmatrix werden vorhandene Korrelationen ignoriert und daher nur eine Nidherungslésung von
(21) erhalten. Die Kitematrix ist in diesem Fall jedoch eine Approximation der Normalgleichungsmatrix, weil sie,
wie Abbildung 7 zu entnehmen ist, deren diagonaldominanten Teil enthélt und nur kleinere Elemente vernach-
l&ssigt. Sie eignet sich daher als Vorkonditionierungsmatrix fiir das CG Verfahren. Durch die Moglichkeit der
Freien Kite Nummerierung, die unbekannten Parameter in verschiedene Korrelationszonen einzuteilen, kénnen
zusétzliche Korrelationen bei der Aufstellung der Kitematrix beriicksichtigt werden, wodurch die Approximati-
on der Normalgleichungsmatrix und somit die Konvergenz des Verfahrens verbessert wird. Wie oben erwéhnt,
wurde das Verfahren PCGMA neu implementiert und durch das Freie Kite Nummerierungsschema erweitert.
Das resultierende parallele Programm pcgma lduft im produktiven Einsatz sowohl auf dem Cluster des Instituts
fiir Theoretische Geodésie, als auch auf dem Supercomputer JUMP des Forschungszentrums Jiilich. Der Algo-
rithmus der Konjugierten Gradienten und die Erweiterungen, die das Verfahren PCGMA beinhaltet werden im
Folgenden kurz besprochen. Sie kénnen ausfiihrlicher in ScHUH (1996) nachgeschlagen werden. Am Ende dieses
Abschnitts wird der Algorithmus des Verfahrens PCGMA dargestellt und der nachfolgende Abschnitt wird die
Erweiterung des Verfahrens durch das Freie Kite Nummerierungsschema behandeln.

5.2.1 Methode der Konjugierten Gradienten

ScHUH (1996) hat die Methode der konjugierten Gradienten (conjugate gradients, CG) fiir die Kombination von
fast regelmifigen Datensidtzen mit nicht regelméfigen Datensétzen niedriger Auflésung vorgeschlagen. Durch
dieses Verfahren konnte der durch die Dimension der Normalgleichungsmatrix bedingte hohe Rechenaufwand
und die aufwindige Speicherung in langsamen Massenspeichern, oder Netzwerken mit vielen Computern um-
gangen werden. Das CG Verfahren ist ein schlankes System, dessen dominierende Kosten eine Matrix Vektor
Multiplikation pro Iteration ist. Den CG-Algorithmus zur Lésung eines Gleichungssystems Nx = m zeigt
Algorithmus 5.1.
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Algorithmus 5.1 (Methode der Konjugierten Gradienten)

Eingabe | N Normalgleichungsmatrix (N = AT A)
g N&herungslésung
n Rechte Seite (n = A”¢)
Ausgabe | T  Quadratsumme der Residuen des Normalgleichungssystems

T Losungsvektor

Initialisierung

o) =Nzo—n

Py = —T(0)
Iterationsschritte t = 0,1,...,1
_ T
e="T7 .
r(i_l)r(i—l) >0

Pu) = —T@) T ePi-1)

. )T
T
piyh

T(it1) = T(i) T 4P
Ti+1) =T +ah

5.2.2 Lo6sung eines Normalgleichungssystems

Wird CG dazu benutzt, ein Normalgleichungssystem zu l6sen, so braucht die Normalgleichungsmatrix N nicht
explizit aufgestellt zu werden, denn die Multiplikation eines Vektors mit der Normalgleichungsmatrix kann durch
zwei Matrix—Vektor Multiplikationen mit der Designmatrix ersetzt werden. In Algorithmus 5.1 wird dazu die
erste Zeile

o) =Nxzog—7n
gedndert in

v(g) = Amg — £ mit AeR™" und £e R™*!
o) = A v mit r € R"*! (54)

und die fiinfte Zeile
h = Np
gedndert in

g= Ap(i)
h=ATg. (55)

Dadurch wird N nicht mehr fiir den CG—Algorithmus bendtigt und die Anzahl der notwendigen Operationen
reduziert. Der CG Algorithmus ist daher mit mn Additionen und mn Multiplikationen deutlich schneller als
das Aufstellen der Normalgleichungsmatrix, welches mn? Additionen und mn? Multiplikationen erfordert. Bei
der GOCE Mission wird m ungefahr 46 Millionen (6 Monate Beobachtungszeitraum) und n ungefidhr 58 000
sein (Grad 240). Die Aufstellung der Normalgleichungsmatrix ist in diesem Fall 58 000 mal aufwindiger, d. h.
wenn die Multiplikation A« beispielsweise 10 Minuten dauert, dann wiirden bei gleicher Rechengeschwindigkeit
fiir AT A ca. 400 Tage vergehen.
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5.2.3 Lo6sung grofier Systeme

Bei grofen Ausgleichungsproblemen kann die Designmatrix oft nur mit hohem Aufwand gespeichert werden,
so dass es schneller ist, sie in jedem Iterationsschritt neu aufzustellen. Die Kosten fiir eine Iteration werden
in diesem Fall nicht mehr von zwei Matrix Vektor Multiplikationen dominiert, sondern von der Zeit fiir die
Aufstellung der Designmatrix. Die Multiplikation mit A erfordert zeilenweisen Zugriff und die Multiplikation
mit A erfordert spaltenweisen Zugriff, so dass die Designmatrix zweimal pro Iteration berechnet werden muss.
Durch Umstellung der Berechnungsreihenfolge auf blockzeilenweisen Zugriff auf die Designmatrix entsprechend
(26) und (27) ist es jedoch mdoglich, sie nur einmal pro Iteration aufstellen zu miissen. Dazu werden die Matrix
A und der Vektor g aus (55) entlang der Dimension m in S Blécke von Zeilen aufgeteilt:

A1 g1
A A, g= gs (56)
As gs

Die einzelnen Blocke g, ergeben sich nun mit Hilfe des Blocks A, und des Vektors p(;) zu
g, = Asp(z) . (57)

Durch diese Einteilung ist h als Summe darstellbar, wobei fiir die Berechnung jedes einzelnen Summanden
jeweils nur der Block s von A und g notwendig ist. In (58) ist daher nur zeilenweiser Zugriff auf die Designmatrix
notwendig.

h = iAZ (A.p) (58)

Analog dazu wird aus (54)
s
’l"(o) = Z AZ (ASCEO — ES) . (59)
s=1

Diese Technik der Aufteilung der Designmatrix und aller anderen Vektoren des CG Algorithmus, die dem R™*!
angehoren, kann sowohl dazu benutzt werden, Designmatrizen zu verarbeiten, die am Stiick nicht speicherbar
sind, als auch zur Parallelisierung. Bei der Parallelisierung werden die S Blocke der Designmatrix auf ver-
schiedene Computer verteilt und die Ergebnisvektoren aus (54) und (55) auf einem Computer gesammelt und
addiert.

5.2.4 Vorkonditionierung

Vorkonditionierung ist eine Technik zur Verbesserung der Konditionszahl £ der Systemmatrix. Die Konditions-
zahl

/\max
H(A) = 3 (60)

einer symmetrischen, positiv definiten Matrix A ist definiert als das Verhéltnis zwischen dem gréfsten und dem
kleinsten Eigenwert. Je grofer die Konditionszahl der Normalgleichungsmatrix ist desto schlechter konvergiert
die CG-Methode. Dies wird durch den Spektralradius

2
[ 1—+/K(A)
PCG_<1+\/TA)> (61)

der Methode der Konjugierten Gradienten ausgedriickt. Im Verfahren PCGMA ist die Systemmatrix die Nor-
malgleichungsmatrix IN. Das iiberbestimmte Gleichungssystem

Ax =L+ (62)

nach der Methode der kleinsten Quadrate mit dem CG—Verfahren zu 16sen hat den Nachteil, dass die Konditi-
onszahl der Normalgleichungsmatrix

k() = k(A)?
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das Quadrat der Konditionszahl der Designmatrix ist, wodurch ist eine schlechte Konvergenz zu erwarten ist.
Untersuchungen des numerischen Verhaltens der Kombination von SST und SGG Daten haben dies bestétigt.
Im PCGMA Verfahren wird daher immer mit Vorkonditionierung gearbeitet. Die Kite Struktur, die sich durch
die strenge Kombination von regelméfigen und nicht regelméfigen Daten ergibt, hat sich als sehr gute Vorkon-
ditionierungsmatrix erwiesen. Die Vorkonditionierung basiert auf der Annahme, dass die hochauflégsenden SGG
Daten ndherungsweise regelméfig sind, so dass durch Vernachléssigung der Korrelationen zwischen den Koeffi-
zienten ungleicher Ordnung eine blockdiagonale Struktur in der SGG Normalgleichungsmatrix entsteht. Durch
Kombination dieser mit der kleineren, aber vollbesetzten SST Normalgleichungsmatrix entsteht die Kitestruk-
tur entsprechend Abbildung 18. Wie in Kapitel 3 gezeigt, kann die Kitematrix effizient gespeichert werden und
alle notwendigen Operationen fiir die Vorkonditionierung mit ihr durchgefiihrt werden. Dazu wird eine repra-
sentative Matrix K gesucht, die der Normalgleichungsmatrix mdéglichst &hnlich ist, so dass die Konditionszahl
k(K ~'N) kleiner als x(IN) ist, wobei K leicht zu speichern und zu berechnen sein muss. Die Eigenschaften
treffen auf die Kitematrix zu. Dazu wird das zu 16sende Gleichungssystem in ein alternatives Gleichungssystem
transformiert, dessen Systemmatrix eine kleinere Konditionszahl hat.

Nz =n wird ersetzt durch K 'Nz =K 'n. (63)

Die Herleitung der Formeln fiir die Vorkonditionierung kann in SCHUH (1996) nachgelesen werden. Zur Durch-
fiihrung der Vorkonditionierung wird in Algorithmus 5.1 der Residuenvektor p des transformierten Gleichungs-
systems aus (63) eingefiihrt, der sich aus der Multiplikation des Residuenvektors mit der inversen Kitematrix
zu

p=K'r (64)

ergeben wiirde. Die Multiplikation mit der inversen Kitematrix wird nicht direkt ausgefiihrt, sondern durch
Vorwirts— und Riickwértseinsetzen mit der nach Cholesky zerlegten Kitematrix und dem Residuenvektor als
rechte Seite berechnet. Die Quadratsumme der Residuen 7 p wird dann durch das Skalarprodukt aus dem
Residuenvektor mit dem transformierten Residuenvektor gebildet. Die frithere Relaxationsrichtung p wird ersetzt
durch die neue Relaxationsrichtung

M=K 'p. (65)
Da die Relaxationsrichtung aber auch direkt im transformierten System durch
Iy = —puy + el (66)

berechnet werden kann (siehe Algorithmus 5.2), ist das Vorwéarts— und Riickwértseinsetzen mit der Kitematrix
nur einmal pro Iteration notwendig.

5.2.5 Dekorrelation der Beobachtungen durch digitale Filterung

Aufgrund der Charakteristik des Messprozesses werden die Beobachtungsdaten der Satellitengradiometrie hoch
korreliert sein. Die unbekannten Parameter kdnnen daher nicht in dem linearen Modell

Az =£+v mit X{£} =0T (67)
geschitzt werden, sondern in dem Modell

Az =£L+v mit 2{€} =c’P " . (68)
Daher ergeben sich die Normalgleichungen zu

ATPAx = A" PL. (69)

Vom mathematischen Standpunkt wire die Gewichtung der Beobachtungen leicht in den CG Algorithmus
integrierbar. Dazu wird die Gewichtsmatrix zerlegt in die zwei Dreiecksmatrizen

P =GG". (70)
Mit

G"A=A und G't=¢ (71)
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wird dann das Modell mit unkorrelierten Beobachtungen
Az =£+v mit X{£} =0T (72)

erhalten, siehe z. B. Kocu (1999, S. 154). Innerhalb des CG Algorithmus 5.1 wiirde somit aus (55)

h=ATGg =Ag. (73)

Die Dimension der Gewichtsmatrix ist jedoch m x m, wobei m die Anzahl der Messungen ist. Bei m = 18
Millionen wire die Gewichtsmatrix mit 2000 Terabyte nicht speicherbar. Ein weiterer Nachteil dieses Verfahrens
ist, dass fiir die Berechnung der ersten Zeile der dekorrelierten Designmatrix A die gesamte Designmatrix A
benotigt wird, was mit der in Abschnitt 5.2.3 vorgestellten Technik zur Verarbeitung grofer Systeme nicht
vereinbar ist. Innerhalb des PCGMA Verfahrens wird die Dekorrelation der Beobachtungen daher durch einen
ARMA Filter dargestellt. Die Berechnung der Designmatrix A zu den dekorrelierten Beobachtungen £ stellt
sich dann als ein Produkt mit der Filtermatrix F' dar.

A=FA 2=F¢ (74)

Die Filterung kann so implementiert werden, dass nur zeilenweiser Zugriff auf die Designmatrix notwendig ist
(ScHuUH 1996, ScHUH 2003). Die Filterung der Designmatrix ist so blockweise durchfiihrbar

A, = filter(A,) £, = filter(£,) (75)

und daher mit der Technik zur Verarbeitung grofier Systeme aus Abschnitt 5.2.3 vereinbar. Durch die End-
lichkeit der Messreihe wird die regelmissige Struktur der Korrelationsmatrix durch Randeffekte gestort. Die
strenge Beriicksichtigung dieser Randeffekte erfordert entweder die Losung von sehr grofen Toeplitz Systemen
oder eine Approximation mit zirkulierenden Systemen. Wird diese Approximation angenommen, so hat dies
zur Folge, dass die Randelemente nicht korrekt berechnet werden, da bei ARMA-Filtern auch {iber die Start-
elemente verfiigt werden muss, und dies weitgehend willkiirlich geschieht, fiihren wir eine Aufwirmphase am
Anfang der Beobachtungen ein, damit diese unkorrekten Korrelationen nicht das System storen. Der Verzicht
auf diese Messungen ist aufgrund der grofen Uberbestimmung bei der Satellitengradiometrie unkritisch, ver-
langt jedoch Beachtung bei der Parallelverarbeitung, weil jeder Prozessor seine eigene Aufwiarmphase benétigt
und die Beobachtungen daher iiberlappend verteilt werden miissen. Untersuchungen iiber den Einfluss des Auf-
wérmverhaltens bei der Parallelverarbeitung von SGG Daten sind von PLANK (2004) angestellt worden. Ist
die Uberlappung ausreichend lang, so sind keine Unterschiede mehr zwischen der Parallelverarbeitung und der
seriellen Verarbeitung zu erkennen.

In Algorithmus 5.2 wird die Filterung nicht explizit erwihnt, weil die Aufstellung der Designmatrix und ihre Fil-
terung in einem kombinierten Verarbeitungsschritt erfolgen weshalb keine Anderung am Algorithmus notwendig
ist. Die Zeit fiir die Aufstellung der Designmatrix setzt sich zusammen aus den Schritten

e Berechnung der zweiten Ableitungen des Potentials,
e Transformation der Designmatrix in ein anderes Bezugssystem,
e und Filterung,

welche ungefihr gleichlang dauern.

5.2.6 Kombination von Normalgleichungen und Beobachtungsgleichungen

In Kapitel 2.3 wurde die gemeinsame Ausgleichung von regelméfigen und unregelméfigen Daten vorgestellt.
Eine typische Anwendung des PCGMA Verfahrens ist die gemeinsame Ausgleichung von SGG und SST Daten.
Zur Aufstellung des Vorkonditionierers wird die Annahme der Regelméfigkeit fiir die SGG Daten getroffen.
Dies gilt jedoch nur fiir die Vorkonditionierung. PCGMA berechnet die strenge Kombination der voll korre-
lierten SGG Daten mit den SST Daten. Die SST Daten sollen dabei als Normalgleichungssystem vorliegen.
Die SGG Normalgleichungsmatrix ist aufgrund ihrer Grofie nicht berechenbar und erscheint daher im PCGMA
Algorithmus (Alg. 5.2) nur indirekt. Die Kombination der beiden Beobachtungstypen wird auf die Addition des
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Residuenvektors der Normalgleichungssysteme zuriickgefiihrt. Die Residuenvektoren rge, und g ergeben sich
im Initialisierungsschritt auf unterschiedliche Weise

S
Tsgg = Z [AS (Asx — Esgg)] Tsst = Ngst T — Mgt - (76)

s=1

Die Gewichtung zwischen den Datentypen wird iiber den Gewichtungsparameter « realisiert

T = Tggg + QTsst - (77)

Zu beachten ist jedoch die unterschiedliche Dimension der Systeme. Da die Satellitengradiometrie die hohen
Frequenzen des Schwerefeldes besser sehen kann, ist geplant, die SGG Daten bis Grad 240 aufzultsen. Das
Satellite-to-Satellite Verfahren eignet sich gut zur Bestimmung der niedrigeren Grade, daher werden die SST
Daten bis maximal Grad 100-150 aufgelost. Es gilt daher ng > N Durch die Umnummerierung der un-
bekannten Parameter in das Freie Kite Nummerierungsschema befinden sich die Koeffizienten, die von beiden
Beobachtungstypen geschétzt werden, immer in der Korrelationszone Full, die am Ende des Parametervektors
angeordnet ist (siehe Kapitel 2.3.2). Der SGG Residuenvektor kann daher in die Korrelationszonen Independent,
Semi und Full aufgeteilt werden. Der SST Residuenvektor hat nur Elemente in der Korrelationszone Full.

Tindependent
Tsgg = Tsemi Tsst = - (78)
Tfull Tfull

Zur gemeinsamen Ausgleichung wird daher (77) unter Beriicksichtigung von (78) durch Erweiterung von (59)
in den CG—-Algorithmus integriert.

S Lindependent
ro) =D (AT(A | @emi |~ ) + 0 (Nast @ran — nss) (79)
s=1 Ttull

Analog dazu wird (58) erweitert zu

pindependent

h = Z (AZ (AS Dsemi - ES)) +a Nsst Deann - (80)
s=1 Prun

Der vollstindige Algorithmus PCGMA mit den in den Abschnitten 5.2.1 bis 5.2.6 dargestellten Erweiterungen
ist in Algorithmus 5.2 gezeigt.
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Algorithmus 5.2 (PCGMA)

Eingabe | A, s€1,...,S Designmatrix mit auschlieRlich zeilenweisem Zugriff
4 Beobachtungen

Nyt Normalgleichungsmatrix (z. B. SST)

Ne:  Rechte Seite

g Niherungslosung
@ Gewichtungsfaktor zwischen den Normalgleichungen
I Anzahl Iterationen
Ausgabe | © Losungsvektor
'er Quadratsumme der Residuen
vTv  Quadratsumme der Verbesserungen der Beobachtungen

Initialisierung

K = buildKitePreconditioner(£)

S Lindependent
T
T = Z(As (As Lsemi - Es)) + o (Nsst Teull — Tosst)
s=1 Tl
Re
T
_ T ., T T
'U(O) = ['Ul ,’1)2,...,'05}

P(o) = solve(K, (o))
o) = =p(o)
Iterationsschritte 4 = 0,1,...,1
o T’“apm |
Ti-1)P(i-1) i>0
i) = —pg) + eIl

S Hindependent
h = Z(AST (As|  Tsemi )) + & Nst I
s=1

ILtuy
g
90y = (7. 9%,....g%)"
_ TP
I h

Taivn = 26 + 1
T+ =Tu +qh
P(iy1) = solve(K, 7 (;11))

V(i+1) = V() T 493)

5.3 Erweiterung des Verfahrens PCGMA durch FKN

Mit dem Freien Kite Nummerierungsschema ist die Moglichkeit geschaffen worden, die unbekannten Parameter
bei der sphéarischen harmonischen Analyse so umzusortieren, dass die blockdiagonale Struktur der Normalglei-
chungsmatrix zu einem regelméfigen, hoch auflésenden Datensatz an eine vollbesetzte, niedriger auflésende
Normalgleichungsmatrix beliebigen Typs angepasst werden kann. Dabei entsteht die Kitematrix mit vier Korre-
lationssektoren (Abbildung 16 auf Seite 27). Die Struktur der Kitematrix sieht vor, dass der Korrelationssektor
Full-Full vollbesetzt ist, ohne dass bei der Cholesky—Zerlegung Fiillelemente im sonstigen Bereich entstehen. Die
bisherige Strategie zur Erstellung der Kitematrix war zunéchst, den blockdiagonalen Beitrag der regelméifigen
Daten aufzustellen, welcher dann die in Abbildung 47 gezeigte Struktur besaf. Der Korrelationssektor Full-Full
beinhaltet zwar nur eine blockdiagonale Struktur, aber die Algorithmen der Kitematrix behandeln diesen wie
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100 - r
Korrelationssektor
Full-Full

0 50 100

Abbildung 47: Anpassung eines hochauflésenden Modells an ein niedriger auflésendes Modell: Gemeinsame
Koeffizienten werden am Schluss angeordnet und liegen im Korrelationssektor Full-Full

eine vollbesetzte Matrix, so dass eine vollbesetzte Normalgleichungsmatrix beliebigen Typs zu diesem Block
addiert werden kann, vorausgesetzt, die Reihenfolge der Parameter stimmt {iberein. Diese Voraussetzung wird
durch FKN erfiillt.

5.3.1 Beriicksichtigung von zusétzlichen Korrelationen

Die Vorkonditionierung mit der Kitematrix in PCGMA beruht auf der Annahme, dass die Beobachtungen der
Satellitengradiometrie ndherungsweise einen regelméfigen Datensatz und daher eine nidherungsweise blockdia-
gonale Normalgleichungsmatrix bilden. Zur Aufstellung der Kitematrix werden die Korrelationen aufserhalb der
Blockdiagonalstruktur vernachléssigt. Ein neuer Denkansatz ist nun, nicht alle Korrelationen zu vernachléssigen,
sondern auch bestimmte Bereiche ausserhalb der Blockdiagonalstruktur in die Kitematrix aufzunehmen, um die
Normalgleichungsmatrix, wie spiter erldutert wird, besser zu approximieren. Beriicksichtigung von Korrelatio-
nen zwischen benachbarten Ordnungen wéare mit der Kitestruktur vertréglich, weil die Parameter ordnungsweise
sortiert sind und so nur grofere Diagonalblécke entstiinden.

Abbildung 48 zeigt dies am Beispiel der Kombination von voll korrelierten Daten bis Grad und Ordnung 4 (blau
dargestellt) mit regelméssigen Daten bis Grad und Ordnung 10 (rot dargestellt). Die in Abbildung 48(a) schwarz
umrandeten Parameter der Ordnungen 3 und 4 sollen zusétzlich als voll korreliert angesehen angesehen werden.
Die daraus resultierenden Anderungen in der Kitematrix bei nicht geéinderter Reihenfolge der Parameter sind in

0 | |
< Sm Cm -~
0 | | | | |
50 — —
g ° B
5 i
10 — | 100 — —
T T T T T S,
10 5 0 5 10 ! !
Ordnung m 0 50 100
(a) Anderungen im Koeffizientendreieck (b) Anderungen in der Kitematrix ohne FKN

Abbildung 48: Anderungen in der Kitematrix durch Beriicksichtigung zusitzlicher Korrelationen zwischen aus-
gesuchten Ordnungen
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Abbildung 48(b) farbig dargestellt, die Umrisse der urspriinglichen Form der Kitematrix sind durch gestrichelte
Linien innerhalb der gelben und griinen Blécke gekennzeichnet. Die acht Diagonalblécke zu den Ordnungen 3 und
4 (vier pro Ordnung) verschmelzen zu einem groflen Block. Falls Nebendiagonalelemente zu diesen Ordnungen
bestehen, so wachsen die entsprechenden Blécke ebenfalls zu einem grofien Nebendiagonalblock zusammen.
Sollen im Gegensatz dazu Korrelationen zwischen den nicht benachbarten Ordnungen 2 und 4 und alle Korrela-
tionen innerhalb dieser Ordnungen beriicksichtigt werden, wie in Abbildung 49(b) durch schwarze Umrandung
hervorgehoben, so entstehen mehrere Nebendiagonalblécke in einer Zeile (Abbildung 49(a)) und die Bedingun-
gen fiir eine Kitematrix (Abbildung 23, S. 36) sind verletzt. Dadurch entstehen bei der Cholesky—Zerlegung
Fiillelemente (siche Abschnitt 4.2) und das Verfahren der Datenkombination mit der Kitematrix funktioniert
nicht mehr.

~Sm Cm -~

75 D - 'g 5 | 75 - Ry B
- ©
100 q:t‘z‘:&t‘sl:l;:‘: r 10 = 100 ! n
T 1 1 T
T T I T 10 5 0 5 10 T T T T
0 25 50 75 100 Ordnung m 0 25 50 75 100

(a) Bedingungen fiir die Kitematrix ver-  (b) Koeffizientendreieck mit vollstindig  (c) Kitematrixstruktur durch Umsortie-
letzt korrelierten Ordnungen 2 und 4 rung mit FKN erhalten

Abbildung 49: Korrelationen zwischen nicht benachbarten Ordnungen zerstéren die Struktur der Kitematrix,
wenn sie nicht in den Korrelationssektor Full-Full umsortiert werden

Das Freie Kite-Nummerierungsschema erlaubt es hingegen, fiir die Korrelationszone Full fiir jede Ordnung
den minimalen und den maximalen Grad anzugeben. So ist es moglich, wie in Abbildung 49(b) gezeigt, die
Korrelationszone Full auf die Ordnungen 2 und 4 bis zum maximalen Grad auszudehnen. Der FKN Algorithmus
(Alg. 3.3) sortiert die unbekannten Parameter anschliefend so, dass alle Parameter zu den Ordnungen 2 und 4 in
der blau dargestellten Korrelationszone Full enthalten sind. Dadurch wird zwar der Korrelationssektor Full- Full
vergrofert, aber die Kitestruktur der Normalgleichungsmatrix bleibt erhalten (Abbildung 49(c)).

5.3.2 Berechnung von zusétzlichen Normalgleichungselementen

Nur durch Umsortieren der unbekannten Parameter sind zusétzliche Korrelationen jedoch noch nicht beriick-
sichtigt. Dazu miissen die entsprechenden Normalgleichungselemente aufgestellt werden. Da der letzte Block in
der Kitematrix, welcher dem Korrelationssektor Full-Full entspricht, immer als vollstdndige Matrix behandelt
wird, kénnen, vom algorithmischen Standpunkt aus betrachtet, beliebige Elemente in diesem Block aufgestellt
werden. Es entstehen in keinem Fall zusatzliche Fiillelemente.

Die einfachste Methode, diese Technik anzuwenden, soll nun fiir die Kombination von hochauflésenden, regelmé-
Bigen Daten mit niedrigauflésenden, nicht regelmifiigen Daten wie in Beispiel 2.2 auf Seite 21 erldutert werden.
Auch fiir den regelméfigen Datensatz werden alle Normalgleichungselemente aus dem Korrelationssektor Full-
Full aufgestellt, so dass der letzte Block der Kitematrix eine Summe von zwei vollbesetzten Normalgleichungs-
matrizen der Dimension 2601 x 2601 ist. Damit ist die Annahme, dass nur Parameter des hochauflésenden
Datensatzes mit gleicher Ordnung, gleicher Paraitit des Grades und gleicher trigonometrischer Funktion mit-
einander korreliert sind, fiir alle Parameter bis {inax, ersetzt durch die Annahme, dass alle Parameter bis £ ax,
miteinander korreliert sind. Der Beitrag des regelméfigen Datensatzes zur Kitematrix entspricht daher Abbil-
dung 50(b).

Diese Strategie ist bei ersten Einsétzen des Kite Schemas zunéchst verfolgt worden, um die tatséchliche Normal-
gleichungsmatrix mdéglichst gut zu approximieren. Es stellte sich jedoch heraus, dass dieser Ansatz oft zu einer
nicht positiv definiten Kitematrix fiihrte, weshalb vielfach auf die Blockdiagonalstruktur (Abbildung 50(a))
zurlickgegriffen wurde.



5.3 Erweiterung des Verfahrens PCGMA durch FKN 67

0 0
25 25 4 r
50 - 50 A r
75 r 75 1 r
100 - 100 A
T T T T T
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
(a) Strenge Kombination (b) Neue Annahmen fiir die Vorkonditionierung

Abbildung 50: Durch die Annahme, dass bis Grad fmax, auch die Ordnungen zu den regelmifigen Daten
korreliert sind, wird der letzte Block der Kitematrix vollbesetzt

5.3.3 Das Zuordnungsproblem

Die Vorkonditionierung beim CG Verfahren hat, wie oben schon erwihnt, keinen Einfluss auf das Endergebnis,
sondern nur auf die Konvergenzgeschwindigkeit. Die bei der sphérischen harmonischen Analyse mit Satelli-
tengradiometerdaten schlecht bestimmbaren zonalen und nahe zonalen Koeffizienten &ndern sich zwischen den
einzelnen Iterationsschritten sehr stark und verlangsamen daher die Konvergenzgeschwindigkeit. Die Idee, das
Schwingen dieser Koeffizienten durch Hinzunahme von Korrelationen zu stabilisieren, fiihrte auf die in Abbildung
51 gezeigte Form der Korrelationszonen im Koeffizientendreieck. Durch diese Pfeilform wird die Korrelationszo-
ne Full fiir ausgesuchte Ordnungen bis zum maximalen Grad /,,,x, ausgedehnt. Dadurch werden alle Parameter,
die zu diesen Ordnungen gehdren aus der Korrelationszone Semi in die Korrelationszone Full verschoben. Da-
durch werden die zu diesen Ordnungen gehorenden Blocke in den Korrelationssektoren Semi-Semi und Semi- Full
der Kitematrix eliminiert. Im Gegenzug dazu wichst jedoch der vollbesetzte Korrelationssektor Full-Full der
Kitematrix. Eventuell vorhandene Korrelationen zwischen allen zonalen Koeffizienten Cyy und nahe zonalen
Koeffizienten werden dadurch voll beriicksichtigt. Abbildung 51(b) zeigt, die Veranderung der Kitematrix durch
die Verwendung der Pfeilform zur Vorkonditionierung auf. Die gestrichelten Linien stellen die Kitematrix dar,
bei der die nahe zonalen und zonalen Koeffizienten als nicht korreliert angesehen werden. Farbig dargestellt ist
die Kitematrix unter Beriicksichtigung dieser Korrelationen.

0
25 1 -
- SIm CIm -
| | | | |
0 50 - r
3 - 75 -
o
- 100 ' -
| | | | |
10 5 0 5 10 : Eh%bbbb‘: : :
Ordnung m 0 25 50 75 100

(a) Ausdehnung der Korrelationszone Full fiir die (b) Anderung in der Kitematrix durch die zu-
Ordnungen 0 bis 10 bis zum maximalen Entwick- sédtzlichen Korrelationen
lungsgrad

Abbildung 51: Pfeilform zu Stabilisierung der zonalen Koeffizienten und dadurch zur Verbesserung der Konver-
genzeigenschaften
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Mit der Forderung die Korrelationszone Full des Koeflizientendreiecks und damit den Korrelationssektor Full-
Full in der Kitematrix frei variieren zu kdnnen, muss eine eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen der
zusétzlichen Normalgleichungen aus nicht regelmifigen Datensétzen und den Elementen des Korrelationssek-
tors Full-Full realisiert werden. Es reicht nun nicht mehr aus, beide Matrizen in die gleiche Reihenfolge um-
zusortieren, da sowohl der Fall eintreten kann, dass die zusétzliche Normalgleichungsmatrix grosser ist als der
Korrelationssektor Full-Full als auch der umgekehrte Fall. Damit ist nicht mehr garantiert, dass alle Parameter
in der Zielmatrix liickenlos aufeinander folgen. Dies ist jedoch die Grundvoraussetzung fiir die Verwendung eines
Indexvektors zur Umsortierung. In einem Indexvektor I zur Umsortierung von Vektor A nach Vektor B steht
an der Stelle ¢ der Index des korrespondierenden Elementes in B, so dass gilt

A(i) = B(I(3)). (81)

Somit entsteht eine direkte Indizierung in B durch die Zahl, die in dem Indexvektor an der Stelle ¢ steht.
Die Indizierung in A ist jedoch indirekt, da die Elemente des Indexvektors nur durch ihre Position ¢ mit den
entsprechenden Elementen aus A verkniipft sind. Werden im Indexvektor zwei Elemente vertauscht, so funktio-
niert die Zuordnung nicht mehr. Ebenso funktioniert die Zuordnung nicht, wenn in A Elemente auftauchen, die
keine Entsprechung in B haben, da der Indexvektor genauso lang sein muss, wie A. Abbildung 52 verdeutlicht
diesen Zusammenhang. Die Losung fiir dieses Problem ist eine Indextabelle, die fiir Paare von Werten, die in

Adressierung:

indirekt  direkt direkt direkt
Indexvektor Indextabelle

@ Element mit Entsprechung
O Element ohne Entsprechung
O Index

Abbildung 52: Vergleich zwischen Indexvektor und Indextabelle

beiden Vektoren A und B auftauchen jeweils den entsprechenden Index in diesem Vektor speichern. Somit ist
eine eindeutige Zuordnung aller korrespondierenden Elemente in beide Richtungen moglich, unabhéngig von der
Grofse der Vektoren. Die einzige Einschrinkung ist, dass die Linge der Indextabelle kleiner gleich der Linge des
kiirzeren Vektors A oder B ist.

1| < min(|Al, |B[)

Diese Strategie ist in pcgma umgesetzt, so dass mehr Parameter in der zusitzlichen Normalgleichungsmatrix
stehen koénnen als in der Korrelationszone FFULL der FKN Nummerierung vorgesehen sind. Ebenso konnen in der
Korrelationszone FULL nun Parameter vorkommen, die nicht in den zusétzlichen Normalgleichungen enthalten
sind. Fehlende Informationen werden durch Nullinformationen ergénzt.

Numerische Tests haben gezeigt, dass die Kitematrix mit dem pfeilférmigen Korrelationssektor positiv definit
wird und die Konvergenz des CG Verfahrens damit gegeniiber der Vorkonditionierung, bei der nur der block-
diagonale Beitrag der regelméfigen Daten beriicksichtigt wird, (Abbildung 47) erheblich beschleunigt wird.

5.4 Umsetzung des Verfahrens PCGMA

Das Verfahren PCGMA ist bereits von AUZINGER (1997) und AUZINGER und SCHUH (1998) implementiert und
danach von PLANK (2002) parallelisiert worden. Durch zahlreiche Anderungen, die mit der Zeit in das Programm
eingeflossen sind, und durch die starre Implementierung der Vorkonditionierung mit der Kitematrix wurde der
Quellcode uniibersichtlich und schlecht erweiterbar. So konnte das neu entwickelte Kite-Nummerierungsschema
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nicht mehr in das alte Programm integriert werden und es wurde daher unumgénglich, das gesamte Verfahren
PCGMA neu zu implementieren.

Die Implementierung erfolgte mit der objektorientierten Programmiersprache C++ und es wurde darauf geach-
tet, das Programm modular und erweiterbar zu gestalten. Der folgende Abschnitt gibt einen Uberblick iiber die
Architektur und fiihrt einige implementierungsspezifische Details aus.

5.4.1 TUberblick iiber die Architektur des Programms

Zentrale Aufgabenbereiche des Verfahrens PCGMA sind im Programm pcgma in Modulen organisiert. In der
objektorientierten Programmierung werden Module Klassen genannt. Funktionen kénnen Elemente einer Klasse
sein, die dann als Methoden bezeichnet werden. Eine Klasse dient als ein vom Rest des Programmes getrennter
Datenbereich. Die Daten in einer Klasse werden Attribute genannt. Nur die Methoden haben Zugriff auf die
Attribute der Klasse. Diese Art der Trennung von Daten wird in der objektorientierten Programmierung als
Kapselung bezeichnet.

Fiir das Programm pcgma sind ca. 90 Klassen entwickelt worden, die aufgrund ihrer Verwendung im ESA Projekt
GOCE Goce Development Kit (GDK) genannt worden sind. Die zentralen Klassen des GDK sind

o CG

Distributor

Observations

o Kite

Kernel

SGGparallel
e SSTequations

Das Programm pcgma ist nur ein kurzes Steuerungsprogramm, dass die entsprechenden Klassen instanziiert und
die Interaktion zwischen ihnen initiiert. Es besteht aus einer Master Funktion und einer Client Funktion. Die
Master Funktion wird aufgerufen, wenn der MPI Rang 0 ist, ansonsten wird die Client Funktion aufgerufen (zur
Funktionsweise von MPI siehe Anhang A.2).

Vorstellung der wichtigsten Klassen: Die einzelnen Klassen sollen nun jeweils mit ihren wichtigsten Me-
thoden und Attributen in Tabellenform kurz vorgestellt werden.

Klasse caG

Beschreibung | Die Klasse CG fiihrt den Algorithmus der konjugierten Gradienten aus. Zur Durch-
fiihrung aller Operationen mit der Kitematrix wird die Klasse Kite benutzt. Sdmtliche
Operationen mit der Designmatrix werden durch die Klasse SGGparallel ausgefiihrt, die
diese Arbeit auf die vorhandenen Rechenknoten verteilt. Die notwendigen Operationen
mit der Normalgleichungsmatrix zu den SST Beobachtungen sind nicht rechenintensiv
und werden daher von der Klasse SSTequations seriell ausgefiihrt.

Methoden relaxation

Attribute SGGparallel
SSTequations
Kite

Klasse Distributor

Beschreibung | Die Klasse Distributor ist fiir das Einlesen der Daten und fiir das Verteilen der richtigen
Datenpakete an die verfiigharen Computer im Cluster zusténdig. Ein Datenpaket stellt
jeweils ein Objekt der Klasse Observations dar.

Methoden getObservations
Attribute Observations
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Klasse Observations

Beschreibung | Observations stellt ein Paket von Daten fiir einen Prozessor im Cluster dar. Die Grosse
des Pakets ist frei bestimmbar und wird von der Klasse Distributor berechnet. Sie richtet
sich nach der Anzahl der verfiighbaren Prozessoren.

Methoden Send Versendet sich selbst iiber MPI
Recv Empféangt sich selbst iiber MPI

Attribute vector<double> Txx, Tyy, Tzz  Gradiometermessungen
vector<double> x, y, z Satellitenpositionen
vector<double> time Messzeitpunkte
vector< Matrix > rotations Rotationsmatrizen

Klasse Kite

Beschreibung | Die Klasse Kite beinhaltet alle Operationen, die mit der Kitematrix durchgefiihrt
werden miissen. Die Speicherung und die Algorithmen sind in Kapitel 3 ausfiihrlich
beschrieben. Da fiir die Aufstellung der Kitematrix die gesamte Designmatrix notwendig
ist, wird dieser Schritt parallel gerechnet. Objekte vom Typ Kite erstellt die Klasse
Kernel mit den Beobachtungen aus einem Datenpaket der Klasse Observations. Diese
Objekte konnen mit den Methoden Send und Recv zwischen einzelnen Rechenknoten
versendet werden. Dort werden sie anschliessend mit Hilfe des Operators += addiert.
Diese Koordinationsaufgabe wird von der Klasse SGGparallel durchgefiihrt.

Methoden save Laden einer Kitematrix von der Festplatte
load Speichern einer Kitematrix
Send Senden iiber MPI
Recv Empfangen iiber MPI
assemble Aufstellen der Kitematrix aus einem Block der Designmatrix
operator+= Addieren einer anderen Kitematrix zu dieser Instanz
addSST SST Normalgleichungsteil zum Korellationsblock Full addieren
chol Cholesky—Zerlegung der Kitematrix nach Algorithmus 4.4
invert Unvollstindige Inverse der Kitematrix nach Algorithmus 4.5
solve Losung eines Gleichungssystems mit der Kitematrix

Attribute vector< NegBlock >
vector< NeqSubblock >

Klasse Kernel

Beschreibung | Der Kernel reprisentiert die Operationen mit der Designmatrix, inklusive der blockweisen
Aufstellung. Die Aufstellung der Designmatrix besteht im Wesentlichen aus drei groften
Schritten

1. Berechnung der zweiten Ableitungen des Potentials und der Legendrepolynome
2. Rotation der Designmatrix in das Zielsystem
3. Filterung der Designmatrix zur Dekorrelation der Beobachtungen

Diese drei Schritte bendétigen ungefidhr die gleiche Rechenzeit. Der Kernel fiithrt die
Rechenschritte aus, die in Abbildung 53 rot hervorgehoben sind. Dabei kénnen beliebig
viele Instanzen des Kernels gleichzeitig laufen.

Methoden buildKitePreconditioner Stellt einen Summand der Kitematrix auf.
processObservationsInitial Aufstellung und Anwendung der gesamten Designmatrix
processObservations Aufstellung und Anwendung der gesamten Designmatrix

Attribute
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Klasse SGGparallel

Beschreibung | SGGparallel steuert die parallele Berechnung und Anwendung der Designmatrix, die durch
die Beobachtungen der Satellitengradiometrie entsteht. Nur auf dem Master existiert ei-
ne Instanz der Klasse SGGparallel. Diese veranlasst die Berechnung und Anwendung der
Designmatrix auf den Clientprozessoren durch die Klasse Kernel. Die Ergebnisse der ein-

zelnen Kernel Objekte werden iiber MPI gesammelt und aufsummiert, bevor sie an die

Klasse CG weitergegeben werden.
Methoden buildKitePreconditioner veranlasst parallele Berechnung der Kitematrix

processObservationsInitial veranlasst parallele Anwendung der Designmatrix

processObservations veranlasst parallele Anwendung der Designmatrix
Attribute Distributor Verteilen der Beobachtungen auf die Clientprozessoren
Klasse SSTequations

Beschreibung | SSTequations ist zustindig fiir alle Operationen mit dem SST Normalgleichungssystem.
Dies beinhaltet das Lesen und das Multiplizieren mit der Normalgleichungsmatrix, um
den Summanden zum Teil des Residuenvektors zu berechnen, der in der Korrelationszone

Full liegt.
Methoden multiplyInitial Berechnung des Residuenvektors im Initialisierungsschritt

multiply Berechnung des Residuenvektors

Attribute

5.4.2 Programmablauf und Parallelisierung

Nach der Vorstellung der einzelnen Bausteine sollen diese jetzt zu einem Programm zusammengestellt werden.
Die Programmabschnitte, die die Hauptrechenzeit verbrauchen werden identifiziert und die gewéhlte Technik
zur Parallelisierung dieser Programmabschnitte wird vorgestellt.

Abbildung 53 zeigt zunichst eine Prinzipskizze des seriellen Programmablaufs von pcgma. Diese Darstellung
zeigt den Programmablauf aus algorithmischer Sichtweise.
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Daten lesen Kernel: :buildKitePreconditioner
SGGparallel: :buildKitePreconditioner
S
_ T
Kive: sadassT RN - -
‘Kitematrix addieren ‘ SGGparallel: :processObservationsInitial
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SSTequations::multiplyInitial

‘ Normalgleichungen beriicksichtigen ‘

Kite::solve

Transformierten Residuenvektor aufstellen

(Vorkonditionierung)
, Nein
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Berechnung von e, IT Kernel: :processObservations
SGGparallel: :processObservations
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‘ Normalgleichungen beriicksichtigen ‘

‘Berechnung von q,x,r ‘

Kite::solve
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(Vorkonditionierung)
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Abbildung 53: Flussdiagramm fiir das Programm pcgma. Rot dargestellt sind besonders zeitintensive Rechen-
schritte.
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6 Numerische Untersuchungen zum Einsatz von FKN bei der Vor-
konditionierung

6.1 Verwendete Datensitze

Die Wirkung der neuen Vorkonditionierungsstrategie soll an einer Kombination von Satellitengradiometriedaten
(SGG) mit Satellit zu Satellit Beobachtungen (SST) gezeigt werden. Die verwendeteten Datensétze sind simu-
lierte GOCE Daten, welche auf der Grundlage des bekannten Schwerefeldmodells EGM96 berechnet worden sind.
Die SGG Daten liegen als beobachtete Schweregradienten T,;, Ty, 1. in den drei Koordinatenrichtungen z, y, 2
eines lokalen Koordinatensystems vor. Diese stellen die Diagonalglieder der Matrix der zweiten Ableitungen des
Gravitationspotentials

T;E;E Twy T;Ez
T=|Tys Tyy Ty | , (82)
sz sz Tzz

des sogenannten Schweretensors dar. Sie werden im Beobachtungsvektor £ zusammengefasst. Zur Simulation
von fehlerfreien Gradienten wird der lineare Zusammenhang

L= Azx (83)

zwischen den Potentialkoeffizienten Cy,,, und Sy, welche im Vektor & zusammengefasst sind und den Schwe-
regradienten T'.,Tyy,T.. , welche im Vektor £ zusammengefasst sind, genutzt. Die Designmatrix ist nur von
der Bahn des Satelliten abhingig und wird fiir einen angenommenen GOCE Orbit aufgestellt. Die Multipli-
kation der Designmatrix mit den Potentialkoeffizienten des EGM96, zusammengefasst im Vektor x ergibt die
fehlerfreien, simulierten GOCE Beobachtungen. Diese fehlerfreien Beobachtungen sind mit einem Rauschen ver-
falscht worden, das die erwartete Fehlercharakteristik des Messinstruments widerspiegelt. Die auf diesemm Wege
entstandenen Testdaten besitzen die in der nachfolgenden Tabelle beschriebenen Eckdaten.

Verwendete SGG Testdaten

Positionen 2546134 Unbekannte Parameter 22797

Messungen 7638402 Signalgehalt bis Grad und Ordnung 150
Messzeitraum 29,5 Tage Schwerefeldmodell EGM96

Erdumlaufe 471 Fehlercharakteristik zu erwartendes Messrauschen
Liegt vor als Tow, Tyy, Tz

Zur Bestimmung der niedrigen Frequenzen des Erdschwerefeldes werden die SGG Daten mit SST Daten kom-
biniert, welche ebenfalls auf Basis des EGM96 simuliert worden sind. Die SST Daten liegen bereits als Nor-
malgleichungssystem bis Grad und Ordnung 50 vor und sind im Gegensatz zu den SGG Daten fehlerfrei. Die
nachfolgende Tabelle beschreibt die SST Daten.

Verwendete SST Testdaten
Positionen 2546 134 Unbekannte Parameter 2597
Messungen 2546 134 Signalgehalt bis Grad und Ordnung 50
Messzeitraum 29,5 Tage Schwerefeldmodell EGM96
Anzahl Umliufe 471 Fehlercharakteristik fehlerfrei
Liegt vor als N=ATA x=A"¢

6.2 Testszenario

Die verwendeten Daten sind nicht optimal in dem Sinne, dass sie eine Losung mit der von GOCE angestrebten
Genauigkeit erzielen kénnen, denn es handelt sich um Testdaten eines frithen Entwicklungsstadiums, bei denen
das Fehlerverhalten des Messinstrumentes schlecht simuliert ist. Trotzdem sind sie geeignet die Wirkung der
neuen Vorkonditionierung zu zeigen. Dazu soll zunéchst ein Ergebnis préisentiert werden, das in diesem Zusam-
menhang als Solllosung dienen kann, da es mit dem besten Vorkonditionierer und ausreichend vielen Iterationen
berechnet worden ist. Es stellt daher das beste Ergebnis dar, welches mit diesen Daten und der angegebenen
Methode erreichbar ist. Fiir die Auswertung der Daten bis zum maximalen Entwicklungsgrad von 150 sind 192
Prozessoren verwendet worden, wie die erste Zeile des Logfiles belegt:

1 ATTENTION: 0031-408 192 tasks allocated by LoadLeveler, continuing... .
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Die Auswertezeit betrug 2 Stunden und 22 Minuten was den letzten Zeilen des Logfiles zu entnehmen ist:

1 INFO: Writing the final solution in CTM_EGM_I

2> INFO: Creating CTM_COM_RWP_|

3 INFO: Saving the filtered residuals in CTM_COM_RES
4+ INFO: Time elapsed: 8534.81 seconds.

5 INFO: Finished.

U die Ergebnisse der Berechnungen in einer standardisierten Form zu erhalten, wurde am Institut fiir Theore-
tische Geodésie eine Software entwickelt, die die Ausgabedateien von pcgma ohne Benutzerinteraktion in einem
ca. 10—seitigen Technischen Bericht auswertet und darstellt. Das berechnete Schwerefeld wird mit einem vorher
angegebenen Sollmodell verglichen, wobei die zu untersuchende Losung mit test und das Sollmodell mit true
bezeichnet wird. Ausgesuchte Darstellungen aus dem Technischen Bericht werden im Folgenden benutzt, um das
Referenzergebnis fiir diesen Testdatensatz im Vergleich zum EGM96 darzustellen. Im nachfolgenden Abschnitt
werden drei Vorkonditionierungsvarianten auf die gleiche Art miteinander verglichen, um die Effizienz der neuen
Vorkonditionierung zu zeigen. Fiir die Darstellung der Ergebnisse in Abbildung 54 werden die Differenzen der
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Abbildung 54: Vergleich der Koeffizienten mit denen des EGM96. Die Ergebnisse wurden erhalten durch Vor-
konditionierung mit der Variante Pfeil

Koeffizienten

ACy,, = |Cgsst) . Cg:;ue)L ASy,, = |S(test . (true)| (84)

Em

gebildet und gradweise zusammengefasst, wobei der Mittelwert

¢
mean __ 1
o = g;lm%m+A&m% (%)
der Median
o °t" = median (ACp, ASp,) mit m e {0,...,0} (56)

und das Maximum
o™ = max (ACem, ASp,) mit m € {0,...,0} &

verwendet werden. Diese drei Kurven werden mit einer logarithmischen, einheitslosen Skala auf der y—Achse

und mit dem harmonischen Grad auf der x Achse dargestellt. Die in rot eingezeichnete Kurve basiert auf der

sogenannten rule of thumb von KAaurA (1966)
oy - 10~5

Var+1 27

die abschitzt, welche Grofsenordnung die Gradvarianz

(88)

4
m:O
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bei dem Grad ¢ annehmen wird. Dargestellt ist der Mittelwert der Varianz pro Grad

oy 1075

NS

der abschitzt, welche Grdssenordnung die Koeffizienten eines Grades haben. In griin eingezeichnet sind die

geschitzten Standardabweichungen o‘gteSt) der geschitzten Parameter, jeweils fiir den Grad £ mit

O_gaula _

(90)

aéte“) = median (o¢,,,,0s,,,) mit me{0,...,¢} (91)
zusammengefasst. Bei der Berechnung mit pcgma gehen diese Werte aus der Diagonalen der unvollstéindigen
Inversen der Kitematrix hervor. Sie stellen Ndherungswerte dar, weil die Kitematrix eine Approximation der
unbekannten Normalgleichungsmatrix ist. Wie Vergleiche mit der vollstindigen Varianz Kovarianzmatrix aus
DNA gezeigt haben, stimmen diese jedoch gut mit den korrekten Standardabweichungen iiberein. Die Kurven
der gradweisen Zusammenfassungen sollten unter der in griin eingezeichneten Kurve der geschéitzten Standard-
abweichungen liegen, damit gesichert ist, dass die Abweichungen der Koeffizienten vom Sollmodell im Bereich
der Standardabweichung liegen. Dies trifft im vorliegenden Szenario nur fiir das robuste Maf Median zu, der
Mittelwert liegt von Grad 2 bis Grad 40 und iiber Grad 50 iiber der Fehlerkurve, was auf starke Unterschiede
der Koeffizientendifferenzen innerhalb der Grade deutet. Dies bestitigt die Kurve der Maxima der Koeffizien-
tendifferenzen, welche teilweise eine Grofenordnung iiber der Fehlerkurve liegt. Welche Ordnungen innerhalb
eines Grades diese Abweichungen aufweisen ist in Abbildung 55 abzulesen, welche die relativen Abweichungen

ACem ASZm
(test) bzw. (test) (92)
sz Slm

in einem Koeffizientendreieck darstellt. Abbildung 54 fasst jeweils eine Zeile des Koeffizientendreiecks zu einem
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Abbildung 55: Relative Unterschiede zwischen den Koeffizienten nach (92)

Wert zusammen, weshalb Abbildung 55 Aufschluss {iber die Verteilung der Abweichungen innerhalb eines Grades
geben kann. Hier fallen die Abweichungen der zonalen und nahe—zonalen Koeffizienten auf, die besonders bei
den Graden zwischen 2 und 40 und iiber 50 auftreten, dort wo auch die Maxima in Abbildung 54 sehr gross
sind.

Ein weiteres wichtiges Werkzeug im Technischen Bericht ist die Darstellung der Gradabweichungen zwischen
den Modellen ausgedriickt als Geoidhthen

¢
o¢(N)=Ro, mit o= Z (AC? + AS? ) und R = Erdradius, (93)

m=0

sowohl gradweise, als auch kumulativ, bei den hohen Graden beginnend aufsummiert. Abbildung 56 zeigt dies an
dem vorliegenden Beispiel. Auf der x—Achse sind die harmonischen Grade und auf der logarithmischen y—Achse
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Abbildung 56: Graddifferenzen als gradweise und kumulative GeoidhShen ausgedriickt

die Geoidhohen in cm aufgetragen. Im vorliegenden Szenario ist das EGM96 bis auf 3 cm global reproduziert,
die grossten Abweichungen liegen im SGG Bereich iiber Grad 70 und bei Grad 50 ist ein Sprung zu erkennen,
der auf einen nicht optimalen Gewichtungsfaktor zwischen den SST Daten und den SGG Daten deutet. Dieser
Sprung ist auch in Abbildung 54 zu erkennen und Simulationen haben gezeigt, dass dieser mit einem geeigneten
Gewichtungsfaktor eliminiert werden kann.

Die Darstellung aus Abbildung 56 wird auch dazu genutzt, den Verlauf der Iteration zu analysieren. Dabei wer-
den alle Tterationen in einem Diagramm zusammengefasst, indem fiir jede Iteration eine Kurve mit einer anderen
Farbe gezeichnet wird. Abbildung 57 zeigt den Verlauf einer Berechnung mit 14 Tterationen. Die geographische
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Abbildung 57: Analyse der Konvergenz durch Darstellung Koeffizientendifferenzen jeder einzelnen Iteration
ausgedriickt in Geoidhéhen. Die Iterationen sind von oben nach unten aufgetragen.

Zuordnung von Berechnungsfehlern ist schlieflich mit den in Abbildung 58 gezeigten Darstellungen der Koeffi-
zientenunterschiede ausgedriickt als Geoidhohen {iber einem Referenzellipsoid. Die globale Darstellung zeigt im
vorliegenden Fall ein Muster iiber den gesamten Bereich des Aquators, welches auf systematisches Rauschen bei
der Generierung der Testdaten zuriickzufiihren ist. Um die feinen Strukturen des Unterschiedes zwischen zwei
Berechnungen besser erkennen zu kénnen, wird die globale Darstellung der Geoidhéhen aus Abbildung 58(a)
durch eine Darstellung eines Ausschnitts eines bestimmten Bereichs in Abbildung 58(b) ergénzt. Die Abwei-
chungen sind fiir die lokale Darstellung mit einem Hochpassfilter gefiltert worden, um die Feinstrukturen des
Schwerefeldes besser sehen zu kénnen.

6.3 Vergleich von drei Varianten der Vorkonditionierung

Es wurden drei Berechnungen durchgefiihrt, die sich in der Wahl der Vorkonditionierungsmatrix unterscheiden.
Die drei gewéhlten Varianten der Vorkonditionierung werden im Folgenden mit diagonal, blockdiagonal und
Pfeil bezeichnet. Die Koeffizientendreiecke und der SGG Beitrag zur Kitematrix werden fiir jede Variante in
den Abbildungen 59, 60 und 61 dargestellt.
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0° 15° 30°%E  45%E
(a) globale Darstellung (b) lokale Darstellung

Abbildung 58: Darstellung der Modellunterschiede in GeoidhShen nach (93)
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Abbildung 59: Variante diagonal: Fiir die Vorkonditionierung wird angenommen, dass sdmtliche Parameter des

SGG Datensatzes unkorreliert sind, daher werden fiir die Vorkonditionierung nur die Diagonalelemente der SGG
Normalgleichungen verwendet.
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Abbildung 60: Variante blockdiagonal: Die SST Normalgleichungsmatrix wird zu dem unten links angedeuteten
Korrelationssektor addiert.
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Abbildung 61: Variante Pfeil: Der Beitrag der SGG Beobachtungen zur Kitematrix enthélt einen vollbesetzten
Korrelationssektor Full-Full der grofer ist als die SST Normalgleichungsmatrix, weil alle Korrelationen zwischen
den Parametern der Ordnungen 0 bis 10 bis zum maximalen Grad 150 beriicksichtigt werden.
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6.4 Ergebnisse

Die Ergebnisse der drei Varianten der Vorkonditionierung sollen nun miteinander verglichen werden. Dazu soll
zundchst fiir jede Variante der gradweise Vergleich der Koeffizienten mit dem EGM96 gezeigt werden, um zu
dokumentieren, wie nah die einzelnen Varianten nach 15 Iterationen an das Sollergebnis gekommen sind.
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Abbildung 62: Vergleich der drei Vorkonditionierungsvarianten mit dem EGM96
Aufgrund der schlechten Ergebnisse mit der Variante diagonal, welche auch durch die Dokumentation der

Iterationsschritte in Abbildung 63 belegt wird, kann diese von den weiteren Betrachtungen ausgeschlossen
werden. Die global erreichte Abweichung in Geoidhéhen vom EGMO96 ist noch iiber 30 Meter.
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Abbildung 63: Konvergenzdarstellung von 15 Iterationen mit der Vorkonditionierungsvariante diagonal

Das Hinzunehmen der vier Diagonalblocke pro Ordnung durch die Variante blockdiagonal verbessert die Kon-
vergenz des Verfahrens deutlich, so ist z.B. das Ergebnis des Medians der Koeffizientendifferenzen pro Grad
in Abbildung 62(b) mit dem Ergebnis aus der Variante Pfeil (Abbildung 62(c)) vergleichbar. Dies trifft jedoch
nicht fiir den Mittelwert und das Maximum zu, denn der Mittelwert liegt durchgehend iiber der Kurve der
Genauigkeiten und das Maximum ist teilweise so groff, dass es an die Kaula—Kurve herankommt. Dies legt die
Vermutung nahe, dass innerhalb der Grade starke Abweichungen der Koeffizientenunterschiede bestehen. Diese
Vermutung wird durch die Differenzen (92), welche Abbildung 64 in Koeffizientendreiecken darstellt, bestétigt,
denn im Bereich der zonalen Koeffizienten in der Mitte des Dreiecks sind in allen Graden noch starke Abwei-
chungen vom EGMO96 zu erkennen. Diese Koeffizienten werden durch die Testdaten schwach bestimmt, weshalb
das CG Verfahren fiir die Festlegung dieser Koeffizienten noch weitere Iterationen braucht. An dieser Stelle
setzt die neue Vorkonditionierungsstrategie ein, die es erstmals erlaubt, zusétzliche Korrelationen zwischen den
unbekannten Parametern zu beriicksichtigen. Wie Abbildung 61 zeigt, konnen jetzt die Korrelationen zwischen
den schwach bestimmten, zonalen Koeflizienten in der Kitematrix beriicksichtigt werden. Dieses Verfahren fiihrt
zu den in Abbildung 64(b) gezeigten, besseren Ergebnissen. Die Ergebnisse stimmen mit der Solllésung iiberein,
wobei eine Ubereinstimmung im Bereich der geschiitzten Genauigkeit, wie der Verlauf in Abbildung 65(b) zeigt,
statt nach 15 Iterationen bereits nach der 6. Iteration eintritt. Die Variante blockdiagonal wird zu demselben
Ergebnis fiihren, jedoch wiren noch weitere Iterationen notwendig, wie aus Abbildung 65(a) abzulesen ist.

Es ist gezeigt worden, dass die neue Vorkonditionierungsstrategie durch die Moglichkeiten der Freien Kite—
Nummerierung in der Lage ist, auf die Charakteristik der auszuwertenden Daten einzugehen, wodurch eine
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Abbildung 64: Relative Unterschiede zwischen den Koeffizienten nach (92)
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Abbildung 65: Darstellung der Konvergenz bei 15 Iterationen. Die Iterationen sind von oben nach unten aufge-
tragen.
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deutlich schnellere Konvergenz erzielt wird. Im vorliegenden Beispiel konnte die Hinzunahme von Korrelationen
zwischen den Koeffizienten bis zum maximalen Entwicklungsgrad fiir die Ordnungen 0 bis 10 die Anzahl der
notwendigen Iterationen auf ein Drittel reduzieren. Das Freie Kite-Nummerierungsschema kann nun in dem
bestehenden Softwarepaket pcgma angewendet werden, um bei der Auswertung der GOCE Daten durch an die
Daten angepasste Vorkonditionierung kurze Rechenzeiten zu ermdoglichen.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde gezeigt, welche Probleme bei der sphirischen harmonischen Analyse auftreten, wenn
hochauflosende regelméfige Datensitze mit niedriger auflésenden, nicht regelméfiigen Daten in einer gemeinsa-
men Ausgleichung kombiniert werden. Die Auswirkung der Variation der Reihenfolge der unbekannten Para-
meter auf die Besetztheitsstruktur der Normalgleichungsmatrix des regelméafiigen Datensatzes und auf die aus
der Kombination resultierende Normalgleichungsmatrix wurde analysiert und auftretende Speicherbeschrén-
kungen wurden aufgezeigt. Die Arbeit von SCHUH (1996) wurde fortgefiihrt, indem die Schwachpunkte des
Kite-Nummerierungschemas behoben und das Freie Kite-Nummerierungsschema (FKN) entwickelt worden ist.
Dieses erlaubt, bei der Kombination unterschiedlicher Datensétze fiir jede Ordnung jedes Datensatzes einen mi-
nimalen und einen maximalen Grad anzugeben, unter Beibehaltung der Kitestruktur der kombinierten Normal-
gleichungsmatrix. Zur Nutzung des freien Kite Nummerierungsschemas wurde ein Speicherschema vorgestellt,
das die Blocke der Normalgleichungsmatrix in zwei Vektoren von Matrizen speichert. Die mit der Kitema-
trix notwendigen Operationen zum Ldsen eines Normalgleichungssystems und zur Abschétzung der Varianzen
der geschétzten Parameter wurden an die Struktur der Kitematrix und das gewéhlte Speicherschema ange-
passt. Mit dem Freien Kite-Nummerierungschema kann eine strenge Datenkombination von regelméfigen und
nicht regelméfigen Datensédtzen bei frei wihlbarer Parametrisierung mit geringem Speicherplatzbedarf berech-
net werden. Ein weiterer Einsatzbereich fiir das Freie Kite Nummerierungsschema ist die Vorkonditionierung
bei iterativen Verfahren. Das PCGMA Verfahren von SCHUH musste neu implementiert werden, um das Freie
Kite-Nummerierungschema integrieren zu kénnen. Das dabei entstandene Programm pcgma wird zur Auswer-
tung der GOCE Daten im Auftrag der ESA verwendet werden. Es wurde parallel implementiert und bereits mit
bis zu 512 Prozessoren auf dem Supercomputer JUMP am Forschungszentrum Jiilich erfolgreich eingesetzt.
Testrechnungen belegten den Erfolg des Freien Kite-Nummerierungsschemas bei der Vorkonditionierung und
erlaubten die Reduktion der notwendigen Iterationen um 50-70 Prozent. Das Programm pcgma ermdoglicht in
Verbindung mit FKN eine Vielzahl von Untersuchungen zur datenangepassten Vorkonditionierung und ist somit
ein wichtiges Werkzeug fiir die zukiinftige Auswertung der GOCE Daten.
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A Numerische Optimierung

In diesem Abschnitt werden Methoden vorgestellt, um die Laufzeit von numerischen Algorithmen zu verkiirzen.
Die beiden Hauptsédulen sind dabei die Hardwareoptimierung durch optimierte Bibliotheken und die Verwendung
von mehreren Computern parallel. Detailliertes Hintergrundwissen zu Optimierung von numerischen Algorith-
men auf heutigen Prozessoren liefert WHALEY (2004).

A.1 Hardwareoptimierung

Unter dem Begriff Hardwareoptimierung wird in diesem Kapitel die Beschleunigung der Ausfiithrungsgeschwin-
digkeit von Algorithmen der linearen Algebra verstanden. Es wird gezeigt, dass die Rechengeschwindigkeit
moderner Prozessoren mit einem einfachen Programmieransatz oft nur zu einem Bruchteil ausgenutzt werden
kann. Mit relativ geringem Aufwand kénnen numerische Algorithmen jedoch so umstrukturiert werden, dass
eine wesentlich hohere Effizienz erreicht wird.

A.1.1 Optimierung von Speicherzugriffen

Computer besitzen im Allgemeinen eine hierarchische Speicherstruktur. Das obere Ende dieser Hierarchie bildet
vereinfacht gesagt, der Prozessor. An den Prozessor angeschlossen ist eine kleine Menge sehr schnellen Spei-
chers. Dieser ist wiederum mit einer grofieren Menge von Speicher verbunden, der nicht ganz so schnell ist. Diese
schnellen Speicher werden caches genannt, wobei der schnelle Speicher, der mit dem Prozessor verbunden ist
Level 1 Cache (L1) und der grofere Level 2 Cache (L2) genannt wird. An den L2 Cache ist der Hauptspeicher
angeschlossen, der wiederum grofier, aber auch langsamer ist. Der Sinn des Caches liegt darin, kiirzlich verwen-
dete Daten nicht jedesmal aus dem relativ langsamen Hauptspeicher laden zu miissen, sondern diese Daten in
einem Zwischenspeicher vorzuhalten zu kdnnen, auf den fast ohne Verzogerung zugegriffen werden kann. Wenn
eine Speicherstelle im Cache gefunden wird, bezeichnet man das als Cache Hit, ansonsten als Cache Miss. Tritt
ein Cache Miss auf, so wird die gesuchte Speicherstelle aus dem Arbeitsspeicher in den Cache geladen, wodurch
eine Verzogerung eintritt. Hierbei wird davon ausgegangen, dass das Programm auch weitere Speicherstellen
aus diesem Bereich ansprechen wird.

Deswegen sind Caches so aufgebaut, dass immer eine feste Anzahl von Bytes gleichzeitig gelesen wird. Diese
festgelegte Bytefolge nennt man Cache-Line. Bei einer Lange von 128 Byte passen in eine Cache Line Beispiels-
weise 16 Fliefkkommazahlen im double-Format. Mit Caches wird versucht, die mittlere Zugriffsgeschwindigkeit
auf die Daten des Hauptspeichers zu verringern, basierend auf den Annahmen

e Die Werte werden mehrfach verwendet und

e wurde ein Wert im Speicher benutzt, so wird mit hoher Wahrscheinlichtkeit anschliefend der nachfolgende
Wert benutzt.

Hierarchisches Speichermodell Diese Strategie, die langsame Ubertragungsgeschwindigkeit eines Speicher-
mediums durch Zwischenschalten eines kleineren, schnellen Speichers zu verstecken (engl. to cache) lasst sich
auf alle Hierarchieebenen eines Computers iibertragen. In Abbildung 66(a) ist das Hierarchiemodell eines PC’s
dargestellt. Beispielsweise dient der Cache dazu, die langsame Geschwindigkeit des Arbeitsspeichers vor der
CPU zu "verstecken”., indem er gelesene Werte zwischenspeichert, in der Annahme, dass sie ein zweites Mal
verwendet werden. Auf dem Feld der parallelen Programmierung kann zum Beispiel der Arbeitsspeicher dazu
dienen, kiirzlich iiber das Netzwerk empfangene Daten zwischenzuspeichern, um sie bei mehrmaliger Verwen-
dung schneller aus dem Arbeitsspeicher als aus dem Netzwerk laden zu kénnen (Abbildung 66(b)). Das Prinzip

N
LR,

Festplatten

l Netzwerk
Bénder / USB / etc.

(a) Einzelner Computer (b) Computer im Netzwerk

Abbildung 66: Hierarchieebenen eines Computers
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der Zwischenspeicherung basiert auf der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeit fiir die Verwendung benachbar-
ter Speicherpldtze hoher ist als die von weiter entfernten. Je eher die Annahmen zutreffen desto besser kann die
Arbeitsgeschwindigkeit durch Zwischenspeicherung verbessert werden. Durch geeignete Organisation der Daten
kann der Programmierer zur Erfiillung dieser Voraussetzungen beitragen. Diese Vorteile konnen besonders auf
numerische Algorithmen {ibertragen werden.

Profitieren von Cache—Speichern: Die Technik der Ausnutzung von Cache Speichern soll nun an einem
Beispiel erlautert werden. Ziel dieser Technik ist es, zur Durchfithrung eines Algorithmus die Daten so zu
organisieren, dass mehrfach verwendete Daten nahe beieinanderliegen, und dadurch mdoglichst viele Cache Hits
erzielen werden. Weiterhin ist die Berechnungsreihenfolge so zu wihlen, dass die Wiederverwendungsrate der
Zahlen im Cache mdglichst hoch ist. Die Matrizenmultiplikation eignet sich besonders fiir diese Umorganisation
von Daten.

Beispiel A.1 (Matrizenmultiplikation) Es sollen zwei Matrizen A und B der Dimension n X n nach Al-
gorithmus (A.1) miteinander multipliziert werden und das Ergebnis zur bestehenden Matriz C addiert werden.

C=C+AB A B,CcR™" (94)
n

Algorithmus A.1 (Matrizenmultiplikation)

1 void multiply( Matrix &A, Matrix &B, Matrix &C )

2 A
3 for(inti=0; i< C.rows(); ++i)
4 for(intj=0;j < C.columns(); ++j)
5 for(int k = 0; k < A.columns(); ++k )
6 C(i.j) += A(i,k) * B(k.j);
7
}

Bei den nachfolgenden Betrachtungen wird von einem vereinfachten Computermodell mit den Hierachieebenen
Prozessor, Cache und Arbeitsspeicher ausgegangen. Der Prozessor kann drei Zahlen gleichzeitig in seinem inter-
nen Speicher, den Registern halten. Jeder Wert, der fiir eine Berechnung verwendet wird, muss vorher von dem
Prozessor geladen werden. Dazu schaut er zunéchst im Cache nach, ob diese Zahl dort vorhanden ist, und ladt
sie mit geringem Zeitverzug von dort. Da die Berechnungsgeschwindigkeit heutiger Prozessoren héher als die
Lesegeschwindigkeit von Caches ist, kann die Zeit Tayin fiir die eigentliche Berechnung vernachléssigt werden.
Mit Typitn wird im Folgenden nur die Zeit bezeichnet, die beno6tigt wird, um eine Zahl aus dem Cache zu laden
oder in ihn zu schreiben. Ist die Zahl jedoch nicht im Cache, so muss die Berechnung unterbrochen und die
Zahl aus dem Arbeitsspeicher in den Cache geladen werden, wobei eine Verzogerung von Tem eintritt (siehe
Abbildung 67). Der Zeitaufwand Ty, fiir die Matrizenmultiplikation ist daher die Summe der Zeiten fiir die

Prozessor

a T‘wihh

+

m Tem

h 4

Arbeitsspeicher

Abbildung 67: Vereinfachtes Speichermodell

Rechenoperationen Ty, i¢n und die Speicherbewegungen Tinem

Tmult =a Tarith +m Tmem . (95)
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Die Anzahl der Zahlen, die zwischen Cache und Prozessor kommuniziert werden, wird mit ¢ und die Summe
der Speicherbewegungen aus und in den Arbeitsspeicher mit m bezeichnet. Es soll nun eine Aufteilung der
Matrizenmultiplikation in kleinere Einheiten gefunden werden, bei der m minimiert wird.

Im Fall der Matrizenmultiplikation von quadratischen Matrizen miissen n® Multiplikationen und n® Additionen
durchgefiihrt werden. Um das Ergebnis zum vorherigen Wert der Matrix zu addieren, muss diese geladen und zum
Schluf geschrieben werden. Da die Zugriffsgeschwindigkeit auf den Cache meistens eine Grofenordnung schneller
als die Zugriffsgeschwindigkeit auf den Arbeitsspeicher ist, soll in unserem Beispiel Tyt = 0.1 Sekunden und
Tmem = 1 Sekunde sein.

Durch Variation der Cachegrofie kann nun ein Worst—Case und ein Best—Case Speichermodell konstruiert wer-
den. Fiir jedes Modell wird eine Tabelle angegeben, die a und m aufschliisselt und Ty, fiir die Matrizengrofse

n x n = 20 x 20 angibt.

e Worst-Case: Der Cache wird nicht benutzt und deshalb muft der Prozessor vor jeder Multiplikation zwei
Zahlen aus dem Arbeitsspeicher laden. In diesem Fall ist a gleich m und die Arbeitsgeschwindigkeit wird

vom Arbeitsspeicher bestimmt.

a m Tonut = 0.1 [s]a+ 1[s]m
Lesen aus A n3 n?
Lesen aus B n3 n?
Lesen aus C n? n?
Schreiben in C n? n?
> 2n®+2n% | 2n3 +2n?
nxn=20x 20 16800 16800 18480

e Best-Case: Der Cache ist so grofs, dass alle Matrizen A, B und C auf einmal in den Cache passen.

| o

‘ m ‘Tmultzo.l[s]a—i—l[s]m

Lesen aus A n3 n?
Lesen aus B n3 n?
Lesen aus C n? n?
Schreiben in C n? n?
> 2n34+2n? | 4n?
nxn=20x 20 16800 1600 3280

Die Berechnugen dieser beiden Tabellen wurden nun fiir n € {1,...,30} durchgefiihrt und in Abbildung 68
dargestellt. Je grofer die Matrizen werden, desto grofer wird auch der Unterschied. In der Nutzung eines
schnelleren Zwischenspeichers steckt daher ein sehr grofies Potential.
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Abbildung 68: Theoretische Ausfiihrungszeit bei verschiedenen Dimensionen

Passen jedoch nicht alle drei Matrizen zusammen in den schnellen Cache, so empfiehlt es sich, die Matrizen in
N x N Untermatrizen aufzuteilen, wie dies in Abbildung 69 gezeigt ist und die Blockgrofe n/N dabei so zu
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Abbildung 69: Aufteilung in Blockmatrizen

wahlen, dass genau drei Untermatrizen gemeinsam in den Cache passen. Dadurch kann die Multiplikation der
Untermatrizen mit optimaler Cacheausnutzung durchgefiihrt werden. Betrachtet man die N x IV Blockmatrizen
als Skalare, so wird der Algorithmus zur Matrizenmultiplikation mit dem Worst Case Speichermodell durch-
gefiihrt, die Multiplikation der einzelnen Blocke findet jedoch mit dem Best—Case—Speichermodell statt. Durch
Variation der Blockgréfie kann man zwischen Speicherplatzverbrauch und guter Performance balancieren. Ta-
belle (8) zeigt die Anzahl der Speicherzugriffe in Abhéngigkeit von der Anzahl der Blocke N pro Zeile. Fiir die
Matrixdimension nxn = 20 x 20 und eine Einteilung in eine N x N = 4 x4 Blockmatrix mit Blockgréfe n/N =5
ist die Anzahl der Speicherbewegungen und die Gesamtdauer fiir die Multiplikation dargestellt. Wahrend im
Best Case Szenario eine Cachegrofe von 3 - (20 x 20) = 1200 Zahlen notwendig war, reicht fiir diese Version
der Matrizenmultiplikation eine Cachegrofe von 3 - (5 x 5) = 75 Zahlen aus, weil nur drei 5 x 5 Blockmatrizen
gleichzeitig im Speicher gehalten werden miissen. Trotzdem erhalten wir gegeniiber dem Worst—Case Szenario
eine Geschwindigkeitssteigerung von Faktor 3. Durch Verdnderung der Blockgrofe fiihren die Extremfille N =1

‘ Tt = 0.1[s]a+ 1[s]m

I m
Lesen aus A n? N3(£)? = Nn?
Lesen aus B n3 N3(£)? = Nn?
Lesen aus C n? N2(£)? =n?
Schreiben in C n? N?(£)? =n?
3 2n% + 2n? 2n%(N + 1)
nxn=20x20und N =4 16800 4800 6480

Tabelle 8: Block—Speichermodell

und N = n auf die Worst Case und die Best Case Methoden.

Durch Abbildung 70 wird klar, dass das Einteilen in Blockmatrizen eine sehr effektive Technik ist, um schnelle
Zwischenspeicher auszunutzen. Dargestellt sind der Best Case, bei dem alle drei Matrizen in den Cache passen
und der Worst—Case, bei dem der Cache unbenutzt bleibt. Die dazwischen liegenden Kurven zeigen Berech-
nungszeiten mit unterschiedlichen Blockgrofen von 5 bis 30. Bereits die kleine Blockgrofe von 5 liegt deutlich
nadher an dem Best Case, als am Worst Case. Mit steigender Blockgrofse konvergiert die Berechnungszeit gegen
das Best—Case Szenario, jedoch erst sehr schnell und dann immer langsamer. Es gilt daher die Faustregel ”Je
grofer die Blocke sind, desto schneller, aber den grofiten Teil des Geschwindigkeitszuwachses erreicht man schon
mit relativ kleinen Blockgrofien, d.h. mit wenig Cache.

Es wurde gezeigt, wie gut Matrizenmultiplikation sich optimieren 1aft. Da sie eine Grundoperation der Linearen
Algebra ist, konnen viele Operationen der Lineraren Algebra ebenfalls durch eine optimierte Funktion zur
Matrizenmultiplikation beschleunigt werden. Der Schliissel dazu liegt in der Verwendung von Blockalgorithmen,
bei denen Untermatrizen wie Skalare behandelt werden und die Grundoperationen Addition und Multiplikation
durch durch Matrixaddition und Matrixmultiplikation ersetzt werden. Matrixdivision kann als Multiplikation
mit der inversen Matrix, oder als Abfolge von Vorwérts- und Riickwértseinsetzen mit der nach Cholesky zerlegten
Matrix ausgedriickt werden. Die Choleskyzerlegung selber entspricht dem Wurzelziehen bei Skalaren.
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Abbildung 70: Ausfithrungszeit bei Verschiedenen Dimensionen und Blockgréfien

A.1.2 BLAS

Weil die Bedeutung der Matrizenmultiplikation fiir die Lineare Algebra mit Computern so grof} ist, wurden schon
frith die Basic Linear Algebra Subroutines (BLAS) entwickelt (LAWSON et al. 1979, DONGARRA et al. 1988). Die
BLAS enthalten Grundoperationen der Linearen Algebra, wie Vektor und Matrixmultiplikation und -Addition
und haben sich als Standard fiir numerische Software etabliert. Sie sind in drei Abschnitte, die sogenannten Level
eingeteilt. Diese Level konnen als ein Maf fiir das Optimierungspotential, das in den Grundoperationen steckt,
interpretiert werden. Das hdchste Optimierungspotential steckt in den Level 3 Routinen, weil sie Operationen
enthalten, die zwei Matrizen als Operanden haben. Die Zugehorigkeit zu einem Level wird bei allen Routinen
anhand der Operanden festgelegt. Grundsétzlich gilt, je niedriger der Level, desto weniger kann optimiert werden.
Die Level lauten im einzelnen:

| Operand 1 | Operand 2

Level 1 Vektor Vektor
Level 2 Vektor Matrix
Level 3 Matrix Matrix

Die BLAS haben immer dasselbe Interface, ihre Implementierung ist jedoch von System zu System unter-
schiedlich, weil die Hersteller von Workstations, wie SUN, SGI, oder HP sie speziell fiir ihre eigene Hardware
handoptimieren. Ein Programm, das BLAS verwendet, kann auf jeder Art von Hardware optimal schnell sein,
wenn die richtigen Bibliotheken beim Linken des Programmes verwendet werden. Es bedarf dazu keine Anderung
am Quellcode. Die Vorteile der BLAS sind daher Performance und Portierbarkeit.

A.1.3 LAPACK

Basierend auf den bestehenden Bibliotheken LINPACK und EISPACK wurde das Programpaket LAPACK
Linear Algebra Package entwickelt (ANDERSON et al. 1999). LAPACK stellt ca. 300 Routinen fiir das Losen
von linearen Gleichungssystemen, Least-Squares Loser und Routinen fiir das Ldsen von Eigenwert und Sinu-
larwertproblemen zur Verfiigung. Seine Vorginger LINPACK und EISPACK, die bereits in den 70er Jahren
entwickelt wurden, basierten zwar ebenfalls schon auf den BLAS; sie benutzten jedoch nur Level 1/2 Routinen.
LAPACK organisiert die Algorithmen, wenn méglich so um, dass Blockmatrix Operationen und somit Level 3
BLAS verwendet werden, um dem hierarchischen Speicheraufbau moderner Systeme Rechnung zu tragen. Da
LAPACK Routinen wenn immer es méglich ist BLAS Level 3 aufrufen, wird durch optimierte BLAS Routinen
auch die Leistung von LAPACK optimiert.

Verwendung von BLAS und LAPACK BLAS und LAPACK bieten die Vorteile Performance und Por-
tierbarkeit fiir den Programmierer und den Anwender numerischer Software. Der Performancegewinn ist jedoch,
wie Anfangs erwéhnt, bei den BLAS Leveln unterschiedlich. Level 3 Operationen bieten einen Geschwindigkeits-
vorteil von Faktor 10 und mehr, wohingegegen mit Level 2-1 nicht mehr als Faktor 2 zu erwarten ist (WHALEY
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et al. 2001, S. 8). Daher ist die oberste Direktive bei der Verwendung von BLAS, Blockalgorithmen zu formulie-
ren, um Level 3 BLAS verwenden zu kdnnen. Bei der Implementierung von LAPACK ist diese Direktive bereits
umgesetzt worden.

A.1.4 ATLAS

Lange Zeit war es die Doméne der Workstation- und Supercomputerhersteller handoptimierte BLAS fiir ihre
eigene Architektur anbieten zu kdnnen. Erst Ende der 90er Jahre wurden auch fiir Personalcomputer optimierte
BLAS-Routinen verfiigbar. Auf diesem Feld ist die Optimierung schwieriger, weil die Vielfalt der Prozessoren
sehr hoch ist und deren Lebensdauer auf dem Markt sehr gering, so dass optimierte BLAS erst verfiighar wé-
ren, wenn der entsprechende Prozessor schon nicht mehr aktuell ist. Daher wurde von Whaley, Petitet und
Dongarra (WHALEY und PETITET 2005, WHALEY et al. 2001) ein Projekt gegriindet, das den Ansatz ver-
folgt BLAS nicht von Hand zu optimieren, sondern diese Aufgabe einer Software zu iiberlassen, die durch
systematisches Ausprobieren verschiedener Systemparameter wie Cachegrofe, Blockgrofle usw. eine optimale
Implementierung automatisch generiert. Diesen Ansatz bezeichneten sie mit Automated Empirical Optimization
of Software (AEOS). Der Grundgedanke dieses Ansatzes ist, mit der rasanten Prozessorentwicklung nach dem
Moore’schen Gesetz mithalten zu konnen, damit auch die Leistungsfahigkeit neuer Prozessoren voll ausgeschopft
werden kann, bevor sie veraltet sind. Das Projekt, das sich speziell mit der Optimierung der BLAS beschaf-
tigt heifst Automatically Tuned Linear Algebra Software (ATLAS) (WHALEY et al. 2001, PROJECT 2006).
Die Beschleunigung der BLAS durch hinzulinken der ATLAS Bibliothek liegt im Bereich der handoptimierten
Hersteller-BLAS, manchmal sogar dariiber. ATLAS ist Open-Source und unter einer BSD Lizenz verfiigbar
(PROJECT 2006).

A.1.5 ATLAS-Alternativen

Math Kernel Library Seit einiger Zeit liefert Intel zu dem hauseigenen Compiler die Math Kernel Library
[www.intel.com]. Sie ist jedoch auf bestimmte Architekturen beschrinkt und ist fiir kommerziellen Gebrauch
nicht frei verfiighar.

Goto BLAS Der Name Goto BLAS stammt von ihrem Entwickler Kazushige Goto, der diese Routinen an der
Universitit von Texas [www.tacc.utexas.edu/ goto| entwickelt. Diese Bibliothek verfolgt einen etwas anderen
Ansatz, als zum Beispiel ATLAS und muf daher auf jede Architektur von Hand angepasst werden. Zur Zeit
gelten die Goto BLAS jedoch als die schnellste BLAS Bibliothek. Sie sind zwar frei verfiighar, jedoch nicht auf
Quellcodeebene.

A.1.6 Wie schnell kann ein Computer rechnen?

Im vorangegangenen Kapitel haben wir gesehen, dass die Arbeitsgeschwindigkeit von Computern mafsgeblich
durch die Optimierung von Speicherzugriffen verbessert werden kann. Wir haben auch gesehen, dass es durch
Verwendung geeigneter Optimierungsbibliotheken wie z. B. ATLAS leicht ist, von dieser Technik zu profitieren.
In diesem Kapitel soll nun anhand der Matrizenmultiplikation und der Choleskyzerlegung gezeigt werden, wie
hoch der Profit durch diese Bibliotheken auf verschiedenen Architekturen in der Praxis ist.

Dazu wird die Geschwindigkeit in Megaflops (Millionen FlieRkommaoperationen) pro Sekunde gemessen, die
die Computer bei dieser Aufgabenstellung erreicht haben. Diese Erkenntnisse werden anschlieffend benutzt, um
vorauszusagen, wie lange ein Computer fiir eine gegebene Problemstellung brauchen wird.

A.1.7 Benchmark

Um die erreichte Rechengeschwindigkeit zu ermitteln, wurde durch den Autor das Programm benchmark erstellt,
das sowohl die Choleskyzerlegung, als auch die Matrizenmultiplikation an Beispielmatrizen durchfiithrt und die
Zeit misst. Im Fall der Matrizenmultiplikation wurden die Zufallsmatrizen A, B und C € R™*" erzeugt und
mit ihnen die Operation C = C + AB jeweils einmal mit Algorithmus A.1 und einmal mit der optimierten
BLAS Routine dgemm durchgefiihrt. Fiir die Choleskyzerlegung wurde eine symmetrische positiv definite Matrix
N € R™ "™ erzeugt und am Platz nach Cholesky zerlegt. Dazu wurde jeweils einmal Algorithmus 4.1 und einmal
die optimierte LAPACK Routine dpotrf benutzt. Fiir beide Testreihen wurde n in 20er Stufen von 10 bis 990
erhoht. Dieser Test wurde auf drei ausgesuchten Systemen mit folgenden Prozessoren durchgefiihrt

e PC mit Intel Xeon 32 Bit-CPU mit 3.06 GHZ und 4 GB RAM
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e PC mit AMD Opteron 246 64 Bit-CPU mit 2.0 GHZ 8 GB RAM

e IBM Power 4+ 64 Bit-CPU mit 1.7 GHZ mit 128 GB RAM
Dieser Prozessor ist einer der 1312 Prozessoren des Supercomputers JUMP (JUMP 2006) des John von
Neumann-Institus fiir Computing (NIC) am Forschungszentrum Jiilich (NIC 2006).

Erreichte Geschwindigkeit bei der Matrizenmultiplikation
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Abbildung 71: Erreichte Rechengeschwindigkeiten auf ausgesuchten Prozessoren mit optimierten und nicht op-
timierten Algorithmen

Die Ergebnisse zeigt Abbildung 71. Die Berechnungen mit den Algorithmen A.1 bzw. 4.1 werden in der Legende
mit “einfache Schleifen” bezeichnet. Festzuhalten ist, dass die Blockgrofie eine Mindestgrenze von ca 300 x 300
iiberschreiten muss, damit die optimierten Bibliotheken ihre Leistung voll entfalten kdnnen. Dariiber bleibt
die Performance dann auf einem gleichbleibenden Niveau. Im Bereich der Blockgrofe zwischen ca. 50 und ca.
300 wird durch die optimierten Versionen der BLAS/LAPACK Routinen eine Leistungsexplosion erreicht. Die
Beschleunigung ist dann je nach Computer / Bibliothek 10 bis 20-fach gegeniiber den einfachen Schleifen.

Rechenzeitabschitzung Mit Hilfe des Programms benchmark konnte die tatsédchlich erreichte Rechenge-
schwindigkeit auf verschiedenen Prozessoren ermittelt werden. Um ein Gefiihl dafiir zu vermitteln, wie lange es
bei gegebenen Matrizengréfen dauern wird, eine Multiplikation durchzufiihren, dient die Abbildung 72. Sie soll
helfen die Angabe von Rechengeschwindigkeit interpretierbar zu machen. Ermittelt wurden folgende Geschwin-
digkeiten fiir Matrizenmultiplikation durch Abgreifen aus Abbildung 71a.

e IBM Power 4+: 4500 MFlops/s
e Intel Xeon 3.06 GHZ: 4000 MFlops/s
e AMD Opteron 2.0 GHZ: 2500 MFlops/s

Abbildung 72 gibt fiir diese drei Rechengeschwindigkeiten die Rechenzeit fiir Matrizendimensionen n X n mit
n € {1000, 2000, ...,10000} an, dabei wurde zwischen kleinen Matrizen, deren Berechnung im Bereich Sekunden
liegt, und grofsen Matrizen, deren Berechnung im Bereich Stunden liegt, unterschieden.

A.2 Paralleles Rechnen

Erst, wenn die numerische Software so weit optimiert ist, dass weitere Verbesserungen mit viel Aufwand erarbei-
tet werden miissten, sollte man dariiber nachdenken, eine weitere Geschwindigkeitssteigerung durch paralleles
Rechnen anzustreben. Wie wir im vorangegangenen Kapitel gesehen haben, ist bei numerischer Software, die
viele Operationen mit Matrizen macht, durch Auswahl geeigneter Bibliotheken eine Geschwindigkeitssteigerung
von Faktor 10 realistisch, so dass der erhebliche Mehraufwand durch Parallelisierung wohliiberlegt sein will.
Ist die Laufzeit eines Programms jedoch so groff, dass Parallelisierung unumggnglich ist, so kann man unter
verschiedenen Moglichkeiten auswihlen. Die gingigsten Parallelisierungsverfahren sind:
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Zu erwartende Rechenzeiten bei Matrizenmultiplikation
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Abbildung 72: Zu erwartende Rechenzeiten fiir Matrizenmultiplikation auf ausgesuchten Prozessoren

e Threads
e Halbautomatische Parallelisierung mit OpenMP
e Message Passing Interface MPI

Die parallele Programmierung mit Threads ist sehr Betriebssystemnah und daher wenig portabel. Weiterhin ist
sie nicht speziell fiir Numerik ausgelegt, sondern eine allgemeine Programmierschnittstelle. Mit Threads kann
nur auf Computern parallelisiert werden, die einen gemeinsamen Hauptspeicher fiir mehrere Prozessoren haben,
sogenannte shared memory Computer. Diese sind sehr teuer und der Anzahl der Prozessoren sind 6konomische
Grenzen gesetzt.

Das letztgesagte gilt auch fiir die Parallelisierung mit OpenMP. Bei OpenMP fiigt der Programmierer Pracom-
pileranweisungen in den Quelltext ein um dem Compiler mitzuteilen, welche Schleifen er parallelisieren soll. Die
Entscheidung, welche Teile des Programms zu parallelisieren sind, liegt daher in der Hand des Programmieres,
die eigentliche Parallelisierung wird jedoch vom Compiler durchgefiihrt, daher der Begriff halbautomatische
Parallelisierung. OpenMP funktioniert nur bei Schleifen iiber grofse Arrays, die sich leicht parallelisieren lassen.
Der zu erwartende Geschwindigkeitsvorteil hingt start von der Komplexitit der Schleifen ab und ist nur bei
einfachen Konstrukten effektiv. OpenMp ist daher nur fiir die Parallelisierung von bestehender Software zu
empfehlen.

A.2.1 MPI

Einen anderen Ansatz verfolgt das Message Passing Interface MPI. MPI ist ein Programmierstandard, der
Routinen definiert, die zur Kommunikation zwischen Prozessen dienen, wobei die Definition eines Prozesses
ein Programm ist, dass gerade ausgefiihrt ist. Wird dasselbe Program zweimal ausgefiihrt, so spricht man von
zwei Prozessen. MPI Programme sind portabel, weil sie betriebssystemspezifische Belange vor dem Benutzer
verbergen. Das Prinzip von MPI soll nun anhand der Abbildung 73 erklart werden. Dargestellt ist die parallele
Ausfiihrung des Programmes pcgma auf zwei Computern, von denen einer zwei Prozessoren hat und einer nur
einen. Es werden vier Prozesse gestartet und zwar zwei auf jedem Computer. Jeder dieser Prozesse besitzt
seinen eigenen Adressraum. Das bedeutet die Variable z ist zwar in allen Prozessen vorhanden, aber eine
Anderung ihres Inhaltes auf einem Prozess wird auf den anderen Prozessen nicht bemerkt. Sollen die Variablen
z auf allen Prozessen synchronisiert werden, so geschieht dies iiber expliziten Nachrichtenaustausch. Dabei
wird unterschieden zwischen kollektiver Kommunikation, bei der an alle Prozesse einer Gruppe Nachrichten
geschickt werden und Punkt-zu-Punkt Kommunikation, bei der Sender und der Empfinger jeweils ein einzelner
Prozess ist. Um die Prozesse eindeutig zu identifizieren, werden sie in Gruppen eingeteilt und innerhalb dieser
durchnummeriert. Diese Nummern werden auch als MPI Rang bezeichnet. MPI definiert Funktionen mit denen
Nachrichten an alle Prozesse, oder mit Hilfe des Ranges an einzelne Prozesse geschickt werden kénnen. Bei einer
Punkt-zu-Punkt Verbindung muft dem Aufruf einer Sendefunktion eine Empfangsfunktion gegeniiber stehen.

Aus der Sicht des Programmieres geschieht die Adressierung anderer Prozesse nur iiber ihren Rang. Es spielt
dabei keine Rolle, auf welcher Maschine der andere Prozess lduft. Die tatsédchliche Kommunikation geschieht
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Abbildung 73: Funktionsweise von MPI

iiber den MPI-Daemon, von dem auf jeder Maschine eine Instanz 1duft. Mit Daemon bezeichnet man ein Dienst-
programm das ohne Benutzerinteraktion im Hintergrund lduft. Diese Daemonen kommunizieren mit dem Be-
triebssystem und veranlassen das Senden der Nachrichten an andere Prozesse. Diese Vorginge sind fiir den
Programmierer jedoch vollig unsichtbar. In Abbildung 73 liegt nur der gestrichelte Bereich in der Hand des
Programmierers. Alles darunter liegende wird von den MPI-Daemonen erledigt, es spielt daher fiir die Pro-
grammierung mit MPI keine Rolle, ob ein Prozessor auf einer entfernten Maschine lduft, die {iber ein Netzwerk
verbunden ist, oder ob es nur ein lokaler Prozess auf der gleichen CPU ist.

Einige Beispielhafte MPI Funktionen sind

int MPI_Send(void *buf, int count, MPI_Datatype dtype, int dest, int tag, MPI_Comm comm)

EINGABE PARAMETER
buf - Startadresse des Sendepuffers
count - Anzahl der Elemente im Sendepuffer
dtyp - Datentyp der Elemente im Sendepuffer
dest - MPI Rang des Zielprozesses
tag - Nachrichtennummer
comm - Prozessgruppe

© w N e o s W e

Sendet die durch Menge, Speicherort und Typ spezifizierten Daten an den Prozess mit dem angegebenen Zielrang
innerhalb der angegebenen Prozessgruppe

int MPI_Recv(void *buf, int count, MPI_Datatype dtype, int src, int tag, MPI_Comm comm, MPI_Status *stat)

EINGABE PARAMETER
count - Maximale Anzahl von Elementen im Empfangspuffer
dtype - Datentyp der Elemente im Empfangspuffer

o N e U A W N e

src - MPI Rang des sendenten Prozesses
tag - Nachrichtennummer
comm - Prozessgruppe

Empfingt die von MPI_Send() gesendeten Daten, vom Prozess mit dem MPI Rang src und speichert den
Fehlerstatus. Einen guten Einstieg in die Programmierung mit MPI bietet das Buch (GRoOPP et al. 1994), aber
auch auf der Homepage des LAM/MPI Projektes findet man viele Informationen und Tutorials (LAM/MPI
2006).
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A.3 Fazit

Es wurde gezeigt, dass es bei Problemen, die viel Rechenzeit erfordern, unumginglich ist, Programmbibliotheken
zu verwenden, die speziell auf die Harware abgestimmt sind, denn diese Bibliotheken bieten bei Matrizenmultipli-
kation einen 10-20 fachen Geschwindigkeitsvorteil. Daher ist die Verwendung von Blockalgorithmen sehr wichtig
bei der Implementierung von numerischen Algorithmen. Weiterhin wurde nachgewiesen, dass optimale Leistung
auf verschiedenen Architekturen ab einer Blockgréfse von ca. 300 x 300 erreicht wird. Die Verwendung von BLAS
/ ATLAS Routinen ist in numerischer Software zu empfehlen, weil dadurch leicht optimierte Bibiliotheken ver-
wendet werden konnen. Die erstellte Software ist so ohne Anderungen am Quellcode auf andere Architekturen
portierbar. Erst wenn die Hardwareoptimierung mit den vorgestellten Methoden und Bibliotheken durchgefiihrt
wurde, sollte Parallelisierung in Betracht gezogen werden. MPI ist fiir numerische Programmierung sehr gut ge-
eignet, weil es ermdglicht parallele, portable Programme zu erstellen, und dabei keine Betriebssystemspezifischen
Kenntnisse von dem Programmierer erwartet.
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