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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden effiziente adaptive Diskretisierungsverfahren zur
numerischen Losung parabolischer Probleme vorgestellt. Hierbei gelingt es erstma-
lig, aufbauend auf speziellen diskreten Funktionenrdumen, den sogenannten Raum-
Zeit Diinngitterraumen, parabolische Probleme mit der gleichen Komplexitat im
Speicher- und Rechenaufwand wie stationére elliptische Probleme zu 16sen. Obwohl
wesentlich weniger Freiheitsgrade als bei klassischen parabolischen Diskretisierungs-
verfahren benotigt werden, erreichen wir mit den vorgestellten Verfahren die (bis
auf einen logarithmischen Faktor) gleichen Konvergenzraten wie bei herkémmlichen
Diskretisierungen. Hierzu werden lediglich etwas stédrkere Glattheitsvoraussetzun-
gen an die Losung des parabolischen Problems benétigt. Es wird jedoch in dieser
Arbeit gezeigt, dass diese Glattheitsvoraussetzungen bei geeigneten Annahmen an
das Gebiet, die rechte Seite und die Anfangs- und Randbedingungen fiir die Losung
parabolischer Probleme erfiillt sind.

Ferner stellen wir fiir den Fall, dass die zu approximierende Funktion nicht
geniigend glatt ist, eine adaptive Erweiterung des Verfahrens in Raum und Zeit vor.
Die resultierenden adaptiven Diskretisierungen weisen in den numerischen Experi-
menten fiir Probleme mit nicht glatten Losungen nahezu die gleiche Effizienz wie
die nicht adaptiven Diskretisierungsverfahren fiir Probleme mit geniigend glatten
Losungen auf. Besonders bemerkenswert ist hierbei, dass das vorgestellte adaptive
Verfahren automatisch zu lokalen Zeitschritten (local time stepping) fiithrt, deren
Umsetzung bei herkommlichen Diskretisierungen algorithmisch aufwéndig ist.

Zur effizienten Losung der bei der Diskretisierung anfallenden linearen Glei-
chungssysteme werden in dieser Arbeit Multilevelloser in Raum-Zeit entwickelt. Wir
untersuchen die Konvergenzeigenschaften der Loser an numerischen Beispielen, die
zeigen, dass die Konvergenzraten von der Feinheit der Diskretisierung unabhéngig
sind.

Zum Abschluss verwenden wir die Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen zur
numerischen Losung der zu instationéren verteilten Kontrollprobleme gehérenden
Sattelpunktsprobleme. Wahrend bisherige Arbeiten zur Diskretisierung dieser Sat-
telpunktsprobleme auf Grund der hohen Zahl an Freiheitsgraden klassischer Diskre-
tisierungsverfahren hierbei lediglich zwei Ortsdimensionen behandeln, sind wir mit
den Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen in der Lage, erstmals auch Probleme
in drei Ortsdimensionen zu behandeln. Hierzu erweitern wir die Multilevel6ser und
die Adaptivitat auf die Losung von Systemen parabolischer Differentialgleichungen.
Unterschiedliche numerische Beispiele demonstrieren dabei die Effizienz der adapti-
ven Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung zur Losung der Sattelpunktsprobleme in
bis zu drei Ortsdimensionen.
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Kapitel 1
Einleitung

Die numerische Simulation hat in den letzten Jahren eine immer bedeutendere Rolle
in der Forschung und Entwicklung eingenommen. Kostenintensive oder in der Rea-
litdat gefahrliche Experimente werden heute zunehmend durch Simulationen auf dem
Computer ersetzt. Zuséatzlich kénnen Prozesse simuliert werden, deren Beobachtung
nur sehr schwer oder sogar unmoglich wére, da die zu beobachtenden Phéanomene auf
zu kleiner oder zu grofler Groflen- oder Zeitskala stattfinden. Als Anwendungsgebie-
te lassen sich hier beispielsweise die Simulation von Crash-Tests, der elektronische
Windkanal, die Optionspreisbewertung oder die Wettervorhersage anfiihren. Fiir die
Simulation solcher Prozesse wird zunéchst ein mathematisches Modell benétigt, das
alle Grolen, an deren Beobachtung Interesse besteht, moglichst genau reproduziert.
Bei diesen mathematischen Modellen handelt es sich um N&herungen an die Wirk-
lichkeit, wobei nicht jedes Modell unumstritten ist.

Héufig werden solche Modelle durch partielle Differentialgleichungen beschrie-
ben. Aufgrund der den realen Problemen zugrunde liegenden Komplexitét sind diese
partiellen Differentialgleichungen in aller Regel jedoch nicht analytisch 16sbar. Aus
diesem Grund versucht man mit Hilfe des Computers lediglich eine Ndherungslosung
zu berechnen. Dabei hat es nicht nur die auferordentliche Leistungsentwicklung
der Computer ermdéglicht, solche komplexen Prozesse auf heutigen Rechnern zu
l16sen. Es ist auch vor allem der Entwicklung effizienter Algorithmen fiir die entspre-
chenden Problemstellungen zu verdanken, dass gegenwirtig immer mehr Probleme
schnell durch die Anwendung numerischer Verfahren auf dem Computer mit der
gewiinschten Genauigkeit gelost werden konnen.

Fiir den Gesamt-Rechenaufwand zur Berechnung einer N&dherungslosung sind
einerseits die Anzahl der bendtigten Freiheitsgrade und andererseits die pro Frei-
heitsgrad benotigten Rechenoperationen von ausschlaggebender Bedeutung. Daher
ist die Minimierung der Anzahl benétigter Freiheitsgrade und des Rechenaufwands
pro Freiheitsgrad, d.h. die Entwicklung effizienter Algorithmen, das zweite grofle
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Forschungsgebiet des wissenschaftlichen Rechnens und der numerischen Simulation.

In dem Kontext dieses zweiten Zweiges des wissenschaftlichen Rechnens und der
numerischen Simulation ist es der Anspruch der vorliegenden Arbeit einen Beitrag
zur Bewiltigung der angesprochenen Schwierigkeiten zu leisten. Hierbei betrachten
wir die numerische Losung parabolischer Gleichungen. Dieser Typ partieller Dif-
ferentialgleichungen resultiert aus der Modellierung verschiedenster zeitabhéngiger
Phénomene in den Natur-, Ingenieurs- und Wirtschaftswissenschaften und beschreibt
die Entwicklung bestimmter Groflen im Ort, z.B. der Temperatur, unter vorgegebe-
nen dufleren Einfliissen in Abhéngigkeit von der Zeit.

Zur Losung parabolischer Gleichungen existieren bereits Ansétze. Dabei wird im
Wesentlichen zwischen drei Verfahrenstypen unterschieden:

e In der ersten Methode, der so genannten Linienmethode (method of lines,
MOL), wird zunéchst der Ort mittels Finiter Differenzen oder Finiter Elemen-
te diskretisiert was das Ursprungsproblem in ein System gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen transformiert, vgl. [70, [[06]. Dieses System kann nun mit
herkémmlichen Integrationsschemata gelost werden. Die Genauigkeit im Ort
kann dabei durch klassische a posteriori Fehlerschétzer fiir stationédre Proble-
me kontrolliert werden. Allerdings ist es technisch schwierig, Veréinderungen
der Ortsdiskretisierung in der Zeit zu behandeln.

e Verglichen mit der Linienmethode wird bei der Rothe Methode genau entge-
gengesetzt vorgegangen und zunichst die Zeit diskretisiert [70]. Dies fiihrt zu
einer Sequenz von elliptischen Problemen, die durch Standardtechniken adap-
tiv gelost werden konnen. Hierbei ist nun eine adaptive Behandlung der Zeit
technisch aufwéndig.

e Bei der Discontinuous-Galerkin Diskretisierung [#9, K0, 51, 52, b3] werden
schlieflich Raum und Zeit zugleich diskretisiert wodurch die Theorie im Hin-
blick auf die Fehlerschitzung und Adaptivitit vereinfacht wird. In der Praxis
zerfillt diese Methode allerdings, wie bei den beiden vorherigen Ansétzen, zu
einem Zeitschrittverfahren, d.h. dass eine Sequenz von Ortsproblemen geltst
werden mufl. Damit ist die gleichzeitige Adaptivitéit bzgl. des Ortes und der
Zeit in der praktischen Umsetzung auf dem Computer technisch schwierig und
aufwindig.

Die Diskretisierung mit Hilfe dieser drei Verfahren fiihrt letztendlich immer zu einer
Sequenz von diskreten Problemen, deren Losungen die Losung des Ursprungspro-
blems an den verschiedenen diskreten Zeitpunkten approximieren. Wird etwa ein
geeignetes Diskretisierungsschema auf einem uniformen Gitter mit einem Fehler der
Ordnung p im Ort mit N¢ Freiheitsgraden und einem Fehler der Ordnung ¢ in der
Zeit angewendet, so benotigen wir O(N9+?/7) Freiheitsgrade in Raum und Zeit um
insgesamt eine Fehlerordnung von p zu erhalten. So resultiert beispielsweise fiir das



implizite Eulerverfahren mit ¢ = 1 und bei entsprechender Ortsdiskretisierung mit-
tels Finiter Differenzen oder linearer Finiter Elemente eine Fehlerordnung p = 2 und
ein Gesamtaufwand O(N?+2), withrend wir fiir das Crank-Nicolson Verfahren, fiir
das ¢ = 2 gilt, einen Gesamtaufwand von O(N?*1) feststellen kénnen. Die Losung
besitzt also eine Genauigkeit von O(N72) wenn wir O(N®!) bzw. O(N%?) Frei-
heitsgrade verwenden. Selbst wenn die bei den Verfahren anfallenden Ortsproble-
me mit O(N?¢) Unbekannten noch relativ schnell geldst werden konnen, fiihren die
O(N) oder O(N?) Zeitschritte dazu, dass auch auf modernsten Computern sehr
lange gerechnet werden muf, bis eine Losung mit zufrieden stellender Genauigkeit
approximiert ist.

Aus diesem Grund ist die Untersuchung und Entwicklung von numerischen Ver-
fahren zur Losung von parabolischen Gleichungen Gegenstand aktueller Forschung.
Hierbei wird von einer fiir die Losung von parabolischen Problemen typischen Ei-
genschaft Gebrauch gemacht: Die im Ort hochfrequenten Lsungsanteile entwickeln
sich auf einer groberen Zeitskala als die niederfrequenten Anteile. Auf dieser Beob-
achtung basierend sind bereits Ansétze zur schnellen Losung parabolischer Probleme
entwickelt worden.

In [27, 28] wird mit der so genannten frozen T Technik vorgeschlagen, die Losung
zu verschiedenen Zeitpunkten auf unterschiedlich feinen Gittern zu berechnen. Bei
diesem Ansatz wird die Steuerung, welches Gitter zu welchem Zeitschritt zur Berech-
nung verwendet werden soll, wihrend der Berechnung eines Zeitschrittes iiber die
Grofle von Mehrgitterkorrekturen heuristisch bestimmt. Dieses Vorgehen macht eine
a priori Fehleranalyse sehr schwer und fiihrt zusétzlich dazu, dass unter Umstédnden
an manchen Zeitschritten auf zu feinen Gittern gerechnet wird, was wiederum die
Komplexitéit verschlechtert.

Ein der frozen T Technik &hnliches Verfahren wird in [36, 37 fiir parabolische Pro-
bleme mit periodischen Randbedingungen auf dem Einheitswiirfel diskutiert. Hierbei
wird der Ort allerdings nicht mit Hilfe einer Gitterhierarchie zerlegt, sondern mit
einer Fourierbasis diskretisiert, wobei dann die unterschiedlichen Ortsfrequenzen mit
verschiedenen Zeitschritten integriert werden. Durch die Verwendung von Fourier-
basen ist dieser Ansatz allerdings auf Probleme mit periodischen Randbedingungen
auf dem Einheitswiirfel beschrankt, wobei der elliptische Teil des parabolischen Ope-
rators durch den Laplace-Operator beschrieben wird.

Die Ergebnisse dieser Arbeiten begriinden die Hoffnung, dass wesentlich effizien-
tere Verfahren zur Losung parabolischer Probleme existieren, als die oben beschrie-
benen klassischen Zeitschrittverfahren. Insbesondere dringt sich die Frage auf, ob
und wie es moglich ist, die durch die Zeit entstandene, um den Faktor O(N) bzw.
O(N?) verglichen mit rein stationéren Problemen erhéhte Komplexitéit zu reduzie-
ren.

Betrachten wir die Zeit als zusétzliche Dimension, so sehen wir, dass die Dimen-
sion des parabolischen Problems im Vergleich zu einem rein stationédren Problem
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um eins grofer ist. Der Effekt, dass die Zahl der Freiheitsgrade exponentiell mit
wachsender Dimension steigt, wihrend die Approximationsrate konstant bleibt, ist
als "Fluch der Dimension” wohlbekannt [T5]. Der Faktor O(N) bzw. O(N?) um den
sich die Komplexitéit der Zeitschrittverfahren verglichen mit Verfahren zur Losung
zeitunabhéngiger Probleme verschlechtert, kann demnach einfach als ein Beispiel fiir
den "Fluch der Dimension” aufgefasst werden. Dieser ”"Fluch der Dimension” kann
allerdings stark verringert werden, wenn man das Problem auf die Approximation
von Funktionen aus bestimmten Funktionenklassen einschrédnkt. Hierbei haben die
so genannten Diinngitter in den letzten Jahrzehnten eine immer stédrkere Bedeutung
erlangt.

Diinngitter wurden bereits erfolgreich bei einer Reihe von Problemen angewen-
det, wie etwa in der Quantenmechanik [57, [73, [[25], zur Losung von stochastischen
Differentialgleichungen [I0T], bei der Quadratur von hochdimensionalen Funktio-
nen in der Physik und Finanzmathematik [I0, I8, B8, O0] und zur Losung von
elliptischen partiellen Gleichungen [B, 6, 29]. Unter zusétzlichen Glattheitsannah-
men approximieren Diinngitter Funktionen mit (fast) gleicher Rate wie volle Gitter,
obwohl in d-Dimensionen Diinngitter mit O(N log(N)?~!) Freiheitsgraden wesent-
lich weniger Freiheitsgrade bendtigen als volle Gitter, die O(N?) Unbekannte ha-
ben. Tatséchlich wurden in [04, Q9] parabolische Probleme mit Hilfe diinner Gitter
(in Raum und Zeit) und der Kombitechnik geldst, wihrend in [5] eine Galerkin-
artige Diinngitterdiskretisierung parabolischer Probleme mit Hilfe des unidirektio-
nalen Prinzips vorgestellt wurde. In [91] werden schlie8lich innerhalb einer p-Version
zur Zeitdiskretisierung diinne Gitter zur Losung der anfallenden stationdren Proble-
me verwendet.

Obwohl die numerischen Experimente dieser Arbeiten viel versprechend sind,
bleiben dennoch die fiir Diinngitter typischen Probleme erhalten. So ist die Behand-
lung von beliebigen variablen Koeffizienten im Differentialoperator sehr schwierig
und die Regularitdtsannahmen an die Losung des Problems im Fall von Diinngittern
sind ausgesprochen restriktiv. Eine weitere Problematik stellt die Behandlung von
beliebigen Geometrien dar [, A6, A7, O8]. Diese Probleme treten im Fall grofier
Dimensionen, d.h. d > 3, in den Hintergrund, da in diesem Fall nahezu alle auf-
tretenden Gebiete leicht auf den Einheitswiirfel transformiert werden kénnen. Aus
diesem Grund scheint die Diinngitterdiskretisierung fiir hochdimensionale Proble-
me (d > 3) durchaus Erfolg versprechend [56]. Fiir den Fall d < 3 konnten sich
Diinngitter aus den genannten Griinden in der Praxis allerdings nicht durchsetzen.

Wir stellen in dieser Arbeit als Verallgemeinerung der klassischen Diinngitter
die Raum-Zeit Diinngitter vor. Ist das dem parabolischen Problem zugrunde liegen-
de Ortsgebiet ) zeitunabhéngig, so besitzt der zugehorige Raum-Zeit Zylinder € x
(0,T) offensichtlich eine triviale Tensorproduktstruktur, die wir bei den Raum-Zeit
Diinngittern ausnutzen werden. Hierbei konstruieren wir die Diinngitterfunktionen
als Tensorprodukt von einer eindimensionalen Multilevelbasis in der Zeit und ei-



ner d-dimensionalen Multilevelbasis im Ort. Es wird sich erweisen, dass die oben
erwahnten Probleme klassischer Diinngitter mit diesem Prinzip umgangen wer-
den konnen. Zusétzlich werden wir zeigen, dass damit Raum-Zeit Diskretisierun-
gen moglich sind, die anstelle der O(N9*1) oder O(N%*2) Freiheitsgrade einer klas-
sischen parabolischen Diskretisierung mit beispielsweise dem Crank-Nicolson oder
dem impliziten Euler Verfahren lediglich O(N?) Freiheitsgrade benétigen, wobei
unter geeigneten Glattheitsvoraussetzungen die Konvergenzordnung (nahezu) un-
verdndert erhalten bleibt. Des Weiteren wird in dieser Arbeit ein Multilevelverfahren
in Raum-Zeit entwickelt, mit dem die bei der Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung
entstehenden linearen Gleichungssystem mit einem zur Zahl der Unbekannten pro-
portionalen Aufwand gelost werden koénnen. Die mit diesem Multilevelverfahren
erzielten Konvergenzraten sind dabei unabhéngig von der Feinheit der Diskreti-
sierung. Somit fiithrt die Kombination aus dem Diskretisierungsverfahren mit dem
effizienten Loser zu einem Gesamtverfahren, das bei geniigender Glattheit eine nu-
merische Losung des parabolischen Problems mit dem gleichem Aufwand wie die
Losung eines stationdren Problems ermdglicht. Fiir den Fall, dass die Losung des
parabolischen Problems die benétigten Glattheitsvoraussetzungen nicht erfiillt, stel-
len wir eine adaptive Erweiterung der vorgestellten Diskretisierungsmethoden vor.
Es wird anhand einiger numerischer Beispiele gezeigt werden, dass der Einsatz der
vorgestellten Adaptivitdt in Raum-Zeit die Losung von Problemen mit singuldren
Losungen mit einem vergleichbaren Aufwand wie die Losung von Problemen mit
glatten Losungen erlaubt. Schlieflich wird auch die Erweiterung der Raum-Zeit
Diinngitterdiskretisierungen auf instationére verteilte Kontrollprobleme untersucht
werden. Die numerische Losung der zu dem Kontrollproblem gehérigen Sattelpunkts-
probleme ist aufgrund der hohen Komplexitat herkémmlicher Verfahren bisher le-
diglich fiir die Untersuchung von zweidimensionalen Problemen eingesetzt worden.
Mit Hilfe der Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen sind wir hingegen erstmalig
in der Lage, auch solche Sattelpunktsprobleme in drei Ortsdimensionen adaptiv zu
l6sen und geben einige numerische Ergebnisse in bis zu drei Ortsdimensionen an.

Wir gehen bei unserer Untersuchung der Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen
in der vorliegenden Arbeit wie folgt vor. In Kapitel 2 fiihren wir zunéchst die
Raum-Zeit Diinngitter ein. Wir untersuchen dabei deren Eigenschaften beziiglich
der Dimension und der Approximationsrate in bestimmten Sobolev-Réaumen. Da-
bei betrachten wir zunéchst den Fall, dass die in der Konstruktion verwendeten
Multilevelsplittings gewisse Norméquivalenzen erfiillen (wie sie etwa fiir Wavelets
gelten). Da die Konstruktion solcher Splittings auf allgemeinen Geometrien aller-
dings ausgesprochen schwierig ist, untersuchen wir auch den Fall der Verwendung
der hierarchischen Basis innerhalb der Diinngitterkonstruktion, der auch in den wei-
teren Teilen dieser Arbeit betrachtet wird.

In Kapitel 3 werden wir dann klassische Regularitétsresultate fiir lineare pa-
rabolische Differentialgleichungen betrachten. Dabei werden wir zeigen, dass die
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Losungen von parabolischen Problemen fiir die Approximation in den Diinngitter-
raumen wichtige Glattheitsannahmen erfiillen, sofern gewisse Bedingungen an das
zugrunde liegende Gebiet, den elliptischen Teil des parabolischen Operators und die
Anfangs- und Randbedingungen erfiillt sind.

In Kapitel 4 diskutieren wir auf den Raum-Zeit Diinngittern basierende Diskre-
tisierungsverfahren. Wir untersuchen eine Raum-Zeit Diinngittervariante des Crank-
Nicolson und des Discontinuous-Galerkin Verfahrens. Fiir das Discontinuous-Galerkin
Verfahren mit stiickweise linearen oder konstanten Funktionen in der Zeit werden
wir zusétzlich a priori Fehlerabschétzungen angeben, die den Fehler nach oben gegen
Interpolationsfehler des Raum-Zeit Diinngitters abschétzen. Schliellich fithren wir
noch das Unidirektionale Prinzip ein, mit dem das Matrix-Vektor Produkt des mit
den Raum-Zeit Diinngittern diskretisierten Systems effizient, d.h. mit einer zu der
Zahl der Unbekannten proportionalen Anzahl an Rechenschritten, berechnet wer-
den kann, obwohl die zugrunde liegende Matrix nicht diinn besetzt ist. Dazu ver-
allgemeinern wir das bereits in [5] vorgestellte Prinzip auf beliebige Tensorprodukt-
Bilinearformen und stellen auch neue, flexiblere Varianten der in dem Algorithmus
benétigten Teilalgorithmen Bottom Up und Top Down vor. Schliellich werden wir
anhand einiger numerischer Experimente die Konvergenz der vorgestellten Diskre-
tisierungsverfahren untersuchen.

Da nicht nur die Anzahl der zum Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit
benotigten Freiheitsgrade, sondern auch die pro Freiheitsgrad benotigte Anzahl an
Rechenschritten zur Losung des Problems fiir ein effizientes Verfahren von Bedeu-
tung sind, werden wir in Kapitel 5 Verfahren zur Losung der anfallenden linea-
ren Gleichungssysteme betrachten. In Anlehnung an [61] werden wir einen neuen
Multilevel-Loser fir die entstehenden Gleichungssysteme als (Block-) Gauss-Seidel
Verfahren iiber ein mittels des Erzeugendensystems assemblierten singuléren Sy-
stems entwickeln. Ferner untersuchen wir die Konvergenzeigenschaften des Verfah-
rens an verschiedenen numerischen Beispielen. Die Experimente zeigen, dass das
Verfahren mit einer von der Feinheit der Diskretisierung unabhéngigen Rate kon-
vergiert.

Um Probleme, deren Losungen nicht die geforderten Glattheitseigenschaften
erfiillen, effizient behandeln zu kénnen, diskutieren wir in Kapitel 6 Adaptivitat im
Kontext der Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen. Hierzu iibertragen wir einen
auf den hierarchischen Koeffizienten der diskreten Losung basierenden Fehlerindika-
tor fiir klassische Diinngitter [5, B2, 62] auf die vorgestellten Raum-Zeit Diinngitter
und untersuchen die Effizienz dieses Fehlerindikators anhand einiger numerischer
Beispiele. In den letzten Jahren hat die Fehlerschitzung beziiglich linearer Funktio-
nale in dem Kontext von adaptiven Finiten Element Diskretisierungen eine immer
stiarkere Bedeutung erlangt [8, 13]. Damit wird vor allem dem Ziel Rechnung ge-
tragen, nicht unbedingt die Losung selbst moglichst exakt zu bestimmen, sondern
eventuell nur gewisse gemittelte Groflen der Losung zu berechnen. Hierzu zeigen wir



eine Moglichkeit der Konstruktion eines Fehlerindikators fiir lineare Funktionale im
Kontext der Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung auf. Zudem diskutieren wir die
Effizienz dieses Fehlerindikators an einigen numerischen Ergebnissen.

In Kapitel 7 beschéftigen wir uns mit der Frage, wie die zunéchst fiir den ska-
laren Fall vorgestellten Diskretisierungsverfahren auf die Diskretisierung von Sy-
stemen partieller Differentialgleichungen iibertragen werden kénnen. Als besonders
interessante Anwendung werden wir dabei unsere Untersuchung auf instationére
verteilte Kontrollprobleme fokussieren, zu deren Losung gekoppelte Systeme von
Vorwiérts- und Riickwartsgleichungen gelost werden miissen. Wir werden zeigen,
dass sich die in den vorherigen Kapiteln untersuchten Algorithmen auf diese Pro-
blemklasse iibertragen lassen und die gleichen Konvergenzraten des Losers und der
Diskretisierung wie in den skalaren Beispielen erreicht werden. Man beachte, dass
Raum-Zeit Diskretisierungen dieser Systeme auf vollen Gittern wegen des enormen
Speicherplatzbedarfes der Vollgitterrdume bisher nur fiir maximal zwei Ortsdimen-
sionen durchgefiihrt wurden [22, 23, 24], wihrend mit Raum-Zeit Diinngittern auf
Grund der wesentlich geringeren Komplexitéit, nun erstmals auch Ergebnisse in drei
Ortsdimensionen diskutiert werden kénnen.

In Kapitel 8 fassen wir schlieflich die Ergebnisse dieser Arbeit kurz zusammen
und geben einen Ausblick auf offene Fragestellungen im Kontext der Raum-Zeit
Diinngitterdiskretisierungen.
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Kapitel 2
Raum-Zeit Diinngitter

In diesem Kapitel beschreiben wir die Konstruktion der Raum-Zeit Diinngitter-
raume und untersuchen einige Eigenschaften dieser Rédume etwas genauer. Hier-
zu fithren wir zunéchst die bendtigte Notation ein. Dann stellen wir die Raum-
Zeit Diinngitterkonstruktion vor und untersuchen die Dimension der resultierenden
Raume. Im Kontext von [79] diskutieren wir auerdem die Approximationseigen-
schaft dieser Rdume unter der Voraussetzung, dass gewisse Norméquivalenzen fiir
die in der Konstruktion verwendeten Multilevelbasen im Ort und in der Zeit gelten.
Da die Konstruktion von Basen, die diese Norméquivalenzen erfiillen, in der Praxis
auf beliebigen Geometrien sehr schwierig und aufwindig ist (oder sogar unméglich),
werden wir auch ein Resultat vorstellen, bei dem lediglich obere Abschétzungen fiir
die entsprechenden Multilevelbasen gelten miissen. Wir stellen zudem die eindimen-
sionalen Multilevelbasen vor, die wir in dieser Arbeit innerhalb der Konstruktion
der Raum-Zeit Diinngitter fiir die Zeitkomponente verwenden. Schlielich diskutie-
ren wir die Approximationseigenschaften der Raum-Zeit Diinngitterrdume bei Ver-
wendung dieser eindimensionalen Multilevelbasen in der Zeit und der linearen bzw.
d-linearen hierarchischen Basis im Ort, die aus einer Folge von ineinander geschach-
telten Finite Element Rédumen gewonnen wird.

2.1 Notation

In diesem Abschnitt fithren wir einige Funktionenrdume und die dazugehorige No-
tation ein, die wir fiir die theoretische Betrachtung der Raum-Zeit Diinngitter-
rdume bendtigen. Diese Rdume sind eine Verallgemeinerung der in der Theorie iiber
die klassischen Diinngitterraume vorkommenden Réume dominierender gemischter
Glattheit, vergleiche [35, 104, T05].

Mit fett gedruckten Buchstaben bezeichnen wir im Folgenden Multiindizes, d.h.
k bezeichnet einen Vektor mit Komponenten k;, 1 < i < n, wobei n aus dem Kontext
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hervorgeht. Wir verwenden die Normen
1loo == maxy<icn [Kil, Ikl = 320, [Kil,

und die Abkiirzung
Of =00 ...8';gf.

Sei @ € R, d > 1, ein beschriinktes Gebiet. Wie iiblich definieren wir fiir festes
m € Nund 1 < p < oo die Norm

1/p
fillp = | 3 /\aku\P dx (2.1)
k[ <m Y
und die Seminorm
1/p
iy = | 3 /\aku\p i (2.2)
k[l =m <2

wobei die so genannte schwache Ableitung O¥u von u, sofern sie existiert, definiert
ist durch

/ u @ dr = (—1)lklh / ud o dx Vo € C(Q). (2.3)
0 Q

Fiir p = oo erhalten wir analog

lullmee = D 18 ulloo: (2.4)

k1 <m

Fir m € N, 1 < p < oo bezeichnen wir mit H™P({) wie allgemein iiblich den
Sobolev-Raum

H™P(Q) :={u € LP(Q) | es existiert 9u und *u € LP(Q) V| k| < m}.

Fiir den am haufigsten vorkommenden Fall p = 2 kiirzen wir die Schreibweisen durch
Weglassen von p ab, d.h. wir definieren || - ||, := || - |lm.2 und H™(Q) := H™?(Q).

Sei T' > 0 fest und Q7 := Q2 x (0, 7). Die Regularitéitstheorie fiir die Losung para-
bolischer Probleme zeigt, dass die Losung bzgl. der Ortsvariablen und der Zeit durch-
aus unterschiedlich glatt sein kann. Wir betrachten daher im Folgenden zusétzlich
den Raum

H*™™(Qr) = {u € L*(Qr) | 0u € L*(Qr) V||k||1 + 2kqy1 < 2m}, (2.5)

dessen Funktionen im Ort eine doppelt so hohe Glattheit wie in der Zeit besitzen.
Wir definieren nun die Rdume dominierender gemischter Glattheit mittels Tensor-
produktbildung.
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Definition 2.1. Firm,k € N und 1 < p,q < oo definieren wir

H? M0 (Qr) i= HP2(9) @ HE((0,T)) (2.6)
mit der Norm
HU” (mp) (ka) (@) Z ||6]a UHLP YQLI((0,T)) (2.7)
i
Falls p = q = 2 gilt, schreiben wir auch kiirzer H™(Qr) und || - | gt gy und fir
m =k kiirzen wir weiter durch HJ, (Qr) und || - [[gm. () ab.

Fiir eine etwas ausfiihrlichere Diskussion des Tensorproduktes verweisen wir auf
[97, [T6]. Wir merken an dieser Stelle nur an, dass wir fiir zwei Funktionen u® €
H™P(Q) und uT € H*9((0,T)) das Tensorprodukt der beiden Funktionen mit dem
Produkt dieser beiden Funktionen identifizieren,

u® @ul =uf -l
Zusétzlich werden wir spéater ausnutzen, dass im Fall p = ¢ = 2 fiir ein Orthonor—
malsystem {e’} von H™(Q) und {el'} von H*((0,T)) die Produkte e’ - el wieder

ein Orthonormalsystem von H.
Hilbertraum ist.

Man beachte, dass wir bisher lediglich die Produktstruktur des Raum-Zeit Zy-
linders ausgenutzt haben. Damit haben wir uns lediglich auf in der Zeit konstan-
te Gebiete ) eingeschrinkt und benétigen keinerlei Produktstruktur des Ortsge-
bietes 2. Aus diesem Grund konnen wir allgemeinere Probleme als im Fall klas-
sischer Diinngitter [[9] behandeln, deren Konstruktion nur auf Produktgebieten
durchfiihrbar ist. Besitzt hingegen €2 Produktstruktur, d.h. Q@ = I; x ... x I; mit
I; C R, gilt

Qr) bilden und insbesondere H™:¥(Qr) Wleder ein

mix ( mix

H™L)®...® H™(I;) ® H*((0,T)) ¢ H™*(Qy)

mix

und die oben definierten Rdume sind echt grofler als die klassischen Rdume domi-
nierender gemischter Ableitungen, die in der Analyse klassischer Diinngitter eine
zentrale Rolle spielen.

2.2 Konstruktion und Eigenschaften der Raum-Zeit Diinngitter

In diesem Abschnitt fithren wir die Raum-Zeit Diinngitter ein, die als Verallge-
meinerung der klassischen Diinngitterrdume aufgefasst werden kénnen. Klassische
Diinngitterrdume werden von Tensorprodukten eindimensionaler Multiskalenbasen
unterschiedlicher Level aufgespannt, d.h. die Basisfunktionen des Diinngitterraumes
sind im allgemeinen stark anisotrop. Hiermit ist es moglich, dass diese Rdume fiir
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Funktionen, die geniigend glatt sind, mit N Freiheitsgraden eine Approximations-
genauigkeit von O(N~?) erreichen, wobei o > 0 unabhéngig von der Dimension
ist. Dies ist der grofie Vorteil gegeniiber anderen klassischen Ansatzraumen wie zum
Beispiel Finiten Elementen, deren Approximationsordnung sich exponentiell mit der
Dimension verschlechtert.

Dementsprechend sind in den letzten Jahren die Diinngitterrdume insbesondere
fiir Probleme in hohen Dimensionen untersucht und angewendet worden, wie zum
Beispiel in der Quantenmechanik [73, b7, [[25], bei stochastischen Differentialglei-
chungen [T0T], bei hochdimensionaler Quadratur in der Physik und Finanzmathe-
matik [I0, 08, B8, O0] und zur Losung von hautpséchlich elliptischen Differentialglei-
chungen [5, 6, 29]. Insbesondere sei an dieser Stelle auf den Ubersichtsartikel [35]
und die Referenzen dort verwiesen.

Dabei beruht das Konstruktionsprinzip der diinnen Gitter wesentlich auf der Ten-
sorproduktbildung eindimensionaler Funktionen. Diese Tensorproduktbildung fiihrt
allerdings zu Schwierigkeiten.

So ist der Algorithmus, das so genannte Unidirektionale Prinzip, zur effizien-
ten Berechnung des Matrix-Vektor Produktes bei der Galerkin-Diskretisierung mit
Diinngittern fiir elliptische Probleme zunéchst nur im Fall von Koeffizientenfunk-
tionen anwendbar, die Tensorproduktstruktur besitzen. In [46, O3] werden entspre-
chende Modifikationen vorgeschlagen, so dass der Algorithmus auch auf allgemeinere
Félle angewendet werden kann. Allerdings wird dazu die zugrunde liegende Biline-
arform derart modifiziert, dass unklar ist, mit welcher Rate die diskrete Losung des
derartig diskretisierten Problems gegen die exakte Losung konvergiert.

Eine weitere Schwierigkeit besteht in der Behandlung allgemeiner Gebiete, da die
Tensorproduktkonstruktion zunéchst nur auf Gebiten mit Produktstruktur durch-
gefiihrt werden kann. Fiir Gebiete, die sich als Vereinigung von d-dimensionalen Qua-
dern darstellen lassen, kénnen herkommliche Gebietszerlegungsmethoden in Kom-
bination mit der Diinngittertechnik, wie in [O8] beschrieben, angewendet werden.
Fiir krummlinig berandete Gebiete wurde in [33, B0, A7, O8] vorgeschlagen, die
entsprechenden Gebiete mit Hilfe geeigneter Abbildungen auf den Einheitswiirfel
zu transformieren. Schliefllich wird in [I] eine Art Finite Element Ansatz betrach-
tet, bei dem das zugrunde liegende Gebiet durch ein Gitter aufgelost wird, wobei
in jedem Quader des Gitters lokal ein Diinngitterraum aufgesetzt wird. Bei die-
sen Losungsanséitzen treten allerdings weitere Schwierigkeiten auf. Wéahrend in den
letzten Jahren die Entwicklung von Gittergeneratoren vorangetrieben wurde und
dementsprechend grofl die Auswahl von verfiigbaren Gittergeneratoren ist, ist kein
Programmpaket verfiigbar, das die benétigten Gebietszerlegungen mit den entspre-
chenden Transformationen auf den Einheitswiirfel berechnet. Des Weiteren fiihrt
eine entsprechende Gebietstransformation in der Regel zu variablen Koeffizienten-
funktionen, deren Behandlung im Diinngitterfall, wie oben diskutiert, nicht ohne
weiteres mit der gleichen Effizienz moglich ist, wie im Fall von Tensorprodukt-Ko-
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effizientenfunktionen.

Wie wir sehen, beruhen die beschriebenen Probleme hauptséchlich auf der Ten-
sorproduktkonstruktion der Diinngitterrdume. Die Idee fiir zeitabhéngige Probleme
besteht nun darin, die dem Diinngitterprinzip immanente Idee nur auf die natiirliche
Produktstruktur zwischen Raum und Zeit anzuwenden.

Fiir Q  R? und T > 0 seien dazu im folgenden endlich dimensionale Raume V]Q
und VjT, 7 € N, mit

Q) =Y v L(0,1) =3 V",

und V]Q C Vﬁrl, VjT C Vﬂl gegeben. Des Weiteren seien WjQ und W]-T dazugehorige

Uberschufiriume, d.h. es gilt

Q Q Q
VE=VE aWd j>1,
T __ T T -
vi=vli ew!l, j>1,

und W§* .= Vg2, W := V' Ferner seien fiir jedes j € N im Folgenden Basen {17;}
bzw. {¢pT;} von W bzw. W] gegeben. Insbesondere 1i8t sich damit jede Funktion
v, bzw. uT eindeutig mit Hilfe geeigneter Koeffizienten v, € R bzw. u’, € R

g jsi
darstellen als
Q Q 10 T T 1T
u = Zujl i W= Zujl it
jsi jsi

Spéter in diesem Kapitel werden wir beispielsweise im Ort die aus einer Sequenz von
Finiten Element Réumen konstruierten hierarchischen Uberschussrdume und die da-
zugehorige hierarchische Basis [123] verwenden. Allerdings konnen auch génzlich an-
dere Zerlegungen Verwendung finden, wie etwa Zerlegungen mit Hilfe von Fourier-
oder Polynombasen. Um die Allgemeinheit des Konstruktionsprinzips zu zeigen,
verzichten wir an dieser Stelle deshalb zunéchst darauf, die Raume I/VjQ und VV]-T
naher zu spezifizieren. In den spéateren Untersuchungen werden wir die fiir die Theo-
rie benotigten Bedingungen an die Rdume formulieren und erst zum Ende dieses
Kapitels werden wir unsere Betrachtungen auf konkret gegebene Zerlegungen ein-

schrénken.
Da L*(Qr) = L*(2) @ L*((0,T)) gilt, erhalten wir

LX(Qr) =)V

jeN2
mit V; = fo ® V]f und die Uberschufirdume

Wi = W(jhjz) = VV]? ® VV]Z (28)
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Abbildung 2.1. Die zu V) (links) und V2 (rechts) fir d = 1 gehérigen
Diinngitter, wobei zur Konstruktion der Multilevelhierarchien die lineare hierarchi-
sche Basis in Raum und Zeit verwendet wurde (die Punkte markieren die Stellen,
an denen die entsprechenden Basisfunktionen den Wert 1 annehmen).

sowie die Basen {¢j; := ]QHI wjj;m} Zur Vereinfachung der Notation schreiben
wir, sofern dies nicht zu Miflverstiandnissen fiihrt, die Normen ohne Angabe des

Integrationsgebiets, d.h. wir schreiben beispielsweise || - || 2 anstelle von || - || z2(q)-

Definition 2.2. Fiirl € N definieren wir die Vollgitterrdume

V= w (2.9)

i<,
ja<2l

und .
V= P w (2.10)
lilloo<t

sowie die Raum-Zeit Diinngitterrdume

Vie= @ W (2.11)

2j1+7j2<2l

und

VY= P w (2.12)

lll12 <1

Unsere Definition des Raum-Zeit Diinngitterraumes f/lo ist dhnlich zu den klas-
sischen Diinngitterrdumen, vgl. [34, B3, 63]. Allerdings sind die Tréger der Basis-
funktionen isotrop bzgl. des Raumes und eine Anisotropie ist lediglich zwischen
Raum und Zeit vorhanden. Man beachte, dass der Vollgitterraum V;>*° und der
Diinngitterraum V) in der Zeit doppelt so fein wie im Ort aufgeldst sind und deshalb
mehr Unbekannte enthalten als die entsprechenden Réume V> und VP,
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Abbildung 2.2. Klassische Diinngitter in Raum-Zeit (d = 2) (links) und
Raum-Zeit Dinngitter (rechts) auf Level | = 4 (oben) und Level | =5 (unten).

Diese Eigenschaft ist besonders deutlich in Abbildung E] zu sehen. Hier haben
wir zur Konstruktion der Diinngitterrdume V2 und VY fiir Q = (0,1), T = 1.0 als
UberschuBréume I/VjQ und W7 die hierarchischen Uberschufirdume, die durch die
stiickweise lineare hierarchische Basis {¢%} baw. {¢7;} [b5, 123, M24] in Ort und
Zeit aufgespannt werden, verwendet. Die Punkte in der Abbildung markieren die
Orte, an denen die Basisfunktionen {¢j; = ¢/ ; -4 .} der Diinngitter V) und VP
jeweils den Wert 1 annehmen. Besondere Beachtung verdient dabei die Tatsache,
dass in dem Fall d = 1 die Raum-Zeit Diinngitter mit den aus der linearen hier-
archischen Basis konstruierten klassischen Diinngittern iibereinstimmen. Allerdings
ist dies offensichtlich fiir d > 1 nicht mehr der Fall. Wahrend bei den klassischen
Diinngittern in jeder Zeitscheibe wiederum ein klassisches Diinngitter im Ort ver-
wendet wird, so haben wir bei den Raum-Zeit Diinngittern in jeder Zeitscheibe ein
volles Gitter. In Abbildung sind dazu fiir den Fall d = 2 klassische und Raum-
Zeit Diinngitter dargestellt, wobei wir hier die bilineare hierarchische Basis auf einem
uniformen Gitter im Ort und die eindimensionale lineare hierarchische Basis in der
Zeit zur Konstruktion des Raum-Zeit Diinngitters verwendet haben. In der Abbil-
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dung sind die Punkte an den Stellen, an denen die Basisfunktionen des jeweiligen
Diinngitterraumes den Wert 1 annehmen.

Anhand der Definition ist erkennbar, dass die zum Level [ gehorigen Diinn-
gitterrdume eine echte Teilmenge der Vollgitterrdume sind. Daher besitzen die Raum-
Zeit Diinngitterdume offensichtlich weniger Freiheitsgrade als die Vollgitterraume.
Eine quantitative Aussage iiber die Dimensionen dieser Raume liefert das folgende
Lemma.

Lemma 2.3. Unter der Annahme, dass fiir die Uberschufrdaume dim(W3?) = O(2%7)
und dim(W}') = O(2’) gilt, erhalten wir die Abschitzungen

dim(V;>) = O(2(+2), (2.13)
0(2%) fird =1,
dim(V,?) = { O(2%1) fiir d = 2, (2.14)
02" fir d > 2,
dim(V;>®) = 0214+, (2.15)
_ 1 . —
i) { 9 At~ 210

Beweis. Die Abschétzungen (ZI3) und (ZIH) ergeben sich unmittelbar aus der
Definition dieser Rdume. Aus der Definition (ZTT) fiir den Diinngitterraum V,° folgt

dim(V;%) = Z <d1m VVQ Z dim (W )

Ji<l 72<21-2j1

<c Zdlm VVQ 9%=2j1

]1 <l

< 2% Z 9(d=2)j1

Ji1<l

Da Y. 2072 <2 fiir d =1und Y, ,2° = [+ 1 im Falle d = 2 gilt, ist (2ZT4)
fiir d < 2 gezeigt. Fiir d > 2 folgt

22l Z 2(d—2)j1 — 22l2(d—2)l Z Q(d—2)(j1 —1) S czdl

J1<l J1<l

und somit auch die Behauptung. Fiir 170 gilt

dim(V;%) = Zdlm ) Iy dim(V, l]l <022]12d —v)

Jj1=0 71=0

1
— 9@ Z 2(1—d)j1’

j1=0
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Anzahl der Freiheitsgrade

Abbildung 2.3. Anzahl der Freiheitsgrade eines vollen Gitters und des mit
Hilfe der hierarchischen Basis in der Zeit und im Ort konstruierten Raum-Zeit
Diinngitters V,° fiir d =1, (oben links), d =2 (oben rechts) und d = 3 (unten).

und wir erhalten (Z16). O

Das obige Lemma zeigt, dass die Dimension der Diinngitterraume (bis auf einen
logarithmischen Faktor) von gleicher Ordnung wie die Dimension der entsprechen-
den Approximationsriume V¥ im Ort ist. Damit besitzen die Raum-Zeit Diinngitter
wesentlich weniger Freiheitsgrade als die vollen Gitter. Besonders anschaulich ist dies
in Abbildung zu beobachten, wo die Dimensionen des mit Hilfe der eindimen-
sionalen hierarchischen Basis in der Zeit und der d-linearen hierarchischen Basis
im Ort konstruierten Diinngitters V,* und des vollen Gitters V,* fiir d = 1,2,3 in
Abhéngigkeit des Levels [ dargestellt sind.

Vergleichen wir die Dimension der Raum-Zeit Diinngitter allerdings mit der Di-
mension der klassischen Diinngitterrdume, die im Raum-Zeit Fall (hier muss auch
die Zeit als zusitzliche Dimension beachtet werden) von der Ordnung O(2%%) ist, so
sehen wir, dass die soeben definierten Raume wesentlich mehr Freiheitsgrade besit-
zen. Dies scheint auf den ersten Blick ein Riickschritt zu sein. Es wird sich in dieser
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Arbeit allerdings noch herausstellen, dass die Raum-Zeit Diinngitter dafiir andere
Vorteile gegeniiber den klassischen Diinngittern besitzen. So reduziert sich etwa das
Problem der Behandlung einer allgemeinen Geometrie €2 auf das Problem der Kon-
struktion einer Multilevelbasis auf €2, das z.B. auch schon aus anderen Verfahren wie
etwa den Mehrgitterverfahren bekannt und teilweise auch gelost ist. Es wird sich in
dem Abschnitt iiber die Diskretisierung parabolischer Probleme zusétzlich zeigen,
dass Raum-Zeit Diinngitter problemlos auch fiir Operatoren mit jedem beliebigen,
in der Zeit konstanten, elliptischen Operator zweiter Ordnung effizient anwendbar
sind, wiahrend wir, wie eingangs diskutiert, bei klassischen Diinngittern dabei auf
Schwierigkeiten stofen.

Wir beschéftigen uns nun mit der Approximationseigenschaft der soeben ein-
gefithrten Rédume. Dabei wird sich herausstellen, dass wir hier unter schwécheren
Glattheitsannahmen als bei klassischen Diinngittern {iiblich, nahezu die gleichen
Approximationsraten von vollen Gitter erhalten. Hier wird ein weiterer Vorteil ge-
geniiber den klassischen diinnen Gittern erkennbar, die wesentlich stérkere Glatt-
heitsvoraussetzungen benotigen. Wir werden spéter sogar anhand von klassischen
Regularitétsresultaten feststellen, dass die Losungen parabolischer Probleme die
benotigten Glattheitsvoraussetzungen erfiillen.

Selbstverstandlich kommen wir bei unserer Analyse bzgl. der Approximationsei-
genschaft nicht ohne geeignete Annahmen an die Rdume VJQ und VjT aus. Wie bei
klassischen Diinngittern unterscheiden wir im Wesentlichen zwischen zwei Féllen.

Zunéchst betrachten wir die Approximationseigenschaft unter der Annahme,
dass die Sequenz der Raume V;Q und VjT gewisse Norméquivalenzen erfiillt. Fiir
ein einfaches rechteckiges Gebiet €2 existieren eine Reihe von Multiskalenbasen, wie
etwa orthogonale Wavelets, Spline-Wavelets, Prewavelets, biorthogonale Wavelets,
lifting Wavelets und dhnliche Konstruktionen, die aus Translation und Dilatation
einer Mutterfunktion gewonnen werden, siehe dazu auch [38, @0, AT, @4, T03] und
die Referenzen dort.

Da fiir beliebige Gebiete die Konstruktion solcher Rdume ausgesprochen schwie-
rig ist A2, A3, B7, M02], werden wir anschliefend untersuchen, wie sich die Konver-
genzrate dndert, wenn nur noch einseitige Normabschétzungen vorhanden sind, wie
dies etwa bei der Verwendung der hierarchischen Basis der Fall ist. Wir folgen in
diesem Abschnitt im wesentlichen der ausfiihrlichen Darstellung in [79], in der sich
analoge Resultate fiir klassische Diinngitter finden.

Wie iiblich nennen wir zwei Normen || - ||, ||| - ||| &quivalent, || - || =~ ||| - |||, wenn
es Konstanten ¢y, ¢y > 0 gibt, so dass

clloll < [l[oll] < eoflv]

fiir alle v gilt. Wir nehmen nun an, dass fiir fest gegebene s,t > 0 und fiir jedes
v? € H5(Q), v = > w, wi € Wi, und jedes v € H'((0,T)), v" = > wy,

J
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w;‘-F € WjT die Norméquivalenzen
U3 = Y 2% w7, (2.17)
J

o717 2 D 2% w2, (2.18)

J

gelten. Wir erhalten aus diesen Norméquivalenzen dann direkt entsprechende Aus-
sagen fiir das Tensorprodukt.

Lemma 2.4. Es gelten fiir feste s,t > 0 die Normdquivalenzen [2.17) und (ZI3).

Dann erhalten wir die Normdquivalenz

[l ) = 32O g, (2,19
J
fiiru e HS: (Qr), u = > wj, wy € Wy Gelten die Normdquivalenzen zusitzlich fir
s =0, d.h. die Multiskalenzerlequng ist L*-stabil, dann gilt fir v € H*(Qr)
[l Z228||(j1’j2)||°°||ij%2(QT)- (2.20)
J
Zum Beweis des Lemmas benutzen wir die Tensorproduktdarstellung ( von

H' (Qr) und die Darstellung

H*(Qr) = (H*(Q) @ L*((0,7))) N (L*() ® H*((0,T)))

sowie die folgenden zwei Propositionen iiber additive Unterraumzerlegungen aus [65],
die wir der Vollstandigkeit halber hier kurz wiederholen. Hierzu bezeichnen wir einen
Hilbertraum H mit dem dazugehorigen Skalarprodukt a(-, ) mit {H;a}. Seien zwei
Hilbertraume H;, Hs und dazu zwei Sequenzen von abgeschlossenen Unterrdumen
Vii C Hy, Vo; C Hg, 1@ € N, gegeben so dass

H,y ZZVM und H2=ZV%

gilt. Fiir eine Folge by;(+, -) von Bilinearformen auf V;, [ = 1,2, nennen wir { H;; a;} =
> {Vii; bii} eine stabile, additive Unterraumzerlegung, wenn

ay(u,u) >~ inf Zblz Wi, Us) (2.21)

i EVis,
u=y;u; 1

gilt. Fiir das Tensorprodukt und den Schnitt von stabilen Zerlegungen gelten dann
die folgenden zwei Propositionen.
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Proposition 2.5. Wenn die Zerlegungen {H;; a1} = Y AVi;bii}, | = 1,2, stabil
sind, dann ist die Tensorprodukt-Zerlegung

{Hi ® Hy;a1 ® as} = ZZ{VM ® Vaiy; b1iy @ bayy }

i1 g
stabil.

Proposition 2.6. Seien {ay;};, C Ry und {ay}; C Ry, zwei Folgen reeller positiver
Zahlen. Weiter seien die Bilinearform b(-,-) auf den Hilbertriumen Hy und Hy und
stabile Unterraumzerlegungen

{Hz;az} = Z{Vi; Oéh'b}, [ = 1,2

gegeben, wobei die Summen direkt sind. Dann gilt fir alle oy > 0 und ag > 0, dass
die Zerlegung

{H1 N Hy; cr01 + azaa} = > {Vi; (0, + agaz )b}

(2

stabil ist.

Fiir einen Beweis dieser beiden Aussagen verweisen wir auf [(9] und beginnen
nun mit dem Beweis des Lemmas 241

Bewets. Mit Proposition und der Stabilitdt der Multilevel-Zerlegungen (E2Z17)
und ([ZI8) von H*(Q2) sowie H'((0,T)) erhalten wir direkt die Stabilitit der Zerle-
gung

{Hyia( Q)i ||

et b= Z{WJ? 92w tall| || 2.
J
Damit ist (ZT9) gezeigt. Aus Proposition folgt die Stabilitéit der Zerlegungen

m@erzom} = Y _{W5 22| |2},

J

{£(Q) @ H*((0,T)); || - lc2@em=orn} = O _{Ws; 22C92)| - |2}

J

{H(Q) @ L*((0,7)): | - |

Nun verwenden wir die Darstellung
H*(Qr) = (H*(Q) ® L*((0,7))) N (L*(Q) ® H*((0,7)))
aus [79] und Proposition 20 liefert zusammen mit der Abschétzung

92sj1 4 92sj2 < 2max{228j1, 228j2} <92. 92slillo
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die Ungleichung (220). O

Mit Hilfe dieser Norméquivalenzen erhalten wir nun die folgenden Resultate iiber
die Approximationseigenschaften der Voll- bzw. Diinngitterrdume.

Satz 2.7. Seient > s > 0 fest gegeben. Fiir die Multiskalenzerleqgung bzgl. der Zeit
sei die Normdquivalenz (Z18) sowohl fiir s als auch fir t erfillt. Die Multiskalen-
zerlegung bzgl. des Ortes erfille die Normdquivalenz [2-17) mit 2s und 2t. Zusdtzlich
gelte W € H*(Q) sowie W' € H*((0,T)). Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 so
dass fiir alle uw € H**'(Qr) und alle | € N

Ué%fw lu — U”?JQ&S(QT) < 024(S_t)lHU||%12tyt(QT) (2.22)
1

gilt. Ist w € H"' (Qr), so erhalten wir

. o2 A(s=t)l |, 1|2
b = vl < €2l (2.23)

mit einer Konstanten ¢ > 0 unabhdngig von u und l. Gelten die Normdquivalenzen

[Z170) bzgl. des Ortes mit s, t und ist W* € H*(Q), dann gilt fir v e H'(Qr)

inf |ju—v|

o < 22 M ullFra, (2.24)
veV,>

und firw € H. . (Qr)

inf fJu— ol

nf, freory < 22l o) (2.25)
veY

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall (223) da die anderen Félle analog
folgen. Fiir u € H-" (Qp), u = 25wy, wj € Wj, erhalten wir mit Lemma 2.4 und

den Voraussetzungen die Norméquivalenzen

el = 22 2140 g2y,

J

el gy 2 D2 220 g -

J
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Damit folgt

info ||U — U”?{QS,S(QT) S ”u - Z ij2H2S,s(QT)
vevy 2j1+3j2<21

2s]|(271.52) .2
<c E 2 *Jwillz2
2j1+j2>21
—c E 9251(271,52) lloo =2¢[1(271,52) [l 92| (271,72) |11

2j1+352>21

<c¢ max 228||(2J1,Jz)lloo—%ll(?h,]z)lll||u||§{2m o
2j1+j2>21 iz (1)

HWJH%%QT)

< 2l

Das obige Resultat zeigt, dass wir unter etwas stérkeren Voraussetzungen an
die Glattheit der zu approximierenden Funktion u fiir die Raum-Zeit Diinngitter
V0 bzw. V° die gleiche Approximationsordnung wie fiir die Réume V;* bzw. V,®
erhalten.

Wie bereits zu Anfang erwéhnt, ist die Konstruktion von Multiskalenzerlegun-
gen, die die entsprechenden Norméquivalenzen erfiillen, auf allgemeinen Geometrien
schwierig oder gar unmoglich. Das folgende Lemma zeigt jedoch, dass wir nur eine
obere Normabschétzung benotigen, um ein dhnlich gutes Approximationsverhalten
fiir die Raum-Zeit Diinngitter zu erhalten.

Lemma 2.8. Es seien ||-||x und ||-||a zwei vorgegebene Normen. Fir festet > s > 0,
gebe es eine Konstante ¢ > 0, so dass fir jedes uw mit ||u, < oo, |lulla < oo,
u = ijj, wy € Wj,

[wl, < @2sMlee=tllls||y|| 5 fiir alle j € N? (2.26)

gilt. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass

. 267 ||u||a fiir s =0, >0
_ < Y ) .
ol flu = ol < { 26=M|u|| 5 fiir s > 0,t > 0. (2.27)
Beweis. Fiir den Fall klassischer Diingitter mit || - ||, = || - ||g= sowie || - [[o =

Il gt findet sich ein Beweis fiir die obige Behauptung in [79], der sich auf unseren
Fall iibertragen léast. Aus Griinden der Vollsténdigkeit und um zu zeigen, dass die
Parameter s, t nicht mit Sobolev-Normen zusammenhéngen miissen, fiihren wir den
Beweis dennoch an dieser Stelle.
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Es gilt mit u =, w;, wy € Wj,

inf [lu—vlle < D7 fuglle e Y 2= ju]ls
veV?

lljll>1 [l3]12>1
< cllul|a E : 9sllilloo=2llill1
(I3l >1
Fir s > 0 erhalten wir
o0
E 9sllilles—tllill — § 9—th E 9sllilloo
llilli>1 k=l+1 lllli=k

und schitzen weiter ab

Z 95l <92 Z 9si1 — 9 Zk: 981

llill1 =k il =k J1=0
k
< 9. 28k Z 25(j1—k) < CQSk.
J1=0

Damit gilt
Z sllilloe=tlillh < co(s=0)1
llill>1

woraus die Behauptung fiir s > 0 folgt. Fiir den Fall s = 0 gilt

> 2l < i 27y 1= i 27% (k4 1)

3l1>1 k=1+1 311 =k k=l+1
=27y 2k +1+1)
k=1
<ce27M)y 27
k=1

Die unendliche Summe ist konvergent und somit folgt die Behauptung. 0O

Ein dhnliches Resultat erhalten wir fiir den Diinngitterraum V.

Lemma 2.9. Es seien |||, und ||-||a zwei vorgegebene Normen. Fiir feste t > s > 0,
gebe es eine Konstante ¢ > 0, so dass fir jedes u mit ||ull, < oo, ||lu|la < oo,

u:ijj

|, < 528||(2j1,j2)||oo—t||(2j1J2)||1||u”A fiir alle j € N? (2.28)
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gilt. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 unabhdngig von | und u mit

. c267D2 || a fiir s =0,t > 0,

Ulenvflo lu =l { 26702 |y|| o fiir s > 0, > 0. (2:29)
Beweis. Es gilt fiir u =3, wj

mf lu—v|, <c-|lulla Z 951(2152) lloo =1l (271,32) 11

2j1+j2>21
Fiir s > 0 gilt
Z 9511(21:52)lloo —ll(271,52) 11 < Z 9tk Z 9511(2j1:52) [l
2j1+72>21 k>21+1 2j1+j2=k
k
2yt Y wee Y ey
k>2041 2j1+jo=k k>21+1 j2=0
S c Z 2(S—t)k
k>2041

womit die Behauptung fiir s > 0 folgt. Im Falle s = 0 gilt

Z 9—tll(251,52) 11 < Z 9tk Z 1

2j1+j2>21 k=21+1 2j1+j2=k
<c Z 27 < 2 2“l22 .
k=21+1
0
Wir wihlen fiir festes ¢ > s > 0 in Lemma 8 || - ||s = || - ||gs und || - ||a =

| [lat (o) und nehmen an, dass fiir jedes u € H'({)r) die Abschiitzung ([220) gilt.
Damit erhalten wir im Falle s = 0 die Abschéitzung

inf |lu— vl 2@ < 27 tlHuHHt (@)
vGVl

die sich verglichen mit den Ergebnissen des Satzes BT lediglich um den logarithmi-
schen Faktor [ unterscheidet, wahrend wir fiir s > 0

o) < 27 ullge

inf ||ju— v Q)

vEVl
und somit sogar die gleichen Raten wie im Fall von Lemma erhalten. Als Kon-
sequenz aus Lemma und Lemma B3 resultiert die Feststellung, dass es aus-
reicht, Zerlegungen zu verwenden, die obere Normabschétzungen der Art (2.26]) und
[(Z2]) erfiillen, um die (bis auf einen logarithmischen Faktor) gleiche Approxima-
tionsordnung wie im Fall von Zerlegungen, die die Norméquivalenzen (ZI7) und
(1Y) erfiillen, zu erhalten.
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0 I 1t 0 | 1t
4 4
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0 ) 110 ) 1t
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Abbildung 2.4. Beispielfunktion aus den Riumen Vi (oben links), Vil
(mitte links) und Vgidisc (unten links) sowie die entsprechenden Basisfunktionen der

hierarchischen Uberschufirdume Wi\ (oben rechts), Wi, (mitte rechts) und W?:‘F disc
(unten rechts).

2.3 Eindimensionale Multiskalenzerlegungen

Nachdem wir in dem vorherigen Abschnitt die Approximationseigenschaften der
Raum-Zeit Diinngitterrdume diskutiert haben, stellen wir in diesem Abschnitt kurz
drei mogliche Multilevel-Zerlegungen von L?((0,7")) und dazugehérige eindimen-
sionale Multilevelbasen vor. Diese Zerlegungen werden wir spiter zur Konstrukti-
on der Raum-Zeit Diinngitterrdume fiir die verschiedenen Diskretisierungsverfahren
benotigen. Zur Vereinfachung der Darstellung beschrinken wir uns dabei auf Funk-
tionen mit Nullrandwerten. Die Uberlegungen lassen sich jedoch direkt auf Funktio-
nen mit beliebigen Randwerten iibertragen.

Wir nehmen zur Vereinfachung der Darstellung 7" = 1 an. Fiir festes | € N
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unterteilen wir das Intervall (0, 1] in 2! Teilintervalle I}, 1 < k < 2!,
IL = ((k—1)27 k271

Mit ViTl bezeichnen wir den Raum der auf jedem Teilintervall I} linearen, stetigen
Funktionen mit der iiblichen nodalen Basis ¢/, ;, 1 <k < 2/,

1—|k—=2"t] firallete ILUIL,,

0 sonst. (2.30)

ehatt) = {
Als UberschuBraume VVlTl wahlen wir hier die durch die klassische lineare hierar-
chische Basis ¢/}, = ¢l 51, 1 < k < 27!, auf Level | aufgespannten Réume,

VlTl = ‘/1:5171 S VVlTl = Vl:fl,l S Span{wzﬁ,k | 1<k< 2l_1}- (2‘31)

Wir betrachten nun die Zerlegung in die Rdume V;; der auf jedem Teilintervall I,
stiickweise konstanten Funktionen. Dieser Raum wurde bereits bei der Konstruk-
tion klassischer Diinngitter in [5] verwendet. Eine Basis dieses Raumes bilden die
Funktionen gpfo’k, 1 < k < 2!, die auf dem Teilintervall I} konstant eins sind und
iiberall sonst verschwinden,

1fallst € I},

0 sonst. (2’32)

@Zo,k(t) = {
Hierbei verwenden wir im folgenden die Uberschufiriume W, die durch die stiick-
weise konstante hierarchische Basis ¢/, = ¢/ 01, 1 < k < 2!7!, aufgespannt
werden, d.h.

Vio = Vilio® Wi = VL g@span{yfy, | 1<k <271} (2.33)
Schliefflich betrachten wir noch die Raume VLTI’CHSC
linearen Funktionen. Die Funktionen gpfh dise und gblTk dises

der auf jedem Teilintervall I}

1 — |k —2%| falls t € I}
T — w
@z,disc,k(t) = { 0 sonst,

. [ 1—|(k—1)—2% falls t € I},
@z,disc,k(t) = { 0 sonst,

. . : T.di : T disc - .
bilden eine Basis von V,;"*°. Bemerkenswert ist, dass V;; C V, " gilt und insbe-

sondere die Dimension dieses Raumes nahezu doppelt so grofl wie die Dimension des
Raumes V/ ist, was spéter bei der Kosten-Nutzen Diskussion der unterschiedlichen

Diskretisierungsverfahren von Bedeutung sein wird. Ein moglicher Uberschufiraum
W% wird durch die hierarchische Basis

T ._ T 7T . ~T
@Dz,dz’sc,k ‘= Pldisc,2k+1 %,dz‘sc,k = Pldisc,2k>
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mit 1 < k < 2171, aufgespannt,
T.disc T,disc T,disc
Vl,l = Vi1 @ VVl,l (2‘34)
= Vii’ld,zlsc S Span({wgdisc,k | 1 S k S 2l_1} U {wgdisc7k ‘ 1 S k S 21_1})‘

Abbildung 24 zeigt fiir [ = 3 fiir jeden der soeben definierten Rdume Beispielfunk-
tionen und die jeweiligen Basisfunktionen der hierarchischen Uberschufriume.

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir die Raum-Zeit Diinngitter im Hinblick
auf Lemma 28 die aus der Konstruktion mit den soeben vorgestellten eindimen-
sionalen Multilevel-Zerlegungen in der Zeit und der aus einer Sequenz von Finite
Element Rdumen gewonnenen linearen bzw. d-linearen hierarchischen Basis kon-
struiert werden.

2.4 Verwendung der hierarchischen Basis

Sei 7;, j € N, eine geschachtelte Folge von Triangulierungen (in Dreiecke oder Vier-
ecke bzw. Tetraeder oder Hexaeder) des Gebietes Q C RY, 1 < d < 3, 7; C T4,
d.h. die Menge N; der Knoten von 7; ist eine echte Teilmenge der Knoten N von
T,

Nj € Njsr.

Wir bezeichnen den Durchmesser von 7' € 7; mit h(7") und definieren
p(T) :=sup{diam(B) | B C T, B ist eine Kugel}.

Es sei 7; eine Folge von reguldren Triangulierungen, d.h. es gibt von j unabhéngige
Konstanten ¢ > 0 und ¢ > 0, so dass

% <0, hj:=maxgper h(T) < 277, fiir alle j und T € 7,

gilt. Des Weiteren nehmen wir an, dass die Anzahl der Knoten jeder Triangulierung
7; durch .
NG| < 29 (2.35)

mit ¢ > 0 unabhéngig von j abgeschétzt werden kann. Sei VjQ der zur Triangulierung
7, gehorige Finite Element Raum der stiickweise linearen bzw. d-linearen Funktio-
nen. Ist eine Abbildung P; : C°(Q2) — V}? gegeben, so hat fiir jedes u € C°(Q) die
Funktion v; := Pu € VZQ die Darstellung

-1

w = Pyu; + Z(Pj—i-lul - Pjul), (236)

§=0
mit den Uberschufiriumen

Wﬁrl = range(Pj4 — P)) (2.37)
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und Wi := V%, Wihlen wir zum Beispiel Pju als den Interpolanten von u € C°(Q)
in Vjﬂ, d.h.
Pju(z) = u(z) fir alle z € N}, (2.38)

so erhalten wir eine Zerlegung in UberschuBriaume W]-Q, die von der hierarchischen
Basis [123] aufgespannt werden. Wihlen wir hingegen Pju als die L?*-Projektion auf
V;, so spannen L2-orthogonale Waveletbasen die resultierenden Uberschufirdume auf.

Im folgenden wiihlen wir fiir P; den Interpolationsoperator (Z38). Sei ¢f;, 1 <
i < dim(V;?) die nodale Basis des Finite Element Raumes V. Eine Teilmenge dieser
nodalen Basis bildet wiederum eine Basis der hierarchischen Uberschufiriume und
wir bezeichnen die Elemente dieser hierarchischen Basis mit @D;)Z, 1<:i< dim(WJQ).
Zur Vereinfachung nehmen wir (nach Umnummerierung) an, dass der Index i eines
Basiselements wﬁ den nodalen Punkt n; € N bezeichnet, an dem die Basisfunktion
eins ist, d.h. fiir beliebiges ny, € N; gilt

1falls k=1
Q o )
ja(ne) = { 0 sonst :
Wir erhalten aus der Definition (37) des Raumes W fiir die Koeffizienten w$; der

. . 3 .. dim(W;
hierarchischen Uberschiisse wj® = Zi:l( ) wap,

505 die Darstellung

wi; = (Pyu— Pj_yu)(n;). (2.39)

Analoges gilt fiir die eindimensionalen Multilevelzerlegungen des vorigen Abschnitts.
Wir untersuchen nun mit Hilfe von Lemma EZ8 bzw. Lemma Z9 die Approximati-
onseigenschaften der Raum-Zeit Diinngitter, die mit Hilfe der Multilevelzerlegungen
des vorigen Abschnitts in der Zeit und der (d-) linearen hierarchischen Basis {15}
im Ort konstruiert werden. Dazu nehmen wir an, dass die Folge von Finite Element
Réaumen affin dquivalent ist, d.h. jedes Element lasst sich durch eine affine Abbil-
dung auf ein Referenzelement zuriickfithren. Zusétzlich benétigen wir die folgende
klassische Interpolationsfehlerabschéitzung fiir Finite Elemente, siehe z.B. [25], 39].

Lemma 2.10. Fliir eine reguldre Folge von Triangulierungen und linearen bzw. d-
linearen, affin dquivalenten Finite Elementen gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass

fiir alle uw € H*(Q)

e — Pyl iz < 27l s (2.40)
o — Pyullasay < 27 lulleqe. (2.41)

unabhdngig von j gilt. Firu € H>*(Q) gilt auflerdem

||u — PjUHLOO(Q) <c-: 2_2jHu||H2,oo(Q). (2.42)
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Wir erhalten damit fiir die hierarchischen Koeflizienten w] ; mit Hilfe der Relation

(EZ39) und der Interpolationsfehlerabschétzung ([Z42) die Abschétzung des néchsten
Lemmas.

Lemma 2.11. Fliir eine requldre Folge von Triangulierungen und linearen bzw. d-
linearen affin dquivalenten Finiten Elementen gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass

fiir alle w € H>*(Q), u:zjw =i 2W L w e Wit

|w | < | Piu— Pi_qul| (o) < ¢ - 277 ||ul| g2 (q) (2.43)

gilt. Weater ist
||wQ||L2 < 27 u g2 (2.44)
[ 2ﬂy|u||H200 (©@)- (2.45)

Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die eindimensionale Zerlegung (231]) in der
Zeit genau der eindimensionalen hierarchischen Basis entspricht, so dass wir das
gleiche Ergebnis fiir diese Zerlegung erhalten. Ebenso erhalten wir fiir die Zerlegung
(EZ34) das gleiche Resultat, da v € H?((0,T)) und damit stetig ist.

Da wir annehmen, dass unsere Finiten Element Rédume VJQ affin dquivalent sind
und die zugrundeliegende Triangulierung regular ist, gelten fiir die hierarchische

Basis w] | i, die Normabschétzungen
5 i, ey < c27 47210/, (2.46)
5 i, o) < 2 /2 (2.47)

siehe z.B. [39]. Wir erhalten nun die folgende Aussage iiber die Approximationsei-
genschaft des Diinngitterraumes V,? bei Verwendung der (d-) linearen hierarchischen
Basis im Ort und der linearen hierarchischen Basis in der Zeit.

Satz 2.12. Sei VjQ eine Folge von (d-) linearen, affin dquivalenten Finite Element
Rdaumen, deren zugrunde liegende Triangulierungen requldr sind. Dann gibt es eine
Konstante ¢ > 0, so dass fiir den aus (ZI3) mit Hilfe der (d-) linearen hierarchischen
Basis im Ort und der linearen hierarchischen Basis in der Zeit konstruierten Raum-
Zeit Diinngitterraum V,* und fir alle u € H2,, (Qr) bzw. u € HZH @ Oo)(QT)

mixr

it = ol < 02 Ml oy (2.9
Ulenvf ||lu — ’U”Hlo @ < c2_l||u||Hg£;o),(z,oc>(QT), (2.49)
inf ||lu— UHH(OTQ)’(O‘Oo)(QT) < C2_2ll||u||H(232),(2,oo)(QT) (2.50)

UGV
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qgilt.

Bewezis. Da wir die lineare hierarchische Basis in der Zeit verwenden, konnen wir
Lemma EZTT] auch bzgl. der Zeit anwenden. Damit erhalten wir fiir u” € H?((0,T))
bzw. u' € H>*((0,T)), u" =3 w],
] |l 20y < €272 [ul | 20,1, (2.51)
Hw;rHLOO((O,T)) <c 272 HUT||H2,oo((0 T))- (2.52)

Mit einem Tensorproduktargument fir v € HZ2, (Qr), bzw. u € H,Sm)( )(QT),
u =} ;wj, folgt

lwill 2y < 2720 Jull g2 oy, (2.53)
ijHHffﬁ)'(O’w)(QT) <c2” 20lll ||UHH£3£),(2,OO>(QT). (2.54)

Somit liefert die Anwendung des Lemmas 2§ fiir s = 0 und ¢ = 2 die Ungleichungen

[238) und (2Z30).

Sei nun u € H %>

Tensorproduktargument

(Qr), u= 3> wjisi, dann gilt wiederum mit einem

wys| < 02—2||J'||1||UH (2700),(2,00)(9,11).

Des Weiteren gilt mit (Z46) und @A) fiir o5; = ¢, - ¥7
H¢~i7i||HTlr;?I(QT) < 2~ ((d=2)j1+j2)/2

Da die Folge der Triangulierungen regulédr ist, kann die Anzahl der Zellen, die
einen Knoten gemeinsam haben, durch eine Konstante unabhéngig von dem Level
j1 nach oben abgeschétzt werden [75]. Insbesondere erhalten wir damit eine obere
Abschétzung fiir die Anzahl an Basisfunktionen w %4 auf einem fest vorgegebenem
Level j;, deren Trager nicht disjunkt zu einer weiteren beliebig vorgegebenen Basis-
funktion des gleichen Levels sind. Ebenso folgt daraus eine solche Abschétzung fiir
den Raum-Zeit Fall und die Basisfunktionen ;.
Insgesamt erhalten wir fiir w; = ) wj 19

sl oy < €32 TPl

< 622—4||J||122j12 dj ]2”“”[_](200) AN

Mit Hilfe von (235)) schliefen wir, dass die Summe O(2-%91772) Summanden besitzt.
Somit gilt

Iz gy < 222l 0y D01

HlO(

< C22||_]||oo—4||.1||1 Hu||2 (2 00),(2, 00)(9 )
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und Lemma 8 mit s = 1 und t = 2 zeigt (Z49). O

Verwenden wir anstelle der stiickweise linearen, stetigen Zerlegung in der Zeit
nun die stiickweise lineare (aber unstetige) Zerlegung (234)), so erhalten wir analog
die folgenden Resultate.

Satz 2.13. Sei V]Q eine Folge von (d-) linearen, affin dquivalenten Finite Element
Rdaumen, deren zugrunde liegenden Triangulierungen reguldr sind. Dann gibt es eine
Konstante ¢ > 0, so dass fiir den aus (Z12) mit Hilfe der (d-) linearen hierarchischen
Basis im Ort und der aus der Zerlequng (2.34) in der Zeit konstruierten Raum-Zeit
Diinngitterraum V;°

inf Jlu— vz < 27 ul 2. (Qr) (2.55)
,UGV'IO miz
. 1
Ulenélo lu — U”H}r;?Z(QT) <c2 HUHHT(S;;O)’(LOO>(QT)7 (2.56)
: -2l
Ulenéo |lu — U”ny?ii)’(o’oo)(QT) <c2 lHuHHgﬁ),(z,oo)(QT) (2.57)

qilt.

Da alle eindimensionalen Funktionen u’ € H“>((0,T)) bzw. uT € H*((0,T))
stetig sind, iibertragen sich die Argumente in dem Beweis von Satz auf den Fall,
dass wir die Zerlegung (234)) in der Raum-Zeit Diinngitterkonstruktion verwenden.

Betrachten wir nun den Fall, dass wir die stiickweise konstante hierarchische
Zerlegung (Z33) in der Zeit verwenden und schreiben abkiirzend 47, := 7, ;. Mit
Hilfe der klassischen Interpolationsfehlerabschitzung fiir die stiickweise konstante
Interpolation erhalten wir die Existenz einer Konstanten ¢ > 0, so dass fiir jede
Funktion u” € H'>((0,7)), u” = 3, wi =37, > wi b7,

KA R
\ngz| <c- 2_j||uT||H1v°°((0,T)) (2.58)

gilt, wobei ¢ > 0 von u, j und ¢ unabhéngig ist. Durch leichtes nachrechnen folgt,
dass fiir die stiickweise konstanten Basisfunktionen in der Zeit

195, 52l 20y = 277/ (2.59)

giiltig ist. Damit erhalten wir das folgende Ergebnis iiber die Approximationseigen-
schaften des entsprechenden Raum-Zeit Diinngitters.

Satz 2.14. Sei V]Q eine Folge von (d-) linearen, affin dquivalenten Finite Element
Rdaumen, deren zugrunde liegenden Triangulierungen reguldr sind. Dann gibt es eine

Konstante ¢ > 0, so dass fiir den aus (ZI1) mit Hilfe der (d-) linearen hierarchischen
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Basis im Ort und der stickweise konstanten Zerlequng (Z-33) konstruierten Raum-
Zeit Diinngitterraum V,°

. -2l
it = g < ¢ 2 ¥ulluzs oy (2.60)
. -l
Ulenvflo [ = vl 1o ) < 27 Jull oo g ), (2.61)
: -2l
vlenvfo |lu — U”H,(,?;i)’w’oo)(QT) <c2 lHuHHgﬁ),(l,oo)(QT) (2.62)

l

gilt. Verwenden wir anstelle von V,* den Raum \~/l0 mit stiickweise konstanten Funk-
tionen in der Zeit, so erhalten wir entsprechend

ien~f0 |u — vl 2y < 02_ll||u||H727;Z;z(QT), (2.63)
veY
ienvfo lu — U|’H}7;EZ(QT) < 02_ll||u||H727;Z11(QT), (2.64)
Ve
inf Hu - UHH 02) 000)(Q ) = < c2” ll||u”H(2 2),(1, oo)(Q )’ (265)

vEVl

Bewetis. Wir beschrinken uns auf den Beweis der Abschitzungen beziiglich des
Raumes VO mit Hllfe von Lemma 20 Die Abschiitzungen fiir V,° folgen analog aus
Lemma 8 Fiir u? € H»*((0,T)) gllt fiir die hierarchische Zerlegung u” = 3w}

||ijHL2((0,T)) < CQ_J'HUTHHLOO((M)), (2.66)

wobei ¢ > 0 von j und w unabhéngig ist. Dieses Resultat wird wie (Z58) mit Hilfe
von Interpolationsfehlerabschiatzungen und der Dreiecksungleichung gezelgt Uber
ein Tensorproduktargument, siehe [66], erhalten wir damit fir v € H,

mix 7
U= Zj Wi

ijHHS{?’(O’w)(QT) < c 2~ (271+52) Hu” 22) (129 ) (267)
Lemma liefert nun mit s = 0, ¢t = 1, || - ||« = || - [|[g©2.05) und || - ||a =
|| - ||Hg£§),(1,oo)(QT) die Abschitzung (2.62).
Analog zu (67 ist fiir jedes u € H2 (Qr), u = >;wj die Abschitzung
Jusllaian < €275 ] o1 g 269

mit ¢ > 0 unabhéingig von u und j giiltig. Daraus folgt wiederum mit Lemma
firs=0,t=1, |, = "llz2@m) und [ -[[a = |- ”nyﬁzmﬂ die Ungleichung (Z60).

Sei nun u € H 32N u = > 5 20wt Dann ergeben (Z43) und (33)
itber ein Tensorproduktargument

wigl < ¢+ 27772 ull yeco.ae g, -



2.4. Verwendung der hierarchischen Basis 33

Des Weiteren gilt mit ([Z46) und @Z53) fiir ¢5; = ¢5 ;- L

5l ) < - 277200,
Daraus folgt fiir wy = >, wj 54
HwJ”HlO(QT <:j£:|uhl‘HﬂﬁlHH40(QT

< CZ g~ =2Rg2in g g2y ) 1
mix

i

Q)

—4j1-2j291(241,52)llcc 9 —dj1—3j2 2
< c2 2 2 HUHH%;o),(Low(QT)

< NCimle-2 @l |y |2
(2,00),(1,00)

und Lemma mit s = 1/2 und t = 1 zeigt die Behauptung. O

Zum Abschluss dieses Kapitels ist es angebracht, den angesprochenen Vergleich
zwischen den klassischen Diinngittern und den Raum-Zeit Diinngittern intensiver zu
behandeln. Wéahrend wir die Verwendung der Raum-Zeit Diinngitter bisher vor al-
lem mit der einfacheren Handhabbarkeit komplizierter Geometrien und der Behand-
lung von Differentialoperatoren mit variablen Koeffizienten motiviert haben, folgt
aus den theoretischen Betrachtungen, dass wir unter schwécheren Glattheitsannah-
men als bei klassischen diinnen Gittern die gleichen Approximationsraten erhalten.
Gleichzeitig besitzen die Raum-Zeit Diinngitter zu vorgegebenem Level | wesentlich
mehr Freiheitsgrade als die entsprechenden klassischen Diinngitter. Dies wirft die
Frage auf, ob wir fiir manche Funktionen, die die von den klassischen Diinngittern
benotigten Glattheitsannahmen nicht erfiillen, dennoch ein besseres Kosten-Nutzen
Verhéltnis fiir die Raum-Zeit Diinngitter erwarten kénnen. Dabei verstehen wir un-
ter dem Kosten-Nutzen Verhéltnis die Relation von der Anzahl an verwendeten
Freiheitsgraden N zu dem in einer vorgegebenen Norm || - || gemessenen Fehler ||¢;||,
e; := u — uy, zwischen der exakten Funktion u und der approximierenden Funktion
u; des entsprechenden Raumes. In engem Zusammenhang mit dem Kosten-Nutzen
Verhéltnis steht die so genannte e-Komplexitét [35, 107, 122] einer numerischen
Methode. Hierbei bezeichnet die e-Komplexitit den Aufwand zur Berechnung einer
Néaherungslosung mit einer vorgegebenen Genauigkeit . Hierbei ist insbesondere
der Exponent « von Interesse, der fiir eine gegebene Anzahl an Unbekannten N die
Genauigkeit durch e(N) = O(N™%) bestimmt. In diesem Sinne besitzt ein Verfahren
ein besseres Kosten-Nutzen Verhéltnis als ein anderes Verfahren, wenn der Wert «
fiir das erstere Verfahren echt grofler als der Wert o des zweiten Verfahrens ist.

Wir betrachten nun Q7 = (0,1)% x (0,1) und messen den Interpolationsfehler
der Funktion

u(x,t) = exp(—t)|z; — x9|¥/°
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—— Klassisches Dinngitter|
—e— Raum-Zeit Dlinngitter

L —Fehler
>

Anzahl Unbekannter

Abbildung 2.5. L>- Interpolationsfehler fiir u(z,t) = exp(—t) - |z1 — 25[3/°
auf Qr = (0,1)2x (0, 1) des klassischen, aus dem Tensorpodukt der eindimensionalen
hierarchischen Basis konstruierten Diinngitters und des Raum-Zeit Dinngitters, bei
dem 1m Ort die bilineare hierarchische Basis auf einer uniformen Verfeinerung und
in der Zeit die lineare hierarchische Basis verwendet wurde.

auf dem klassischen Diinngitter und dem Raum-Zeit Diinngitter. Dabei gilt u €
H2, (Qr), womit die Funktion die fiir die obige Theorie benétigten Glattheitsvor-
aussetzungen erfiillt. Gleichzeitig erfiillt u nicht die Glattheitsvoraussetzungen aus
der Theorie der klassischen Diinngitter, d.h. u & H?((0,1))® H*((0,1))® H*((0,1)).
Abbildung zeigt nun den L*-Interpolationsfehler in Abhéngigkeit von der An-
zahl der bendtigten Freiheitsgrade fiir das klassische Diinngitter, das aus der linea-
ren hierarchischen Basis konstruiert wurde, und dem aus der bilinearen hierarchi-
schen Basis im Ort und der linearen hierarchischen Basis in der Zeit konstruier-
ten Raum-Zeit Diinngitter f/lo. Insgesamt ist die Steigung der zu dem Raum-Zeit
Diinngitter gehérenden Kurve steiler und somit der Wert o grofler als fiir das klas-
sische Diinngitter. Eine ndherungsweise Bestimmung iiber die Steigungen der Re-
gressionsgeraden durch die beiden Kurven fithrt zu den Werten o = 0.83 fiir das
Raum-Zeit Diinngitter und a = 0.44 fiir das klassische Diinngitter. Somit liefert das
Raum-Zeit Diinngitter, obwohl wir zundchst mit einem gréferen Fehler pro Unbe-
kannter starten, bereits fiir V,” einen wesentlich kleineren Fehler pro Unbekannter
als das klassische Diinngitter. Dies zeigt, dass wir in dem hier betrachteten Fall
tatséichlich fiir das Raum-Zeit Diinngitter ein wesentlich besseres Kosten-Nutzen
Verhiiltnis als fiir das klassische Diinngitter erhalten.

Wie in diesem Kapitel deutlich geworden ist, ist es moglich, die Idee klassischer
Diinngitter auf die natiirliche Tensorproduktstruktur zwischen Raum und Zeit zu
iibertragen. Bendtigt werden hierzu lediglich Multilevelzerlegungen von L2((0,T'))
und L*(€). Mit Hilfe dieser Konstruktion kénnen wesentliche Nachteile klassischer
Diinngitter, wie etwa die Behandlung komplizierter Geometrien und variabler Ko-
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effizienten, behoben oder zumindest stark verbessert werden. Verwendet man im
Ort und in der Zeit die aus einer Sequenz von ineinander geschachtelten Finite
Element Ridumen konstruierten hierarchischen Uberschufiriume in der Raum-Zeit
Diinngitterkonstruktion, so sind die Dimensionen der Raum-Zeit Diinngitterrdume
und der Finite Element Rdume im Ort von (bis auf einen logarithmischen Faktor
im Fall einer Ortsdimension) gleicher Ordnung. Gleichzeitig liefern die Raum-Zeit
Diinngitterrdume unter etwas stéirkeren Glattheitsvoraussetzungen die gleichen Ap-
proximationsraten wie volle Gitter. Dies resultiert in der weiterfithrenden Fragestel-
lung, ob diese Glattheitsannahmen an die Losung parabolischer Probleme realistisch
sind, was wir in dem nachfolgenden Kapitel untersuchen werden.
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Kapitel 3
Parabolische Probleme
und Regularitat

Wie in dem vorhergehenden Kapitel deutlich wurde, liefern die Raum-Zeit Diinn-
gitter unter etwas stéarkeren Glattheitsvoraussetzungen die gleichen Interpolations-
fehlerraten wie volle Gitter. Da wir an der Losung parabolischer Gleichungen interes-
siert sind, stellt sich daher die Frage, unter welchen Voraussetzungen die Losungen
parabolischer Gleichungen die benétigte Regularitit aufweisen. Dieser Fragestel-
lung gehen wir in diesem Kapitel nach. Hierzu wiederholen wir zunéchst klassi-
sche Regularitéitsresultate fiir lineare parabolische Probleme, wobei wir der Darstel-
lung in [I21] folgen. Im Anschluss zeigen wir, dass die dort vorkommenden Raume
zu den H""(Qr) Réumen, die fiir die Interpolationseigenschaften der Raum-Zeit

Diinngitterrdume maflgeblich sind, identisch sind.

3.1 Notation

Sei Q C R?, d = 1,2, 3, ein beschriinktes Gebiet und Q7 := Q x (0,T). Wir bezeich-
nen mit C*'(2) die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, deren k-te
Ableitungen lipschitzstetig sind. Fiir Q, Q2 C R? nennen wir eine bijektive Abbildung

gp:(@l?“%@d):QCRd—)QCRd

einen (k, 1)-Diffeomorphismus, wenn ¢; € C*1(Q) fiir alle 1 < ¢ < d und fiir die
Umkehrabbildung ¢! = (@1, ..., $q) @ € CHY(Q) fiir alle 1 < i < d gelten.

Das Gebiet  heifit C*! glatt, falls es fiir jedes z € © eine Umgebung U, gibt,
so dass ein (k, 1)-Diffeomorphismus ¢y, : U, — (—1,1)? mit

()OUZ(Um N aQ) - {CL’ € (_17 1)d ‘ Tq = 0}7
pu (U:NQ) ={z € (-1,1)" |0 <zq <1},
(:OUZ(Ux\Q> = {CL’ € (_17 1)d ‘ 1< Tqg < O}

existiert, vgl. Abbildung Bl Fiir einen Hilbertraum V' mit Norm || - ||y bezeichne

37



38 Kapitel 3. Parabolische Probleme und Regularitat

P

y

Abbildung 3.1. Diffeomorphismus ¢y, , der eine Umgebung U, des Punktes
r auf das Quadrat (—1,1)? abbildet.

L*((0,T); V) die Menge aller schwach meBbaren Funktionen, fiir die

[ ol <

gilt. Wir definieren weiter
W((0,T); H' () :={f | f € L*((0,T); H'(?)) und 9,f € L*((0,T); H ")} (3.1)

und versehen den Raum mit dem Skalarprodukt

T
(f,9) = / ((f@), 9() (o) + (0:f (L), Oeg(t)) r-1(0) dt.
0
Hierbei ist das Skalarprodukt des Dualraumes H~(Q2) von H*(Q2) durch

(v,w)g-110) = (0(v), 0(w)) w1
definiert, wobei die Abbildung § : H~1(Q) — H'(Q) jedem v € H~(2) das Element
O(v) € H(Q) zuordnet, so dass
(0(v), u) i) = v(u) fiir alle u € H'(Q)

gilt.
Wir fithren nun die fiir die Regularitatstheorie parabolischer Probleme wichtigen
W*((0,T); H™(2))-Riume ein.

Definition 3.1. Fir k,m € N sei der Raum W*((0,T); H™(Q)) die Menge aller
Funktionen u : (0,T) — H™(Q) fir die

du 2 m . .

pr € L7((0,T); H™(QQ)) fiir alle0 < j <k (3.2)
gilt. Daber sind die Ableitungen im Distributionensinne zu verstehen. Die Norm auf
W*((0,T); H™()) ist definiert durch

k T ;
du
HUHI%V’V((QT);HW(Q)) = Z/O H%H%}m(g) dt. (3.3)

=0
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Fiir & > 0 ist W*((0,7);9Q) ein Hilbertraum.

3.2 Regularitat der Lésung parabolischer
Differentialgleichungen

Im folgenden sei L ein linearer elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung,
d.h.
Lu=—-V-(AVu)+b-Vu+cu (3.4)

mit A = (ag)f;; : Qp — R™ b = (b)L, : Qr — R und ¢ : Qp — R. Fiir
eine gegebene rechte Seite f : QO — R, eine Anfangsbedingung wug : 2 — R und
eine Randbedingung ¢ : 9 x (0, 7] suchen wir eine Funktion u : Q7 — R, die die

Gleichungen

atu + Lu= f n QT, (35)
u = g auf 90 x (0,7, (3.6)
u(+,0) = up(-) auf Q (3.7)

erfiillt. Wenn wir nun die Gleichung (B3) mit einer Testfunktion ¢ € H}(€2) multipli-
zieren und partiell integrieren, so erhalten wir die zugehorige schwache Formulierung
des Problems,

(Oru, ©) 2y +alt;u, ) = (f,p)o fiir alle p € Hy(Q),t € (0,77,
: up(+) f.i. in Q, (3.8)
u(t,z) = g(t,z) fir alle t € (0,7) f.4. in 01,

<
\.O =
~—r
I

wobel

a(t;u,v) == /(VU)TAVU +bv - Vu + cuw du. (3.9)
Q

Wir suchen somit eine Funktion w, die jedem ¢ € (0,7 eine Funktion u(t,-) €
H'(Q) zuordnet und die im Distributionensinne in ¢ differenzierbar ist. Aus die-
ser Betrachtungsweise heraus nehmen Funktionen mit Werten in dem Hilbertraum
H'(), deren Ableitungen in H~!(Q) liegen, also den Funktionen, die in dem Raum
W ((0,T); H'(2)) enthalten sind, eine bedeutende Rolle bei der Behandlung para-
bolischer Probleme ein.

Um die Existenz einer Losung von (B8] zu garantieren, stellen wir die folgenden
Bedingungen an die Bilinearform a(t; -, )

A1) Fiir p,¢ € HY(Q) fest sei a(t; ¢, 1) meBbar auf [0, T1.
A2) Es existiere eine Konstante C' > 0 unabhéngig von t € [0, 7], so dass
lalt: 0.0)] < C - il ¢l ey, fir alle £ € [0.7), o4 € H'() (3.10)

gilt.
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A3) Es existiere eine Konstante ¢ > 0 unabhéngig von ¢ € [0,77], so dass
c- ||g0||§{1(9) < a(t; p, p) fiir alle p € Hy(S) (3.11)
erfiillt ist.

Unter diesen Voraussetzungen an a(t; -, -) 18t sich nun die Losbarkeit des Problems

BX) zeigen.

Satz 3.2. Die Randfunktion g lasse sich derart in das Innere des Gebietes €2 fort-
setzen, dass g € W((0,T); H(QY)) ist. Es gelten A1, A2 und A3 fiir die Bilinear-
form a(+;-,-). Dann besitzt das Problem ([38) fiir jedes f € L*((0,T), H *(Q)) und
ug € HY(Q) eine eindeutige Lisung v € W (0,T; H(Q)).

Fiir den Beweis verweisen wir auf [I21] und untersuchen nun die Regularitit der
Losung u des Problems (BF). Dabei ist, wie auch bei elliptischen Problemen, die
Glattheit der Losung von der Glattheit des Gebietes ) abhéngig, so dass Bedingun-
gen an das Gebiet unumgénglich sind. Im Folgenden nehmen wir daher an, dass 2
beschrinkt und von der Glattheit C1*%1 ist. Zusitzlich gelte fiir die Koeffizienten-
funktionen des elliptischen Operators L(t)

K].) Cl,z'j(',t), bz(,t),C(,t> S Ck(Q) fiir alle t € [O,T],
K2) dlay;,dlb;, dlc € C(Q x [0,T)) fiir 0 <1 < k.

Wir erhalten dann das folgende Resultat bzgl. der Differenzierbarkeit der Losung u

von (B.8) nach ¢.

Satz 3.3. Fir festes k € N seien die Voraussetzungen A1, A2, A3, K1 und K2
erfillt. Weiterhin sei die Randfunktion g in das Innere von € fortsetzbar mit

g € W*((0,T); H'(Q)) und g € L*((0,T); H ().

Zusdtzlich seien fiir die Rand- und Anfangsbedingungen die Kompatibilititsbeding-
ungen

Olu(-,0) — dlg(-,0) € H3(Q), fiir alle0 <1<k —1, (3.12)

erfiillt. Dann besitzt das Problem (Z38) fiir jedes f € WF((0,T); HY(Q)) genau eine
Losung v und es gilt

u € WF((0,T); HY(Q)) und 0F™u € L*((0,T); H (). (3.14)
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Die Kompatibilitdtsbedingungen (BI2) und (BI3) sind nur die Kurzschreibweise

fiir
u(-,0) = up(-), du(-,0) = f(-,0) — L(-,0)up, u.s.w.,

die wir durch Differentiation und Auswerten an der Stelle ¢t = 0 aus (BX) erhalten.

Um nun Aussagen iiber die Glattheit der Losung bzgl. des Ortes zu erhalten,
erhohen wir die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen bzgl. der Ortsvariablen z. Wir
nehmen daher fiir ¢ € N an, dass die Bedingungen des vorherigen Satzes nun fiir
k + q gelten. Wir erhalten dann aus [I21] die folgende Regularitétsaussage.

Satz 3.4. Fiir k,q € N gelte die Bedingung K1 mit k+ q anstelle von k. Das Gebiet
Q sei beschrinkt und CYTTR1 glatt. Fir die Umkehrabbildung L=(t) : H1()) —
H}(Q) gelte
107 L) f | t2vacey < cqll fll ooy (3.15)

mit ¢, unabhdngig von t fir alle f € H*(Q) N Hy(Q) und 0 < n < k — 1. Des
Weiteren seien die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfillt und es sei

f e WEH(0,7); HU(Q)) und 07 f € L*((0,T): H~H(9)). (3.16)
Wir definieren rekursiv die Zahlen m;, 1 < j <k, durch

my =2+ min(1, q), mj11 = 2+ min(g, m;).

Fiir ¢ := maxj<j<pm; set die gegebene Randfunktion g in das Innere von §) mit

g € WH(0,T); H**1(Q)) und 01 g € L2((0,T); H(Q))  (3.17)
fortsetzbar. Dann besitzt das Problem ([338) genau eine Lisung u und es gilt

w € WEI((0,T); H*F e ) fiir alle 1 < j < k. (3.18)

Die Bedingung (BIH) an L(t) ist trivialerweise erfiillt, wenn die Koeffizienten-
funktionen des elliptischen Operators nicht von der Zeit abhéngen.

Die beiden Sétze zeigen, dass es fiir fest gewéhlte k£, m € N stets moglich ist, ge-
eignete Bedingungen an die rechte Seite, die Randbedingung und die Anfangsbedin-
gung, die Glattheit des Gebietes €2 und die Koeffizienten des elliptischen Operators
L(t) zu stellen, so dass fiir die Losung u der schwachen Formulierung

u € WF((0,T); H™()) (3.19)

gilt. Wie wir im vorigen Kapitel bereits diskutiert haben, spielen die Riume H™* ()
dominierender gemischter Glattheit eine wichtige Rolle in dem Kontext der Raum-
Zeit Diinngitterrdume. Préaziser formuliert kénnen wir Funktionen aus diesen Rdumen
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mit Hilfe der Raum-Zeit Diinngitterriume mit der gleichen (bis auf einen loga-
rithmischen Faktor) Approximationsordnung wie mit den Vollgitterrdumen appro-
ximieren. Deshalb wére fiir die Diskretisierung parabolischer Probleme mit Raum-
Zeit Diinngittern eine Regularitétstheorie bzgl. dieser Rdume von Bedeutung. Wie
der folgende Satz allerdings zeigt, entsprechen die Réume H™*(Q7) den Riumen
WH((0,T); H™(€)).

Satz 3.5. Fiir k,m € N gilt

Wr((0,T); H™(Q)) = H™ Q). (3.20)

mix

Beweis. Sei u € WF((0,T); H™(Q)) und {e,(-)} eine orthonormale Basis von
H™(€). Wir definieren

un(t) == (u(t), en) am@), (3.21)
und fiir festes ¢ € (0,7 gilt u(t)(-) = >_, un(t)en(-). Des Weiteren erhalten wir fiir
die Folge w; := Y7 _ u,(t) - e,

lim w; = u in W*((0,T); H™(Q))

Jj—0o0

und somit ist w; insbesondere eine Cauchy-Folge in W*((0,T); H™(2)). Wir haben
auferdem

T T
|l < [ o) et < o0
weshalb wu,(t) € L*((0,T)) gilt. Fiir 1 < <k ist
d'u
ar

Damit gilt u,(t) € H*(0,T) und somit w; € H™(Q) ® H*((0,T)). Da nun w;
eine Cauchy-Folge in W*((0,T); H™(Q)) ist und [Jw; — wi|lwr(o.1)mm0) = |lw; —

Oun(t) = (=7u(t), en)pmioy € L*(0,T). (3.22)

w| HE () 1SU W auch eine Cauchy-Folge in H™*(Q7). Aus der Vollstindigkeit

von H¥(Q) folgt dann u = lim; o w; € HH(Q).
Sei nun u € H™*(Q). Dann gibt es eine Folge u(t) € H*((0,T)), eine Folge

uSi(x) € H™(Q)) und eine Folge von Koeffizienten \,, so dass
= 3 M) © o1
i=1

gegen u in H™¥(Q) konvergiert. Somit ist u, Cauchy Folge in H™*(Q) und ins-

besondere auch eine Cauchy-Folge in W*((0,T); H™(Q)). Da W¥((0,T); H™(Q))
vollstiindig ist, folgt damit u = lim, u,, € W*((0,7); H™(Q2)). 0O
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Satz B4 liefert im Hinblick auf Satz B3 somit Regularitdtsaussagen bzgl. der
H™%(Q7) Réume. Nehmen wir an, dass Gebiet 2 sei von der Glattheit C**' und es

gelte

f e W?((0,T); L*(2)), 87 f € L*((0,T); H (),
g e W3((0,7); H*(Q)),09/g € L*((0,T); H (),

und die Anfangs- und Randbedingungen seien ausreichend kompatibel. Ist des Wei-
teren der elliptische Operator L zeitunabhéngig, so folgt aus Satz B4 fiir die Losung
u des Problems u € HZ, (Qr). Diese Regularitiit bentigten wir jedoch gerade in den
Sitzen ZT2 und EZT3 zur Abschiitzung des Approximationsfehlers bzgl. der L?-Norm.
Schwiichen wir die obigen Glattheitsvoraussetzungen an das Gebiet, die rechte Seite

und die Randbedingungen weiter ab, so dass Q von der Glattheit C*! ist und

f € WH(0,T); L*()), 07 f € L*((0,T); H(9)),
g € W((0,7); H*(%)), 079 € L*((0,T); H~ (%)),

o (Qr). Diese Glattheitsvoraussetzung
haben wir in Satz 214 fiir die Approximationsfehlerabschétzungen der aus der hier-
archischen Basis im Ort und der stiickweise konstanten hierarchischen Basis in der
Zeit konstruierten Raum-Zeit Diinngitterriume V% und V,° bzgl. der L>-Norm ge-
fordert.

Diese Beispiele zeigen, dass die Glattheitsvoraussetzungen in Kapitel B keines-
wegs willkiirlich gewé#hlt sind, sondern fiir die Losungen parabolischer Probleme
durchaus zutreffen.

gilt, so erhalten wir fiir die Losung u € H>,

In diesem Kapitel haben wir einige klassische Resultate der Regularitétstheorie
fiir lineare parabolische Probleme wiederholt. Es stellt sich dabei als ein wesent-
liches Resultat heraus, dass die Rdume, in denen die Losungen der parabolischen
Gleichungen nach den Regularitétsresultaten enthalten sind, gerade den in (20
definierten Rdumen dominierender gemischter Raum-Zeit Ableitungen entsprechen.
Dieses Ergebnis zeigt, dass die fiir die Theorie der Raum-Zeit Diinngitter benétigten
Glattheitsannahmen tatséchlich fiir die Lésungen von parabolischen Problemen zu
erwarten sind. Somit haben wir eine weitere Motivation dafiir, auf den Raum-Zeit
Diinngittern basierende Diskretisierungsverfahren zu entwickeln, was wir im nun
folgenden Kapitel vertiefen werden.
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Kapitel 3. Parabolische Probleme und Regularitat




Kapitel 4
Diskretisierung

In diesem Kapitel diskutieren wir die Diskretisierung parabolischer Probleme mit
Hilfe der Raum-Zeit Diinngitter. Hierzu verwenden wir als Ausgangspunkt die schwa-
che Formulierung (B) des parabolischen Problems. Zur Diskretisierung von pa-
rabolischen Problemen existieren im wesentlichen drei Methoden, die sich in der
Reihenfolge der Diskretisierung von Raum und Zeit unterscheiden.

Bei der (vertikalen) Linienmethode wird in einem ersten Schritt der Ort, bei-
spielsweise mittels Finiter Elemente, diskretisiert. Das dadurch entstandene System
gewohnlicher Differentialgleichungen kann anschlieBend mit herkémmlichen Zeitin-
tegratoren, wie z.B. dem Runge-Kutta Verfahren, gelost werden. Hierbei wird der
Fehler im Ort mit Hilfe von Fehlerschétzern fiir stationdre Probleme [2, 7] kontrol-
liert.

Bei der Rothe-Methode interpretiert man das kontinuierliche Problem hingegen
als gewohnliche Differentialgleichung in einem Hilbertraum, wobei die zeitliche Kom-
ponente durch geeignete Zeitintegratoren diskretisiert wird. Die in jedem Zeitschritt
durchzufithrende Ortsdiskretisierung wird dabei als Storung der Zeitintegration auf-
gefasst. Somit konnen Kriterien entwickelt werden, mit denen entschieden werden
kann, wie der Fehler der Ortsdiskretisierung beschrinkt sein mufl, damit sich der
Fehler mit der Zeitdiskretisierung nicht zu sehr aufschaukelt und beschriankt bleibt.
Zur Kontrolle des Ortsfehlers werden, wie schon zuvor bei der (vertikalen) Linienme-
thode, klassische Fehlerschétzer fiir stationidre Probleme herangezogen [83) [19, 21].

Ein dritter Ansatz, bei dem Ort und Zeit gleichzeitig diskretisiert werden, ist
die Discontinuous-Galerkin Methode [A9, K0]. Hierbei kommen geeignete Raum-Zeit
Fehlerschatzer zur Kontrolle des Gesamtfehlers zur Anwendung.

Da sowohl bei der Rothe-Methode als auch bei der (vertikalen) Linienmethode
Ort und Zeit getrennt behandelt werden, erscheinen diese Verfahren auf den er-
sten Blick als wenig geeignet, um auf den Raum-Zeit Diinngitterfall iibertragen zu
werden. Betrachten wir beispielsweise die Linienmethode, so ist zu verschiedenen
Zeitpunkten jeweils ein stationéres Problem zu l6sen, das in der Regel die Losung
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an bestimmten vorherigen Zeitpunkten aber keine Lésung an spéteren Zeitpunkten
benotigt. Zur Berechnung einer Raum-Zeit Diinngitterinterpolierenden einer Funk-
tion an einem festen Punkt im Ort zu einem festen Zeitpunkt benétigen wir je-
doch bereits Werte der zu interpolierenden Funktion an dem gleichen Ortspunkt
zu einem spateren Zeitpunkt. Dieses Beispiel illustriert, dass Raum-Zeit Diinngitter
wenig geeignet fiir ein schrittweises Vorgehen in der Zeit sind. Dennoch lassen sich
herkommliche Zeitschrittverfahren auf den Raum-Zeit Diinngitterfall iibertragen,
indem die Zeitdiskretisierung als Petrov-Galerkin Verfahren interpretiert wird. Da
hierbei der Ansatzraum meist aus in der Zeit stetigen Funktionen besteht, wird diese
Vorgehensweise auch als Continuous Galerkin Verfahren bezeichnet [E8, B4]. In [5]
wurde bereits das Crank-Nicolson und das implizite Eulerverfahren in diesem Sinne
als Petrov-Galerkin Verfahren interpretiert, wobei die Verwendung von klassischen
Diinngitterrdumen als Ansatz- und Testraum zu einer Diinngitterdiskretisierung
fithrt. Wir diskutieren diese Vorgehensweise im Kontext der Raum-Zeit Diinngitter
in Abschnitt EETl, wobei eine Stabilitatsabschiatzung die eindeutige Losbarkeit des
diskreten Problems zeigt.

Da bei dem Discontinuous-Galerkin Verfahren Raum und Zeit gleichzeitig diskre-
tisiert werden, ist das Discontinuous-Galerkin Verfahren direkt auf den Raum-Zeit
Diinngitterfall iibertragbar. Dieses Vorgehen beschreiben wir in Abschnitt und
untersuchen dort auch das Konvergenzverhalten der Discontinuous-Galerkin Diskre-
tisierung im Fall von stiickweise konstanten oder stiickweise linearen Funktionen in
der Zeit, wobei wir eine a-priori Fehlerabschéatzung fiir die Diinngitter Discontinuous-
Galerkin Diskretisierung erhalten.

Die durch die Diskretisierung mit den Raum-Zeit Diinngittern und dem Dis-
continuous Galerkin oder dem Crank-Nicolson Verfahren anfallenden linearen Glei-
chungssysteme sind in der Regel nicht diinn besetzt. Allerdings kann, wie schon bei
klassischen Diinngittern, das Matrix-Vektor Produkt mit einem zur Zahl der Frei-
heitsgrade proportionalen Aufwand berechnet werden. Dies geschieht mit Hilfe des
Unidirektionalen Prinzips, das erstmals in [0 fiir klassische Diinngitter beschrieben
wurde, und das wir in Abschnitt auf die Raum-Zeit Diinngitter verallgemeinern.
Da wir hier mit beliebigen linearen bzw. d-linearen hierarchischen Basen im Ort
arbeiten, miissen wir dafiir insbesondere die benétigten Teilalgorithmen Top Down
und Bottom Up anpassen.

Schliesslich untersuchen wir in Abschnitt 24 anhand einiger numerischer Ergeb-
nisse das Konvergenzverhalten des Crank-Nicolson und des Discontinuous Galerkin
Verfahrens mit stiickweise konstanten bzw. stiickweise linearen Funktionen in der
Zeit.
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4.1 Das Crank-Nicolson Verfahren

Ersetzen wir in der schwachen Formulierung

(atua @)LQ(Q) + Cl(t, u, 90) = (f7 90)0 fiir alle NS H&(Q)vt € (07 T]a
u(0,-) = ug(-), f.i. in Q,
u(t,z) = g(t,x) fir alle t € (0,7) f.ii. in 0

des parabolischen Problems die punktweise in t geforderte Gleichheit durch Testen
mit beliebigen H}(Q) ® L*((0,T))-Funktionen ¢, so erhalten wir die fquivalente
Formulierung

T d T
/ (57w, @) r2) + alt;u, @) dt = / (f, @)o dt fiir alle o € HY(Q) ® L*((0,T))
0 0

dt
u(0,-) = ug(+), f. . in (4.1)
u(z,t) = g(x,t) fiir alle t € (0,7 f. 1. in OS2

Wir wihlen die Formulierung (E1]) als Ausgangspunkt fiir eine Petrov-Galerkin Dis-
kretisierung. Dazu beschéftigen wir uns nun mit der Wahl zweier geeigneter endlich-
dimensionaler Teilriume von Hg () ® L2((0,7)), die wir als Ansatz- bzw. Testraum
verwenden kénnen. Hierzu betrachten wir zunéchst die schwache Formulierung einer
gewohnlichen Differentialgleichung, d.h. wir suchen eine Funktion wu, so dass

T d T
/ au-vdt:/ f - v dt fiir alle v € L*((0,7)), (4.2)
0 0
u(0) = o, (4.3)

gilt. Im folgenden sei das Zeitgebiet (0,7") durch die N + 1 Zeitpunkte 0 = t5 <
t1 < ... <ty =T unterteilt und wir definieren I}, := (t;_1,t) fiir 1 < k < N. Seien
yansatz ynd V7est gtetige Funktionenrdume auf dem Einheitsintervall (0,1) wobei
fiir ein fest gewéhltes r > 0

dim(VA™%%) = r 4+ 1 und dim(V7**) = r

gelten soll. Bezeichnet 7, : I, — (0,1) die affin lineare Transformation auf das
Einheitsintervall, so definieren wir damit die diskreten Rdume

Vi = {p € C(0,T) | (¢ |1,) o m, € VA" fiir alle 1 < k < N},
Vit i={p € LX0.7) | (¢ |) o m € V™ fitr alle 1 < k < N},

Verwenden wir Vii™s%# als Ansatzraum und V¢ als Testraum einer Petrov-Galerkin

Diskretisierung von (E22), wobei wir f durch den Interpolanten in dem Ansatzraum
ersetzen, so erhalten wir damit je nach Wahl der Raume V4™ und V7** bekannte
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Zeitdiskretisierungsverfahren. Aufgrund der Forderung, dass die Funktionen des An-
satzraumes stetig sein sollen, werden diese Methoden auch als Continuous Galerkin
Verfahren bezeichnet, vgl. [T1), B8, b4]. Im iibrigen erklért sich mit der Stetigkeitsfor-
derung auch die Bedingung, dass die Dimension von V47®* ym genau eins grofer
sein soll als die Dimension des Testraumes V7. Damit erhalten wir, dass der An-
satzraum V"o genau einen Freiheitsgrad mehr als der Testraum VI besitzt,
d.h.
dim (Vi) = N - r +1 = dim(Vy*') 4 1,

und mit der Forderung, dass die Anfangsbedingung erfiillt sein soll, bleiben genauso
viele Freiheitsgrade, wie in dem Testraum vorhanden sind, {ibrig.
Wiéhlen wir nun beispielsweise zu fest gewdhltem Parameter 6

vTest . — span{1} und VA% .= span{1, (t) = t + 3(20 — 1)t(1 — t)},

so erhalten wir das #—Schema. Als Spezialfall fithrt die Wahl # = 1 zu dem impliziten
Eulerverfahren, vgl. [I1]. Wahlen wir hingegen fiir vorher fest gewéhltes » > 1 den
Ansatzraum V47 als den Raum aller Polynome vom Grad r,

yAnsatz . — span{z’ | 1 <i < r}
und den Testraum V7 als den Raum aller Polynome vom Grad r — 1,
VvTest .= span{z’ |1 <i <r— 1},

so erhalten wir das (r,r)—Padé Schema der Ordnung 2r. Fiir r = 1 resultiert insbe-
sondere das Crank-Nicolson Verfahren
uty) —ulte—1) _ f(te) + f(tr-1)

= firalle ] <k <N.
tr — th_1 2

Fiir die Spezialfille des impliziten Eulerverfahrens und des Crank-Nicolson Verfah-
rens ist die Interpretation als Petrov-Galerkin Verfahren bereits in [5] unabhéngig
von den frither zitierten Arbeiten angefiihrt und zur Diinngitterdiskretisierung pa-
rabolischer Probleme umgesetzt worden.

Wir konzentrieren uns in diesem Abschnitt auf die Crank-Nicolson Diskretisie-
rung. Mit der obigen Interpretation des Crank-Nicolson Verfahrens zur Losung der
gewohnlichen Differentialgleichung erhalten wir unmittelbar die Interpretation der
Crank-Nicolson Diskretisierung des parabolischen Problems mit Finiten Elemen-
ten im Ort als Petrov-Galerkin Verfahren mit der durch (BJl) gegebenen Bilinear-
form. Hierbei ist der Ansatzraum als das Tensorprodukt des zu dem Crank-Nicolson
Verfahren gehorigen Ansatzraumes in der Zeit und dem Finite Element Raum zu
wahlen. Analog ist der Testraum als das Tensorprodukt des Testraumes der Crank-
Nicolson Diskretisierung in der Zeit und dem Finite Element Raum gegeben.
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Es ist nun naheliegend, anstelle der Vollgitterriume die entsprechenden Diinn-
gitterrdume zu verwenden, d.h. als Ansatzraum verwenden wir den mit Hilfe der
hierarchischen Basis im Ort und der linearen hierarchischen Basis in der Zeit kon-

. ~ .. .. 0. Ansat .
struierten Raum V), den wir im folgenden mit V;"""**** bezeichnen. Der Testraum

~0,Test . . : - ) :
V7" ist dann als der aus der hierarchischen Basis im Ort und der stiickweise

konstanten Zerlegung in der Zeit konstruierte Raum f/lo zu wahlen. Wir erhalten
damit das diskretisierte Problem: Finde u; € VZO’A"SW, so dass u; die Anfangs- und
Randbedingungen erfiillt und

T

B(uy, ) = / (f, )0 dt fiir alle ¢ € V27 (4.4)

0
mit
T d
B(uy, p) := / (EUMO)L?(Q) + a(t;uy, ) dt
0

gilt. Wir nehmen zur Vereinfachung der Notation 7" = 1 an und wihlen im Folgenden

fiir festes [ die diskreten Zeitpunkte t; := k- 27\, Wir erhalten dann die folgende
Stabilitatsaussage.

Lemma 4.1. Die Bilinearform a(t;-,-) sei unabhingig von t, d.h. a(t;-,-) = a(-,")
und es gelte a(v(-,T),v(-,T)) > 0 fir alle v € Vlo’Ansatz. Ist ug = 0, so gilt fiir die
Losung v, der Dinngitter-Crank-Nicolson Diskretisierung (Z.4)

10| L2y < |1 f1l 22000 (4.5)

und
Jw(te) 2@ < 2772 K2 fll 2o (4.6)

Beweis. Da die Ableitung bzgl. der Zeit fiir jedes u; € VA4 0 dem Testraum
liegt, d.h. Qyu; € VlO’TESt, setzen wir ¢ = Qyuy in (EE4) ein und erhalten mit partieller
Integration

T 1 T
/ (8tul, 8tul)L2(Q) dt + §a(ul(-, T), ul(-, T)) = / f@tul dt.
0 0

Da nach Voraussetzung a(u;(-,T),w(-,T)) > 0 gilt, folgt daraus die Ungleichung
D). Weiter gilt

ty
Juatlooy = | | Br(r) drle
0

< 0wl z2 @)@t (00)
<272t 10st|| L2 (@)@ L2((0,11))
<272 B2 Fll ez
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und die Abschéitzung ist gezeigt. O

Die Stabilitdtsabschéitzung zeigt, dass das Problem (B4 eine eindeutige Losung
besitzt.

Lemma 4.2. Die Bilinearform a(t;-,-) sei unabhingig von t, a(t;-,-) = a(-,-), und
koerziv. Dann besitzt das diskrete Problem (f.4)) eine eindeutige Lisung.

Insbesondere zeigt das Lemma, dass das anfallende lineare Gleichungssystem, mit
dessen Losung wir uns spéater beschéftigen werden, eindeutig losbar ist. Der Beweis
dieses Lemmas folgt sofort aus dem vorherigen Resultat. Sind namlich u; und @; zwei
Losungen von (B4, so ist u; — @ eine Losung von () mit w(-,0) — @(-,0) =0
und f = 0. Aus der Abschitzung (EH) folgt damit u; = ;.

4.2 Das Discontinuous-Galerkin Verfahren

Bei der Disontinuous-Galerkin Methode [49, b0, 51, 52, ©3] wird das Zeitgebiet (0, T
zunédchst in Teilintervalle I, = (tx_1,t], 1 < k < N, mit diskreten Zeitpunkten
0=ty <t <...<ty=T zerlegt. Fiir eine gegebene Ortsdikretisierung V,* mit
Finiten Elementen und fiir fest gewéhltes ¢ € N betrachtet man dann den Raum

q
V= {v]v(x,t) [,= Y tv;(z) mit v; € V;7}
=0

von in der Zeit stiickweise stetigen Funktionen. Dabei ist ¢ der maximale Polynom-
grad der Ansatzfunktionen in der Zeit. Man beachte, dass die Funktionen dieses
Raumes im Allgemeinen unstetig an den Intervallgrenzen sind. Um dies in der fol-
genden Formulierung berticksichtigen zu kénnen, benotigen wir noch die Definition
der Sprungfunktionen

(V] == v — v, mit v;(_) = lirﬁ )v(tk +s)
s—0T(~

fiir jedes v € V. Bei der Discontinuous-Galerkin Diskretisierung des Problems (B:Y))
sucht man nun ein u; € V', so dass u; die Anfangs- und Randbedingungen und

T
B(uy,v) = / (f,v) 2@ dt fiir alle v €'V, (4.7)
0
erfiillt, wobei
N N-1
B(v,w) := Z/ (O, w) 2y + a(t; v, w) dt + Z([v]k, w2 () (4.8)
k=1 "Ik k=0
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und (u;), := up. Fiir ¢ = 0 erhalten wir damit das implizite Euler Verfahren wéhrend
g = 1 ein Verfahren &hnlich dem subdiagonalen Padé-Schema der Ordnung (2,1)
liefert, vgl. [49].

Wie wir sehen, ist die abstrakte Formulierung (E7) formal unabhéngig von der
Wahl des Ansatzraumes V. Wir konnen hier also ohne weiteres auch unsere Raum-
Zeit Diinngitterrdaume verwenden, wobei wir weiterhin in der Bilinearform B(-,-)
iiber die Zeitpunkte des in den Raum-Zeit Diinngittern vorkommenden feinsten
Zeitlevels summieren. In Analogie zu dem obigen Raum V' verwenden wir hierbei
Raum-Zeit Diinngitter, die aus der stiickweise konstanten oder der stiickweise linea-
ren Multilevel-Zerlegung des Abschnitts in der Zeit und der hierarchischen Basis
im Ort konstruiert werden. Wir erhalten damit die zu den klassischen Discontinuous-
Galerkin Diskretisierungen analogen Raum-Zeit Diinngitterverfahren.

In [A9] wird gezeigt, dass fiir lineare Finite Elemente im Ort mit geeigneten
Glattheitsvoraussetzungen an die kontinuierliche Lésung v das Verfahren in der Zeit
global von der Ordnung ¢+ 1 ist und an den Zeitschritten ¢ sogar eine Ordnung von
2q+1 erreicht wird. Wir untersuchen nun analog die Konvergenzrate des Raum-Zeit
Diinngitterverfahrens mit stiickweise konstanten bzw. stiickweise linearen Funktio-
nen in der Zeit. Hierbei werden wir von der Ungleichung

1
a-b< %a2 + 2_562 (4.9)

fiir beliebige a,b € R und ¢ > 0 Gebrauch machen. Zusétzlich schreiben wir
abkiirzend af(-,-) anstelle von a(t;-,-), obwohl die Bilinearform weiterhin von der
Zeit abhéngig sein kann. Wir erhalten zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 4.3. Fir allev € H'? (Qr) mit 0,(v |1,) € L*(Q x It) fir alle1 <k < N
und v, =0 gilt

B(v,v) :/0 a(v,v) dt + %D(v), (4.10)

. — N—
wobei D(v) := “vNH%?(Q) + Zk:ol H[U]kH%?(Q)'

Beweis. Partielle Integration liefert

1 _
[ @y dt =5 (I ey = Il

Iy,
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Unter Verwendung von (BE9) mit ¢ = 1 und v, = 0 erhalten wir

N-1
_ 1 _
Blow) = X (o = o Do + 5 (105 o — It )

k=0

T
L, _
+ [ atwo)dt+ 5llovl
0

T N-1 1 1
2 - 2
= [ atvwie+ X (G108 e - (or0) + 3ok )
k=0

-
+§HUNH%2(Q)
und die Behauptung ist gezeigt. O

Ist a(t; -, -) positiv definit, so kann das obige Lemma als positive Definitheit des
Discontinuous-Galerkin Operators B(-,-) interpretiert werden. Insbesondere folgt
aus der Identitdt (EI), dass das bei der Diskretisierung anfallende lineare Glei-
chungssystem eine eindeutige Losung besitzt. Sind ndmlich u; und 4; zwei Losungen
des diskreten Problems (BX), so ist u; — @; eine Losung des diskreten Problems (E7)
mit f = 0 und wy = 0. Deshalb gilt B(u; — @, w; — @) = 0 und mit ([EI0) folgt
u; = 1~Ll.

Wir bezeichnen mit e; := u —u; den Fehler zwischen der kontinuierlichen Losung
u und der Losung des diskretisierten Problems ;.

Das folgende Resultat gibt eine obere Abschitzung fiir die Konvergenz der dis-
kreten Losung u; gegen die kontinuierliche Losung fiir die Diinngitterkonstruktion
mittels stiickweise konstanter Funktionen in der Zeit. Wir setzen fiir festes [ N := 2!
und beschrinken uns zur Vereinfachung der Darstellung auf 7' = 1.

Satz 4.4. Es gebe Konstanten C' > 0 und ¢ > 0, so dass fiir die Bilinearform a(-,-)
die Bedingungen (Z10) und (Z11) erfillt sind. Sei die Lésung u des Problems (3.8)
geniigend glatt. Sei V,° der aus der hierarchischen Basis im Ort und der stiickweise
konstanten Zerlequng in der Zeit konstruierte Raum-Zeit Diinngitterraum und PVZO
sei der zugehorige Interpolationsoperator. Dann gibt es eine Konstante ¢ unabhdngig
von | und u, so dass fir die Losung u; € V;* von {4) mit V =V

Ve oo + Die)) < & (Jlu = Proullg o) + 2~ PW“”%;?’”“R%))
qgilt.
Beweis. Da v und u; die gleiche Anfangsbedingung erfiillen, gilt

e(x,0) =0 fiir alle x € Q
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und wir konnen die Identitét ([EI0) des vorigen Lemmas zusammen mit der Koer-
zivitdt (BI0) der Bilinearform a(-, ) ausnutzen. Wir erhalten dann

’ 1
||Vel||2L2(QT) +D(ey) <c </ aleg, ep) dt + §D(el)) =c- B(ey, ) (4.11)
0

und es geniigt, B(ey, ¢;) nach oben abzuschétzen. Ist uw in den Zeitpunkten ¢, 1 <
k < 2! stetig, so gilt [ux] = 0 fiir alle 1 < k < 2! = N, weshalb u als Losung des
parabolischen Problems trivialerweise () erfiillt. Hieraus folgt

Bley, ) = 0 fiir alle ¢ € V)°,
und insbesondere gilt B(e;, &) = B(e;, u — Pyou). Damit ergibt sich

Blei, e1) = B(er, u — Pyou)

T
/ (Orer, u — Pyou) r2(q)dt + / a(e, u — Pyou)dt
I 0

I
WE

o

1

1 k
+ ) ([edrs (u— Pyow)l) 2.
k=0

Wir schatzen nun diese drei Terme weiter ab.
Fiir fOT a(er, u— Pyou)dt erhalten wir unter Verwendung der Abkiirzung || - % :=

a(--)
T T
/ aler,u — Pyou) dt < C'- / lellallw — Pyoullq dt
0 0

1 T ~ T
<5 | Vel i+ [ = Prpulf, i

wobei wir im letzten Schritt die Ungleichung (BEJ) mit geeignet gewéhltem e sowie
die Stetigkeit von a(-,-) ausgenutzt haben.

Der Term S0 ([er]e—1, (u — PV'ZOU/);:_]_)LQ(Q) 148t sich wiederum mit (EE9) und
geeignetem ¢ durch

N-1 N-1
1
Z([ez]k, (u— PVIOU):)L?(Q) < Z (ZH[el]kH%Q(Q) +c [ (w — Pvﬂ“)zf”%%m)
k=0 k=0
1
S ZD(€I> + 02l||u - PV'LOUHZT(S;?‘(O’OO)(QT)

abschétzen.
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Da u;(z,t) auf jedem Intervall Iy in ¢ konstant ist, also insbesondere dyu; |1, = 0
gilt, folgt

N N
Z/ (8tel, u — PVZOU)LQ(Q)dt = Z/] (atu, u — PVIOU)LQ(Q)dt
k=1""k

k=1 1k
< [10rull 20y - lu = Pyoull2cr)

und die Behauptung ist bewiesen. [0

Wie wir in dem obigen Beweis zu Satz E4 sehen, bendtigen wir aufler in der
Abschétzung des Terms Z]kvzl / I (Orer,u — Pvlou) r2(@)dt an keiner anderen Stelle,
dass die Funktionen in der Zeit stiickweise konstant sind. Wir kénnen daher im
wesentlichen den obigen Beweis fiir das folgende Resultat im Fall der stiickweisen
Linearitét der Funktionen in der Zeit verwenden.

Satz 4.5. Es gebe Konstanten ¢ > 0 und C' > 0 so dass (1) und (ZID) erfillt
sind. Die Liosung u des Problems (Z38) sei geniigend glatt. Desweiteren sei V,° der
aus der hierarchischen Basis im Ort und der stiickweise linearen Zerlequng in der
Zeit konstruierte Raum-Zeit Dinngitterraum mit zugehorigem Interpolationsopera-
tor PVzo' Dann gibt es eine Konstante ¢ unabhdngig von | und w, so dass fir die

Lésung w; € V,° (d.h. ¢ =1) von {3

Vet + Dier) < & (llu = Proullng oy + 2l = Proull om0,
-+ ||U — PVZOUHLQ(QT) . Hat(u — PVIOU)HL?(QT)

2% u = Pyoull3 oy )

qilt.

Beweis. Es verbleibt die Abschiitzung des Terms 3 5, [ 1 (Oer, u—Pyou)r2)dt. Da
jedes v(x,t) € V;* auf dem Intervall I, linear in der Zeit ist, existiert eine Konstante
¢ > 0 mit

1010l 2 (x ey < € 2'[|vll L2(@xr)s (4.12)

die unabhiingig von [ und der gew#hlten Funktion v € V;? ist. Dies folgt direkt aus
den inversen Abschétzungen fiir Finite Elemente, vgl. [39]. Wir erhalten dann mit
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der Abkiirzung €, :=  x [, und unter Verwendung von (EI2)

N
Z/ (6t(u — Ul), u — P\/lou)LQ(Q)dt S
Iy,

k=1

WE

10i(u — wi) || L2y - [w — Pyoul| 2oy

k=1

WE

<Y llu— Pyoull 2, <||8t(u — Pyou)| r2(ay)

e
Il

1

|0 (Pyou — ul)||L2(Qk)>
N
<5 Jlu— Pyoull 2y - <||8t(u — Pyou)|12(a0)
k=1
+ 02l||PVlou - ulHLQ(Qk)) .

Die Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung auf die Summe liefert weiter

N
Z/ (Ot — w,u — Pyou) 2oydt < |lu = Pyoull 2y - (H@t(u — Pyou) | 22
k=1 "Ik
+ C2ZHPVZOU — ul||L2(QT)>
< lu— PVZOUHLQ(QT) : <H8t(u - PVlou)||L2(QT)

+ CQZ(HPVLOU — u”Lz(QT) -+ ||u — ulHLz(QT))) .

Nach Anwendung der Poincaré-Ungleichung folgt mit Hilfe von (EH) mit geeignet
gewéhltem e

1
21”“ - PVIOUHLQ(QT) Nl = w2 < c- 22l||“ - PVZOUH%Q(QT) + ZHV(U - Ul)||2L2(QT)-

Damit gilt dann schlieflich

N
Z/I (Oer, u — Pvlou)Lz(Q)dt < cl|u — P‘/‘l0u||L2(QT) . <||(9t(u — Pvlou)”Lz(QT)
— k

1
+2%|lu = Pypull 20 ) + 1 IVerl32a,)
woraus die Behauptung folgt. 0O

In den obigen Fehlerabschétzungen wurde der Fehler gegen den Interpolations-
fehler u — Pyou in bestimmten Normen abgeschétzt. Setzen wir fiir u eine hohere
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0 10 20 30 40 50 60
nz = 1046

Abbildung 4.1. Besetzungsstruktur der Matriz des Raum-Zeit Diinngitter
Crank-Nicolson Verfahrens mit einer Ortsdimension auf Level | = 4.

Glattheit voraus, so konnen wir mit Hilfe der Resultate des Abschnitts 24l diesen
Interpolationsfehler weiter abschétzen.

Betrachten wir zunéchst den Fall des Discontinuous-Galerkin Verfahrens mit
stiickweise konstanten Funktionen in der Zeit, d.h. das Diinngitter V;® bzw. V° das
mit der stiickweise konstanten hierarchischen Basis aus Abschnitt und einer
linearen bzw. d-linearen hierarchischen Basis im Ort konstruiert wird. Wir erhalten
dann mit Satz Bl und den Interpolationsfehlerabschitzungen (1)) und (262 die
Fehlerabschétzung

IVeill e,y + Dler) < @7 Pllullfer o, + 27 Plulfesam@,y)  (413)

HZ:
bei Verwendung des Raum-Zeit Diinngitterraumes V;° und entsprechend fiir V,°

IVeilai0) + Dler) < 62l o) + 2Pl 00,0 (4.14)

) (QT)>.

Betrachten wir hingegen den Fall von stiickweise linearen Funktionen in der Zeit, so
erhalten wir mit den Interpolationsfehlerabschétzungen ([Z48), 249) und (Z350) im
Fall von V}°

Vel 72y + Dler) < ¢ (2_21||u||i1<2,2>,<2,oo>(QT + 27

2
) [ullz22 @)

2l gz o Mgz oy + 2P ellizz o)

4.3 Das Unidirektionale Prinzip

Wie in den beiden vorhergehenden Abschnitten deutlich geworden ist, ist es moglich,
klassische Verfahren zur Diskretisierung parabolischer Probleme formal auf die Dis-
kretisierung mit Hilfe der Diinngitterrdume zu iibertragen. Durch die Verwendung
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v

2414

Abbildung 4.2. Eindimensionales Beispiel fiir die hierarchische Relation
">7. FEs gilt (j4,i2) > (j + 1,41) wihrend zwischen (j + 1,41) und (iy + 1,7) keine
Relation besteht.

von Multilevelbasen in der Diinngitterkonstruktion sind die durch die Diskretisie-
rung anfallenden linearen Gleichungssysteme allerdings nicht diinn besetzt. Der
Trager groberer Basisfunktionen iiberlappt mit den Tradgern von Basisfunktionen
auf feineren Leveln, weshalb man eine Art Fingerstruktur als Besetzungsmuster der
resultierenden Matrix erhélt. In Abbildung E.Tlist die Besetzungsstruktur einer sol-
chen Matrix fiir die Crank-Nicolson Diskretisierung auf Level | = 4 dargestellt.

Allerdings ist es moglich, das Matrix-Vektor Produkt effizient, d.h. mit einem
Aufwand proportional zu der Anzahl Unbekannter, zu berechnen. In [Bl 6] wurde da-
zu ein Verfahren, das sogenannte Unidirektionale Prinzip, fiir klassische Diinngitter
mit der linearen oder konstanten hierarchischen Basis vorgestellt. Dieses Prinzip
wurde dann in [T, B2] auf klassische, aus hierarchischen Polynombasen konstruier-
ten, Diinngitter erweitert.

In diesem Abschnitt stellen wir das Unidirektionale Prinzip etwas genauer vor.
Da in der Literatur bisher nur in schwacher Form gegebene Differentialoperatoren
behandelt wurden, wir aber durchaus auch allgemeinere Bilinearformen betrachten,
wie etwa die Bilinearform der Discontinuous-Galerkin Diskretisierung (E8), werden
wir in einem ersten Schritt das Unidirektionale Prinzip auf beliebige Tensorprodukt-
Bilinearformen verallgemeinern. In einem zweiten Schritt diskutieren wir, wie die
bei dem Unidirektionalen Prinzip anfallenden niederdimensionalen Terme effizient
berechnet werden koénnen.

Zur Vereinfachung der Notation betrachten wir hier den Fall der Diinngitterrdume
V. Die Ergebnisse lassen sich allerdings direkt auf V,* iibertragen. Wir definieren
die Indexmenge, mit der wir im Folgenden das Raum-Zeit Diinngitter beschreiben
werden, durch

Gr={(.1) [ j1 +j2 <1, 1 <y <dim(WS)),1 < iy < dim(W)}.

Desweiteren seien wie in Abschnitt B2 mit {4} und {¢7,} die Basen der Uber-
schussrdume WjQ bzw. W]-T bezeichnet. Damit erhalten wir mit

Bup = {5 =02, 0%, | G.1) € G} (4.15)

eine Basis des Diinngitterraumes f/lo und haben somit insbesondere fiir jede Funktion
u, € V; eine Darstellung u; = > Giec, Wity mit geeigneten Koeffizienten ;.
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Abbildung 4.3. Ausschnitt eines Raum-Zeit Diinngitters. Fiir fest gewdhlten
Indez (j,1) gehdren die rot markierten Punkte zu der Menge TS:(j, 1) x {(j2,i2)} und
die blau markierten Punkte zu {(j1,41)} x ZZ(j,1) (blau).

Ferner definieren wir fiir die Indizes (ji,4;) und (j1,4;) der Multilevelbasis im Ort

die hierarchischen Relationen
(ji,i1) > (Ji,71) & j1 < Ji A SUPDW%L) Nsupp (5 5,) # 0,
(j1,41) > (Ji.11) = ji < ji A supp( ]lel) M supp( 99111) # 0

(j1,11) < (Jr.i1) & (J1,01) > (j,d0).

Y

Analog definieren wir die hierarchischen Relationen der Indizes fiir die Multilevelba-
sen in der Zeit. Abbildung L2 zeigt ein eindimensionales Beispiel fiir die hierarchische
Relation. Man beachte, dass bei dieser Definition, im Gegensatz zu der bei den klas-
sischen Diinngittern verwendeten eindimensionalen hierarchischen Basis, die Trager
von hierarchisch niedrigeren Basisfunktionen nicht vollsténdig in den Tragern von
hierarchisch héheren Basisfunktionen enthalten sein miissen.

Seien a’(+,+) : VI x VI — R und a®(-,-) : V& x V¥ — R zwei Bilinearformen,
fiir die

supp(1;;) Nsupp(¥7;) = 0 = a’ (¢;;,97;) = 0, (4.16)
supp(¢3;) Nsupp(¢ss) = 0 = a® (¥}, ¢3%) = 0 (4.17)

gelten. Fiir u; € Vlo, w = Z(j Hea, u;,i¢5,1, mochten wir nun die Gréfien

aur, ¥55) = (0 @ a’)(uy, ¥53) (4.18)
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fiir alle Basisfunktionen 151 des Diinngitters berechnen. Wir erhalten dann

a(ub ¢3,I)

DI RITTRES)
(G)eCy
>

Q T/, T T
J1,Z1’w31,51> @ (ijé’ 2, 22)
(G:)edq

und definieren abhingig von (j,1) die Indexmengen

(SR S S

'S +9
o] ol o] o]
N2 BN BN AN

[

ol

i) | (i) > (i), (s J2), (i1, i2)) € G,
gii1) | Gusin) < (i), (s G2, (in,i2)) € Gib,
Jori2) | (. i2) > (Ja,12), (1, J2), (in, i) € G},
Jari2) | (Jari2) < (Jo,12), ((Ju.j2), (i1,42)) € Gi},

siehe auch Abbildung 3 Da wegen (16 und (1) jeweils nur dann zwei Faktoren

in der Summe nicht verschwinden, wenn fiir den Multilevelindex (j, i)

(j1,01) >

und gleichzeitig

(j27 22) 2

(j1,41) oder (j1,41) < (j1,11)

(J2,12) oder (jy,i9) < (J2,42)

gilt, konnen wir diese Summe auch umschreiben zu

a(uh Qz)ﬁ) =

2.

Q Q Q T T
> e (V5050550 - 07 (W,

T
i) T

(1,81 €T () G2i2)€TL ((1,72),(11,72))

+

2

(2+i2)€TT G.9)

V(525i2)€ZT ((41,52),(i1,2))

2.

(71,11)ETS((J1,42),(31,i2))

uj,iaﬂ( jgiiﬁ 1?591,;1) ’ aT(wjj;,iga

T
iaia)

V(j2,i2)€ZT (3.0

2.

(jl 7Z'1)€:z-i2 (37;)

+

2

(2+i2)€TT G.9)

a*(a”( Z

(i2,12)€TT ((31,72),(i1,32))
V(52,i2) €T ((51,32),(41,i2))

a’ (a%( Z

(71,11 €T ((j1,52), (i1 ,i2))

]2,22’ wh Z2) J1,i wﬂl’“)

Q Q T
Uy i jhilawjhil)wjg,ig?

T
3232)

V(jz,i2)eZT (3.0

Definieren wir nun fiir gegebene Koeffizienten u;; € R und beliebige (7, I) e G

2.

(jl 77:1)61-2(55)

Q
J1,817

Uji = a(

1?391,;1)7 U

jii

2.

(J1,01 )61-2 (37;)

Q Q
uj’iwjlyil ’ ¢]1,Z1 )
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=T . T T T T . T T T
U= a Z U5 00 V5,5, Uiz = @ ( Z U3 i¥j,i00 V5, 7,):

(jo,i2)€ZT (3,) (javi2)€ZT (3,)

so erhalten wir aus den obigen Uberlegungen den Algorithmus Bl zur Berechnung
der Werte a(uy, ;) fir alle (j,1) € Gi.

ALGORITHMUS 4.1 (Unidirektionales Prinzip).
1. Gegeben seien Koeffizienten u;; € R der Darstellung u; = Zm)eGl Uj iVj -
2. Setze v;; = u;; fir alle (j,1) € Gi.
3. Fiir alle jo, i5 so dass es ji,7; mit (j,1i) € G, gibt:

(a) Fiir alle jy, 41 mit (j,i) € G Uip = Uy

4. Fiir alle 1,4, so dass es jo, 15 mit (j,i) € G, gibt:
(a) Fir alle J2, 15 it (j,f) € G uj; = Qj:—Fﬂ:T., Viz = Ui+ Uss.
5. Fiir alle js, 4 so dass es ji,i; mit (j,I) € G, gibt:

(a) Fiir alle jy, 71 mit (j,1) € G;: Ui = U5y

-

6. Fir alle (j,1): us; = uz5 + v55.

Haben wir nun einen Algorithmus verfiighar, der die inneren Schleifen (a) ef-
fizient berechnet, so ermoglicht der Algorithmus Bl die effiziente Berechnung des
Matrix-Vektor Produktes. Fiir elliptische Probleme und klassische Diinngitter sind
solche Algorithmen bekannt und werden Top-Down bzw. Bottom-Up Algorithmen
genannt, vgl. [1 B, 6, B2, b6]. Bei diesen Ansétzen nutzt man aus, dass die eindi-
mensionalen Multilevelbasisfunktionen durch Translation und Dilatation einer (oder
mehrerer) Mutterfunktionen entstehen. Dabei werden die Werte der Biliniearform
beziiglich der Mutterfunktion berechnet und dann geeignet (durch Transformation)
auf die anderen Multilevelbasisfunktionen iibertragen. Bei Anordnung der eindimen-
sionalen Multilevelbasen in einer Baumstruktur kénnen somit die entsprechenden
Werte mittels einer Pre- oder Post-Order Traversierung (daher der jeweilige Name
Bottom-Up oder Top-Down) durch den Baum berechnet werden.

Dieses Vorgehen ist in unserem Fall nicht moglich, da wir im Ort die aus einer
Sequenz von Finiten Element Rdumen konstruierte hierarchische Basis verwenden,
fiir die wir keine Mutterfunktion haben, die durch einfache Translation und Dilatati-
on die anderen Funktionen generiert. Zusétzlich besteht aus unserer Sicht bei der in
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der Literatur beschriebenen Vorgehensweise das Problem, dass fiir jede neue Biline-
arform oder Multilevelbasis die Algorithmen jeweils neu bestimmt werden miissen.
Dies macht eine Verwendung in einem flexiblen Code, der eine moglichst grofie Pro-
blemklasse abdecken soll, nahezu unméglich.

Wir stellen daher im Folgenden eine M6glichkeit vor, wie analoge Algorithmen
aus einer gegebenen Folge von Interpolationsoperatoren zwischen den Gittern und
der auf dem feinsten Level diskretisierten Bilinearform gewonnen werden konnen.
Dieses Prinzip ist sehr flexibel und kann direkt auf beliebige Bilinearformen, die nur
auf dem feinsten Gitter diskretisiert werden miissen, ohne Modifikationen angewen-
det werden.

Bevor wir mit der Beschreibung dieser Algorithmen im néchsten Abschnitt fort-
fahren, mochten wir an dieser Stelle allerdings auf einen weiteren wichtigen Un-
terschied zwischen klassischen Diinngittern und unseren Raum-Zeit Diinngittern
hinweisen. Um das Unidirektionale Prinzip anwenden zu kénnen, benttigen wir die
Tensorproduktstruktur der Bilinearform beziiglich Raum und Zeit. Betrachten wir
die Discontinuous-Galerkin bzw. die Crank-Nicolson Diskretisierungen der letzten
Abschnitte, so sehen wir, dass diese Bilinearformen immer als Summe von solchen
Tensorprodukten geschrieben werden konnen, solange der elliptische Teil a(-, ) des
parabolischen Operators Tensorproduktstruktur beziiglich Raum und Zeit besitzt.
Dies ist zum Beispiel immer dann der Fall, wenn a(-, -) zeitunabhéngig ist. Klassische
Diinngitter bendtigen hingegen, dass a(-, -) als Tensorprodukt von eindimensionalen
Bilinearformen geschrieben werden kann, was eine sehr starke Einschrinkung dar-
stellt. In [T, @6, @7, O3] wurde daher vorgeschlagen, im Fall von elliptischen Biline-
arformen mit beliebigen variablen Koeffizientenfunktionen, die Koeffizienten durch
entsprechende Diinngitterinterpolanten zu ersetzen. Dabei besitzt der resultierende
Operator, da der Diinngitterinterpolant Tensorproduktstruktur aufweist, ebenfalls
Tensorproduktstruktur und das Unidirektionale Prinzip kann etwas modifiziert an-
gewendet werden. Allerdings schrianken bei diesem Vorgehen die Glattheitsanforde-
rungen an die Koeffizientenfunktionen die behandelbaren Probleme sehr ein und es
ist bis heute unklar, wie die Konvergenzraten dadurch beeinflusst werden. Wir sehen
also, dass mit Hilfe der Raum-Zeit Diinngitter durch Ausnutzung der natiirlichen
Tensorproduktstruktur zwischen Raum und Zeit eine groBere Klasse von Problemen
behandelt werden kann, als dies im Fall von klassischen Diinngittern moglich ist.

4.3.1 Top-Down und Bottom-Up

Wir beschéftigen uns nun mit der effizienten Berechnung der inneren Schleifen (a)
des Algorithmus ET1

Da die Algorithmen fiir die Zeitprobleme bzgl. a”(-,-) nur (eindimensionale)
Spezialfille der Algorithmen fiir die anfallenden Ortsprobleme sind, betrachten wir
hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit unter Verwendung der Notation aus Ab-
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schnitt B4 nur die Algorithmen fiir die hierarchische Basis im Ort. Wir mochten
also fiir feste jo, 7o und fiir alle ji,4; mit (j,i) € G; die Terme w4 und QJQ: berech-

)1 )

nen. Fiir den gesamten Abschnitt sei daher jo, 4o fest gewéhlt und wir definieren

Gt o= {(j1,i1) | (j1, Jor i1, 12) € Gi}-
Wie in Abschnitt B2 sei mit {¢f;} die nodale Basis von V;* bezeichnet und
P; 1 CYQ) — V]Q sei der nodale Interpolationsoperator. Fiir eine fest gegebene

Funktion u; = 3, ;15 mochten wir nun fiir alle (j,7) den Term

Z (u] Z,gbj ) w%{) (419)
(4,9>(,9),

() eG?

berechnen. Wir unterteilen dazu die Summe (EI9) in die einzelnen Level und erhal-

ten
Q Q Q
2 i) =2 % 3 w05,

(3,9)>3,9),
Gi)eas I<E Gatea

Wir nutzen nun aus, dass die Rdume V;Q ineinander geschachtelt sind, so dass wir
die Funktion Zi,( 30)>G0) umzp% mit Hilfe des Interpolationsoperators P; exakt in V]Q
darstellen konnen und es folgt

ZCLQ( Z Ui ]z? ZCL - J+1( Z “Jm@i)ﬂ%) (420)

3<j i,(4,8)>(5,4) 3<j i,(4,8)> (4,1

Wir betrachten nun den zweiten Term

Z aQ( ]Z7¢Q) (421)
(4:1)<(3,3),
()G
bei dem wir wiederum die Summe nach Leveln sortieren und die Testfunktionen auf
dem feinsten Level darstellen

> awad ) =D Y a%(ugag, By Pt (4.22)

(j»’i)SG»:i): ]2] (7, ’L)GGS2
(i) eGP G9SGD
Sei A7 die zu a%}(-, -) gehorige Systemmatrix bzgl. der nodalen Basis gp?z- des Raumes
Q i (] :
Vi, dh. A = (a,) mit

aZk = QQ(‘P?M 80?2)

Weiter sei PJ g RAMVL)xdm(VE) giq Matrixdarstellung der auf den Raum VQ
elngeschrankten Prolongation P;;; bzgl. der nodalen Basis. Dann erhalten wir mlt
(E20) den Algorithmus 22 zur Berechnung von (BLT9) fiir fest gegebene Koeffizienten



4.3. Das Unidirektionale Prinzip 63

uj; und alle (j,7) € Gf!, wobei das Ergebnis in den Koeffizienten u;; abgespeichert
wird.

ALGORITHMUS 4.2 (Top-Down).

1. Gegeben: Koeffizienten u;; € R der Darstellung u; = ZW)GG? ujﬂ'w%i und Vek-
toren u/ € R fijr alle 0 < j < [

2. Fiir alle 0 < j < I: Setze v/ so, dass uf = ( falls go?l ¢ W]-Q, und sonst uf = Uy
mit 90?2 = 7/’1?1

3. Setze j = 0 und solange j < :

(a) Falls j = 0: v/ = AV,
(b) Sonst: u/ = AJ(ul + PI_jui).
() j=7+1

4. Setze fiir alle (j,1) € Gf* uy; = uj, mit ¢ = %,

Féllt die Dimension der Rdume V]Q geometrisch mit fallendem Level j ab (wie
dies bei einer Sequenz von Finite Element Rdumen, die durch uniforme Verfeinerung
einer groben Triangulierung entstehen, der Fall ist), so sehen wir, das der Top-Down
Algorithmus lediglich O(dim(V;)) Rechenoperationen und Speicherplatz benétigt.

Analog erhalten wir mit Hilfe von (22) zur Berechnung von (Z]l) fiir fest
gegebene Koeffizienten u;; und alle (j,i) € G den Algorithmus B3

ALGORITHMUS 4.3 (Top-Down).

1. Gegeben: Koeffizienten u;; € R der Darstellung u; = Z(jn’)eG? w; b5 und Vek-
toren u/ € RY™V™) fiir alle 0 <j<l

2. Fir alslle 0 §§Z < I: Setze uw so, dass u} = 0 falls %, & W, und sonst u] = uy,
mlt SO],Z — wk,l'

3. Setze j = [ und solange j > 0:
(a) Falls j =1: w? = A/,
(b) Sonst: u/ = Aui 4 (PI*H)Tuit,
(c)j=j—-1

4. Setze fiir alle (j,1) € G{* u;; = uj, mit ¥, = %,
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Obwohl in der obigen Diskussion Ansatz- und Testraum gleich waren, lassen sich
die Algorithmen unmittelbar auf den Petrov-Galerkin Fall {ibertragen. Hierfiir ver-
wendet man in dem Bottom-Up Algorithmus lediglich die Prolongationen zwischen
den Ansatzraumen, wihrend im Fall des Top-Down Algorithmus die Prolongationen
der Testrdume verwendet werden miissen.

4.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Konvergenzraten des Discontinuous-Galerkin
Verfahrens und des Crank-Nicolson Verfahrens anhand einiger Beispiele. Hierbei sind
wir an dem Fehlerverhalten bzgl. der Normen

[l oo := esssupyeo,ry 1l )l L),

1/2
ol = ( / e Ol dt) |
<t<

HUHHSQ,(O,OO) 1= esssuPse(o,7) [u(5 )] (@),

1/2
lall om0 = ( JCl dt)

interessiert. Wir approximieren dabei den Fehler e¢; := u; — v zwischen der Diinn-
gitterlosung u; der diskretisierten Gleichungen auf Level [ und der kontinuierlichen
Lésung u durch den Fehler é; zwischen dem Interpolanten u® € V,® bzw. u® € V,®
der Losung v und der Losung des diskretisierten Problems,

€ = u —u;”.

Wir messen im folgenden die relativen Fehler

llédll oo llédl 2
(& = €r2 =
L= Tl L= allz
é R
€17(1,2),(0,00) 1= 7l iy ) €10 1= ||el”H’11£z
HTFHEI’ ’ ’ Ilu”H(l,Q),(O,oo)’ H'rr;zz ’ IIuIIHl,O ’

mixr

Zur Bestimmung der Konvergenzordnung untersuchen wir zusétzlich die zugehorigen
Fehlerreduktionen

1. léigallpoee 1 legallpe
PLee = Tl Pr> el
el 1,2).00.00) lérall ;1.0
— _ Tmix — i}
pHr(iZZi%(UQO) . ”él”H(lZQ)(O,oo) ) pH}r{?E . 7”&”1{1’0
mix mix

Waihrend wir fiir das Discontinuous-Galerkin Verfahren in Abschnitt den Feh-
ler beziiglich der H? -Norm gegen den Diinngitter-Interpolationsfehler abgeschiitzt
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Abbildung 4.4. Lésung u(z,t) = sin(r - =55) (links) des eindimensiona-
len Problems ([Z.23) und Fehler (rechts) der Raum-Zeit Dinngitter Crank-Nicolson
Diskretisierung auf Level | = 6.

haben, stehen uns solche Abschétzungen fiir das Crank-Nicolson Verfahren sowie
fiir die anderen Normen im Falle des Discontinuous-Galerkin Verfahrens nicht zur
Verfiigung. Bestenfalls konnen wir Fehlerreduktionsraten erwarten, die den Fehler-
reduktionsraten des Interpolationsfehlers der zugrunde liegenden Ansatzriume ent-
sprechen. Nach den Sitzen und erwarten wir daher im giinstigsten Fall
fiir das Crank-Nicolson Verfahren bzgl. f/lo, abgekiirzt CN, und das Discontinuous
Galerkin Verfahren mit in der Zeit stiickweise linearen Funktionen, abgekiirzt DGI,

! I+1 ! I+1

Proe = 0.207=  phy = 0.257=
r 05 . 05 (4.23)

P 2,000 U0 Prao AU
Im Fall des Euler Verfahrens mit \710 erwarten wir nach Satz 2214

l +1 1 1+1
! ~ ()Rl ~~ () FLFL 4.24
PHSZZ?,(O,OO) ~ 0-5+T, pHrlr;?I ~ 0'5+T' ( )

wihrend die Interpolationsfehlerabschitzungen fiir das Euler Verfahren bzgl. V,°, das
wir auch als anisotropes Eulerverfahren bezeichnen, die gleichen oberen Schranken
fiir die Fehlerreduktionen wie im Fall des CN und des DG1 Verfahrens liefern.

Sofern nicht anders erwédhnt verwenden wir im Ort die aus einer Sequenz von
uniformen Triangulierungen konstruierte d-lineare hierarchische Basis. Alle fiir diese
Arbeit benotigten Ortsdiskretisierungen wurden mit Hilfe des frei verfiigbaren Finite
Element Paketes deal.Il [] berechnet.

Beispiel 4.1.  Wir untersuchen zunéchst ein eindimensionales Problem. Gesucht
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Tabelle 4.1. Konvergenz der verschiedenen Diskretisierungsverfahren fiir
das eindimensionale Problem ({{.23) mit Losung u(x,t) = sin(m - %=).

t+0.5
1 ers pL>= ‘ er? PL2 | €p(12.0:00) P p(12),0,00) ‘ eglo  PyLo
Crank-Nicolson

4 | 1.079_9 - 5.750_3 - 1.755_4 - 7.975_9 -

5 | 2.856_3 0.26 | 1.637_3 0.28 9.012_5 0.51 3.880_5 0.49
6 | 8.636_4, 0.30 | 5.091_4 0.31 4.536_5 0.50 1.922_5  0.50
7 | 25184 0.29 | 1.590_4 0.31 2.272_4 0.50 9.582_3  0.50
8 | 7.303_5 0.29 | 4.856_5 0.31 1.136_» 0.50 4.788_3  0.50
9 | 2.076_5 0.28 | 1.446_5 0.30 5.680_3 0.50 2.394_3  0.50
10 | 5.817_¢ 0.28 | 4.211_4 0.29 2.840_3 0.50 1.197_3 0.50
11 | 1.611_¢ 0.28 | 1.205_¢ 0.29 1.420_3 0.50 5.986_4 0.50

DG1

4 1 2.292_, - 8.730_3 - 1.394_4 - 6.907_» -

5 | 7.546_3 0.33 | 2.736_3 0.31 7.213_5 0.52 3.158_5  0.46
6 | 2333_3 0.31]8292_, 0.30 3.639_5 0.50 1.507_5  0.48
7 16.904_4 0.30 | 2.446_4 0.29 1.824_, 0.50 7.378_3  0.49
8 | 1.988_4 0.29 | 7.065_5 0.29 9.126_3 0.50 3.657_3  0.50
9 | 5.537_5 0.28 | 7.527_5 0.28 8.006_3 0.50 4.925_3  0.50
10 | 1.544_5 0.28 | 2.112_5 0.28 4.003_3 0.50 2.459_3 0.50
11 | 4.281_¢ 0.28 | 5.820_¢ 0.28 2.002_3 0.50 1.229_3 0.50

Euler

4 | 3.296_5 - 1.343_5 - 1.159_¢ - 7.013_5 -

5 | 1.879_o 0.57 | 7.078_3 0.53 7.709_5 0.67 4.042_5  0.58
6 | 1.117_o 0.59 | 3.602_3 0.51 4.706_o 0.61 2.240_5  0.55
7 | 6.180_3 0.55 | 1.809_3 0.50 2.726_o 0.58 1.215_5  0.54
8 | 3.276_3 0.53 | 9.043_, 0.50 1.527_5 0.56 6.497_3  0.53
9 |1.693_3 0.52 | 4.515_4 0.50 8.374_3 0.55 3.445_3  0.53
10 | 8.624_, 0.51 | 2.254_4, 0.50 4.524_3 0.54 1.814_3 0.53
11 | 4.407_4 0.51 | 4.227_4 0.50 4.259_3 0.54 2.556_3 0.52

Euler anisotrop

4 | 2.250_5 - 7.453_3 - 1.042_4 - 4.693_o -

5 | 8.005_3 0.36 | 2.343_3 0.31 5.414_o 0.52 2.183_5  0.47
6 | 2.606_3 0.33 | 7.058_4 0.30 2.731_5 0.50 1.053_5  0.48
7 | 8.027_4 0.31 | 2.066_4 0.29 1.367_5o 0.50 5.187_3 0.49
8 12384_4, 030 | 2.222_4 0.29 1.199_5 0.50 6.972_3 0.50

ist hierbei eine Funktion u, die die Gleichungen
Opu — Oppu = f fiir alle x € Q = (0,1), ¢t € (0, 1],
u(z,t) = g(x,t) fiir alle t € (0, 1] und x € 012, (4.25)

u(z,0) = up(x) fir alle z €

erfiillt. Dabei setzen wir die rechte Seite f, die Randbedingung ¢ und die Anfangs-
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Abbildung 4.5. Konvergenzhistorie fiir das Problem (f.29) bzgl. der L?-
(links) und der H-> -Norm (rechts) fir das CN, das DG1, das Euler und das ani-

sotrope Fuler Verfahren.

bedingung wug(-) derart, dass wir

x
t+0.5

als exakte Losung des Problems erhalten, vgl. Abbildung E41

Tabelle BTl zeigt die entsprechenden Resultate der unterschiedlichen Diskretisie-
rungsverfahren. Wir betrachten zunéchst das DG1 Verfahren. Die Fehlerreduktions-
raten bzgl. der H}? -Norm und der H,%Z?i)’(o’oo)—Norm betragen p = 0.5, was dem
in (E23) beschriebenen Verhalten des Interpolationsfehlers des zugrunde liegenden
Diinngitters entspricht. So ist der Fehler 9.126_5 bzgl. der Hﬁ;i)’(o’w) auf Level [ =8
nur noch halb so grof§ wie der Fehler 1.824_, auf Level [ = 7.

Fiir die Fehler in der L°- und der L?-Norm beobachten wir ein leichtes Abneh-
men der Fehlerreduktionsrate mit wachsendem Level [, wobei sich die Rate dem
Wert p = 0.25 zu nédhern scheint. So haben wir etwa im Fall der L*>*-Norm auf Level
[ = 5 einen Fehler e;~ = 7.546_3 und damit eine Reduktion um den Faktor 0.33
verglichen mit dem Fehler e;«~ = 2.292_5 auf Level [ = 4, wiahrend die Reduktion
von Level | = 7 auf Level | = 8 pr = 0.28 betréigt. Dieses Verhalten deutet auf den
logarithmischen Faktor (I 4 1)/l hin, der auch fiir die Reduktion des Interpolations-
fehlers in Erscheinung tritt, vgl. (E2Z3). Mit wachsendem Level nihert sich dieser
Faktor dem Wert 1 und die Reduktionsrate néhert sich somit dem Wert p = 0.25.

Betrachten wir nun die Ergebnisse des Crank-Nicolson Verfahrens, so ist das
gleiche Verhalten wie bei dem DG1 Verfahren beobachtbar. Insbesondere verhalten
sich auch hier die Diskretisierungsfehler wie die Interpolationsfehler. Wir erhalten
Fehlerreduktionsraten von 0.5 fiir die Normen, die den Gradienten im Ort enthal-
ten, wiahrend sich fiir die beiden anderen Normen die Raten dem Wert p = 0.25
nihern. Allerdings fillt auf, dass die Fehler gemessen in der L°°- und der L?-Norm

u(x,t) = sin(7 - ) (4.26)
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kleiner sind als die entsprechenden Fehler fiir das DG1 Verfahren. So ist auf Le-
vel [ = 8 der Fehler gemessen in der L°-Norm mit 1.988_4 fiir das DG1 Verfah-
ren mehr als doppelt so grofl wie der entsprechende Fehler des CN Verfahrens, der
7.303_5 betréagt. Dies ist vor allem insofern von Bedeutung, da der Ansatzraum der
stiickweise linearen, unstetigen Funktionen doppelt so viele Freiheitsgrade enthélt
wie der Raum der stiickweise linearen, stetigen Ansatzfunktionen. Damit besitzt
der entsprechende Diinngitterraum im DG1 Fall doppelt so viele Freiheitsgrade wie
der Diinngitterraum des Crank-Nisolson Verfahrens, fiihrt aber dennoch zu einem
wesentlich grofleren relativen Fehler.

Fiir die Eulerdiskretisierung beobachten wir, dass sich die Reduktionsraten fiir
alle betrachteten Normen mit wachsendem Level dem Wert 0.5 n&hern. Hierbei
dominiert offensichtlich die Fehlerreduktionsrate der stiickweise konstanten Ansatz-
funktionen in der Zeit den Gesamtfehler, so dass wir fiir die L?- und L*°-Normen
keine besseren Raten als im Fall der H},l’?m- bzw. der Hﬁgi)’(o’w) -Normen erhalten.
Dies deckt sich mit den Abschiatzungen ([E24)) fiir die Interpolationsfehler, die einen
Abfall von 27 sowohl fiir die L2-Norm als auch fiir die H"" -Norm zeigen. Dieser
Effekt wird durch eine feinere Zeitauflosung (auf Kosten der Anzahl an Unbekann-
ten) bei dem Diinngitterraum V. ausgeglichen. Somit erhalten wir in der Tat fiir
das anisotrope Euler Verfahren eine Fehlerreduktion von 0.5, unabhéngig von dem
Level [, in der HYY - und HSZ??’(O’OO)-Norm, wihrend sich die Fehlerreduktionsrate
beziiglich der beiden anderen Normen dem Wert p = 0.25 néhert.

Wir vergleichen nun die Verfahren im Hinblick auf die Kosten-Nutzen Relati-
on. Dabei verstehen wir unter dem Kosten-Nutzen Verhéltnis das Verhéltnis der
bendétigten Anzahl von Freiheitsgraden zu der erzielten Genauigkeit. Die Abbildung
A zeigt dazu die Anzahl der Freiheitsgrade in Relation zu den Fehlern in der L2-
und der H:? Norm. Im Falle der L?-Norm schen wir deutlich, dass das Crank-
Nicolson Verfahren zu dem kleinsten Fehler pro Unbekannter fiihrt und damit das
beste Kosten-Nutzen Verhéltnis liefert. Wie wir auch aus der obigen Diskussion er-
warten wiirden, verlauft der zum DG1 Verfahren mit stiickweise linearen Funktionen
in der Zeit gehorige Graph nahezu parallel zu dem Graphen des Crank-Nicolson Ver-
fahrens. Interessant ist der Vergleich zwischen der Euler und der anisotropen Euler
Diskretisierung. Wihrend fiir die L2-Norm die Euler Diskretisierung und das aniso-
trope Euler Verfahren nahezu das gleiche Kosten-Nutzen Verhéltnis aufweisen (die
entsprechenden Graphen sind fast identisch), so ist der Fehler bzgl. der H ) -Norm
im Verhéltnis zu der Anzahl der Unbekannten bei dem Fuler Verfahren wesentlich
geringer als bei dem anisotropen Euler Verfahren. Hier wird also im Fall der L*-
Norm die wesentlich gréBere Dimension des Raumes V,° im Vergleich zu V}? durch
eine bessere Fehlerreduktion kompensiert, wihrend wir im Fall der H) -Norm die
gleichen Reduktionsraten erhalten und somit das gesamte Kosten-Nutzen Verhéltnis
fiir V}° schlechter ist als fiir V.

Beispiel 4.2. Analog zu dem vorigen Beispiel EET] betrachten wir nun das zwei-
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Tabelle 4.2. Konvergenz der verschiedenen Diskretisierungsverfahren fiir
das zweidimensionale Problem [{-27) mit Losung u(x,t) = sin(m- =) sin(7 - =25 ).

1405 1405
1 ers pL>= ‘ er? PL2 | €p(12.0:00) P p(12),0,00) ‘ eglo  PyLo
Crank-Nicolson

4 3.100_3 - 7.043_4 - 1.715_5 - 8.187_3 -

5 1.086_3 0.35 | 2.526_4 0.36 8.959_3 0.52 3.973_3 0.49
6 3.652_4 0.34 | 8482_5 0.34 4.531_3 0.51 1.947_5 0.49
7 1.129_4 0.31 | 2.689_5 0.32 2.272_4 0.50 9.636_4 0.49
8 3.323_5 0.29 | 8.175_4 0.30 1.136_3 0.50 4.798_4 0.50
9 9.508_¢ 0.29 | 2.411_4 0.29 5.680_4 0.50 2.396_4 0.50
10 | 2.703_¢ 0.28 | 6.954_7 0.29 2.840_4 0.50 1.197_4 0.50

DG1

4 3.652_3 - 9.779_4 - 1.352_5 - 7.540_3 -

5 1.246_3 0.34 | 3.384_4 0.35 7.164_3 0.53 3.367_3 0.45
6 4.056_4 0.33 | 1.083_4 0.32 3.637_3 0.51 1.557_3 0.46
7 1.239_4 0.31 | 3.301_5 0.30 1.825_3 0.50 7.478_4 0.48
8 3.646_5 0.29 | 9.737_¢ 0.29 9.128_4 0.50 3.675_4 0.49
9 1.047_5 0.29 | 2.806_¢ 0.29 4.564_4 0.50 1.825_4 0.50
10 | 2.956_¢ 0.28 | 7.946_7 0.28 2.282_4 0.50 9.102_5 0.50

Euler

4 5.152_5 - 1.399_» - 1.395_4 - 8.176_» -

5 2.956_o 0.57 | 7.417_3 0.53 7.927 4 0.57 4.652_o 0.57
6 1.843_5 0.62 | 3.787_3 0.51 4.682_o 0.59 2.544_, 0.55
7 1.059_5 0.57 | 1.907_3 0.50 2.770_o 0.59 1.362_5 0.54
8 5.762_3 0.54 | 9.551_4 0.50 1.569_5 0.57 7.208_3 0.53
9 3.026_3 0.53 | 4.774_4 0.50 8.637_3 0.55 3.785_3 0.53
10 | 1.556_3 0.51 | 2.385_4 0.50 4.668_3 0.54 1.977_3 0.52

Euler anisotrop

4 3.543_» - 8.461_3 - 1.018_4 - 5.504_o -

5 1.353_5 0.38 | 2.793_3 0.33 5.417_o 0.53 2.397_o 0.44
6 4.603_3 0.34 | 8.680_, 0.31 2.741_5 0.51 1.099_5 0.46
7 1.455_3 0.32 | 2.597_4 0.30 1.371_5 0.50 5.274_3 0.48
8 4.393_4 0.30 | 7.563_5 0.29 6.844_3 0.50 2.595_3 0.49

dimensionale Problem

O — Au = f fiir alle 7 € Q = (0,1)?,
u(z,t) = g(x,t) fiir alle t € (0, 1] und x € 09, (4.27)
u(z,0) = up(x) fir alle z € Q.
Wir setzen die rechte Seite f und die Anfangsbedingung u(-) so, dass das Problem
die exakte Losung

X1

+0.5

€2
t+0.5

u(z,t) = sin(m - ) sin(7 - ) (4.28)

besitzt.
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Abbildung 4.6. Konvergenzhistorie von Problem [{-Z7) bzgl. der L*- (links)
und der H'Y -Norm (rechts) fiir das CN, das DG1, das Euler und das anisotrope

FEuler Verfahren.

Die entsprechenden Ergebnisse sind in Tabelle zusammengefasst. Wie in dem
vorherigen Beispiel mit nur einer Ortsdimension beobachten wir fiir das DG1 Ver-
fahren und das Crank-Nicolson Verfahren Fehlerreduktionen von p = 0.5 im Falle
der H;’?x— und der HT(;ZY?’(O’OO) -Normen. Beziiglich der L?- und der L*°-Normen sehen
wir hier erneut einen Abfall der Reduktionsraten mit steigenden Levelzahlen. Im Fall
des Crank-Nicolson Verfahrens erhalten wir beispielsweise fiir Level [ = 5 den Fehler
er2 = 2.526_4 und damit eine Reduktion von pr2 = 0.36 des Fehlers e;2 = 7.043_4
auf Level | = 4, wahrend der Fehler e;2 = 2.411_g von Level [ = 9 um einen Faktor
0.29 auf einen Fehler e;2 = 6.954_; auf Level [ = 10 reduziert wird.

Wie auch im eindimensionalen Fall ndhert sich die Fehlerreduktion des Euler
Verfahrens mit wachsendem Level einer Fehlerreduktion von p = 0.5 in allen Normen
an. Verwenden wir hingegen das anisotrope Euler Verfahren, bei dem die Zeit mit
doppelt so grofler Levelzahl wie der Ort aufgelost wird, so sehen wir, dass sich die
Fehlerreduktionen pr2 und pr~ mit wachsendem Level auch im zweidimensionalen
Fall dem asymptotischen Wert 0.25 annéhern.

In Abbildung sind die Fehler der Diskretisierungsverfahren bzgl. der L?- und
der H;’?x—Normen in Abhéngigkeit von der Anzahl der Unbekannten dargestellt. Die
Crank-Nicolson und die DG1 Diskretisierung verhalten sich dabei sehr dhnlich, d.h.
die Kurven besitzen nahezu die gleiche Steigung. Hierbei liefert das Crank-Nicolson
Verfahren im Falle der L2-Norm einen etwas geringeren Fehler pro Unbekannter als
das DG1 Verfahren. Man beachte, dass bereits im zweidimensionalen Fall das Euler
Verfahren mit V}° ein besseres Kosten-Nutzen Verhiltnis als das Euler Verfahren mit
V0 aufweist. Dies gilt sowohl bzgl. der L?>-Norm als auch bzgl. der H}? -Norm und
ist darauf zuriickzufithren, dass die Dimension des Raumes V, in zwei Dimensio-
nen lediglich um einen logarithmischen Faktor schlechter ist als die Dimension des
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Tabelle 4.3. Konvergenz der verschiedenen Diskretisierungsverfahren fiir
das dreidimensionale Problem ([f-29) mit Losung u(z,t) = [[o_, sin(r - ~2).

t+0.5

I B L e B
Crank-Nicolson
3| 1.220_5 - 1.869_3 - 2.389_5 - 1.559_5 -
414901_3 040 | 7.752_4 0.41 1.452_5 0.61 7.652_3 0.49
51 1.635_3 0.33 |2867_4 0.37 7.714_3 0.53 3.623_3 047
6 | 5.506_4 0.34 | 9.619_5 0.34 3.921_3 0.51 1.730_3 0.48
7| 1.704_4 0.31 | 3.032_5 0.32 1.967_3 0.50 8.437_4 0.49
DG1
3| 1.034_5 - 2.349_3 - 2.214_5 - 1.608_5 -
4] 4.898_3 0.47 | 9.670_4 0.41 1.134_, 0.51 7.383_3  0.46
51 1.721_3 0.35 | 3.460_4 0.36 6.154_3 0.54 3.197_3  0.43
6| 5.606_4 0.33]1.126_4 0.33 3.147 3 0.51 1.418_3 0.44
7 - - - - - - - -
Euler
3| 1.105_4 - 2.198 o - 2.455_4 - 1.348 4 -
4 16.705_o 0.61 | 1.321_5 0.60 1.516_1 0.62 8.413_- 0.62
51 3.965_o 0.59 | 7.043_35 0.53 8.307_2 0.55 4.722_5  0.56
6| 2534_5 0.64 | 3.599_3 0.51 4.482_o 0.54 2.545_o 0.54
7114955 0.59 | 1.813_3 0.50 2.438_o 0.54 1.347_5  0.53
Euler anisotrop

3| 1.084_4 - 2.122_, - 2.353_4 - 1.303_1 -
41 4.783_5 0.44 | 8.162_3 0.38 8.902_»o 0.38 5.615_5  0.43
51 1.889_o 0.39 | 2.757_3 0.34 4.688_4 0.53 2.321_5 041
6 | 6.567_3 0.35 | 8.692_4, 0.32 2.384_9 0.51 1.008_,  0.43

Raumes f/lo, wahrend wir bessere Approximationseigenschaften erhalten. Insbeson-
dere weist die Kurve des anisotropen Euler Verfahrens bzgl. der L2-Norm nahezu
die gleiche Steigung auf, wie die Kurven des CN und des DG1 Verfahrens, obwohl
der Fehler im Vergleich zu diesen beiden Verfahren immer noch grofler ist.

Beispiel 4.3. Wir betrachten nun das dreidimensionale Problem

Ou — Au = f fiir alle x € Q = (0,1)3,
u(z,t) = g(x,t) fiir alle t € (0, 1] und z € 09, (4.29)
u(x,0) = ug(x) fir alle z € Q.

Wir setzen die rechte Seite f und die Anfangsbedingung u(-) so, dass wir

i
t+0.5

u(zx,t) = HSiH(ﬂ' )

als Losung erhalten. Wie in den zwei vorherigen Beispielen so ist auch hier feststell-
bar, dass sich die Fehlerreduktionsraten pr2 und pre des Crank-Nicolson und des



72 Kapitel 4. Diskretisierung

10 T T 10 T T T T
—6— Crank-Nicolson —©6— Crank-Nicolson

- % - DG1 - % - DG1

e + - Euler + - Euler
> TRL R — * — Euler anisotrop . He — * — Euler anisotrop

Relativer Fehler
>
Relativer Fehler
>

? ? ¢ ° 10° 107 10° 10° 10* 10° 10
Anzahl Unbekannter Anzahl Unbekannter

Abbildung 4.7. Konvergenzhistorie fir die CN, die DG1, die Fuler und die

anisotrope Euler Diskretisierung des Problems ([{-29) bzgl. der L?- (links) und der
HY _Norm (rechts).

mixr

DG1 Verfahrens mit Wachsendem Level verbessern, wahrend wir Reduktionsraten
p ~ 0.5 bzgl. der Hn;i) (029)_und H' Normen erhalten. Das gleiche Verhalten be-
obachten wir fiir das amsotrope Euler Verfahren, allerdings sind hier die Fehler im
Vergleich zu dem Crank-Nicolson und dem DG1 Verfahren um eine Groflienordnung
schlechter.

Besonders interessant ist dabei die Untersuchung der Kosten-Nutzen Relation
in Abbildung EE7l Wie wir in Lemma 3 gezeigt haben, besitzt die Dimension
der Raume VO und V) in drei Ortsdlmenswnen die gleiche Komplexitat bzgl. des
gewihlten Levels. Da wir jedoch dhnliche Reduktionsraten fiir das anisotrope FEuler
Verfahren wie fiir die Crank-Nicolson oder die DG1 Diskretisierung erhalten, stim-
men die Steigungen der in Abbildung L1 dargestellten Kurven dieser drei Verfahren
nahezu iiberein. Damit liefert das anisotrope Euler Verfahren sowohl in der L? als
auch in der Hjn?m-Norm mit wesentlich weniger Freiheitsgraden den gleichen Fehler
wie die Euler Diskretisierung und der Betrag der Steigung der entsprechenden Kurve
ist wesentlich grofier.

Beispiel 4.4. Wie bereits in Kapitel B diskutiert wurde, besteht ein wesentli-
cher Vorteil der Raum-Zeit Diinngitter gegeniiber den klassischen Diinngitterrdumen
in der einfacheren Handhabung komplizierter Geometrien. Da wir im Ort die (d-)
lineare hierarchische Basis verwenden, benoétigen wir zur Konstruktion der Raum-
Zeit Diinngitter lediglich eine Sequenz von ineinander geschachtelten Finite Element
R&umen, die heute von vielen Finite Element Paketen im Zusammenhang mit geo-
metrischen Mehrgitterlosern bereitgestellt wird.
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Abbildung 4.8. In Beispiel [{.4 verwendete Geometrie mit einem Beispiel-Gitter.

Tabelle 4.4. Ergebnisse fir Beispiel [[4 mit der exakten Lisung u(x,t) =

sin(m - =55 ) sin(m - 525) auf dem in Abb. [[.§ dargestellten Gebiet fiir verschiedene

Anzahlen an Unbekannten (Leveln).

R e I T el I
Crank-Nicolson
5613 3.829_3 - 7.469_4 - 2.469_o - 1.333_, -
23532 9.401_, 0.25 | 1.829_4 0.24 1.317_, 0.53 6.090_3  0.46
95595 2.564_4 0.27 | 5.010_5 0.27 6.713_3 0.51 2.924_3 048
383850 | 7.057_5 0.28 | 1.471_5 0.29 3.376_3 0.50 1.439_3 0.49
1535337 | 2.192_5 0.31 | 4.398_¢ 0.30 1.691_3 0.50 7.157_4  0.50
DG1
8313 4.682_3 - 1.039_3 - 1.945_, - 1.218_5 -
35526 1.344_5 0.29 | 3.690_4 0.36 1.054_, 0.54 5.288_3  0.43
145650 | 4.126_, 0.31 | 1.186_4 0.32 5.395_3 0.51 2.388_3 0.45
587229 1.198_4 0.29 | 3.543_5 0.30 2.714_3 0.50 1.130_3  0.47
2352711 | 3.449_5 0.29 | 1.013_5 0.29 1.359_5 0.50 5.513_4 0.49
Euler
5613 3.056_o - 6.703_3 - 1.242_4 - 7.455_9 -
23532 1.729_5 0.57 | 3.654_3 0.55 8.656_o 0.70 4.616_5  0.62
95595 8.659_3 0.50 | 1.849_3 0.51 5.607_9 0.65 2.694_5  0.58
383850 | 4.204_3 0.49 | 9.166_4 0.50 3.400_9 0.61 1.520_o  0.56
1535337 | 2.051_3 0.49 | 4.543_4, 0.50 1.974_, 0.58 8.380_3  0.55

Wir betrachten das zu dem Beispiel analoge Problem

O — Au = f fir alle z € €,
u(z,t) = g(z,t) fir alle t € (0,1] und x € 052, (4.30)
u(z,0) = up(x) fiir alle z € Q,

wobei wir hier nicht = (0,1)? wihlen, sondern das in Abbildung mit einem
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Beispielgitter dargestellte kompliziertere Gebiet 2 verwenden. Hierbei konstruieren
wir durch sukzessive uniforme Verfeinerung eines groben Ausgangsgitters die feine-
ren Gitter. Wir setzen die rechte Seite f und die Anfangsbedingung uo(-) so, dass
wir als exakte Losung erneut

Ty

t+ 0.5

X2
t+ 0.5

u(z,t) = sin(m - ) sin(r - ) (4.31)

erhalten.

Da wir in den letzten Beispielen bereits ausfiihrlich die Euler Diskretisierung mit
der anisotropen Euler Diskretisierung verglichen haben, verzichten wir im Folgenden
auf die Prisentation der Ergebnisse der anisotropen Euler Diskretisierung.

In Tabelle B4 sind die Ergebnisse fiir die verschiedenen Diskretisierungsverfah-
ren zusammen mit der dazugehorigen Zahl an Freiheitsgraden aufgefiihrt. Erneut
beobachten wir fiir das DG1 und das Crank-Nicolson Verfahren sowohl bzgl. der
Hfi{i)’(o’m)— als auch bzgl. der H? -Norm eine Fehlerreduktion von 0.5. Im Fall der
L*- und L?-Normen beobachten wir fiir das Crank-Nicolson Verfahren, dass die
Konvergenzraten auf den kleineren Leveln zunéchst bereits p = 0.25 betragen, sich
dann aber mit wachsendem Level etwas verschlechtern. So erhalten wir von Level
[ = 4 auf Level | = 5 eine Fehlerreduktion von pp~ = 0.31 wihrend von Level
[ =1 auf Level [ = 2 eine Reduktion von pr~ = 0.25 feststellbar ist. Fiir das DG1
Verfahren beobachten wir das gleiche Verhalten wie in den vorherigen Beispielen:
Die Konvergenzrate bzgl. der L?- und der L>*-Norm nihert sich mit zunehmendem
Level dem Wert 0.25 an.

Im Fall des Euler Verfahrens erhalten wir dhnliche Resultate wie in den fritheren
Beispielen. Wihrend der Fehler bzgl. der L>°- und der L?-Norm mit 0.5 unabhingig
vom Level abfillt, verbessern sich die Fehlerreduktionen fiir die anderen beiden Nor-
men mit zunehmenden Leveln. So ist beispielsweise eine Fehlerreduktion p F(1,2),(0,00) =

0.70 von Level I =1 auf Level [ = 2 und p 1,20, = 0.58 von [ = 3 auf Level [ =4
zu konstatieren. "

Beispiel 4.5. Um das Unidirektionale Prinzip im Fall klassischer Diinngitter
effizient anwenden zu kénnen, ohne dass dabei die Konvergenzordnung der Diskreti-
sierung verloren geht, muss der zugrunde liegende Differentialoperator im Ort Ten-
sorproduktstruktur aufweisen. Damit ist die Diskretisierung beliebiger Differential-
operatoren mit variablen Koeffizienten im klassischen Diinngitterfall sehr schwierig.
Wie in Abschnitt diskutiert, benotigen wir zur Anwendung des Unidirektionalen
Prinzips auf die Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen lediglich eine Tensorpro-
duktstruktur des Differentialoperators beziiglich Raum und Zeit. Wir kénnen somit
ohne weiteres parabolische Probleme behandeln, bei denen der elliptische Anteil
des parabolischen Operators beliebige in der Zeit konstante aber im Ort variable
Koeffizienten enthélt. Als Beispiel hierfiir betrachten wir nun das zweidimensionale
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Tabelle 4.5. Numerische FErgebnisse fir das zweidimensionale Problem
#-33) mit variablen Koeffizienten und der exakten Losung u(x,t) = sin(m -
L) gin(m - —222) auf Q = (0,1)%

t+0.5 t+0.5
1 ‘ epoo pLe ‘ er? PL? | €a(-)@L*  Pa(-,-)QL> ‘ €a(-,)®L2  Pa(-,)®L?
Crank-Nicolson
4 3.175_3 - 7.191_4 - 1.684_o - 8.069_3 -
5 1.122_3 0.35 | 2.555_4 0.36 8.814_3 0.52 3.908 _3 0.48
6 3.837_4 0.34 | 8652_5 0.34 | 4.460_3 0.51 1.916_3 0.49
7 1.184_4 0.31 | 2.767_5 0.32 2.236_3 0.50 9.486 _4 0.50
8 3.490_5 0.29 | 8.469_4 0.31 1.118_3 0.50 4.724_4 0.50
9 1.002_5 0.29 | 2.511_¢ 0.30 5.592_4 0.50 2.358 4 0.50
10 | 2.806_¢ 0.28 | 7.391_7 0.29 2.796_4 0.50 1.179_4 0.50
DG1
4 3.763_3 - 9.838_4 - 1.326_5 - 7.382_3 -
5 1.286_3 0.34 | 3.417_4 0.35 7.048 _3 0.53 3.305_3 0.45
6 4.194_4 0.33 | 1.103_4 0.32 3.580_3 0.51 1.531_3 0.46
7 1.286_4 0.31 | 3.387_5 0.31 1.796_3 0.50 7.362_4 0.48
8 3.795_5 0.30 | 1.005_5 0.30 8.986_4 0.50 3.618_4 0.49
9 1.092_5 0.29 | 2.910_¢ 0.29 | 4.493_4 0.50 1.797_4 0.50
10 | 3.200_¢ 0.29 | 8.278_7 0.28 2.212_4 0.50 8.985_5 0.50
Problem

O — div(AVu) = f fiir alle z € Q = (0,1)?,
u(z,t) = g(z,t) fir alle t € (0,1] und z € 99, (4.32)
u(x,0) = ug(x) fiir alle z € Q,

A:(wm4%—0??4@—0®%?)'

Hierbei wihlen wir die rechte Seite f, die Anfangs- und die Randbedingung so, dass
T T2

wir erneut
o5 )

als die Losung des Problems erhalten. Wir ersetzen in der Fehlermessung die H!-
Norm durch die von dem Differentialoperator induzierte Energienorm

u(z,t) = sin(m -

|v||? := /(VU)TAVU dx
0

und erhalten dementsprechend

- Meallac,yeree el yer2

Pa(-,)@L> = Tella yore Pa(-,)®L2 -= HélHa(»,»)®L2 )
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Tabelle 4.6. Numerische Ergebnisse fiir die Raum-Zeit Diinngitter Crank-
Nicolson Diskretisierung des zweidimensionalen Problems (£.3) mit exakter Lisung
u(z,t) = sin(r - iz) sin(7 - 72%) auf Q = (0,1)* bei Verwendung einer biquadrati-
schen hierarchischen Basis im Ort.

1 ‘ €L PLe ‘ €r2 PL2 ‘ eHﬁ,};i“O*’C) PH&?),(o,oo) ‘ eHin'?z pr,;?m
Crank-Nicolson, Ansatzraum V}O
3| 4.144_5 - 5.522_3 - 2.523_4 - 2.395_4 -
41 1.037_3 0.25 | 1.389_3 0.25 6.566_3 0.26 6.081_3 0.25
512584_4 0.25 | 3.475_4 0.25 1.676_3 0.26 1.539_5 0.25
6| 6.459_5 0.25 | 8.661_5 0.25 4.229_4 0.25 3.880_4 0.25
7116235 0.25|2.091_5 0.24 1.043_4 0.25 9.548_5 0.25
Crank-Nicolson, Ansatzraum V,?
3| 5.577_4 - 6.086_4 - 2.240_4 - 1.599 5 -
4 | 7167_5 0.13 | 6.517_5 0.11 5.600_3 0.25 3.995_3 0.25
519.566_¢ 0.13 | 7.583_¢ 0.12 1.400_3 0.25 9.991_4, 0.25
6| 1.212_¢ 0.13 | 94957 0.13 3.493_4 0.25 24944 0.25
7114957 0.12 | 1.183_7 0.12 8.473_5 0.24 6.064_5 0.24

In Tabelle sind die Ergebnisse fiir das Crank-Nicolson und das DG1 Verfahren
dargestellt.

Wir erhalten das gleiche Konvergenzverhalten wie in den vorherigen Beispielen.
Der Fehler gemessen in der || - ||q(.,. oo~ und der || - [|4(.,.)or2-Norm wird von Level zu
Level halbiert, withrend sich die Reduktionsraten bzgl. der L2 und der L°°-Normen
mit wachsenden Leveln dem Wert 0.25 ndhern.

Beispiel 4.6. Wie wir in Abschnitt ausfithrlich diskutiert haben, kénnen
wir fiir jede Folge ineinander geschachtelter Rédume V]Q bzw. VjT, sofern wir In-
terpolationsoperatoren zwischen den Raumen gegeben haben, das Matrix-Vektor
Produkt der Diinngitterdiskretisierungen effizient berechnen. Dabei ist der Algo-
rithmus unabhéngig von der konkreten Wahl der Rdume. Wir sind somit in der
Lage, ohne weitere Modifikationen Ansatzfunktionen héherer Ordnung im Ort oder
in der Zeit zur Diskretisierung zu verwenden. Dies ist ein grundlegender Vorteil der
in Abschnitt EE3.7] vorgestellten Algorithmen Top-Down und Bottom-Up gegeniiber
fritheren Versionen, bei denen die Algorithmik den zugrunde liegenden diskreten
Funktionenrdumen jeweils angepasst werden mufite, vgl. [32)].

Als Beispiel betrachten wir nun die Crank-Nicolson Diskretisierung des Problems
(E2) in zwei Dimensionen mit der Losung

Ty . L2
) sin(7r -
t+ 0.5 t+0.5

u(z, t) = sin(m - ) (4.33)
wobei wir im Ort stiickweise biquadratische Lagrange-Elemente verwenden.

Da wir in der Zeit weiterhin nur lineare Ansatzfunktionen benutzen, erwarten
wir, dass die Crank-Nicolson Diskretisierung auf V,° mit biquadratischen Lagrange-
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©— Crank—Nicolson bilinear —6— Crank-Nicolson bilinear
- % — Crank-Nicolson biquadratisch
Crank-Nicolson biquadratisch,|
anisotrop

- % — Crank-Nicolson biquadratisch
Crank-Nicolson biquadratisch;
anisotrop

Relativer Fehler
>
Relativer Fehler

10° e 0 0 10° 10 10° 10 o 0 10 10
Anzahl Unbekannter Anzahl Unbekannter
Abbildung 4.9. Konvergenzhistorie fiir das Problem (.279) bzgl. der L?-
(links) und der H -Norm (rechts) und das Crank-Nicolson Verfahren mit bilinearer
Basis im Ort (Crank-Nicolson), mit biquadratischer Basis im Ort (Crank-Nicolson
biquadratisch) und dem Crank-Nicolson Verfahren auf V,° (Crank-Nicolson biqua-

dratisch, anisotrop).

Elementen bzgl. der L?- und der L**-Normen dhnliche Resultate wie die Crank-
Nicolson Diskretisierung mit bilinearen Finiten Elementen in Beispiel liefert, da
der Fehler bzgl. der Zeitdiskretisierung den Gesamt-Diskretisierungsfehler dominiert.
Im Gegensatz dazu sollte dieser Effekt, vergleichbar mit der Euler Diskretisierung,
bei Verwendung von V,? durch eine feinere Zeit- als Ortsauflésung ausgeglichen wer-
den und die Ergebnisse sollten sich dementsprechend verbessern.

Die Ergebnisse fiir die Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson Diskretisierung
bzgl. der Réume V;° und V,° bei Verwendung der biquadratischen hierarchischen Ba-
sis im Ort sind in Tabelle EEB aufgefithrt. Wie erwartet beobachten wir fiir V,° eine
Fehlerreduktion des Fehlers gemessen in der L?- bzw. in der L>®-Norm um einen
Faktor p = 0.25. Die Verwendung einer Diskretisierung die von héherer Ordnung
im Ort ist, scheint den logarithmischen Faktor (I + 1)/I, den wir noch in Beispiel
beobachten konnten, zu eliminieren. Fiir die Normen, die die Ableitungen bzgl.
des Raumes enthalten, beobachten wir unabhingig davon, ob wir V,° oder f/lo ver-
wenden, eine Reduktionsrate von 0.25. Hier wird also die hohere Ableitung bzgl.
der Ortsvariablen in der Norm bereits durch die Verwendung der biquadratischen
Elemente kompensiert.

Verwenden wir hingegen das in der Zeit mit doppelt so grofem Level wie im Ort
konstruierte Raum-Zeit Diinngitter V,°, so erhalten wir damit, wie in Tabelle zZu
sehen, schlieBSlich die Reduktionsraten pr2 ~ 0.12 und pr~ ~ 0.12.

In Abbildung sind die Zahl der benotigten Freiheitsgrade zu dem Fehler ge-
messen in der L>- und H}? -Norm fiir die Crank-Nicolson Diskretisierung bzgl. V;°
mit bilinearen Elementen sowie die Crank-Nicolson Diskretisierung mit biquadrati-
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schen Elementen bzgl. V,° und V,° dargestellt. Obwohl wir bei der Verwendung von
biquadratischen Elementen im Ort bei gleichem Level mehr Freiheitsgrade benétigen
und somit die resultierenden Raum-Zeit Diinngitter mehr Freiheitsgrade als bei Ver-
wendung der bilinearen hierarchischen Basis besitzen, erreichen wir bei Verwendung
einer biquadratischen Basis bedingt durch die geringere Fehlerreduktion ein besseres
Kosten-Nutzen Verhiltnis.

In diesem Kapitel haben wir die Diskretisierung parabolischer Probleme mit Hil-
fe der Raum-Zeit Diinngitter diskutiert. Zur Erweiterung des klassischen Crank-
Nicolson Verfahrens auf eine Crank-Nicolson Raum-Zeit Diinngitter Diskretisie-
rung haben wir das Crank-Nicolson Verfahren als Continuous Galerkin oder auch
Petrov-Galerkin Verfahren interpretiert. Des Weiteren haben wir das Discontinuous-
Galerkin Verfahren untersucht, bei dem wir als Ansatz- und Testraum den aus der
hierarchischen Basis im Ort und der stiickweise linearen bzw. stiickweise konstanten
hierarchischen Basis in der Zeit konstruierten Raum-Zeit Diinngitterraum verwen-
det haben. Hierbei konnten wir eine a priori Fehlerabschétzung angeben, die den
Diskretisierungsfehler durch entsprechende Interpolationsfehler abschétzt.

Zur effizienten Berechnung des Matrix-Vektor Produktes haben wir das von
den klassischen Diinngittern bekannte Unidirektionale Prinzip auf den Raum-Zeit
Diinngitterfall iibertragen und dabei insbesondere die erforderlichen Teilalgorithmen
Bottom Up und Top Down entsprechend modifiziert. Hiermit ist es ohne weitere
Schwierigkeiten direkt moglich, Differentialoperatoren mit beliebigen variablen (in
der Zeit konstanten) Koeffizienten zu behandeln, was bei klassischen Diinngittern
zu besonderen Problemen fiihrt.

Schliefllich haben wir anhand einiger numerischer Beispiele die Konvergenzeigen-
schaften der Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson und der Discontinuous-Galerkin
Verfahren mit stiickweise konstanten bzw. linearen Funktionen in der Zeit und der
d-linearen hierarchischen Basis im Ort untersucht. Die Ergebnisse deuten darauf-
hin, dass sich der Diskretisierungsfehler wie der Interpolationsfehler des Raum-Zeit
Diingitters verhalt.



Kapitel 5
Losung des linearen
Gleichungssystems

Die im vorigen Kapitel beschriebenen Raum-Zeit Diinngitter Diskretisierungen des
parabolischen Problems fiihren zu groflen linearen Gleichungssystemen. Dabei sind
die zugehorigen Matrizen nicht diinnbesetzt, sondern besitzen eine fiir die Diskreti-
sierung mit Multilevel-Basen typische Fingerstruktur, vgl. Abbildung BTl

Wie wir in Abschnitt gezeigt haben, kann das Matrix-Vektorprodukt mit
einem Aufwand proportional zu der Anzahl der Unbekannten mit Hilfe des Unidi-
rektionalen Prinzips berechnet werden. Aus diesem Grund scheinen sich zur Lésung
der linearen Gleichungssysteme iterative Loser anzubieten, die nur die Berechnung
des Matrix-Vektor Produktes bendtigen. Hierbei haben wir insbesondere zu beach-
ten, dass die zugehorigen Matrizen weder positiv definit noch symmetrisch sind. Die
Eigenwerte sind komplex und liegen in der rechten Halbebene wie in Abbildung B.T]
am Beispiel der Crank-Nicolson und der Euler Diskretisierung in einer Ortsdimen-
sion fiir V¥ und ‘770 zu sehen ist. Wir bendtigen daher einen iterativen Loser fiir
unsymmetrische Probleme.

Bei einer ersten Betrachtung bieten sich so genannte Krylov-Unterraum-Ver-
fahren fiir unsymmetrische Probleme, wie etwa das CGNE-, das QMR- das GMRES
oder das BiCGStab-Verfahren [0] an. Allerdings verschlechtern sich in der Praxis
die Konvergenzraten dieser Verfahren mit wachsender Kondition. Wie bei der Dis-
kretisierung von elliptischen Problemen ist die Kondition der Matrizen der Raum-
Zeit Diinngitter Diskretisierungsverfahren jedoch von der Levelzahl des verwendeten
Diinngitters abhingig und wéchst mit steigender Levelzahl. In Abbildung BIlist die-
ses Verhalten gut nachzuvollziehen. So erkennt man, dass der betragsméafig grofite
Eigenwert von Level zu Level wéchst. Bei Verwendung dieser Krylov-Unterraum-
Verfahren wiirde deshalb die Anzahl der bendétigten Iterationen zur Losung des
linearen Gleichungssystems mit steigender Diskretisierungsgenauigkeit zunehmen,
da die Verfahren immer langsamer konvergieren. Wir méchten daher in diesem Ab-
schnitt die Entwicklung von Losern diskutieren, deren Konvergenzrate unabhéngig
von der Feinheit der Diskretisierung ist.

79



80 Kapitel 5. Losung des linearen Gleichungssystems

Im(Eigenwert)
o
o]
o
=]
[e]

[e]
m(Eigenwert)
8
o]

o]

o]

o]

I . . I . . . . ~ . . . . . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 10 20 30 40 50 60 70
Re(Eigenwert) Re(Eigenwert)

Im(Eigenwert)
00 00
o agp o
0 000 O
0 00000 O
0Om O WOO
m(Eigenwert)
?
()
o
o
o
o

. . . . . . . . . . . I .
0 5 10 15 20 25 30 35 0 20 40 60 80 100 120 140
Re(Eigenwert) Re(Eigenwert)

Abbildung 5.1. Die zur Crank-Nicolson Diskretisierung (oben) und der Eu-
ler Diskretisierung (unten) auf Qpr = (0,1) x (0,1) mit V¥ (links) und V2 (rechts)
gehorigen Figenwerte.

Hierbei spielen Mehrgitter- [72, [08] und Multilevelmethoden [61] eine bedeut-
same Rolle, die in den letzten Jahrzehnten zur effizienten Losung grofler linearer
Gleichungssysteme entwickelt worden sind. Diese Verfahren besitzen pro Iteration
einen Rechenaufwand, der proportional zu der Zahl der Unbekannten ist, wahrend
sich deren Konvergenzraten durch eine von der Feinheit der Diskretisierung un-
abhéngigen Konstanten kleiner 1 nach oben abschétzen lassen. Wir beschéftigen
uns daher in diesem Kapitel mit der Entwicklung und Untersuchung entsprechender
Multilevelmethoden fiir unsere Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung.

Fiir die Losung parabolischer Probleme auf vollen Gittern sind einige Multile-
velverfahren entwickelt und untersucht worden. Zur Losung der auf vollen Gittern
diskretisierten parabolischen Probleme ist im Regelfall eine Sequenz von stationédren
Ortsproblemen zu l6sen. In diesem Fall kénnen die Gleichungssysteme der stati-
ondren Probleme mit Hilfe von klassischen Mehrgitterverfahren fiir elliptische Pro-
bleme [28, [71], [76] gelost werden. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, das auf
vollen Gittern diskretisierte Raum-Zeit Problem gleichzeitig in Raum und Zeit mit-
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tels Mehrgittermethoden zu behandeln, vgl. [71} [T0]. Da hier formal nicht zwischen
Raum und Zeit unterschieden wird, (obwohl eigentlich ein Zeitschrittverfahren vor-
liegt) lassen sich diese Verfahren nicht nur bzgl. des Ortes sondern auch bzgl. der
Zeit effizienter parallelisieren. Zusétzlich ermoglichen Mehrgitterverfahren auf vollen
Raum-Zeit Gittern die effiziente Losung von Systemen parabolischer Gleichungen,
bei denen einige Unbekannte vorwirts- und andere riickwérts in der Zeit laufen,
wie dies beispielsweise bei instationdren Kontrollproblemen héufig anzutreffen ist
[24]. Fur die Losung mit Hilfe der Waveform-Relaxation wurden Raum-Zeit Mehr-
gitterverfahren beispielsweise in [I09, [TT), TT2] untersucht. Allerdings werden diese
Raum-Zeit Mehrgittermethoden aufgrund der hohen Komplexitdt und des damit
verbundenen hohen Speicherverbrauchs von vollen Gittern bislang nur auf Proble-
me mit maximal zwei Ortsdimensionen angewendet.

Im Fall von klassischen Diinngittern gibt es fiir parabolische Probleme hingegen
keine genaueren Untersuchungen zur Losung der anfallenden linearen Gleichungs-
systeme. In [B] wird zwar ein Iterationsverfahren iiber die Zeit vorgeschlagen, bei
dem die anfallenden Ortsprobleme mittels eines vorkonditionierten CG Verfahrens
gelost werden, jedoch bleibt eine theoretische oder numerische Untersuchung des
Konvergenzverhaltens der Methode aus.

Fiir elliptische Probleme existieren mehrere Arbeiten zur Losung der bei der Dis-
kretisierung mit klassischen Diinngittern anfallenden Gleichungssysteme. In [60), 92]
werden Mehrgitterverfahren fiir die Diinngitterdiskretisierung mittels der eindimen-
sionalen hierarchischen Basis im elliptischen Fall vorgestellt, die als Folge von V-
Zyklen mit Semi-Vergroberung interpretiert werden kénnen. Die numerischen Ex-
perimente lassen dabei auf eine levelunabhéngige Konvergenzrate schlieen. Fiir
Diinngitterdiskretisierungen mit Multilevelbasen hoherer Ordnung wird in [31] ein
Mehrgitterverfahren entwickelt. In [G1] werden schliefllich klassische Multileveloser
als Iterationsverfahren iiber einem mit Hilfe eines Erzeugendensystems diskretisier-
ten System interpretiert. Dies ermoglicht die einfache Beschreibung verschiedenster
Multilevel-Verfahren, die sich leicht auf den Diinngitterfall ibertragen lassen. Ordnet
man beispielsweise das Erzeugendensystem levelweise an, so entspricht im Vollgit-
terfall ein symmetrisches GauB-Seidel Verfahren iiber dem Erzeugendensystem dem
klassischen V-Mehrgitterzyklus und kann auf Diinngitter direkt iibertragen werden.
Die numerischen Experimente in [61] zeigen dabei, dass somit auch im Diinngitterfall
levelunabhéngige Konvergenzraten erzielt werden kénnen.

Die hohe Flexibilitat dieser Sichtweise und die einfache Beschreibung der Ver-
fahren sind der Grund dafiir, dass wir in diesem Kapitel das Erzeugendensystem zur
Entwicklung eines Multilevel-Verfahrens zur Losung der linearen Gleichungssysteme
verwenden werden.

In Abschnitt Bl fithren wir zunéchst das Erzeugendensystem ein. Ferner unter-
suchen wir die Konvergenzeigenschaften des (Block-) SOR Verfahrens im Fall von
unsymmetrischen, semidefiniten Matrizen. Es wird sich zeigen, dass der Relaxati-
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onsparameter stets so gewihlt werden kann, dass das (Block-) SOR Verfahren fir
die aus der Diskretisierung mit dem Discontinuous-Galerkin Verfahrens bzgl. des Fr-
zeugendensystems resultierenden linearen Gleichungssysteme konvergiert. Dadurch
motiviert konstruieren wir in den Abschnitten und zwei unterschiedliche
Multilevelverfahren als (Block-) GauB-Seidel Verfahren iiber dem Erzeugendensy-
stem. Abschliefend untersuchen wir in Abschnitt B4 die Konvergenzeigenschaften
der beiden Verfahren exemplarisch anhand einiger numerischer Beispiele.

5.1 Iterationsverfahren iiber dem Erzeugendensystem

Wie bereits in Kapitel B sei V]Q ein Finite Element Raum bzgl. Level j mit nodaler
Basis ¢, 1 < i < dim(V}?) im Ort und ; bezeichne die dazugehérige hierarchische
Basis. Sei VjT einer der Rdume aus Abschnitt mit nodaler Basis goii, 1<i <
dim(VjT) und der hierarchischen Basis Q/JJTZ Dann erhalten wir wie in (E13) mit Hilfe
der hierarchischen Basen eine Basis Byo fiir den Raum-Zeit Diinngitterraum.

Wir bezeichnen nun den Diinngitterraum, den wir als Ansatzraum der Raum-Zeit
Diskretisierung verwenden, mit V;”*" und den Diinngitterraum, den wir als Testraum

0.t I, : . .
verwenden wollen als V. Dabei ist ¢{{ € Bjoan die entsprechende hierarchische
’ l

Basis des Ansatzraumes und i € Byo.e die hierarchische Basis des Testraumes. Sei
’ l

n die Dimension des Ansatzraumes und nach (eventueller Elimination von Anfangs-
und Randbedingungen) entspricht diese Dimension der Dimension des Testraumes,
d.h.

n = dim(V,>"") = dim(V,"").

Sei B(+, ) nun die zu einer wie in Kapitel @l beschriebenen Diskretisierung gehorige
Bilinearform, so erhalten wir nach Anordnung der Basisfunktionen des Ansatz- und
des Testraumes den Koeffizientenvektor w; = (u;) € R der eindeutigen
Darstellung w; = >, w;¢); der diskreten Losung u; iiber die Losung des linearen
Gleichungssystems

Lul =f

mit L € R™™, f € R,
(L)ij = B(§™, ), 5" € BVlo,an,w? € Byou,

T
0= [ (oo de, 01 € B

Hierbei wissen wir aus Lemma Tl bzw. dass die bei der Crank-Nicolson bzw.
Discontinuous-Galerkin Diskretisierung anfallenden linearen Gleichungssysteme eine
eindeutige Losung besitzen und jede Funktion des Diinngitterraumes durch genau
einen Koeffizientenvektor représentiert wird. Wir lassen nun eine nicht-eindeutige
Darstellung von Funktionen in unserem Diinngitterraum zu und erweitern daher wie



5.1. lterationsverfahren iiber dem Erzeugendensystem 83

in [6T] beschrieben unsere Basis Byo fiir den Diinngitterraum zu einem Erzeugen-
densystem Eyo,

Evo = {p5i =@ i 0h iy | 1+2 <11 <y <dim(V))),1 < iy < dim(V])}. (5.1)

Wir bezeichnen mit Svlo,m das auf diese Weise konstruierte Erzeugendensystem fiir

den Ansatzraum V,”*" und mit é’vlo,te das Erzeugendensystem des Testraumes V.
Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen (nach eventueller Elimination der Rand-
und Anfangsbedingungen), dass Svlo,an und gle,te die gleiche Anzahl von Elementen
enthalten und definieren

nE = |5‘/10,an‘ == |(€‘/10,t5 .

Ordnen wir nun die Elemente des Erzeugendensystems an, so erhalten wir fiir die

Koeffizienten u” = (uf) € R"® einer Darstellung der Lésung u; bzgl. des Erzeugen-

densystems das Gleichungssystem
LPuf = £P (5.2)
mit LF € Rrexne £F c Re

(LE)ZJ = B(gpzn? 9056)7 @;m S 8‘/}071177«’ 80128 - gvlo,te,
T
(£7); = /0 (f, i) dt, ¢ € Eyore.

Die derart definierte Matrix L¥ ist semidefinit und besitzt den gleichen Rang wie
die Matrix L. Zusétzlich ist das lineare Gleichungssystem losbar, da die rechte Seite
konsistent konstruiert ist, vgl. [61].

Obwohl die Darstellung einer Funktion u; € V,>*" bzgl. des Erzeugendensystems
nicht eindeutig ist, kénnen wir durch Interpolation und Summation ohne Schwie-
rigkeiten die eindeutige Darstellung bzgl. der Basis berechnen. Damit erhalten wir
nach Anordnung der Elemente der Basis BVZO,an und der Funktionen des Erzeugen-
densystems SVZo.,m eine surjektive lineare Abbildung

SEB . RmE 5 R, (5.3)

die einen Koeffizientenvektor bzgl. des Erzeugendensystems Svlo.,m einer Funktion
u; € V™ in den entsprechenden Koeffizientenvektor bzgl. der Basis BVLO,an trans-
formiert. Mit Hilfe dieser Abbildung kénnen wir die Matrix L¥ durch

LP = (SF-B)TGE:B (5.4)

darstellen. Nun kénnen, wie in [61] beschrieben, herkémmliche lineare stationére
Iterationsverfahren der Art

ufitt = yBit y oF (£ — LPu™") | (5.5)
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wobei CF reguliir ist, zur Losung der Gleichung (E22)) betrachtet werden. Das Itera-
tionsverfahren (BE3) ist dabei genau dann konvergent, wenn

p(I — CFLP) < 1. (5.6)
Hierbei ist p(A) der verallgemeinerte Spektralradius der Matrix A
p(A) = max{[Al | A € o(A), A # 1}, (5.7)

wobei 0(A) den Spektralradius der Matrix A bezeichnet. Wir erhalten nun unter-
schiedlichste Multilevelverfahren indem wir klassische Iterationsverfahren zur Losung
des semidefiniten Systems (B5.2)) anwenden. Im Folgenden betrachten wir zwei Me-
thoden, die auf dem (Block-) Gau-Seidel Verfahren basieren. Sei dazu die Matrix
L¥ = DP + U + RF in eine (Block-) Diagonalmatrix D, eine untere (Block-)
Dreiecksmatrix U und eine obere (Block-) Dreiecksmatrix RF aufgespalten. Wir
erhalten das (Block-) SOR Verfahren fiir das Problem (B2) durch die Wahl von

CP = w(D? +wUP)™

in der Iterationsvorschrift (BH) und damit als Spezialfall fir w = 1.0 das (Block-)
GauB-Seidel Verfahren.

Im Fall unsymmetrischer Matrizen ist nur sehr wenig Konvergenztheorie fiir klas-
sische Iterationsverfahren vorhanden, was theoretische Betrachtungen und eine sy-
stematische Untersuchung von Verfahren zur Losung von (B22)) sehr schwierig macht.
Fiir den Fall, dass die zugrunde liegende Matrix regulér ist, werden in [I17] Kon-
vergenzuntersuchungen fiir das SOR Verfahren unter der Voraussetzung angestellt,
dass der nicht-symmetrische Anteil der Matrix geniigend klein ist. Hierbei erhélt
man #dhnliche Bedingungen an den Relaxationsparameter wie im symmetrischen,
positiv definiten Fall. Ist der symmetrische Anteil der Matrix positiv definit ist,
wird in [88] ebenfalls ein Wertebereich fiir den Relaxationsparameter w angegeben,
fiir den das SOR Verfahren konvergent ist. Dieses Resultat verallgemeinern wir nun
auf den Fall singuldrer Matrizen. Wir nehmen dazu an, dass D = I gilt und spalten
L¥ additiv in

L =I+B
auf, wobei I die Identitéit bezeichnet und die Matrix B = U? + R in eine untere
Dreiecksmatrix U” und eine obere Dreiecksmatrix RE aufgeteilt ist. Analog dazu
definieren wir
B:=U? — RP.
Fiir eine Matrix L¥ bezeichne G(L¥) den symmetrischen und S(L¥) den schiefsym-
metrischen Anteil

G(L") = (L7 + L")

S(LF) = %(LE 2
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Sei P die bzgl. des euklidischen Skalarproduktes orthogonale Projektion auf den
Kern von L*,

P :R"® — ker(L¥)

und P+ dementsprechend die orthogonale Projektion auf das orthogonale Komple-
ment des Kernes,

P+ R — (ker(L¥))*.

Wir verwenden abkiirzend 7 = dim(ker(LF)%). Es sei B € R**7 definiert durch
B = PJ_BPJ_ ‘(ker(LE))J- .

Es seien ¢1 < §o < ... < §a, die Eigenwerte der symmetrischen Matrix G(B).
Analog seien §; < ... < g, die Eigenwerte des symmetrischen Teils Q(B ) von B. Als
Verallgemeinerung des Resultates in [88] erhalten wir nun fir das SOR Verfahren
die folgende Abschéatzung fiir den Relaxationsparameter w.

Satz 5.1. Der symmetrische Anteil G(LY) der Matriz L¥ sei eingeschrinkt auf
(ker(LP))* positiv definit. Seien & und & die Spektralradien von S(B) bzw. S(B).
Weiter gelte

ker(L”) = ker((L®)T).

Dann konvergiert das SOR-Verfahren fiir alle w mit

A~ -1
0<w<2(1—§1+ oo ) )

1+ g

Der Beweis ist sehr technisch und verlduft dhnlich wie der Beweis in [88] fiir den
Fall von reguldren Matrizen. Aus diesem Grund verzichten wir an dieser Stelle auf
eine Beweisfithrung und diskutieren den Beweis im Anhang.

Die Ergebnisse des Satzes iibertragen sich analog auf das Block-SOR, Verfahren.
Wie Satz b1l zeigt, ist das SOR-Verfahren bei geeigneter Wahl des Relaxationspara-
meters konvergent, falls die Matrix L” die obigen Bedingungen erfiillt. Das nichste
Resultat zeigt, dass das diagonalskalierte System

I:E — (l)E)—l/QLE(l)E)—l/Q7

welches aus der Diinngitter Discontinuous-Galerkin Diskretisierung stammt, die fiir
die Anwendung des Satzes notwendigen Bedingungen erfiillt.

Satz 5.2. Sei LT die aus der Raum-Zeit Diinngitter Discontinuous-Galerkin Dis-
kretisierung, vgl. {#.1), resultierende Matriz eines parabolischen Problems mit in der
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Zeit konstantem elliptischen Ortsoperator a(-,+) und ug = 0. Dann erfillt die dia-
gonalskalierte Matriz LT des diskretisierten Problems die notwendigen Bedingungen
des Satzes D), d.h. es gilt

ker(LF) = ker((LF)T)

und G(LF) eingeschrinkt auf (ker(LP))* ist positiv definit.

Beweis. Aus [ET0) folgt unmittelbar, das G(L?) positiv definit ist. Da nun per
Konstruktion
ker(L”) = ker(S%?)

gilt, folgt aus der Darstellung (B4), dass fiir alle x ¢ ker(LF)
2TG(LF)x = (SFP2)TG(LP)(SFBz) > 0 (5.8)
gilt. Des Weiteren haben wir
ker(EE) = ker(SE’B(DE)_l/2),

und fiir z € ker(S®P(DF)1/2)L gilt (DF)"12z & ker(SFF). Zusammen mit (EF)
folgt daraus, dass LZ auf (ker(LF))* positiv definit ist. Weiterhin gilt

ker(LP) = ker(SP®) = ker((LF)T)
und die Behauptung ist gezeigt. 0O

Verschwindet die Anfangsbedingung des parabolischen Problems nicht, so kann
das aus der Elimination der Anfangsbedingung aus dem urspriinglichen Gleichungs-
system resultierende System als die Diskretisierung eines Problems mit Nullrand-
bedingungen und modifizierter rechter Seite aufgefasst werden. Aus diesem Grund
iibertragt sich das Ergebnis auch auf den Fall von inhomogenen Anfangsbedingun-
gen.

Fiir die Crank-Nicolson Diskretisierung ist der symmetrische Anteil eingeschrankt
auf das orthogonale Komplement des Kerns nicht positiv definit, weshalb wir Satz
Bl nicht anwenden koénnen, um die Konvergenz des SOR Verfahrens zu beweisen.

Man beachte, dass die Konvergenzgeschwindigkeit in aller Regel von der gewéahlten
Anordnung der Unbekannten abhéngt. So ist anzunehmen, dass bei parabolischen
Gleichungen die zugehorigen Unbekannten nicht riickwérts in der Zeit durchlaufen
werden sollten. Wie schon in [61] beschrieben, erhdlt man durch die Wahl von un-
terschiedlichen Durchlaufreihenfolgen, verschiedenste Partitionierung in Blécke und
entsprechenden Block-Varianten des SOR Verfahrens unterschiedlichste Multilevel-
verfahren. Motiviert durch das obige Resultat stellen wir nun auf Basis des (Block-)
SOR Verfahrens zwei Multilevelloser vor, die sich durch die Block-Partitionierung
und damit verbunden in der Durchlaufreihenfolge unterscheiden. Wir beschrianken
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Ortslevel

Star)— -

Zeitlevel

7 Unbekannte auf fes- "
__tem Zeitlevel .

Abbildung 5.2. Durchlaufreihenfolge des nach Zeitleveln angeordneten
Block-Gaufs-Seidel Verfahrens.

uns bei der Untersuchung auf den Fall w = 1 und verwenden fiir die eine Methode
das Gau3-Seidel Verfahren, wihrend die andere Methode auf dem Block-Gauf3-Seidel
Verfahren beruht.

Zur Vereinfachung der Darstellung betrachten wir in den néchsten beiden Ab-
schnitten den Fall, dass der Ansatz- und der Testraum gleich sind, d.h. V,>*" =
Vlo’te = f/lo. Die Uberlegungen lassen sich jedoch direkt auf den Petrov-Galerkin Fall
iibertragen.

5.2 Die Zeitlevelweise angeordnete Block-GauB-Seidel Iteration

Fiir das Block-Gauf-Seidel Verfahren, das wir in diesem Abschnitt betrachten, ord-
nen wir die Funktionen des Erzeugendensystems nach dem Level der Zeitfunktionen
<p]TZ- an, d.h. wir zerlegen die Menge 8‘710 in Teilmengen S‘Z/O, 1 <5<, s0dass

’ l

!
L& it €5 e L |G —
ngO_LJlngO mltEVZO = {5; [ 1 =3}
j:

gilt. Wir erhalten damit das Blocksystem

E E
LOO . e LOl uO fO

E E
LZO ... Lll ul fl
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wobel

Lij T (B(SOPLQU Qppz,q2))¢p1,q165‘17lo790p2,q2€5€~,l0'

Bei dem zugehorigen Block-Gauf3-Seidel Verfahren treten in dem #t-ten Iterations-
schritt zur Bestimmung der 7¢+1-ten Unbekannten nun die zu l6senden Teilprobleme

k—1

l
kau;:-i_l = fk — Z ijU§t+1 — Z iju;t (510)

7=0 j=k+1

auf. Dabei ist Ly, in der Regel immer noch zu grofl, um mittels eines direkten
Verfahrens, wie beispielsweise der GauB-Elimination, gelost zu werden. Da aller-
dings alle in jedem Teilproblem vorkommenden Funktionen bzgl. der Zeit gleiches
Level haben, reduziert sich die Losung jedes Teilproblems auf das der Raum-Zeit
Diinngitterdiskretisierung zugrunde liegende klassische Zeitschrittverfahren, bei dem
eine Folge von elliptischen Problemen zu losen ist. Fiir die Behandlung der ellipti-
schen Teilprobleme bieten sich zwei Moglichkeiten an.

Zunéchst konnen wir jedes Teilproblem inexakt mit Hilfe von wenigen Schritten
eines stationdren linearen Iterationsverfahrens l6sen. In unserem Kontext kann die-
ses Vorgehen als Glattung des Fehlers interpretiert werden. Hierbei iibernimmt das
verwendete Iterationsverfahren die Aufgabe eines Glétters.

Da jedes anfallende elliptische Problem wiederum Multilevelstruktur besitzt,
kénnen die elliptischen Teilprobleme jedoch auch effizient mittels eines Multilevelver-
fahrens exakt (bis auf Maschinengenauigkeit) gelost werden. Numerische Experimen-
te haben allerdings gezeigt, dass wir auch bei inexakter Losung der Block-Systeme
die gleichen Konvergenzraten wie bei exakter Losung erhalten. Hierbei haben wir die
Losung jedes elliptischen Problems durch jeweils einen Schritt des symmetrischen
GauB3-Seidel Verfahrens iiber dem Erzeugendensystem im Ort approximiert, was ei-
nem symmetrischen V-Mehrgitterzyklus, vgl. [61], entspricht. Dieses Vorgehen fiihrt
zu nahezu den gleichen Konvergenzraten wie die bis auf Maschinengenauigkeit exak-
te Losung jedes Teilproblems mit Hilfe eines symmetrischen V-Zyklus. Aus diesem
Grund werden wir in den numerischen Ergebnissen nur die Resultate fiir das Block-
GaufB-Seidel Verfahren mit inexakter Losung diskutieren. Fiir das Block-GauB3-Seidel
Verfahren wihlen wir die Blockdurchlaufreihenfolge £ = 0,...,1 — 1,11 —1...,0,
d.h. wir verwenden ein symmetrisches Block-Gauf}-Seidel Verfahren das mit dem
grobsten Zeitlevel beginnt. Abbildung zeigt am Beispiel von 1730 die Durchlauf-
reihenfolge dieses Verfahrens, das wir abkiirzend auch einfach als Gauf3-Seidel Ver-
fahren bezeichnen werden.
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Ortslevel

Unbekannte zu festem’
i Ortslevel

Zeitlevel

' Unbekannte zu festem;
b Ortslevel

Ortslevel

Abbildung 5.3. Durchlaufreihenfolge des nach Ortsleveln angeordneten
Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens.

5.3 Die Ortslevelweise angeordnete GauB-Seidel Iteration: Das
Waveform-GauB-Seidel Verfahren

In Anlehnung an die Mehrgitter-Waveform-Relaxation [T09] stellen wir nun einen
auf dem GauB-Seidel Verfahren iiber dem Erzeugendensystem basierenden Multi-
leveloser vor. Hierbei ist wiederum die Wahl der Durchlaufenreihenfolge bzw. die
Anordnung der Unbekannten fiir das Verfahren von Bedeutung.

Betrachten wir hierfiir zunéchst eine Semidiskretisierung des parabolischen Pro-
blems beziiglich des Ortes mit Finiten Differenzen auf einem Gitter der Maschen-
weite h. Wir erhalten dann ein grofles System gewohnlicher Differentialgleichungen

0tuh(t) = Lhuh(t) + fh(t) (511)

fiir die semidiskrete Losung uy,(t) = (u} (t), ..., u3(t))", wobei L; die zu der Ortsdis-
kretisierung gehorende Finite Differenzen Matrix bezeichnet. Ist nun zum Beispiel
d = 1 und Ly, die Finite Differenzen Diskretisierung des Laplace Operators, so erhélt
man die lexikographisch angeordnete Gauf3-Seidel Waveform Relaxation zur Bestim-

mung der v-ten Iterierten uy = (uj g, ..., ujy y) als Losung von
v v v—1
O — it T 2up i + Uy i 519
tUp; = 52 + fhi- (5.12)

Allgemein erhalten wir fiir eine gegebene Matrix L;, = (a;;) die v-te Iterierte der
GauB-Seidel Waveform Relaxation (in lexikographischer Durchlaufreihenfolge) durch
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0tu2ﬂ- = Z aijuz,j + Z CLUUZ;-I + fh,i- (513)
j<i j>i

Somit wird fiir jeden Gitterpunkt im Ort eine gewohnliche Differentialgleichung
gelost, die wiederum mittels geeigneter Zeitschrittverfahren diskretisiert wird. Hier-
bei ist die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens von der Feinheit der Diskreti-
sierung abhéngig. Um ein von dem Diskretisierungslevel unabhénig konvergierendes
Verfahren zu erhalten, wird nun in [I09] in Analogie zu herkémmlichen Mehrgit-
termethoden die so genannte Multigrid-Waveform Methode vorgeschlagen. Wie bei
elliptischen Problemen wird hierbei das Residuum 7}

ry = Oy — Lypup — fu

der v-ten Iterierten zunéchst auf ein groberes Gitter (mit der Maschenweite H)
mit Hilfe eines Restriktionsoperators R transformiert und dort die so genannte
Defektgleichung

@uH(t) = LHUH(t) + RhH’f’h,

gelost. Ist dieses grobe Problem noch zu grofl, um exakt gelost zu werden, so wird
das Verfahren rekursiv angewendet. Anschliefend wird die mit Hilfe eines Inter-
polationsoperators I in den Feingitterraum interpolierte Grogbitterlosung uy als
Korrektur auf die momentane Feingitteriterierte addiert

v+1 __1h
Uy + = Ihug,

weshalb uy auch Grobgitterkorrektur genannt wird. Um ein &hnliches Verfahren
fiir die Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung zu erhalten, zerlegen wir zunéchst das
Erzeugendensystem 5‘710 in Teilmengen 5‘]70 so dass

1

1
Ego = |J &0 mit €Ly = {5142 = 7}
j=1

gilt. Daraus resultiert ein Blocksystem
Lg(‘) c. Lgi Up f()
Ll% Ce Lﬁj w; fl
wobei hier in jedem Block

E . _ _ .
Lij T (B(gppl’ql’g0p2’q2))@p17q1€5€;lo’80p2,q2€5€7lo
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alle Funktionen des Erzeugendensystems, die zu dem gleichem Ortslevel gehoren,
enthalten sind. Zunéchst unterteilen wir die zu den einzelnen Blocken gehorigen Un-
bekannten weiter, so dass alle Unbekannten, die zu der gleichen Basisfunktion im Ort
gehoren, in der gleichen Partition enthalten sind. Dies fiihrt fiir die Diagonalbltcke
LE auf die Blockstruktur

k k
TE . TE,
E _ . .
kaz - : Ce : )
k k
TNl . e TNN

wobei N := dim(V). Ein Schritt des Block-GauB-Seidel Verfahrens bzgl. dieser
Blockstruktur fiir die Losung von LEx = b entspricht der GauB-Seidel Wave-
form Relaxation (B13), wobei die Ortsdiskretisierung bzgl. V§ durchgefiihrt ist und
das System gewohnlicher Differentialgleichungen mit dem der Raum-Zeit Diinn-
gitterdiskretisierung zugrunde liegendem Zeitschrittverfahren diskretisiert wurde.
Insgesamt kann damit ein Schritt des symmetrischen Gauf3-Seidel Verfahrens iiber
das derartig angeordnete System als Raum-Zeit Diinngitter Version der Multigrid-
Waveform Relaxation betrachtet werden. Abbildung veranschaulicht die Durch-
laufreihenfolge des Verfahrens fiir d = 1 an dem Beispiel von V.

5.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Konvergenzeigenschaften der vorgestellten
Verfahren. Dazu setzen wir bei allen betrachteten Problemen die rechte Seite, sowie
die Anfangsbedingung und die Randbedingungen auf Null, so dass der Nullvektor
die Losung des linearen Gleichungssystems ist. Wir bezeichnen mit ||- ||y die lo-Norm,
d.h. |Jz)3 = D0, 27 fiir jedes 2 € R™. Als Startwert wéhlen wir einen Zufallsvektor
xo der derart normiert ist, dass

|LP s =1

gilt. Die Iteration wird gestoppt, wenn das lo-Residuum || LFz?||5 der i-ten Iterierten
x; kleiner als 107! ist. Wir messen im folgenden die Fehlerreduktion

_ (||LEszz)”“‘2)
SN2 P
wobei x; die Iterierte der letzten Iteration ist, bevor das Abbruchkriterium erfiillt
ist. Wir beziehen die ersten zwei Iterierten nicht in die Messung mit ein, da dort
die Reduktionsraten je nach Problem und Verfahren iiberméfig gut sein koénnen
und somit das Ergebnis verfdlschen wiirden. Da wir in den Experimenten keinen

Unterschied in dem Loserverhalten fiir die Diskretisierung mit V,° und V,° beobachtet
haben, beschréinken wir uns auf die Diskussion der Ergebnisse fiir V;°.
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Abbildung 5.4. Konvergenzhistorie des Gauf$-Seidel (links) und des
Waveform-Gauf-Seidel Verfahrens (rechts) fir das mit dem Crank-Nicolson Ver-
fahren diskretisierte Problem (2IA) und d = 1 (oben), d = 2 (mitte) und d = 3
(unten,).
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Abbildung 5.5. Startfehler (links oben), Fehler nach ein (rechts oben), zwei
(links unten) und vier (rechts unten) Iterationen des Gauf-Seidel Verfahrens fir die

Crank-Nicolson Diskretisierung des Problems (513) auf Level | = T.

5.4.1 Erste numerische Ergebnisse und das kombinierte
GauB-Seidel Verfahren

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Konvergenzeigenschaften des Gauf3-Seidel
und des Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens fiir das Problem

Ou— Au=01in Qp = (0,1)% x (0,1] (5.15)

mit d = 1,2, 3. Abbildung B4 zeigt die Konvergenzhistorie des Gauf-Seidel und des
Waveform-Gauf-Seidel Verfahrens fiir das mit dem Crank-Nicolson Verfahren auf
unterschiedlichen Leveln diskretisierte Problem (B5.15).

Betrachten wir zunéchst die Ergebnisse fiir das Gauf3-Seidel Verfahren. Hierbei
ist eine besonders grofie Reduktion des Residuums durch die ersten zwei Iterationen
insbesondere fiir d = 1, 2 auffillig. Das Gauf3-Seidel Verfahren liefert insgesamt sehr
gute Konvergenzraten. Fiir den eindimensionalen Fall erhalten wir beispielsweise
auf Level [ = 10 eine Reduktionsrate p = 0.21, wiahrend d = 2 und Level [ = 10
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Abbildung 5.6. Startfehler (links oben), Fehler nach ein (rechts oben), zwei
(links unten) und vier (rechts unten) Iterationen des Waveform-Gaufi-Seidel Ver-
fahrens fir die Crank-Nicolson Diskretisierung des Problems (211) auf Level | = 7.

zup =016 und d = 3 mit [ = 7 zu p = 0.05 fithren. Allerdings beobachten wir
mit wachsendem Level einen leichten Anstieg der Anzahl der benétigten Iterationen.
Dabei ist die Konvergenz der ersten zwei bis drei Iterationen und der letzten Ite-
rationen, bevor das Abbruchkriterium erreicht wird, nahezu levelunabhéngig. Zum
Beispiel erhalten wir im zweidimensionalen Fall d = 2 eine Reduktion des Residuums
durch die letzte Iteration von 0.05 fiir [ = 5 und 0.08 fiir [ = 10. Dieses Verhalten
deutet daraufhin, dass einige Fehlerkomponenten, die nicht optimal reduziert wer-
den konnen, nach den ersten Iterationen dominieren, bis nach entsprechend vielen
weiteren Iterationen wiederum die Fehlerkomponenten auftreten, die mit besseren
Raten reduziert werden. Hierzu sind fiir den eindimensionalen Fall d = 1 in Ab-
bildung der Startfehler und die Fehler nach ein, zwei und vier Iterationen des
GauB-Seidel Verfahrens dargestellt.

Dabei ist beachtenswert, dass bereits nach wenigen Iterationen der Fehler zum
Endzeitpunkt dominiert. Obwohl wir dieses Fehlerverhalten durchaus erwarten diirfen,
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Abbildung 5.7. Konvergenzhistorie des aus dem Waveform-Gauf-Seidel
und des Gaufl-Seidel Verfahrens konstruierten Verfahrens fiir den mit dem Crank-
Nicolson Verfahren diskretisierten Operator (ZId) und d = 1 (oben links), d = 2
(oben rechts) und d = 3 (unten,).

schlieBlich entspricht der Endzeitpunkt dem freien Rand und ein &hnliches Verhal-
ten beobachtet man auch fiir Mehrgitterloser im Fall von elliptischen Problemen am
Neumann-Rand, ist dieser Effekt iiberraschend stark ausgeprigt und moglicherweise
die Ursache fiir das beobachtete Verhalten des Losers.

Wir diskutieren nun die Ergebnisse fiir das Waveform-Gauf3-Seidel Verfahren
in Abbildung B4l Wihrend die Konvergenzrate im eindimensionalen Fall d = 1
unabhéngig von der Levelzahl beschrénkt ist, beobachten wir fiir d = 2 und d = 3
eine Verschlechterung der Konvergenz des Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens mit
wachsendem Level.

Vergleichen wir die in Abbildung B6ldargestellte Fehlerentwicklung des Waveform-
GauB3-Seidel Verfahrens nach ein, zwei und vier Iterationen mit der Fehlerentwick-
lung des Gauf-Seidel Verfahrens, so sehen wir deutlich, dass beide Verfahren be-
reits nach wenigen Iterationen zu sehr unterschiedlichen Fehlern fithren. Wéhrend
der Fehler des Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens relativ gleichméfig iiber den ge-
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Abbildung 5.8. Konvergenzhistorie des Gauf$-Seidel (links) und des
Waveform-Gauf-Seidel Verfahrens (rechts) fir den mit dem Euler Verfahren dis-
kretisierten Operator (Z13) und d = 1 (oben), d = 2 (mitte) und d = 3 (unten).

samten Raum-Zeit Zylinder verteilt ist, dominiert bereits nach wenigen Iterationen
des Gauf3-Seidel Verfahrens der Fehler zum Endzeitpunkt. Dabei ist der Fehler des
GaufB-Seidel Verfahrens kleiner als der Fehler des Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens.

Das unterschiedliche Fehlerverhalten beider Verfahren motiviert dazu, das Gauf3-
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Seidel Verfahren mit dem Waveform-GauB-Seidel Verfahren zu kombinieren. Dabei
hoffen wir, dass das Waveform-Gauf3-Seidel Verfahren die Fehleranteile effizient re-
duziert, die bei dem GauB-Seidel Verfahren zu schlechteren Reduktionsraten fiir
einige Iterationen fiihren. Umgekehrt sollte gleichzeitig das GauB-Seidel Verfahren
die Fehlerkomponenten stark ddmpfen, fiir die das Waveform-Gauf3-Seidel Verfahren
nur langsam konvergiert.

Die Kombination verschiedener Durchlaufreihenfolgen ist bereits in [92] mit dem
so genannten (J-Zyklus im Diinngitterkontext fiir elliptische Probleme vorgeschla-
gen worden. Mit dem @-Zyklus wurden dabei in numerischen Experimenten gute
Konvergenzresultate erzielt. Wir definieren daher eine neue Iteration, bei der in je-
dem Iterationsschritt zunéchst ein Vorwértsschritt des Gaufl-Seidel Verfahrens und
danach ein Riickwértsschritt des Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens ausgefiihrt wer-
den. Die Konvergenzhistorien dieses kombinierten Gaufl-Seidel Verfahrens sind in
Abbildung B dargestellt. Die Ergebnisse zeigen deutlich, dass das resultierende
Verfahren schneller als das Gauf3-Seidel Verfahren konvergiert. Wir erhalten so zum
Beispiel fiir [ = 10 und d = 2 eine Reduktionsrate p = 0.05. Zusétzlich scheint
die Residuenreduktion unabhéngig von der Anzahl der Iterationen zu sein, d.h. wir
erhalten wihrend der Iteration keine Fehlerkomponenten, die langsamer als andere
reduziert werden.

Wenden wir uns jetzt den Ergebnissen fiir die FEuler Diskretisierung des Problems
(ET3) zu. Man beachte, dass der symmetrische Anteil des aus der Euler Diskreti-
sierung resultierenden linearen Gleichungssystems positiv semidefinit ist. Scheinbar
ist dies eine wichtige Eigenschaft fiir die Konvergenz der Iterationsverfahren bei
unsymmetrischen Problemen, wie wir dies bereits an Satz Bl iiber die Konvergenz
der SOR-Iteration gesehen haben. Wir erwarten daher, dass die Verfahren im Fall
der Euler Diskretisierung mindestens so gute Resultate liefern wie fiir die Crank-
Nicolson Diskretisierung, deren symmetrischer Anteil nicht positiv definit ist.

In der Tat zeigen die Ergebnisse in Abbildung B8 dass sowohl das Gauf3-Seidel
als auch das Waveform-GauB-Seidel Verfahren sehr schnell mit levelunabhéngigen
Reduktionsraten konvergieren. Im Fall des Gaufl-Seidel Verfahrens verkleinern sich
die Raten sogar mit zunehmendem Level. So liefert das GauB-Seidel Verfahren in
zwei Ortsdimensionen eine Reduktionsrate von p = 0.007 auf Level [ = 5 und auf
Level [ = 10 den Wert p = 0.004. Die Kombination aus dem GauB-Seidel und dem
Waveform-Gauf3-Seidel Verfahren liefert hingegen noch etwas bessere Resultate als
das Gauf3-Seidel Verfahren. Allerdings sind die Konvergenzraten des Gauf-Seidel
Verfahrens und des Waveform-Gauf-Seidel Verfahrens bereits so gut, dass wir an
dieser Stelle auf die Présentation der Ergebnisse fiir das kombinierte Verfahren ver-
zichten mochten.
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Abbildung 5.9. Konvergenzhistorie des Gauf-Seidel Verfahrens (oben
links), des Waveform-Gaufs-Seidel Verfahrens (oben rechts) und der Kombination
aus beiden Verfahren (unten) fir das mit dem Crank-Nicolson Verfahren auf Level
[ =10 diskretisierte Problem (218) und verschiedenen e.

5.4.2 Numerische Ergebnisse fiir ein zeitlich anisotropes
Problem

Die Lénge des Zeitintervalls (0,77, fiir das eine Losung gesucht ist, wird in rea-
len Anwendungen stark variieren. In unserer Formulierung bedeutet das, dass wir
nach Transformation auf das Einheitsintervall (0, 1] einen entsprechenden Faktor vor
dem elliptischen Teil des parabolischen Operators erhalten. Wir mochten nun die

Robustheit der Verfahren gegeniiber einem solchen Parameter € > 0 untersuchen.
Dazu betrachten wir das Problem

Ou—e-Au=0 (5.16)
auf Q = (0,1)% Dieses Beispiel ist nicht nur interessant weil wir einen solchen
Parameter durch Transformation auf das Einheitsintervall erhalten, sondern auch

die Verwendung von unterschiedlichen Materialien mit unterschiedlichen Wéarme-
leitkoeffizienten fiihrt zu einer Reihe von verschiedenen Werten fiir €.
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Abbildung 5.10. Konvergenzhistorie des Gauf-Seidel Verfahrens (oben
links), des Waveform-Gauf-Seidel Verfahrens (oben rechts) und der Kombination
aus beiden Verfahren (unten) fir das mit dem Fuler Verfahren auf Level | = 10
diskretisierte Problem ([210) und verschiedenen e.

Abbildung B9 zeigt die Konvergenzhistorie der Verfahren fiir die Crank-Nicolson
Diskretisierung auf Level [ = 10 des Problems fiir verschiedene Werte €. Wie in
Abschnitt BTl konvergiert die Kombination aus dem Waveform-Gauf3-Seidel und
dem GauB-Seidel Verfahren am schnellsten. Auffillig ist, dass fiir den Grenzfall
¢ = 0 die Konvergenz der drei Verfahren sehr schnell ist, dann fiir wachsendes e
etwas schlechter wird, und ab einem gewissen Schwellwert die Konvergenz wieder
beschleunigt.

Interessant ist hierbei das unterschiedliche Verhalten des Waveform-Gauf3-Seidel
und des GauB-Seidel Verfahrens. Wahrend das Gauf3-Seidel Verfahren fiir den Grenz-
fall ¢ = 0 schneller konvergiert als fiir e = 10?, liefert das Waveform-Gauf3-Seidel Ver-
fahren fiir £ = 10* bessere Ergebnisse als im Fall ¢ = 0. Dementsprechend erhalten
wir fiir die Kombination aus beiden Verfahren nahezu die gleichen Reduktionsraten
fiir e = 0 und € = 10%.

Die Ergebnisse fiir die Euler Diskretisierung auf Level [ = 10 sind in Abbil-



100 Kapitel 5. Losung des linearen Gleichungssystems

Tabelle 5.1. Ergebnisse des Gauf-Seidel Verfahrens (GS), des Waveform-
Gaup-Seidel Verfahrens (WGS) und der Kombination aus beiden Verfahren (KGS)
fiir die Crank-Nicolson Diskretisierung von ([5.174) auf V,°.

v=0 vy=1 v=2 vy=3
GS | WGS | KGS || GS | WGS | KGS || GS | WGS | KGS || GS | WGS | KGS
0.05 | 0.1 0.01 || 0.13 | 0.25 | 0.02 || 0.08 | 0.37 | 0.07 || 0.16 | 0.38 | 0.09
0.07 | 0.22 | 0.03 || 0.12 | 0.27 | 0.05 || 0.18 | 0.43 | 0.10 || 0.12 | 0.41 | 0.13
0.13 | 0.13 | 0.02 || 0.28 | 0.30 | 0.10 || 0.35 | 0.48 | 0.14 || 0.14 | 0.50 | 0.16
0.23 | 0.29 | 0.11 || 0.32 | 0.40 | 0.16 | 0.30 | 0.52 | 0.16 || 0.25 | 0.55 | 0.20
0016 | 046 | 0.05 || 0.30 | 0.38 | 0.14 || 0.56 | 0.44 | 0.26 || 0.49 | 0.60 | 0.24

= O 00 O

Tabelle 5.2. Ergebnisse des Gauf-Seidel Verfahrens (GS), des Waveform-
Gaufs-Seidel Verfahrens (WGS) und der Kombination aus beiden Verfahren (KGS)
fiir die Euler Diskretisierung von ([5.17) auf V,°.

v=0 vy=1 v=2 vy=3
GS | WGS | KGS || GS | WGS | KGS | GS | WGS | KGS || GS | WGS | KGS
0.007 | 0.09 | 0.007 || 0.04 | 0.25 | 0.04 | 0.08 | 0.37 | 0.09 || 0.09 | 0.38 | 0.10
0.005 | 0.09 | 0.005 || 0.05 | 0.28 | 0.04 || 0.12 | 0.43 | 0.13 || 0.13 | 0.44 | 0.12
0.004 | 0.09 | 0.004 || 0.06 | 0.31 | 0.05 || 0.16 | 0.48 | 0.17 | 0.18 | 0.50 | 0.17
0.006 | 0.10 | 0.006 || 0.07 | 0.33 | 0.08 || 0.20 | 0.52 | 0.19 || 0.22 | 0.55 | 0.23
0 | 0.006 | 0.10 | 0.006 {| 0.08 | 0.35 | 0.10 || 0.23 | 0.53 | 0.23 || 0.26 | 0.59 | 0.26

= © 0 J o

dung festgehalten. Hierbei ist die Konvergenz des Gauf3-Seidel und des aus dem
GauB-Seidel und dem Waveform-Gauf3-Seidel Verfahren kombinierten Verfahrens un-
abhéngig von e. Im Falle des Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens beobachten wir zu-
dem eine Verbesserung mit wachsendem . So konvergiert das Waveform-GauB3-Seidel
Verfahren fiir ¢ = 0 mit einer Reduktionsrate von p = 0.3, wogegen wir fiir ¢ = 10
eine Reduktion von p = 0.09 erhalten, die sich mit wachsendem e auch nicht weiter
verandert.

Insgesamt verhalten sich alle drei Verfahren robust gegeniiber dem Parameter
g, wobei die Kombination aus dem Gauf3-Seidel und dem Waveform-Gauf3-Seidel
Verfahren sowohl fiir die Crank-Nicolson als auch fiir die Euler Diskretisierung in
diesem Zusammenhang zu den besten Resultaten fiihrt.

5.4.3 Numerische Ergebnisse fiir Probleme mit springenden
Koeffizienten

In der Praxis werden h#ufig Probleme betrachtet, bei denen unterschiedliche Ma-
terialien aneinander grenzen. Diese unterschiedlichen Materialien besitzen verschie-
dene Materialparameter, die direkt als Koeffizienten in den elliptischen Teil des
parabolischen Operators eingehen. Dies fithrt zu unstetigen Koeffizientenfunktionen
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91 Q

Q, Q,

Abbildung 5.11. Zerlegung des zu dem Problem ([5.17) gehirigen Gebietes §).

im Raum-Zeit Operator.

Im Fall von stationéren elliptischen Problemen verschlechtert sich die Konvergenz
von klassischen geometrischen Mehrgittermethoden mit zunehmender Sprunggrofle.
Somit sind die Verfahren im Sinn von [I20] nicht robust. Aus diesem Grund kénnen
wir im parabolischen Fall fiir die in diesem Kapitel vorgestellten Loser keineswegs
ein von der Sprunggréfe unabhédngiges Konvergenzverhalten erwarten.

An dieser Stelle wenden wir uns den Konvergenzeigenschaften der Verfahren
beziiglich solcher Spriinge zu. Dazu unterteilen wir das Gebiet 2 = (0,1)? wie in
Abbildung B.TTl dargestellt in die vier Teilgebiete €2, €5, €23 und 4. Wir betrachten
fiir festes v das Problem

Oru — div(A(z)Vu) =0 (5.17)
mit
Alz) = 1.0 falls x € Q;, U Qy
)T 107 falls 7 € Q, U Q5.

Fiir v = 0 erhalten wir damit das Problem (BTH).

Die Ergebnisse fiir die Crank-Nicolson Diskretisierung des Problems (B.I) mit
v € {0,1,2,3} sind in Tabelle Bl wiedergegeben. Die Reduktionsrate des Residuums
nimmt fiir alle drei Verfahren mit wachsendem ~ zu. Festzustellen ist im Fall der
Kombination aus dem Gauf3-Seidel und dem Waveform-GauB-Seidel Verfahren eine
Reduktionsrate von p = 0.05 fiir [ = 10 und v = 0, wahrend wir fiir v = 3 eine
Reduktionsrate von p = 0.24 erhalten. Im Ergebnis liefert die Kombination des
GauB-Seidel und des Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens allerdings gute Resultate,
wobei wir selbst fiir den grofften betrachteten Sprung mit v = 3 eine Konvergenzrate
p = 0.24 auf Level [ = 10 erhalten.

Wir nehmen nun die Ergebnisse fiir die Euler Diskretisierung in Tabelle B2 in
Augenschein. Wie schon bei der Crank-Nicolson Diskretisierung verschlechtert sich
auch hier die Konvergenz mit wachsendem +, so dass wir beispielsweise fiir v = 3
eine Reduktionsrate p = 0.26 fiir das Gauf3-Seidel Verfahren auf Level [ = 10 messen,
wéahrend v = 0 zu der Rate p = 0.006 fiihrt. Insbesondere ist die Rate p = 0.26 fiir
[ = 10 und v = 3 fiir das aus dem GauB-Seidel und dem Waveform-Gauf3-Seidel
Verfahren kombinierte Verfahren nahezu identisch zu der Rate p = 0.24 im Falle der
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Crank-Nicolson Diskretisierung, obwohl wir fiir v = 0 bei der Euler Diskretisierung
wesentlich bessere Ergebnisse erzielt haben.

Insgesamt beobachten wir unabhéngig von der gewéahlten Diskretisierung jeweils
eine Verschlechterung der Konvergenz mit wachsendem Sprung, wie wir dies auch
fiir geometrische Mehrgittermethoden bei elliptischen Problemen mit Spriingen er-
warten. Dennoch liefert die Kombination aus dem Waveform-Gauf-Seidel und dem
Gauf3-Seidel Verfahren auch fiir den Fall v = 3 noch akzeptable Resultate, so dass
wir dennoch eine recht grofie Problemklasse effizient 16sen kénnen. Um die Resulta-
te weiter zu verbessern und auch noch grofiere Spriinge behandeln zu kénnen, sind
Modifikationen der Raum-Zeit Multilevelloser wie sie auch bei geometrischen Mehr-
gitterverfahren durchgefithrt wurden, denkbar. So kénnten die Prolongationsopera-
toren fiir den Ortsanteil wie im elliptischen Fall matrixabhéngig (bzgl. des ellipti-
schen Teils des parabolischen Operators) berechnet werden [45], T8, [TT9]. Ebenso ist
eine matrixabhéngige Vergroberung wie bei den algebraischen Mehrgitterverfahren
[26, B6] denkbar. Dabei sollten die algebraisch konstruierten Prolongationsoperato-
ren und Gitterhierarchien nur zur Losung der Gleichungssysteme, nicht aber zur
Konstruktion der Multilevelbasis im Ort verwendet werden, da sich sonst u. U. die
Approximationsraten der Raum-Zeit Diinngitter verschlechtern. Der Einsatz ma-
trixabhéngiger Prolongationen und Vergréberungsalgorithmen soll an dieser Stelle
nicht weiter vertieft werden, da das den Umfang dieser Arbeit sprengen wiirde, son-
dern Gegenstand zukiinftiger Forschung sein.

In diesem Kapitel haben wir zwei verschiedene Multilevelverfahren zur Losung
der mit dem Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson bzw. Euler Verfahren diskreti-
sierten linearen Gleichungssysteme vorgestellt. Hierbei haben wir Multilevelverfah-
ren, wie in [61] beschrieben, als klassische Iterationsverfahren {iber einem mittels
eines Erzeugendensystems diskretisierten System interpretiert. Wir haben gezeigt,
dass das SOR-Verfahren mit geeignet gewihltem Relaxationsparameter fiir das se-
midefinite, unsymmetrische Gleichungssystem der Raum-Zeit Eulerdiskretisierung
mittels des Erzeugendensystems konvergiert. Durch dieses Ergebnis motiviert ha-
ben wir dann auf Basis des (Block-) Gauf-Seidel Verfahrens zwei verschiedene Mul-
tilevelloser vorgestellt und deren Konvergenzeigenschaften an zahlreichen Beispielen
untersucht. Hierbei hat vor allem die Kombination aus beiden Verfahren sowohl
fiir die Crank-Nicolson als auch fiir die Euler Diskretisierung zu von der Levelzahl
unabhéngigen Konvergenzraten gefiithrt. Des Weiteren verhélt sich das Verfahren
robust gegeniiber dem Verhéltnis von Zeitschrittweite und Ortsauflosung. Wie bei
geometrischen Mehrgittermethoden im elliptischen Fall sind die vorgestellten Loser
nicht robust gegeniiber Spriingen in den Koeffizienten des elliptischen Anteils des
parabolischen Operators, liefern aber fiir moderat grofie Spriinge immer noch gute
Resultate, so dass auch solche Probleme effizient gelost werden kénnen. Fiir grofie
Spriinge konnte der Einsatz von matrixabhingigen Prolongationsoperatoren und
Vergroberungen dhnlich wie im elliptischen Fall zu robusten Verfahren fithren. Dies
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sollte Gegenstand zukiinftiger Forschung sein.
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Kapitel 6
Adaptivitat in Raum-Zeit

Die numerischen Experimente in Abschnitt 24l dokumentieren, dass das Raum-Zeit
Diinngitter Crank-Nicolson sowie das Euler und das Discontinuous-Galerkin Ver-
fahren mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen in der Zeit die gleichen Fehlerre-
duktionsraten aufweisen, wie der entsprechende Interpolant des Ansatzraumes der
exakten Losung. Wie in Abschnitt 24 beschrieben, benotigen wir allerdings eine
gewisse Regularitéit der zu interpolierenden Funktion, um die entsprechenden Feh-
lerreduktionsraten zu erhalten. Die Losungen der in dem Abschnitt EE4] betrachteten
parabolischen Probleme wiesen dabei allesamt die benétigte Glattheit auf.

Wie die Diskussion in Abschnitt gezeigt hat, erfiillt die Losung unter geeig-
neten Annahmen an das Gebiet, die rechte Seite, die Anfangs- und Randbedingun-
gen des parabolischen Problems diese Glattheitsvoraussetzungen. Allerdings sind
die Einschrankungen an das Gebiet und die Bedingungen an die rechte Seite, die
Anfangs- und Randbedingungen in realen Anwendungen nicht immer erfiillt. Somit
besitzt auch die Losung der parabolischen Gleichung unter Umsténden eine geringe-
re Glattheit. In diesem Fall verschlechtern sich jedoch die Approximationsraten der
entsprechenden Raum-Zeit Diinngitterrdume. Somit benétigen wir zur Diskretisie-
rung dieser Probleme wesentlich mehr Freiheitsgrade um die gleiche Gréflenordnung
des Fehlers, wie bei Problemen mit ausreichend glatten Losungen, zu erhalten. Doch
selbst wenn das betrachtete Problem eine geniigend glatte Losung u besitzt, kann
die entsprechende Norm von u, die in der Interpolationsfehlerabschéatzung auftaucht,
sehr grof3 sein. Wir erhalten dann zwar die von der Theorie vorhergesagten Redukti-
onsraten, allerdings ist der Fehler auf dem grobsten Gitter so grof, dass dennoch eine
sehr feine Auflésung notwendig ist, um die gewiinschte Genauigkeit zu erreichen.

Abhilfe schaffen hier adaptive Diskretisierungsverfahren. Hierbei wird der Feh-
ler zwischen exakter und diskretisierter Losung zunéchst mit Hilfe so genannter a
posteriori Fehlerschétzer bzw. Fehlerindikatoren geschétzt. Mit Hilfe dieser Infor-
mation werden dann nur solche Freiheitsgrade zu der bestehenden Diskretisierung
hinzugefiigt, die den grofiten Einflufl auf den geschétzen Fehler haben. Fiir elliptische

105



106 Kapitel 6. Adaptivitdt in Raum-Zeit

Probleme, insbesondere in dem Kontext Finiter Elemente, existieren eine Vielzahl
an Arbeiten zu dem Thema Fehlerschétzer und adaptive Verfeinerung, vgl. [I15] und
die Referenzen dort. Dariiber hinaus wurden in den letzten Jahrzehnten auch zahl-
reiche Fortschritte fiir die klassische Diskretisierung parabolischer Probleme mittels
der Rothe- oder der Linienmethode erzielt.

Im Fall der Linienmethode, bei der zunéchst der Raum mittels Finiter Elemente
diskretisiert wird, kann das anfallende System gewchnlicher Differentialgleichun-
gen mit Hilfe herkbmmlicher adaptiver Zeitschrittverfahren gelést werden. Um bei
dieser Vorgehensweise den Ortsfehler zu kontrollieren, gelangen herkémmliche Feh-
lerschétzer fiir elliptische Probleme zur Anwendung, vgl. [2l [T6, [17].

Die Interpretation der Rothe Methode, bei der zunéchst die Zeit diskretisiert
wird, kann abstrakt als Cauchy Problem in einem Funktionenraum aufgefasst werden
[19, 20l 21]. Dabei wird die Diskretisierung der Ortsprobleme als Storung des diskre-
ten Orbits des in der Zeit semidiskretisierten Problems interpretiert. Diese Stérung
muf} soweit verkleinert werden, dass die Genauigkeit des semidiskreten Problems
nicht verschlechtert wird. Um die Genauigkeit der Ortsdiskretisierung zu steuern,
kénnen wiederum herkémmliche adaptive Verfahren fiir elliptische Probleme ver-
wendet werden.

Offensichtlich wird bei den obigen Vorgehensweisen weiterhin zwischen Raum
und Zeit unterschieden, was sich durch die Trennung der Fehlerschétzung und Ad-
aption fiir die Ortsprobleme auf der einen Seite und die Zeitschrittweite auf der
anderen Seite bemerkbar macht. In vielen Féllen ist es allerdings sinnvoll, dass in
manchen Regionen des Ortsgebietes groflere Zeitschrittweiten verwendet werden als
in anderen Regionen, was auch als local time stepping bezeichnet wird. Die Trennung
zwischen Raum und Zeit in der Fehlerschiatzung ist daher nicht von Vorteil, sondern
lediglich damit zu erkléren, dass ein volles Raum-Zeit Gitter aufgrund der groBeren
Komplexitiat durch die zusétzliche Zeitdimension im Vergleich zu stationéren Pro-
blemen nicht mehr im Hauptspeicher des Computers zu behandeln ist. Hier stoflen
auch die Discontinuous-Galerkin Methoden auf vollen Gittern an ihre Grenzen. Ob-
wohl formal zunéchst nicht zwischen Raum und Zeit unterschieden wird, und daher
Fehlerschitzer in Raum und Zeit sehr einfach zu konstruieren sind [49, B0], sind auf
Grund des limitierten Hauptspeichers die Verfahren derart angelegt, dass am Ende
wiederum nur eine Sequenz von stationdren Problemen geltst werden mufl. Aus die-
sem Grund ist eine wirkliche Raum-Zeit Adaptivitdt mit local time stepping auch
in diesem Kontext in der algorithmischen Umsetzung ausgesprochen aufwéndig.

Hier wird ein weiterer Vorteil der Diskretisierung mit Hilfe der Raum-Zeit Diinn-
gitter erkennbar. Da dank der geringen Dimension der Raum-Zeit Diinngitterrdume
keine explizite Trennung von Raum und Zeit notwendig ist, sondern nun die vol-
le Raum-Zeit Diskretisierung im Hauptspeicher verwaltet werden kann, ergibt sich
durch das einfache Einfiigen von Basisfunktionen von feineren Leveln das local time
stepping auf natiirliche Weise. Wir unterscheiden nicht zwischen einer Orts- oder
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Zeitadaptivitat, sondern erhalten bei richtiger Wahl eines Fehlerschétzers oder Feh-
lerindikators ein Raum-Zeit adaptives Verfahren mit local time stepping.

In diesem Kapitel diskutieren wir nun den Einsatz von Adaptivitdt im Kontext
der Raum-Zeit Diinngitter. Hierzu iibertragen wir in Abschnitt einen Fehlerindi-
kator, basierend auf den hierarchischen Uberschiissen der diskreten Losung, der fiir
klassische Diinngitter sowohl bei elliptischen Problemen [29, B0, 92, [[26] als auch
bei parabolischen Problemen [B] gute Resultate geliefert hat. Dabei folgen wir im
Wesentlichen der Darstellung in [62] fiir klassische Diinngitter. Danach zeigen wir
in Abschnitt anhand einiger numerischer Ergebnisse, dass die Verwendung die-
ses Fehlerindikators zusammen mit einer geeigneten Verfeinerungsstrategie auch die
effiziente Behandlung parabolischer Probleme ermdéglicht, deren Losung nicht die
notwendigen Glattheitsvoraussetzungen aus Abschnitt Z4] erfiillen. In untersu-
chen wir die Moglichkeit der Fehlerschiatzung bzgl. linearer Funktionale im Kontext
der Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen und présentieren in diesem Rahmen in
Abschnitt die Ergebnisse einiger numerischer Experimente.

6.1 A posteriori Fehlerschatzer und Fehlerindikatoren
Wie in Abschnitt B bezeichne {¢5:} = {45, - 7], ,;,} eine Basis des Raum-Zeit

J1yt 2,42
Diinngitters. Wir beschreiben ein Raum-Zeit Diinngitter iiber eine Menge G von
Multiindizes der Basisfunktionen, welche das Diinngitter aufspannen. Zum Beispiel

besitzt das Raum-Zeit Diinngitter f/lo die Indexmenge
G={G1)] il < 1< <dmW}, 1 <i, <dim W]}

Weiterhin definieren wir fiir eine Basisfunktion 1;; die Menge H(;;) der hierarchi-
schen Schne

H( W) = {55 | (G1,J2) = (J1 +1,72) oder (j1,J2) = (j1,J2 + 1),
Yr >t oder ¥, > Y (6.1)

J1,4i J1,i1 J2,i2 Joiz I
wobel > die in Abschnitt definierte hierarchische Relation ist. Betrachten wir
fiir eine Funktion u die unendliche Darstellung

u = Z Z uj,izb“ (62)
R
beziiglich der Basis 1;; in Raum-Zeit, so kénnen wir diese unendliche Reihe ab-
schneiden, indem wir fiir fest vorgegebenes € > 0 und eine gewéhlte Norm || - || nur

die Summanden u;;1;; beibehalten, die in der Norm gemessen grofier sind als die
Schranke ¢, vgl. [62]. Damit erhalten wir die Approximation

Ue = Z uj,iwj,i (63)

[lus, 95,1l >e



108 Kapitel 6. Adaptivitdt in Raum-Zeit

mit dem Fehler u —u. = Z”uj whyall<e WiV, Somit bietet sich fiir eine fest gewéhlte
Norm als Fehlerindikator die GroBe

Vi - 1ugl = 5all - gl (6.4)

an, wobel 7;; = |[¢5:]| die von der gewéhlten Norm || - || abhéngige Gewichtung
des hierarchischen Koeffizienten darstellt. Fiir gegebenes € > 0 ist jedoch weder die
exakte Losung u des Problems noch die Darstellung (E3) von u. bekannt, sondern le-
diglich die approximierte Losung u; gegeben. Wir verwenden daher die Koeffizienten
dieser approximierten Losung in der Berechnung des Fehlerindikator.

Haben wir nun eine feste Schranke £ > 0 vorgegeben, so bestimmen wir zunéchst
die Indexmenge G aller hierarchischen Séhne 1);; von Basisfunktionen des aktuellen
Diinngitters, fiir die der Fehlerindikator grofler als die Schranke ¢ ist, d.h.

Gt :=1{(,1) | 3(j,1) € G so dass Us; € H(vy:) und 755 - |ugs) > €} (6.5)
Wir erhalten dann die neue Indexmenge des verfeinerten Diinngitters durch
G=GUG".

Man beachte, dass bei diesem Vorgehen der Ort und die Zeit gleichzeitig verfeinert
werden. Entscheidenden Einfluss auf die Vergroberung hat die Wahl des Parameters
e. Im Wesentlichen gibt es zwei Moglichkeiten, diesen Parameter zu bestimmen.

Man kann einerseits € unabhéingig von der aktuell berechneten diskreten Losung
wihlen, wobei in diesem Fall € im Sinne von (E3)) als ein Maf fiir die gewiinschte
Genauigkeit der Approximation interpretiert werden kann [0, 62]. Hierbei ist aller-
dings a priori nicht zu entscheiden, ob das durch die Wahl von e vorherbestimmte
adaptive Gitter tatsdchlich in den zur Verfiigung stehenden Speicher passt. Der Ad-
aptivitatszyklus wird unter Umstédnden vor Erreichen der vorgegebenen Schranke
abgebrochen und damit auch vor Erreichen des optimalen Gitters beendet. Ein sol-
cher Abbruch fithrt hiufig zu Gittern, die die Singularitdt mit der gegebenen Anzahl
Unbekannter nur schlecht auflésen. Ist € beispielsweise sehr klein, so erhalten wir bei
frithzeitigem Abbruch nur ein sehr feines regulires Raum-Zeit Diinngitter, das kei-
nerlei adaptive Struktur aufweist, was fiir viele Probleme in der Regel nicht optimal
ist.

In [98] wird deshalb vorgeschlagen, fiir fest vorgegebenes £ zunéchst mit einem
groferen Startwert €° > & zu beginnen. Es wird dann mit diesem ° der adaptive
Zyklus solange durchgefiihrt, bis keine neue Funktion mehr in den Raum aufgenom-
men wird. Der Wert £° wird dann um einen konstanten Faktor ¢ < 1 verkleinert,
und mit dem so entstandenen neuen Wert ! := ¢ - £° wird der Verfeinerungspro-
zess erneut gestartet. Man erhilt damit rekursiv eine Folge €* und der Prozess wird
abgebrochen, sobald ¢! < ¢ gilt.
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In [T00] wird ein etwas anderes Verfahren vorgeschlagen, das auch wir im Fol-
genden verwenden, bei dem der Parameter € aus der aktuell berechneten diskreten
Losung bestimmt wird. Hierzu definiert man

Emar 7= WAX 5 |uyl, (6.6)
M5 )2 G
d.h. wir wiahlen das Maximum der gewichteten Koeffizienten, die zu den Basisfunk-
tionen gehoren, deren hierarchische Séhne nicht bereits komplett in dem aktuellen
Raum-Zeit Diinngitter enthalten sind. Fiir fest gewédhltes ¢ < 1 erhalten wir dann

€:=1C"Emaz- (6.7)

Das adaptive Verfahren wird abgebrochen, wenn entweder eine vorher fest vorgegebe-
ne maximale Schranke an Verfeinerungsschritten durchlaufen wurde, oder wenn eine
vorher festgelegte Zahl an Unbekannten {iberschritten ist. Dieses Vorgehen ist analog
zu dem Algorithmus der Gitterverfeinerung bei Finiten Elementen, bei dem nur sol-
che Elemente verfeinert werden, auf denen der Fehlerindikator oder Fehlerschétzer
grofler als das skalierte Maximum iiber alle Fehlerschétzer ist, siehe [3, 05, [1T4].
Insgesamt erhalten wir damit den Verfeinerungsalgorithmus 6.1

ALGORITHMUS 6.1 (Verfeinerungsalgorithmus).

1. Gegeben: Schranke N der maximalen Anzahl an Unbekannten bzw. maximale An-
zahl der Verfeinerungsschritte k.., Faktor ¢ < 1, Ausgangsgitter Gj.

2. Setze k = 0.
3. Solange |G| < N und k < Kz

(a) Berechne diskrete Losung uy, des parabolischen Problems bzgl. des durch G
beschriebenen Raum-Zeit Diinngitters.

(b
(c
(d
(e

Bisher haben wir die frei wéhlbare Norm || - || noch nicht néher spezifiziert.
Bei den Untersuchungen fiir klassische Diinngitter im Rahmen elliptischer Probleme
werden dabei iiblicherweise die L2-, die L*°, die L' oder die H'-Norm verwendet.
Fiir parabolische Probleme sind allerdings auch andere Normen denkbar, wobei die
Orts- und Zeitableitungen jeweils unterschiedlich gewichtet werden, wie dies etwa bei
den bereits betrachteten H° - und H:2**) Normen der Fall war. Da bei unseren

mix mix

Berechne ¢4, aus u; gemaB (&8).
Setze € := ¢ €1maa-
Berechne G gemiB (B0).

)
)
)
) Setze k=k+1und G=GUG™.
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Tabelle 6.1. Fehler fiir die Crank-Nicolson Diskretisierung auf requldren

Diinngittern verschiedener Level | fiir das Problem (6:8) mit Losung u(z,t) = (z* +
t2)1/3.

€L PL> €r2 PLz2 | €H'®L2  PH'®L?
3.562_9 - 3.760_3 - 7.068_2 -

2.816_o 0.79 | 2.626_3 0.70 | 7.096_2 1.00
2.244_5 0.80 | 1.683_3 0.64 | 6.994_» 0.99
1.797_5 0.80 | 1.024_3 0.61 | 6.747_» 0.96
1.432_, 0.80 | 6.048_4 0.59 | 6.391_, 0.95
9 1.152_5 0.80 | 3.505_4 0.58 | 5.967_» 0.93
10 | 9.089_5 0.79 | 2.008_4 0.57 | 5.510_5 0.92
11 | 7.258_3 0.80 | 1.142_4 0.57 | 5.046_5 0.92
12 | 5.727_3 0.79 | 6.472_5 0.57 | 4.591_5 0.91

0~ O Ut

Untersuchungen die L*>-Norm zufrieden stellende Resultate geliefert hat, wollen wir
uns in den folgenden Untersuchungen auf die Verwendung dieser Norm beschranken.
Wir erhalten damit v;; = 1.0 als Gewichtung der hierarchischen Koeffizienten.

6.2 Numerische Ergebnisse

Anhand einiger Beispiele untersuchen wir nun den in dem vorherigen Abschnitt
diskutierten Verfeinerungsalgorithmus. Dabei beschrénken wir uns bei unseren Un-
tersuchungen auf das Crank-Nicolson Verfahren. Numerische Experimente haben
gezeigt, dass wir fiir das Discontinuous-Galerkin Verfahren dhnliche Ergebnisse er-
halten, auf deren Présentation wir aus Platzgriinden deshalb verzichten. Zu beachten
ist, dass wir zur Fehlermessung diesmal nicht die Approximation é; := u; — uy, des
Fehlers e; := u; — u wie in Abschnitt EE4l heranziehen konnen, da die betrachte-
ten Funktionen u in der Regel nicht mehr die notwendigen Glattheitsanforderungen
erfiillen und somit der Interpolant u;, auf dem zu Level [ gehdrenden vollen Gitter die
exakte Losung v nicht mehr hinreichend genug approximiert. Stattdessen wéhlen wir
ein sehr feines volles Gitter fest und verwenden den Interpolanten auf diesem vollen
Gitter. Hierbei ist € so gewéhlt, dass die in dem resultierenden adaptiven Raum-Zeit
Diinngitter enthaltenen feinsten Basisfunktionen maximal zu einem Level gehoren,
das mindestens noch zwei Level iiber der Leveltiefe des zur Fehlermessung verwen-
deten vollen Gitters ist. Zur Bestimmung des Parameters ¢ := ¢ - €,,,4, verwenden
wir in den folgenden Untersuchungen den Faktor ¢ = 0.5.
Beispiel 6.1. Wir betrachten das Problem

Ot — Opu = f in Q = (0,1),
u(x,0) = ug(x) fur alle z € Q, (6.8)
u(z,t) = g(x,t) fiir alle t € (0, 1] und x € 012,
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Abbildung 6.1. Fehler der adaptiven und reguldren Crank-Nicolson Diskre-

tisierung des Problems ([628) gegen Freiheitsgrade (links) und das nach 14 Verfeine-
rungsschritten resultierende Raum-Zeit Diinngitter (rechts).

Abbildung 6.2. Startfehler (oben links) und Fehler nach 5 (oben rechts),
10 (unten links) und 15 Verfeinerungsschritten der Crank-Nicolson Diskretisierung
des Problems [G28) ausgehend von Level | = 4.
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Tabelle 6.2. Fehler fir die Crank-Nicolson Diskretisierung auf adaptiven
Diinngittern fiir das Problem (68) mit Losung u(z,t) = (z* 4 t2)1/3,

dof €0 PL> €r2 pPL2 CH1QL2 PHIQL2
113 | 3.562_2 - 3.760_5 - 7.066 2 -
166 | 2.244 o 0.63 | 1.654 3 0.44 | 7.011 _» 0.99
257 | 14325 0.64 | 6.019_4 0.36 | 6.411_2 0.91
367 19.023_3 0.63 | 2.126_4 0.35 | 5.534 o 0.86
535 | 5.684_3 0.63 | 8.291 5 0.39 | 4.614 , 0.83
749 | 3.581_3 0.63 | 3.859_5 0.47 | 3.784_» 0.82
969 | 2.256_3 0.63 | 2.360_5 0.61 | 2.235_» 0.59
1279 | 1421 3 0.63 | 1.531_5 0.65 | 9.694 3 0.43
1675 | 8.952 4 0.63 | 8.8383 6 0.58 | 5.613 3 0.58

wobei die rechte Seite, die Rand- und Anfangsbedingungen derart gewéhlt sind, dass
wir als Losung des Problems die Funktion

u(w,t) = (v + 13)3

erhalten. Fiir diese Funktion gilt zwar u € H%37%(Qy), siehe z.B. [R0], fiir beliebig
kleine € > 0, die fiir die in Satz angegebenen Interpolationsfehlerabschatzungen
notwendigen Glattheitsannahmen sind jedoch nicht erfiillt. Da die numerischen Ex-
perimente des Abschnitts BE4l gezeigt haben, dass sich die Diskretisierungsfehler wie
die Interpolationsfehler verhalten, erwarten wir bei diesem Beispiel eine Verschlech-
terung der Konvergenzraten verglichen mit den Ergebnissen des Abschnitts EE4l Ta-
belle enthélt die Ergebnisse fiir die Crank-Nicolson Diskretisierung auf verschie-
denen Leveln [. In der Tat sind die Ergebnisse schlechter als in den Beispielen in
Abschnitt B4l Fiir den Fehler gemessen in der H, 7(;;:%)7(072) -Norm beobachten wir eine
sehr geringe Reduktion. So liefert das Crank-Nicolson Verfahren von Level [ = 4
zu Level [ = 5 nahezu keine Reduktion des Fehler und von Level | = 11 auf Level
[ = 12 wird der Fehler lediglich um 0.91 reduziert. Wir erinnern uns daran, dass
wir fiir geniigend glatte Funktionen in den fritheren numerischen Experimenten fiir
diese Norm Raten um die 0.5 erhalten haben. Auch fiir den Fehler gemessen in der
L?- und der L*-Norm fiihrt das Crank-Nicolson Verfahren zu schlechteren Raten
als in den vorherigen Beispielen. So erhalten wir beispielsweise eine Fehlerreduktion
von Level [ = 11 auf Level [ = 12 von pr2 = 0.57.

Betrachten wir nun die in Tabelle .2 dargestellten Ergebnisse des von Level [ = 4
ausgehenden adaptiven Verfahrens. Hierbei sind aus Platzgriinden die Ergebnisse
nur fiir jeden zweiten Verfeinerungsschritt angegeben. Es fillt zunéchst auf, dass
der Fehler ebenfalls recht langsam abzunehmen scheint. Allerdings handelt es sich
hier ja nicht um regulére Diskretisierungen bzgl. unterschiedlicher Level [, sondern
um Diskretisierungen auf unterschiedlichen adaptiven Gitter, deren Freiheitsgrade
bedeutend langsamer zunehmen als im reguléren Fall. So besitzt der nach zwei Ver-
feinerungsschritten resultierende Raum-Zeit Diinngitterraum 166 Freiheitsgrade und
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Tabelle 6.3. Fehler fiir die Crank-Nicolson Diskretisierung auf requldren
Diinngittern wverschiedener Level | fir das Problem (&28) mit Lisung u(z,t) =
exp(—(z — 0.5)%/(t + 0.05)).

€Loe PL> €r? PL2 | €HlgL> PHIgL> | €H'®L2 PHIQL?

4.969_, - 1.438_4 - 1.034¢ - 5.213_4 -

2.721_; 0.55 | 6.455_9 0.45 | 6.357_; 0.61 2.962_4 0.57
9.796_o 0.36 | 2.342_5 0.36 | 3.137, 0.49 1.815_4 0.61
3.820_2 039 | 7.934_35 0.34 | 1.991_, 0.63 1.183_4 0.65
1.402_o 0.37 | 2.549_35 0.32 | 1.233_4 0.62 7.172_9 0.61
4.649_3 0.33 | 7.867_4 0.31 | 7.238_5 0.59 4.156_4 0.58
5.826_3 1.25 | 2.661_4 0.34 | 5.258_» 0.73 2.307_4 0.56

© 00 3O Ut i W —

nach zwei weiteren adaptiven Verfeinerungen ist die Zahl der Freiheitsgrade lediglich
um den Faktor 1.6 auf 257 Unbekannte gestiegen. Erinnern wir uns daran, dass bei
reguliren diinnen Gittern V% im eindimensionalen Fall der Anstieg einen (bis auf
einen logarithmischen Faktor) Faktor zwei betrigt. Damit erhalten wir insgesamt
ein wesentlich besseres Kosten-Nutzen Verhéltnis als bei der reguldren Verfeinerung,
d.h. wir erreichen mit wesentlich weniger Freiheitsgraden einen kleineren oder ver-
gleichbar grofien Fehler wie bei den reguldren Raum-Zeit Diinngitter. So liefert das
adaptive Crank-Nicolson Verfahren mit 1675 Freiheitsgraden einen L2-Fehler von
8.88_¢ und einen HSZ-’?’(O’Q)—Fehler von 5.613_3, wéhrend wir im reguldren Fall mit
61441 (Level [ = 12) cinen L2-Fehler von 6.47_5 und einen H'“2"(®?_Fehler von
4.60_5 erhalten.

Besonders deutlich ist dieser Unterschied zwischen dem adaptiven und dem re-
guléren Verfahren in Abbildung zu sehen, in dem der L?- und der H®:2-(0:2)_
Fehler in abhéngig von den Freiheitsgraden geplottet ist. Zusétzlich ist dort das
nach acht adaptiven Verfeinerungsschritten resultierende Raum-Zeit Diinngitter zu
sehen. Man sieht deutlich, wie besonders zu dem Punkt (0,0), in dem die Singula-
ritat liegt, Freiheitsgrade eingefiigt wurden. Dadurch wird erreicht, dass der Fehler
in dem Gebiet nahezu gleichméBig verteilt ist. Dieser Effekt kann in Abbildung
beobachtet werden. Dort ist der Startfehler und der Fehler nach 5, 10 und 15
Verfeinerungsschritten zu sehen.

Beispiel 6.2. 'Wir betrachten erneut das Problem (E8) des vorigen Beispiels, wo-
bei wir jedoch die rechte Seite, die Anfangs- und die Randbedingung derart wahlen,
das wir als Losung

u(z,t) = exp(—(z — 0.5)%/(t + 0.05))

erhalten. Diese Funktion ist zwar unendlich oft differenzierbar, besitzt aber zum Zeit-
punkt ¢ = 0 einen sehr stark ausgepriagten Peak in x = 0.5, der bereits nach kurzer
Zeit stark abflacht. Wir erwarten deshalb asymptotisch, d.h. fiir groles [, die glei-
chen Fehlerreduktionsraten wie in Abschnitt EE4l Allerdings konnte, bedingt durch
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Tabelle 6.4. Fehler fir die Crank-Nicolson Diskretisierung auf adaptiven
Diinngittern ausgehend von einem requldren Dinngitter auf Level | = 3 fiir das
Problem ({68) mit Losung u(z,t) = exp(—(x — 0.5)/(t + 0.05)).

dof €],00 PLo> €r,2 PL2 CHIQL> PHI®L> EHIRL? PH'®L?
49 4.969_4 - 1.438_4 - 1.034 - 5.213_4 -
77 | 6.650_o 0.13 | 1.307_o 0.09 | 6.447_, 0.62 1.776_4 0.34
117 | 2.932_5 044 | 8.761_3 0.67 | 3.309_1 0.51 2.070_4 1.17
187 | 2.206_o 0.75 | 6.779_3 0.77 | 2.092_4 0.63 1.276_4 0.62
237 | 1.545_5 0.70 | 3.431_3 0.51 | 1.902_, 0.91 1.146 4 0.90
297 | 1.121_5 0.73 | 2.809_5 0.82 | 1.726_1 0.91 8.633_2 0.75
439 | 8.871_3 0.79 | 1.887_3 0.67 | 1.239_, 0.72 7.080_2 0.82
745 | 4.116_3 0.46 | 6.611_4 0.35 | 8.334_» 0.67 4.228 _9 0.60
10° ‘
—©— L%, regulaer —e—H'x L™, regulaer|
- e - L™ L? regulaer 10° | - o - H'x L2, regulaer|{
= &t + L”, adaptiv + H'x L™, adaptiv
10 ¢ \\;\& -+~ L™x L2, adaptiv [] - - + - H'x L2, adaptiv
£, AL L 3
107 A |, o ¥ &
. ©
1074 1 ‘2 ‘3 4 1072 ‘2 ‘3 4
10 10 10 10 10 10 10

Anzahl Unbekannter Anzahl Unbekannter

Abbildung 6.3. Fehler der adaptiven und reguldren Crank-Nicolson Dis-
kretisierung des Problems [G8) bzgl. der L*- und der L*°-Norm (links) und bzgl.
der H:Y - und Hﬁgi)’(o’w) -Norm (rechts) in Abhdngigkeit von der Anzahl bendtigter

Freiheitsgrade.

den starken Peak, die Fehlerreduktion fiir kleine Level, d.h. in der Praasymptotik,
durchaus schlechter sein.

In Tabelle sind die Ergebnisse der Crank-Nicolson Diskretisierung auf ver-
schiedenen Leveln aufgefiihrt. In der Tat ist die Fehlerreduktion fiir kleinere Level-
zahlen geringer als bei den fritheren Experimenten in Abschnitt EE4l Im Fall der
L*>°-Norm beobachten wir sogar einen leichten Anstieg des Fehlers von Level [ = 8
zu Level [ =9 von 4.649_3 auf 5.826_3. In Abbildung sind die Fehler der Diskre-
tisierung fiir [ = 5 und [ = 6 dargestellt und man erkennt deutlich, dass der Fehler
ungleich iiber den Raum-Zeit Zylinder verteilt ist und zu sehr frithen Zeitpunkten
dominiert.

Wir betrachten nun die in Tabelle B4l dargestellten Ergebnisse des adaptiven Ver-
fahrens, wobei wir als Ausgangslevel fiir die adaptive Verfeinerung das Level [ = 4
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Abbildung 6.4. Fehler der Crank-Nicolson Diskretisierung des Problems
(E38) mit Losung u(x,t) = exp(—(z — 0.5)%/(t + 0.05)) auf Level | =5 (links) und
[ =6 (rechts).

Tabelle 6.5. Konvergenzergebnisse des Crank-Nicolson Verfahrens bei re-
gulirer Verfeinerung fir das Problem (629).

€L PL> €r2 PL2 | €HlgL> PHIgL> | €H'®L2 PHIQL?
3.207_2 - 9.318_4 - 5.323_2 - 3.489_2 -
2.019_, 0.63 | 29274 0.31 | 3.378_2 0.63 2.215_9 0.63
1.272_5 0.63 | 9.184_5 0.31 | 2.124_4 0.63 1.393_, 0.63
7.949_3 0.63 | 2.879_5 0.31 | 1.314_» 0.62 8.618_3 0.62
5.007_3 0.63 | 8.936_¢ 0.31 | 7.822_3 0.60 5.132_3 0.60

~N O U W

gewahlt haben. Wir erhalten ein wesentlich besseres Kosten-Nutzen Verhiltnis als
bei der reguldren Verfeinerung. So betrdgt der L*°-Fehler im adaptiven Fall mit
nur 745 Freiheitsgraden 4.116_3, wihrend wir ep~ = 5.826_5 auf dem reguléren
Diinngitter ‘790, das 6145 Freiheitsgrade besitzt, erzielen. Dieser Unterschied wird
besonders in Abbildung deutlich, in der die Fehler der reguléren und adaptiven
Diskretisierungen in Abhéngigkeit von der Zahl der Freiheitsgrade dargestellt sind.
Abbildung zeigt die bei einem von Level [ = 3 ausgehenden Verfeinerungszy-
klus entstandenen adaptiven Gitter und die dazugehorigen Fehler. Man beobachtet
dort, das zum einen feinere Zeitschritte zum Anfangszeitpunkt hin eingefiigt werden,
gleichzeitig aber auch der Ort an der Stelle des Peaks feiner aufgelost wird. Dadurch
verringert sich die Dominanz des Fehlers an frithen Zeitpunkten und nach wenigen
Verfeinerungsschritten ist der Fehler nahezu gleichméfBig iiber das gesamte Gebiet
verteilt.

Beispiel 6.3. Als ein Beispiel fiir Singularitiaten, die durch die Geometrie erzeugt
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. L L L i L L L L
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

. L L L L L L L
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 6.5. Fehler (links) und adaptives Raum-Zeit Dinngitter (rechts)
fiir die Crank-Nicolson Diskretisierung des Problems (GL8) nach zwei (oben), vier
(mitte) und sechs (unten) Verfeinerungsschritten ausgehend von Level | = 3.

werden, betrachten wir das Problem
Ou — Au = f fiir alle x € Q = (0,1)?,

u(z,t) = g(x,t) fiir alle t € (0, 1] und z € 09, (6.9)
u(z,0) = up(x) fiir alle z € Q.
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Tabelle 6.6. Konvergenzergebnisse des Crank-Nicolson Verfahrens bei ad-
aptiver Verfeinerung ausgehend von dem requliren Raum-Zeit Dinngitter auf Level
l =3 fir das Problem (63).

dof €[00 PL> €r2 PL2 EHIQL> PHIQL> CHIQL2 PHI®L?2
329 | 3.207_, - 9.318_4 - 5.323_» - 3.489_» -
605 | 7.949_3 0.25 | 1.770_4 0.19 | 2.127_» 0.40 1.397_, 0.40
659 | 7.949 3 1.00 | 1.659 4 0.94 | 2.075 > 0.98 1.363_2 0.98
835 | 7.949_3 1.00 | 1.388_4 0.84 | 1.855_2 0.89 1.217_, 0.89
1415 | 5.007_3 0.63 | 6.934_5 0.50 | 1.393_» 0.75 9.158_3 0.75
2194 | 2.792_3 0.56 | 4.226_5 0.61 | 9.742_3 0.70 6.409_3 0.70

—S— L%, regular

% ——H'®L", regular
S O L™, adaptiv

- HeL”, adaptiv

Relativer Fehler
5

Anzahl Unbekannter

Abbildung 6.6. Adaptives Raum-Zeit Diinngitter entstanden aus der adap-
tiven Verfeinerung von einem requliren Raum-Zeit Dinngitter auf Level | = 3 fiir

das Problem (69) mit Losung u(r,é,t) = exp(—t) - r?/3 sin(Q‘bT_”).

Wir wéhlen dabei die rechte Seite und die Randbedingungen so, dass wir die exakte

Losung u in Polarkoordinaten (r, ¢)

20 — 7
3

u(r, ¢, t) = exp(—t) - 7%/ sin( )

erhalten. Derartige Funktionen entstehen zum Beispiel bei elliptischen Problemen
durch eine einspringende Ecke. Fiir jedes feste t ist die Funktion lediglich in H*® mit
s < 5/3 und erfiillt daher nicht die Glattheitsannahmen, die wir zur Abschéitzung
der Diinngitter Interpolationsfehler benétigen. Im Gegensatz zu dem vorherigen Bei-
spiel erwarten wir daher im Allgemeinen nicht die gleichen asymptotischen Fehler-
reduktionsraten, die bereits in Abschnitt EE4] gemessen wurden. Tabelle zeigt die
Ergebnisse der Crank-Nicolson Diskretisierung fiir verschiedene Level. Die Fehler-
reduktionsrate des L°°-Fehlers ist dabei mit 0.63 unabhénig vom Level besonders
schlecht. Es sei daran erinnert, dass wir bei geniigender Glattheit fiir die Crank-
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Nicolson Diskretisierung Reduktionsraten gemessen haben, die sich mit wachsendem
Level dem Wert 0.25 néhern.

Ausgehend von dem reguldren Raum-Zeit Diinngitter 1730 sind in Tabelle
die Ergebnisse des adaptiven Verfahrens ausgehend. Besonders interessant ist der
Vergleich der Kosten-Nutzen Relationen in Abbildung B8, in der der Fehler in
Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade fiir verschiedene regulidre und ad-
aptive Raum-Zeit Diinngitter bzgl. der L°°- und der H,Si;i)’(o’oo)—Norm dargestellt
ist. Es ist deutlich erkennbar, dass das adaptive Verfahren mit wesentlich weniger
Freiheitsgraden zu kleineren Fehlern als die reguldre Verfeinerung fithrt. In Abbil-
dung ist zusétzlich das nach drei Verfeinerungsschritten resultierende adaptive
Raum-Zeit Diinngitter dargestellt. Wir beobachten hier, dass die Singularitéit im
Punkte x = (0,0) zu allen Zeitpunkten erkannt und aufgelost wird.

6.3 Adaptivitat fiir lineare Funktionale

In vielen Anwendungen ist man primér nicht an der Losung u, sondern vielmehr an
dem Wert eines bestimmten Funktionals I(-) ausgewertet an der Stelle u interessiert.
Ein Beispiel sind hier etwa Optimierungsprobleme, bei denen die parabolische Diffe-
rentialgleichung als Nebenbedingung auftritt. Eine Diskretisierung fiir diese Proble-
me sollte demnach die GroBe |I[(u) — I(w;)| berticksichtigen. Diese Aufgabenstellung
sollte selbstverstdandlich auch bei der adaptiven Behandlung solcher Probleme nicht
aufer Acht gelassen werden. Insbesondere der Fehlerschétzer bzw. der Fehlerindi-
kator muss dabei angepasst werden, so dass Fehler nicht mehr bzgl. einer Norm,
sondern vielmehr bzgl. des Funktionals betrachtet werden.

Die Fehlerschitzung bzgl. linearer Funktionale hat daher in den vergangenen
Jahren zunehmend an Bedeutung gewonnen und ist Gegenstand aktueller Forschung.
Hierbei hat sich im Fall der Finiten Elemente vor allem der Ansatz der dualitéts-
basierten Fehlerschitzer als besonders viel versprechend erwiesen [T, 13, £9], bei
dem die Losung eines dualen Problems zur Fehlerschitzung mit einbezogen wird.

In Anlehnung an diese dualitétsbasierten Fehlerschéitzer fiir Finite Elemente ist
in [B2, M00] ein Fehlerindikator fiir die klassische Diinngitterdiskretisierung ellipti-
scher Probleme zur Abschitzung des Fehlers bzgl. linearer Funktionale vorgeschla-
gen worden. Hierbei werden die hierarchischen Koeffizienten mit den hierarchischen
Koeffizienten der Losung eines dualen Problems gewichtet.

Wir méchten nun in diesem Abschnitt die in [32, [[00] vorgeschlagenen Heuristi-
ken auf die Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung iibertragen. Hierbei beschrinken
wir uns auf den Fall der Crank-Nicolson Diskretisierung, deren Behandlung etwas
schwieriger ist als die Untersuchung fiir das Discontinuous-Galerkin Verfahren, da
es sich um ein Petrov-Galerkin Verfahren handelt. Insbesondere lassen sich die fol-
genden Uberlegungen leicht auf den Discontinuous-Galerkin Fall iibertragen. Des
Weiteren behandeln wir zur Vereinfachung der Darstellung nur den Fall homoge-
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ner Anfangsbedingungen ug = 0 und homogener Dirichlet Randbedingungen. Fiir
lo € L*(Qr) betrachten wir das durch

1(@) == (lo, ) r2(21)

definierte Funktional {(-) auf L*(Qr). Sei u die Lésung des parabolischen Problems
in schwacher Form (B8). Wir bezeichnen mit u;, € V,"""*** die Lésung des mit
dem Crank-Nicolson Verfahren aus Abschnitt (EI) diskretisierten parabolischen
Problems, d.h. nach ([4) gilt

T
B(uy, ) = / (f,¢)o fiir alle ¢ € V2T,
0

wobei V""*** der aus der linearen hierarchischen Basis in der Zeit und der (d-)
linearen hierarchischen Basis im Ort und V,>"*" der aus der stiickweise konstanten
hierarchischen Basis in der Zeit und der (d-) linearen hierarchischen Basis im Ort
konstruierte Diinngitterraum ist. Bei dem zu (B8) adjungierten Problem suchen wir
nun ein z, das

(O )iy + alts 9, 2) = U(y) fir alle ¢ € HY(9), ¢ € (0,T]
2(T,-) =0, f.i. in Q, (6.10)
z(z,t) =0, fir alle t € (0,7] und x € 0.

erfiillt. Nach weiterer partieller Integration des Terms mit der Zeitableitung (hier-
bei nutzen wir aus, dass ¢(z,0) = 0 fiir alle ¢ € V;*4"** gilt) erhalten wir das
diskretisierte Problem: Finde z € V;>"*" so dass

T
B(p, z) = / (lo, )0 fiir alle o € V,Amst= (6.11)
0

gilt und z; die Endzeitnullrandbedingung sowie die homogene Dirchletrandbedin-
gung erfiillt. Man beachte, dass wir zur Diskretisierung des adjungierten Problems
die Wahl des Ansatz- und Testraumes vertauscht haben, d.h. der Ansatzraum fiir das
Ursprungsproblem ist nun der Testraum fiir das adjungierte Problem und umgekehrt
ist der Testraum fiir das urspriingliche Problem nun der Ansatzraum des adjungier-
ten Problems. Mit Hilfe dieser Rollenvertauschung erhalten wir B(u—uy, ;) = 0, was
wir nun ausnutzen wollen. Offensichtlich gilt fiir die Losung z des adjungierten Pro-
blems [BI0) B(p, 2) = f; (lo, ¢)o fiir alle ¢ € HY(Q) © L2((0,T)), ¢(z,0) = 0, und
damit insbesondere fiir alle @ € V}O’Ansatz. Wir erhalten fiir den Fehler ¢; := u — u;

l(e)) =l(u—w)=Blu—uy;,z)
und mit B(u — wuy, z;) = 0 folgt
l(e;) = B(u—uy, z — z). (6.12)
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Abbildung 6.7. Links: Ergebnisse der adaptiven Raum-Zeit Diinngitter
Crank-Nicolson Diskretisierung des Beispiels ber Verwendung des Absolutwer-
tes der hierarchischen Koeffizienten als Fehlerindikator und des dualen Fehlerindi-
kators ([6-14). Rechts: Das ausgehend von dem reguliren Raum-Zeit Dinngitter 1750
nach sechs Verfeinerungsschritten mit Hilfe des dualen Fehlerindikators resultieren-
de Raum-Zeit Diinngitter.

In [32] wird nun fiir klassische Diinngitter im Fall von elliptischen Problemen vor-
geschlagen, die Bilinearform B(-,-) durch die Diagonale der diskretisierten Biline-
arform und den Fehler ef := 2z — 2 des adjungierten Problems sowie den Fehler
e; durch den Absolutwert der hierarchischen Koeffizienten der diskreten Losungen
W= G iec Wiirii und 2 =30, %t z2u ersetzen. Wir erhalten mit diesem
Vorgehen

e~ > lugillbal 23], (6.13)

(G.H)eG
wobei by; := B(1j4, ¢;1). Motiviert durch (613 verwenden wir dann die Grofien
My = Jugl[3.4l]2.4) (6.14)

als Fehlerindikator. Man beachte, dass die obigen Uberlegungen nur als Motivation
fiir die Wahl des Indikators 7;; dienen sollen und einer strengen mathematischen
Priifung nicht standhalten. Die folgenden numerischen Ergebnisse zeigen jedoch,
dass dieser Fehlerindikator in der Praxis gute Resultate liefert.

6.4 Numerische Ergebnisse
Beispiel 6.4.  Wir betrachten das eindimensionale Standardproblem
Ot — Opu = f in Q = (0,1),
u(x,0) = ug(x) fur alle z € Q, (6.15)
u(z,t) = g(x,t) fiir alle t € (0, 1] und x € 012,
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wobei die rechte Seite und die Randbedingung derart gesetzt sind, dass wir als exakte
Losung
x

£) = sin(r -
u(x,t) = sin(w 101

)

erhalten. Allerdings sind wir nun nicht mehr an dem Fehler innerhalb des gesamten
Gebietes (bzgl. einer fest vorgegeben Norm), sondern lediglich an der Kontrolle des
Fehlers in dem Punkt p = (xo,t9) = (0.9,0.5) interessiert. Hierzu wéhlen wir das
Funktional I(u) = u(p), indem wir als [ die Dirac Distribution an diesem Punkt
einsetzen. Man beachte, dass in unserem Fall die exakte Losung punktauswertbar ist,
weshalb wir hier so vorgehen kénnen. Ist die Losung nicht bekannt und ist demnach
auch unklar, ob die Losung punktauswertbar ist, ersetzt man in der Regel die Dirac
Distribution durch eine so genannte mollification, vgl. [89].

Wir vergleichen die Ergebnisse des adaptiven Verfahrens bei Verwendung des
Fehlerindikators aus Abschnitt Bl (Absolutwert des hierarchischen Koeffizienten
der diskreten Losung) und des dualen Fehlerindikators (E14]). In Abbildung 6.7 sind
der Punktfehler in dem Punkt p sowie der Fehler bzgl. der L>*-Norm in Abhéngigkeit
von der Zahl der Freiheitsgrade dargestellt. Wéahrend der adaptive Zyklus bei Ver-
wendung des dualen Fehlerindikators den Fehler gemessen in der L°°-Norm nur in
dem ersten Verfeinerungsschritt verkleinert und danach nicht weiter verringert, ist
der Fehler im Punkt p bei nahezu gleicher Anzahl an Freiheitsgraden wesentlicher
kleiner als im Fall der adaptiven Verfeinerung mittels des hierarchischen Koeffizien-
ten. Das adaptive Diinngitter nach sechs Verfeinerungsschritten ist in Abbildung
zu sehen. Wie zu erwarten war, ist das Gitter nur fiir Zeiten ¢ < 0.5 verfeinert wor-
den, da spétere Zeitpunkte den Fehler im Punkte p nicht mehr beeinflussen. Ferner
ist erkennbar, dass der grofite Teil der Verfeinerung nur fiir x > 0.5 stattgefunden
hat, da nur solche Werte einen grofien Einfluss auf den Fehler im Punkte p haben.

Beispiel 6.5. Wir untersuchen nun die Verfeinerung mittels des dualen Feh-
lerschétzers anhand des zweidimensionalen Problems aus Beispiel B3 mit Losung

( gb, t) = exp( t) - r?/3sin(22T). Wir wihlen fiir zo = (0.9,0.9) das Funktional

fo (xo,t) dt, d.h. wir smd daran interessiert, den Fehler an der Stelle zy im
1ntegralen Mlttel iiber die Zeit moglichst klein zu halten.

Die Ergebnisse fiir den dualen Fehlerindikator (G.14]) und den Fehlerindikator aus
Abschnitt bzgl. der L>°-Norm und bzgl. des Funktionals sind aus Abbildung
ersichtlich. Wie schon im vorherigen Beispiel wird der L*-Fehler bei Verfeinerung
mittels des dualen Fehlerindikators kaum reduziert. Betrachten wir hingegen den
Fehler im Kostenfunktional, so beobachten wir eine stérkere Reduktion des Fehlers
pro Freiheitsgrad bei Verwendung des dualen Indikators als bei Verwendung des
Absolutwertes des hierarchischen Koeffizienten. Somit erhalten wir beispielsweise
einen Fehler von 1.2 - 107 bzgl. des Kostenfunktional fiir 2242 Unbekannte bei
Verwendung des dualen Fehlerschétzers, wihrend die Verwendung des Absolutwertes
der hierarchischen Koeffizienten zu einem Fehler 1.6 - 10~* mit 2200 Unbekannten
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Abbildung 6.8. Links: Ergebnisse fiir die adaptive Raum-Zeit Diinngitter
Crank-Nicolson Diskretisierung des Beispiels 6 bei Verwendung der hierarchischen
Koeffizienten als Fehlerindikator und des dualen Fehlerindikators. Rechts: Das aus-
gehend von ‘740 nach sechs Verfeinerungsschritten mit Hilfe des dualen Fehlerindi-
kators resultierende Raum-Zeit Diinngitter fiir Beispiel [,

fiihrt.

Abbildung zeigt zusétzlich das ausgehend von 1740 nach acht Verfeinerungs-
schritten resultierende Raum-Zeit Diinngitter bei Verwendung des dualen Fehlerin-
dikators. Es ist offenkundig, dass nun, obwohl die Singularitdt der Losung im Null-
punkt liegt, nicht zu der Singularitit, sondern zu dem Punkt (0.9,0.9) verfeinert
wird, an dem wir mit dem gewéhlten Funktional den Fehler messen.

In diesem Kapitel haben wir Adaptivitéit fiir die Raum-Zeit Diinngitterdiskreti-
sierungen untersucht. Hierbei haben wir sowohl einen Fehlerindikator basierend auf
den hierarchischen Koeffizienten der diskreten Losung als auch einen mit Hilfe
der diskreten Losung des dualen Systems konstruierten Fehlerindikator zur Feh-
lerschétzung bzgl. linearer Funktionale entwickelt. Insbesondere fiihrt die Verfeine-
rung des Raum-Zeit Diinngitters mit den vorgestellten Fehlerindikatoren zu Gittern,
die das so genannte local time stepping beinhalten, d.h. wir erhalten an unterschied-
lichen Orten unterschiedlich feine Zeitauflosungen. Dieses local time stepping berei-
tet bei klassischen Diskretisierungsverfahren sowohl unter dem Blickwinkel der Feh-
lerschétzung, als auch unter dem Gesichtspunkt der Algorithmik erhebliche Schwie-
rigkeiten. Die durch die Adaptivitat mit Hilfe der beiden Fehlerindikatoren erzielten
Resultate der numerischen Ergebnisse sind dabei sehr viel versprechend und zeigen,
dass wir mit dem adaptiven Raum-Zeit Diinngitterverfahren ein effizientes Verfahren
zur Losung von Problemen mit nichtglatten Losungen erhalten.



Kapitel 7

Instationare verteilte
Kontrollprobleme

In der Praxis werden haufig Probleme betrachtet, bei denen nicht nur eine Gréfe wu,

sondern mehrere Groflen uq, . . ., u, auftreten. Wir erhalten dann ein System parabo-
lischer Gleichungen. Dabei sucht man eine vektorwertige Funktion u = (uq, ..., u,),
so dass

O = 02,(>_ay(x, )00+ Ai(z,t)u) + Y Bi(x, )dpu+ Az, thu=f (7.1)

=1 7j=1 i=1

fir gegebene a;;(x,t) € R, 1 < i < j, Ai(x,t), Bi(z,t), A(z,t) e R, 1 < i <n
und f(z,t) € R gilt, und vorgegebene Anfangs- und Randbedingungen erfiillt sind.
Unter dhnlichen Voraussetzungen wie fiir den in Kapitel Bl vorgestellten skalaren Fall
besitzt das Problem eine eindeutige Losung, vgl. [82]. Wir konnen Probleme der Art
([ZT) mit den in Kapitel Bl beschriebenen Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen
16sen, indem wir nun fiir jede Unbekannte u; einen eigenen Ansatz- und Testraum
definieren. Im Folgenden illustrieren wir diese Vorgehensweise an dem Beispiel von
instationdren Kontrollproblemen.

Der Abschnitt [Z] gibt zunéichst eine kurze Einfiihrung in instationére verteil-
te Kontrollprobleme. Danach beschreiben wir in Abschnitt wie die bisher be-
trachteten Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen von skalaren Gleichungen auf
den Fall von Systemen parabolischer Gleichungen und insbesondere von instati-
ondren Kontrollproblemen verallgemeinert werden kénnen. Dabei beschrinken wir
uns in unseren Untersuchungen auf die Crank-Nicolson Diskretisierung, da sich die
Discontinuous-Galerkin Diskretisierung analog auf den Systemfall iibertragen 148t.
Wir zeigen schliefilich exemplarisch an einigen numerischen Ergebnissen, dass wir
bei der Diskretisierung der instationédren Kontrollprobleme die gleichen Konvergenz-
raten, sowohl fiir den Zustand als auch fiir die Kontrolle, wie bei den skalaren Pro-
blemen erhalten.

In Abschnitt behandeln wir die Losung der aus der Diskretisierung entstan-
denen diskreten Optimalitdtssysteme. Dabei sind die vorgestellten Loser Erweite-

123



124 Kapitel 7. Instationare verteilte Kontrollprobleme

rungen des GauB-Seidel Verfahrens bzw. des Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens. Die
numerischen Ergebnisse des Abschnitts zeigen, dass wir mit diesen Erweiterungen
ahnlich gute Konvergenzresultate fiir die diskreten Kontrollprobleme wie im Fall der
skalaren Problemen erhalten.

Abschliefend geben wir in Abschnitt [ einen kurzen Ausblick auf die adapti-
ve Diskretisierung der instationéren verteilten Kontrollprobleme und beenden den
Abschnitt sowie dieses Kapitel mit einigen Beispielrechnungen.

7.1 Instationdre Kontrollprobleme

Oftmals werden parabolische Gleichungen geldst, um die Auswirkungen eines von
aufen beeinflussbaren Parameters auf das Gesamtverhalten des Systems zu studie-
ren. Ziel ist es dabei, den Parameter in dem Sinne optimal zu wéhlen, dass die
Losung der Gleichung bzw. das Verhalten des Systems einem vorher festgelegten
Verhalten moglichst dhnlich ist. Diese Aufgabenstellung kann als ein instationéres
Kontrollproblem mathematisiert werden, d.h. als Optimierungsproblem, bei dem die
parabolische Differentialgleichung als Nebenbedingung auftritt. Als Beispiele sind
hier etwa inverse Probleme zur Bestimmung von in den Gleichungen vorkommenden
Materialparametern mit Hilfe einiger Messwerte zu nennen.

Zur Losung solcher Optimierungsprobleme ist dabei als Teilproblem sehr hiufig
ein System parabolischer Gleichungen zu 16sen, das eine interessante Struktur auf-
weist: Wahrend einige (skalare) Gleichungen dieses Systems in der Zeit vorwérts
laufen, sind andere Gleichungen in der Zeit riickwérts gerichtet. Diese Struktur des
Systems stellt fiir die numerische Losung dieser Probleme eine besondere Herausfor-
derung dar. Um solche Systeme, bei denen miteinander gekoppelte skalare Vorwérts-
und Riickwértsgleichungen auftreten, zu lésen, miissen Losungen einzelner skalarer
Gleichungen zu beliebigen Zeitpunkten auswertbar sein. Damit dies auf dem Compu-
ter schnell durchfiihrbar ist, miissen alle Werte zu den berechneten Zeitpunkten im
Hauptspeicher gehalten werden. Aufgrund der hohen Zahl (O(N*1) bzw. O(N+2)
bei uniformer Verfeinerung in Raum und Zeit) an Freiheitsgraden des vollen Raum-
Zeit Gitters werden dabei schnell die Grenzen des technisch Machbaren erreicht.

Aus diesen Griinden ist die Fragestellung nach effizienten Verfahren zur Losung
parabolischer Gleichungen insbesondere innerhalb der instationdren Kontrollproble-
me Gegenstand aktueller Forschung. Dabei ist es nicht nur von Bedeutung, dass die
parabolischen Gleichungen effizient geltst, sondern dass die berechneten Losungen
(zum Beispiel die der Zustandsvariablen) auch zu beliebigen Zeitpunkten schnell
ausgewertet werden konnen (um beispielsweise innerhalb des Losungsprozesses fiir
die zu der adjungierten Variablen gehtrenden skalaren Gleichung verwendet zu wer-
den).

Fiir Vollgitterdiskretisierungen sind dabei insbesondere zwei Methoden entwickelt
worden. Eine Verfahrensklasse zur Reduktion des Speicheraufwands sind die so ge-
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nannten reduced order models [[(4, RT], die aus der Losung des zeitabhéingigen Pro-
blems an wenigen Zeitpunkten, so genannten snapshots, die fiir die Losung wich-
tigsten Orts-Moden berechnen. Dies fiithrt zu wenigen Funktionen im Ort, die die
Losung (hoffentlich) gut iiber die Zeit approximieren kénnen. Mit Hilfe dieser we-
nigen Funktionen werden nun die anfallenden parabolischen Probleme gelost. Wie
erwahnt mufl dazu allerdings zunéchst ein instationdres Problem zu Beginn gelost
werden und es kann sogar notwendig sein, wihrend der Optimierung die errechneten
Moden um neue zu ergénzen, so dass auch dann wieder ein parabolisches Problem
mit den oben beschriebenen Verfahren gelost werden muf.

Ein weiteres Verfahren ist das so genannte checkpointing [69], bei dem die Losung
der parabolischen Gleichung an verschiedenen, wenigen Zeitpunkten abgespeichert
wird. Zur Berechnung der Losug an einem Zeitschritt, der nicht abgespeichert wurde,
wird das parabolische Problem von dem Zeitpunkt aus gelost, der dem gesuchten
Zeitpunkt am néchsten ist, wobei die dort abgespeicherte Losung als Anfangswert
verwendet wird.

Die Diskussion zeigt, wie schwierig die Behandlung von instationdren Kontroll-
problemen mit klassischen Diskretisierungsverfahren auf vollen Gittern aufgrund der
hohen Komplexitéit ist. Fiir die Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierungen, bei denen
alle Freiheitsgrade und somit die Funktion in Raum-Zeit komplett im Hauptspei-
cher des Rechners verwaltet werden konnen, stoflen wir nicht auf die beschriebenen
Probleme.

7.1.1 \Verteilte Kontrollprobleme

Bei verteilten Kontrollproblemen versucht man, iiber eine Verdnderung der rechten
Seite das System in einen gewiinschten Zustand einzustellen. Bezeichnen wir mit z
den gewiinschten Zustand und sei v > 0 vorgegeben, so suchen wir eine Kontrolle
u € L*(Qr), so dass das Kostenfunktional J(-, -)

1 Y
J(y,u) == §||y — 2|72 + 5”“”%2((‘27«)7 (7.2)

unter der Nebenbedingung

Oy + L(t)y = f 4+ u fir alle x € Q, ¢ € (0,77, (7.3)
y(x,t) = 0 auf 092 x (0,77, )
y(x,0) = yo(x) fir alle z € Q2 (7.5)

minimiert wird. Fiir eine eingehendere Diskussion und allgemeinere Kostenfunktio-
nale verweisen wir an dieser Stelle auf [84]. Bezeichnen wir mit L*(¢) die Adjungierte
von L(t) und nehmen wir an, das die zu L(t) gehorige Sesquilinearform a(¢; -, -) die
Bedingungen Al und A2 des Abschnitts erfiillt, so ist eine Losung (y,u) des
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Kontrollproblems durch das System

Oy + L(t)y = f + u fir alle x € Q,t € (0,7,
—Op+ L*(t)p+ (y—2) =0 fir allex € Q,t € [0,7),
yu —p=0in Qp

mit den zugehorigen Randbedingungen

y(x,t) =0 auf 0Q x (0,7, y(x,0) = yo(x) fir alle z € Q,
p(z,t) =0 auf 0Q x [0,T), p(x,T) =0 fir alle z € Q,

charakterisiert [84]. Nutzen wir die Relation yu = p zwischen der Kontrolle v und
dem Lagrangeparameter p, der iiblicherweise auch als Adjungierte bezeichnet wird,
aus, so erhalten wir schliellich das System

1
Oy + L(t)y — —p = f fir alle z € Q,t € (0,7, (7.6)
Y
—Op+ L*()p+ (y — 2) =0 fir alle z € Q,t € [0,T), (7.7)
mit den Randbedingungen

y(x,t) = 0 auf 02 x (0,7, y(z,0) = yo(x) fir alle z € Q, (7.8)
p(z,t) =0 auf 0Q x [0,T), p(x,T) =0 fir alle x € Q. (7.9)

Somit kann eine Losung des urspriinglichen verteilten Kontrollproblems ([C2) mit
den Nebenbedingungen ([C3)), [Z4) und (CH) durch die Losung des Systems ([LH),
([ZZ0) mit den entsprechenden Randbedingungen bestimmt werden.

Bevor wir im néchsten Abschnitt die Diskretisierung dieses Systems behandeln,
mochten wir an dieser Stelle kurz die Rolle des Parameters v diskutieren. Verschiede-
ne Werte fiir den Parameter v fithren zu unterschiedlichen Optimierungsproblemen
und damit zu unterschiedlichen Losungen. Als erstes Beispiel betrachten wir auf
Qr = (0,1)? das Kontrollproblem

1 . .
min 2 lly = s/ ¢+ 1),y + Sl mit (7.10)
y(x,t) = 0 auf 002 x (0, 1], (7.11)
y(x,0) = sin(4rz) fur alle x € (0,1). (7.12)

Dabei verwenden wir fiir v die Werte 2-1073,1072,5-1074,2- 107, Abbildung [Z1]
zeigt die entsprechenden numerisch berechneten Resultate fiir den Zustand y und die
Kontrolle u. Man sieht deutlich, dass die betragsméaflig grofiten Funktionswerte der
Kontrolle u mit kleiner werdendem ~ wachsen. Dieser Effekt ist auch zu erwarten,
da fiir kleiner werdendes « der Einfluss der Kontrolle auf das Kostenfunktional
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Abbildung 7.1. Zustand y (linke Spalte) und Kontrolle u (rechte Spalte) fiir
das Kontrollproblem (7.11) mit v =2-1072,107,5-10"*2-10"* (von oben nach
unten).
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abnimmt. Gleichzeitig néhert sich zu dem Endzeitpunkt 7' = 1 der Zustand y immer
mehr dem gewiinschten Zustand z(z,t) = sin(4rz/(t + 1)).

Wie wir sehen, beeinflusst die Wahl des Parameters v sowohl den Zustand als
auch die Kontrolle. Gleichzeitig bestimmt die Grofle des Parameters die Stéarke der
Kopplung zwischen dem Zustand und der Kontrolle iiber die Gleichung (IZ]). Die
Stéarke der Kopplung kann allerdings Auswirkungen auf die Resultate der zugrunde
liegenden numerischen Verfahren haben, wie beispielsweise auf das Konvergenzver-
halten des linearen Losers.

Aus diesen Griinden ist die Frage nach einem typischen Wertebereich fiir den
Parameter 7 interessant. Wird der Parameter v als Regularisierungsparameter inter-
pretiert, der lediglich eingefiihrt wird, um die Losbarkeit des Optimierungsproblems
zu garantieren, wird man bestrebt sein, v so klein wie moglich zu wéhlen. Allerdings
168t sich der Term 2jul|3. (o) auch als die Kosten fiir die Kontrolle u interpretieren,
die sich beispielsweise direkt auf die Kosten eines Produktionsprozesses (Energieauf-
wand) auswirken. Aus diesem Blickwinkel betrachtet hat der Anwender von Fall zu
Fall v selbst zu wihlen, wobei nun je nach Anwendung = keinesfalls sehr klein sein
muf}. Wir werden in dem Abschnitt zur Losung der diskreten Optimalitéatsprobleme
auf diese Diskussion zuriickkommen.

7.2 Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung instationarer
verteilter Kontrollprobleme

Wir beschéftigen uns nun mit der Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung des durch
([Z8) und (Z7) beschriebenen Systems.

Die Crank-Nicolson Diskretisierung dieses Vorwiérts-Riickwarts Systems erhalten
wir ohne groBe Modifikationen. Sei wie in Abschnitt EET V,”*"*** der aus der hierar-
chischen Basis im Ort und der linearen hierarchischen Basis in der Zeit konstruierte
Raum-Zeit Diinngitterraum V,° sowie V,>7*" der Diinngitterraum, bei dem wir in
der Zeit die stiickweise konstante Basis verwendet haben. Dann erhalten wir als
Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson Diskretisierung das diskrete Problem: Fin-
de i, p € V24" die die homogenen Rand- und Anfangs- bzw. Endbedingungen
sowie

N

1

By, ¢) — g(pl, L2(Q7) o dt Vo € VO Test (7.13)

B*(pi, ) + (Y1, #) L2 () o dt Vip € Ve (7.14)

o\ﬂo\
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mit
T
B(v,w) ::/ (Opv, w)o + alt; v, w) dt
o
B*(v,w) := / — (0w, w)o + a(t; w,v) dt
0

erfiillen.

Bei der Discontinuous-Galerkin Diskretisierung miissen wir allerdings den spe-
ziellen Riickwértscharakter der Gleichung (IZ7) beriicksichtigen. Zudem sind wir an
den Werten der adjungierten Variablen zum Zeitpunkt ¢ = 0 interessiert, an dem
die stiickweise konstanten oder linearen Funktionen formal nicht definiert sind. Fiir
festes | € N unterteilen wir das Intervall [0, 1) nun in 2! Teilintervalle I}, 1 < k < 2,

It =[(k—1)27 k27

und betrachten analog zu Abschnitt Multilevel-Zerlegungen in stiickweise kon-
stante oder lineare Funktionen, die nun im Gegensatz zu Abschnitt rechts- und
nicht mehr linksseitig stetig sind. Sei Vlo’y der aus der stiickweise konstanten oder
linearen hierarchischen Basis in der Zeit und der hierarchischen Basis im Ort kon-
struierte Raum-Zeit Diinngitterraum f/lo und Vlo’p der Diinngitterraum, bei dem wir
stattdessen die Zerlegung in rechtsseitig stetige, stiickweise konstante bzw. lineare
Funktionen in der Zeit verwendet haben. Dann lautet die Discontinuous-Galerkin
Diskretisierung des Optimierungsproblems: Gesucht sind y; € Vlo’y, D€ Vlo’p , die
die homogenen Anfangs- bzw. Endbedingungen, die homogenen Randbedingungen
sowie

1 )
By, ) — 5(}% 01200 = (f. )20 fiir alle ¢ € V.

B*(p1, 0) + (Y1, ©)r2(00) = (2, 9) 120 filr alle p € Vlo’p

mit
N N-1
B(v,w) := Z/ (O, w) 2y + a(t; v, w) dt + Z([v]k,wZ)Lz(Q),
k=11 k=0
N N
B*(v,w) = Z/ —(Opv, w) 20y + @ (t;0,w) dt — Z([v]k,wk_)p(g)
k=1 "1k k=1

und (p;) % := 0 erfiillen.

Fiir die effiziente Anwendung des Matrix-Vektorproduktes (und den von dem
Multilevelloser benotigten Operationen) 1&8t sich das in Abschnitt diskutierte
Unidirektionale Prinzip ohne besondere Schwierigkeiten auf den Systemfall iibertragen.
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Tabelle 7.1. Konvergenz der Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson Diskre-
tisierung fir die Kontrolle u = 10% - p und den Zustand y fiir das Problem (7.13)
mitd=1.

1| er~ pr= | ere prz | emgr~ pmisr~ | mer:  poigr?
Zustand y

113425 - 12375 - | 1.064, - 8390 5 -

5 | 3.124_4 0.23 | 2.653_4 0.21 | 5.126_3 0.48 3.670_3 0.44
6 | 7.622_5 0.24 | 5.583_5 0.21 | 2.546_3 0.50 1.780_3 0.48
7 | 1.811_5 0.24 | 1.143_5 0.20 | 1.272_3 0.50 8.856_4 0.50
8 | 4.245_ ¢ 0.23 | 2.262_¢ 0.20 | 6.359_4 0.50 4.427_4 0.50
9 199127 023 | 4.341_7 0.19 | 3.180_4 0.50 2.215_4 0.50

10 | 2.467_7r 0.25 | 8.506_g 0.20 | 1.590_4 0.50 1.108_4 0.50
Kontrolle u

4 | 1.387_5 - 1.617_o - 4.385_5 - 5.321_5 -

5 | 3.701_3 0.27 | 4.217_3 0.26 | 1.522_5 0.35 1.556_5 0.29
6 | 97424 0.26 | 1.097_3 0.26 | 6.764_3 0.44 5.365_3 0.34
7 125594 0.26 | 2.850_4 0.26 | 3.260_3 0.48 2.246_3 0.42
8 | 6.758_5 0.26 | 7.394_5 0.26 | 1.613_3 0.49 1.057_3 0.47
9 | 1.788_5 0.26 | 1.915_5 0.26 | 8.042_4 0.50 5.193_4 0.49
10 | 4.716_¢ 0.26 | 4.957_¢ 0.26 | 4.018_4 0.50 2.584_4 0.50

Tabelle 7.2. Konvergenz der Raum-Zeit Dinngitter Crank-Nicolson Diskre-
tisierung fiir die Kontrolle u = 10% - p und den Zustand y fiir das Kontrollproblem

(7I13) mit d = 2.

1] ep~ prL= | er pr2 | emer~  pmisr~ | mer:  pHigL?
Zustand y

4| 2.581_3 - 2.121_3 - 1.382_5 - 1.180_5 -

5149734 0.19 | 41714 0.20 | 6.411_3 0.46 4.708_3 0.40
6| 1.225_4 0.25 | 7.749_5 0.19 | 3.160_3 0.49 2.238_3 0.48
71 283_5 023 | 1.328_5 0.17 | 1.578_3 0.50 1.111_3 0.50
8 16.797_¢ 0.24 | 2.233_¢ 0.17 | 7.887_4 0.50 5.552_4 0.50
9| 1.792_¢ 0.26 | 5.782_7 0.26 | 3.944_,4 0.50 2.777_y 0.50

Kontrolle u
1.272_5 - 1.760_9 - 4.834_5 - 5.955_o -

3.501_3 0.28 | 4.797_3 0.27 | 1.789_5 0.37 1.840_5 0.31
9.543_4 0.27 | 1.296_3 0.27 | 8.273_3 0.46 6.608_3 0.36
2.649_4 0.28 | 3.482_4 0.27 | 4.031_3 0.49 2.813_3 0.43
7.280_5 0.27 | 9.307_5 0.27 | 2.000_3 0.50 1.327_3 0.47
1.976_5 0.27 | 2477_5 0.27 | 9.975_4 0.50 6.517_4 0.49

© 00 g O U

7.2.1 Numerische Ergebnisse

Wir untersuchen nun anhand einiger numerischer Experimente die Konvergenz-
eigenschaften der Crank-Nicolson Diinngitterdiskretisierung fiir das durch () und
([Z0) beschriebene Optimalitéitssystem.
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Tabelle 7.3. Konvergenz der Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson Diskre-
tisierung fiir die Kontrolle u = 10% - p und den Zustand vy fiir das Kontrollproblem

(713) mit d = 3.

1 | €],00 P L | €r2 PL2 | EHIQL> PHIQL> | CHIQL2 PHI®L?
Zustand y
41 3.805_3 1.443_3 1.195_, 1.016 5

51 7.673_4 0.20 | 2.446_4 0.17 | 5.531_3 0.46 4.023_3 0.40
6| 1.600_4 0.21 | 3.735_5 0.15 | 2.732_3 0.49 1.930_3 0.48
Kontrolle u
4| 1.167_9 - 1.083_5 - 3.597 - 4.552_5 -

5132173 028 | 3.117_3 0.29 | 1.474_o 0.41 1.502_5 0.33
6| 9.459_4 0.29 | 8.799_4 0.28 | 7.072_3 0.48 5.628 _3 0.37

Ebenso wie in Abschnitt L4 messen wir den Fehler zwischen der Losung des
diskreten Problems und der Interpolierenden auf dem entsprechenden vollen Raum-
Zeit Gitter. Hierzu betrachten wir fiir d = 1,2, 3 das Problem

1
Oy — Ay — ;p = f fiir alle x € Q := (0,1)%¢ € (0,1], (7.15)
—Op—Ap+y =z firallex € Q,t €10,1)
mit den homogenen Anfangs- und Randbedingungen

y(x,t) = 0 auf 09 x (0,1], y(x,0) =0 fiir alle z € Q,
p(z,t) =0 auf 00 x [0,1), p(z,1) =0 fiir alle z € Q.

Dabei withlen wir v = 1072 und die rechte Seite f sowie den bevorzugten Zustand
z derart, dass wir als Losung

d d

y(z,t) = exp(—t) [ ] sin(r - tf"%), plae,t) = 10721 — )2 - [ i - (1 — )

i=1 i=1

erhalten. Tabelle [l enthélt die Ergebnisse fiir den Zustand y und die Kontrolle
u = 10%p im Fall d = 1. Wir beobachten im Wesentlichen das gleiche Verhalten des
Fehlers wie bei den numerischen Experimenten des Abschnitts EE4 fiir die skalaren
Probleme. Sowohl fiir die Kontrolle als auch fiir den Zustand liefert das Verfahren
bzgl. der HY - und der Hgﬁ)’(o’m)—Norm eine Fehlerreduktion p ~ 0.5. Fir die
L?- und die L*-Normen erreichen wir bei diesem Beispiel sogar etwas bessere Feh-
lerreduktionsraten als in den fritheren numerischen Experimenten. So betrigt die
Fehlerreduktionsrate bzgl. der L2-Norm fiir den Zustand y bei den betrachteten Le-
veln etwa 0.2, wihrend wir fiir die Kontrolle eine Reduktion von 0.26 erreichen. Wir
erwarten dennoch, dass sich die Reduktion bzgl. der L?-Norm asymptotisch dem

Wert p = 0.25 néhert.
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Fiir den Fall d = 2 sind die entsprechenden Ergebnisse in Tabelle abgebildet.
Auffillig ist, dass sich die Reduktionsraten bzgl. der H) -Norm fiir den Zustand
dem Wert p = 0.5 mit steigender Levelzahl von unten ndhern. Insgesamt verhélt sich
auch in diesem Fall das Crank-Nicolson Verfahren wie bei den frither betrachteten
skalaren Problemen. Auch fiir das dreidimensionale Problem, fiir das die Ergebnis-
se in Tabelle zu finden sind, liefert das Crank-Nicolson Verfahren das gleiche
Konvergenzverhalten wie in Abschnitt EEZL

Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass wir das Raum-Zeit Diinngitterprinzip mit
wenig Aufwand zur Diskretisierung von in der Zeit gekoppelten Vorwiérts-Riickwéarts
Gleichungen der Art (IZ8)) und (1) verwenden konnen. Hierbei dndert sich das Kon-
vergenzverhalten im Vergleich zu dem skalaren Fall nicht. Dabei haben wir uns in
unseren Untersuchungen auf die Crank-Nicolson Diskretisierung beschrénkt. Aller-
dings ist das gleiche Verhalten ebenfalls fiir die Discontinuous-Galerkin Diskreti-
zierung in Experimenten zu beobachten. Daher verzichten wir an dieser Stelle aus
Platzgriinden auf die Darstellung der Ergebnisse.

Wir untersuchen nun im néchsten Abschnitt, wie die bei der Diskretisierung der
Optimalitétssysteme anfallenden linearen Gleichungssysteme gelost werden kénnen.

7.3 Die Losung des diskretisierten Optimalitdtssystems

Um die bei der Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung von (IZ6)) und (Z7) anfallen-
den linearen Gleichungssysteme zu 16sen, konnen wir erneut Multilevel-Iterations-
verfahren, wie in Kapitel B beschrieben, aus klassischen Iterationsverfahren iiber
dem Erzeugendensystem konstruieren.

Hierbei ist allerdings darauf zu achten, dass die anfallenden Gleichungssyste-
me aus der Diskretisierung eines System von parabolischen Differentialgleichungen
stammen und nicht mehr nur aus einer einzigen skalaren Gleichung hervorgehen.
Im Fall geometrischer Mehrgittermethoden hat sich fiir solche Probleme oftmals
herausgestellt, dass Glétter, die fiir die Losung der Diskretisierung skalarer Proble-
me im Mehrgitterzyklus funktionieren, fiir den Systemfall angepasst werden miissen
[T08], um ahnlich gute Konvergenzresultate zu liefern. Dies ist insbesondere dann
der Fall, wenn die Kopplung zwischen den einzelnen Gleichungen besonders stark
ist. An dieser Stelle ist bei den instationdren verteilten Kontrollproblemen dem Re-
gularisierungsparameter v besondere Bedeutung beizumessen, da er die Stérke der
Kopplung beeinflufit.

Die Arbeiten [22, 23, 24] zeigen fiir die Losung mittels Raum-Zeit Mehrgitter-
verfahren zur Losung klassischer Diskretisierungen auf vollen Gittern der obigen Op-
timalitédtssysteme, dass man nur unter dem Einsatz eines speziellen Glétters bzgl.
des Parameters + robuste Verfahren erhélt. Diese Glétter beruhen auf der zwei-
maligen Anwendung des Block-Gauf3-Seidel Verfahrens. Hierbei liegen die zu dem
gleichen Zeit- und Ortsgitterpunkt gehorigen Unbekannten der Adjungierten und des
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Zustands in dem gleichen Block. Die zu dem Zustand gehorigen Freiheitsgrade wer-
den dabei durch ein Block-GauB3-Seidel Verfahren, das die Unbekannten in der Zeit
vorwérts durchlauft, relaxiert, wahrend die zur Adjungierten gehorigen Freiheits-
grade durch ein Block-Gauf3-Seidel Verfahren, das in der Zeit das System riickwérts
durchlauft, korrigiert werden.

Dieser Ansatz lafit sich ohne Schwierigkeiten auf die Multilevelverfahren des
Kapitels Bl iibertragen. Ein Nachteil ist dabei jedoch, dass durch die zwei separa-
ten Block-Relaxationen bzgl. der Adjungierten und des Zustands die resultierenden
Loser doppelt so viele Rechenoperationen pro Freiheitsgrad bendétigen, wie die Loser
fiir die skalaren Probleme. Aus diesem Grund mochten wir auf den Verfahren des
Kapitels Bl beruhende alternative Losungsverfahren vorstellen, die den gleichen Re-
chenaufwand wie die skalaren Loser besitzen, dabei allerdings nicht robust bzgl. des
Regularisierungsparameters v sind. In den numerischen Experimenten hat sich je-
doch herausgestellt, dass wir fiir Werte v ~ 1073 noch gute Konvergenzresultate
erhalten. Wie die Diskussion bzgl. des Parameters v in Abschnitt [Tl gezeigt hat,
sind wir damit in der Lage, eine Vielzahl von Problemen zu l6sen, bei denen die
Kontrolle tatsédchlich Kosten verursacht und dementsprechend ~ nicht beliebig klein
gewiinscht wird. Um vollstandig robuste Verfahren zu erhalten, sollten allerdings in
Zukunft gemaf [22, 23, 24] entsprechend modifizierte, auf das Kapitel B basierende,
Multilevelloser entwickelt und untersucht werden.

Bei der Weiterentwicklung des Gauf-Seidel und des Waveform-Gauf-Seidel Ver-
fahren zur Losung der diskreten Optimalitéitssysteme sollte beachtet werden, dass
der Lagrangeparameter p riickwérts in der Zeit durch die Gleichung ([Z7) bestimmt
wird, was auch in der Durchlaufreihenfolge des zugrunde liegenden Iterationsverfah-
rens beriicksichtigt werden muf3.

Zunéchst unterteilen wir die Unbekannten in zwei Mengen. Eine Menge enthélt
alle zur adjungierten Variablen gehérenden Unbekannten, wéhrend die andere Menge
aus allen zum Zustand gehorenden Freiheitsgraden besteht. Damit erhalten wir das

2 x 2-Blocksystem
w ) ()-(0)
vy yp = (7.16)
(Lfy Ly )\ P Z

wobei L[ die Diskretisierung von B(-,-) bzgl. des fiir den Zustand y verwende-
ten Erzeugendensystems und entsprechend pr die Diskretisierung von B*(-,-) bzgl.
des fiir die Adjungierte gewéhlten Erzeugendensystems sind. Die Blocke auf den
Nebendiagonalen sind dementsprechend die Diskretisierungen der Kopplungsterme
—%(~, V2 und (-, +) 2. Wir konnten versuchen, das Block-Systems mit Hil-
fe eines Block-GauB-Seidel Verfahrens mit inexaktem Block-Loser zu losen. Hierbei
wiirden sich die Multilevelverfahren des Kapitels Bl als Teilproblemloser anbieten.
Wir erwarten jedoch, dass die Konvergenzeigenschaften dieser Methode sehr stark
von der Struktur der Nebendiagonalblocke und damit von der Groe des Parameters
~ abhingen. Aus diesem Grund relaxieren wir stattdessen mit einem Teilschritt des
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GauB-Seidel oder des Waveform-Gauf-Seidel Verfahrens abwechselnd jeweils immer
nur eine Unbekannte in jedem Block. Dabei durchlaufen wir die zur adjungierten
Variablen gehorigen Unbekannten riickwérts in der Zeit.

Je nachdem, ob wir das Gauf3-Seidel oder das Waveform-Gauf3-Seidel Verfahren
dabei verwenden, sprechen wir fiir das resultierende Verfahren zur Vereinfachung
wiederum von dem GauB-Seidel bzw. Waveform-Gauf-Seidel Verfahren.

Beispiel 7.1.  Wir betrachten das Problem

1

Oy — Ay — —p = f fiir alle 2 € Q := (0,1)%,t € (0, 1],
Y

—Op — Ap+y =z fir alle x € Q,t € 0, 1)

mit v = 1073, f = 0 sowie homogenen Rand- und Anfangs- bzw. Endzeitbedingun-
gen. Dementsprechend ist die exakte Losung des mit dem Crank-Nicolson Verfahren
diskretisierten Problems durch den Nullvektor gegeben. Als Startwert verwenden wir
einen Zufallsvektor, der derart normiert ist, das die euklidische Norm des Residuums
dem Wert eins entspricht.

Die Abbildung zeigt die Ergebnisse fiir das Gauf-Seidel und das Waveform-
Gauf3-Seidel Verfahren mit d = 1,2, 3. Wir beobachten im wesentlichen das gleiche
Konvergenzverhalten wie fiir die skalaren Probleme des Abschnitts B4l Wahrend sich
die Konvergenz des Waveform-Gauf-Seidel Verfahrens mit wachsender Ortsdimen-
sion verlangsamt, konvergiert das GauB-Seidel Verfahren fiir festes Level [ mit von d
unabhéngigen Konvergenzraten. Allerdings beobachten wir fiir beide Verfahren keine
Unabhéngigkeit der Konvergenzrate von der Leveltiefe [ der Diskretisierung. Dieser
Effekt ist bereits in Abschnitt .4 fiir skalare Probleme diskutiert worden, wobei sich
herausstellte, dass eine Kombination aus beiden Verfahren, wobei wir zunéchst eine
Vorwirtsiteration des Gaufl-Seidel Verfahren und dann eine Riickwértsiteration des
Waveform-Gauf3-Seidel Verfahrens ausfiithren, zu levelunabhéngigen Konvergenzra-
ten fiihrt. Diesen Effekt beobachten wir auch in Abbildung [[3 in der die entspre-
chenden Resultate fiir die Kombination aus beiden Verfahren dargestellt sind.

7.4 Adaptivitat

Zum Abschluss dieses Kapitels geben wir in diesem Abschnitt einen Ausblick auf
den Einsatz von Adaptivitéit bei der Diskretisierung instationérer verteilter Kontroll-
probleme. Adaptivitét fiir die Diskretisierung von Kontrollproblemen mittels Finiter
Elemente ist Gegenstand reger Forschung [I1), 12, 14]. Im Bereich von klassischen
Diinngitterdiskretisierungen sind zu diesem Thema bisher keinerlei Untersuchun-
gen angestellt worden. Aus diesen Griinden wiirde eine tiefer gehende Behandlung
von Adaptivitdt im Kontext der Raum-Zeit Diinngitterdiskretisierung von Kontroll-
problemen sicherlich den Rahmen der vorliegenden Arbeit sprengen.
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Konvergenzhistorie des Gauf-Seidel (links) und des

Waveform-Gaufs-Seidel Verfahrens (rechts) fir die Raum-Zeit Dinngitter Crank-
Nicolson Diskretisierung auf verschiedenen Leveln | des Problems (7.13) und d = 1
(oben), d = 2 (mitte), d = 3 (unten).

Stattdessen mochten wir einen kleinen Einblick geben, wie ohne einen Mehr-
aufwand mit den bestehenden Datenstrukturen und Fehlerindikatoren instationére

Kontrollprobleme adaptiv behandelt werden kénnen.

Hierzu benotigen wir zunéchst einen Fehlerindikator bzw. Fehlerschétzer. Die
oben zitierten Arbeiten geben dazu im Kontext Finiter Elemente Fehlerschétzer
an, die die Grofe |J(y,u) — J(y;, w;)| zwischen der exakten Losung (y,w) und der
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Abbildung 7.3. Konvergenzhistorie des aus dem Gauf-Seidel und dem
Waveform-Gauf$-Seidel Verfahren kombinierte Iterationsverfahrens fir die Raum-
Zeit Dimngitter Crank-Nicolson Diskretisierung auf verschiedenen Leveln | des Pro-
blems (7.13) fir d =1 (links oben), d =2 (rechts oben), d =3 (unten).

approximierten Losung (y;,u;) abschétzen. Die dort beschriebenen Ansétze lassen
sich im Wesentlichen dhnlich wie im Fall der Fehlerschétzung bzgl. linearer Funktio-
nale des Abschnitts zur Konstruktion von Fehlerindikatoren fiir die Raum-Zeit
Diinngitter Diskretisierung instationérer Kontrollprobleme heranziehen.

Zur Demonstration der grundsétzlichen Funktionsweise der adaptiven Raum-Zeit
Diinngitterdiskretisierung verwenden wir jedoch den in Abschnitt vorgestellten,
auf den hierarchischen Koeffizienten der diskreten Losung basierenden Fehlerindika-
tor. Die Konstruktion anderer Fehlerindikatoren sollte Gegenstand zukiinftiger in-
tensiver Untersuchungen sein. Wir beschrénken unsere Darstellung auf den Fall der
Crank-Nicolson Diskretisierung, bei dem sowohl der Ansatz- als auch der Testraum
fiir die adjungierte Variable und den Zustand jeweils gleich sind. Die Uberlegungen
konnen allerdings direkt auf die Discontinuous-Galerkin Diskretisierung iibertragen
werden.

Wie in Abschnitt sei G die Menge von Multiindizes, die beschreibt, welche
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Basisfunktionen {vj5;} zur Diskretisierung des Zustands y und der Adjungierten p
herangezogen werden sollen. Wir verwenden also eine gemeinsame Indexmenge, d.h.
das gleiche Gitter zur Diskretisierung der adjungierten Variablen und des Zustands.
Es wire durchaus auch denkbar, die beiden Groflen auf zwei verschiedenen Git-
tern zu diskretisieren. Wie ein spéteres Beispiel zeigen wird, kann es tatséchlich
vorkommen, dass fiir die Adjungierte und den Zustand in jeweils unterschiedlichen
Regionen des Gebietes das Gitter verfeinert werden mufl. Allerdings ist die Anzahl
der Rechenoperationen pro Freiheitsgrad des in Abschnitt behandelten Unidi-
rektionalen Prinzips zur Berechnung des Matrix-Vektor Produktes im Fall getrennt
verwalteter Gitter gleich der Zahl an Rechenoperationen fiir ein Gitter, das aus der
Vereinigung der beiden Gitter besteht. Eine separate Verwaltung von zwei Gittern
bringt daher keine Reduktion beziiglich des Rechenaufwands. Man wiirde also bei
zwei Gittern lediglich weniger Unbekannte bendtigen und den damit verbundenen
Speicher sparen. Gleichzeitig steigt fiir zwei Gitter verglichen mit nur einem Gitter
der Verwaltungsaufwand und der Speicherplatzbedarf, so dass bei der Verwendung
zweier Gitter unter Umsténden zwar weniger Unbekannte, jedoch ein &hnlicher Spei-
cherplatz benotigt wird und zusétzlich die Rechenzeit ansteigt. Aus diesen Griinden
verwenden wir im Folgenden fiir beide Grofien ein gemeinsames adaptives Raum-Zeit
Diinngitter.

Wir verfolgen nun im Wesentlichen die gleiche Strategie wie in Abschnitt BTk
Sind ein Gitter G und dazugehérige Losungen der Diskretisierung yq = Z(“) Y55,
und pg = Z(j,i) p;,i¥ji gegeben, so berechnen wir fiir gegebene v;;,¢,,, > 0 die
Menge G durch

Gt :={(G,1) | 3(,i) € G so dass U1 € () und 755 - [pji| > €4 oder
Vi - Y5l = €y}

Hierbei kann «;; je nach der Norm, bzgl. der wir den Fehler verringern méochten,
variieren. Wie in Abschnitt wéhlen wir fiir unsere Betrachtungen v;; = 1. Im
Gegensatz zum skalaren Fall benétigen wir nun anstelle von einem Parameter zwei
Parameter ¢,, ¢, die wir analog zum skalaren Fall fiir 0 < ¢ < 1 fest gewéhlt durch

€p:=C- Mmax Yii-|Piil.Ey :=C- Max Yii- |Uij 717
p Fhax Yj,i ‘p.l,l‘7 y Fhax V5,1 ‘yJ71|7 ( )
H(35 )G H(5 )G

berechnen. Wir erhalten damit das neue Gitter als die Vereinigung des alten Gitters
mit dem Gitter G+, G =GUG™.
Beispiel 7.2.  Wir betrachten das Problem

Oy — Opey — 5-10%p = 0 fiir alle x € Q := (0,1),t € (0, 1],
—Op — Opep +y = (1 + t)* fiir alle v € Q,t € [0, 1),
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X X

Abbildung 7.4. Mit der Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson Diskretisie-
rung berechnete Lisung zu Beispiel[T.3 Es sind dargestellt: Links oben der Surface-
Plot des Zustand, rechts oben der Surface-Plot der Kontrolle, links unten Kontour-
flichen des Zustands und rechts unten Kontourflichen der Kontrolle.

mit den Randbedingungen

y(z,0) = /x fiir alle z € Q,
y(0,t) = 0 fiir alle t € (0,77, y(1,t) = 1 fiir alle ¢t € (0,77,
p(z,T) =0 fiir alle x € Q, p(x,t) =0 auf 92 x [0, 1).

Bedingt durch die Anfangsbedingung y(z,0) = \/x besitzt y zum Zeitpunkt t = 0 an
der Stelle z = 0 eine Singularitdt. Wir erwarten daher eine Verfeinerung des Gitters
zu diesem Punkt. Die Zielfunktion 2z = z%(1+¢)? nimmt auf dem Gebiet [0, 1] x [0, 1]
ihr Maximum im Punkte (z,t) = (1,1) an und es gilt z(1,1) = 4. Zusétzlich fixiert
die Randbedingung den Zustand y in diesem Punkt auf den Wert 1. Um dies zu
kompensieren, wird die Kontrolle vermutlich die gréffiten Werte in einem Gebiet in
der Nihe dieses Punktes annehmen. Da durch die Randbedingung in diesem Punkt
die Kontrolle auf 0 gesetzt ist, liegt die Vermutung nahe, dass in einer Region um den
Punkt (1, 1) die Kontrolle sehr grofie Ableitungen besitzt. Daher sollte das adaptive
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Abbildung 7.5. Von einem reguliren Diinngitter auf Level 4 nach 4 (links
oben), T (rechts oben), 10 (links unten) und 13 (rechts unten) Verfeinerungsschritten
resultierendes Raum-Zeit Diinngitter fiir Beispiel [T.4

Verfahren das Gitter zusétzlich in der Ndhe des Punktes (1, 1) verfeinern.

Wir wihlen fiir den adaptiven Zyklus zur Bestimmung der Schranken ¢, und ¢,
in (CI7) ¢ = 0.7 und starten mit einem reguldren Diinngitter auf Level [ = 4. Ab-
bildung [ zeigt die Ergebnisse der nach 13 Verfeinerungsschritten resultierenden
adaptiven Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson Diskretisierung. Hierbei ist deut-
lich zu sehen, dass die Kontrolle in der Nidhe des Punktes (1,1) grofie Ableitungen
besitzt. Die in Abbildung [[3 dargestellten adaptiven Diinngitter sind, wie vermu-
tet, besonders in der Néhe der Eckpunkte (0,0) und (1,1) fein aufgeldst. Ziehen wir
hingegen nur die hierarchischen Koeffizienten des Zustands y zur Verfeinerung her-
an, wird das Diinngitter vornehmlich in Richtung des Eckpunktes (0,0) verfeinert,
wéihrend wir bei Verfeinerung nach den Koeffizienten der Adjungierten p ein zum
Punkt (1, 1) feiner aufgelostes Gitter erhalten. Dies ist in Abbildung [[6lgut zu erken-
nen, in der die nach 10 adaptiven Verfeinerungsschritten resultierenden Diinngitter,
bei denen jeweils nur die hierarchischen Koeffizienten von y; bzw. p; zur Verfeinerung
verwendet wurden, dargestellt sind.
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Abbildung 7.6. Von einem reguliren Diinngitter auf Level 4 nach 10 Ver-
feinerungsschritten resultierendes adaptives Diinngitter bei Verwendung der hierar-
chischen Koeffizienten der Kontrolle (links) und des Zustands (rechts) als Fehlerin-
dikator fir Problem [T-3
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Abbildung 7.7. Das Gebiet Q0 aus Beispiel [T.J mit einem Beispielgitter.

Beispiel 7.3. Wir betrachten das Problem

Oy — Ay — 10°p = 0 fiir alle x € Q,t € (0, 1],
—0p— Ap+y=1fir alle x € Q,t € [0,1),

mit homogenen Anfangs- bzw. Endzeit- und Randbedingungen auf dem Gebiet €2,
das zusammen mit einem Beispielgitter in Abbildung [[L7 dargestellt ist. Wir er-
warten durch die homogenen Randbedingungen an den einspringenden Ecken des
Gebietes, das sowohl der Zustand als auch die Kontrolle an diesen Punkten beson-
ders grofle Ableitungen besitzen. Das adaptive Verfahren sollte dementsprechend
Gitter erzeugen, die zu den einspringenden Ecken feiner aufgelost sind.

Abbildung zeigt den durch das adaptive Crank-Nicolson Verfahren mit ¢ =
0.5 nach fiinf Verfeinerungsschritten berechneten Zustand y zum Zeitpunkt ¢ = 0.2
und ¢ = 1.0. Die dazugehorige Kontrolle ist in Abbildung zu den Zeitpunkten
t =0 und ¢t = 0.8 zu sehen. Das entsprechende adaptive Raum-Zeit Diinngitter ist
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Abbildung 7.8. Der mit dem adaptiven Raum-Zeit Dinngitter Crank-
Nicolson Verfahren nach finf Verfeinerungsschritten berechnete Zustand y zu den
Zeitpunkten t = 0.2 (links) und t = 1.0 (rechts).

Abbildung 7.9. Die mit dem adaptiven Raum-Zeit Dinngitter Crank-

Nicolson Verfahren nach finf Verfeinerungsschritten berechnete Kontrolle u zu den
Zeitpunkten t = 0 (links) und t = 0.8 (rechts).

in Abbildung [ T0 dargestellt. Wie oben diskutiert, ist das Gitter besonders an den
einspringenden Ecken verfeinert

Beispiel 7.4. Zum Abschlufl dieses Kapitels betrachten wir auf dem Gebiet
Q = (—1,1)*\ (—1,0)? die adaptive Diskretisierung des dreidimensionalen Sattel-
punktproblems

Oy — Ay — 10°p = 0 fiir alle z € Q,t € (0, 1],
—0p— Ap+y=1firalle x € Q,t €0,1),

mit homogenen Rand- und Anfangs- bzw. Endzeitbedingungen. Durch die einsprin-
gende Ecke und die Nullrandbedingungen erwarten wir, dass sowohl die Kontrolle
als auch der Zustand im Nullpunkt die benotigte Regularitéit nicht erfiillen. Man
beachte, dass durch die hohe Komplexitéit klassischer Diskretisierungsverfahren die
direkte Diskretisierung eines solchen Sattelpunktproblems in drei Ortsdimensionen
in bisherigen Arbeiten noch nicht betrachtet wurde. Wir verwenden zur Losung
das adaptive Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson Verfahren ausgehend von Level
[ = 3 mit vier Verfeinerungsschritten, wobei wir ¢ = 0.5 gewéhlt haben.
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Abbildung 7.10. Nach fiinf Verfeinerungsschritten resultierendes Raum-
Zeit Diinngitter (oben) und Ausschnitt des Gitters zum Zeitpunkt t=0 (unten) fiir

Beispiel [T.3

Abbildung [Tl zeigt einige Isoflédchen fiir den Zustand y zum Zeitpunkt ¢ = 1.0
und in Abbildung sind Isoflachen der Kontrolle zum Zeitpunkt t = 0 dargestellt.

In diesem Kapitel haben wir die Verallgemeinerung der Raum-Zeit Diinngitter-
diskretisierungen fiir lineare skalare parabolische Probleme auf den Systemfall dis-
kutiert. Hierbei haben wir uns auf die Diskretisierung der Sattelpunktsformulierung
von instationdren verteilten Kontrollproblemen als Beispiel fiir ein System para-
bolischer Gleichungen konzentriert. Durch die spezielle Struktur der Sattelpunkts-
probleme, bei denen miteinander gekoppelte Vorwérts- und Riickwértsgleichungen
auftreten, zerfallen klassische Diskretisierungsverfahren nicht mehr in Zeitschritt-
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Abbildung 7.11. Isofidchen fir den mittels des adaptiven Raum-Zeit
Diinngitter Crank-Nicolson Verfahrens berechneten Zustand y des Beispiels [7.4)

.2.75
220
165
l 10

.0.549
00

.0.151

0.121

0.0905

0.0604

.0.0302
0.00

0.151

0.121

0.0905
l 0.0604

0.0302

0.00

j—

o

2.75

2.20
1.65

1.10

0.549

0.00

Abbildung 7.12. Isoflichen fiir die mittels des adaptiven Raum-Zeit
Diinngitter Crank-Nicolson Verfahrens berechnete Kontrolle w des Beispiels[7.4)
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verfahren, so dass alle Unbekannten zu jedem Zeitschritt im Hauptspeicher gehalten
werden miissen. Aufgrund der hohen Komplexitéat voller Gitter, sind deshalb bisher
Ergebnisse klassischer Diskretisierungsverfahren fiir solche Sattelpunktsproblem nur
fiir Probleme in zwei Ortsdimensionen vorhanden. Im Gegensatz dazu waren wir in
der Lage, mit Raum-Zeit Diinngittern auch den dreidimensionalen Fall zu behandeln.
Die numerischen Ergebnisse zeigen dabei, dass sowohl die Konvergenzraten der Dis-
kretisierung als auch das Konvergenzverhalten der entsprechenden Multilevellser
fiir die linearen Gleichungssysteme vergleichbar mit den Ergebnissen im skalaren
Fall sind. Schliellich haben wir auf Grundlage des in Abschnitt entwickelten
Fehlerindikators Adaptivitat fiir die instationédren verteilten Kontrollprobleme an
dem Beispiel der Raum-Zeit Diinngitter Crank-Nicolson Diskretisierung untersucht.
Die présentierten adaptiven Ergebnisse sind viel versprechend und motivieren eine
eingehendere, ausfiihrlichere Forschung in diesem Bereich.



Kapitel 8

Zusammenfassung und
Ausblick

In dieser Arbeit haben wir die Diskretisierung linearer parabolischer Probleme mit
so genannten Raum-Zeit Diinngittern untersucht. Die Raum-Zeit Diinngitter sind
eine Verallgemeinerung klassischer Diinngitter und basieren auf der natiirlichen Pro-
duktstruktur zwischen Raum und Zeit.

Die theoretischen und numerischen Ergebnisse dieser Arbeit zeigen, dass die-
se Rdume unter etwas stiarkeren Glattheitsannahmen als bei vollen Gittern zu den
gleichen Approximationsraten fithren. Gleichzeitig ist die Dimension der Raum-Zeit
Diinngitterrdume (bis auf einen logarithmischen Faktor) um eine Ordnung geringer
als die Dimension der Vollgitterraume. Aufgrund dessen ist ein wesentlich besse-
res Kosten-Nutzen Verhiltnis erzielbar. Die Betrachtung der klassischen Regula-
ritdtstheorie fiir lineare parabolische Gleichungen hat in dieser Arbeit gezeigt, dass
die bendtigten Glattheitsvoraussetzungen keinesfalls rein akademisch gewahlt sind,
um die Theorie zu ermoglichen, sondern tatséchlich auch bei parabolischen Proble-
men unter sinnvollen Annahmen an das Gebiet, die Glattheit der Koeffizienten des
Operators, die Randbedingungen und die rechte Seite erfiillt sind.

Ferner haben wir in dieser Arbeit die Crank-Nicolson und die Discontinuous-
Galerkin Diskretisierung auf vollen Gittern auf die Diskretisierung mit den Raum-
Zeit Diinngittern iibertragen. Eine Analyse des Discontinuous-Galerkin Verfahrens
mit Raum-Zeit Diinngittern fithrte zu einer a priori Fehlerabschétzung, die den
Diskretisierungsfehler gegen entsprechende Interpolationsfehler abschétzt. Numeri-
sche Experimente haben schlielich die Effizienz der Raum-Zeit Diinngitterdiskreti-
sierungen in der Praxis bestétigt.

Ein wesentlicher Aspekt fiir die Effizienz des gesamten Diskretisierungsprozesses
ist die Effizienz des iterativen Losers fiir die anfallenden linearen Gleichungssysteme.
In diesem Zusammenhang sind Multilevel- bzw. Mehrgittermethoden von besonderer
Bedeutsamkeit, da deren Konvergenzgeschwindigkeit in vielen Féllen unabhéngig
von der Feinheit der Diskretisierung ist. Aus diesem Grund gelten Multilevelloser
auch als optimal. Nach [61] konnen eine Vielzahl von Multilevellosern als klassische

145
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Iterationsverfahren {iber dem Erzeugendensystem aufgefasst werden. Beruhend auf
dem (Block-) Gauss-Seidel Verfahren iiber dem Erzeugendensystem wurden in dieser
Arbeit dementsprechend zwei verschiedene Multileveloser in Raum-Zeit vorgestellt
und numerisch untersucht. Dabei haben wir durch die Kombination der beiden Loser
ein Verfahren erhalten, dessen Konvergenzrate in den Experimenten unabhéngig von
der gewéhlten Feinheit der Diskretisierung und in diesem Sinne optimal ist.

Um Probleme, deren Losung nicht den fiir die Approximationsraten nétigen
Glattheitsvoraussetzungen geniigt, effizient behandeln zu kénnen, haben wir ad-
aptive Raum-Zeit Diinngitter betrachtet. Hierbei haben wir, analog zu klassischen
Diinngittern, einen auf den hierarchischen Koeffizienten der diskreten Losung basie-
renden Fehlerindikator entwickelt. Numerische Experimente zeigen, dass das resul-
tierende adaptive Verfahren auch im Fall von singuléren Losungen zu einem guten
Kosten-Nutzen Verhéltnis fithrt. Besonders bemerkenswert ist dabei, dass sich bei
dieser Vorgehensweise das so genannte local time stepping, d.h. verschiedene Orts-
gebiete werden mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten diskretisiert, automatisch er-
gibt. Im Gegensatz dazu ist im Fall von Diskretisierungen auf adaptiven vollen Git-
tern die Behandlung des local time steppings mit einem erheblichen Mehraufwand
in der Implementierung verbunden.

Bei einer Vielzahl von Problemstellungen steht nicht die Losung selbst im Vorder-
grund, sondern lediglich eine gewisse gemittelte Grofle der Losung, wie zum Beispiel
der Wert eines linearen Funktionals ausgewertet an der Losung. Aufgrund dessen
haben wir zusétzlich einen Fehlerindikator bzgl. linearer Funktionale entwickelt, der
auf der diskreten Losung des urspriinglichen und der diskreten Losung des dazu
dualen Problems basiert. Dabei sind die mit diesem Fehlerindikator in dieser Arbeit
erzielten numerischen Ergebnisse recht viel versprechend.

SchlieBlich haben wir die Diskretisierung von Systemen parabolischer Gleichun-
gen mit den Raum-Zeit Diinngittern diskutiert. Hierbei haben wir als besonders
interessantes Beispiel instationére verteilte Kontrollprobleme untersucht, bei deren
Sattelpunktsformulierung die Gleichung, die den Zustand bestimmt, vorwérts und
die Gleichung, die die Kontrolle bestimmt, riickwérts in der Zeit lduft. Es konn-
te gezeigt werden, dass sich die Diskretisierungen fiir skalare Probleme ohne grofe
Schwierigkeit auf diesen Fall iibertragen lassen. Wéhrend bisherige Arbeiten zu klas-
sischen Diskretisierungsverfahren fiir solche Sattelpunktsprobleme auf Grund der
grofien Zahl an benétigten Freiheitsgraden bei vollen Gittern lediglich den zweidi-
mensionalen Fall behandelt haben, konnten wir erstmalig diese Probleme auch in
drei Ortsdimensionen 16sen.

Insgesamt ist es damit in dieser Arbeit gelungen, neue, hocheffiziente Diskretisie-
rungsverfahren zu entwickeln, die es sogar ermoglichen, lineare parabolische Proble-
me mit der gleichen Kosten-Nutzen Relation, d.h. Relation von Freiheitsgraden zu
erzieltem Fehler, wie die Diskretisierung rein stationérer, elliptischer Probleme mit
Finiten Elementen zu losen. Hierbei werden mit den Raum-Zeit Diinngittern viele
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Nachteile diinner Gitter durch die explizite Nutzung der natiirlichen Produktstruk-
tur zwischen Raum und Zeit innerhalb der Konstruktion vermieden. So kénnen linea-
re parabolische Probleme mit im Ort beliebig variierenden Koeffizientenfunktionen
behandelt werden. Auch die benétigten Glattheitsvoraussetzungen der Raum-Zeit
Diinngitter sind bedeutend schwécher als bei klassischen Diinngittern und werden
auch bei herkommlichen Zeitschrittverfahren benotigt. Somit stellen die Glattheits-
anforderungen im Vergleich zu herkémmlichen Verfahren keine Einschrinkung dar.
Des Weiteren benétigt man zur Konstruktion lediglich eine Sequenz von ineinan-
der geschachtelten Finite Element Rdumen im Ort, die von vielen Finite Element
Paketen, die Mehrgitterverfahren zur Losung beinhalten, bereitgestellt wird. Somit
lassen sich wesentlich einfacher auch Probleme auf komplizierteren Geometrien als
im klassischen Diinngitterfall behandeln.

Fiir die Anwendung auf praxisrelevante Probleme ergeben sich einige weitere in-
teressante Fragestellungen, die in dieser Arbeit nicht behandelt wurden. So haben
wir in unserer Raum-Zeit Diinngitterkonstruktion die aus einer Sequenz ineinander
geschachtelter Finite Element R&ume konstruierte hierarchische Basis als Multile-
velzerlegung des Ortes betrachtet. Einige Finite Element Pakete bieten geometrische
Mehrgitterverfahren zur Losung der anfallenden linearen Gleichungssysteme an, so
dass diese Pakete auf die eine oder andere Weise einen Zugriff auf die entsprechen-
den Gitterhierarchien ermoglichen und die in dieser Arbeit untersuchte Konstruktion
angewendet werden kann. Allerdings besteht im Fall sehr komplizierter Geometri-
en das Problem, dass selbst auf dem grobsten Level noch sehr viele Freiheitsgrade
benotigt werden, um die Geometrie aufzulosen. In diesen Fillen besitzt der Raum-
Zeit Diinngitterraum eine dementsprechend grofie Dimension. Um die Dimension
weiter zu verringern, sollte die Zahl der Freiheitsgrade auf dem grobsten Ortsgitter
weiter reduziert werden. Hierzu wurde in [64] vorgeschlagen, die groben Probleme
weiter mit Hilfe von Vegroberungsalgorithmen, die aus algebraischen Mehrgitter-
methoden stammen, zu vergrobern, wobei die benétigten Interpolationsoperatoren
iiber einen least-square Ansatz bestimmt werden, so dass die (d-) linearen Funktio-
nen moglichst gut approximiert werden. Eine weitere M&glichkeit zur Bestimmung
der Gittervergroberung und der Interpolationsoperatoren, bei denen fest vorgegebe-
ne Vektoren exakt interpoliert werden, findet man in [IT3] und sollte Gegenstand
zukiinftiger Forschung sein.

In dieser Arbeit haben wir uns auf die Behandlung linearer Probleme beschrankt.
In vielen Anwendungen auftretende Probleme sind jedoch héufig nichtlinearer Na-
tur. Durch die von den Raum-Zeit Diinngittern induzierte gleichzeitige Diskretisie-
rung von Raum und Zeit ist es jedoch nicht moglich, die Nichtlinearitdt wie bei
Zeitschrittverfahren iiblich, entweder auf den Ort zu iibertragen oder gar in dem
Losungsprozess durch eine explizite Zeitdiskretisierung ganz zu eliminieren. Statt-
dessen muf} die Nichtlinearitdt in dem gesamten Raum-Zeit Zylinder behandelt wer-
den, wozu moglicherweise Fixpunktiterationen verwendet werden konnten.
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Obwohl die Raum-Zeit Diinngitter gegeniiber klassischen Diskretisierungen den
benotigten Rechen- und Speicheraufwand drastisch reduzieren, sind der Behandlung
komplexer Probleme durch die Rechenleistung aktuell verfiigharer Computer tech-
nische Grenzen gesetzt. Aus diesem Grund ist es auch im Fall der in dieser Arbeit
vorgestellten Diskretisierungsverfahren von Bedeutung, moglichst effiziente Paral-
lelisierungsstrategien zu entwickeln. Hierbei ist insbesondere die Lastbalancierung
der Daten interessant, da wir nicht, wie bei herkommlichen Zeitschrittverfahren,
nur das Ortsproblem durch Gebietszerlegungsmethoden auf die Prozessoren aufzu-
teilen haben, sondern zusétzlich noch die Zeitkomponente beriicksichtigen miissen.
Wihrend fiir die bei Zeitschrittverfahren anfallenden Ortsprobleme Losungen fiir
das Lastbalancierungsproblem mittels raumfiillender Kurven [67, [68] oder paralleler
Graphpartitionierungsalgorithmen [77, [78] existieren, und fiir die parallele Diskre-
tisierung von gewohnlichen Differentialgleichungen parareal-Algorithmen [A 85, 6]
verwendet werden konnen, benotigen wir fiir die Raum-Zeit Diinngitter vollig neu-
artige Ansétze. Vorstellbar ist in diesem Zusammenhang eine Kombination von Ge-
bietszerlegungsmethoden im Ort und parareal-Algorithmen in der Zeit. Zukiinftige
Forschungsansétze, die diesen Kontext beriicksichtigen, erscheinen aus unserer Sicht
viel versprechend.



Kapitel 9
Anhang

9.1 Beweis von Satz

Wir beweisen nun Satz .1l Nach den Betrachtungen in Bl reicht es dafiir, fir die
[terationsmatrix des SOR Verfahrens

p(I —w(DF +wUB)ILE) < 1

zu zeigen. Hierbei ist p(A) der verallgemeinerte Spektralradius (B7) einer Matrix
A ist. Wir schreiben w = 1 + d und schétzen im folgenden d > —1 ab. Sei A ein
Eigenwert von I — w(D¥ + wUP)"1LF und x ein dazugehériger normierter Eigen-
vektor, z*x = 1 (z* = (z)7). Da wir in dem verallgemeinerten Spektralradius nur
Eigenwerte ungleich eins betrachten, nehmen wir ohne Einschrankung A # 1 an. Da
A # 1 ist insbesondere z ¢ ker(L¥) und damit P+x # 0. Nach der Voraussetzung
des Satzes gilt D = I woraus

M+ (1 +ad)UP2 = —((1+d)RE +dl)x
folgt. Damit erhalten wir

2 (1 —d)I — (1+d)(L” —U" + R")) o = 22*(—dI — (1 + d)R")x
= 22" (I + (1 +d)U)x
=X (1=d) I+ (1+d)(L"+
U” — R")) x.

Da wir d > —1 voraussetzen, konnen wir obige Gleichung durch w = (1 + d) teilen
und erhalten mit den Abkiirzungen ¢ := (1 —d)/(1+d), b:= 2*Bz und b := 2*Bx

c—(1+0b)+b

A= <.
c+(1+b)+0b

(9.1)

149



150 Kapitel 9. Anhang

Da Px € ker(LF) gilt
0 = (P*t2)*L¥(Px) = (P*2)*(I + B)(Px) = (P*2)*B(Px). (9.2)

Da nach Voraussetzung ker(LZ) = ker((L¥)T) folgt genauso (Px)*B(Ptx) = 0.
Damit erhalten wir

b= x"Bx
= (Pz + P*2)*B(Pz + Ptx)
= (Pz)*BPx + (P*z)*BP*x.

Zusitzlich ist 0 = (Px)*L¥ Pz = (Px)*Px + (Pz)*BPx und deshalb (Px)*BPzx =
—(Pz)*Px und es folgt

1+ b= (P2)*(Px) + (P*x)*Ptz + (Pz)*BPx + (P+x)*BP'x
— (Pta)*Pta + (Pt2)*BPYz = (1 + b)||Pra|?,
wobei b := (P+z)*BP+z/||PLz||2. Wir setzen

bi=g+i8, b:=g+is,

mit reellen Zahlen g, g, s, 5. Bezeichnen wir mit z den Zéhler von (@1l und mit «
den Nenner, so erhalten wir |A\| < 1 wenn

Tx — zZz > 0.

Es gilt
Tr —zz = 4y((c+ §)(1 + §) + 83), mit v := || P x|

Da nach Annahme 2 ¢ ker(L¥) und deshalb insbesondere v > 0 ist, ist
((c+g)(1+§)+38) >0 (9.3)
eine hinreichende Bedingung fiir || < 1. Es gilt
5|<6,91<9, (5| <6, und g1 < g.

Da auBerdem I + G positiv definit auf dem orthogonalen Komplement des Kerns
von L% ist, mufl §; > —1 sein und es ist 1 +g > 1 + g; > 0. Wir formen nun ({Z3)
weiter um und erhalten
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Wir schéitzen die rechte Seite der Ungleichung weiter ab durch

A~ A~

SS =< (oXoa ~
1+g =135 M

Damit ist ((@3) auf jeden Fall erfiillt, wenn

A~

oo

c> ~
1+ ¢

— 1

Verwenden wir nun ¢ = (1 —d)/(1+d) = —1+2/(1+ d), so folgt die Behauptung.
a
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