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Kurzzusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Inversion von Daten der Spektral Induzierten Po-
larisation (SIP), die eine Erweiterung der Gleichstromgeoelektrik auf frequenzabhingi-
ge komplexwertige elektrische Widerstédnde darstellt. Ziel ist die Entwicklung flexibler
Auswertealgorithmen auf Basis eines bestehenden Programmes fiir moglichst vielféltige
Einsatzbereiche.

Im ersten Teil wird eine neuartige Regularisierung eingefiihrt, die sich als sehr vielfal-
tig einsetzbar erweist und {iber einen Steuerungsparameter sowohl in der Lage ist, stark
fokussierte, als auch geglittete Ergebnismodelle zu produzieren. Der Einsatz zeigt sich
auch bei der Anwendung auf Felddaten als vorteilhaft gegeniiber anderen Ansétzen.

Im Weiteren wird die Verwendung von Daten ermdglicht, die iber unebener Topografie
aufgezeichnet wurden. Damit erschliefen sich auch hier neue Anwendungsméglichkeiten.
Im folgenden Teil wird die Fragestellung untersucht, inwieweit spektrale Information aus
Felddaten interpretiert werden kann. Neben einer kritischen Betrachtung zur Anwend-
barkeit auf aktuelle Messdaten werden Algorithmen erstellt, die eine Inversion in Modelle
nach Cole-Cole bzw. Modelle der konstanten Phase zulassen. Die grundsétzliche Mach-
barkeit wird gezeigt.

Im letzten Teil wird ein Programm zur Interpretation der Daten in drei rdumlichen
Dimensionen erstellt und wiederum an synthetischen sowie Felddaten getestet. Die Be-
nutzung eines aktuellen Standard-PCs fiir die direkte Auswertung im Feld erweist sich
dabei aufgrund der benétigten Rechenzeit als kritisch.

Insgesamt kénnen durch die gemachten Erweiterungen eine Vielzahl von neuen Anwen-
dungsbereichen erschlossen werden, insbesondere auch in aktuellen Gebieten, wie z.B.
der Grundwasserprospektion, auf die das Projekt abzielt, in dessen Rahmen diese Arbeit
erstellt wurde.






1 Einleitung

1.1 Einordnung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Inversion von Daten der Spektralen Indu-
zierten Polarisation (SIP), im Speziellen mit den Aspekten Regularisierung, Topografie,
Multifrequenz-Inversion und 3D-Inversion.

Die SIP ist eine Messmethode der Angewandten Geophysik und stellt eine Erweiterung
der Gleichstromgeoelektrik dar, bei der nicht nur der Betrag des spezifischen elektrischen
Widerstandes im Untergrund bestimmt wird, sondern der Widerstand als komplexe Gro-
e und auch seine Frequenzabhingigkeit.

Der Effekt der induzierten Polarisation wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts von den
Gebriidern Schlumberger entdeckt ([Schlumberger, 1922]): Es wurde beobachtet, dass bei
einer typischen 4-Elektroden Widerstandsmessung die Spannung nach Unterbrechen des
Stromes nicht unmittelbar auf Null zurlickgeht, sondern ihr Wert zunéchst nur um einen
Teil des Betrages féllt und in der Folge langsam verschwindet.

Dieser Effekt wurde zunéchst zur Exploration von Erzlagerstétten (z.B. [Bleil, 1953]) und
Erdolreservoirs (z.B. [Dakhnov, 1941]) genutzt, da hierbei die stérksten IP-Anomalien
gemessen wurden. Laboruntersuchungen (z.B. [Marshall and Madden, 1959]) und mathe-
matische Betrachtungen (z.B. [Seigel, 1959]) fithrten zu immer besseren Beschreibungen
der Effekte bei gleichzeitig fortschreitender Entwicklung der Messtechnik.

In der Folge wurde auch die Frequenzabhéngigkeit in die Messungen mit einbezogen und
fiihrte zu einer Vielzahl von Relaxationsmodellen, die die gemessenen Effekte beschreiben
sollten, wobei dasjenige nach Cole and Cole [1941] und das der konstanten Phase (| Voor-
his et al., 1973]) zu den bekanntesten gehoren. Problem in der spektralen Beschreibung
war die Behandlung der induktiven Kopplung im Bereich hoher Frequenzen (z.B. [Pelton
et al., 1978b] oder [Xiang et al., 2002]).

Mit immer empfindlicheren Messgerdten konnten auch andere Gebiete fiir die SIP er-
schlossen werden. Neben der Umweltgeophysik mit Messungen z.B. an Miillhalden ([Hd-
nig, 2002]), gewann der Bereich der Hydrogeophysik an Bedeutung. Hierbei wird die
komplexe elektrische mit der hydraulischen Leitfdhigkeit {iber empirische Beziehungen
verbunden (z.B. |Bdrner et al., 1996] oder [Slater and Lesmes, 2002]).

Parallel zum Fortschritt bei den Messgeréten sind auch die Moglichkeiten in der Inter-
pretation mit verbesserter Computertechnik immer weiter optimiert worden. Neben der
Inversion in zwei rdumlichen Dimensionen (z.B. [Oldenburg and Li, 1994] oder [Kemna,
2000]), wurden auch Algorithmen fiir drei Dimensionen erstellt (z.B. [Weller et al., 1999]
oder [Li and Oldenburg, 2000]) und solche, die die spektrale Information interpretieren
(z.B. [Yuval and Oldenburg, 1997] oder [Routh and Oldenburg, 1998]).



1 Einleitung

Unterschieden werden kann hierbei in den verschiedenen Ansétzen, das Vorwértsproblem
zu 16sen. Im Bereich der Geoelektrik finden sich meist Anwendungen der Finiten Dif-
ferenzen Methode (z.B. [Spitzer, 1995]), aber auch der Integralgleichungsmethode (z.B.
[Lesur et al., 1999]) oder der Methode der Finiten Elemente (z.B. [Kemna, 2000]).

In der Inversion werden dann verschiedene Ansitze zur Regularisierung unterschieden.
Neben der noch sehr verbreiteten Occam-Bedingung (z.B. [de Groot-Hedlin and Consta-
ble, 1990]), die stark geglittete Modelle liefert, wurden vermehrt Konzepte présentiert,
die Vorinformationen nutzen (z.B. [Auken and Christiansen, 2004]) oder den Parame-
terraum einschrénken (z.B. [Smith et al., 1999]). Es wurden auch vollstdndig andere
Regularisierungsansétze eingefiihrt, die nicht mehr zu geglatteten Modellen fiihren (z.B.
[Portniaguine and Zhdanov, 1999], aufbauend auf [Last and Kubik, 1983]) oder zumindest
versuchen, nur noch in kleineren Bereichen stark zu glatten (z.B. [Yi et al., 2003]).

1.2 Motivation und Problemstellung

Die vorliegende Arbeit wurde im Rahmen eines DFG-Projektes (Projekt-Nr. Ho1506/11-
1 und 11/2) erstellt, das sich mit der Fragestellung beschéftigt, wie stark die hydraulische
Leitfahigkeit des Untergrundes (bzw. Durchléssigkeit eines pordsen Mediums gegeniiber
einem Fluid) mit der elektrischen korreliert. Zu diesem Zweck muss zunéchst ein kom-
plexwertiges Leitfahigkeitsmodell des Untergrundes erzeugt werden, an welchem dann
die empirischen Beziehungen zur Hydrologie getestet werden konnen. (Die hydraulische
Leitfahigkeit wird zur Kontrolle unabhéngig von der elektrischen bestimmt.) Zu letz-
terem Schritt wurde bereits von Zisser [2005] im Rahmen des gleichen Projektes eine
Diplomarbeit erstellt.

Die Aufgabe der Dateninversion in ein komplexwertiges Widerstandsmodell kam dieser
Arbeit zu. Zur Umsetzung wurde ein bestehendes Programm zur 2D-Inversion in einer
Frequenz auf Basis der Finiten Elemente Methode ([Kemna, 2000]) als Grundlage be-
nutzt.

Die erste Anderung erfolgte in der Regularisierung. Die implementierte Occam-Bedingung
erwies sich als nicht angebracht fiir den Bereich der Hydrogeophysik. Die z.B. in der
Grundwasserprospektion auftretenden scharfen Kontraste bei Wechsellagerung von Kies-,
Sand- und Tonschichten, widersprachen der Anwendung einer Glattungsbedingung. Es
wurde eine flexible Variante des ,minimum gradient support” (z.B. [Portniaguine and Zh-
danov, 1999]) eingesetzt. Grundlage ist die Idee, dass bereits kleine Parametergradienten
so in die Modellfunktion einfliefen wie sehr grofse. Damit unterscheidet die Inversion nur
Gebiete mit Gradient gleich und ungleich Null, wobei versucht wird, in mdglichst weiten
Gebieten Parametergradienten um Null zu erreichen. Folge ist ein Modell mit wenigen,
sehr homogenen Strukturen und praktisch beliebig starken Kontrasten dazwischen.
Diese fokussierende Bedingung wurde in einer Weise implementiert, die iiber einen varia-
blen Parameter die Stirke der Fokussierung regelt und damit insbesondere auch realisti-
sche Modelle mit deutlichen Kontrasten zwischen den Schichtungen und leichten Parame-
tervariationen innerhalb zulésst. Auch eine Sensitivitdtsabhéngigkeit der Regularisierung
zur besseren Auflésung (nach Ansitzen von [Yi et al., 2003]) wurde umgesetzt. Damit



1.3 Struktur der Arbeit

steht eine flexible Regularisierung fiir eine Vielzahl von Anwendungen zur Verfligung.
Im Weiteren wurde das Potential des Finiten Elemente Ansatzes dadurch besser genutzt,
dass die Inversion auch auf nichtebene Topografie mittels eines Zweigitter-Verfahrens
erweitert wurde. Damit wird eine bessere Interpretation von Daten, die in unebenem
Gelénde aufgezeichnet wurden, erreicht.

Die Inversion nach Relaxationsmodellen (Cole-Cole und constant phase angle) erleichtert
den Uberblick iiber das Spektralverhalten des Untergrundes, da z.B. die Parameter des
Cole-Cole Modells eine deutlich direktere Aussage liber Materialeigenschaften zulassen,
als die Angabe eines spezifischen Widerstandes zu einer Vielzahl von Frequenzen.

Der Algorithmus fiir drei rdumliche Dimensionen stellt ein Mittel bereit, um z.B. auch
flachig aufgezeichnete Daten, wie sie in Zukunft bei vermehrter Benutzung von Multika-
nalapparaturen anfallen werden, konsistent in ein einziges Untergrundmodell invertieren
zu koénnen. Ein Aneinanderfiigen von 2D-Sektionen wird dadurch iiberfliissig. Die Er-
weiterung ist gerade fiir den Bereich der Grundwasserprospektion gilinstig, da hier die
Kartierung eine hiufig benutzte Erkundungsmethode ist.

1.3 Struktur der Arbeit

Die vorliegende Arbeit teilt sich im Hauptteil in fiinf Kapitel.

Kapitel 2 schafft die Grundlagen zur SIP. Zundchst werden die historische Entwicklung
der Messmethode dargestellt und die physikalischen und petrophysikalischen sowie pe-
trochemischen Grundlagen des IP-Effektes eingefiihrt. Danach werden die Anwendungs-
moglichkeiten aufgezeigt. Am Ende des Kapitels wird noch auf die speziellen Probleme
hingewiesen, die bei der Messpraxis im Feld beriicksichtigt werden miissen, zusammen
mit den Eckdaten einer typischen Feldmessung.

Kapitel 3 stellt die mathematische und numerische Seite des physikalischen Problems dar.
Zunichst wird die Losung des Vorwartsproblems erldutert, insbesondere die Realisierung
mittels der Methode der Finiten Elemente (FE). Im Weiteren wird auf die Umsetzung der
Inversion eingegangen. Hier stehen die verschiedenen Méglichkeiten der Regularisierung
im Vordergrund.

Kapitel 4 behandelt den Basis-Algorithmus fiir die zweidimensionale Inversion von Da-
ten einer Frequenz mit seinen Erweiterungen beziiglich Regularisierung, Beriicksichtigung
von Vorinformationen und Topografie. Neben synthetischen Beispielen wird auch die An-
wendung auf reale Messdaten gezeigt.

Kapitel 5 beschreibt die Méglichkeiten, die spektrale Information zu nutzen. Zu Anfang
werden Verfahren gezeigt, die das Signal um unerwiinschte Effekte der Hochfrequenz-
Kopplung bereinigen sollen; danach wird gezeigt, wie man die spektralen Daten in ein
Relaxationsmodell invertiert. Beriicksichtigt werden dabei die bekanntesten Modelle, das
Cole-Cole Modell und das der konstanten Phase.

Kapitel 6 fiihrt die Anderungen der FE-Gleichungen auf die dritte riumliche Inversion
ein, wobei jetzt wieder eine Frequenz betrachtet wird. Neben einem Unterkapitel fiir die
Umsetzung ist auch eines speziell den numerischen Schwierigkeiten beziiglich Problem-
grofe und Rechenzeit gewidmet.






2 Grundlagen zur Spektralen Induzierten
Polarisation

2.1 Historisches

Wenn bei der Benutzung einer typischen 4-Elektroden-Anordnung einer Widerstandsmes-
sung der Strom unterbrochen wird, fallt die Spannung zwischen den Potentialelektroden
nicht unmittelbar auf Null, sondern der Wert fallt zunéchst abrupt nur um einen Teil des
Betrages und sinkt im Folgenden langsam gegen Null. Dieses Verhalten wird als IP-Effekt
bezeichnet.

Der IP-Effekt wurde erstmals zu Beginn des 20. Jahrhunderts von den Gebriidern Schlum-
berger [1922] beschrieben, die aus unbekannten Griinden ihre Untersuchungen aber nicht
fortsetzten. In den 40er und 50er Jahren erfolgten dann die ersten Anwendungen, bei
denen der IP-Effekt zur Exploration genutzt wurde. Erkundet wurden zum einen Erddél-
vorkommen (z.B. [Dakhnov, 1941]), zum anderen Erzlagerstitten (z.B. [Bleil, 1953]). In
diesen Fillen waren die messbaren Effekte besonders signifikant.

Parallel zu den Einsédtzen zu Explorationszwecken wurden auch im Labor Messreihen
durchgefiihrt, um die Effekte besser zu verstehen (z.B. [Marshall and Madden, 1959]).
Dabei wurde sowohl versucht, die Effekte mathematisch zu beschreiben (z.B. [Seigel,
1959]), als auch elektrische Ersatzschaltbilder zu entwickeln, die die petrophysikalischen
Verhéltnisse vereinfacht wiedergeben sollten. Eines der bekanntesten Modelle ist hierbei
das von Cole and Cole [1941] und das der konstanten Phase (| Voorhis et al., 1973|), auf
die auch speziell in 5.2 bzw. 5.3 eingegangen wird. Eine Zusammenstellung einer Vielzahl
der mit der Zeit entwickelten Modelle, findet sich auch in [Dias, 2000].

Mit Verbesserung der Messtechnik und der automatisierten Datenverarbeitung erschlos-
sen sich weitere Moglichkeiten. Wait [1959] prégte bereits frith den Begriff ,complex
resistivity womit er dem Widerstand auch einen Phasenwert gab, als Verschiebung zwi-
schen Strom und Spannung fiir den Wechselstromfall. Die kommerzielle Nutzung der SIP
begann allerdings erst in den 70er Jahren ([Zonge and Wynn, 1975]). Nun wurden auch
verstarkt IP-Effekte bei anderen Objekten untersucht. Man beobachtete Effekte z.B. bei
Tonmineralien, organischen Materialien oder auch Miilldeponien. Hierbei riickten auch
immer mehr die chemischen Reaktionen ins Blickfeld (z.B. [Angoran and Madden, 1977|
oder [Olhoeft, 1985]). Von der Explorationsgeophysik fand die IP mehr und mehr Ein-
zug in die Umweltgeophysik. Eine Vielzahl von Artikeln erschien ab Beginn der 90er
Jahre (z.B. [Vanhala et al., 1992] zur Detektion organischer Verschmutzungen, | Weller
and Bérner, 1996], [Kemna et al., 2000] zum Spektralverhalten an einfachen, kiinstlichen
Storkérpern oder [Kemna et al., 2004] zur Unterscheidung lithologischer Einheiten).
Mit wachsendem Versténdnis der Ursachen des IP-Effektes wurden auch empirische Zu-
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sammenhange entdeckt. Man sah Korrelationen zwischen der hydraulischen Leitfahigkeit
und der komplexen elektrischen Leitfdhigkeit. Der Parameter der hydraulischen Leit-
fahigkeit kommt aus dem Bereich der Hydrogeologie und ist beispielsweise bedeutend
bei der Abschétzung der Ausbreitung einer Kontamination oder der Férderleistung ei-
nes Brunnens. Wichtige Beitrége hierzu finden sich in [Béorner et al., 1996], [Slater and
Lesmes, 2002] und [Slater and Glaser, 2003]. Erste Arbeiten im Zusammenhang mit der
Hydrogeologie traten allerdings bereits weit frither auf, z.B. [Ogilvy and Kuzmina, 1972].
Zusammen mit der steigenden Anzahl von Messdaten bei Multikanal-Apparaturen und
kleineren Elektrodenabsténden fiir eine bessere Auflésung stieg auch der Anspruch an die
Inversion. Hier gab es parallel zu der Entwicklung von immer leistungsfahigeren Rechnern
auch entscheidende methodische Fortschritte, die in Kapitel 3 zusammengefasst werden
sollen.

2.2 Physikalische Grundlagen

2.2.1 Messung im Zeitbereich

Wird nach Einspeisen eines Gleichstroms der Strom abrupt abgeschaltet und das sich er-
gebende Spannungssignal in der Nihe aufgezeichnet, so erkennt man, dass die Spannung
nicht unmittelbar auf Null fallt, sondern nur um einen Teil. Im Folgenden sinkt der Wert
dann asymptotisch gegen Null. Abbildung 2.1 zeigt die Signale im Zeitbereich fiir Ein-
und Ausschaltvorgédnge mit verschiedenen Vorzeichen.

Bei dieser Darstellung sind induktive Effekte vernachléssigt. Durch das schnelle Abschal-
ten werden elektromagnetische Felder induziert, die versuchen, die Spannung aufrecht zu
erhalten und zu frithen Zeiten deren Verlauf beeinflussen. Hier sind nur die IP-Effekte
gezeigt.

(4
Zeit
v ei "

Strom

+

Spannung

Abbildung 2.1: Der IP-Effekt im Zeitbereich. Zeichnung nach [Knddel et al., 1997].
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In den Anfiangen waren die aufgezeichneten Grofen lediglich die Maximalspannung Vp
und der Anteil, auf den die Spannung direkt fiel, V5. Da das Signalverhalten dem eines
Ladevorganges eines Kondensators dhnelt, wurde der Parameter zur Quantifizierung des
IP-Effektes mit ,,Aufladbarkeit“ bezeichnet und als

_ %

m = Vo (2.1)

definiert. Erste Erwéhnung fand die Aufladbarkeit in [Seigel, 1959]. Eine weitere Moglich-
keit, den Effekt quantitativ zu beschreiben, setzt das genauere Aufzeichnen der Abkling-
kurve voraus. Man integriert hierbei die Spannung nach Abschalten des Stromes iiber die
Zeit und normiert auf die Maximalspannung. Der Parameter wird auch ,Aufladbarkeit*
genannt, allerdings zur Unterscheidung mit M bezeichnet.

1 o0
M= /0 V(t)dt (2.2)

Beide Ansétze bergen jedoch Unsicherheiten. Die Bestimmung von Vs wird durch das
Auftreten induktiver Effekte direkt nach dem Abschalten gestoért. Die Integration ist
gegen diese Effekte stabiler, aber das Signal kann zum einen nicht beliebig lange, zum
anderen nur zu diskreten Zeiten aufgezeichnet werden, womit auch hier Ungenauigkei-
ten auftreten. Abbildung 2.2 deutet die endlichen Integrationsbereiche an. Rechts wird
der erste Teil mit induktiven Effekten und der letzte, bei dem das Signal unter das
Rauschniveau geht, gekiirzt; links wird angedeutet, dass nur zu diskreten Zeitpunkten
aufgezeichnet wird. Mit diesen Werten wird die Integration ndherungsweise durchgefiihrt.

W) W) H(t)

Abbildung 2.2: Schematischer Spannungsverlauf einer IP-Messung. Beschrinkung auf
diskrete Zeitpunkte und Begrenzung des Zeitbereichs. Zeichnung nach
[Telford et al., 1990].

Den Aufladbarkeiten nach 2.1 und 2.2 kann auch noch mehr physikalische Bedeutung
gegeben werden. Hierfiir sind aber weitere Grundlagen aus 2.3 notig und werden entspre-
chend erst dort erldutert.
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Tabelle 2.1 stellt fiir einige Materialien Werte fiir die Aufladbarkeit zusammen, um die
grofte Bandbreite von auftretenden Werten zu verdeutlichen.

Material ~Chargeability M (ms)

20 % sulfides 2000 - 3000

8-20 % sulfides 1000 - 2000

2-8 % sulfides 500 - 1000
Volcanic tuffs 300 - 800
Sandstone, siltstone 100 - 500
Dense volcanic rocks 100 - 500
Shale 50 - 100

Granite, grandodiorite 10 - 50
Limestone, dolomite 10 - 20

Tabelle 2.1: Die Bandbreite der Aufladbarkeit M fiir verschiedene Gesteine, nach | Telford
et al., 1990].

2.2.2 Messung im Frequenzbereich mit zwei Frequenzen

Auch im Frequenzbereich zeigt sich der IP-Effekt. Hier betrachtet man die Amplituden
der gemessenen Spannungen fiir verschiedene Frequenzen des (sinusformigen) Einspeise-
Stroms. Bei zunehmender Frequenz erwartet man eine abnehmende Maximalspannung.
Im Weiteren ist der Begriff des spezifischen elektrischen Widerstandes von Bedeutung,
einer Materialeigenschaft im Gegensatz zum elektrischen Widerstand selbst. Beide Para-
meter stehen jedoch in enger Beziehung:
Misst man z.B. an einem Zylinder mit Querschnittsfliche A und Lange L, durch den ein
Strom I flieft, einen Spannungsabfall V zwischen den Endflichen, so ist der Widerstand
R = V/L noch proportional zur Lange und antiproportional zur Querschnittsflache. Der
spezifische Widerstand p ist um diese geometrischen Abhangigkeiten korrigiert und kann
geschrieben werden als:
A AV V

p—f-R—E-T—K-T. (2.3)
Ist das Material nicht homogen, liefert der Term auf der rechten Seite von Gleichung 2.3
einen Mittelwert der beteiligten Materialien, den sogenannten scheinbaren spezifischen
Widerstand p,. Homogenes Material dieses spezifischen Widerstandes wiirde dieselbe ge-
messene Spannung (unter gleichen Messbedingungen) bewirken.
Analog kann fiir einfache 4-Elektroden-Anordungen ein Geometriefaktor berechnet wer-
den, der zusammen mit Strom und Spannung den (scheinbaren) spezifischen Widerstand
liefert (siehe auch Gleichung 3.17). Im Falle von Topografie ist ein Konfigurationsfaktor
im Allgemeinen nicht mehr analytisch zu bestimmen und andere Ansétze miissen ver-
wendet werden (siehe 4.2).
Misst man bei einer sehr niedrigen Frequenz (nahe am Gleichstrom-, auch DC-Fall (,di-
rect current ) genannt) und einer sehr hohen die scheinbaren spezifischen Widersténde
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Puw—0 DZW. pu— oo, S0 kann man {iber die relative Differenz den sogenannten Frequenzef-
fekt definieren:
FE = Pez0~ Pomoo (2.4)

Pw—o0
Zwischen Aufladbarkeit und Frequenzeffekt besteht eine enge Beziehung. Wird der
Einschaltvorgang (Einschalten des Stromes Ip zur Zeit t = 0) betrachtet, so ist
limy 00 V(t) ¢ puw—o und limyo V() X py—oco (s.a. [Telford et al., 1990]). Entsprechend
gilt (siehe auch Abbildung 2.1)

E iy o V(E) = limg o V(E)  po—0 — oo FE

= 2.5
Vp limy oo V (£) Puo—0 FE+1 (25)

m =
An dieser Stelle sei angemerkt, dass eine Beziehung zwischen Zeit- und Frequenzbereich
sich als nicht unproblematisch erweist, wie die benutzte Grenzwertbildung jeweils von
0 bis oo schon andeutet. Nur fiir unendliche breite Spektren und Zeitreihen lésst sich
von einem Bereich exakt in den anderen transformieren. In der Praxis liegt oft nur eine
Dekade zwischen den benutzten Frequenzen.

FE nimmt zumeist kleine Werte an, womit F'E' =~ m gilt. Dies ist auch der Grund dafiir,
dass hdufig der prozentuale Frequenzeffekt iiber PFE = 100 - FE benutzt wird. Wei-
terhin existiert noch der sogenannte ,Metallfaktor*(eingefiihrt von Marshall and Madden
[1959]). Dieser Parameter stammt noch aus dem Bereich der Erzexploration und gleicht
das beobachtete Verhalten, dass bei kleinen Widerstinden oft auch der Frequenzeffekt
abnimmt, durch Normierung auf den DC-Wert aus. Entsprechend wird er eingefiihrt als:

FE

Pw—0

MF =27 -10°

(2.6)

Wie erwartet, hat der Metallfaktor einen grofen Wertebereich. Einen Uberblick gibt
Tabelle 2.2. Auch innerhalb eines Materials ist die Schwankungsbreite gréofer als bei der
Aufladbarkeit (vgl. 2.1).

2.2.3 Spektrale Messung im Frequenzbereich

Eine genauere Erfassung der Effekte ermoglicht die Aufzeichnung eines Frequenzspek-
trums, im Gegensatz zu den nur zwei aufgezeichneten Werten in der Frequenzbereichs-
Messung. Neben einem Spektrum fiir die Betrdge des Widerstandes werden nun auch
Phasenspektren aufgezeichnet. Der Betrag des scheinbaren spezifischen Widerstandes
ergibt sich iiber das Verhiltnis der Amplituden von Spannung (Up) und Strom (), mul-
tipliziert mit dem Konfigurationsfaktor K, der sich aus der Messgeometrie ergibt (analog
zu Gleichung 2.3, bei der noch keine Phasenverschiebung betrachtet wurde):

pul = K0 (2.7)

0

Die Phase ergibt sich aus der zeitlichen Verschiebung At des Spannungs- gegeniiber dem
Stromsignal. Eine Verschiebung um eine volle Periode 1/f wiirde hierbei einer Phase
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material metal factor M (S/cm)

Fracture-filling sulfides 1000 - 10000
Porphyry copper 30 - 1500

Shale sulfides 3 - 300

Clays 1 - 300

Tuffs 1 - 100

Graphitic sandstone and limestone 4 - 60
Gravel 0o - 200

Alluvium 0 - 200

Granite, monzonite, diorite 0o - 60
Various Volcanics 0 - 80

Basic rocks (barren) 1 - 10
Groundwater 0

Tabelle 2.2: Die Variation des Metallfaktors M F' bei verschiedenen Materialien, nach
[ Telford et al., 1990].

¢ = 27 entsprechen. Es ergibt sich folgende Beziehung:

6 At
2 1/f

Mit einem Messwert fiir Betrag und Phase ist es naheliegend, beide Werte zu einem
komplexen Parameter zusammenzufassen. Der frequenzabhéngige komplexe scheinbare
spezifische Widerstand stellt sich dann dar als:

plw) = Ripw)) +i-3(p(w)) (2.9)

. 2 2 o > _ 9(/}(0})))

mit |p(w)]* = R(p(w))” + I(p(w)) und ¢(w) = arctan <§R(p(w)) )
Ein héufig auftretendes Spektralverhalten ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Die Frequenz-
achse ist logarithmisch skaliert, die Achsen fiir Betrag und Phase linear. Mit steigender
Frequenz nimmt der Widerstandsbetrag ab und ndhert sich dann dem Grenzwert p,, . o-
Bei abnehmender Frequenz lauft der Wert gegen den Gleichstromwiderstand. Im Kur-
venverlauf fiir den Betrag erkennt man einen Wendepunkt, der auf der Frequenzachse
mit dem Minimum der Phase zusammenfillt. Fiir die extremalen Frequenzen geht der
Phasenwert gegen Null. Es bleibt die Frage, wie sich das spektrale Verhalten erkldren
lasst.

= ¢p=w- At (2.8)

2.3 Petrophysikalische und -chemische Grundlagen

Nachdem bisher die Effekte nur beschrieben wurden, sollen nun die Ursachen der Effekte
genauer betrachtet werden.

10
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Abbildung 2.3: Beispielspektrum fiir Betrag und Phase, hier Cole-Cole Fall.

2.3.1 Leitungsmechanismen

Betrachtet man den Untergrund als elektrischen Leiter, so ldsst er sich in verschiedene
Anteile zerlegen, die sehr unterschiedlich zum Leitfdhigkeitsverhalten beitragen.

Der grofite Volumenanteil kommt in der Regel der Gesteinsmatrix zu. Die Beitrige zur
Leitfahigkeit sind dennoch meist vernachldssigbar. Bis auf wenige Ausnahmen existieren
nicht die fiir einen Leitungsstrom bendtigten freien Elektronen. Eine Ausnahme bilden
einige Minerale, die aufgrund von ausreichend vielen freien Elektronen (z.B. bei reinen
Metallen) oder Halbleitereigenschaften (z.B. bei einigen Silikaten) doch zu einem Lei-
tungsstrom beitragen konnen. Wichtigste Vertreter sind hier die Erzminerale und Grafit
(siehe z.B. | Telford et al., 1990] oder [Knodel et al., 1997]).

Eine weitaus wichtigere Rolle kommt aber dem Porenraum zu. Ist dieser mit Porenfliis-
sigkeit gefiillt, mit einem hinreichenden Anteil geloster Salze, so tritt mit Hilfe der Ionen
elektrolytische Leitfihigkeit auf, die den Gesamtwiderstand im Vergleich zum Trocken-
zustand in der Regel drastisch heruntersetzt. Anfang der 40er Jahre formulierte Archie
[1942| eine empirische Beziehung, in die der spezifische Widerstand der Matrix nicht
einfliefst. Sie wurde formuliert fiir gesdttigte und teilgesdttigte tonfreie Sedimente:

a

Hierbei sind pg und p,, der spezische elektrische Widerstand des Sediments bzw. des
Porenwassers, S der Séttigungsgrad und @ die effektive Porositét. ,FEffektiv* ist insofern
von Bedeutung, als dass wenige durchgehende Porenkanéle offensichtlich (bei angelegtem
Gleichstrom) zum Leitungsstrom beitragen, im Gegensatz zu einer Vielzahl von unver-
bundenen Poren gleichen Gesamtvolumens. Der Proportionalitétsfaktor a (Wert zwischen
0,5 und 2,5, hiufig 1 gesetzt) und der Zementationsexponent m (variiert zwischen 1,3 und
2,4 und nimmt in der Regel mit dem Verfestigungsgrad zu) sind empirisch zu ermitteln.
Fiir den Séttigungsexponenten n setzt man meist n ~ 2. Der Term a/¢™ wird auch als
Formationsfaktor bezeichnet und ist fiir S = 1 als pg/p,, definiert.

11
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Den starken Unterschied zwischen der Leitfihigkeit in trockenem und nassem Zustand
verdeutlicht Tabelle 2.3. Die Werte variieren durchaus um mehrere Gréfenordnungen.

Material Wertebereich (2m)
Kies (wassergesittigt | trocken) 50 >10000
Sand (wassergeséttigt | trocken) 50 >10000
Ton (erdfeucht | trocken) 3 >1000
Sandstein (kliiftig, feucht | kompakt) <50 >100000
Kalkstein (kliiftig, feucht | kompakt) 100 >100000
Tonschiefer (kliiftig, feucht | kompakt) 50 >100000
Magmatite, Metamorphite (verwittert, feucht | kompakt) 150 > 1000000
Steinsalz (feucht | trocken) 30 >1000000
Natiirliche Wésser (von | bis) 10 300
Meerwasser (35%0 NaCl) 0,25

Tabelle 2.3: Die Variation des spezifischen Widerstandes bei verschiedenen Materialien
in Abhéngigkeit von der Feuchtigkeit, nach [Knddel et al., 1997].

Bei der Archie-Formel wurde die Beschrankung auf tonfreie Sedimente erwdhnt. Sie be-
griindet sich durch einen dritten Leitfihigkeitsmechanismus: die Grenzflichenleitfahig-
keit. Sie ensteht durch die Wechselwirkung zwischen Porenfliissigkeit und Gesteinsma-
trix.

Insbesondere bei Tonmineralen existieren verstirkt negative Oberflaichenladungen, an die
sich fest eine diinne Schicht (wenige Molekiillagen) aus Kationen aus dem Porenfluid an-
lagert. Die positive Schicht wird auch als ,Stern-Schicht“ bezeichnet. An diese Schicht
grenzt eine lose gebundene Schicht mit einer (nach aufen) exponentiell abnehmenden
Konzentration an Kationen. Diese drei Bereiche zusammen werden auch ,elektrische Dop-
pelschicht® (EDL) genannt. (Allgemeines hierzu in [Knddel et al., 1997], detailliert in
[Grahame, 1947].)

Wiéhrend bei der elektrolytischen Leitung der Ladungstransport noch iiber das Poren-
volumen stattfindet, ist bei der Grenzflichenleitung die innere Oberfliche des Gesteins
die entscheidende Grofe. Weiterer wichtiger Parameter in dieser Beziehung ist das Kat-
ionenaustauschvermégen (CEC, [ Wazman and Smits, 1968]), das durch die Anzahl der
Kationen aus der Doppelschicht gegeben ist, die ausgetauscht werden konnen.

Im theoretischen Modell fasst man die Leitfadhigkeitsanteile tiber parallel geschaltete Wi-
derstdnde zusammen, woraus sich mit der Grenzflichenleitfahigkeit o;,; eine Erweiterung
der Archie-Formel (2.10) ergibt:

1
R(00) = 5 - 0w - 5" + R(0int) (2.11)

Die Gleichung wurde zur Vereinfachung iiber die Leitfahigkeiten aufgestellt. Die Bildung
des Realteils liegt in der komplexen Grenzflichenleitfahigkeit begriindet, allerdings ist
der imaginire Anteil von oy, in der Regel klein gegen den Realteil (s.a. Abschnitt 2.4.3).
Zusammen mit dem grofen Anteil der elektrolytischen Leitfihigkeit wére eine Betrags-
bildung folglich noch immer eine gute Ndherung fiir den Realteil.
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Unter Einfluss von Wechselspannung zeigt die Oberflachenleitfédhigkeit eine komplexe Fre-
quenzabhéngigkeit (z.B. [Vinegar and Wazman, 1984]). Nach Bdrner et al. [1996] kann
die Grenzflachenleitfdhigkeit dann in folgender Weise beschrieben werden:

S, por

Oint = h(ow) - SV (14401 (2.12)

Spor ist hierbei die spezifische Oberfliche bezogen auf das Porenvolumen, h(oy) eine
reellwertige Funktion der Salinitét, und [ das Verhéltnis von Imagindr- zu Realteil der
Grenzflachenleitfihigkeit, | = S(0jnt)/R(oine). Fiir v vermutet man durch empirische
Beobachtungen die Beziehung v =n — 1 ([Knddel et al., 1997]).

Den imagindren Anteil der Leitfdhigkeit kann man nun in einem Ersatzschaltbild als
parallel geschalteten Kondensator eintragen. Damit ergibt sich ein frequenzabhingiger
Anteil der Leitfahigkeit, der den spektralen Charakter (wie z.B. in Abbildung 2.3) aus-
macht. Desweiteren gibt es Ansétze, liber die getrennten Anteile (® und <) hydraulische
Grofen zu bestimmen.

2.3.2 Polarisationsarten

Um das spektrale Verhalten der Leitfahigkeit in einem Spannungsfeld besser zu verstehen,
werden nun zwei Arten von auftretenden Polarisationen eingefithrt. Der Membranpola-
risation kommt dabei im Bereich der Hydrogeophysik wesentlich grofere Bedeutung zu
als dem zweiten Mechanismus, der Elektrodenpolarisation, auch wenn bei letzterer die
hoheren Effekte gemessen werden.

Die Membranpolarisation hat ihre Ursache in der unterschiedlichen Beweglichkeit von
Ionen im Porenraum und tritt insbesondere bei Vorhandensein von kleinen Porenweiten
und starken Oberflichenladungen, wie z.B. bei tonhaltigen Mineralen ([Ogilvy and Kuz-
mina, 1972|), auf. Wichtiger Beitrag zur Gesamtleitfdhigkeit ist hier folglich die bereits
beschriebene Grenzflachenleitfihigkeit.

Aufgrund der negativen Oberflichenladung sammeln sich positive Ladungen an den Mi-
neralkdrnern und reichen bei Porenengstellen soweit in den Porenraum, dass dieser dort
weitgehend blockiert wird.

Bei Anlegen einer dufseren Spannung kénnen die positiven Ionen iiber Kationenaustausch
durch die positive lonenwolke wandern, wihrend negative Ionen hiervon blockiert werden.
Die elektrische Doppelschicht wirkt also als Membran, die von Kationen passiert werden
kann, fiir Anionen aber blockierend wirkt. Durch die Behinderung der elektrolytischen
Leitung wird bei den Engstellen Energie in Form von Ladungsansammlung gespeichert.
Daher nennt man diese Bereich auch ,aktive Zonen“, im Gegensatz zu den ,passiven Zo-
nen“, den Bereichen weiter Porenrdume, bei denen solche Wechselwirkung nicht auftritt.
Mit der Zeit wird das dufere Feld durch die sich immer stérker ausbildenden Raumla-
dungen lokal kompensiert und dieser Leitungsmechanismus endet. Nach Abschalten der
Spannung wandern die Ionen wieder zuriick in ihre Ausgangsposition.

Offensichtlich ist der Effekt frequenzabhéngig: Bei niedrigen Frequenzen (< 0,1Hz) bleibt
fiir die Prozesse hinreichend Zeit, um die Polarisationen auszubilden, bei héheren Fre-
quenzen (» 10Hz) wird ein Gleichgewichtszustand nicht mehr erreicht ([Knddel et al.,
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2 Grundlagen zur Spektralen Induzierten Polarisation

1997]). Entsprechend wird fiir hohere Frequenzen eine hohere Leitfahigkeit gemessen.
Den Ubergangsbereich im Spektrum, bei dem sich der Widerstand am stirksten mit der
Frequenz dndert, nennt man ,Warburg-Region“([ Militzer and Weber, 1985]).

Wie schon erwdhnt, besteht neben der Frequenzabhingigkeit auch eine Abhingigkeit
von der Porenraumgeometrie. Hierbei bedeuten kleinere Poren nicht zwangsléufig einen
groferen IP-Effekt. Detaillierte Ausfithrungen zu verschiedenen Modellen finden sich in
[Klitzsch, 2004]. Auch ein wachsender Tonanteil hat nicht zwangsldufig einen groferen
Effekt zur Folge. Mit steigendem Anteil nimmt zwar die Anzahl aktiver Zonen zu, aber
der kleinere relative Abstand zu benachbarten Regionen fiihrt schlieflich zu wachsender
Konnektivitét, was dann die effektive Anzahl aktiver Zonen reduziert. Nach Schon [1983|
treten in sandigen Lockersedimenten maximale IP-Effekte bei einem Tongehalt zwischen
3 und 8% auf.

Der in der Regel weitaus stirkere Effekt ist die Elektrodenpolarisation. Sie tritt allerdings
seltener auf, weil hier die Elektronenleitung eine bedeutende Rolle spielt.

Das Prinzip ist dhnlich: Die Elektronenleitung in Metallkérnern transportiert Ladung viel
schneller als die elektrolytische Leitung in der Umgebung. Entsprechend héufen sich bei
angelegter Spannung entgegengesetzte Ladungen an gegeniiberliegenden Seiten der Ober-
flachen der Metallkdrner an und blockieren somit den Ionenfluss durch das Porenfluid.
Eine dem duferen Feld entgegenwirkende Polarisation wird erzeugt. Hier ist der Effekt am
grofiten, wenn sich die Ubergiinge zwischen elektrolytischer und Elektronenleitfihigkeit
stetig abwechseln, analog zu den aktiven und passiven Zonen bei der Membranpolarisati-
on. Es finden allerdings auch Elektronentransfer-Reaktionen (Oxydation und Reduktion)
statt, wodurch Ladungen durch die Grenzflache flieken. Wieder ergibt sich eine Frequenz-
abhéngigkeit liber die Zeitkonstanten der Wechselwirkungen. Beide Polarisationsprozesse
sind bei der Messung nicht zu unterscheiden.

Abbildung 2.4 stellt noch einmal beide Prozesse gegeniiber. Das elektronenleitende Mi-
neralkorn enspricht hier der Porenraumverengung im elektrolytischen Leiter.

Porenraumverengung Tonminerale Elektronenleiter

Passive Aktive
i Zone | Zone Elektrolyt

Abbildung 2.4: Prozesse des IP-Effektes. — sind negative Oberflichenladungen, o Anio-
nen, e Kationen. Erlduterungen siehe Text. Zeichnung aus [Knddel et al.,
1997].
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2.3 Petrophysikalische und -chemische Grundlagen

2.3.3 Relaxationsmodelle

Die beobachteten Spannungskurven aus den Messungen im Zeitbereich (2.2.1) und die
Vorstellung zu den Polarisationsmechanismen (2.3.2) haben dazu gefiihrt, dass versucht
wurde, mit Hilfe von Ersatzschaltbildern, insbesondere bestehend aus verschiedensten
Anordnungen von RC-Gliedern, den Stromfluss im Untergrund zu erkléren. Einen guten
Uberblick hierzu findet man in [Dias, 2000]. Hier sollen nur zwei hiufig benutzte Modelle
eingefiihrt werden, die auch spéter noch in Kapitel 5 bendtigt werden.

Eines der &ltesten, aber noch immer gebrduchlichen Modelle, ist das Cole-Cole Modell
([Cole and Cole, 1941]), das zunéchst in anderem Zusammenhang aufgrund empirischer
Beobachtungen aufgestellt worden war. Spater wurde das Modell im Zusammenhang mit
der Erzexploration eingesetzt, wobei es entsprechend die Gesteinstypen mit elektronenlei-
tenden Mineralien beschreiben sollte. Nach mathematischen Uberlegungen (z.B. [Seigel,
1959] zu den Grenzen einzelner Parameterbereiche) und Erweiterungen in der Anwen-
dung (z.B. [Pelton et al., 1978b] mit multiplen Termen) fand die Formulierung mehr und
mehr Anwendung.

Das Schaltbild, mit zugehorigem Gesteinsmodell in Abbildung 2.5 dargestellt, besteht
aus einer Parallelschaltung von einem ohmschen Widerstand Ry, der die ungestorte elek-
trolytische Leitung reprasentiert, und einer Reihenschaltung eines weiteren ohmschen
Widerstandes, Rj, und einem komplexen Glied (iwX)™¢, das fiir den aktiven Bereich,
z.B. eines Metallkorns, steht.

Gesteinsmatrix

Pore

Erzmineral

Mineralisiertes Gestein Ersatzschaltkreis

Abbildung 2.5: Modell eines Untergrundes (links) mit zugehorigem FErsatzschaltbild
(rechts). Die ohmschen Widerstdnde Ry und R; stehen fiir die Reibungs-
verluste, (iwT)¢ steht fiir die Polarisationseffekte in der Néhe des Mine-
ralkorns. Zeichnung nach |Pelton et al., 1978b|.

Nach den iiblichen Gesetzen zur Bildung des Gesamtwiderstandes R(w) bei Parallel- bzw.
Reihenschaltung ergibt sich folgende Relation:

1 1 1
_ - 2.13
R@)  Ro  Ri+ (iwX)—* (2.13)
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2 Grundlagen zur Spektralen Induzierten Polarisation

Durch Umstellen erhalt man den Zwischenschritt
B R
Ro+ Ry (Ro+ R1)(1+ (iwX)(Ro+ Ry1))

R(w) = Ro — (2.14)

Nun ersetzt man

= —=—— = X I
m Rot R und T < - )

und erhilt die sogenannte Cole-Cole Formel in der Form

R(w) = Ro (1 —m <1 _ ﬁ)) . (2.15)

m ist hierbei wieder die Aufladbarkeit, die bereits in Gleichung 2.5 eingefiihrt wurde. An
die Stelle der spezifischen Widersténde treten hier die Widerstédnde Ry und R;. Firw — 0
wird der Gesamtwiderstand zu Ry, da der kondensatorartige Anteil sperrt, bei w — oo
ist der Gesamtwiderstand (Ro - R1)/(Ro + R1), da der imagindre Anteil verschwindet.
m enspricht also auch hier m = (Ry,—0 — Ry—o0)/Ruw—0 und eine weitere alternative
Schreibweise fiir den frequenzabhéngigen Gesamtwiderstand ergibt sich:

Rw—>0 - Rw—>oo

R - Rw—>oo B
(@) + 1+ (iwT)°

(2.16)
In dieser Art findet sich die Gleichung z.B. in |Pelton et al., 1978b], im Gegensatz zur
Schreibweise nach Cole and Cole [1941], wo anstelle der Widerstédnde Dielektrizitéten
verwendet wurden, per Laplace Transformation abgeleitet aus dem Zeitverhalten einer
Polarisation. Damit stellt 7 die Zeitkonstante dar, also die Relaxationszeit des Prozesses
mit der Einheit Sekunden.

Auch das spektrale Verhalten der Phasen aus Abbildung 2.3 wird anhand des Ersatz-
schaltbildes (Abbildung 2.5, rechts) klar: Bei niedrigen Frequenzen kann die Polarisation
dem duferen Feld (bzw. die Spannung dem Strom) folgen und es entsteht keine Phasen-
verschiebung. Fiir sehr hohe Frequenzen bleibt keine Zeit fiir den Aufbau von Polarisa-
tionen, was ebenfalls zu keiner Phasenverschiebung fiihrt. Nur zwischen diesen Extrema
gibt es messbare Phaseneffekte.

Zu klaren bleibt die Funktion des Parameters c. Offenbar héngt dieser mit der Verteilung
verschiedener Relaxationsprozesse zusammen. Fiir ¢ = 1 erhilt man eine (einzelne) Ka-
pazitdt, fiir ¢ = 0 ergibt sich ein konstanter Widerstand bzw. ein sehr stark verbreitertes
Spektrum von Relaxationszeiten. Zwischen 0 und 1 liegen auch die theoretischen Gren-
zen fiir diesen Parameter, den man als ,Frequenzexponenten“ bezeichnet. In den frithen
Beschreibungen (z.B. [Marshall and Madden, 1959]) wurde meist ¢ = 0,5 gesetzt und
damit eine Warburg-Impedanz gewahlt, die fiir rein diffusionskontrollierte elektrochemi-
sche Prozesse steht. Mit der Zeit wurden aber vermehrt Werte fiir ¢ zwischen 0,25 und
0,35 gemessen (z.B. [Pelton et al., 1978b]) und schlieflich ist festzuhalten, dass fiir die
meisten mineralisierten Gesteine ¢ bei einem Mittelwert von 0,25 zwischen 0,1 und 0,6
liegt.
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2.3 Petrophysikalische und -chemische Grundlagen

Die Abhéngigkeit des Spektrums von ¢ wird in Abbildung 2.6 dargestellt. Bei wachsen-
dem ¢ wird sowohl das Magnituden- als auch das Phasenspektrum steiler (insbesondere
im Bereich des Phasenminimums, das in etwa bei zu wy,;, = 1/7 liegt).

1 - 1000
& 1 magnitude
‘b -
& -
2 1 c=0.5] o
2 . c=05 'c'ét
2 =
o 2
] o
N o
-
E
o]
=
0.1 4 10
102 10" 10° 10" 10 10° 10°

frequency f (Hz)

Abbildung 2.6: Abhéngigkeit des Betrags- und Phasenspektrums vom Cole-Cole Para-
meter c. Zeichnung aus [Kemna, 2000].

In Verbindung mit EM-Kopplungen, induktiven Effekten oder kapazitiven Kopplungen
von Kabeln untereinander oder mit dem Boden, treten allerdings auch Werte fiir ¢ nahe 1
auf. In diesem Fall findet man auch sehr kleine Werte fiir 7 (< 10~*s) im Vergleich zu den
sonst iiblichen Werten (zwischen 10~ und 10%s). Durch die weit auseinander liegenden
Phasenmaxima von Gestein und EM-Kopplung besteht die Méglichkeit, durch Erweite-
rung des Cole-Cole Modells um weitere, sogenannte Dispersionterme, nach Bestimmen
der Kurvenparameter die Kopplungsanteile rechnerisch zu entfernen (dazu | Telford et al.,
1990]). Der frequenzabhingige spezifische Widerstand stellt sich dann dar als:

= (1=m (1= ) e (U ) ) - e

Details zu diesem Thema finden sich in 5.1.

Neben dem Cole-Cole Modell, das zum Beschreiben des Spektralverhaltens besonders im
Fall elektronenleitender Materialien in der Erzexploration erfolgreich verwendet wurde,
gibt es andere Modelle, die im Fall von Sedimentgestein das Frequenzverhalten besser
anpassen. Ein spektraler Verlauf, der hdufig beobachtet wurde, besteht in einer sehr lang-
sam mit der Frequenz variierenden Phase (z.B. [Vinegar and Wazman, 1984]). Wichtig
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ist hierbei allerdings der Frequenzbereich. Bereits frither ([Voorhis et al., 1973]) wurde
ein Verhalten der Form
plw) =k - (iw)™° (2.18)

beschrieben, mit der Beschrinkung der Giiltigkeit auf den ,Frequenzbereich von Inter-
esse. k ist hierbei eine Konstante, b positiv und kleiner 1. Im gleichen Artikel wird
allerdings beschrieben, dass das gesamte Spektrum sich gut an das Drake-Modell in der
Form

pw) =k - (iw+w)™? (2.19)

anpassen ldsst. w;, bezeichnet als ,low-frequency pole®, ist die Frequenz, oberhalb derer
der Phasenverlauf hinreichend als konstant angesehen werden kann, bzw. 2.18 gilt. Uber-
legungen von der mathematischen Seite finden sich z.B. in [Shuey and Johnson, 1973]
bei denen das Spektralverhalten in Abhéngigkeit der Verteilung der Relaxationszeiten
betrachtet und dessen analytische Beschreibungen aufgestellt werden.

Das Modell der konstanten Phase, CPA (,constant phase angle®), besitzt allerdings nicht
nur das Phasenverhalten, das ihm seinen Namen gab, sondern auch ein bestimmtes Ver-
halten im Betrag. So gehorchen nach Bdrner [1991] Real- und Imaginéirteil praktisch
demselben Potenzgesetz beziiglich ihrer Frequenzabhingigkeit. Mit ¢’® = cos ¢ + isin ¢
und i = 'z ergibt sich unmittelbar aus 2.18

wo

6@) = —2b und o) = pu (2" (2.20)

Hierbei wurde k aus 2.18 durch p,w} ersetzt, um der Konstanten mehr Bedeutung zu
geben. wy, das urspriinglich mit w; aus 2.19 zusammenhéngt, ist eine (beliebige, aber oft
auf 1Hz gesetzte) Referenzfrequenz, bei der p(w) den Betrag p,, annimmt.

Auch zum CPA-Modell gibt es petrologische Modellvorstellungen, die allerdings recht
komplexe Gestalt annehmen. Das Bild besteht aus einer Kette von fraktal geschachtelten
ohmschen Widerstinden und Kapazititen, analog zu der Porenraumstruktur, die in [Pa-
pe et al., 1987] bereits als selbstédhnlich beschrieben wurde. Liu [1985] beschreibt dann
die Polarisation einer Elektrode mit fraktaler Oberflichenstruktur. Kulenkampff [1994]
zeigt, dass die fraktalen Eigenschaften der Porenraumstruktur bis zu den Grofenordnun-
gen des effektiven hydraulischen Radius vorherrschen, womit diese Gesetzméafigkeit also
bis zu den kleinsten, fiir den Transport relevanten Strukturen, giiltig ist.

Der elektrische Ersatzschaltkreis wird so aufgestellt, dass ein Zusammenhang zwischen
Widersténden und Kondensatoren einerseits und Teilvolumina eines fraktalen Poren-
raummodells andererseits besteht. Widerstédnde stehen fiir die auftretenden Reibungs-
prozesse, Kondensatoren fiir die elastischen Vorginge. Die Modellvorstellung zum Poren-
raummodell ist in Abbildung 2.7 dargestellt. Details finden sich in [Klitzsch, 2004].
Festzuhalten bleibt, dass das CPA-Modell hiufig Messdaten gut anpasst, aber im Fre-
quenzbereich nach oben und unten beschrinkt wird. Wie erwéhnt, erwartet man in beiden
Richtungen Phasen, die gegen Null gehen. Voorhis et al. [1973] zeigen an Porphyr eine
untere Giltigkeitsgrenze um 0,01Hz; im oberen Bereich wurde nur bis 10Hz gemessen,
wo das Modell noch giiltig war. Borner [1991] erweitert die Aussage durch Messungen an
Sedimentgesteinen auf bis zu 1kHz.
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grain of index O:

Abbildung 2.7: Fraktales Modell einer hierarchischen Struktur in einem Sedimentgestein.
Geometrische Poren mit Radius rg;:., Kapillaren des hydraulischen Mo-
dells mit effektivem Radius r.ss. Zeichnung aus [Pape et al., 1999].

2.4 Anwendungsmaoglichkeiten

Die Anwendungsméglichkeiten fiir die Induzierte Polarisation haben sich durch immer
weiter verbesserte Messtechnik im Laufe der Jahre stark erweitert. Zu Beginn wurde
IP besonders im Bereich der Exploration eingesetzt, nicht zuletzt, weil hier die Messef-
fekte sehr grofs waren. Spater kamen dann die Bereiche der Umweltgeophysik und, mit
Entdecken von Korrelationen zu Parametern aus der Hydrogeologie, auch dieses Gebiet
hinzu.

2.4.1 Mineral-, Ol-, und Gasprospektion

Vor allem in den Biichern [Luo and Zhang, 1998] und [ Telford et al., 1990] finden sich eine
Vielzahl von Feld- und auch synthetischen Beispielen aus dem Bereich der klassischen
IP-Anwendung.

Im Falle von elektronenleitenden Materialien treten die Vorteile der IP gegeniiber der
Geoelektrik deutlich auf. Neben dem Betrag der Leitfdhigkeit heben sich die gesuchten
Materialien (Beispiele fiir Kupfer, Eisen, Pyrit und Grafit in der o.g. Literatur) oftmals
durch groke Werte der Aufladbarkeit (z.T. {iber 60%) vom Hintergrund (m < 5%) ab.
Besonders signifikant ist aber die Zeitkonstante. Hier finden sich hdufig Werte {iber 7 =
1s, die damit um gut ein bis zwei Grofenordnungen iiber dem Hintergrundwert liegen. In
[Seigel et al., 1997] finden sich auch Beispiele mit 7 > 100s, wobei auf kiinstliche Quellen,
wie z.B. Pipelines oder Stromleitungen im Untergrund, hingewiesen wird, die ebenfalls
diese Effekte erzeugen konnen.

Im Bereich der Erdél- und Erdgasprospektion wurde IP auch erfolgreich eingesetzt. Hier
liegt der entscheidende Effekt nach Luo and Zhang [1998] im sekundéren Pyrit, das sich
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durch Reaktion von Sulfaten oder Eisen im Deckgestein mit Ol oder Gas bildet, welches
aus dem Reservoir aufgestiegen ist. Eine Charakteristik ist hier ein grofter Wert fiir den
Frequenzexponenten ¢ bis 0, 75. 7 und m (Beispiele 7 < 1s, m < 0, 1) haben hier deutlich
weniger Aussagekraft.

2.4.2 Umweltgeophysik

Im Bereich der Umweltgeophysik tritt, bedingt durch die verschiedenen Stoffkombinatio-
nen, die z.B. in einer Miilldeponie auftreten, eine Vielzahl von IP-Effekten auf.

Wie schon bei der Erzexploration, findet man erh6hte Aufladbarkeiten bei Vorhanden-
sein von elektronenleitenden Materialien, z.B. Metallschrott in einer Altlast. Die Werte
sind allerdings weit niedriger als in der Exploration. Ein Beispiel einer Altlast findet sich
z.B. in [Knddel et al., 1997], wobei schon Aufladbarkeiten um 3% sich sehr deutlich vom
Hintergrund abheben.

Neben den elektronenleitenden Materialien bewirken auch Anderungen im elektrolyti-
schen Leiter Messeffekte. Werden 16sliche anorganische Kontaminanten in die Porenfliis-
sigkeit eingebracht, steigt entsprechend die Ionenkonzentration und damit die elektrolyti-
sche Leitfahigkeit. Nach Grahame [1947] nimmt mit steigender Ionenkonzentration auch
die Dicke der Doppelschicht und damit der IP-Effekt ab. Die Doppelschichtdicke d wird

dabei berechnet als
[eoerkpT
=4 —. 2.21
d 2ne2v? ( )

Hierbei ist ¢y die Dielektrizitatskonstante des Vakuums, ¢, die relative Dielektrizitéts-
zahl, kp die Boltzmann-Konstante, T' die absolute Temperatur, n die Anzahl der Ionen
pro m? des Elektrolyts, e die Elementarladung und v die Wertigkeit der Ionen.

Aus dieser Gleichung erkennt man gleichzeitig einen anderen Effekt: Die Dicke der Dop-
pelschicht nimmt nicht nur mit steigender Ionenkonzentration ab, sondern auch mit ab-
nehmender Dielektrizitdtszahl. Dies wird besonders im Zusammenhang mit organischen
Kontaminationen beobachtet, die nicht 16slich sind. Petroleum hat z.B. einen Wert von
e =2,1 (bei 18°C, [ Vogel, 1997]) und senkt damit gegeniiber Wasser (e = 81, 1) die Dicke
der Doppelschicht um einen Faktor > 6, wenn es das Wasser als Porenfliissigkeit ersetzen
wiirde. Diese Uberlegungen werden bestiitigt durch Messungen an organisch kontaminier-
tem glazigenen Till ([Vanhala et al., 1992]). Hier wurden (im Frequenzbereich <10Hz)
verstirkt kleinere Phasen gemessen. Fiir hohere Frequenzen wurde allerdings auch ein
Anstieg der Phase beobachtet, was noch einmal die komplexen Vorginge bei Kontami-
nationen unterstreicht. So mafken Bérner et al. [1993] an olkontaminierten Tonen und
Sandsteinen. Als Resultat ergab sich ein erhéhter IP-Effekt bei den Tonen, eine Ernied-
rigung bei den Sandsteinen (fiir Sandsteine auch bestétigt von Vanhala [1997]).

Insgesamt bleibt festzuhalten, dass bei der Anwendung im Bereich der Umweltgeophysik
oft signifikante IP-Effekte auftreten, aber schon das qualitative Verhalten, z.B. bei der
Phase, aufgrund der komplexen Vorgénge unterschiedlich sein kann. Bei Deponieuntersu-
chungen hebt sich der Korper gegen den ungestorten Hintergrund neben IP-Effekten auch
oft durch stérkere laterale Variationen aufgrund der Heterogenitét des Materials ab. Ein
Beispiel fiir eine Deponie, die sich in der Aufladbarkeit deutlich besser abzeichnet als im
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Widerstand, wie man ihn bei einer Gleichstrommessung erhalten wiirde, ist in Abbildung
2.8 gezeigt. Hier wird der Vorteil der zusdtzlichen Informationen einer IP- gegeniiber einer
DC-Messung klar. Der Bereich der Deponie hebt sich bei der verwendeten Auslagenweite
nicht merklich gegen die Umgebung ab, zeigt aber starke IP-Effekte, die auf eine diinne
Schicht metallischer Inhaltsstoffe zuriickzufiihren sind. Eine andere Arbeit, die sich mit
der Problematik der Deponieerkundung mittels IP-Messung im Zeitbereich beschéftigt,
ist [Honig, 2002].
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Abbildung 2.8: Betrag des scheinbaren spezifischen Widerstandes und Aufladbarkeit m
tiber einem Deponiegeldnde. Zeichnung aus [Knddel et al., 1997].

2.4.3 Hydrogeologie

In Unterkapitel 2.3 wurde bereits mehrfach der Zusammenhang zwischen Porenraum-
struktur und IP-Effekt angesprochen, sodass man auch einen Zusammenhang zwischen
hydraulischer und komplexer elektrischer Leitfdhigkeit vermuten kann. Bei {iberwiegend
elektrolytischer Leitfahigkeit entsprechen die Wege des elektrischen denen des hydrau-
lischen Stroms. Um diese Zusammenhinge besser zu verstehen, sollen zunéchst einige
Parameter aus der Hydrogeologie eingefiihrt werden.

Die hydraulische Permeabilitit Ky, mit der Einheit m? (bzw. auch hiufig in Darcy
mit 1D = 107'2m? angegeben, aufgrund der oftmals kleinen Werte), ist ein MaR fiir
die Durchléssigkeit eines pordsen Mediums gegeniiber einem Fluid. Fiir ein einfaches
Kapillarrohren-Modell setzt die Kozeny-Carman Gleichung ([Kozeny, 1927|, |Carman,
1956]), die die Permeabilitat mit der Porositét koppelt, in abgewandelter Form Kp in
Beziehung zum effektiven Porenradius 7.f¢ und dem Formationsfaktor F' (z.B. [Pape
et al., 1999]):

Ters
Ky=-= 2.22
y ="t (222
In einer urspriinglicheren Form trat die Beziehung
1
Ky=—+ (2.23)
2FS2,
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auf. Hierbei ist Sy, die auf das Volumen normierte innere Oberfliche. Fiir eine zylin-
drische Kapillare mit Radius 7.y und Lénge [ ist dann Spo, = (277¢f 1)/ (7T’I"gf ) =2/r
und es folgt 2.22.

Der Formationsfaktor F', der schon in 2.10 eingefiihrt wurde, stellt fiir den Fall der Voll-
sattigung (S = 1) den Proportionalitdtsfaktor zwischen spezifischem Widerstand des
Gesteins und des Porenfluids dar, eine fast ausschlieblich elektrolytische Leitfahigkeit
vorausgesetzt.

Beriicksichtigt man weiterhin den fraktalen Charakter der Porenraumstruktur, &ndern
sich die Proportionalitéten zwischen Ky und Sy, zu ([Pape et al., 1987]):

1
Kygyo ——rn—r
Fg2/(3-D)

por

(2.24)

Hierbei ist D die fraktale Dimension der inneren Oberfliche, die fiir die meisten Gesteine
zwischen 2,0 und 2,5 variiert ([Pape et al., 1999]). An Sandsteinproben wurde ein Wert
von 2, 36 gemessen und fiihrt damit auf eine Potenz von etwa 3, 1 fiir Sy, im Unterschied
zum einfachen Modell nach 2.23.

Zur Bestimmung von Ky werden noch Werte fiir Sy, und F' ben&tigt. Aufgrund der
Beziehungen zwischen Grenzflachenleitfdhigkeit, Imaginérteil der Leitfdhigkeit und Gro-
e der Grenzfliche, erwartet man einen Zusammenhang zwischen Sy, und (o) und
auch weitere zu F bzw. dann K. Vorab soll noch der Schritt von der Permeabilitét
zum Durchléssigkeitsbeiwert k; gemacht werden, da er die Proportionalitdten hier noch
unverdndert 13sst.

Bei der Berechnung von k; werden die Eigenschaften des Porenfluids beriicksichtigt, wie
Dichte p;, y; und dynamische Viskositét 7. Auch die Schwerebeschleunigung g fliefst ein.
Damit 13sst sich der ky-Wert schreiben als:

_ Ky - pm,f1-9

:
! n

(2.25)
Bei Standardbedingungen (g = 1023, pm,j1 = 1000% und 1 = 1073Pa - s) entspricht
damit ein Darcy etwa 10~° . Die Einheit m/s entspricht einem auf die Querschnittsfléche
A normierten Volumenstrom Q (m/s = m?3/s/-1/m?), womit sich k; auch in der Form

- Q Al

darstellen 1&t. Der hintere Term steht dabei fiir das Reziproke des hydraulischen Gradi-
enten Ah/Al mit Hohenunterschied Ah und Flieklange Al. Aufgrund der Unabhéngigkeit
der weiteren Parameter iibertragen sich die Proportionalititen von Ky auf k;. Im Wei-
teren wurden verschiedene empirische Relationen formuliert, um k; zu berechnen.

Bérner et al. [1996] zeigen eine Moglichkeit der kj-Bestimmung auf, die einigen Ein-
schrénkungen unterworfen ist:

e Das CPA-Modell sei anwendbar fiir Frequenzen unter 1kH z.
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2.4 Anwendungsmdoglichkeiten

o Grenzflachenleitfahigkeit und imagindrer Anteil der Leitfahigkeit seien linear ab-
héngig von Spo.

e 1, das bereits im Zusammenhang mit 2.12 benutzte Verhéltnis von Imaginér- zu
Realteil der Grenzflachenleitfahigkeit, sei unabhéingig von der Zusammensetzung
und Verteilung des Porenfluids.

Fiir Lockersedimente (Kies, Sand und Silt) wird dann die Beziehung
1
- FS¢

por

ky

(2.27)

eigefithrt, mit 2,8 < ¢ < 4,6. Verglichen mit Gleichung 2.24 entspricht dies einer frak-
talen Dimension D zwischen etwa 2,29 und 2, 57 und diese liegt damit in einem sinnvollen
Bereich zwischen 2 und 3, auch wenn man genauer einen Wert unter 2, 36 der Sediment-
gesteine und damit ¢ < 3,1 erwarten wiirde.

Die Bestimmung von F' geschieht iiber Umstellen der Gleichung 2.11 unter der Annahme
von Vollsdttigung. Entsprechend ergibt sich der Formationsfaktor zu

R(o0) — SI(00)/! (: R(o0) — S(oine) /1 = R(oo) — %(Uint)> . (2.28)

Hierbei ist o,, wieder die Fluidleitfdhigkeit, oy die Gesamtleitfahigkeit (bei Abwesenheit
von Elektronenleitern) und o;,,; die Grenzflichenleitfahigkeit. Aufgrund der rein reellen
elektrolytischen Leitfdhigkeit ist der Imaginérteil der Gesamtleitfahigkeit gleich dem der
Grenzflachenleitfdhigkeit. [ variiert hierbei zwischen 0,01 und 0, 15, wobei fiir Lockerse-
dimente meist ein Wert von 0,1 gewéhlt werden kann.

Die Bestimmung von S, stellt sich als direkte Abhéngigkeit von der imaginéren Leitfa-
higkeit dar. Dies macht insofern Sinn, als dass die innere Oberfliche und die imaginére
Leitfahigkeit eng zusammenhingen. Bei nicht starker Variation der Zusammensetzung
des Porenwassers und des Formationsfaktors finden Bérner et al. [1996]:

F=

-1
1
Spor =a- %(UO) ’ mit a = 87 6- 104 <%> pm (229)

wm

Unter den erwdhnten Einschrénkungen lassen sich also iiber Real- und Imaginérteil der
(Gesamt-)Leitfdhigkeit Formationsfaktor F' (2.28), die auf das Volumen normierte innere
Oberflache Spor (2.29) und schlieklich der Durchlassigkeitsbeiwert kf (2.27) bestimmen.

Ein weiteres Modell ist das so genannte Korngréfen-Modell nach Slater and Lesmes
[2002]. Es wird aus Labormessungen fiir Lockersedimente aufgestellt. Analog zu dem
bereits besprochenen Ansatz wird versucht, I(og) in Beziehung zu Sy, zu setzen. Die
lineare Beziehung (2.29) kann dabei fiir die verwendeten Proben (Silt, Sand, Till in
natiirlichem Zustand wie in kiinstlichen Mischungen) nicht bestétigt werden. An diese
Stelle tritt

Spor /2000 - (S(co(1Hz))? . (2.30)

23



2 Grundlagen zur Spektralen Induzierten Polarisation

Hierbei gilt p = 0,5 + 0,2. Es wird hier kein Spektrum, sondern nur ein Wert fiir 1Hz
benétigt. Auf dem Weg zur Bestimmung von kf wird (im Gegensatz zu 2.27) nur eine
sehr leichte Abhéngigkeit von F' festgestellt, sodass ks iiber Sy, (2.30) direkt in Bezug
zum Imaginérteil der Leitfahigkeit gesetzt werden konnte.

Es ist allerdings so, dass auch die Beziehung zu S, gemieden und dafiir die stérkere
Korrelation zwischen S (o¢) und dio genutzt wird. Mit dyg wird die Korngrofe bezeichnet,
bei der 10 Gewichtsprozent der Probe kleiner sind. Die festgestellte Beziehung ist nun

I(ag) = 0,005 - (d19) " . (2.31)

Mit djp in mm und b= 1,0+ 0,1 ergibt sich I(o¢) in uS/cm.

Im Weiteren wird eine Beziehung zwischen k; und dig benutzt, die (bis auf die feh-
lende Temperaturabhéngigkeit) in der Form der Hazen-Gleichung (z.B. [Holting, 1996])
entspricht. Es ergibt sich die Beziehung

ki =0,002- (di)?, (2.32)

die zusammen mit 2.31 den gesuchten Bezug herstellt. Hierbei gilt d = 1,3 4+ 0,2. Ohne
direktes Benutzen von S, folgt die Gleichung

kf=m-(3(o9)) " . (2.33)

Es ist m = 0,000240, 00003 (Toleranz korrigiert nach [Klitzsch, 2004]) und n = 1,140, 2.
Fiir (og) in pS/m ergibt sich ky in m/s.

Man erhélt also eine Beziehung, die keine direkte Abhéingigkeit zum Realteil der Leitfa-
higkeit beinhaltet. Dies ist insofern bemerkenswert, als dass der Realteil enger mit dem
Porenraum, der Imaginérteil mit der Grenzflaiche zusammenhéngt. Die Permeabilitét ist
zwar mehr Volumen-korreliert (ebenso wie djg), aber die starke Beziehung 2.31 ermog-
licht ein Wegfallen des Real- zugunsten des Imaginérteils.

Neben den beiden vorgestellten Ansétzen gibt es noch eine Vielzahl weiterer empirischer
Modelle. So korrelieren z.B. Sturrock et al. [1999] die Relaxationszeit 7 eines angepassten
Cole-Cole Modells (siehe 2.3.3) mit der mittleren Korngrofe, ¢ hingt mit der Breite der
Verteilung zusammen. Mehr dazu findet sich unter anderem in [Kemna, 2000] und [Zis-
ser, 2005]. In Letzterem werden auch Felddaten benutzt, insbesondere auch Daten, die
in dieser Arbeit unter dem Gesichtspunkt der Inversion zur komplexen Leitfdhigkeit des
Untergrundes benutzt werden. Es zeigte sich, dass fiir diese Daten die Anpassung nach
[Borner et al., 1996| giinstiger ist als nach [Slater and Lesmes, 2002].

Insgesamt bleibt festzuhalten, dass bei den verschiedenen Modellen oftmals die Giiltigkeit
einer Vielzahl von Annahmen gefordert wird und die Anpassung nur fiir bestimmte Ma-
terialien im Labor erprobt ist. Die SIP bietet zwar theoretisch eine nichtinvasive Methode
zur ky-Bestimmung, die zudem kostengiinstig und schnell ist und auch keine Labormes-
sungen erfordert, aber in der Realitédt ist man von den Idealfdllen meist entfernt.
Probleme in der Anwendung sind z.B. das Skalenproblem (Ubertragen der Laborergebnis-
se ins Feld), der Einfluss der Zusammensetzung des Porenfluid (s.a. 2.4.2), die Séttigung
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2.4 Anwendungsmdoglichkeiten

(in [Kemna et al., 2004] wird sie in einem Ansatz ins Borner-Modell einbezogen), die An-
wesenheit von Elektronenleitern oder auch hydraulisch ineffektive Porenrdume, die aber
einen IP-Effekt verursachen.

Insgesamt kann man also noch nicht erwarten, mit den bestehenden Erkenntnissen nur
aufgrund von IP-Messungen direkt den k;-Wert zu bestimmen. Es ist vermutlich aber
moglich, die Anzahl der nétigen Bohrungen und Gesteinsproben deutlich zu reduzieren.
Auch dies wire ein grofer Schritt.

AbschlieRend sei noch mit Tabelle 2.4 ein Uberblick iiber in der Praxis auftretende Wer-
te fiir k; gegeben. Ahnlich wie die elektrische Leitfahigkeit, variiert der Parameter iiber
viele Grofenordnungen.

Material logio(ky) (m/s)

reiner Kies -2 - -1
grobkorniger Sand ~ —3
mittelkorniger Sand -4 - -3
feinkdrniger Sand -5 - -4
siltiger Sand -7 - -9
toniger Silt -8 - -6

Ton <-8

Tabelle 2.4: k¢-Werte aus dem Bereich der Lockersedimente, nach [Zisser, 2005].
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3 Theorie zur Inversion

Ein allgemeines Inversionsschema besteht aus einer wiederholt durchlaufenen Schleife von
der Berechnung synthetischer Messdaten zu einem gegebenen Untergrundmodell, dem
Vergleich zu den realen Messdaten und der Verdnderung des Modells bis die Modellant-
wort hinreichend mit den beobachteten Werten iibereinstimmt. Der Teil des Zyklus, der
dabei aus dem bekannten Untergrundmodell die synthetischen Messdaten berechnet, ist
die sogenannte Vorwartsrechnung. Der Gesamtprozess, die Inversion, hat die dazu gegen-
teilige Aufgabe der Bestimmung des unbekannten Modells zu gegebenen Messdaten.

3.1 Die Vorwairtsrechnung

Die Vorwértsrechnung hat zur Aufgabe, aus einer bekannten Leitfahigkeitsverteilung des
Untergrundes bei bekannter Messkonfiguration (Elektrodenpositionen, Stromstérke, etc.)
die Werte fiir die komplexen scheinbaren Widerstande zu berechnen, die man bei gegebe-
nem Modell beobachten wiirde. Hierbei werden die durch die Stromeinspeisung verursach-
ten Potentiale an den Potentialelektroden berechnet und addiert, danach die Spannung
als Potentialdifferenz zwischen den Spannungselektroden bestimmt. Uber die bekannte
Messgeometrie und den zugehorigen Konfigurationsfaktor ermittelt man dann den schein-
baren Widerstand.

Um die Potentiale berechnen zu kénnen, werden in 3.1.1 die geltenden Gleichungen ein-
gefiihrt, 3.1.2 zeigt dann eine Moglichkeit der numerischen Umsetzung.

3.1.1 Physikalische Grundgleichungen

Grundlage der Berechnung sind die Maxwellschen Gleichungen:

VxH =7 (3.1)
o OB
= —— 2
VxE o (3.2)
V-B = 0 (3.3)
V-D = ¢

Hier sind H die magnetische Feldstarke, E die elektrische Feldstérke, B die magnetische
Flussdichte, D die elektrische Verschiebungsdichte, j die Stromdichte und ¢ die elektrische
Raumladungsdichte.

Zunéchst soll das Ampeéresche Gesetz (3.1) weiter betrachtet werden. So ldsst sich die
Stromdichte in drei Anteile aufspalten: Leitungsstromdichte it Verschiebungsstromdichte
jo und Quellstromdichte j; (Notation weitgehend nach [Knédel et al., 1997], in Teilen

27



3 Theorie zur Inversion

nach [Telford et al., 1990]). Die Anteile lassen sich jeweils noch iiber elektrische Grofen
beschreiben und man erhalt

f=ﬁ+fu+fs:aﬁ+%—?+d-5(F—Fs), (3.5)
mit elektrischer Leitfdhigkeit o, d Strommoment, 75 Position des Dipols und ¢ Delta-
Funktion in drei Dimensionen ([ ] = m™3). d ist von der negativen zur positiven Elektro-
de gerichtet, sein Betrag ist das Produkt von Stromstérke und Dipolldnge. § steht fiir die
Singularitit des Quellstroms. (Eine Integration liefert 1, falls der Ursprung, also 7= 7%,
eingeschlossen ist.)

Will man nun die Gréfenverhiltnisse bei einer sinusférmigen Zeitabhiingigkeit ¢! zwi-
schen Leitungs- und Verschiebungsanteil vergleichen, so kann man

—

D=c¢w)-E (3.6)

benutzen, mit der Dielektrizitdtskonstante € (e = €, - €y, €9 Dielektrizitdtskonstante des
Vakuums und e relative Dielektrizitétszahl) und erhélt das sogenannte ,magnitude ratio*
([Lowrie, 1997])

—

7 _ wle(w)
al - low)
Fiir ein extrem grofes Verhéltnis (hohe Frequenz und niedrige Leitfdhigkeit) fiir unsere
Anwendungen von w = 27 - 1000H z, |e(w)| = 10 - 8,852 - 1071245/Vm und |o(w)| =
10~%S/m ergibt sich noch immer ein Wert von etwa 0,006 < 1, der zumeist noch deutlich
unterschritten wird.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass € und ¢ nicht, wie im allgemeinsten Fall nétig, als

(3.7)

Tensoren, die zudem Funktion von Temperatur, Druck, etc. sein kénnen, angenommen
werden, sondern als komplexwertige skalare Grofen. Bereits in 2.3 wurde festgestellt,
dass das angelegte elektrische Feld und die Stromdichte nicht immer in Phase sind und
o als komplexwertig eingefiihrt.
Bildet man die Divergenz von 3.1 unter Vernachlidssigung der Verschiebungsanteile, so
ergibt sich

V-j=-Vjs. (3.8)

Auferhalb der Quellen folgt dann mit ;l aus 3.5 die Gleichung, die das elektrische Feld
direkt mit der Stromdichte verbindet, das Ohmsche Gesetz:

=

j=ow)- (3.9)

Analog zur Stromdichte folgt auch die elektrische Verschiebungsdichte nicht unmittelbar
dem elektrischen Feld und ist komplexwertig. Mit Einsetzen fiir j; in 3.8 ergibt sich als
quasi-statische Ndherung

V-(a(w)-E’)Jrvjs:o. (3.10)

Hierbei beinhaltet die komplexe Leitfdhigkeit nun alle relevanten Effekte im betrachte-
ten Frequenzbereich, inklusive der Beitrige der Polarisation im Imaginirteil. Mehr zur
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3.1 Die Vorwértsrechnung

Uberlegung, wie die komplexen Anteile von € und o interpretiert werden konnen, findet
sich in [Kemna, 2000]. Der Zusammenhang zwischen Zeit- und Frequenzbereich iiber Fal-
tungsintegrale und Laplace- bzw. Fourier-Transformation ist z.B. in [Shuey and Johnson,
1973] beschrieben.

In der numerischen Umsetzung wird aus Griinden der Vereinfachung weiterhin angenom-
men, dass induktive Effekte vernachldssigbar sind und also

0B

g 9B _
VX ot

0 (3.11)

gelte. Damit kann E iiber ein Potentialfeld U dargestellt werden:
E=_-VU (3.12)

Die Annahme, dass keine induktive Kopplung beriicksichtigt werden muss, ist dadurch zu
erfiillen, dass die gewéhlten Frequenzen hinreichend klein sind (in der Regel fiir < 10Hz
erfiillt) oder die Daten vor der weiteren Betrachtung korrigiert werden. Zu Letzterem
mehr in Unterkapitel 5.1.

Es ergibt sich die Gleichstrom-Grundgleichung aus 3.10 zu

V- (o(w) -VU)=V-J, . (3.13)

Mit dem Ohmschen Gesetz (3.9) ergibt sich fiir eine Punktquelle auf einem homogenen
Halbraum ein elektrisches Feld mit radialer Ausrichtung:

I oU
== 14
2mrio or (3.14)

und damit das Potential s
U(r) = . (3.15)

2mor

In der Praxis hat man meist zwei Elektroden, an denen Strom in den Boden gespeist wird
und zwei weitere, zwischen denen eine Potentialdifferenz gemessen wird. Hierbei addieren
sich die Potentiale der Stromelektroden skalar und fiir eine allgemeine Konfiguration, wie
sie in Abbildung 3.1 dargestellt ist, ergibt sich unter entsprechender Benutzung von 3.15
die gemessene Spannung V zu

1,1 1 1 1

Der Konfigurationsfaktor K setzt nun den spezifischen Widerstand mit dem Verhaltnis
von Spannung und Stromstéirke in direkte Beziehung:

-1
R 1)
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung einer allgemeinen Vierpunktanordnung. Zeich-
nung aus [Knddel et al., 1997].

Falls kein homogener Halbraum vorliegt, ergibt sich bei Berechnen von p nach 3.17

der bereits zuvor erwihnte scheinbare spezifische Widerstand p, (siehe auch [Spies and
Eggers, 1986]). In der Realitdt werden sich meist Effekte aus Gebieten besserer und
schlechterer Leitfahigkeiten zu diesem Wert iiberlagern.
In dieser Tatsache zeichnet sich bereits ab, dass es oftmals mehrere Untergrundmodel-
le geben kann, die bei der Messung denselben scheinbaren Widerstand bzw. dieselbe
Spannung (bei gleicher Stromeinspeisung) erzeugen. Wie dieses Mehrdeutigkeitsproblem
behandelt werden kann, ist ein Schwerpunkt von Unterkapitel 3.2.

3.1.2 Umsetzung mittels Finiter Elemente

Da weite Teile des Basisprogrammes unter Benutzung von [Kemna, 2000] als Vorlage
erstellt wurden, soll auch im Folgenden die Notation weitgehend iibernommen werden.

Jede Vorwirtsrechnung hat im Prinzip bei gegebenem Untergrundmodell fiir die Leitfa-
higkeit o und bekanntem Einspeisestrom die Potentiale an den Spannungselektroden zu
berechnen. Dazu muss die Differentialgleichung 3.13 geldst werden. Vom Typ her handelt
es sich dabei um eine Poisson-Gleichung (Au = — f), in drei Dimensionen ausgeschrieben
als

0y (00,U) + 0y(00,U) + 0,(00,U) = —16(x — x5)0(y — ys)0(2 — 25) . (3.18)
0; wird hierbei abkiirzend verwendet fiir a%. Die gegebenen Randbedingungen haben
dabei allgemein die Form

00U+ freU =0, (3.19)

mit n als d&ukere Normalenrichtung und Spg als eine (reellwertige) Konstante, die den
Randtyp festlegt. Spp = 0 fithrt z.B. zu der Forderung 9,U = 0 (da o # 0) und fordert
damit, dass kein Strom senkrecht zur Oberflache flieftt. Mehr hierzu zum Ende des Un-
terkapitels.
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3.1 Die Vorwértsrechnung

Oftmals ist eine Behandlung in drei (rdumlichen) Dimensionen numerisch noch zu auf-
wandig oder aufgrund der geologischen Verhéltnisse nicht nétig. Geschieht dann die Lo-
sung in zwei Dimensionen, wird das Potential aus den drei rdumlichen in zwei rdumliche
Dimensionen und Wellenzahlbereich transformiert. Weil es sich um eine gerade Funkti-
on handelt (punktsymmetrisches Potentialfeld), kann eine Fourierkosinustransformation
benutzt werden (Streichrichtung sei y):

Ulx,k,z) = 2/000 U(x,y, z) cos(ky)dy (3.20)

Es sind k die Wellenzahl und U das transformierte Potential. Unter Verwendung von 3.20
ergibt sich eine Gleichung vom Helmholtz-Typ (Au + k*u = —f) mit

0u(00,U) — ok*U + 0.(00.U) = —I8(x — x5)0(z — 25) . (3.21)

Die Transformation erfolgt fiir diskrete Wellenzahlwerte (typische Grofenordnung: ~ 12)
und es folgt die Riicktransformation nach

U(z,y,z) = 1 /000 Ulx, k, z) cos(ky)dk . (3.22)

™

Die Notation folgt hierbei weitgehend [Kemna, 2000] bzw. [Hohmann, 1988| (bildet

aber keinen Unterschied zur auch auftretenden Schreibweise mit Faktor \/g fiir beide

Transformationsteile). Erstere Arbeit beinhaltet auch im Anhang eine Betrachtung des
Fehlers in Abhédngigkeit von der Anzahl der diskreten Wellenzahlen. Die Integration
wird -dhnlich zu dem Vorschlag von LaBrecque et al. [1996]- aufgespalten in einen
Bereich kleiner Wellenzahlen (k < 1/(27pin), mit 7pmin kleinster Abstand zwischen zwei
Elektroden in der Anordnung) und einen grofer Wellenzahlen. Dies begriindet sich
in dem unterschiedlichen Verhalten der Funktion, insbesondere einer logarithmischen
Singularitdt bei Null. Die unteren Wellenzahlen werden iiber Gauf-Quadratur, die
oberen iiber Gauf-Laguerre Polynome bestimmt. Mehr zu den mathematischen Zusam-
menhéngen und der numerischen Umsetzung findet sich in [Bronstein and Semendjajew,
1991] bzw. [Press et al., 1992].

Die numerische Losung der Differentialgleichungen 3.18 bzw. 3.21 unter Beriicksichtigung
der entsprechenden Randbedingungen kann auf verschiedene Weisen erfolgen. Fine der
bekanntesten Methoden ist die der Finiten Differenzen (FD). Bei dieser Methode wird
die Differentialgleichung direkt gelost. Der Raum wird in (quaderférmige bzw. recht-
eckige) Gitterzellen zerlegt und darauf die diskreten Werte fiir Leitfahigkeitsgradienten,
Ableitungen (erste und zweite) der Potentiale und Quellterme bestimmt. Zusammen mit
den Randbedingungen ergibt sich ein diinnbesetztes lineares Gleichungssystem, das nach
bekannten Verfahren gelost werden kann. Spitzer [1995] zeigt eine Anwendung fiir die
Gleichstromgeoelektrik, bei der das System symmetrisiert und dann mittels konjugierter
Gradienten geldst wird.

Eine nicht direkte Losung stellt die Randintegralmethode dar, die fiir eine Fiille von
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3 Theorie zur Inversion

technischen Anwendungen geeignet ist und die Differentialgleichung auf einem Gebiet in
eine Integralgleichung auf den Rand des Gebietes transformiert. Eine flexible Anwendung
aus dem Geoelektrik-Bereich, die auch fiir Bohrlochdaten geeignet ist, findet sich in
[Lesur et al., 1999].

Die in dieser Arbeit verwendete Methode ist die der Finiten Elemente (FE). Ahnlich
wie bei der FD-Methode, wird das Gebiet zunédchst wieder in kleine und geometrisch
einfache Teilgebiete zerlegt. In diesem Fall ist die Netzgenerierung allerdings flexibler
und es sind auch Dreiecke erlaubt, die dariiberhinaus auch mit anderen Elementen
kombiniert werden koénnen. Es sind sogar krummlinige Elemente moglich (z.B. [Schwarz,
1984]). Damit kann grundsétzlich (unter Beriicksichtigung bestimmter geometrischer
und topologischer Bedingungen) jede beliebige Form nachgebildet werden. Insbesondere
im Falle von Messungen auf unebenem Gelénde ist dies von Vorteil.

Bei der FE-Methode wird benutzt, dass die Losung der Differentialgleichung unter
Beriicksichtigung der Randbedingungen gleichzeitig Losung eines Variationsproblems ist.
Fiir das Verstindnis der FE-Methode ist dabei folgender Satz von zentraler Bedeutung
(z.B. [Richter, 1995]):

Satz 1 Im Gebiet G C R? seien a1, as, as, f und g als Funktionen der Raumkoordinaten
(x,y,2)! € G gegeben. Die Oberfliche OG des Gebietes besitze die Parameterdarstellung

0G = {(z,y,2)"s2 = z(s1, 82),y = y(s1,82), 2 = 2(s1, 82)}

mit (s1,s2)! € S. Auf ihr seien by und by als Funktionen der Oberflichenkoordinaten s
und sy gegeben.

Unter allen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen w, die zu einer vorgegebenen
Funktion h die Randbedingung

w = h(s1, s2) auf 0G1 C 0G

erfillen, sei diejenige Funktion gesucht, die den Ausdruck
1 2 2 2 2
I(w) = 3 (a10;w + az0,w + azd;w — fw) — gw | dzdydz
G
1
+ / (—blw2 — wa)dsldSQ (323)
oG 2

extremal werden lisst. Die gesuchte Funktion u geniigt dann in G der Randwertaufgabe,
bestehend aus der Differentialgleichung

Oz (a10zu) + 0y(a20yu) + 0;(azdu) + f-u+g=0

und den beiden Randbedingungen

u = h(s1, s2) auf 0G; und
a10,ung + a2dyuny + azdun, + byu — by auf Gy = 0G\0G, .
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3.1 Die Vorwértsrechnung

Hierbei sind ng,n, und n. die Komponenten des Normalenvektors n, der von der Teil-
oberfliche 0Go nach auflen weist.

Mit diesem Satz (Beweis siehe z.B. [Richter, 1995]) ist die Losung der Differentialglei-
chung auf ein Variationsproblem zurilickgefithrt. Man erkennt deutlich den Zusammen-
hang zur zu 16senden Differentialgleichung 3.18, indem man a1 = a3 = a3 = o, u = U,
f = 0 setzt und ¢ mit dem Quellterm identifiziert. Im Allgemeinen besteht iiber die
Wahl verschiedener Werte fiir a1, ao und a3 die Moglichkeit, die Losung fiir anisotrope
Leitfdhigkeiten zu bestimmen.

Das Problem ist nun, aus der Vielzahl der moglichen Funktionen die Lésung zu finden.
Der Ansatz von Ritz (z.B. [Schwarz, 1984]) begniigt sich mit einer N&herungslésung und
schrénkt den Losungsraum ein. Diese Losung u* soll dargestellt werden als Linearkom-

bination eines Satzes linear unabhéngiger Funktionen (po(x),. .., pm(x), € G):
m
u(x) = polx) + Zak cprp(z) ,zeG. (3.24)
k=1

Die Koeffizienten oy sind noch zu bestimmen. ¢ soll hierbei die vorgegebenen (inhomo-
genen) Randbedingungen erfiillen, die restlichen Ansatzfunktionen sollen auf dem Rand
verschwinden. Das zugrunde liegende Variationsproblem wird in diesem Ansatz noch ver-
allgemeinert. Gesucht ist nun unter allen Funktionen diejenige Funktion u*, fiir die der
Ausdruck

/ F(z1,..., N, U, Ogy Uy ..., Opp .. .)dVN
G

extremal wird. Die Ableitungen des Integrals nach «; (j = 1,...,m) werden Null gesetzt
und im Falle linearer Differentialgleichungen erhilt man ein lineares Gleichungssystem
fiir die gesuchten Koeffizienten.

Auch dieser Ansatz erweist sich allerdings nur als bedingt praktikabel. Die Schwachstellen
sind:

e Fiir komplex strukturierte Rénder sind Ansatzfunktionen, die den Randbedingun-
gen geniigen, schwierig zu finden.

e Die Ansatzfunktionen kénnen im Allgemeinen nur schwer integriert werden.

e Fiir eine hinreichend genaue N#herungslésung werden zu viele Ansatzfunktionen
bendtigt. Das Gleichungssystem wird (bei im Allgemeinen vollbesetzter Koeffizien-
tenmatrix) zu grof.

Entsprechend muss der Ansatz weiter optimiert werden. Der Ansatz von Galerkin bietet
eine Erweiterung auf Differentialgleichungen wie aus Satz 1, allerdings mit agdyu auf der
rechten Seite. Die hier gemachten Verallgemeinerungen sind aber noch nicht hinreichend.
Der entscheidende Schritt zur FE-Methode ist es, die Forderung nach Stetigkeit oder
sogar Differenzierbarkeit der Ansatzfunktionen auf dem Gebiet G aufzugeben. Mit An-
satzfunktionen, die in einem Teilbereich (dem jeweiligen Element) polynomial und au-
flerhalb Null sind, 16sen sich die aufgefiihrten Schwierigkeiten. Unter Hinzunahme von
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3 Theorie zur Inversion

Stetigkeits- und Glattheitsbedingungen ergibt sich ein eindeutig losbares Gleichungssys-
tem fiir die Polynomkoeffizienten. Der Weg zum Aufstellen des Gleichungssystems soll
fiir ein allgemeines Beispiel in zwei Dimensionen kurz skizziert werden. Danach kann der
Bezug zu den hier benétigten Differentialgleichungen hergestellt werden.

Gegeben sei die Differentialgleichung

Oy (a1 - Opu) + Oy(az - Oyu) + f-u+g=0, (3.25)

mit (z,y) € G C R?. Hier kann iiber a; = ay = 0, u = U, g Quellterm und f = ok?
der Bezug zu Gleichung 3.21 hergestellt werden. Erneut besteht die Moglichkeit zur
Verwendung von Anisotropie und das Problem soll allgemein gelost werden. Auf 0G
seien weiterhin die Randbedingungen ai0,un, + a20yun, + bju = by zu erfiillen. Dann
wird die Variationsaufgabe

I(u) = /G (%(m@iu + az@ju — fu2) — gu) d(z,y) + /8G (%blzﬁ — b2u> ds (3.26)

zugewiesen. Nach Zerlegung des Gebietes in m Elemente Dq,...,D,,, auf denen die
Koeffizienten der Differentialgleichung als konstant angesehen werden, schreibt man die
Néaherungslosung u* als u* = >, ;(z,y). Hierbei ist ¢; die Ansatzfunktion, die auf
D; polynomial ist und sonst Null. Gleichung 3.26 wird damit zu

I(u*) = Z/D % (a1(8x90j)2 + az(aygoj)Q — fgo?) d(x,y)

+ / —g¢;) d(z,y) + / (blso bztp>d
Z D; ’ Z GNAD; J ’

m

— ZIj - (3.27)

Fiir einfache Elemente ist eine lineare Transformation auf ein Standardelement moglich.
Ohne Randterm lasst sich das j. Teilintegral dann schreiben als

(s 1 _ _ _ _ i
Ij,D = u(])t . 5 . (Jj,nSn + 2(7]"12512 + O_j’22822 — NjM) . u(]) (328)

— GV (D) .

Hierbei sind 0,11, 0,12 und 0,22 Grofen, die von a1 und as aus der Differentialgleichung
sowie von der Lage des jeweiligen Elements abhéngen. p; hangt anstatt von a; bzw. as
von f ab, ; von g und p; von ag. Die Matrizen S11, S12, Soo und M sind dagegen konstant
und hingen nur vom Elementtyp (z.B. Dreieck oder Parallelogramm) und Grad der An-
satzfunktion (z.B. linear oder quadratisch) ab. Fiir ein trianguliertes Gebiet mit linearer
Ansatzfunktion sind die Steifigkeitselementmatrizen (S;;) und die Massenelementmatrix
(M) konstant. Die Namen kommen noch aus dem friihen Anwendungsbereich der FE-
Methode, der Baustatik.

Durch Nullsetzen der Ableitungen kann nun das Variationsproblem gelést werden:

0 = (011511 + 2012512 + 0592599 — pj M) - @) — b . (3.29)

34



3.1 Die Vorwértsrechnung

Durch Auffiillen von Nullen kénnen die Vektoren @) und die symmetrischen Matrizen
(5’11, 5'12, So9 und M ) sowie b nun in einem Gleichungssystem zusammengefasst werden.
Fiir die Randbedingungen in Gleichung 3.19 ist noch b; durch Srpp und by durch 0 zu
ersetzen. Die Ableitung der Randintegrale fiihrt auf Gleichungen der Form 0 = B;-C -
@9D3) wobei C' eine symmetrische Matrix ist, die von der Kantenlinge des Randstiickes
abhéngt. Diese Gleichungen fliefen noch in die Gesamtmatrix ein. (Details weiter unten.)
Das vollstédndig Problem besitzt dann die Form

-

S-U=¢, (3.30)

mit einer symmetrischen Matrix S und einem konstanten Vektor . Die Losung des Systems
erfolgt nun nach Bandbreitenreduktion durch einen Cuthill-McKee Algorithmus (&hnlich
in [Schwarz, 1991]) iiber eine komplexe Version der Cholesky-Zerlegung und nachfolgen-
dem Vorwirts- und Riickwértseinsetzen. Als einfache und effiziente Vorkonditionierung
wurde diagonales Skalieren gewdhlt. Mehr zu den mathematischen Einzelheiten z.B. in
[Schwarz, 1997].

Auf der physikalischen Seite sind noch die Behandlung der Stromquelle und der Rand-
bedingungen naher zu betrachten.

Die Delta-Distribution kann im diskretisierten Raum nicht hinreichend genau wiederge-
geben werden. Entsprechend treten im Bereich der modellierten Singularitdt numerische
Fehler auf. Diese konnen durch Benutzen einer analytischen Losung verringert werden.
Das Konzept des ,singularity removal“ ([Lowry et al., 1989]) sieht vor, das Potential
eines homogenen Halbraums mit Hintergrundleitfdhigkeit oy analytisch zu bestimmen
und dann die weitere Berechnung als Bestimmung von sekundéren Potentialen aufgrund
von Abweichungen der Leitfahigkeit gegeniiber dem homogenen Hintergrund anzusehen.
Im letzten Schritt wird dann das primére (analytisch bestimmte Potential) addiert. Mit
U= Up +Us und 0 = 0o + Ao ergibt sich fiir den 2D-Fall

0p(00,Us) — ak?*Us + 0,(00,Us) + 9:(Ac8,U,) — Ack?U, + 0,(Acd,U,) =0 . (3.31)
(Der 0-Term fallt weg!). Die zugehérigen Randbedingungen haben die Form
00Uy + BrpUs =0 . (3.32)

An dieser Stelle sei noch einmal hervorgehoben, dass ,2D*“ sich ausschlieklich auf die
Leitfdhigkeitsverteilung bezieht. Die analytischen Potentiale gehen von einer Punktquel-
le (und nicht Linienquelle) aus. Es findet sich hierfiir auch die Bezeichnung 2,5D.

Die Randbedingungen kénnen unterschiedlich angesetzt werden. An der Erdoberfliche
fordert man 9, U = 0, eine homogene Neumannsche Randbedingung. Damit ist gemeint,
dass kein Strom senkrecht zur Oberfliche fliekt. (In der Umsetzung ist damit Spp = 0
und in der Gesamtmatrix miisste 0 = 0 zugefiigt werden und somit bleibt sie unveran-
dert.)

Im Falle grofler Berechnungsgitter, deren Grenzen weit von der Quelle entfernt sind, kann
man die homogene Dirichletsche Randbedingung mit U = 0 setzen. Dies ist ebenfalls ein-
fach umzusetzen, durch eine Null an der entsprechenden Stelle im Konstantenvektor und
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3 Theorie zur Inversion

eine Eins in der Matrix. Bei beiden Typen von Randbedingungen flieft nicht die Lage der
Quelle ein. Somit bleibt die Abhéngigkeit bis hier auf den Quellterm beschrankt und die
Gesamtmatrix (im Gegensatz zum Konstantenvektor) fiir die Potentialberechnung aller
einzelnen Elektroden gleich, was von grofem Vorteil fiir die Rechenlaufzeit ist.

Anders als bei Benutzung einer homogenen Dirichletschen Randbedingung, 1dsst sich
auch Rechenzeit durch kleinere Gebiete sparen. Dies ist teilweise sogar nétig, um das
Problem in noch handhabbarer Gréfle zu halten, insbesondere fiir 3D-Rechnungen. Es
gilt dann am Rand allerdings nicht mehr U = 0, sondern man benutzt sogenannte ge-
mischte Randbedingungen, die Spg liber das asymptotische Verhalten des Potentials in
einem homogenen Halbraum bestimmen. Dies hat andererseits den klaren Nachteil, dass
Terme in die Gesamtmatrix hinzukommen und fiir jede Stromelektrode erneut die Matrix
aufgestellt und zerlegt werden muss. Ein weiteres Problem tritt z.B. bei starker Topo-
grafie auf, wenn das analytische Potential fiir einen Halbraum nicht mehr hinreichend
das Abklingverhalten wiedergibt. Analog ist in diesem Fall auch das singularity removal
problematisch. Man muss also eine Abwigung treffen zwischen vielen Rechnungen auf
kleineren Gittern (gemischte Randbedingungen) oder einem grofen Problem (Neumann-
sche Bedingungen). Fiir den 3D-Fall waren auf den heutigen Standard-PCs keine Gebiete
mehr zu rechnen, bei denen die Neumannschen Bedingungen hinreichend erfiillt gewesen
waren. Hier musste das kleine Gitter mit Rechenzeiten von iiber einer Woche bezahlt
werden. Mehr zu Rechnungen in drei Dimensionen wird in 6.2 erldutert.

Der Themenbereich der Topografie mit besonderer Betrachtung der Randeffekte wird
erst in 4.2 besprochen, da hier auch der Inversionsablauf noch geédndert wird. Eine An-
wendung der gemischten Randbedingungen in drei Dimensionen findet sich bei [Dey and
Morrison, 1979]. Hier wird auch der Vorschlag gemacht, analytisches Potentialverhalten
nicht nur von homogenen, sondern z.B. auch von geschichteten Halbrdumen zu benut-
zen.

Damit ist der Ansatz zur Berechnung der Potentiale fiir bekannten Untergrund und
Messkonfiguration fiir Standardfélle dargestellt. Spezialfille, wie z.B. der Umgang mit
Topografie, sind direkt in den entsprechenden Abschnitten eingefiigt, dort finden sich
auch Studien der Vorwartsrechnung fiir synthetische Modelle in den Fillen, in denen der
Algorithmus gegeniiber dem Basisalgorithmus aus [Kemna, 2000] stark veréndert wur-
de (z.B. 3D). Ansonsten besteht der Schwerpunkt dieser Arbeit in Betrachtungen zur
Inversionsrechnung.

3.2 Umsetzung der Inversion

3.2.1 Allgemeine Einordnung

Im Gesamtzusammenhang bildet die Inversion das Gegenstiick zur Vorwértsrechnung.
Hierbei soll zu einem bekannten Satz von Messdaten das (bis auf evtl. Vorinformationen)
unbekannte Untergrundmodell gefunden werden, welches die Beobachtungen erklart. Zu
diesem Zweck wird das Inversionsgebiet (wie bereits bei der Vorwirtsrechnung) in Ele-
mente unterteilt, denen jeweils Untergrundparameter zugewiesen werden. Diese Parame-
ter konnen Werte des komplexen Widerstandes (Betrag und Phase, z.B. [Kemna, 2000]
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oder [Weller et al., 1999] ) sein, Cole-Cole Parameter (z.B. [Yuval and Oldenburg, 1997]
oder [Routh and Oldenburg, 1998|) oder andere Werte, die das System so beschreiben,
dass aus dem Untergrundmodell eine Vorwartsrechnung durchgefiihrt werden konnte.
In den Anféingen wurde meist nur nach dem Gleichstromwiderstand und dem Frequenzef-
fekt (s. 2.4) invertiert (z.B. [Pelton et al., 1978a]), alternativ auch nach der Aufladbarkeit
(z.B. [Oldenburg and Li, 1994]), die eng mit dem Frequenzeffekt zusammenhéngt (s. 2.5).
In diesem Fall konnte ein einfacher Vorwartsoperator aus der Gleichstromgeoelektrik ver-
wendet werden.

Neben der Parameterwahl unterscheiden sich die Inversionen auch in der Dimension des
Inversionsraumes. Hier bestimmt sich auch das Verhiltnis von Gleichungen zu Unbe-
kannten. Fiir eine 1D-Zerlegung (geschichteter Halbraum) hat man in der Regel mehr
Messwerte (Gleichungen) als Schichtwiderstande (Unbekannte sind evtl. noch Schichtdi-
cken). Damit findet man eine eindeutige Losung fiir ein Modell, welches die Messdaten
am besten erklart.

Im Fall von zwei (z.B. [Kemna, 2000] oder [Oldenburg and Li, 1994]) oder drei (z.B.
[ Weller et al., 1999] oder [Li and Oldenburg, 2000]) rdumlichen Dimensionen oder Be-
nutzung eines Frequenzspektrums (z.B. [Yuval and Oldenburg, 1997| oder [Routh and
Oldenburg, 1998]) ist das Gleichungssystem meist stark unterbestimmt, weshalb es keine
eindeutige Losung fiir das Problem der bestmdglichen Anpassung gibt. Vielmehr muss
ein zusitzliches Kriterium eingefiihrt werden, das die (unendlich vielen) gleichguten An-
passungen unterscheidet und so das Bestimmen einer besten Losung ermoglicht. (Es gibt
auch Anwendungen dieser Art bereits fiir den 1D-Fall) Die Inversion stellt sich dann als
Optimierungsproblem der Form

T(m) = Vg(im) + X - Uy (173) (3.33)

dar. Die Zielfunktion ¥(m), die vom Vektor der Modellparameter abhéngt, ist dabei zu
minimieren. Ein Teil der Funktion besteht in der Anpassung der Messdaten und ist mit
U, bezeichnet. ¥, beinhaltet das zusétzliche Kriterium, das das Endmodell erfiillen soll,
A stellt eine Gewichtung zwischen den beiden Teilen dar und kann im Laufe der Inversi-
on verdndert werden. Hierbei steht ein grofer Wert von A fiir eine starke Regularisierung.

3.2.2 Beschreibung von Datenanpassung und Regularisierung in der
Zielfunktion

Im Gegensatz zu V,,, das sehr viele Freiheiten zur Definition ldsst, wird die Umsetzung
der Datenanpassung in W, meist recht dhnlich realisiert. Eine Formulierung ist

Uy(m) =) ld: — £ . (3.34)

Hierbei ist N die Anzahl der Messdaten d;, f der Vorwéartsoperator und ¢; die jeweilige
Standardabweichung des Messdatums. Bei guter Anpassung liegt |d; — fi(1)| im Bereich

37
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von |¢;| und W, erhélt einen Wert um N. Offensichtlich gibt es auch einen einfachen
Bezug zum RMS-Fehler:

Wa(m)
N
Einige Details dieser Formulierung miissen allerdings noch betrachtet werden: Schon die
Wahl der Lo-Norm fiir die Datenanpassung kann problematisch sein. Falls Ausreifser vor-
liegen, wird durch die Quadratur die Summe evtl. bereits so grof, dass ein RMS-Wert
von 1 nicht mehr erreicht werden kann. Alternativ kann in Gleichung 3.34 die L;-Norm
benutzt werden, die wesentlich weniger sensitiv gegeniiber Ausreiffern, aber auch schwerer
zu implementieren ist. Einen Mittelweg bietet ein iteratives Umgewichten der Standard-
abweichungen, um die robuste Inversion (mit L;-Norm) zu simulieren. Diese Option bot
bereits das Basisprogramm und wurde nicht wesentlich veréndert. Mehr hierzu findet

sich in 3.2.3, da dieser Ansatz nicht direkt mit der Zielfunktion zusammenhéngt.
Als Nachstes soll die giinstigste Form fiir Modellparameter und Messwert gefunden wer-
den. Als Messwert wird die Spannung dem scheinbaren Widerstand vorgezogen, um ei-
ne im Falle von starker Topografie schwierige Berechnung der Konfigurationsfaktoren
zu umgehen. Als Untergrundmodell wird den Zellen eine Leitfihigkeit zugeschrieben.
Beide Parameter variieren ggf. {iber mehrere Grofenordnungen, weshalb sich eine loga-
rithmische Darstellung anbietet. Dabei wird aus den komplexen Argumenten der Form
z = R(2) + i 3(2) = |z]e"??) die Darstellung In(z) = In(|z|) + i - ¢(z). Im Realteil
findet sich der Logarithmus des Betrags, im Imaginérteil der Phasenwert. Ein Wechsel
zwischen Widerstand und Leitfahigkeit unterscheidet sich nur durch ein Vorzeichen und
ist algorithmisch gleichwertig.
Ein weiteres Problem stellt der komplexe Wertebereich bei der Anpassung dar. Eine
Verkleinerung der Differenz im Zahler von 3.34 bedeutet nicht eine gleichzeitige Ver-
kleinerung der Differenzen von Real- und Imaginérteil, sondern des gesamten Abstandes
in der komplexen Ebene. Es kann zwar nach den Gesetzen der Fehlerfortpflanzung ein
komplexer Fehler berechnet werden (z.B. [Kemna, 2000]), aber in Gleichung 3.34 wird
wieder nur der Betrag verwendet. Ist also die Standardabweichung des (logarithmier-
ten) Betrages wesentlich grofer als die der Phase (im Bogenmaf), was héufig der Fall ist
(1% ~ 10mrad), kann die Inversion hinreichend konvergiert sein, ohne die Phasen ausrei-
chend anzupassen, da die Gesamtanpassung extrem von der Betragsanpassung dominiert
wird. Es gibt zwei Moglichkeiten, diesem Problem zu begegnen.
Kemna [2000] schligt vor, in einem sogenannten ,final phase improvement®, nach hin-
reichender Konvergenz bei den Betrégen, diese festzuhalten und im Folgenden nur noch
nach den Phasen zu invertieren. Dieses Verfahren erweist sich als praktikabel, bricht aber
mit der Philosophie, das Gesamtproblem mathematisch elegant in einer einzigen komple-
xen Inversion zu 16sen.
Eine weitere Moglichkeit besteht darin, zwar Real- und Imaginédrteil weiterhin gleichzei-
tig zu invertieren, aber die Parameter (In|p| bzw. ¢) als getrennte reellwertige Variablen
aufzufassen. Aus 3.34 wird dann

() = i <\§R<di> ~ R, [3(d;) - s<fz-<m>>r2> |

e[ leg[?

ftMS( (3.35)

) =

(3.36)
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Eine hinreichende Konvergenz erhilt man nun nur noch bei gleichzeitiger Konvergenz
von Betrag (iiber Realteil) und Phase (Imaginérteil). Dieser Ansatz der getrennten reell-
wertigen Anpassung wird in Kapitel 5 fiir die Multifrequenzinversion verwendet.

Nachdem iiber ¥, die hinreichende Datenanpassung gewéhrleistet ist, sorgt ¥,, aus dem
Tikhonov-Ansatz (z.B. [Zhdanov, 1993]) in 3.33 fiir die gewiinschte Modellcharakteristik.
Hier gibt es grofie Freiheiten in der Wahl. Mathematisch hat dieser Teil die Aufgabe, das
unterbestimmte Gleichungssystem bei der Inversion zu stabilisieren.

Ein klassischer Ansatz versucht das einfachste Modell zu finden, welches die Messdaten
erkldren kann. Der Ansatz wird nach William of Occam (,,It is wain to do with more
what can be done with fewer.“) benannt, dessen Aussage aus dem frithen 14. Jahrhundert
modern interpretiert wird. Mit einer Occam-Bedingung ist dabei ein moglichst glattes
Modell gemeint. Realisiert wird dies iiber

Uy oee(i71) = / Vi 2dv (3.37)
1%

Dieses Funktional bewirkt, dass sich die Parameter m von Zelle zu Zelle moglichst wenig
dandern, da anderenfalls ein grofer Gradient, der quadratisch in die Zielfunktion einfliefst,
eine Minimierung verhindern wiirde. Resultat ist eine glatte Struktur.

In der Praxis ist es allerdings so, dass oftmals keine glatten Modelle erwartet werden,
z.B. bei scharfen Schichtungen des Untergrundes oder klar begrenzten Storkorpern. Eine
Occam-Bedingung ist in diesen Fillen eher hinderlich. Hat man gute Vorkenntnisse zu der
erwarteten Struktur, kann man zur Stabilisierung die Differenz zu einem a priori-Modell
minimieren:

W apr (170) = / 17 — hapr| 2dv (3.38)
\%4

Sind nur die Grenzen der Gebiete (z.B. durch Seismikmessungen), nicht aber die Parame-
terwerte dort bekannt, kénnen einfach die Summanden weggelassen werden, bei denen in
der Gradientenbildung benachbarte Zellen aus verschiedenen Gebieten beteiligt sind. Die
weggelassenen Terme diirfen natiirlich nicht zu viele sein, damit die Zielfunktion nicht
instabil wird. Die Effekte bei der Verwendung von Vorinformationen dieser Art sind sehr
deutlich und Beispiele finden sich in Kapitel 4.

Bei weniger Vorinformationen muss die Regularisierung allgemeiner formuliert werden.
Eine oft gemachte Annahme besagt, dass der Untergrund stérker vertikal als lateral
variiert. Smith et al. [1999] schlagen vor, den Parameterraum einzugrenzen, indem in
bestimmten Abstdnden jedem Punkt an der Oberfliche ein 1D-Schichtmodell des Unter-
grundes mit einer konstanten Anzahl von Schichten zugeordnet wird. Schichtgrenzen und
-leitfahigkeiten werden dann zu den Nachbarn interpoliert. Gesucht wird das Modell, bei
dem die Schichttiefen und -leitfdhigkeiten am wenigsten in lateraler Richtung variieren.
Auken and Christiansen [2004] prasentieren einen dhnlichen Ansatz unter Einbeziehung
von Vorinformationen und diskutieren die Vor- und Nachteile der Inversion nach Schicht-
tiefen oder -dicken. Ein vertikaler Versatz in der Schichtung hétte beispielsweise wenig
Auswirkung bei einer Inversion nach Schichtdicken, wohl aber nach Schichttiefen. Auch
de Groot-Hedlin and Constable [2004] stellen Jahre nach ihrem bekannten Artikel zur
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Occam-Inversion ([de Groot-Hedlin and Constable, 1990]) einen Ansatz fiir Modelle mit
scharfem Leitfadhigkeitskontrast vor. Hier bleiben bei konstanter Schichtanzahl auch die
Leitféhigkeiten der Schichten konstant und es wird praktisch nur nach den Schichttiefen
invertiert und diese lateral gegléttet.

Die oben erwidhnten quasi-Schichtmodelle haben fiir allgemeine Untergrundstrukturen
einige Nachteile. Zum einen muss die Schichtanzahl vorher gew&hlt werden, zum anderen
wird von einer Art Schichtlagerung ausgegangen. Isolierte Stérkdrper, Verwerfungen oder
wechselnde Schichtanzahlen stellen deutliche Probleme dar. Wenn also nicht bekannt ist,
dass die Voraussetzung fiir eine Schichtlagerung gegeben ist, muss die regularisierende
Bedingung noch allgemeiner formuliert werden. Einen Vorschlag hierzu findet man in
[Portniaguine and Zhdanov, 1999]. Basierend auf dem Artikel [Last and Kubik, 1983], bei
dem die Autoren Gravimetriedaten zu einem Untergrundmodell mit mdglichst kompakten
Strukturen invertieren wollten, wird das regularisierende Funktional auf den sogenannten
yminimum gradient support® (mgs) erweitert und geschrieben als

. |V ?
‘Ijmm s = - dv . 3.39
,,mg (m) /V \Vm!2+ﬁ2 v ( )

Hierbei ist § eine kleine reelle Konstante. Dies bedeutet insbesondere fiir den zu integrie-
renden Term:
7|2 0 firVm=0
g VO V=0 (3.40)
B—0 |Vm?2 + 3 1 fir Vm #0

Entsprechend der Formulierung fliefen im Grenzfall 5 — 0 bereits sehr kleine Parame-
terdifferenzen zu den Nachbarzellen (bzw. Gradienten) so in die Modellfunktion ein, wie
sehr grofe. Als Folge entstehen in der Inversion wenige, sehr homogene Gebiete mit prak-
tisch beliebig starken Kontrasten untereinander. Vergrofert man (3, so geht der Ansatz
im Extremfall in eine Occam-Glattung iiber (Nenner ~ 3, konstant). Damit ist 3 ein ent-
scheidender Parameter, um die Fokussierung zu regulieren. Fiir verschiedene Werte von
0 soll nun mgs mit der hiufig benutzten Occam-Bedingung und der L;-Norm verglichen
werden. Letztere ist gegeben als

Uy 1, (1) = / V| du | (3.41)
1%

Wie Abbildung 3.2 zeigt, hingt der maximale Beitrag zur Zielfunktion nicht von 3 ab,
allerdings variiert die Form der Kurve. Ein mittlerer Wert (hier 5y genannt) bestraft
zwar schon recht kleine Gradienten stérker als es bei den anderen Normen der Fall ist;
bei sehr kleinen Variationen liegt der Beitrag aber zumindest unter dem der L;-Norm.
Als Effekt bleiben grofe Gradienten erhalten, weil sich hier bei leichter Verdnderung der
Beitrag zur Zielfunktion nicht merklich dndert. Bei kleinen Gradienten wird zunéchst viel
durch weitere Verkleinerung gewonnen (Bereich des steilen Kurvenverlaufs), dann aber
bringt eine weitere Glattung kaum noch Vorteile. Damit gibt es nicht nur Fokussierung
und Bildung vollstdndig homogener Bereiche, sondern innerhalb der homogenen Gebie-
te werden auch leichtere Variationen zugelassen. Folge ist ein geologisch glaubwiirdiges

40



3.2 Umsetzung der Inversion

Bild ohne Beschrinkung auf horizontale Schichtungen. Es werden also nicht nur schar-
fe Schichtgrenzen erlaubt, sondern auch glattere Uberginge und damit sehr allgemeine
Untergrundmodelle.
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Abbildung 3.2: Beitrag zur Zielfunktion in Abhé#ngigkeit vom Parametergradienten
(willkiirliche Einheiten). Vergleich zwischen Occam-Glattung, L;-Norm
und mgs fiir verschiedene (. Rechts: Vergroferter Ausschnitt fiir kleine
Gradienten.

Da der mgs-Ansatz iiber § in eine Occam-Gléttung iiberfiihrt werden kann, ist es durch-
aus denkbar (und fiir 2D-Rechnungen einer Frequenz zur Zeit schon vom Rechenaufwand
akzeptabel), von grofen Werten aus 3 stetig zu verkleinern und das Bild so lange zu fo-
kussieren, bis das Ergebnis unglaubwiirdig scharf wird. Eine Studie hierzu findet sich in
Kapitel 4. Dabei erweist sich ein mdglichst kleiner (und fester) Wert fiir 5 wie in [Port-
niaguine and Zhdanov, 1999] nicht notwendigerweise als optimal. Findet man bei der
Variation einmal einen Wert, der glaubwiirdige Resultate liefert, kann dieser fiir dhnli-
che Regionen erneut verwendet werden. Eine Abhéngigkeit von der Gitterdiskretisierung
besteht nicht, da der Gradient in Gleichung 3.39 konstant bleibt. Fiir dhnliche Para-
meterkontraste kann also der Wert fiir 5 beibehalten werden. In den Féillen, in denen
Parametergradienten in einem breiteren oder schmaleren Bereich geglattet werden sol-
len, muss allerdings eine Anpassung durchgefiihrt werden.

In [Mehanee and Zhdanov, 2002] wird der mgs-Ansatz noch einmal aufgegriffen und iiber
eine variable Umgewichtung formuliert. Ein weiterer Aspekt ist, m — mgyp, an Stelle von
Vm zu benutzen. Damit erzielt man Bilder, die meist exakt den Vorinformationen ent-
sprechen und nur an einigen Stellen, dann aber beliebig stark, abweichen.

Neben den beiden Anteilen ¥; und ¥,, der Zielfunktion ist auch die Gewichtung zwi-
schen diesen von grofer Bedeutung. Sie geschieht iiber den Regularisierungsparame-
ter A, der dem Kehrwert des Langrange-Faktors p aus der Optimierungstheorie ent-
spricht. Nach Constable et al. [1987] schreibt sich in letzterer Form die Zielfunktion als
() = p- (Tg(m) — OP") + W, (171). Dabei wird (mathematisch korrekter) die Daten-
anpassung nicht beliebig verbessert, sondern nur bis zu einem Wert W%, der sich durch
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3 Theorie zur Inversion

bekannte Fehlerbehaftung der Messwerte ergibt. Bei nicht abzuschéitzendem Fehler wird
man in der Regel einen kleinen Wert wihlen und der Ansatz geht in 3.33 iiber. Hierbei
entspricht ein grofer Wert fiir A einer starken Regularisierung.

Da das Widerstandsproblem nicht linear ist, wird die Minimierung der Zielfunktion ¥
iterativ ausgefiihrt. Hierbei wird eine Ndherung von W in quadratischer Ordnung benutzt.
In dem hier verwendeten Ansatz wird A\ verkleinert, bis der maximale Wert gefunden ist,
der zur gewiischten Anpassung der Daten fiihrt (oder diese lokal minimiert). Mit diesem
Wert wird die Modellverbesserung bestimmt und angebracht, danach die neue Iteration
gestartet. Einige Details hierzu finden sich noch in 3.2.3.

Eine interessante Uberlegung zur Wahl und Variation von A findet sich noch in [Yi et al.,
2003]. Hier wird vorgeschlagen, A rdumlich variabel zu halten und von der Sensitivitét
abhingig zu machen. Mit Sensitivitdt ist hierbei die Abhéngigkeit der Messdaten von
den Modellparametern gemeint. In hoch sensitiven Bereichen &ndert sich ein Messda-
tum stark bei Variation der Leitfdhigkeit in dieser Region. In gut aufgeldsten Bereichen
ist demnach keine starke Regularisierung erforderlich, in Gebieten geringer Sensitivitét
dagegen kann A grof gewdhlt werden. Dieser Ansatz wird nun in abgewandelter Form
umgesetzt und eine Funktion f definiert, die von den rdumlichen Koordinaten abhéngt
und Werte > 1 liefert, steigend mit fallender Sensitivitét:

f(i,5) =1+ IS+ 1551 (3.42)
|y
Hierbei sind S; und S; die auf das Maximum normierten und iiber alle Messdaten ge-
wichtet gemittelten, logarithmierten Sensitivitdten fiir die an der Bildung der jeweiligen
Vm-Komponente beteiligten Zellen i und j. Aufgrund der Komplexwertigkeit wurde mit
dem komplex Konjugierten multipliziert, also sens(i, j) - sens(i, j) verwendet. Sp ist der
Mittelwert iiber den gesamten Raum. Die Addition von 1 hat stabilisierende Wirkung,
da der zweite Summand Werte gegen Null annehmen kann. Eine typische Sensitivitéts-
verteilung einer Oberflichenmessung ist in Abbildung 3.3 gezeigt. Sy liegt etwa bei —5,
womit f zwischen 1 und etwa 1+ 2- (| —8|)/(] — 5|) = 4, 2 variiert.

Mit f ergibt sich die folgende Erweiterung fiir die Regularisierung:

| V|2 1 |V |2

= .
Va2 + 62 f2(r) - 5 \°
]Vm|2 + (m)

(3.43)

Damit wird Folgendes erreicht: Im Bereich niedrigerer Sensitivitdt wird, abgesehen vom
Vorfaktor (1/f2), 3 praktisch verkleinert und damit das Bild schérfer. Dies ist z.B. von
Vorteil, um Untergrenzen von Stérkérpern aufzuldsen, wenn an der Oberflache gemessen
wurde (geringere Sensitivitdt in der Tiefe). Um zu vermeiden, dass schlecht aufgeloste
Regionen vollstdndig homogen werden, senkt der Vorfaktor in 3.43 den Maximalwert des
Beitrags zur Zielfunktion. Abbildung 3.4 zeigt das Verhalten der Regularisierung fiir ver-
schiedene Werte von f.

Kleine Gradienten werden unabhéngig von f gleich behandelt, grofere mit wachsendem
f weniger bestraft, damit die Bereiche geringerer Sensitivitdt nicht zu sehr an Schérfe
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3.2 Umsetzung der Inversion

Verteilung der Sensitivitaten, normiert und logarithmisch

Zinm

Abbildung 3.3: log;, der auf das Maximum normierten Sensitivitdt fiir eine typische
Dipol-Dipol Messung mit Auslagen bis 15m Pseudotiefe. Es wurde ge-
wichtet iiber alle Messdaten gemittelt und das Betragsquadrat der kom-
plexen Sensitivtat verwendet. Die Striche markieren die Elektrodenpo-
sitionen.

verlieren. Dieser Ansatz birgt offensichtlich das Risiko der Uberinterpretation, da Fokus-
sierung in Regionen versucht wird, wo rein physikalisch das Auflésevermdgen sehr gering
ist. Zumindest aber leichte Verbesserungen lassen sich erzielen, wie einige Anwendungen
auf synthetische Daten (also mit bekanntem Untergrund) in Kapitel 4 zeigen. Klar ist
aber auch, dass die entscheidende Verdnderung in der Regularisierung die Einfiihrung
des mgs ist. Der sensitivitdtsabhéngige Anteil bringt eine weniger deutliche Verdnderung
gegeniiber einer typischen Occam-Inversion.

Auch bei Benutzen des mgs-Funktionals gibt es Maéglichkeiten, die in der Praxis oft
auftretenden horizontalen Schichtungen zu bevorzugen. Das Mittel ist eine anisotrope
Gléattung. Der Gradient in 3.39 wird diskret berechnet, ebenso wie das Integral in eine
Summe iibergeht. Betrachten wir zwei benachbarte Zellen, die (wie es in der FE-Methode
moglich ist) eine beliebige Lage im Raum und weiterhin verschiedene Form haben. Eine
Skizze hierzu bietet Abbildung 3.5:

Der Gradient bildet sich nun per Differenzenquotient als (p(i) — p(j)) /Ac, mit p(k)
Parameterwert an der Stelle k. Die Parameterdifferenz ist somit direkt gegeben, der Ab-
stand wird iiber den Abstand der Schwerpunkte der Zellen Ac bestimmt. Fiir die spatere
Integration ist noch die Proportionalitdt zur Liénge der Verbindungskante Ab wichtig.
Die Anisotropie kann durch Multiplizieren des Beitrages mit einem Faktor c«, erreicht
werden, der sich {iber den Winkel ¢ der Verbindungslinie der Schwerpunkte mit der x-
Achse und den Glédttungsfaktoren in horizontaler und vertikaler Richtung (o, bzw. ay)
berechnet:

a = \/(am cos @)% + (oy sin ¢)? (3.44)
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Abbildung 3.4: Beitrag zur Zielfunktion in Abhéngigkeit vom Parametergradienten.
Vergleich fiir verschiedene Werte von f. Rechts: Vergroferter Ausschnitt

fiir kleine Gradienten.

Abbildung 3.5: Grenzbereich zwischen zwei Zellen. Grofen der anisotropen Gléttung.

Um in vertikale Richtung schwicher zu glatten und so horizontale Schichtungen stérker
zu unterstiitzen, muss in diesem Fall o, > «, gewéhlt werden. Grundsétzlich wére auch
eine Glittung mit Hauptrichtungen denkbar, die nicht horizontal und vertikal verlaufen.
Dafiir sollte die Geologie allerdings mit den entsprechenden Einfallswinkeln der Schichten
bekannt sein.

3.2.3 Der Inversionsablauf

Zum Durchfiihren der Inversion wird die zu minimierende Zielfunktion aus 3.33 zunéchst
auf eine numerisch handhabbare Form gebracht:

() = (J— f(m))H WHW, (J’— f(m)) F A AHEWEW, (3.45)

Die Formulierung folgt hier weitgehend den Ansétzen aus [Kemna, 2000] mit Benutzung
der komplexen Variablen auch in der Datenanpassung. Entsprechend bedeutet H die
Hermitesche der Matrix, also die komplexkonjugierte Transponierte. Mit Imaginérteil
Null ist dies auch in der reellwertigen Formulierung giiltig. Diese wird an entscheidenden
Stellen zusétzlich genannt.
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3.2 Umsetzung der Inversion

Die Datenanpassung geschieht liber den ersten Summanden. W, hat dabei die Form einer
Diagonalmatrix:

Wac = diag(1/erc,...,1/enc) (3.46)
Hierbei ist ¢, ¢ = %AID |Z;| + %A% der komplexe Fehler, mit Z; = % der Impe-

danz.
Um explizit Betrag und Phase anzupassen, ist eine Formulierung der Art

WdJ{ = diag(l/q,”, ey 1/6N,||a 1/61790, ey 1/6N7¥,) (347)

moglich. Hierbei sind €; || und €; , die Fehler in Betrag bzw. Phase. Entsprechend muss
d— f(m) als (dyy — fu(7),....dw, — fu (1), digp — fre(i),. ... dyg — fap(i) "
gesetzt werden. Der Unterschied beider Versionen besteht im Wesentlichen (neben geén-
derter MatrixgroRe und Wertigkeit der Variablen) darin, dass in der komplexen Variante
Real- und Imagindrteil der gleiche Fehler zugeordnet wird, in der reellen Variante ist
dieser fiir beide Teile unterschiedlich.

Der zweite Summand stellt den Teil der Zielfunktion dar, der fiir die gewiinschte Modell-
charakteristik sorgt (¥,,, aus 3.33). Zunéchst soll die Funktion fiir eine Occam-Bedingung
aufgestellt werden; die Erweiterung auf eine mgs-Form ist dann problemlos. Fiir die Gl&t-
tungsbedingung stellt man auf:

M A 2
Unoee() =Y > g mJAC;m AbijAci (3.48)
j=1i=nb(j) k

Die Bezeichnungen folgen denen aus 3.5, der Index steht fiir die beteiligten Zellen. Die
erste Summe lduft {iber alle M Zellen, die zweite iiber alle Nachbarn des jeweiligen
Elements. In der Matrixschreibweise gilt nun

Ab;; . .
—\/ Qrij Ag, fliri # 5

Wm,occ,ij = < JAbij o (349)
+ + Oér,ijm fiir 7 = ]

An dieser Stelle meint ++, dass dieser Term zu ggf. bereits existierenden hinzuaddiert
werden muss. Das Bilden von WL W, liefert dann (das Doppelte von) W 0cc Dach
3.48.

Analog ist die Formulierung fiir die erweiterte mgs-Formulierung. Man ersetzt

Ab;; Ab;; 1
Win,mgs,ij = \/ar,ijﬁ - L. (3.50)
]

ar,ij )
ACZ‘]‘ 2 <(|mi—m]—>2 i <£>2)
ij Ac fij

analog zum Ubergang von 3.37 — 3.39 — 3.43. Grundsitzlich ist die neue Formulie-
rung nur eine andere Gewichtung bei der Berechnung der Rauigkeit, also des mittleren
Parametergradienten.
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Nachdem die Zielfunktion nun in Matrixschreibweise (3.45) vorliegt, kann sie minimiert
werden. Das Nullsetzen der ersten Ableitungen wiirde auf ein System von M nichtlinearen
Gleichungen fiihren. Dieses wird umgangen, indem der Vorwértsoperator linearisiert bzw.
die Zielfunktion iiber eine Taylorentwicklung in den ersten Ordnungen benutzt wird. Die
Inversion wird dann mit einem Gauss-Newton Verfahren (z.B. [Schwarz, 1997]) iterativ
ausgefiihrt. Die Entwicklung geschieht bis zur zweiten Ordnung:

oW (i)
om

g 0 0U(my)
komH  om

1
\I/(mk + Aﬁ”%) ~ \P(Tﬁk) + Amy + §A777L Ay, . (3.51)

Hierbei ist my, das aktuelle Modell, Aniy die Modelldinderung. Mit der Bedingung 82;1’% =
0 (unter Vernachlédssigung hoherer Ableitungen) ergibt sich

By Ay, = by, (3.52)
als lineares Gleichungssystem fiir A mit
By = A WIW Ay + \WEW,, (3.53)

und

bk = AW Wa(d — f(ir)) — AW, L Wi (3.54)
Hier steht A, fiir %(mk). B, ist eine hermitesche, positiv definite Matrix. Eine Herlei-
tung der Gleichungen findet sich in [Kemna, 2000].
Im Unterschied zu dieser Quelle ist W, nun streng genommen abhingig von m. Diese
Abhéngigkeit wird jedoch nicht weiter beriicksichtigt und die Werte fiir den jeweiligen
Inversionsschritt als konstant angenommen. Vorteil ist, dass die inneren Ableitungen
nicht ausgefithrt werden miissen, und durch diese Ungenauigkeit wird im schlimmsten
Fall eine langsamere Konvergenz erwartet, die aber im Vergleich zur Occam-Inversion
nicht beobachtet wird. Die Qualitdt des Ergebnisses wird nicht beeinflusst, da der Vor-
wartsoperator entscheidend fiir die Datenanpassung ist und unverdndert bleibt. Zum
Aufstellen des Gleichungssystems 3.52 wird noch die Jacobi-Matrix (A) bendtigt. Theo-
retisch konnte {iber mehrfache Vorwértsrechnung mit jeweils leicht gedndertem Modell
(in einer Zelle) ein Differenzenquotient als Naherung fiir die benétigte Ableitung berech-
net werden. Aufgrund der Vielzahl von Zellen ist dieser Ansatz so allerdings numerisch
sehr aufwendig, und ein anderer Ansatz wird verfolgt. Dieser benutzt das Reziprozitéts-
prinzip, wonach man, wenn Strom iiber zwei Elektroden in den Boden eingespeist und
die Spannung an zwei anderen Elektroden gemessen wird, dasselbe Ergebnis erhilt, als
wenn man Spannungs- und Stromelektroden vertauscht. Eine Uberpriifung mit Messda-
ten findet sich z.B. in [Habberjam, 1967].
Bei der Verwendung des Prinzips wird in 3.30 nach der komplexen Leitfdhigkeit abgelei-
tet und es ergeben sich Terme der Form 0V/Jo. Die Benutzung des Reziprozitatsprinzips
findet sich z.B. in [Tripp et al., 1984] oder [Sasaki, 1994, letzterer verwendet im 3D-Fall
als Ndherung Sensitivitdten von einen Halbraumfall, um weitere Rechenzeit zu sparen.
Eine nicht unwichtige Bemerkung zur Berechnung der Sensitivititen mittels Reziprozi-
tatsprinzips findet sich in [Schwarzbach and Kemna, 2005]. Hier wird darauf hingewiesen,
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dass bei Verwendung von gemischten Randbedingungen, aufgrund der von den Positionen
der Stromquellen abhéngigen Randbedingungen, die Symmetrie durchbrochen wird und
entsprechend das Reziprozitdtsgesetz nicht mehr giiltig ist. Diese Erkenntnis konnte im
Rahmen dieser Arbeit nicht mehr verwendet werden. Da der Vorwértsoperator von dieser
Aussage aber unberiihrt bleibt, ist (auch hier) schlechtestenfalls eine langsamere Konver-
genz aufgrund der fehlerhaften Sensitivitdten zu erwarten. Unter Beriicksichtigung der
Aussagen in [Sasaki, 1994] (Verwendung der Sensitivitdten eines homogenen Halbraums)
scheint dies akzeptabel.

Erfolgt die Berechnung im Komplexen, kénnen in A (3.53 und 3.54) die komplexen Sen-
sitivitdten eingesetzt werden. Bei der Berechnung im Reellen (Ansatz nach 3.47) werden
die Ableitungen von Real- und Imaginérteilen getrennt benétigt. Hierbei kann benutzt
werden, dass die Cauchy-Riemann Bedingungen erfiillt sind. Danach ist eine Funktion
f(z=2+41iy) =u(x,y)+i-v(z,y) genau dann differenzierbar, wenn « und v in z stetige
partielle Ableitungen (nach x und y) besitzen und du/0x = 0v/dy, du/dy = —0v/0x
gilt. Die Ableitung von f nach z kann dann dargestellt werden als

ﬁ_@u oOov Ov Ou Ou Ou Ov . Ov

iz 0r ‘0z oy 'Oy o0z '8y Oy 0z’ (3:55)

Mit der Zerlegung der komplexen Ableitung in Real- und Imaginédrteil kann auch die
Jacobi-Matrix getrennt aufgestellt werden, womit nun 3.52 fiir beide Varianten vollstén-
dig gegeben ist.

Das Gleichungssystem (3.52) wird mit der Methode der konjugierten Gradienten (CG)
iterativ gelost (hierzu |Hestenes and Stiefel, 1952] oder als spéteres Lehrbuch [Stiefel,
1976]). Dabei gilt, dass die Losung & von

AZ+b=0 (3.56)

(A symmetrisch und positiv definit) Minimum der quadratischen Form

ﬂ@:%@Am+@m (3.57)
ist. Zudem ist ein Minimum von F'(¥) Losung des Gleichungssystems. Die Losung von 3.56
wird damit auf die Minimierung von 3.57 verschoben. Zu einem gegebenen Néherungs-
vektor ¥ und einem noch festzulegenden Richtungsvektor p' wird F' in dieser Richtung
minimiert. Gesucht wird ein t, sodass ¢ := ¥ + tp' den Wert fiir F(¢') = F(U + tp) mi-
nimal werden lésst. Fiir festes ¥ und p ergibt sich eine Bedingung an ¢, die dazu fiihrt,
dass im Minimalpunkt @ der zugehérige Residuenvektor @ = A%’ + b orthogonal zum
Richtungsvektor p'steht (Details jeweils in [Schwarz, 1997]).
Eine geometrische Interpretation ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Die Niveaulinien von
F(¥) sind konzentrische Ellipsen (bei grofer Konditionszahl sehr langgestreckt) mit dem
Minimumpunkt = als Mittelpunkt. Ausgehend von ¢ mit Richtungsvektor p’ bildet dann
P im neuen Ort ¢' die Tangente an die Niveaulinie durch ¢’ (da F(?’) minimal und 7
orthogonal zu p'ist). Es muss noch ein geeigneter Richtungsvektor gefunden werden. Der
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Abbildung 3.6: Geometrische Interpretation eines allgemeinen Iterationsschrittes im kon-
jugierten Gradienten Verfahren. Der Schritt erfolgt von ¢ in Richtung p’
bis zum minimalen Wert von F', der bei ¢" erreicht wird. p'ist hier Tangen-
te an die Niveaulinie, der Residuenvektor 7 orthogonal dazu. Zeichnung
aus [Schwarz, 1997].

naheliegende Ansatz j = —VF(7) = —(Av+b) = —7 (Methode des steilsten Abstiegs) ist
insbesondere fiir grofse Konditionszahlen ungeeignet, wie Abbildung 3.7 zeigt. Die neue
Richtung ist stets senkrecht zur alten und macht ggf. eine unnétige Vielzahl von sehr
kleinen Schritten. Man sucht also eine neue Richtung, die die alte (und damit auch alle
vorherigen) beriicksichtigt. Die Losung bietet die Methode der konjugierten Gradienten.
Diese benutzt, dass diejenige Richtung p, die von ¥ aus den Mittelpunkt der Ellipsen (x)
trifft, mit der Tangentenrichtung in @' konjugiert ist. Dabei heiffen zwei Vektoren p'und ¢
konjugiert (bzgl. A oder A-orthogonal fiir A positiv definit), wenn (p, A7) = 0 gilt. Fiir
die Ebene bedeutet dies, dass p direkt auf den Mittelpunkt der Ellipse zeigt und in einem
Schritt x gefunden wird.

Allgemein bilden die Residuenvektoren 7 ein Orthogonalsystem mit paarweise konju-

gierten Richtungsvektoren. Entsprechend liefert die Methode der konjugierten Gradien-
ten filir ein Gleichungssystem mit m Unbekannten in héchstens m Schritten die Losung.
Die k. Tterierte (*) minimiert dabei die Funktion F(v) in Bezug auf den Unterraum
URy, := span{pM),p@, ... pk)},
In der Praxis wird die Konvergenz hier als hinreichend betrachtet, wenn der Betrag
des Residuenvektors vom Beginn auf 1/10000 gefallen ist (Dies hat sich als giinstig im
Verhiltnis zwischen Genauigkeit und Rechenzeit erwiesen). Den Zielwert erreicht man
meist in unter m/10 Schritten. Ein Diagonalskalieren hilft hier bei der Verbesserung der
Konditionszahl. Eine genauere Konvergenz ist nicht erforderlich, da nur eine Modellver-
besserung im Gauss-Newton Schema berechnet wird.
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)

Abbildung 3.7: Nachteil der Methode des steilsten Abstiegs bei schlechter Konditions-
zahl. Es werden unnétig viele Schritte benétigt (a)). Die Richtung &ndert
sich stets im rechten Winkel (b)). Die Methode der konjugierten Gradi-
enten findet die Mitte hier in einem Schritt. Zeichnung aus [Press et al.,
1992].

Im Gesamtablauf der Inversion wird also, ausgehend von einem Startmodell, (vorgege-
benes Modell oder Halbraum aus gewichtetem Mittelwert der scheinbaren Widersténde)
und einem Startwert fiir A\ (Uberlegungen hierzu in [Newman and Alumbaugh, 1997] und
[Kemna, 2000]) eine Vorwértsrechnung (mittels FE) ausgefiihrt und der Wert von ¥y
bestimmt. Dann werden fiir verschiedene Werte von A nach 3.52 die Modellverbesse-
rungen Amy, (mittels konjugierter Gradienten) berechnet und Vorwértsrechnungen zur
Bestimmung der Datenanpassung ausgefiihrt, bis das maximale A gefunden ist, das die
Datenanpassung lokal minimiert bzw. den Zielwert erreicht.

Nachdem das optimale A feststeht, wird fiir die zugehorige Modellverbesserung W be-
rechnet, ebenso fiir eine Verbesserung um Amy/2. Mit dem bekannten Wert aus der
vorherigen Iteration kann dann eine Parabelanpassung durchgefiihrt werden, die einen
Wert fiir s (€ (0, 1]) bestimmt, sodass my11 = my + sAmy, oftmals einen besseren Wert
fiir ¥ liefert, als das mit direkter Benutzung von Amy, (also s = 1) der Fall ist. Der Grund
ist, dass W lediglich quadratisch gendhert wurde und auf diese Weise die Genauigkeit in
etwa um eine Ordnung erh6ht wird. Dieser Ansatz wird héufig benutzt, so auch bereits
in [Kemna, 2000].

Im Folgenden wird my, aktualisiert und mit dem letzten Wert fiir A als neuem ersten Wert
der néchste Gauss-Newton Schritt vollzogen. Dies wiederholt sich, bis die Schrittlingen
zu klein werden (Modell praktisch konstant), die Anpassung sich nicht mehr merklich
verbessert oder im Idealfall eine Anpassung von e =1 erreicht wird. Wie der Algo-
rithmus endet, hangt u.a. stark von den angenommenen Fehlern ab. Um eine schlechte
Anpassung aufgrund weniger Ausreiffer zu vermeiden, gibt es die sogenannte robuste In-
version. Dies meint, dass bei der Berechnung der Datenanpassung nach 3.34 die Fehler
€¢; in der L1-Norm so umverteilt werden konnen, dass diese als Summe konstant bleibt,
aber den wenigen Ausreifern eine deutlich grofere Standardabweichung zugeteilt wird
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3 Theorie zur Inversion

und dem Rest jeweils eine etwas kleinere. Insgesamt fiihrt das bei einer Berechnung nach
3.34 zu einer besseren Datenanpassung. Weitere Details hierzu, zur Wahl der Anderung
der Schrittlinge bei der Suche nach dem optimalen A und dem bereits angesprochenen
final phase improvement findet sich in [Kemna, 2000].

Die Berechnung der Sensitivitdten fiir die Anpassung an ein Cole-Cole bzw. CPA Modell
wird in Kapitel 5 besprochen.
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4 Aspekte der Inversion in zwei
raumlichen Dimensionen fiir eine
Frequenz

Der grundlegende Ablauf der Inversion, zusammen mit der Vorwirtsrechnung, wurde
bereits in Kapitel 3 beschrieben. Dieses Kapitel bezieht sich damit auf spezielle Details
und synthetische sowie Messbeispiele.

Fiir einen ersten Uberblick nach einer Messung geniigt oft schon die Inversion einer
Frequenz in zwei Dimensionen. Dies liegt zu einen daran, dass oft die Frequenzeffekte
bzw. Aufladbarkeiten recht gering sind und zum anderen der Untergrund héufig in erster
Néherung gut als 2D-Fall angesehen werden kann.

Der erste Abschnitt (4.1) vergleicht verschiedene Arten der Regularisierung. Abschnitt
4.2 behandelt die Inversion bei nicht ebenen Gebieten. Im letzten Abschnitt (4.3) werden
Messdaten aus dem Feld behandelt.

4.1 Regularisierung

Eine sehr bekannte Art der Regularisierung ist die Occam-Glédttung (s. z.B. Gleichung
3.37). Sie versucht, die Parameterdifferenz zwischen benachbarten Zellen zu minimieren.
In Fillen von starken Kontrasten wirkt das dem Erreichen des wahren Modells entge-
gen. In Kapitel 3 wurde bereits eine neue Regularisierung vorgeschlagen, die auch scharfe
Grenzen als solche auflosen kann. Hier soll nun anhand von synthetischen Beispielen der
Unterschied deutlich gemacht werden.

In Abbildung 4.1 ist das Ergebnis einer Inversion bei Benutzung der Occam-Glittung
dargestellt. Das Modell beinhaltet einen Stoérkorper mit 10Qm, -15mrad (Grenzen ein-
gezeichnet), eingebettet in einen homogenen Halbraum von 100Qm, -5mrad. Es wurde
Gausssches Rauschen (1%, 0,3mrad) auf die zu invertierenden Daten gelegt. Die Occam-
Bedingung verschmiert die scharfen Grenzen, sodass der Kérper nicht nur schlecht rdum-
lich einzugrenzen ist, sondern auch der Kontrast zu gering wiedergegeben wird.

Eine einfache und sehr effektive Moglichkeit, das Verschmieren zu verhindern, ist es, {iber
die Grenzen des Storkdrpers nicht zu gldtten. Dazu muss die Existenz und Lage bekannt
sein. Sind die Untergrundstrukturen (Lage der Schichtgrenzen, Storkorper, etc.) gegeben
(z.B. durch Seismik-Messungen 0.4.), kann dies in der Inversion beriicksichtigt werden,
und man glittet nicht iber die entsprechenden Grenzen. Der Effekt ist enorm und in
Abbildung 4.2 dargestellt. Der Kérper wird in Lage und Kontrast praktisch perfekt wie-
dergegeben. Es wird nur in den Bereichen gegléttet, in denen das Modell auch homogen
ist.
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Abbildung 4.1: Inversionsergebnis fiir Betrag (links, Qm, log1o) und Phase (rechts, mrad)
bei Occam-Glattung. Modell ist ein Storkorper (eingezeichnet) im homo-
genen Halbraum.

Abbildung 4.2: Inversionsergebnis fiir Betrag (links, Qm, log1o) und Phase (rechts, mrad)
bei Occam-Glattung und bekannter Stérkérpergrenze.

Dieses Vorgehen birgt ein Risiko. Abbildung 4.3 verdeutlicht das Problem. Es werden
weiterhin die Grenzen als bekannt vorausgesetzt (,x“), der wahre Korper liegt allerdings
entgegen der Annahme leicht versetzt (gestrichelte Linie). Die Inversion innerhalb und
auferhalb der angenommenen Grenzen ist so unabhingig, dass der Kérper wieder an der
gleichen Stelle (also der angenommenen) erscheint. Da innerhalb der vermuteten Stérkor-
pergrenzen eine Art Mittelwert angenommen wird, in den auch ein Teil des Halbraumes
einflieft, fallt der Kontrast schwécher aus und ist nur im Bereich der wahren Position
des Korpers besonders grofs. Auferhalb der angenommenen Grenzen liegt auch ein Teil
des Korpers (unten und rechts). Hier baut die Glattungsbedingung analog zu Abbildung
4.1 den Kontrast ab, sodass zwar eine Verédnderung zum Hintergrund sichtbar wird, der
Korper wird aber hauptsichlich im Bereich der (falsch) angenommenen Grenzen vermu-
tet.

Es ist also wichtig zu erkennen, dass aufgrund des stark unterbestimmten Gleichungs-
systems die Regularisierung einen starken Einfluss hat (alle Inversionsergebnisse passen
die Daten gleich gut und bis zum Rauschniveau an) und ggf. bei falscher Verwendung
Artefakte entstehen, die nichts mit der Realitdt gemein haben. Durch gesicherte Vorin-
formationen kann die Auflésung jedoch wesentlich verbessert werden.

Selbst wenn die Grenzen der Schichten bekannt sind, bedarf es einer flexiblen Elemen-
teinteilung, um die Grenzen im Inversionsgitter nachzubilden. Die Schichtgrenzen sollten
immer mit Elementkanten zusammenfallen. Die FE-Methode bietet grundséatzlich diese
Moglichkeiten, war aber bisher nicht in der Inversion realisiert, sodass dieser Teil umge-
schrieben und erweitert wurde. (Zu den verschiedenen Elementtypen z.B. [Richter, 1995].)
Zwei Bilder sollen stellvertretend fiir eine grofe Testreihe stehen, die sowohl Vorwérts-
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4.1 Regularisierung

Abbildung 4.3: Inversionsergebnis fiir Betrag (links, Qm, log1g) und Phase (rechts, mrad)
bei Occam-Glattung und bekannten aber falsch angenommenen (’x’)
Storkorpergrenzen (wirklich: getrichelt).

rechnungen als auch Inversionen unter Benutzung von triangulierten bzw. regelméfhigen
Rechteckgittern vergleicht. In Abbildung 4.4 ist die Abweichung der Vorwértsrechnungen
bei Benutzen eines Rechteckgitters (als hinreichend genau bekannt) von der bei Ver-
wendung eines (mit etwa gleich vielen Zellen) triangulierten Gebietes dargestellt. Die
Zellenanzahl wurde zur Abschétzung nach oben minimal gew&hlt (zwei Zellen zwischen
zwei Elektroden). Das Modell ist, wie zuvor, der Storkérper im homogenen Halbraum.

0r1'l‘|".'.'rlu-'|rv|~|'r|-||:|"|~l L] e e e | T T 1 =t

Abbildung 4.4: Abweichung der Vorwértsrechnungen zwischen Rechtecksgitter und tri-
anguliertem Gebiet fiir Betrag (links, %, log1p) und Phase (rechts, mrad,
logio).

Im Betrag sieht man Abweichungen von meist deutlich unter 1%, wobei die meisten Un-
genauigkeiten im oberflichennahen Bereich auftreten. Insgesamt sind die Abweichungen
unter einem zu erwartenden Rauschniveau. Sehr gut ist die Ubereinstimmung in der Pha-
se, mit Abweichungen unter 0,01 mrad.

Das Vorwirtsmodul wurde bereits detailliert (fiir Rechtecksgitter) in [Kemna, 2000] ge-
testet und hat sich (fiir {ibliche Anforderungen an Genauigkeit) als hinreichend exakt
erwiesen. Ein Beispiel fiir die Qualitit soll aber auch hier angefiihrt werden. Grundlage
ist ein homogener Halbraum. Die Phasenwerte sind praktisch ohne Fehler (im Rahmen
von sechs abgespeicherten Nachkommastellen), deswegen sind in Abbildung 4.5 nur die
Fehler im Betrag dargestellt.

Die grofsten Fehler aufgrund der Diskretisierung treten im Bereich kleiner Abstdnde zwi-
schen den Elektroden, also geringer Pseudotiefen und damit, wie schon zuvor festgestellt,
oberflichennah auf. Die Schwankungen in grofseren Tiefen liegen in einem zu vernach-
lassigenden Bereich und werden auch durch numerische Ungenauigkeiten (also selbst bei
feinerer Disketisierung) verursacht.
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Abbildung 4.5: Fehler im Betrag bei Vorwértsrechung iiber einem homogenen Halbraum
mit grobem (zwei Zellen pro Elektrodenabstand) Rechteckgitter.

Nachdem sich auch das Inversionsmodul fiir triangulierte Gebiete als hinreichend ge-
nau erwiesen hat, kann ein Einbeziehen von Vorinformationen nun auch fiir fast beliebig
geformte Grenzen erfolgen. Weiterhin kénnen die Elektroden auch (Bohrlochelektroden
konnen ebenfalls gerechnet werden) flexibler gesetzt werden. Ein Beispiel fiir ein trian-
guliertes Gebiet ist in 4.6 dargestellt. Die Storkorpergrenzen fallen mit Elementkanten
zusammen, weiterhin wird Rechenzeit gespart, weil die Elemente in der Tiefe grofer wer-
den.
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Abbildung 4.6: Optimal an bekannte Stérkorpergrenzen (rot) angepasstes Inversions-
netz. An der Oberfliche sind die Elektrodenpositionen eingezeichnet.

Die Inversion mit dem parallelogrammférmigen Koérper unter Benutzung bekannter Gren-
zen lauft so erfolgreich wie bereits bei dem rechteckigen Korper. Abbildung 4.7 zeigt die
Ergebnisse. Die Leitfahigkeiten sind wie zuvor.
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Abbildung 4.7: Inversionsergebnis fiir Betrag (links, Qm, log1g) und Phase (rechts, mrad)
bei Occam-Glattung und bekannter Stérkérpergrenze.

Hauptproblem des bisherigen Ansatzes ist, dass die Grenzen der Schichten und Kérper
oftmals nicht bekannt oder sogar Ziel der Untersuchung sind. Um die Effekte der be-
kannten Diskontinuitdten zumindest teilweise nutzen zu kénnen, wurde eine Vielzahl von
Ansétzen verfolgt, bis das Optimum in einer Kombination aus minimum gradient sup-
port und active constraint balancing (beschrieben in 3.2.2) gefunden wurde. Um den Weg
dorthin besser nachvollziehen zu koénnen, soll zumindest ein Zwischenschritt aufgefiihrt
werden, wenn dieser Ansatz auch spater aus verschiedenen Griinden nicht weiter verfolgt
wurde.

Die Idee bei bekannten Diskontinuitétsgrenzen ist, dass liber diese Grenzen nicht geglit-
tet werden soll. Ein grofer Kontrast entsteht. Ein Ansatz bei nicht bekannter Grenze war,
die Kontraste zu beobachten, die sich bei einfacher Occam-Bedingung im Laufe der Inver-
sion aufbauen. Man kann dann eine Grenze festlegen, dass z.B. iiber die 5% der Kanten
mit dem hochstem Kontrast nicht mehr gegliattet wird. Oder es wird ein Schwellenwert
fiir den Gradienten festgelegt, ab dem nicht mehr geglattet wird. Als Folge werden starke
Kontraste gefordert. Ein Problem war hier, einen sinnvollen Schwellenwert festzulegen.
Weiterhin war die Frage, wann im Inversionslauf die Grenzen gezogen werden sollten,
iiber die nicht mehr gegléttet wird. Geschieht dies zu friih, ist der Kontrast noch nicht
weit genug ausgebildet; erfolgt die Festlegung zu spét, ist die Konvergenz schon erreicht.
Grundsétzlich konnten die Grenzen auch nach jeder Iteration neu festgesetzt werden.
Folge ist allerdings, dass der Beitrag von ¥, zur Zielfunktion dann stark springt und die
Inversion sehr unruhig konvergiert. Denn Gradienten knapp unter dem Schwellenwert, die
einen sehr grofen Beitrag (zur Zielfunktion) liefern, konnen eine Iteration spéter knapp
iiber dem Grenzwert liegen und bleiben unberiicksichtigt. Trotz allem konnten gegeniiber
der Occam-Glattung verbesserte Ergebnisse produziert werden. Ein Beispiel zeigt Abbil-
dung 4.8. Das Modell ist wiederum ein 100Qm/ -bmrad Halbraum mit 10Qm/ -15mrad
Storkorper (Grenzen eingezeichnet). Der Verlauf ist etwas unférmig, aber insgesamt wird
die Lage gut erkannt und bis auf wenige Stellen, an denen der Parameterkontrast deutlich
stiarker als im Modell ist, werden Betrag und Phase auch gut wiedergegeben.

In Abbildung 4.9 sind die Grenzen dargestellt, die algorithmisch erkannt wurden
(schwarz) und die wahren Grenzen des synthetischen Modells (griin). Hier zeigt sich
ein weiteres Problem: Das Gebilde ist nicht geschlossen - ein Grund dafiir, dass der Kon-
trast ,ausfliefen* kann. Als Konsequenz bietet sich ein manuelles Verfahren an, das darin
besteht, die Inversion laufen zu lassen, die erkannten Diskontinuitdten zu beobachten
und ggf. von Hand zu ergénzen. Zusammen mit den bereits erwdhnten Problemen bleibt
dieses Verfahren trotz z.T. guter Ergebnisse insgesamt nicht zufriedenstellend. Trotz der
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Abbildung 4.8: Inversionsergebnis fiir Betrag (links, Q2m, logio) und Phase (rechts, mrad)
bei Occam-Gléttung mit selbsterkannten Stérkdrpergrenzen.
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Abbildung 4.9: Algorithmisch erkannte Diskontinuitéten (schwarz) im Vegleich zur wah-
ren Lage (griin). An der Oberfliche sind die Elektrodenpositionen ein-
gezeichnet.

Schwierigkeiten kann man einige Ansétze im Weiteren verwenden. Das eine ist die Fr-
kenntnis, dass grofere Gradienten unterproportional ,bestraft“ werden sollten. Die zweite
Erkenntnis (aus dem Springen der Konvergenz) ist, dass Kanten nicht nur voll oder gar
nicht beriicksichtigt werden sollten (wie bei gut bekannten Storkorpergrenzen machbar),
sondern es sollten auch kontinuierliche Zwischenwerte moglich sein. Sieht man den Un-
terschied zwischen Occam-Glittung (3.37) und mgs (3.39) nur in einer Anderung der Ge-
wichtung, bei konstantem Gewicht im Occam-Fall und Gradienten-abhingigem Gewicht
im mgs-Fall, so ergibt sich die Darstellung in Abbildung 4.10. Bei der Occam-Glattung ist
das Gewicht unabhéngig vom Gradienten (fiir den Beitrag zur Zielfunktion muss jeweils
noch das Quadrat des Gradienten multipliziert werden), bei dem Schwellenwert-Ansatz
féllt das Gewicht oberhalb des Grenzwertes sprunghaft auf Null. Der mgs-Ansatz ist eine
kontinuierliche Zwischenlésung, die die Konvergenz stabilisiert und die positiven Effekte
der bekannten Diskontinuitdt beinhaltet.

Ohne den Zwischenschritt iiber den Schwellenwert wurde auch schon erwdhnt, dass fiir
wachsendes [ mgs zur Occam-Glittung iibergeht (s.a. Abbildung 3.2, links). Eine Studie
an dem bekannten synthetischen Modell soll nun die Verdnderung des Inversionsergeb-
nisses mit wachsendem (3 darstellen (Abbildung 4.11).
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Abbildung 4.10: Verlauf der verschiedenen Gewichtungen des Parametergradienten. Oc-

cam: rot, Schwellenwert: griin, mgs: blau. (vgl. Gleichungen 3.39, 3.37
und siehe Text)

Man sieht deutlich, wie die Schirfe mit abnehmendem [ zunimmt, bis zuletzt praktisch
nur noch zwei homogene Gebiete mit verringertem Kontrast gegeniiber den wirklichen
Werten auftreten. Aufgrund der geringen Sensitivitdt im unteren Bereich wird der Block
in die Tiefe verldngert, um noch weniger Kanten mit einem von Null verschiedenen Gra-
dienten zu erhalten. Fiir den groften Wert von 3 erreicht man Ergebnisse wie bei einer
Occam-Glattung. Ein geringeres § bedeutet folglich schérfere Bilder; diese kénnen aber
auch unrealistisch werden. Damit ist die Wahl eines mdglichst kleinen Wertes fiir 3, wie
in [Portniaguine and Zhdanov, 1999] vorgeschlagen, nicht zwangsldufig optimal.

Wenn die Rechenzeit es zulédsst (in zwei Dimensionen bei einer Frequenz auf einem aktu-
ellen Standard-PC unproblematisch), sollten also durchaus mehrere Inversionsliufe (mit
fallendem (3) vollzogen werden, um den Einfluss der Regularisierung besser abschétzen
zu konnen. Da der Parametergradient (z.B. in Gleichung 3.39) unbeeinflusst von der Git-
terdiskretisierung ist, kann in der Regel ein Wert fiir 3, der sich als giinstig erwiesen hat,
auch auf dhnliche Regionen iibertragen werden. Lediglich wenn die Kontrastverhéltnisse
deutlich unterschiedlich sind und in wesentlich schmaleren oder breiteren Gradientenbe-
reichen geglittet werden soll, muss eine Anpassung vorgenommen werden.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass eine bessere rdumliche Eingrenzung als im mittle-
ren Bild kaum méglich ist, da die Diskretisierung (gilt auch im Folgenden, wenn nichts
anderes erwahnt wird) des Raumes fiir die Inversionsrechnung so gewahlt wurde, dass sie
nicht mit der der Vorwértsrechnung iibereinstimmt. Dies ist in Féllen nicht bekannter
Grenzen sicherlich ein realistischer Fall.

Nachdem die Auswirkungen des mgs-Anteils betrachtet wurden, sollen nun die des
Sensitivitdts-Anteil isoliert betrachtet werden. Im Zusammenhang mit Gleichung 3.42
wurde die Uberlegung von Yi et al. [2003] vorgestellt, in gut aufgeldsten Bereichen die
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Abbildung 4.11: Inversionsstudie fiir variierendes (. Ergebnis fiir Betrag (links, Qm,
logip) und Phase (rechts, mrad). 5 von oben nach unten bei Optimal-
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Glattung zu verringern, da dieser Bereich entscheidend fiir die Datenanpassung in der
Zielfunktion ist. Im Gegenzug sollte in Bereichen geringer Aussagekraft mehr geglittet
werden.

Man kann aber auch eine gegenteilige Variante benutzen und es vermeiden, in wenig
sensitiven Bereichen, in denen sich ein Kontrast (aus einem homogenen Starthalbraum)
bereits nur sehr schwierig aufbaut, zusdtzlich zu glatten. Stirkere Glattung erfolgt in
besser aufgelosten Bereichen, um zu verhindern, dass die Messwerte sogar bis ins Rau-
schen nachgebildet werden und sich vermehrt Artefakte aufbauen. Die Schéarfe wird mehr
in weniger sensitive Bereiche verteilt.

Um nicht von den mgs-Effekten iiberlagert zu werden, wird f nun nicht nach Gleichung
3.43 eingesetzt, sondern in Gleichung 3.37 direkt auf Vm angewendet.

Beide Ansétze haben Berechtigung. Die Version nach Yi et al. [2003] erhoht die Schérfe
im oberflichennahen Bereich und glittet in Bereichen, in denen die Aussage zu unsicher
wird; beim umgekehrten Ansatz werden bereits sehr scharfe oberflichennahe Bereiche
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mehr geglittet; im Untergrund wird versucht, die geringe Schérfe zu verstarken, mit der
Gefahr von Uberinterpretation. In Abbildung 4.12 werden die verschiedenen Ansitze ver-
glichen.

Der acb-Ansatz nach Yi et al. [2003] (Mitte) bringt gegeniiber einer Occam-Gléattung
ohne zusitzliche Sensitivitdtsabhiéngigkeit kaum Verbesserungen im oberflichennahen
Bereich, dagegen ,flieft“ der Kontrast durch die stdrkere Glattung in der Tiefe deutlich
aus. Beim gegenteiligen Ansatz (unten) wird die Untergrenze deutlich besser aufgelost,
in den tieferen Randbereichen bilden sich allerdings leichte Kontraste auf, die im Modell
nicht vorhanden sind. Hier besteht die Gefahr von Artefakten durch zu geringe Glattung.

2 (m)

z{m}
z{m}

z(m)
z[m)

Abbildung 4.12: Inversionsstudie fiir variierende Sensitivitdtsabhéingigkeit. Ergebnisse
fiir Betrag (Qm, logig, links) und Phase (mrad, rechts). Oben: keine
Abhéngigkeit, Mitte: hoheres Gewicht bei groferer Sensitivitdt, unten:
hoheres Gewicht bei geringerer Sensitivitat.

Insgesamt haben beide Ansétze eine Berechtigung. Bei der Implementierung der Sensiti-
vitdtsabhéngigkeit in die mgs-Funktion muss nun entschieden werden zwischen dem sehr
stabilen acb-Ansatz, der speziell hoch sensitive Bereiche gut auflost, und der gegenteili-
gen Version, die in der Tiefe mehr Schéirfe bringt, mit der Tendenz zu Artefakten und
ggf. instabilerer Konvergenz der Inversion. Nach verschiedenen Tests fillt die Wahl auf
letzteren Ansatz, da der Vorteil der besseren Auflésung in der Tiefe bedeutender als der
Nachteil evtl. Artefakte erscheint.

Die Umsetzung dieser Sensitivitdtsgewichtung wurde bereits detailliert im Zusammen-
hang mit 3.42 bzw. 3.43 erldutert. Der Ansatz soll in weniger sensitiven Regionen versu-
chen, den Kontrast zu erhéhen. Abbildung 4.13 macht den Einfluss der Sensitivitdtsge-
wichtung bei Implementierung in den mgs-Ansatz deutlich. Die Verdnderungen (von der
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zweiten zur dritten Zeile) sind nicht so stark wie zwischen Occam-Glittung und mgs-
Ansatz, aber doch merklich. Insbesondere die Unterseite wird besser aufgelést und der
Kontrast noch weiter optimiert.
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Abbildung 4.13: Inversionsergebnisse fiir Betrag (2m, logio, links) und Phase (mrad,
rechts) im Vergleich zum Modell. Oben: Modell, Mitte: Benutzung des

mgs-Ansatzes, unten: zusétzliche Beriicksichtigung der Sensitivitét.

Weitere Rechnungen haben gezeigt, dass die gew#hlte Kombination eine sehr deutliche
Verbesserung gegeniiber der Occam-Bedingung darstellt, wenn es darum geht, scharfe
Strukturen zu erkennen. Trotz allem ist auch eine Inversion mit Occam-Bedingung in der
Lage, die Daten hinreichend gut anzupassen. Der RMS-Wert fiir beide Regularisierungen
ist jeweils der gleiche (und erreicht das Rauschniveau), dennoch lohnt sich ein detal-
lierterer Blick auf die Datenanpassung. Abbildung 4.14 zeigt deutlich, dass im Falle der
Occam-Glattung (oben) die Daten im Bereich des Storkdrpers wesentlich schlechter an-
gepasst sind als bei Verwenden der kombinierten Regularisierung (unten), bei der sich der
Fehler homogener auf das Niveau des Gaussschen Rauschens von 1% im Betrag verteilt.
Trotz gleicher RMS-Anpassung erkennt man auch hier einen qualitativen Unterschied in
den Inversionsergebnissen, da ein unstrukturiert verteilter Fehler bei gleichméfig verteil-
tem Gaussschen Rauschen auf den Daten einem Fehler, der mit dem Modell korreliert,
vorzuziehen ist.

Nachdem nun die Regularisierung vollstdndig eingefiihrt ist, sollen noch zwei weitere Bei-
spiele die Bandbreite der Einsatzmoglichkeiten verdeutlichen. Im ersten Fall handelt es
sich um eine Struktur aus drei Schichten (siehe auch Abbildung 4.15, oben). Die obere
Schicht hat einen spezifischen Widerstand von 100Q2m, -bmrad, die untere von 500Q2m,
-30mrad. In der Mitte gibt es eine diinne, im mittleren Bereich von links nach rechts
ansteigende Schicht, mit 15(m, -15mrad und zwei Variationen, an denen der Wert auf
10Qm, -20mrad wechselt. Die Schwierigkeit besteht darin, einen schlechten Leiter unter
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Abbildung 4.14: Relative Abweichungen der synthetischen Spannungsbetrige von den
Modelldaten in %. Oben: Benutzung einer Occam-Bedingung, unten:
kombinierte Regularisierung.

einem guten aufzulGsen, weiterhin die diinne Schicht als eigensténdigen Bereich zu er-
kennen. Der leichte Wechsel innerhalb der zweiten Schicht soll erkannt werden, darf aber
nicht zu kontrastreich interpretiert werden.

Um einen Vergleich zu haben, ist in Abbildung 4.15 noch das Ergebnis einer Inversion
mit Occam-Glattung beigefiigt.

In der kombinierten Regularisierung lassen sich die drei Schichten klar voneinander tren-
nen, wobei die Breite der mittleren Schicht etwas zu groft wiedergegeben wird, worunter
der Kontrast im Betrag (sollte im logarithmischen etwa bei 1,2 liegen) leidet. Sowohl in
Betrag als auch in der Phase kann im rechten Bereich die Variation in der zweiten Schicht
erkannt werden; im linken Teil liegt sie in einem zu wenig sensitiven Bereich und kann
nicht aufgelost werden.

Im Vergleich dazu liefert die Occam-Glattung deutlich schlechtere Ergebnisse, wie das
immer auch fiir scharfe Grenzen erwartet wird. In der Phase vermutet man einen Zwei-
schichtfall, die Variationen sind nicht zu erkennen; im Betrag deutet sich der Dreischicht-
fall an, wobei die tiefere Seite in einem Zweischichtfall auslduft. Die rechte Variation hebt
sich leicht ab, die linke variiert sogar qualitativ falsch. Die Kontraste sind durchgehend
zu gering.

Zum Abschluss soll ein Modell gewdhlt werden, das keine scharfen Kontraste beinhaltet
und somit vom Ansatz her nicht gut fiir die kombinierte Regularisierung geeignet ist. Es
wurde allerdings im Zusammenhang mit Abbildung 3.2 gezeigt, dass fiir kleine Parame-
tergradienten ein Erhalten von glatten Modellen mdoglich ist.
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4 Aspekte der Inversion in zwei rdumlichen Dimensionen fiir eine Frequenz

Das Modell besteht nun aus einer linearen Variation der Phase mit der Tiefe von -
0.25mrad an der Oberfliche bis -14.75mrad in 20m Tiefe. Bei 15m (Untergrenze der
Darstellung) liegt der Wert bei -11.25mrad. Der Betrag variiert logarithmisch von etwa
100Q2m bis 10Q2m. Bei 15m erreicht er einen Wert von 17.8Qm (logarithmisch: etwa 1.25).
Abbildung 4.16 zeigt das Modell (oben), das Ergebnis bei kombinierter Regularisierung
(Mitte) und zum Vergleich die Occam-Glédttung. Die Betrége erhielten in diesem Fall
sogar 3% Gausssches Rauschen.

Die Occam-Bedingung liefert fiir dieses Modell in seiner Eigenschaft als Glattungsbedin-
gung gute Ergebnisse; aber auch der kombinierte Ansatz 13sst erkennen, dass in diesem
Fall keine scharfen Schichtgrenzen vorliegen. Wire dies im vorhinein bekannt, wiirde man
durch die Wahl eines groferen Wertes fiir 8 auch das Ergebnis der Occam-Glattung er-
halten konnen. Die Strategie eines variierenden 3 ist auch auf glatte Modelle anwendbar.
Fiir scharfe Kontraste ist die kombinierte Regularisierung also einer Glittungsbedingung
iiberlegen; fiir glatte Modelle werden noch immer akzeptable Ergebnisse erzeugt. Bei ent-
sprechender Variation von § kann der kombinierte Ansatz auch erfolgreich fiir sehr glatte
Modelle eingesetzt werden. Die Benutzung einer vollig anderen Regularisierung ist nicht
notwendig.
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4.1 Regularisierung

Abbildung 4.15: Modell und Inversionsergebnisse fiir Betrag (Q2m, logio, links) und Pha-
se (mrad, rechts). Oben: Modell, Mitte: kombinierte Regularisierung,
unten: Occam-Gléttung. Die Modellgrenzen (schwarz) und der Bereich
der Pseudopunkte (weif) sind eingezeichnet.

X (m) X (m)
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Abbildung 4.16: Inversionsergebnisse fiir Betrag (Qm, logio, links) und Phase (mrad,
rechts) im Vergleich zum Modell. Oben: Modell, Mitte: Benutzung des
kombinierten Ansatzes, unten: Occam-Glittung.
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4 Aspekte der Inversion in zwei rdumlichen Dimensionen fiir eine Frequenz

4.2 Topografie

Im Zusammenhang mit Gleichung 3.32 wurden die verschiedenen Typen von Randbe-
dingungen erldutert. Neben den Neumannschen Randbedingungen an der Erdoberflache,
die numerisch unproblematisch sind, wurden im Untergrund meist die gemischten Rand-
bedingungen eingesetzt, die das asymptotische Verhalten der Potentiale beriicksichtigen.
Dirichletsche Randbedingungen wurden nicht benutzt, um das Inversionsgebiet nicht zu
groft machen zu miissen. Das asymptotische Verhalten wurde bisher aus dem eines homo-
genen Halbraums mit entsprechender Leitfahigkeit abgeleitet, was sich als hinreichend
genau erwiesen hat. Die analytischen Potentiale eines homogenen Halbraums wurden
auch beim singularity removal benétigt. Beides wird im Zusammenhang mit Topografie
problematisch, da hier nicht auf analytische Losungen zuriickgegriffen werden kann. Bei
Griben oder Bergen verzerren sich die Aquipotentiallinien.

Der fiir diese Arbeit neu implementierte Losungsansatz, um gemischte Randbedingun-
gen auch fiir Gebiete mit Topografie verwenden zu koénnen (und damit entscheidende
Rechenzeit zu sparen), besteht darin, auf einem sehr grofen Gitter mit Dirichletschen
Randbedingungen eine Vorwirtsrechnung durchzufiihren, die Potentiale fiir die einzelnen
(Strom-)Elektrodenpositionen (und jede Wellenzahl) im Bereich der Rénder des kleineren
Inversionsgebietes und fiir das kleinere Gebiet das asymptotische Verhalten zu bestim-
men. Berechnet wird Srg (s. z.B. Gleichung 3.32) zu

U
Brg = —0 T (4.1)

Die Berechnung der Potentiale und Ableitungen geschieht folgendermafen: Das kleinere
Inversionsgebiet ist in seinen Knoten Teilmenge des grofteren und der Rand des kleine-
ren besteht vollstindig aus Kanten. Die Gebiete sind trianguliert. Es finden sich also
zu jeder Randkante zwei Dreiecke, die diese Kante beinhalten. Zu jedem Dreieck wird
eine Ebene bestimmt, dariiber die Steigung in dufsere Normalenrichtung. Aufgrund der
recht starken rdumlichen Abh#ngigkeit des Gradienten wird der (iiber den Abstand zur
Kante gewichtete) Mittelwert des Gradienten aus beiden Dreiecken bestimmt. Auch das
Potential selbst wird als Mittelwert berechnet.

Um die Effekte zu veranschaulichen, soll zundchst ein homogener Halbraum betrachtet
werden, fiir den die Potentiale auch analytisch gegeben sind. In Abbildung 4.17 ist das
Dipolpotential (fiir 1A) dargestellt, nach analytischer Berechnung. An der Oberfliche
stehen die Aquipotentiallinien senkrecht auf dem Rand; im Untergrund schneiden die
Linien ihn auch schrég. Im Vergleich dazu stellt 4.18 das Potential mit Dirichletschen
Randbedingungen (Potential Null auf dem Rand des Untergrundes) dar. Offensichtlich
ist die Dirichlet-Bedingung nicht hinreichend erfiillt und die Randbedingungen fiihren zu
einer starken Deformation des Bildes.

Wie extrem die Situation ist, stellt Abbildung 4.19 dar. Selbst an der Oberfliche wachsen
die Fehler in einen inakzeptablen Bereich. Im Vergleich dazu liefert ein Ansatz mit ge-
mischten Randbedingungen (Abbildung 4.20) fast fehlerfreie Ergebnisse (gednderte Ska-
la!). Die leichten Abweichungen sind auf die Diskretisierung der endlich grofen Zellen
zuriickzufiihren. In jedem Fall ist also eine Art gemischter Randbedingungen bei Ver-
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4.2 Topografie

Abbildung 4.17: Potentialverteilung fiir eine Dipoleinspeisung, analytische Berechnung.
Logarithmische Darstellung. Messwerte in mV. Vorzeichen entspricht
dem des Potentials (—2 = — (10?) mV = —100mV)

Abbildung 4.18: Potentialverteilung fiir eine Dipoleinspeisung, synthetische Berech-
nung mit Dirichletschen Randbedingungen. Logarithmische Darstellung.
Messwerte in mV. Vorzeichen entspricht dem des Potentials (—2 =
— (10%) mV = —200mV)
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4 Aspekte der Inversion in zwei rdumlichen Dimensionen fiir eine Frequenz

wendung kleinerer Gitter zu empfehlen. Im Fall von unebener Topografie bleibt zunéchst
nur die Berechnung mit Dirichlet-Bedingungen, da das asymptotische Verhalten der Po-
tentiale nicht analytisch gegeben ist. Hier ist ein groferes Gitter notwendig. In Abbildung
4.21 ist der Fehler dargestellt bei Verlangerung des Gitters um je 50 m in z— und 60 m in
z—Richtung. Die Verbesserung gegeniiber dem kleineren Gebiet ist bereits sehr deutlich,
obwohl nur etwa das Doppelte an Zellen (Zellen wachsen mit zunehmendem Abstand von
den Elektroden) bendtigt wird.

Abbildung 4.19: Prozentuale Abweichung des Dipolpotentials bei Berechnung mit Dirich-
letschen Randbedingungen von der analytischen Losung. Der Bereich
mit Potentialen um 0 ist ausgeblendet.

zinm

Xxinm

15 2 25

Abbildung 4.20: Prozentuale Abweichung des Dipolpotentials bei Berechnung mit ge-
mischten Randbedingungen von der analytischen Losung. Der Bereich
mit Potentialen um 0 ist ausgeblendet.

Aus den Potentialen des groferen Gebietes sollen nun synthetisch Werte fiir Srg (s. 4.1)
wie beschrieben bestimmt werden. Dazu werden die Potentiale und deren Gradienten
auf dem Rand des inneren Gebietes aus den diskreten Werten der Vorwartsrechnung mit
Dirichletschen Bedingungen und grofsem Gebiet bestimmt. Anhand eines Potentials fiir
eine Elektrode werden analytische und synthetische Losung verglichen. Abbildung 4.22
zeigt das Ergebnis. In der Ndhe der Elektrode stimmt Srg bereits gut iiberein; schlechter
werden die Werte bei groferer Entfernung. Der Effekt liegt im (bewusst) noch immer zu
kleinen Gitter begriindet und soll im Folgenden ndher erldutert werden.
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4.2 Topografie

Abbildung 4.21: Prozentuale Abweichung des Dipolpotentials bei Berechnung mit Di-
richletschen Randbedingungen und vergrofertem Gitter von der ana-
lytischen Losung. Der Bereich mit Potentialen um 0 ist ausgeblendet.

Abbildung 4.22: Anaytisches Potential durch eine Elektrode (bei x=16m, z=0m) in V.
Zusétzlich dargestellt Spg aus der analytischen Losung (blau) und den
synthetischen Werten (Dirichlet-Bedingungen und vergrofertes Gitter)

(griin).
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4 Aspekte der Inversion in zwei rdumlichen Dimensionen fiir eine Frequenz

Bei der Riicktransformation aus dem Wellenzahlbereich setzen sich die Potentiale der
ndheren Knoten mehr aus kurzwelligeren Anteilen zusammen als entferntere Punkte, an
denen die kleineren Wellenzahlen wichtiger sind. Ein Beispiel ist in Abbildung 4.23 dar-
gestellt. Man sieht deutlich die Tendenz zu kleineren Anteilen der kleineren Wellenzahlen
bei geringerem Abstand zur Elektrode. Der Sprung in der roten Kurve kommt durch einen
Wechsel in der Gewichtung zustande. Die Werte zu Wellenzahlen iiber und unter 9 bzw.
grofer und kleiner einer charakteristischen Wellenzahl kg = 1/(27i,) werden aufgrund
des verschiedenen asymptotischen Verhaltens fiir & — 0 bzw. & — oo unterschiedlich
bestimmt. Mehr hierzu in [Kemna, 2000].

0.4
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025

0.2

Anteil am Potential

0.15
01Ff/

0.05 [

Il Il i B SR ) \x\\m
2 4 6 8 10 12
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Abbildung 4.23: Zusammensetzung des Gesamtpotentials in Abhéngigkeit von den Wel-
lenzahlen (aufsteigend mit grokerer Nummer). Entfernung zur Elektro-
de: rot: 6m, blau: ~31m, griin: ~59m.

Es ist offensichtlich, dass die langwelligen Anteile stérker durch die Dirichlet-Bedingung
gestort werden als die kurzwelligen Anteile. Schaut man sich die Werte fiir Spg in Abhén-
gigkeit der einzelnen Wellenzahlen an, sieht man in Abbildung 4.24, dass sich der Wert
mit zunehmender Wellenzahl zunéchst mehr dem analytischen (kontinuierlich, unabhén-
gig vom Gitter berechnet) annéhert, aufgrund des geringeren Einflusses der Rénder. Wer-
den die Wellenzahlen noch gréfer, kommen Storeffekte aufgrund der Gitterdiskretisierung
hinzu. Dies kann dadurch bestétigt werden, dass hier die Werte aus den analytischen ge-
mischten Bedingungen auf dem diskreten Gitter (blau) ebenfalls gestort werden.

Als néchstes soll ein Beispiel mit Topografie benutzt werden. Die Potentiale fiir Dirich-
letsche Bedingungen wurden auf einem deutlich gréfseren Gitter als zuvor gerechnet,
sodass keine signifikanten Randeffekte mehr im betrachteten Gebiet erwartet werden. Ei-
ne Bestitigung liefert die Benutzung analytischer gemischter Randbedingungen auf dem
grofen Gitter, was zu fast identischen Werten fiihrt.

Die Vorwértsrechnung mit synthetischen gemischten Randbedingungen auf dem kleineren
Gitter liefert praktisch identische Potentiale (Fehler «1%); bei Benutzung analytischer
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Abbildung 4.24: 5 der Randelemente. Griin: Dirichlet, grofes Gitter, blau: gemischt,
grofles Gitter, rot: synthetisch. Nummer der Wellenzahl: oben links: 1,
oben rechts: 3, unten links: 4, unten rechts: 11. Verlauf der Randelemen-
te: linke Seite von unten, Unterseite nach rechts, rechte Seite von unten.

(vgl. auch Abbildung 4.22)

gemischter Randbedingungen (unter der Annahme ebener Topografie) treten hingegen
deutliche Fehler auf. Ein extremes Beispiel ist der Betrag des Dipolpotentials fiir Elek-
troden direkt am Ende der unebenen Topografie. Abbildung 4.25 zeigt, dass die Abwei-
chungen im relevanten Auslagenbereich 30% iiberschreiten (Farbskala begrenzt. Werte
sonst bis etwa 40%.).

Bei Verlassen der unmittelbaren Umgebung der Geldndekante sinken die Fehler schnell,
sind allerdings noch immer signifikant. Abbildung 4.26 zeigt die Situation bei um zwei
Meter versetzten Elektroden. Bis in weite Bereiche an der Oberfliche werden Potentiale
nun mit Fehlern unter 10% gemessen.

Um einen Gesamtiiberblick der Effekte zu erhalten, wurde noch eine Inversion mit Da-
ten aus der gleichen Topografie durchgefiihrt, wobei der Untergrund homogen war. Die
Elektroden wurden in z-Richtung alle zwei Meter aufgestellt und fiir einfache Dipolweite
Messdaten fiir n = 1 bis n = 14 berechnet. Die Inversion mit synthetischen Randbedin-
gungen gibt wie erwartet den Untergrund fast perfekt wieder (Fehler unter 0,2%). Im
Fall der analytischen Bedingungen erwartet man Fehler deutlich kleiner als in 4.25, da
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Abbildung 4.25: Prozentuale Abweichung bei Benutzung analytischer gemischter Rand-
bedingungen fiir flache Topografie von Daten aus einer Vorwértsrech-
nung auf hinreichend grofem Gebiet und mit Dirichletschen Randbe-
dingungen. Elektrodenpositionen (,,T“) des Sendedipols eingezeichnet.

zinm

Abbildung 4.26: Prozentuale Abweichung bei Benutzung analytischer gemischter Rand-
bedingungen fiir flache Topografie von Daten aus einer Vorwirtsrechung
auf hinreichend grofem Gebiet und mit Dirichletschen Randbedingun-
gen. Elektrodenpositionen (,T“) des Sendedipols eingezeichnet.
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die Verhéltnisse im Durchschnitt der Sendedipole nicht so extrem wie in diesem Einzel-
fall sind. Trotzdem erweisen sich die Fehler nicht als vernachléssigbar. Abbildung 4.27
zeigt die Verteilung der Fehler - sie liegen im Bereich um +6% und damit deutlich iiber
der synthetischen Berechnung. Bei starker Topografie ist eine Verwendung synthetischer
Randbedingungen damit in jedem Fall anzuraten, da auch der numerische Mehraufwand
(eine Vorwirtsrechnung mit Dirichletschen Bedingungen auf grofem Gitter) iiberschau-
bar ist.

zinm

Abbildung 4.27: Prozentuale Abweichung nach Inversion bei Benutzung analytischer ge-
mischter Randbedingungen fiir flache Topografie von Daten hinreichend
genauer Vorwértsrechung auf grofem Gebiet und Dirichletschen Rand-
bedingungen. Elektrodenpositionen sind eingezeichnet.

Abschliefiend soll bei gleicher Topografie ein Zweischichtmodell invertiert werden. Die
obere Schicht besitzt einen spezifischen Widerstand 1002m, -5mrad, die untere Schicht
10Qm, -15mrad. Invertiert wurde mit einer Glattungsbedingung. Das Ergebnis ist in
4.28 dargestellt. Man erkennt gut, dass (abgesehen vom schlecht aufgelosten Randbe-
reich) weder der Graben noch der Hiigel oder der Hangbereich Auswirkung auf die Form
der invertierten Schichtgrenze haben. Es treten auch keine lokalen Artefakte in den Be-
reichen der unebenen Topografie auf. Da die simulierte Topografie verglichen mit in der
téglichen Feldpraxis auftretenden Verhiltnissen recht extrem ist, ist es damit moglich,
Messdaten aus Konfigurationen mit Topografie zu invertieren.

Auch fiir den Topografie-Fall wurde die neue Regularisierung implementiert und eine In-
version fiir das beschriebene Modell durchgefiihrt. Der Kontrast ist wie erwartet stérker,
die Grenze aufgrund der recht groben Triangulierung etwas unregelméfig. Wie bei der
Glattungsbedingung wirken sich weder Graben, Hiigel noch Hang auf die Grenzfliche
aus. Das Ergebnis fiir den Betrag ist in 4.29 dargestellt.
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Abbildung 4.28: Inversionsergebnis bei Benutzung synthetischer gemischter Randbedin-
gungen und Occam-Regularisierung. Betrag in (0m, logarithmisch. Elek-
trodenpositionen sind eingezeichnet.
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Abbildung 4.29: Inversionsergebnis bei Benutzung synthetischer gemischter Randbedin-
gungen und kombinierter Regularisierung. Betrag in 2m, logarithmisch.
Elektrodenpositionen sind eingezeichnet.
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4.3 Messbeispiele

Eine weitere Anwendungsmaglichkeit der Inversion mit flexibler Geometrie findet sich
im Labor. Die Messzylinder haben einen kreisférmigen Querschnitt, auf dessen Rand die
Elektroden positioniert sind. Die gemischten Randbedingungen kommen hier nicht zur
Anwendung, weil an allen Rdndern homogene Neumannsche Randbedingungen gefordert
werden; eine Triangulierung des Inversionsgebietes ist aber wesentlich giinstiger als eine
Rechteck-Aufteilung.

Daten fiir Messungen mit 24 Elektroden wurden von der RWTH Aachen (Klitzsch, pers.
Komm.) zur Verfligung gestellt. Dort wird die Apparatur fiir Durchstrémungsversuche
an einer Messzelle zur laborméfigen Bestimmmung der hydraulischen Leitfdhigkeit ein-
gesetzt. Bei einem Beregnungsversuch wurden zu verschiedenen Feuchtigkeitszustdnden
jeweils alle (231) Dipol-Dipol Konfigurationen mit einfachem Elektrodenabstand benutzt.
Abbildung 4.30 zeigt die Verdnderung vom trockenen zum beregneten Zustand. Im Tro-
ckenzustand ist die Leitfahigkeit (immer bis auf den nahen Randbereich) recht homogen
verteilt und weitgehend unstrukturiert. Nach der Beregnung sinkt der Widerstand merk-
lich, und insbesondere im Inneren ergeben sich niedrigere Werte. Moglicherweise geschieht
der Abfluss liberwiegend im Zentrum. Die Phasen zeigen diese Charakteristik nicht. Man
erkennt eine (betragliche) Zunahme der Phasen. Die Anpassung erfolgt bis auf einen Feh-
ler von einem Prozent in den Betrdgen und 0,5 mrad in den Phasen. Eine Darstellung
als Pseudosektion bietet sich in dieser Geometrie nicht an.

Eine weitere Anwendungsméglichkeit fiir Zylindergeometrieen stellen auch Biume dar.
Es konnte gezeigt werden (z.B. [Just, 2001]), dass die Leitfdhigkeit hier Riickschliisse auf
eventuell vorhandene Féule zuldsst, was sowohl aus Sicherheitsaspekten (Gefahr des Um-
stiirzens) als auch aus wirtschaftlicher Sicht (Verkaufswert sinkt rapide) von Bedeutung
ist. Ein nichtinvasives Verfahren ist hierbei von grofsem Vorteil.

4.3 Messbeispiele

Auch wenn das Programm die Inversion von Daten aus Labormessungen an zylinderfor-
migen Proben zuldsst, so soll der Schwerpunkt bei den Messbeispielen doch darauf gelegt
werden, Daten von Feldmessungen zu interpretieren.

Die meisten Daten wurden dabei auf dem Testfeld Krauthausen aufgezeichnet; die Un-
tergrundverhéltnisse sind in Unterkapitel 7.1 vorgestellt. Gleiches gilt fiir das Testgebiet
bei Cuxhaven. Detaillierte Analysen der vollstdndigen Datensétze zu den Testgebieten
finden sich in [Zisser, 2005], wobei die jeweils aktuellste Version des Programmes benutzt
wurde. In dieser Arbeit sollen nicht die Testgebiete behandelt werden, sondern die Feld-
daten lediglich zum Testen des Inversionsprogrammes dienen. Entsprechend werden nur
einzelne Datensitze behandelt und die Details zum Messgebiet ans Ende der Betrach-
tungen gestellt (siehe Kapitel 7).

Zunichst sollen die Messwerte zu Profil B32 (siehe Abbildung 7.4) fiir eine Frequenz
von 312,5mHz invertiert werden. Wie schon erwéhnt, bieten sich Frequenzen in diesem
Bereich an, da sie einerseits niedrig genug sind, um vernachléssigbar von EM-Kopplung
gestort zu sein, andererseits ist die Periode noch hinreichend klein, sodass ausreichend
oft gestapelt werden kann.
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Abbildung 4.30: Inversion von Daten aus einem Beregnungsversuch zu verschiedenen
Feuchtigkeitszustanden. Dargestellt sind Betrége (oben, in Qm, loga-
rithmisch) und Phasen (unten, in mrad) im trockenen (links) und be-
regneten (rechts) Zustand. Messfrequenz ist 2,5 Hz.

Abbildung 4.31 zeigt eine Studie moglicher Inversionsergebnisse. Das Vorgehen entspricht
dem bereits vorgeschlagenen: Man betrachtet zundchst die Ergebnisse einer Inversion mit
Glattungsbedingung (alternativ kombinierte Regularisierung mit grofem () und im Ver-
gleich die Ergebnisse fiir die neue Bedingung und sinkendem (3, bis das Bild unrealistisch
scharf erscheint (sehr grofe, vollig homogene Strukturen).
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Abbildung 4.31: Inversionsergebnisse zum Profil B32 bei 312,5mHz. Dargestellt sind Be-
trage (links, in Qm, logarithmisch) und Phasen (rechts, in mrad). Zei-
lenweise von oben wurde benutzt: 1: Occam-Gléttung; 2: kombinierte
Regularisierung mit 8 = 308y; 3: 8 = 20p; 4: 5 = Bo; 5: Occam-Glattung
fiir angenommene Schicht bei z=-10m; 6: angenommene Schicht bei z=-
10m und z=-4m.
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Bei Betrachtung der Betriige wirkt der Ubergang von Occambedingung zur kombinierten
Regularisierung mit grofserem 3 recht glatt. Die schlechter leitende obere Schicht wird
etwas kontrastreicher und entsprechend schmaler. Eine dritte Schicht ist noch nicht zu
erkennen.

Weiteres Verkleinern von ( bildet bei steigendem Kontrast eine zweite Schichtgrenze
in etwa 10m Tiefe aus (3. und 4. Zeile). Bei weiter sinkendem ( werden die Kontraste
sehr stark und groRe, homogene Gebiete machen das Modell unglaubwiirdig (nicht dar-
gestellt). Die 10m-Schichtgrenze ist jedoch auch aus dem Normalprofil noch zu erwarten.

Zum Vergleich soll nun erneut eine Inversion mit Glattungsbedingung durchgefiihrt wer-
den, bei der allerdings in 10m Tiefe nicht vertikal gegléttet wird. Das Ergebnis (5. Zeile)
entspricht im Betrag fast der kombinierten Regularisierung mit Gy (4. Zeile). Eine An-
nahme der Schichtgrenze in 9 oder 11m Tiefe fiihrt zu geringeren Kontrasten an der
Grenze, was analog zu den synthetischen Rechnungen (siehe 4.3) als schlechtere Uber-
einstimmung mit der Realitdt angesehen werden kann, da sich ein grofer Kontrast nicht
ohne Modellbezug aufbaut.

Fiigt man nun noch eine mégliche Schichtgrenze in 4m Tiefe hinzu, die auch durch das
Normalprofil gedeckt ist, entsprechen die Ergebnisse (6. Zeile) im Betrag praktisch denen
der kombinierten Regularisierung mit optimalem Wert fiir 5.

Das Betrachten der Phasen liefert zunéchst eine dhnliche Aussage. Ausgehend von der
Glattungsbedingung (1. Zeile) mit sinkendem £ bis zum Optimalwert 3y (4. Zeile) ist der
Ubergang kontinuierlich. Es bildet sich aus dem glatten Modell mit zwei angedeuteten
Schichten ein kontrastreiches Modell mit drei Schichten aus. Interessant ist allerdings das
Occam-Modell bei Hinzunahme der Schichtgrenze in 10m Tiefe (5. Zeile). Das Modell hat
einen erkennbaren Bezug zur Gléttung ohne Schichtgrenze (1. Zeile), besitzt aber eine
qualitativ andere Schichtung (unten betraglich kleinere Phase) als das Bild aus der kom-
binierten Regularisierung (unten wieder betraglich grofere Phase, z.B. Zeile 3).

Bei Setzen der 4m Schichtgrenze kippt das Verhéltnis und entspricht qualitativ (und
weitgehend auch quantitativ) dem der kombinierten Regularisierung im Optimalfall (4.
Zeile).

Insgesamt wird deutlich, welche Auswirkung das stark unterbestimmte Gleichungssytem
hat. Alle Inversionen passen die Messdaten gleich gut an, unterscheiden sich insbesondere
in der Phase aber auch qualitativ. Als Beispiel sind in Abbildung 4.32 verschiedene Pseu-
dosektionen dargestellt. Die realen Messdaten (jeweils Betrag links, Phase rechts) werden
in der ersten Zeile gezeigt und unterscheiden sich nur unwesentlich von den Daten aus
der Vorwirtsrechnung mit den Modellen aus einer Occam-Inversion (zweite Zeile) oder
einer mit kombinierter Regularisierung (dritte Zeile). Der kombinierte Ansatz liefert eine
etwas bessere Ubereinstimmung in den Phasen.

Betrachtet man nur die Abweichungen von den realen Messdaten, wie in Abbildung 4.33
dargestellt, so erkennt man weitere Unterschiede. Offenbar liefert die Occam-Glattung
Daten, die insbesondere nahe der Oberfléche stirkere Abweichungen in den Betrégen her-
vorrufen. Auch die Phasen zeigen ein strukturierteres Verhalten in den Abweichungen,
wie es schon in Abbildung 4.14 zu sehen war. Abweichungen, die wenig mit dem Modell
korrelieren, sprechen fiir eine glaubwiirdige Anpassung. Deshalb spricht diese Detailbe-
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Abbildung 4.32: Pseudosektionen zu den Messdaten des Profils B32 bei 312,5mHz. Dar-
gestellt sind die Messdaten und die Daten der Vorwértsrechnung auf
Basis des Modells nach Inversion mit Occam- (Mitte) bzw. kombinierter
Regularisierung (unten, 8 = p). Gezeigt sind Betrag (links, in Q2m) und
Phase (rechts, in mrad).

trachtung unabhéingig von den gleichen RMS-Werten fiir das Modell aus der Inversion
mit kombinierter Regularisierung (und 5 = ).

Im vorliegenden Fall ist der Untergrund bekannt und an der 10m Grenze erwartet man
einen Wechsel von Kiesen im oberen, zu Sanden im unteren Bereich und damit eine An-
derung von (betraglich) niedrigeren zu héheren Phasen (siehe z.B. Abschnitte 2.3 oder
2.4.3). Damit ist das Modell in Zeile 5 unrealistischer.

Abbildung 4.34 stellt das Ergebnis aus der kombinierten Regularisierung mit optimalem
(3 dem lithologischen Normalprofil gegeniiber. Man erkennt deutlich die Ubereinstimmung
der Schichtgrenzen bei beiden Darstellungen. Das Bild stimmt nicht nur in der Lage der
Grenzen iiberein, sondern besitzt neben dem Aspekt der scharfen Kontraste auch leichte
Variationen innerhalb der Schichten, was das Gesamtbild noch natiirlicher werden l&sst.
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Abbildung 4.33: Pseudosektionen zu den Messdaten des Profils B32 bei 312,5mHz. Dar-
gestellt sind die Abweichungen der Daten aus der Vorwértsrechnung auf
Basis des Modells nach Inversion mit Occam- (oben) bzw. kombinierter
Regularisierung (unten, 3 = ) von den realen Messdaten. Gezeigt sind
Abweichungen in Betrag (links, in %) und Phase (rechts, in mrad).

Abbildung 4.34: Inversionsergebnisse zum Profil B32 bei 312,5mHz im Vergleich zum
Normalprofil. Dargestellt sind Betriage (oben, in Qm, logarithmisch) und
Phasen (unten, in mrad). Benutzt wurde die kombinierte Regularisie-

rung mit 8 = fy.
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Bei Inversion von Daten aus dem parallelen Profil B22 erwartet man bei Inversion mit
gleicher Parametereinstellung vergleichbare Ergebnisse. Abbildung 4.35 stellt die Ergeb-
nisse fiir die kombinierte Regularisierung bei § = 3y zusammen. Wie erwartet, unterschei-
den sie sich nur im Detail von den Daten aus Profil B32 (vergleiche z.B. Abbildung 4.31,
Zeile 4), was die Stabilitdt der Inversionsergebnisse unterstreicht. Das Modell ist nicht
willkiirlich, sondern offenbar sind die Schichten signifikant. Sie gehen aus dem Modell
einer Occam-Glattung kontinuierlich durch Verkleinerung von [ hervor, ohne Verwenden
von Informationen iiber die bekannten Schichtgrenzen.

Abbildung 4.35: Inversionsergebnisse zum Profil B22 bei 312,5mHz. Dargestellt sind Be-
trage (oben, in Qm, logarithmisch) und Phasen (unten, in mrad). Be-
nutzt wurde die kombinierte Regularisierung mit 3 = (. Vergleiche
B32: 4.31, Zeile 4.

Als zweites Messbeispiel soll ein Profil aus dem Messgebiet bei Cuxhaven betrachtet
werden. Die Lithologie (siehe Abbildung 7.5) unterscheidet sich deutlich von der aus
Krauthausen, insbesondere, weil keine klaren Schichtgrenzen mit groferen Kontrasten
auftreten. Bis auf die oberste Schicht bestehen die oberen 10 m aus Feinsanden, darunter
folgt eine Tonschicht.

Es gibt allerdings einen zweiten Aspekt in dieser Region, der starke Auswirkungen auf
die gemessene Leitfahigkeit hat - die des Porenfluides.

In Abbildung 4.36 ist eine Messkurve der Fluidleitfadhigkeit gemessen an einem nahelie-
genden Bohrloch gezeigt. Im Bereich von etwa 5 - 6,5 Metern Tiefe nimmt dieser Wert
um mehr als eine Zehnerpotenz zu. Damit ist in diesem Bereich eine starke Abnahme des
Betrags des spezifischen Widerstandes zu erwarten. Fiir die Phasen muss der imaginére
Anteil der Leitfahigkeit besonders betrachtet werden. Eine Aussage, die Bérner et al.
[1996] als Voraussetzung fiir die Berechnung des k-Wertes benutzen (siehe 2.27), ist die
Unabhéngigkeit des Verhiltnisses von Imaginédr- zu Realteil der Grenzfldchenleitfadhigkeit
von der Zusammensetzung und Verteilung des Porenfluids. Bleibt dieses Verhiltnis kon-
stant und nimmt die rein reelle elektrolytische Leitfdhigkeit zu, erwartet man insgesamt
fallende Phasen im Bereich des besser leitenden Fluides.

Das Fluid hat allerdings noch eine weitere Auswirkung auf die Interpretation der Mess-
daten: Der gute Leiter kanalisiert die Strome und macht eine Aussage fiir grofere Tiefen,
also auch beziiglich der Tonschicht in iiber 10 m Tiefe, deutlich schwieriger. Vor diesem
Hintergrund sollen nun die Inversionsergebnisse zum Messprofil, dargestellt in Abbildung
4.37, betrachtet werden.

In der ersten Zeile ist das Ergebnis einer Occam-Bedingung dargestellt. Wie erwartet, er-
kennt man in etwa 6m Tiefe einen Ubergang von etwas schlechterem zu besserem Leiter.
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Abbildung 4.36: Gemessene Fluidleitfahigkeit in einem Bohrloch im Testgebiet Cuxha-
ven. Abbildung nach [Zisser, 2005].

In der Phase deutet sich noch eine weitere Schichtgrenze an, die allerdings in den sehr
wenig sensitiven Teil unter 10m Tiefe féllt. Noch dazu ist der Wechsel am Randbereich
des Profils am deutlichsten. Weitere Inversionen sollen hier Klarheit bringen.

Wieder beginnen wir mit einem grofen Wert fiir 5 und fiithren die Inversion mit der kom-
binierten Regularisierung durch. Das Ergebnis in Zeile 2 bestdtigt im Betrag das Bild der
Occam-Glattung; in der Phase ist die untere Schichtgrenze nicht zu erkennen, die obere
liegt, wie im Betrag, bei etwa 6m Tiefe.

Weitere Verkleinerungen in § bringen weder in Betrag noch Phase weitere Schichten her-
vor; ein Ergebnis mit mehr als um einen Faktor 3 verkleinertem (3 liefert die in Zeile 3
dargestellten Ergebnisse. Man sieht praktisch keine Verdnderung im Betrag und auch die
Phasen erweisen sich als stabil, wobei die Grenze noch etwas schirfer ausgebildet wird.
In diesem Fall liefert die kombinierte Regularisierung weniger Schichten und auch bei
weitem nicht so scharfe Grenzen in der Phase, wie noch im Beispiel von Krauthausen,
aber dennoch sehr glaubwiirdige Ergebnisse. Auch quantitativ passen die Ergebnisse der
Betrige zu den Werten der Hubschrauberbefliegung, die im weiteren Umfeld Werte zwi-
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Abbildung 4.37: Inversionsergebnisse zum Profil buc in Messgebiet Cuxhaven bei 1,25Hz.
Dargestellt sind Betrdge (links, in Qm, logarithmisch) und Phasen
(rechts, in mrad). Zeilenweise von oben wurde benutzt: 1: Occam-
Glédttung; 2: kombinierte Regularisierung mit 5 = 3,308y; 3: 8 = (o.

schen etwa 3 und 50Q2m liefert. Der Inversionsalgorithmus erweist sich damit als flexibel
einsetzbar, auch fiir sehr verschiedene Untergriinde.
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5 Multifrequenz—Inversion in zwei
raumlichen Dimensionen

Die spektrale IP versucht neben den im vorherigen Kapitel besprochenen Informatio-
nen auch Aussagen aus den Frequenzabhingigkeiten zu gewinnen. Prinzipiell kann eine
Multifrequenz-Inversion aufgeteilt werden in eine Inversion einzelner Frequenzen, womit
man zu jeder Frequenz ein Untergrundmodell in Betrag und Phase erhilt. Bei einer gro-
Beren Zahl von Frequenzen wird diese Menge an Informationen jedoch unpraktisch und es
ist zweckméRig, die Betrag/Phase-Paare fiir die einzelnen Frequenzen (und Zellen) nicht
unabhéngig zu betrachten, sondern in einem Relaxationsmodell (s. 2.3.3) zu interpretie-
ren. Das Frequenzverhalten kann hier mit wenigen Parametern (4 bei Cole-Cole bzw. 2
bei CPA) wiedergegeben werden. Ein weiterer Vorteil ist, dass einzelne Ausreifter (bei
einer Frequenz) sich nicht so deutlich in den Parametern wiederfinden wie bei einzelner
Inversion nach Betrag und Phase. Nicht zuletzt kénnen einzelne Parameter mit Materi-
aleigenschaften in Verbindung gesetzt werden. Im Falle des Cole-Cole Modells entspricht
po dem Gleichstromwiderstand, m der Aufladbarkeit, 7 liefert {iber Relaxationszeit und
entsprechender Relaxationsldnge Information {iber die Korngréfen und ¢ gibt Auskunft
tiber die Breite der Verteilung dieser Korngrofen (siehe auch Abschnitt 2.3.3).

Im einfachsten Fall, wie er im Labor nahezu realisiert werden kann, wird ein Spektrum
an einer homogenen Probe bei einer Vielzahl von Frequenzen und {iber einen weiten Fre-
quenzbereich aufgezeichnet. Eine Apparatur, die das leisten kann, steht beispielsweise im
Forschungszentrum Jiilich. Hier wurden Messungen im Bereich von 1mHz bis 42kHz (bei
iiber 25 Frequenzen) durchgefiihrt (z.B. [Miinch et al., 2004] oder [Miinch et al., 2005]).
Die Frequenzabhangigkeit ist damit gut bekannt und ein Relaxationsmodell kann (durch
Losen eines in diesem Fall {iberbestimmten Gleichungssystems) angepasst werden.

In der Feldmessung treten allerdings mehrere Einschréinkungen auf, die eine direkte In-
terpretation aus den gemessenen Spektren erschweren:

Induktive Kopplung kann im Bereich hoherer Frequenzen (z.T. ab 10Hz) nicht hinrei-
chend unterdriickt werden, sodass dieser Effekt rechnerisch kompensiert werden muss.
Dazu werden komplexere Relaxationsmodelle angepasst (z.B. multiple Cole-Cole Model-
le), die den Kopplungsanteil beschreiben und damit erméglichen, ihn zu entfernen. Nach-
teil ist, dass mehr freie Parameter auftreten. Dieser Nachteil wird dadurch verstérkt,
dass im Feld technisch bedingt keine Frequenzen iiber 1000Hz aufgezeichnet werden und
sich im unteren Bereich bei etwa 50mHz eine Grenze aufgrund der Messdauer ergibt.
Damit stehen etwa 15 Frequenzen einer Anzahl von z.B. 10 freien Parametern (3faches
Cole-Cole Modell, pg nur einmal) gegeniiber - ein deutlich schlechteres Verhiltnis als im
Labor. Weiteres entscheidendes Problem ist, dass der Untergrund im Feld nicht homo-
gen ist. Ein einfacher Schichtfall aus zwei Schichten mit Materialien, die eine Cole-Cole
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Abhéngigkeit besitzen, konnen bei Messung an der Oberfliche ein Spektrum liefern, was
nicht mit einem Cole-Cole Modell angepasst werden kann. Entsprechend wird es schwe-
rer, die Anteile der induktiven Kopplung zu identifizieren. Eine Induktionskorrektur an
den scheinbaren Spektren kann nicht mehr sinnvoll durchgefiithrt werden, wenn sich die
Antwort mehrerer intrinsischer Cole-Cole Spektren so iiberlagert, dass das Ergebnis nicht
mehr Cole-Cole artig ist.

Diese Arbeit legt den Schwerpunkt auf Feldmessungen. Das Vorgehen, dass sich bisher
hier anbietet, ist eine Inversion der Messdaten aller nicht durch Kopplung gestorter Mess-
werte gleichzeitig in einem einfachen Relaxationsmodell, oder in Frequenzen getrennt mit
anschliefender Anpassung fiir jede Zelle. Das Ergebnis variiert hierbei in der Regel we-
nig. Vorteil der ersten Variante ist das Glédtten einzelner gestorter Werte, weil Betrag
und Phase aller Frequenzen zu wenigen Parametern zusammengefasst werden; Vorteil
der zweiten Variante ist, dass nicht a priori ein Relaxationsmodell festgelegt werden
muss.

Im Folgenden werden Ansdtze fiir die rechnerische Kompensation der EM-
Kopplungseffekte beschrieben, deren Anwendung allerdings bisher dem Labor vorbehal-
ten ist. Danach werden Anpassungen an die zwei bedeutenden Modelle Cole-Cole und
Constant Phase Angle vorgestellt.

5.1 Behandlung der EM-Kopplung

Madden and Cantwell [1967] geben eine Faustformel fiir die Grenzen von Frequenz und
Elektrodenabstand, um EM-Kopplung vernachlissigen zu kénnen. Fiir Dipol-Dipol Kon-
figurationen sollte demnach gelten:

nz(f/p)z < 200 (5.1)

Hierbei werden f in Hz, p in Qm und nz in m angegeben. x steht fiir die Dipollénge, nx
fiir den Abstand zwischen Strom- und Spannungsdipol.

Die Formel steht in engem Zusammenhang mit der Induktionszahl By, die sich aus dem
Verhéltnis von Sender-Empfanger Abstand rggr und der Skintiefe dgp ergibt:

TSR TSR O oW
B = = = 5.2
IN Ssp \/T 1/ 5 r ( )

o pow

Fiir nz =~ rgp ergibt sich eingesetzt in 5.1 die Forderung Byy < 0,4.

Fiir einen Untergrund von 10Q2m und eine Frequenz von 40Hz liegt das maximale nxz
damit bereits bei 100m. Im Messgebiet bei Cuxhaven wurden sogar Werte um 1Q2m
gemessen. Bei 50Hz wird na hier bereits auf unter 30m begrenzt. Es ist also notwendig,
bei Interpretation des vollen Spektrums, die Kopplung zu beriicksichtigen.

Ein moglicher Ansatz ist der eines multiplen Cole-Cole Modells. Bereits in 2.3.3 wurde
beschrieben, dass sich fiir die EM-Kopplung weitere Cole-Cole Terme additiv an das
Standardmodell anfiigen lassen (2.17). Hierbei erwartet man kleine Werte fiir 7 und
grofe fiir ¢ (wie bei einer einzelnen Kapazitét) im Term, der die Kopplung représentiert.
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5.1 Behandlung der EM-Kopplung

Es gibt allerdings auch den Ansatz, das Grundmodell durch multiplikative Terme zu
erweitern. Das Modell erhilt dabei die Form

= (1=m (1)) (e (- ) - @9

Beispiele finden sich in [Major and Silic, 1981] und [Pelton et al., 1978b]. Letztere benut-
zen auch den kiirzeren Ansatz mit

pLw) = po (1 —m (1 1y (ii)ﬁ)q)) ' (1 ¥ (iiuTg)@) ‘ (54)

Abbildung 5.1 zeigt die Zerlegung von Messdaten in einen Anteil, der der induktiven
Kopplung zugeschrieben wird und einen Anteil STP-Signal. Ohne Kopplungsanteil ergibt
sich entsprechend ein einfaches Cole-Cole Modell.

Additive Cole-Cole Terme liefern in erster Ordnung (Ausmultiplizieren des multiplika-
tiven Ansatzes, m klein) allerdings die gleichen Ergebnisse und sind in der Anpassung
numerisch einfacher zu bestimmen, da die Ableitungen nach den Parametern in der Sum-
me von anderen Termen unabhéngig bleiben. Diese Variante wird also hier verwendet.
Die Anpassung erfolgt in der Form

1
= oo (1— - - ), mit = - .
p(w) = po (1 — ccrp — ccpmy — ccpp—) , mit cerp mzp( 1 +(iwm>)cfp>
(5.5)

EM+ und EM- sind analog aufgebaut, nur haben diese Terme sehr niedrige Werte fiir 7
und hohe fiir ¢. Um die Anzahl der Parameter zu reduzieren, kann meist ¢ = 1 gesetzt
werden. Positive und negative EM-Kopplung unterscheiden sich durch das Vorzeichen
von m. Bei EM+ ist dies positiv, die Phase bleibt folglich negativ und wéchst im Betrag,
mit EM- kénnen Vorzeichenwechsel auftreten; beides wird beobachtet.

Ein Beispiel aus einer Feldmessung ist in Abbildung 5.2 dargestellt. Geht man davon
aus, dass das Material eine Cole-Cole Frequenzabhingigkeit besitzt, kann der induktive
Teil rechnerisch entfernt werden und die nutzbaren Frequenzen erweitern sich erheblich
von etwa 40Hz auf 500Hz. Die Zerlegung nach einer Cole-Cole Anpassung mit zwei Ter-
men ist in Abbildung 5.3 dargestellt. In diesem Beispiel wurde ein kleiner Dipolabstand
(a=2m, n—=3) gewidhlt, damit das fiir das Signal relevante Material mdoglichst als homo-
gen angesehen werden kann. Bei grofseren Auslagen sind mehrere Schichten am Signal
beteiligt, was zur Folge hat, dass bei stark unterschiedlichen Parametern fiir die Schich-
ten der Kurvenverlauf des IP-Anteils in der Phase stark verbreitert wird. Abbildung 5.4
zeigt den Phasenverlauf der gleichen Messung fiir n = 7. Eine Cole-Cole Anpassung ist
nicht sinnvoll anzuwenden. Die Effekte mehrerer Schichten auf das Messspektrum werden
detaillierter in Unterkapitel 5.2 betrachtet.

Es bleibt festzuhalten, dass selbst bei guter Anpassung eines multiplen Cole-Cole Modells
an die Messdaten, die Verwendung hoher Frequenzen kritisch betrachtet werden muss.
Es kann durchaus mehrere, dhnlich gute Zerlegungen geben, bei denen sich aber IP- und
EM-Anteile merklich unterscheiden. Zumindest aber gibt die Zerlegung einen Eindruck
davon, ab welcher Frequenz die EM-Terme signifikant werden und der Gesamtverlauf
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Abbildung 5.1: Gemessenes Phasenspektrum (Kreise) mit Zerlegung in Anteile indukti-
ver Kopplung und Rest. Die Frequenzexponenten wurden mit ¢; = 0,25
bzw. co = 1 angenommen. Abbildung aus [Pelton et al., 19785

nicht mehr ausschlieflich durch den TP-Anteil beschrieben werden kann. Ein recht siche-
res Vorgehen ist damit, die Zerlegung nicht zur direkten Korrektur zu benutzen, sondern
nur, um festzustellen, bis zu welcher Frequenz eine Korrektur nicht nétig ist, und weiter-
hin mit den reinen Messdaten zu arbeiten. Dabei kiirzt man natiirlich das zur Verfiigung

stehende Spektrum.

Ein grundlegend verschiedener Ansatz zur Unterscheidung von IP- und EM-Anteil wird
in [Xiang et al., 2002 prasentiert und soll deshalb vorgestellt werden. Teile des Ansatzes
wurden bereits in [Luo and Zhang, 1998] diskutiert.

86



5.1 Behandlung der EM-Kopplung
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Abbildung 5.2: Messdaten eines Phasenspektrums mit Fehlerbalken. Betrige siehe 5.3.
(Fehler dort zu klein fiir Darstellung.)
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Abbildung 5.3: Spektren aus Abbildung 5.2. Dargestellt sind Phasen (oben) und Betrége
(unten). Die Linien gehoéren zu: rot: Messdaten, griin: Anpassung mit
doppeltem Cole-Cole Modell (py = 118,4Qm, my = 0,045, 71 = 0,03s,
c1 = 0,35, my = 0,01, 75 = 0,0002s, co = 0,99), schwarz: IP-Anteil bei
Subtraktion des Anteils 2.
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Abbildung 5.4: Messdaten eines Phasenspektrums mit Fehlerbalken.

Die Cole-Cole Formel (2.15) kann aufgrund des nicht ganzzahligen Exponenten ¢ (wo-
durch das Modell unendlich dimensional wird) zwar nicht als endlicher Polynombruch
dargestellt, aber beliebig gut als solcher gendhert werden:

b1 (i)™ + by (i)™ 4+ - 4 by

Zw) = (iw)™ + ap(iw)" L+ -+ aq

(5.6)

Eine Auflésung nach den Parametern (a; bzw. b;) erweist sich hierbei als nicht trivial, da
der Wertebereich nicht sinnvoll eingeschriankt werden kann und sehr dhnliche Losungen
im Parameterraum nicht zwangsliufig nahe beieinander liegen. Ein Standardalgorithmus
(z.B. fminsearch aus matlab o.4.) fallt hierbei leicht in lokale Minima und erzielt keine
gute Anpassung. Ein Beispiel fiir eine gute Anpassung (mit n = 2) ist in Abbildung 5.5
dargestellt. Die Abweichungen sind einerseits deutlich, andererseits ist das Modell zweiter
Ordnung ein sehr einfacher Ansatz.

IP-Antwort auf eine Stufenfunktion im Zeitbereich kann beschrieben werden als

E(t) = Ey <1 - ZAn exp(—ay, - t)) . (5.7)

Bei der Impedanzbildung kann eine Laplace-Transformation angewendet werden, indem
L(exp(—a-t)) = 1/(s+ «) fir E aus 5.7 und L(1,t > 0) = 1/s fiir die Stufenfunktion
zu I benutzt wird (z.B. [Bronstein and Semendjajew, 1991]; s = iw):

Z(s) = ?((j)) = Z(0) <1 -3 i’; OZ) (5.8)

Anhand von elektronischen Schaltkreisen wird bestétigt, dass der IP-Teil eines Signals
(einem RC-Glied entsprechend) als

- Ak'S
IP(s) = Ey <1—Zs+ak>, A >0 (5.9)

k=1
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Abbildung 5.5: Spektren fiir ein Cole-Cole Modell (pg = 1Qm, m = 0,81, 7 = 6,9s,
¢ = 0,85, rot) und eine Anpassung in zweiter Ordnung (griin). Beispiel
nach [Xiang et al., 2002].

dargestellt werden kann, der Teil der elektromagnetischen Kopplung (RL-Glied) als

m
EM(s)=Ey Y ﬁ—l)‘z, Br>0. (5.10)
k=1
Die Gesamtantwort ergibt sich aus der Summe beider Anteile, wobei die negativen Terme
zum IP-Anteil gehdren, die positiven beschreiben den EM-Anteil.
Die Entfernung der EM-Kopplung geschieht also in drei Schritten:
Zunichst wird der (auf Z(0) normierte) Impedanz ein endlich dimensionales Modell der
Form co+c1s+ -+ cps”
o+cis+--+Cpy

Z(S)_do—l—dls—i—'--—l—l-s” (5.11)
angepasst. Dieses wird dann zerlegt in die Form von 5.8 (normiert ohne Z(0)). Mit in-
duktiver Kopplung kénnen hier negative Werte fiir A,, auftreten. Nach diesen Vorzeichen
wird die Summe zerlegt in die IP- und EM-Anteile, wie in 5.9 und 5.10 (ohne E(0)).
Das reine IP-Signal ergibt sich schlieflich aus den Termen fiir RC-Glieder und wird
allein mit 5.9 beschrieben. In der Regel geniligen wenige Glieder (etwa n = 2) fiir eine
erste Anpassung, die fiir weitere Terme nur unter numerischen Schwierigkeiten deutlich
verbessert werden kann.
Insgesamt ist dieser Ansatz grundsétzlich eine Alternative. In der Praxis erweist sich
die Bestimmung der Koeffizienten des endlich dimensionalen Modells allerdings aus
genannten Griinden als instabil: Der Wertebereich der Koeffizienten ist nicht beschrankt,
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5 Multifrequenz—Inversion in zwei raumlichen Dimensionen

ghnlich gute Losungen konnen sehr unterschiedliche Koeffizienten beinhalten und die
Konditionszahl des Gleichungssystems ist aufgrund der Potenzen von w sehr grof.
Weiterhin ist der Zusammenhang zwischen der vorzeichenweisen Unterteilung in
IP- und EM-Anteil lediglich auf Messdaten an elektrischen Schaltkreisen und deren
Charakteristik und weniger durch physikalische Uberlegungen begriindet. Der mathe-
matische Aufwand ist zudem héoher als eine multiple Cole-Cole Anpassung. Vorteil
ist allerdings, dass eine sehr allgemeine Methode zugrunde liegt, die keine Modelle
auker den elementaren RC- und RL-Gliedern benutzt. Damit ist der potenzielle An-
wendungsbereich sehr weitldufig. Im Folgenden wird diese Methode jedoch nicht benutzt.

5.2 Cole-Cole Anpassung

Zunichst soll angenommen werden, dass in den Daten keine induktive Kopplung auftritt,
diese also korrigiert wurde oder z.B. hinreichend kleine Frequenzen gewéhlt wurden. Die
Inversion soll jeder Zelle im Untergrund ein intrinsisches Cole-Cole Modell zuweisen.
Dies kann zum einen dadurch geschehen, dass die Inversion die Daten aller Frequenzen
gleichzeitig bearbeitet und intern ein Cole-Cole Untergrundmodell speichert oder es wird
frequenzweise modellunabhéngig invertiert und anschlieftend zellenweise eine Anpassung
durchgefiihrt (fiir Zeitbereichsanwendung siehe | Yuval and Oldenburg, 1997]). Hierbei ist
der Vorteil einer modellunabhéngigen Inversion nicht zu unterschitzen, da einem an der
Oberfliche iiber inhomogenem Untergrund gemessenem Spektrum keineswegs immer
anzusehen ist, ob der Untergrund eher aus Schichten, die dhnlich einem Cole-Cole oder
CPA Modell sind, besteht. Ein einfaches Zweischichtmodell soll dies verdeutlichen.

In Abbildung 5.6 ist das potenzielle Messspektrum fiir ein Modell dargestellt, das aus
zwei Schichten mit verschiedenen Cole-Cole Eigenschaften besteht. Die Schichtgrenze
befindet sich in 7m Tiefe, der Dipolabstand betrigt 26m, die Dipollinge 2m. Die
Cole-Cole Parameter sind pg = 100Q2m, m = 0,2 und ¢ = 0,25 fiir beide Schichten.
Lediglich 7 ist unterschiedlich und in der oberen Schicht grofer. Die Variation ist von
4 Dekaden (rot, 1s : 10~%s) iiber 5 (griin, 10s : 107*s) zu 6 (blau, 100s : 10~*s). Die
Betragsspektren liegen iibereinander und sind in der Grafik nicht zu unterscheiden.
Wihrend im ersten Fall (rot) noch ein gemeinsames (einfaches) Cole-Cole Modell
angepasst werden kann, scheint die zweite Kurve (griin) besser einem CPA-Modell
zu folgen, wenn man den Frequenzbereich einer Feldmessung (etwa 107! bis 102Hz)
zugrunde legt. Im letzten Fall (blau) trennen sich die Phasenextrema deutlich und man
konnte kein einfaches Modell (ggf. ein doppeltes Cole-Cole Modell) anpassen.
Beriicksichtigt man die Modellvorstellungen des Cole-Cole Modells (siehe 2.3.3) und geht
davon aus, dass bei wachsender Eindringtiefe sich immer weitere Relaxationsverteilungen
im Messsignal niederschlagen, erwartet man im Extremfall, dass die unterschiedlichen
Prozesse die Kurve zu einem CPA-Spektrum verbreitern. Diese Aussage wird dadurch
bestétigt, dass ein Anpassen bei Felddaten von einem einfachen Cole-Cole Modell fiir
Spektren geringerer Pseudotiefen in der Regel (getestet wurde fiir die Profile B22 und
B32 in Krauthausen, sowie eines bei Cuxhaven, siche Unterkapitel 7.1) besser moglich
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Abbildung 5.6: Synthetische Messdaten, aufgezeichnet iiber einem Zweischicht-Modell. 7
variiert. Der Kontrast zwischen den Schichten wiichst von rot (1 : 10%)
iiber griin (1 : 10°) zu blau (1 : 10%). Betrige liegen iibereinander. Mo-
dellwerte siehe Text.

ist als fiir tiefere Bereiche, bei denen eine Cole-Cole Anpassung trotz doppelter Zahl
freier Parameter nur etwa gleich gut gelingt. Mehr hierzu nach der Beschreibung der
CPA-Anpassung in 5.3.

Neben Schichten mit unterschiedlichen Werten fiir 7 kénnen selbstversténdlich auch
Variationen in anderen Parametern und in anderen Féllen als horizontaler Schichtung
die Spektren fiir Betrag und Phase so verzerrt werden, dass eine Anpassung mit einem
einfachen Cole-Cole Modell nicht moglich ist.

Fiir die Anpassung eines Cole-Cole Modells an ein Spektrum ist es wichtig zu wissen,
wie sich eine Anderung der Parameter auf die Daten auswirkt. Bevor die Sensitivitéiten
berechnet werden, soll ein Beispiel die Effekte grafisch verdeutlichen. In Abbildung 5.7
werden von den Ausgangswerten pg = 100Qm, m = 0,4, 7 = 1s und ¢ = 0,25 (schwarze
Kurve) die Parameter einzeln variiert.

Eine Anderung von po (hier auf 150Qm, rote Kurve) bewirkt eine Verschiebung des
Betragsspektrums, die Phase bleibt unverdndert.

Bei einer Anderung von m (hier auf 0,7, griine Kurve) bleibt im Niederfrequenzbereich
der Betrag nahezu konstant und &ndert sich stdrker mit wachsender Frequenz. Dieser
Effekt begriindet sich dadurch, dass m direkt den Hochfrequenz-Grenzwert bestimmt,
den DC-Wert nicht éndert. Im Phasenspektrum gibt es hier (m steigt) grokere Betréige
und einen leichten zeitlichen Versatz.
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5 Multifrequenz—Inversion in zwei raumlichen Dimensionen

Eine Anderung von 7 (hier um vier Dekaden auf 0,0001s, blaue Kurve) versetzt die
Spektren entsprechend, hier zu héheren Frequenzen.

Eine Anderung in c¢ (hier auf 0,5, magentafarbene Kurve) bewirkt eine Variation in
der Breite der Relaxationsverteilung. Fin groferer Wert fithrt hier zu einem steileren
Wechsel in der Betragskurve und einem schmaleren Extremum in der Phase.
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Abbildung 5.7: Betrags- (oben) und Phasenspektren (unten) bei Variation einzelner Cole-
Cole Paramter. Ausgangskurve: schwarz, Variation in pg: rot, m: griin, 7:
blau, c: magenta. Werte siehe Text.

Nach dieser Betrachtung sollen nun die fiir den Anpassungsvorgang wichtigen Ablei-
tungen der Widerstandsbetrdge und Phasen nach den einzelnen Cole-Cole Parametern
angegeben werden. Da der elektrische Widerstand hier komplexwertig ist, werden fiir
jeden (der reellen) Cole-Cole Parameter Ableitungen zunéchst nach Real- und Imagi-
nérteil gebildet. Aufgrund des weiten Wertebereiches soll allerdings der Logarithmus des
Widerstandes gewahlt werden. Demnach erfolgen die Ableitungen nach In|p| und ¢, also
Logarithmus des Betrags und der Phase (z.B. [Kemna, 2000]). Im ersten Schritt wird die
komplexwertige Ableitung von p gebildet, daraus die reellwertige von In|p| berechnet,
die dann bei der (ebenfalls reellwertigen) Ableitung nach ¢ benétigt wird:
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5.2 Cole-Cole Anpassung

aa’)po = (5.12)
ai’: - = —pomc% (5.14)
O e Gy -

Mit & = In pg, m,In 7, ¢ ergeben sich dann die reellwertigen Anteile der komplexen Ablei-
tungen iiber

owid _ 1 (o5 o0

ox  2pp (c%cp + e (5.16)
op . (9dlmp| 1 9p
e 2( o > or) (5.17)

Die Ableitung des Komplex-Konjugierten entspricht hierbei dem Komplex-Konjugierten
der Ableitung, womit alle Grofen bestimmt werden kénnen. Die Ableitung im Kom-
plexen kann nun nach 3.55 zusammengesetzt werden als R + i - §. Dabei ist fiir eine
Anpassung eines Messspektrums p = p,. Fiir die Inversion nach intrinsischen Spektren,
ist p der komplexwertige Widerstand einer Zelle. Fiir den Bezug zur gemessenen (kom-
plexen) Spannung V, wird noch die Sensitivitit 0V, /Jp bendtigt, um sie dann mit der
Ableitung dp/0z zu multiplizieren. z ist hierbei wieder der entsprechende (ggf. logarith-
mierte) Cole-Cole Parameter. Im Weiteren sollen Real- und Imaginérteil jeweils getrennt
betrachtet werden, da sie sehr unterschiedlich variieren.

Fiir das zuvor beschriebene Modell zeigt Abbildung 5.8 (neben Betrag und Phase in der
ersten Zeile) die Ableitungen nach den Parametern. Wie schon in 5.7 zu sehen (Farben
jeweils gleich), verschiebt eine Anderung das Betragsspektrum konstant und ldsst die
Phasenwerte unbeeinflusst. Eine positive Anderung in m senkt den Betrag, verstirkt zu
hohen Frequenzen und &ndert die Phasen verstdrkt im Bereich des Extremums. Eine
Verschiebung zu hoheren 7 verkleinert alle Betragswerte, maximal im Bereich der Wen-
destelle. Die Phasen werden betraglich bei Frequenzen kleiner der des Phasenextremums
kleiner, auf der anderen Seite gréfer. Auch hier liegen die Extrema im Bereich der Wen-
destellen. Ein groferes ¢ bewirkt zu extremalen Frequenzen keinen Unterschied, ebenso
wie an Wendestellen der Spektren, wo jeweils ein Vorzeichenwechsel stattfindet. Im Be-
tragsspektrum ist dies einer, bei den Phasen sind es zwei.

Aus dieser Betrachtung wird bereits deutlich, dass die Messdaten nicht nur unterschied-
lich stark von den verschiedenen Cole-Cole Parametern abhingen, sondern auch eine
zusétzliche Frequenzabhéngigkeit besteht. Variiert man beispielsweise m leicht, so veran-
dern sich zwar die Betrdge zu hohen Frequenzen stark, bleiben fiir niedrige Frequenzen
aber praktisch konstant. Die Sensitivitdten zu den Cole-Cole Parametern hingen also
von der Frequenz, dem Parameter selbst und auch anderen Cole-Cole Parametern ab.
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Abbildung 5.8: Erste Zeile: Betrags- (links) und Phasenspektrum (rechts). 2.-5. Zeile:
Ableitungen von In |p| (links) bzw. ¢ (rechts) nach In pg, m, 7 und ¢ (von
oben nach unten). Modellwerte siehe Text.

Inwieweit sie trotzdem als lokal konstant angesehen werden konnen, soll die folgende
Uberlegung zeigen:

Wir nehmen an, dass zu einem Messdatum ein Modell gefunden werden soll, welches das
Datum optimal anpasst. Ein Ndherungsmodell liegt vor und auch die lokalen Ableitun-
gen nach den Cole-Cole Parametern. Das Datum der Vorwirtsrechnung auf Basis der
N&herung hat eine bestimmte Abweichung von der Messung. Die Frage ist, wie genau
das wahre Modell getroffen wird, wenn man unter der Annahme, dass die bekannte, lo-
kale Ableitung konstant bleibt, die nétige Anderung der jeweiligen Cole-Cole Parameter
bestimmt.

Angenommen sei eine notige Betragséinderung von 10%. Abbildung 5.9 stellt die Ergeb-
nisse zusammen. Dabei stellen die durchgezogenen Linien die aus der lokalen Ableitung
als notwendig erwarteten Parameterdnderungen dar, die Kreise die tatsdchlich notwen-
digen. Blau steht fiir eine negative Betragsdnderung, rot fiir eine positive.

Im Fall von In pg ist die Ableitung konstant, und mit der erwarteten Parameterénderung
produziert man das gewiinschte Ergebnis.

94



5.2 Cole-Cole Anpassung

T T T T T T T T T
0.1 = T, = e o
o2
£ o 1
<l
0.1 ac =c
1 ] 1 ] 1 | | 1 | i
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
T
0.4r-
= 02
< 0r
0.2
-0.4 L
-5 4 3 2 1 ] 1 2 3 4 5
20 T T T T T T T /
o
E & _;;%a WW |
20 | el 1 | ! I ! L !
-5 -4 -3 2 1 ] 1 2z 3 4 5

(
\

aemoshall i 08B0 08S | [Iﬁtﬁlﬂcim

| P i | T s
-1 0 1 2 3 4 5
Frequenz in Hz, iogw

Abbildung 5.9: Notige Variation im Parameter, um eine Betragsianderung von 10% (rot:
positiv, blau: negativ) zu erreichen. Durchgezogen: Aus der lokalen Ab-
leitung erwartet; Kreise: Wirklich benétigt.

m erweist sich ebenfalls als stabil und man trifft das Ziel in guter Ndherung.

Fiir In 7 ist die Ubereinstimmung im Bereich der maximalen Sensitivitit am besten. Bei-
spielsweise am Rand der niedrigen Frequenzen wird die ndtige Parameterdnderung zur
Betragsverkleinerung aufgrund der mit der Frequenz wachsenden Ableitung iiberschétzt.
Wegen der zu sinkenden Frequenzen (und steigenden Betrigen) abnehmenden Ableitung,
wird die notige Anderung zur Betragsvergroferung unterschitzt und in der Realitéit kann
z.T. sogar kein passendes In 7 mehr gefunden werden.

Bei ¢ sind die Verhéltnisse noch komplexer und es finden sich grofse Bereiche schlechter
Ubereinstimmung.

Bereits hier zeigt sich, wie wichtig es ist, insbesondere fiir eine gute Anpassung von 7 und
¢, mit einem guten Startmodell zu beginnen. Auch die nétigen Anderungen fiir eine Pha-
senverschiebung sollen noch betrachtet werden und sind in Abbildung 5.10 dargestellt.
Eine Anderung von pg braucht nicht betrachtet zu werden, da sie keine Phasenéinderung
bewirkt.

Die Ubereinstimung beziiglich m ist sehr gut.

In 7 zeigt zu den duferen Frequenzbereichen ein stabiles Verhalten, wobei sich die mog-
lichen Parameterdnderungen fiir die gewiinschte Phasenverschiebung aufspalten, da zu
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Abbildung 5.10: Nétige Variation im Parameter, um eine Phasendnderung von 3mrad
(rot: betraglich positiv, blau: betraglich negativ) zu erreichen. Durch-
gezogen: Aus der lokalen Ableitung erwartet; Kreise: Wirklich benotigt.

einem Phasenwert jeweils zwei Frequenzen existieren. Im Bereich des Phasenextremums
gibt es starke Abweichungen der Kurven.

¢ hat zwei Nullstellen der Sensitivitdt im Frequenzbereich (siehe auch Abbildung 5.8),
womit um diese Bereiche die notwendige Anderung iiberschiitzt wird. Im mittleren Fre-
quenzbereich ergibt sich eine gute Ubereinstimmung,

Insgesamt bleibt also festzuhalten, dass bei Weitem nicht immer ein Messdatum durch
Verdnderung nur eines bestimmten Cole-Cole Parameters im Modell erreicht werden kann
und es insbesondere fiir die Parameter 7 und ¢ wichtig ist, ein gutes Startmodell zu fin-
den. Die Sensitivitdten zu den einzelnen Cole-Cole Parametern variieren im Allgemeinen
mit der Frequenz und sind vom Parameter selbst und auch von den restlichen abhéngig.
Weiterhin sind die Sensitivitdten von Betrag und Phase beziiglich gleicher Parameter oft
sehr unterschiedlich, wie z.B. der Betrag stark mit pg variiert, wobei die Phase konstant
bleibt. Es sei noch betont, dass die Kurven in den Abbildungen 5.9 und 5.10 offensicht-
lich auch vom Modell selbst (zu Anfang erwihnt: pg = 100Qm, m = 0,4, 7 = 1s und
¢ =0,25) abhéngen.

Im Folgenden sollen zwei synthetische Beispiele gezeigt werden, um die Auswirkungen
der unterschiedlichen Inversionsansitze (Frequenzen gemeinsam oder einzeln) auf das
Endergebnis vergleichen zu kénnen. Als erstes Modell dient ein Zweischichtfall mit ho-
rizontaler Schichtgrenze in einer Tiefe von 7m. Die obere Schicht besitze die Parameter
po = 100Qm, m = 0,2, 7 = 1s und ¢ = 0, 2, die untere pg = 10Qm, m = 0,6, 7 = 0,01s
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und ¢ = 0,6. Es werden verrauschte (1% Betrag, 0,3mrad Phase) Daten von 13 Frequen-
zen (logarithmisch dquidistant von 1mHz bis 1kHz) invertiert.

In der ersten Variante werden die Daten jeder Frequenz unabhingig in ein Leitfdhig-
keitsmodell invertiert und anschliefend an die Werte jeder Zelle ein Cole-Cole Modell
angepasst. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.11 dargestellt. Man erkennt deutlich die
Schichtung und auch quantitativ stimmen die Ergebnisse gut {iberein. Lediglich an ein-
zelnen Stellen liefert die Modellanpassung stark vom Modell abweichende Werte. Hier
wire nun eine Glattung tiber Nachbarzellen moglich.

Die zweite Variante ist die gleichzeitige Inversion aller Frequenzen in ein Cole-Cole Mo-
dell. Aufgrund der Abhéngigkeiten der Nachbarzellen durch die Regularisierung treten
hier keine Ausreiffer auf. Das Ergebnis findet sich in Abbildung 5.12.

Als Regularisierung in der ersten Variante bietet sich mehr eine Occam-Glattung an (hier
auch verwendet), da leicht schwankende Tiefen der Schichtgrenze bei starken Kontrasten
im Bereich der Grenze spéater eine Cole-Cole Anpassung dort erschweren. Aus Griinden
der Vergleichbarkeit wurde auch im zweiten Fall eine Occam-Regularisierung gewihlt.
Hier ist aber auch eine mehr fokussierende Version unproblematisch, da der mdgliche
Kontrast direkt in den Cole-Cole Parametern auftritt.
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Abbildung 5.11: Verteilung der Cole-Cole Parameter bei Inversion, getrennt fiir jede Fre-
quenz und anschliefsender Cole-Cole Anpassung fiir jede Zelle. Zeilenwei-
se: po in Qm, log,y, m, 7 in s, log;y und c. Modell siehe Text, Schicht-
grenze eingezeichnet. Occam-Regularisierung.

Ein zweites synthetisches Beispiel soll eine komplexere Struktur beinhalten. Das Modell
besteht aus einem Zweischichtfall (oben: pg = 50Qm, m = 0,15, 7 = 0,01s und ¢ = 0, 2;
unten py = 200Qm, m = 0,25, 7 = 0,1s und ¢ = 0,4) mit einem eingelagerten gut leitfi-
higen und polarisierbaren Korper in der oberen Schicht (pg = 20Q2m, m = 0,5, 7 = 10s
und ¢ = 0,55). Die Schichtgrenze verlduft nicht horizontal. Die Modellgrenzen sind in
den nachstehenden Abbildungen eingezeichnet.

In den Abbildungen 5.13 und 5.14 sind die Inversionsergebnisse fiir frequenzweise Inver-
sion mit anschliefender zellenweiser Cole-Cole Anpassung bzw. gleichzeitiger Inversion
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Abbildung 5.12: Verteilung der Parameter bei gleichzeitiger Inversion fiir alle Frequenzen
in Cole-Cole Modelle. Zeilenweise: pg in 2m, log,q, m, 7 in s, log; und c.
Modell siehe Text, Schichtgrenze eingezeichnet. Occam-Regularisierung.

aller Frequenzen (wie im ersten Modell) dargestellt. Die Ergebnisse sind vergleichbar,
jedoch gibt es einige Vorziige der Gesamtinversion.

po wird in beiden Féllen gut reproduziert, auch quantitativ (log;(2) ~ 0, 3), die Gesamt-
inversion zeigt die Grenze deutlicher. Bei m gilt dasselbe. Hier treten allerdings vermehrt
gestorte Zellen in der Einzelfrequenzinversion auf. Bei 7 trifft die Gesamtinversion den
Wert der unteren Schicht besser. In beiden Fillen ist die Schichtgrenze nicht gut zu
erkennen. Bei ¢ finden sich die markantesten Unterschiede. Wahrend bei der Gesamt-
inversion dieser Parameter gut wiedergegeben wird, ist die Verteilung im Bereich des
Korpers stark gestort. Hier tritt das zentrale Problem der Inversion einzelner Frequenzen
auf: Die Kontraste sind fiir verschiedene Frequenzen unterschiedlich ausgepréigt, und bei
der Anpassung an ein Cole-Cole Modell pro Zelle treten damit Probleme auf.

Es bleibt also festzuhalten, dass die Gesamtinversion der Inversion einzelner Frequenzen
vorzuziehen ist, wenn ein Untergrundmodell, das aus Strukturen mit jeweils intrinsi-
schem Cole-Cole Verhalten besteht, angenommen werden kann. Dies gilt insbesondere,
wenn einzelne Parameter schlecht aufgelost sind und damit bei (zellenweise) unabhén-
giger Anpassung Nachbarzellen aufgrund kleiner Unterschiede in Betrag und Phase ggf.
deutlich verschiedene Cole-Cole Parameter erhalten. Dieser Fall tritt besonders im Zu-
sammenhang mit kleinen Aufladbarkeiten auf, wenn 7 und c stark variiert werden kénnen,
ohne die Spektren deutlich zu verindern.

Abschlieflend soll ein Feldbeispiel gezeigt werden. Es handelt sich dabei um das Profil
B32 des Testfeldes Krauthausen (s. 7.1.1). Verwendet werden Frequenzen von 10Hz bis
etwa 76mHz. Aufgrund der grofieren Phasenfehler bei zunehmender Frequenz variieren
die angenommen Fehler zur Gewichtung von 0,3 bis 2,0mrad in der Phase bei konstanten
1% im Betrag.

Abbildung 5.15 zeigt das Inversionsergebnis fiir gleichzeitge Inversion aller Frequenzen
(bei Occam-Regularisierung). po kann hierbei mit dem Inversionsergebnis fiir den Be-
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Abbildung 5.13: Verteilung der Parameter bei Inversion, getrennt fiir jede Frequenz und
anschlieftender Cole-Cole Anpassung fiir jede Zelle. Zeilenweise: pg in
Qm, logy, m, 7 in s, log;y und c. Modell siehe Text, Gebietsgrenzen
eingezeichnet. Occam-Regularisierung.

trag aus Abbildung 4.31 (oben links) verglichen werden. Die Strukturen stimmen sowohl
qualitativ als auch quantitativ gut {iberein. m ist in Oberflichenndhe mit Werten um
4 bis 8% wie erwartet gering, auch in groRerer Tiefe besitzt das Material keine grofe
Aufladbarkeit. Der Parameter erreicht hier Werte um 15%. Bemerkenswert ist, dass die
Strukturen fiir m, 7 und c etwa gleich liegen, sich aber von py unterscheiden. In den drei
Parametern ist der Untergrund, abgesehen von einer diinnen Deckschicht, fast homogen.
Fiir 7 ergeben sich Werte von etwa 0,15s bis 1s in der Tiefe, fiir m liegen diese bei 0,1
bis 0,2. An der Oberfldche finden sich Relaxationszeiten von 0,1s bis 0,02s, Frequenzex-
ponenten von 0,2 bis 0,4. Aufgrund der recht geringen Werte fiir m ist neben diesem pq
der aussagekriftigste Parameter.

Um einen Eindruck zu gewinnen, wie gut die Anpassung durch das Untergrundmodell an
die Messdaten gelingt, werden in Abbildung 5.16 beispielhaft fiir 1,25Hz die gemessenen
und aus dem Cole-Cole Modell berechneten Pseudosektionen dargestellt. Die gemesse-
nen Daten der ersten Zeile stimmen dabei auf den ersten Blick mit den errechneten der
zweiten Zeile gut {iberein; quantifiziert wird die Anpassung in Zeile 3. Die Fehler im Be-
trag liegen meist deutlich unter einem Prozent, an den Randbereichen werden Werte um
2% beobachtet. Ahnliches gilt fiir die Phase. Hier liegen die Abweichungen meist unter
0,4mrad, selten bis 1mrad.
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5 Multifrequenz—Inversion in zwei raumlichen Dimensionen

Abbildung 5.14: Verteilung der Parameter bei gleichzeitiger Inversion fiir alle Frequen-
zen in Cole-Cole Modelle. Zeilenweise: py in m, log;y,, m, 7 in s,
log;, und c. Modell siehe Text, Gebietsgrenzen eingezeichnet. Occam-
Regularisierung.

Zur weiteren Verdeutlichung soll ein Spektrum herausgegriffen werden. Es handelt sich
um die Daten zur Elektrodenkonfiguration mit Sender: 13-14, Empfanger: 21-22, also
dem Pseudopunkt x = 33m, z = —8m in Abbildung 5.17. Gezeigt ist der Verlauf der
Messdaten (rot) sowie der Spektren aus der Vorwértsrechnung nach Einzelfrequenzinver-
sion (blau) bzw. Gesamtinversion (griin).

Man sieht, dass beide Verfahren das Spektrum iiber den gesamten Frequenzbereich unter
einem Prozent Fehler anpassen. Dabei liefert die Gesamtinversion ein wesentlich glatteres
Verhalten, dass auch mehr dem spektralen Verlauf der Messdaten dhnelt; die Einzelinver-
sion dagegen passt die Einzeldaten noch besser an, zeigt aber in den Daten, wie erwartet,
ein unruhiges Spektralverhalten. Um mit wenigen Parametern das Spektrum zu beschrei-
ben, bietet sich somit die Gesamtinverion an.

Selbst Felddaten lassen sich somit iiber eine Cole-Cole Inversion gut anpassen, allerdings
ist das hydrogeologische Testfeld Krauthausen in diesem Fall aufgrund der geringen Auf-
ladbarkeiten kein optimales Testgebiet. Eine Miillhalde mit Metallteilen o0.4. wire ein
glinstigeres Ziel gewesen, aufgrund der héheren Parametervariationen.

Abschliefiend sei erneut darauf hingewiesen, dass bei der Gesamtinversion aller Frequen-
zen eine Auffassung der Messwerte als zwei reelle Grofen mit einzelnen Fehlern der einer
komplexwertigen Variablen mit einem gemeinsamen Fehler deutlich vorzuziehen ist (s.a.
Diskussion in 3.2.2 um Gleichung 3.36). Insbesondere bei kleinen Aufladbarkeiten be-
steht ansonsten die Gefahr, dass durch eine schnelle Anpassung von pg die Betrége der
Messdaten gut wiedergegeben werden und dann auch der Gesamtfehler als hinreichend
reduziert angesehen wird, ohne dass die weiteren drei Parameter geniigend reproduziert
werden. Bei getrennter Anpassung wird gewéhrleistet, dass sowohl Betrége als auch Pha-
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5.2 Cole-Cole Anpassung

sen gut reproduziert werden. Dabei ist eine gute Phasenanpassung entscheidend, um das
richtige Modell fiir m, 7 und ¢ zu finden.

Unabhéngig von diesem Ansatz, gibt es im Bereich der Glattungsbedingung noch eine
Einflussmoglichkeit, um Variationen der Parameter verschieden zu férdern. Schon auf-
grund der verschiedenen Dimensionen der Parameter miissen Gewichtungen eingefiihrt
werden. Durch stirkere Glattung von pg im Vergleich z.B. zu ¢, erhélt c¢ iiber ein gro-
fere Anzahl von Iterationsschritten (das zur Konvergenz notwendige py wird langsamer
erreicht) die Moglichkeit, Kontraste auszubilden.
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Abbildung 5.15: Verteilung der Parameter bei gleichzeitiger Inversion fiir alle Frequenzen
in Cole-Cole Modelle. Zeilenweise: pg in {2m, log,(, m, 7 in s, log;, und c.
Grundlage sind Messdaten zum Profil B32 des Testfeldes Krauthausen.
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Abbildung 5.16: Vergleich der Pseudosektionen zu 1,25Hz. Dargestellt sind Messdaten
(1. Zeile), synthetische Daten aus dem Cole-Cole Modell nach Inversion
aller Frequenzen gleichzeitig (2. Zeile) und Abweichungen dazwischen (3.
Zeile). Betrige in Qm, log;y, Phasen in mrad, Fehler in % bzw. mrad.
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Abbildung 5.17: Vergleich eines Spektrums im B32-Profil. Dargestellt sind die schein-
baren Widerstédnde (in Qm) aus der Messung (rot) sowie aus der Vor-
wirtsrechnung nach Einzelfrequenzinversion (blau) bzw. gleichzeitiger
Cole-Cole Inversion aller Frequenzen (griin). Pseudopunkt = = 33m,
z = —8m (siehe Abbildung 5.16).
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5 Multifrequenz—Inversion in zwei raumlichen Dimensionen

5.3 Constant Phase Angle Anpassung

Das CPA Modell wurde bereits in 2.3.3 beschrieben. Betrag und Phase gehorchen den
Beziehungen aus Gleichung 2.20. Im Komplexen schreibt sich die Frequenzabhingigkeit
des spezifischen Widerstandes als

wp\?
p(w) = pn <E> : (5.18)
Hierbei ist p, der Betrag, der fiir w = wy angenommen wird. wy ist hierbei eine wahlbare
Referenzfrequenz. Je kleiner man wg wahlt, umso mehr kann p, als Gleichstromwert
angesehen werden. Im Folgenden wird daher wy = 27 - 1mH 2z gesetzt. In der Literatur
findet man h&ufiger Werte um 1Hz. Fiir die Anpassung ist die Wahl ohne Bedeutung, da
die Spektren, die durch eine Verschiebung von wp um einen Faktor a entstehen, durch
entsprechende Korrektur von p, exakt ineinander iiberfithrt werden konnen:

) = ()] = (42) = 1 (2) (519

w W

Die Moglichkeiten der Anpassung eines CPA-Modells sind aufgrund der lediglich zwei
freien Parameter beschrankt, im Gegenzug ist die numerische Umsetzung einfacher. Ins-
besondere aufgrund der glatten Ableitungen konvergiert eine Inversion sehr schnell im
Vergleich zu einer Cole-Cole Anpassung. Auch fiir das CPA-Modell soll die Auswirkung
einer Parameterdnderung auf Betrags- und Phasenspektrum demonstriert werden. In Ab-
bildung 5.18 sind jeweils drei Kurven in Betrag und Phase dargestellt. Die Ausgangskurve
fiir ein Modell mit p,, = 100Qm, b = 0,01273 (— ¢ ~ —20mrad) ist in schwarz aufge-
tragen (wo = 27 - ImHz).

Eine Anderung auf p,, = 150Qm verschiebt das Betragsspektrum parallel, sodass nun bei
w = wp ein Betrag von 150Q2m erreicht wird. Die Phasen bleiben unverdndert.
Vergrofert man b um 50% auf 0,01910, so verschiebt sich das Phasenspektrum parallel,
die Betragskurve wird in diesem Fall nur leicht beeinflusst. Die Gerade (im Logarithmi-
schen) verlduft bei w = wy durch denselben Punkt, nun aber steiler.

Die Ableitungen ergeben sich unmittelbar aus den Gleichungen 2.20. Dabei gilt:

dln |p|

g = | (5.20)
mgb‘p‘ - m(@) (5.21)
w
aii =0 (5.22)
0 s
9 _ _T 2
ab 2 (5:23)

Die Phase héingt somit direkt proportional mit b zusammen, der Betrag mit p,. Eine
Phasenabhéngigkeit von p,, ist nicht gegeben; die Betragsabhangigkeit von b ist im Ver-
gleich zu der von p,, gering, um w = wy ist praktisch keine Abh#ngigkeit mehr gegeben.
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Abbildung 5.18: Betrags- (oben) und Phasenspektren (unten) bei Variation einzelner
CPA Parameter. Ausgangskurve: schwarz, Variation in p,: rot, b: griin.
Werte siehe Text.

Als Folge miissen beide Parameter gut angepasst werden, um ein Spektrum in Betrag
und Phase zu reproduzieren (bei CPA-Verhalten des wahren Modells). Es gibt auch auf-
grund der glatten Ableitungen keine stark verschiedenen Sitze von Parametern, die ein
dhnliches Spektrum liefern. Man kann also erwarten, dass hier die Unterschiede einer
zellenweisen Anpassung von Modellen an die Ergebnisse von Einzelfrequenzinversionen
weniger Spriinge aufweisen und mehr den Ergebnissen der Gesamtinversion gleichen, als
dies bei der Cole-Cole Anpassung der Fall war.

Im Folgenden sollen analog zu der Cole-Cole Anpassung zundchst zwei synthetische Mo-
delle gezeigt werden. Erstes Modell ist erneut ein Zweischichtfall mit einer Grenze in 7Tm
Tiefe. Die obere Schicht besteht aus Material mit p, = 100Qm und ¢ = 15mrad (zur
besseren Anschauung im Weiteren anstelle von b angegeben), die Parameter der unteren
Schicht sind p,, = 10Q2m, ¢ = 40mrad. Abbildung 5.19 zeigt die Inversionsergebnisse im
Vergleich fiir Inversion einzelner Frequenzen nach Betrag und Phase mit anschliefender
Anpassung und fiir direkte Inversion nach CPA-Modellen aller Frequenzen gleichzeitig.
In den Betriagen wird die Schichtgrenze gut wiedergegeben und auch quantitativ wird der
Kontrast gut reproduziert. In der Phase ist das Modell aus der Gesamtinversion etwas
kontrastreicher und erreicht quantitativ eher die Modellwerte, allerdings ist die obere
Schicht etwas gestort. Insgesamt liefern beide Varianten gute Ergebnisse und stimmen
insbesondere im Betrag fast vollstdndig iiberein. Wie schon fiir das Cole-Cole Modell
wurden 13 logarithmisch dquidistante Frequenzen zwischen 1mHz und 1kHz mit je 329
Messwerten bei 33 benutzten Elektroden mit 2m Abstédnden (entspricht Feldauslage) si-
muliert. Die Daten wurden zusétzlich mit Gaussschem Rauschen belegt (1%, 0,3mrad).
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Abbildung 5.19: Verteilung der Parameter bei Inversion der einzelnen Frequenzen mit
anschlieflender Anpassung (oben) oder gleichzeitiger Inversion aller Fre-
quenzen (unten). Dargestellt sind p, (Q2m, log;y) (links) und ¢ (mrad)
(rechts).

Als zweites Modell dient eine komplexere Struktur, die in der Form des zweiten Bei-
spiels der Cole-Cole Anpassung entspricht. Die obere Schicht des Zweischichtfalls besitzt
die Parameter p, = 50Q2m und ¢ = —10mrad, die untere Schicht p,, = 200Qm und
¢ = —20mrad. Der gut leitfdhige Storkorper besteht aus Material mit p, = 20Q2m und
¢ = —40mrad. Unter den gleichen Bedingungen wie im ersten Beispiel wird die Inversion
(mit Occam-Regularisierung) durchgefiihrt. Das Ergebnis ist in 5.20 dargestellt.

Die unterschiedlichen Varianten der Anpassung dhneln sich wiederum im Ergebnis. Im
Betrag ist diesmal die unabhingigere Zellenanpassung etwas kontrastreicher, in der Pha-
se die Gesamtinversion. Ausreifer in den Zellen -wie noch in der Cole-Cole Anpassung-
finden sich aus den bereits genannten Griinden nicht mehr. Fiir beide Varianten wird
sowohl in p,, als auch in der Phase der Storkorper in der Lage und im Parameterwert gut
reproduziert, ebenso wie die obere Schicht. Die untere Schicht wird aufgrund nachlassen-
der Sensitivitdt schlechter aufgelost; der Grenzverlauf ist in p, noch gut zu erkennen.
In Abbildung 5.21 werden die Pseudosektionen fiir 1Hz verglichen. Dabei entsprechen
die simulierten Messdaten (1. Zeile) praktisch denen aus der Gesamtanpassung (2. Zeile).
Die Phasen sind noch besser angepasst als die Betrége, was aus den invertierten Unter-
grundmodellen (Abbildung 5.20, 2. Zeile) nicht unmittelbar zu sehen ist. Es wird sowohl
in Betrag als auch in der Phase als RMS-Wert das Rauschniveau (1% bzw. 0,3mrad)
erreicht, womit die Anpassung grundsatzlich als gleich gut zu bewerten ist; die Phasen-
abweichungen verteilen sich allerdings homogener iiber das Gebiet der Pseudosektion.
Die stirkere Abweichung im Betrag deckt sich mit dem Bereich des Stérkorpers.
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Abbildung 5.20: Verteilung der Parameter bei Inversion der einzelnen Frequenzen mit
anschliefender Anpassung (oben) oder gleichzeitiger Inversion aller Fre-
quenzen (unten). Dargestellt sind p, (Qm, log,q) (links) und ¢ (mrad)
(rechts).
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Abbildung 5.21: Vergleich der Pseudosektionen zu 1Hz. Dargestellt sind synthetischen
Messdaten (1. Zeile), synthetische Daten aus dem CPA Modell (2. Zeile)
und Abweichungen dazwischen (3. Zeile). Betrége in Qm, log;,, Phasen
in mrad, Fehler in % bzw. mrad.
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5 Multifrequenz—Inversion in zwei raumlichen Dimensionen

Als Nichstes sollen Felddaten betrachtet werden. Es sind dieselben Daten, wie schon bei
der Cole-Cole Anpassung - die des Profils B32 aus dem Testfeld Krauthausen. Die Inver-
sion wurde erneut fiir die Einzelfrequenzinversion mit anschliefender Anpassung sowie
fiir eine Gesamtinversion durchgefiihrt.

Das Ergebnis fiir die Parameterverteilung im Untergrund ist in Abbildung 5.22 darge-
stellt. In p,, stimmen beide Varianten {iberein, und es gibt eine grofe Ahnlichkeit zu den
entsprechenden Betragswerten aus Abbildung 4.31.

In der Phase (umgerechnetes b des CPA-Modells) gibt es zwar deutliche Unterschiede
in den Varianten, insbesondere die oberflichennahen Strukturen sind jedoch gut ver-
gleichbar. Insgesamt produziert die Variante der Gesamtinversion mehr Kontrast und
zieht den angedeuteten Halbraum kleinerer Phasen im Fall der Einzelinversion zu einer
Schicht zusammen, die deutlich kontrastreicher ist (auch andere Skala). Die Anpassung
an die Messwerte entspricht bei beiden Varianten im Mittel den angenommenen Fehlern
zwischen 0,3mrad fiir die niedrigste bis 2mrad fiir die hdchste Frequenz, die sich aus
dem jeweiligen Inversionsverlauf der Einzelfrequenzrechnungen ergeben, die ab diesen
Grenzen keine deutlichen Verbesserungen mehr zulassen. Es ist also nicht unmittelbar zu
erkennen, welche Variante mehr der Realitét entspricht. Fiir die kontrastreichere Gesamt-
inversion spricht, dass das Normalprofil eine Schichtgrenze in etwa 10m Tiefe erwarten
lasst und auch eine Gesamtinversion bei Betrachten aller Daten gleichzeitig, eher in der
Lage ist, einzelne Daten, die in der Einzelfrequenzinversion noch als Ausreifser gegléttet
wiirden, auf reale Strukturen zuriickzufiihren. Allerdings sind die Phasen zum Teil sehr
klein, sodass quantitativ eher dem Ergebnis der Einzelinversion Glauben geschenkt wer-
den sollte.

Um weitere Aussagen treffen zu konnen, werden in Abbildung 5.23 die Inversionsergeb-
nisse fiir die Phasen aller einzelnen Frequenzen gezeigt. Hierbei erkennt man deutliche
Strukturdnderungen. Bei der Anpassung der Einzelfrequenzen haben offenbar die niedri-
geren Frequenzen groferen Einfluss; bei der Gesamtinversion fliefst auch ein, dass in den
hoheren Frequenzen die Phasen (betraglich) zum Teil auch wieder zunehmen.
Insgesamt stellt sich offenbar weniger die Frage, ob das Ergebnis der Einzel- oder der
Gesamtinversion zu bevorzugen ist, sondern vielmehr, ob in diesem konkreten Fall die
Durchfiihrung einer CPA-Anpassung iiberhaupt aussagekréftige Ergebnisse, insbesonde-
re beziiglich der Phase, liefern kann.

Dass eine Anpassung grundsétzlich méglich ist, soll in Abbildung 5.24 gezeigt werden.
Auf den ersten Blick werden die Betrige sehr gut reproduziert und man findet in weiten
Bereichen Abweichungen unter 0,5%. Lediglich direkt an der Oberfliche sind diese Werte
hoher, sodass sich insgesamt eine Anpassung von 1% ergibt (war als Konvergenzkriterium
im Betrag gesetzt).

Die Phasen werden in den Strukturen ebenfalls gut wiedergegeben, die Abweichungen
verteilen sich hier etwas homogener, wobei insbesondere der Bereich mittlerer Pseudo-
tiefen gut angepasst ist. Die mittlere Abweichung liegt mit etwa 0,5mrad ebenfalls im
Bereich der geforderten Anpassung. Insgesamt ist die Anpassung der Pseudosektionen
sehr zufriedenstellend.
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Abbildung 5.22: Verteilung der Parameter bei Inversion der einzelnen Frequenzen mit
anschliefender Anpassung (oben) oder gleichzeitiger Inversion aller Fre-
quenzen (unten). Dargestellt sind p, (2m, log;q) (links) und ¢ (mrad)
(rechts).

Abbildung 5.23: Inversionsergebnis fiir die Phasen (in mrad) bei Einzelfrequenzinversion.
Die Frequenzen fallen in der ersten Spalte von oben nach unten und
weiter in der zweiten Spalte. Die Werte sind: 10, 5, 2,5, 1,25, 0,625,
0,3125, 0,15625 und 0,07622Hz.
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Abbildung 5.24: Vergleich der Pseudosektionen zu 1,25Hz. Dargestellt sind Messdaten (1.
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Zeile), synthetische Daten aus dem CPA Modell (2. Zeile) und Abwei-
chungen dazwischen (3. Zeile). Betrége in Qm, log;,, Phasen in mrad,
Fehler in % bzw. mrad.



5.3 Constant Phase Angle Anpassung

Wie schon im Cole-Cole Fall, soll wieder ein einzelnes Spektrum, erneut zum Pseudo-
punkt z = 33m, z = —8m, beispielhaft betrachtet werden. Abbildung 5.25 zeigt wie in
Abbildung 5.17 die Messdaten (rot), die Daten aus der Einzelfrequenzinversion (blau)
sowie die Daten aus der Gesamtinversion, nun in ein CPA-Modell (magenta). Die Aus-
sage ist die gleiche: Die Einzelfrequenzinversion passt die Daten besser an, allerdings
bietet die Geamtinversion eine deutlichere Aussage iiber das Spektralverhalten. Auch die
Gesamtinversion liefert mit deutlich unter einem Prozent Abweichung zu den Messdaten
hierbei iiber alle Frequenzen eine gute Anpasung.
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Abbildung 5.25: Vergleich eines Spektrums im B32-Profil. Dargestellt sind scheinbare
Widerstédnde (in Qm) aus der Messung (rot) sowie aus der Vorwérts-
rechnung nach Einzelfrequenzinversion (blau) bzw. gleichzeitiger CPA-
Inversion aller Frequenzen (magenta). Pseudopunkt x = 33m, z = —8m

(siehe auch Abbildung 5.24 und 5.17).

Als letztes soll anhand der Anpassungsfehler untersucht werden, ob eher ein Cole-Cole
oder CPA Modell fiir den Untergrund gewdhlt werden sollte. Zu diesem Zweck werden zu-
erst die Messspektren angepasst und ein RMS-Wert analog zu Gleichung 3.36 bestimmt,
mit einzelnen (frequenzabhingigen) Fehlern in Betrag und Phase. Die Ergebnisse konnen
in einer Pseudosektion aufgetragen werden.

Abbildung 5.26 zeigt die Ergebnisse. Die Cole-Cole Anpassung liefert praktisch im ge-
samten Gebiet eine bessere Anpassung, da es bei den benutzten 8 Frequenzen 4 Cole-Cole
Parametern besser moglich ist, das Spektrum anzupassen als bei 2 Parametern aus dem
CPA-Modell.

Der im Zusammenhang mit Abbildung 5.6 beschriebene Effekt, dass bei Spektren, die
iiber mehreren Schichten aufgezeichnet werden, eher ein CPA-Verhalten zu erwarten
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5 Multifrequenz—Inversion in zwei raumlichen Dimensionen

ist, selbst wenn die einzelnen Schichten Cole-Cole Charakteristik aufweisen, tritt hier
nicht auf. Die Parameter variieren offenbar nicht stark genug. Man erkennt in der CPA-
Anpassung allerdings eine Verbesserung mit der Tiefe, obwohl hier die Fehler deutlich
zunehmen, aber fiir die Anpassung zur besseren Vergleichbarkeit konstant gehalten wur-
den. Zu groflen Tiefen nimmt ensprechend die Qualitdt der Anpassung wiederum ab.
Ebenso ist die schlechtere Anpassung zu hohen x-Werten zu erkléren, da das Stromkabel
zur Dipol-Dipol Konfiguration jeweils von x = 0 zugefiihrt wurde und zur rechten Bild-
seite entsprechend die Kopplungseffekte anwachsen. (Die hier benutzte Frequenz 10H z
wurde nur benutzt, um das Verhéltnis zwischen Frequenzen und freien Parametern nicht
zu klein werden zu lassen und wird sonst bzgl. der EM-Kopplung schon oft als kritisch
eingestuft.)

Einen weiteren Aspekt zum Qualitatsvergleich zwischen Cole-Cole- und CPA-Anpassung
bietet die Betrachtung der Anpassungsfehler der Zellen nach der Einzelfrequenzinversion.
Es werden also nicht die Messspektren angepasst, sondern fiir jede Zelle ein einzelnes
intrinsisches Modell auf Grundlage der komplexen Widerstinde aus den Einzelfrequen-
zinversionen an dieser Stelle. In Abbildung 5.27 sind die RMS-Werte der zellenweisen
Anpassung an die Betrags- und Phasenwerte aus den Einzelspektreninversionen darge-
stellt. Man erkennt eine groRe Ubereinstimmung in beiden Verfahren. Da die gleiche
Datenbasis zugrunde liegt und die Messdaten mit dem Untergrundmodell hinreichend
reproduziert werden konnten, bleibt als Erkenntnis, dass offenbar jeweils zwei freie Para-
meter des CPA-Modells die Zellspektren gleich gut anpassen kénnen wie vier Parameter
im Cole-Cole Fall. Damit liegt auch der Schluss nahe, den Untergrund eher als CPA-artig
zu bezeichnen, um keine unnotig komplexen Modelle zu benutzen.

Einen letzten Eindruck soll auch hier ein Vergleich der Spektren geben: Abbildung 5.28
zeigt fiir Betrag (links) und Phase (rechts) das spektrale Verhalten einer Zelle (erneut bei
x = 33mund z = —8m, wenn auch nicht direkt mit den Pseudosektionen zu vergleichen).
Dabei wird durch die unruhige Kurve der Werte aus der Einzelinversion (blau) im Fall
des Betrags durch das Cole-Cole Modell (griin) in etwa dasselbe Modell angepasst wie
fiir den CPA-Fall (magenta). In der Phase sind die Abweichungen stirker und -aufgrund
des Sprunges bei 0,625H z- beide Varianten nur in der Lage, einen groben Mittelwert
anzupassen. Das CPA-Modell ist hierbei noch eingeschréankter als das Cole-Cole Modell,
das entsprechend eine etwas bessere Anpassung leistet. Offenbar erscheint das Phasen-
verhalten nach der Einzelinversion so komplex, dass weder Cole-Cole noch CPA eine sehr
gute Anpassung liefern kénnen.

Bei grofleren Kontrasten in den Parametern, insbesondere der Aufladbarkeit, kann man
jedoch vermuten, dass eine Cole-Cole Inversion aussagekraftiger sein wird. Zudem haben
die Cole-Cole Parameter iiber Aufladbarkeit, Relaxationszeit, deren Verteilungsbreite
und Gleichstromwiderstand direkteren Bezug zum Untergrundmaterial als der Wider-
standsbetrag p, bei w, und der Exponent b.

Da im Fall des Testfeldes Krauthausen die Aufladbarkeiten gering waren (s. 5.15), konn-
ten hier kaum weitere Erkenntnisse aus der Frequenzabhingigkeit gewonnen werden. Die
Multifrequenzinversion sollte bei Messungen iiber deutlich heterogenerem Untergrund
mit stirkerer Frequenzabhéngigkeit eingesetzt werden.
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5.3 Constant Phase Angle Anpassung

zinm

!II'IITI !II'IITI

‘:—j__:if_

Abbildung 5.26: Vergleich der Messspektrenanpassung, dargestellt als Pseudosektion.
Dargestellt sind RMS-Werte der Cole-Cole- (links) und CPA-Anpassung
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Abbildung 5.27: Vergleich der zellenweisen Anpassung an die Ergebnisse der Einzelspek-
treninversion. Dargestellt sind RMS-Werte der Cole-Cole- (oben) und

CPA- (unten) Anpassung.
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5 Multifrequenz—Inversion in zwei raumlichen Dimensionen
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Abbildung 5.28: Vergleich der intrinsischen Spektrenanpassung. Dargestellt sind die
Betrags- (links, in Qm) und Phasenspektren (rechts, in mrad) aus der
Einzelfrequenzinversion (blau), der Cole-Cole- (griin) und der CPA-
Anpassung (magenta) fiir einen Punkt bei z = 33m, z = —8m.
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6 Inversion in drei raumlichen
Dimensionen fiir eine Frequenz

Mit drei rdumlichen Dimensionen erreicht man die flexibelste Untergrundparametrisie-
rung. Dies ist im SIP-Bereich insbesondere deshalb interessant, da Gebilde mit hohen
Frequenzeffekten (Erzkorper, Miilldeponien, etc.) oft in alle Richtungen rédumlich be-
grenzt sind und nur schwer in wenigeren Dimensionen angendhert werden kénnen. Eine
dreidimensionale Inversion bringt somit zwar den Vorteil eines konsistenten Parameter-
verlaufs in alle Richtungen, allerdings wird auch der Rechenaufwand deutlich erhéht. Die
Zellenanzahl wéchst stark an, die Sensitivitdtsmatrix ebenso. Im Gegensatz dazu besteht
grundsétzlich die Moglichkeit, parallele Profile jeweils in zwei Dimensionen zu invertie-
ren und die Sektionen aneinander zu setzen. Da die einzelnen 2D-Ergebnisse allerdings
von jeweils konstanten Parametern in die dritte Dimensionen ausgehen, erklért ein aus
2D-Schnitten zusammengesetztes 3D-Modell in der Regel nicht alle Messdaten.

Da die Idee war, ein Programm zu erstellen, dass auf einem aktuellen Standard-PC
laufen sollte, werden in der dreidimensionalen Inversion schnell die Grenzen des Mach-
baren erreicht. Mehr dazu im Abschnitt 6.2. Dies ist auch der Grund, weshalb auf eine
Mehrfrequenzinversion in drei rdumlichen Dimensionen verzichtet wurde. Die Implemen-
tation selbst ist unkritisch und entspricht der aus dem 2D-Ansatz. Die Umsetzung einer
Einzelfrequenzinversion in drei Dimensionen ist sogar numerisch einfacher als in zwei
Dimensionen. Hiermit beschéftigt sich das folgende Unterkapitel 6.1.

6.1 Umsetzung

Bei Behandlung des Problems in drei rdumlichen Dimensionen vereinfacht sich die
Helmholtz-Gleichung 3.21 aus zwei Dimensionen zur Poisson-Gleichung 3.19. Die Fourier-
Kosinustransformation fillt damit weg (und entsprechend die Riicktransformation). Die
analytischen Losungen der Potentiale fiir das singularity removal kdnnen nun direkt ana-
lytisch nach 3.15 berechnet werden, ebenso wie die Ableitung in Normalenrichtung im
Falle der Verwendung von gemischten Randbedingungen. Wiederum wird die Losung
tiber die FE-Methode bestimmt, und es kommt folgender Satz zur Anwendung ([Richter,
1995]), der sich nur in den rdumlichen Dimensionen von dem Analogon aus Unterkapi-
tel 3.1 unterscheidet und dadurch, dass aufgrund der fehlenden Fouriertransformation
(f = 0) keine Massenelementmatrix M benétigt wird:
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Satz 2 Gegeben sei fiir (x,y,2)! € G C R® die partielle Differentialgleichung

agc(all : ux) + 81,(&2 : uy) + az(al : Uz) +9= 0 (61)

mit den Verdnderlichen x, y, z und Koeffizienten a1, as, ag und g.
Es sei D; C G ein Tetraeder, Prisma oder Parallelepiped. Bei der Anwendung der
FE-Methode ergeben sich fiir D; die Bestimmungsgleichungen

0 = ’ngi 2(0']‘712512 + Uj,13513 + o'j’235'23) . ’LL(J)
_(aj,115'11 + 0j7225'22 + gj’33533) Lq0) (6.2)

Hierbei sind Sij konstante Elementmatrizen, o;; von der Elementgeometrie und ay, as
und ag abhdngige Grofien. In ~y fliefit zur Geometrie noch g ein.

Die Elementmatrizen sowie die geometrischen Zusammenhénge zur Bildung von o;; und
~ finden sich in Anhang A.

In Gleichung 6.1 kann fiir a1, a2 und a3 o gesetzt werden, u entspricht U und g dem
Quellterm. Aus den einzelnen Elementen wird eine Gesamtmatrix erstellt und das Sys-
tem gelost. Die Inversionsstrategie bleibt unverdndert.

Fiir die Zerlegung des Untergrundes werden zwei Zelltypen bereit gestellt. Im einfachsten
Fall sind dies die Parallelepipede, meist mit rechtwinkligen Kanten als Quader oder sogar
zusdtzlich mit Kanten gleicher Linge als Wiirfel.

Eine flexiblere Variante stellen die Tetraeder dar. Dabei findet sich eine Mdglichkeit, die
Zerlegung in Wiirfel fortzufiihren und einen Wiirfel in 5 Tetraeder zu zerlegen. Die Zer-
legung erfolgt so, dass sich zwei spiegelsymmetrische Zerlegungen von einem Wiirfel zum
Nachbarn jeweils abwechseln, damit auf den Grenzflachen die Kanten jeweils aufeinander
liegen. Die Zerlegung ist in Abbildung 6.1 dargestellt. Das letzte Element besitzt jeweils
das doppelte Volumen. Dies hat den Vorteil, dass nicht 6 Tetraeder pro Wiirfel benutzt
werden, wie es sonst hiufig auftritt.

Da ein Tetraeder lediglich aus 4 Knoten besteht (die S-Matrizen enthalten damit 42 = 16
Eintriige) bedeutet die wesentlich feinere Zerlegung eines Wiirfels (82 = 64 Eintrige) kei-
nen entscheidenden numerischen Mehraufwand (gesamt: 5 - 16 = 80 = 1,25 - 64). Insbe-
sondere in Hinsicht auf eventuelle Implementation von Topografie im Dreidimensionalen,
werden Tetraeder analog zu Dreiecken im Zweidimensionalen von Vorteil sein.

Im Folgenden sollen Vorwirtsoperator und Inversionsteil an verschiedenen Modellen ge-
testet werden. Bei synthetischen Modellen werden dabei gemischte Randbedingungen
gewahlt bei einem Untergrundgebiet von 21m x 72m x 19m. Die Zellen sind Wiirfel
der Kantenldnge 1m (Tetraeder liefern praktisch gleiche Ergebnisse). Simuliert werden
(wenn nicht anders beschrieben) 5 parallele Profile mit je 17 Elektroden bei 4m Abstand
zwischen Profilen sowie Elektroden. Zur besseren Anschauung wird oftmals der Bereich
der Pseudopunkte eingetragen, bei einem Winkel von 45° gegen die Horizontale zur Tie-
fenbestimmung. Abbildung 6.2 zeigt anhand von zwei Beispielen, wie sich die Lage der
Pseudopunkte ergibt.
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6.1 Umsetzung

Abbildung 6.1: Zerlegung eines Wiirfels in 5 Tetraeder. Die Varianten (1. bzw. 2. Zeile)
wechseln sich in alle Raumrichtungen ab, beispielsweise 3. Element oben,
4. Element unten.

Als Nichstes wird eine Vorwértsrechnung iiber einem homogenen Halbraum durchge-
fiihrt, um die synthetischen Werte mit analytischen vergleichen zu kénnen. Es zeigt sich
tiber allen 5 Profilen, die sich jeweils im Abstand zum Rand (in z-Richtung) unterschei-
den, eine gleiche Qualitdt des Ergebnisses. Bei kleinen Dipolabstédnden (entsprechend
Pseudotiefen) sind die Fehler im Betrag ungenauer und liegen immer unter 3%, in weiten
Gebieten unter 0,5%. Stellvertretend auch fiir die anderen Profile ist in Abbildung 6.3
der Betragsfehler als Pseudosektion aufgetragen. Das negative Vorzeichen bedeutet, dass
die Vorwartsrechnung einen zu geringen Betrag des scheinbaren Widerstandes liefert.
Verglichen werden kann das Bild mit 4.5 fiir den 2D-Fall (hier Betrag der Abweichung).
Insgesamt ist damit die Datenqualitdt durchaus vergleichbar mit der 2D-Rechnung. Die
Phasen werden numerisch exakt (bis auf aufgezeichnete 6. Nachkommastelle) geliefert.
Im Folgenden soll der Inversionsteil getestet werden. Dabei wird zunédchst die etablier-
te Occam-Bedingung als Regularisierung gew#hlt. Da das Verhiltnis von Gleichungen
zu Unbekannten im Dreidimensionalen noch schlechter wird, das Gleichungssystem also
noch stérker unterbestimmt ist, kommt der Regularisierung erneut eine wichtige Bedeu-
tung zu. Es wird hier mit einer Occam-Regularisierung gearbeitet, da diese in der Regel
zu einer etwas schnelleren Konvergenz fiihrt. Dies war aufgrund der langen Rechenzeit
das entscheidende Kriterium fiir die Wahl.

Erster Testfall ist ein Zweischichtfall mit einer horizontalen Grenzfliche in 8m Tiefe.
Oberhalb besitzt das Material die Eigenschaften 100Q2m, -10mrad, unterhalb 10Qm, -
25mrad. Die Daten werden mit 1% bzw. 0,3mrad Gaussschem Rauschen fiir Betrag bzw.
Phase belegt.

Die Inversion konvergiert auf das angegebene Rauschniveau, und sowohl im Betrag als
auch in der Phase ist der Zweischichtfall gut zu erkennen. Abbildung 6.4 zeigt das In-
versionsergebnis in 3D-Schnitten. Man erkennt klar die zwei Schichten; lediglich in den
wenig sensitiven Randbereichen des Inversionsgebietes nimmt der Kontrast stark ab. Im
Zentrum werden Betrag und Phase auch quantitativ reproduziert.

Abbildung 6.5 zeigt die Inversionsergebnisse fiir einen Schnitt entlang des mittleren Pro-
fils. In dieser Darstellung wird noch deutlicher, wie unbeeinflusst die Randgebiete von
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Abbildung 6.2: Die Messkonfiguration (mit Inversionsgebiet) in drei Dimensionen. Einge-
tragen sind die 5 Profile von Elektroden sowie das Gebiet der Pseudosek-
tionen mit zwei beispielhaften Dipol-Dipol Anordnungen. (Bestimmung
der zugehorigen Pseudopunkte gestrichelt skizziert)

der Inversion bleiben. Zu den Seiten, auferhalb des eingezeichneten Bereichs der Pseu-
dopunkte, dndern sich Betrag und Phase nur wenig von den Werten des homogenen
Starthalbraums.

Zusétzlich erkennt man, dass unmittelbar an der Oberfliche die Werte etwas gestort sind.
Hier wird zum einen versucht, den verrauschten Teil der Messdaten anzupassen, zum an-
deren leidet hier die Auflosung an der vergroferten Dipolweite (im 2D-Fall wurden stets
2m gewihlt) und der damit verbundenen groferen Pseudotiefe fiir n = 1. Aus Rechen-
zeitgriinden (s.a. 6.2) konnten kleinere Dipole jedoch nicht zusétzlich gerechnet werden.

Das néchste und auch letzte synthetische Modell, das vorgestellt werden soll, ist ei-
nes mit 3D Leitfdhigkeitsstrukturen (Strukturen jeweils in den zugehérigen Abbildungen
eingezeichnet). Hintergrund ist ein Zweischichtfall, bei dem eine obere Schicht (10092,
-10mrad) in 15m Tiefe von einer unteren Schicht (10Q2m, -20mrad) abgegrenzt wird. Zu-
sétzlich liegt ein gut leitender, quaderformiger Storkorper (25Q2m, -20mrad) im Bereich
von x = 18 — 26m, y = 8 — 14m und z = —7 bis —12m. Weiterhin befindet sich eine
schlecht leitende Kugel (400Qm, -5mrad) mit 6m Radius und Mittelpunkt = = 38m,
y = 14m, z = —8m in der oberen Schicht. Die Messwerte werden mit gleichem Rauschle-
vel wie zuvor belegt; die Konfigurationen werden benutzt, wie in Abbildung 6.2 darge-
stellt.
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6.1 Umsetzung

Abweichung des Betrags in %
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Abbildung 6.3: Die prozentuale Abweichung des Betrages der synthetischen gegeniiber
den analytischen Werten fiir das dufiere Profil x = 5m.

Die Inversion errreicht in der Anpassung das Rauschniveau; die Ergebnisse als 3D-
Schnitte sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Im Betrag erscheint die schlecht leitende
Kugel klar im Umriss und auch der Wert (log;,(400) ~ 2,6) wird gut reproduziert. An-
ders sieht das bei dem gut leitenden Quader (mit deutlich geringerem Volumen) aus.
Es zeichnet sich ein niedrigerer Widerstand ab, aber der Hintergrundwert wird leidglich
auf etwa 60€2m abgesenkt. Ahnliches gilt fiir die untere Schicht, die gréftenteils in sehr
wenig sensitivem Gebiet liegt. Der Kontrast wird zwar nicht erreicht, trotzdem ist ein
Schichtiibergang zu erkennen.

Die Aussagen gelten analog fiir die Phasen. Die Kugel wird in Lage und Wert recht gut
reproduziert, der Quader ist zu klein und die Schichtgrenze zu tief, um den wahren Kon-
trast zu erreichen. Die Lage deutet sich korrekt an.

Auch fiir dieses Modell soll ein Schnitt gezeigt werden (Abbildung 6.7). Es muss dabei
beriicksichtigt werden, dass der gezeigt Schnitt bei y = 13m nicht durch die Mitte der
Storkorper lauft (Kugel: y = 14m, Quader: y = 12m). Die Umrisse der Kugel sind erneut
klar zu erkennen, ebenso wie der Schichtiibergang. Der Quader bewirkt zwar eine Anoma-
lie an seiner Position, die besonders im Betrag jedoch verstirkt in die Tiefe fortgesetzt
wird. Wie schon im Zweischichtfall, ist die Oberflache leicht gestért. Die Aussagekraft
nimmt deutlich zu den Rindern hin ab.

Fiir dieses Modell sollen die Anpassungen der Messdaten betrachtet werden. Zu die-
sem Zweck sind in Abbildung 6.8 die Pseudosektionen der Abweichungen in Betrag und
Phase dargestellt. Sowohl Betrags- als auch Phasenabweichungen sind - wie das Rau-
schen - rdumlich unstrukturiert verteilt. Ein Zusammenhang zu den Storkdérpern oder
der Schichtgrenze ist nicht zu erkennen. Es treten auch keine starken Ausreifer auf. Die
Abweichungen liegen meist im Bereich des Rauschniveaus.

Nun sollen Messdaten untersucht werden. Hierbei bietet sich ein Datensatz an, der auf
dem Testfeld Krauthausen gewonnen wurde (Abbildung 7.4). Bei jeweils 1Hz wurden (am
gleichen Tag) 10 parallele Profile mit je 33 Elektroden und 2m Elektrodenabstand vermes-
sen. Die Elektrodenanzahl ist jedoch zu hoch fiir eine Rechnung auf einem Standard-PC.
Aufgrund der (durch den Hauptspeicher) begrenzten Zellenanzahl, muss mit gemisch-

119
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ten Randbedingungen gerechnet werden, womit wiederum fiir jede Stromelektrode eine
erneute Vorwirtsrechnung durchgefiihrt werden muss. Als Losung werden zur Datenre-
duktion aus den Messwerten 4m-Dipole zusammengesetzt und alle geradzahligen Profile
iibergangen. Dies geschieht unter Verwendung von Gleichung 3.16, indem die 4 beteilig-
ten Spannungen addiert werden. Es sei r;; der Abstand von Elektrode i zu Elektrode
j- Gemessene Spannungen waren AVigse, AVasse, AViger und AVag s7. Bendtigt wird
AVi357. Die ersten beiden Zahlen stehen fiir die Stromelektroden, die letzten fiir die
Spannungselektroden. Alle 4 Spannungen der 2m Dipole ergeben die des 4m Dipols.
Ausformuliert kann dies bestétigt werden mit:

AVissr = (1/ris —1/rig — 1/rss + 1/rs7) - %
= (1/ri5—1/ri6 — 1/ra5 + 1/rog
+ 1/ri6 — 1/ri7 — 1/rog + 1/797
+ 1/r25 — 1/rog — 1/r35 + 1/136

+ 1/ras = 1/ror — 1/r3e + 1/r37) - %

= AVisse + AViger + AVaz s6 + AVazer (6.3)

Die Berechnung wird komplexwertig ausgefiihrt. Insgesamt wird die Datenmenge deutlich
reduziert und auf dem bekannten 3D-Gitter (wie in 6.2) kann die Inversion ausgefiihrt
werden. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.9 dreidimensional dargestellt. Im Betrag erkennt
man (trotz Occam-Bedingung) recht deutlich einen Zweischichtfall mit Grenze in etwa
10m Tiefe, wie auch aus dem Normalprofil erwartet. Im oberen Teil liegen die Werte
im Bereich von 200 bis 400Q2m, darunter etwa zwischen 40 und 80Qm. Auch in dieser
Inversion wurde keine anisotrope Glattung verwendet, was auferhalb des hoch sensitiven
Bereiches (in etwa Lage der Pseudopunkte) zu einer deutlichen Kontrastabnahme fiihrt.
Die Phasen deuten ebenfalls eine Zweischichtung an, mit einer Grenze in dhnlicher Tiefe
und betraglich héheren Phasen in der Tiefe. Imn unteren Bereich variieren die Werte da-
bei zwischen -7 und -10mrad, im oberen Bereich von etwa -3 bis -6mrad, mit kleineren
Regionen, wo sie die Werte der unteren Schicht annehmen. Auch in den Phasen nimmt
der Kontrast zum Rand des Inversionsgebietes hin stark ab.

Vergleichen kann man nun die 3D-Inversion aller 5 Profile gleichzeitig mit den Ergebnissen
aus den 2D-Inversionen der einzelnen Profile. Die Darstellung fiir die Betrige findet sich in
Abbildung 6.10. Man erkennt, dass sich die Profile untereinander nur schwach unterschei-
den und innerhalb des sensitiveren Bereiches sich auch 2D- und 3D-Inversionsergebnisse
sehr dhneln. Dass die Ergebnisse der 2D-Inversion mehr Schichtung nach aufien aufweisen,
ist darauf zurilickzufiihren, dass hier ein Faktor 10 in der horizontalen Gléttung eingesetzt
wurde, was insbesondere zur Stabilisierung der Phaseninversion nétig war. Gerechtfertigt
ist dies, wie in 7.1.1 beschrieben, aufgrund der bekannten Korrelationslangen. Im 3D-Fall
lief die Inversion auch ohne diese Zusatzbedingung auf das (im sensitiven Bereich) sehr
dghnliche Ergebnismodell.

Betrachtet man analog die Ergebnisse fiir die Phasen, dargestellt in Abbildung 6.11, so
erkennt man hier erneut recht vergleichbare Profile, allerdings deutliche Unterschiede
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zwischen 2D- und 3D-Inversion. Im 2D-Fall treten zu hohen z-Werten gréftenteils Pha-
sen um -5,5 bis -7mrad auf, wobei in der ersten Hélfte des Profils Werte -4 bis -5,5mrad
iiberwiegen. Eine vertikale Variation deutet sich nur leicht an, obwohl sie aufgrund des
Normalprofils und auch der Betragsergebnisse zu erwarten wéare.

Ganz anders sieht das Bild der 3D-Inversion aus. Hier erkennt man fiir alle Profile einen
Bereich (betraglich) erhohter Phasen ab einer Tiefe von etwas mehr als 10m. Die hori-
zontalen Variationen treten ebenfalls auf, sind aber bei weitem nicht so grofflichig wie
in der 2D-Inversion, der Kontrast ist dafiir stérker. Hier ist der Vorteil einer 3D-Inversion
offensichtlich. Beim Wechsel vom ersten iiber den zweiten zum dritten Schnitt &ndert sich
die Phase in den ersten 10m Tiefe um x = 50m bei der 3D-Inversion stark, im 2D-Fall
nicht. Die betraglich hohen Phasen in den Messwerten des Profils zu Schnitt 2 kénnen mit
einer leichten Phasenerhhung (immer betraglich), die sich weit in y-Richtung erstreckt
(also 2D-Fall), erkldrt werden. Die richtigere Losung einer stérkeren, in y-Richtung eng
begrenzten Erhohung, beriicksichtigt die kleineren Messwerte fiir die Phasen in den be-
nachbarten Parallelprofilen. Dies kann nur durch eine 3D-Inversion geschehen.

Da starke Variationen im 2D-Modell (unendliche Tiefe in y-Richtung) Messwerte deutlich
mehr beeinflussen als gleiche Anderungen im 3D-Modell (z.B. 1m Tiefe in y-Richtung),
bleiben die 2D-Ergebnisse kontrastdrmer. Insgesamt erwartet man also auch glattere Bil-
der in y-Richtung bei Inversion paralleler Profile in 2D, weil hierbei in y-Richtung eine
Art Mittelung auftritt. Zu einem 3D-Modell aneinandergelegte 2D-Modelle mit Tiefe bis
zum Nachbarprofil miissen keineswegs die Daten aller Messprofile erklaren, weil die Mo-
delle der Profile gerade bis ins Unendliche reichen und nicht nur bis zum Nachbarprofil.
Insbesondere bei starkeren Variationen (des wahren Untergrundes) lassen sich 2D-Profile
nicht sinnvoll zusammenfiigen. Die Daten aus der Vorwértsrechnung des entstandenen
3D-Modells wiirden die Messdaten nicht reproduzieren. Wie dies im Feldbeispiel aussieht,
ist in Abbildung 6.12 fiir den Betrag und 6.13 fiir die Phase in Horizontalschnitten zu
sehen.

Die Phase variiert horizontal recht schwach, womit die 2D-Ergebnisse gut aneinander-
passen. Im 3D-Fall treten, wie aus den obigen Erlduterungen erwartet, grofsere Kontraste
auf.

Im Betrag sind die Variationen in der 3D-Inversion schwach, die 2D-Modelle sind et-
was sprunghaft. Dies liegt nun in einem weiteren Vorteil der 3D-Inversion begriindet.
Neben der Moglichkeit der héheren Kontraste und lokalen Variationen, liefert die Inver-
sion aufgrund der Glattungsbedingung, wo die Anpassung es erlaubt, glattere und damit
konsistentere Ergebnisse. Es ist also durchaus moglich, dass zwei Zweischichtmodelle mit
leichten Unterschieden in Grenztiefe und Parameterkontrast fast die gleichen Messdaten
erzeugen. Eine leichte Anderung der Messdaten im Parallelprofil kann dann einen Sprung
vom einen zum anderen Modell ausmachen. Dies ist gerade in Abbildung 6.13 fiir die 2D-
Inversion zu sehen. Das 3D-Bild ist (nicht nur aufgrund der hoheren Auflésung) deutlich
glatter.

Abschliefsend sollen noch die Anpassungen im 2D- bzw. 3D-Fall verglichen werden. Auf-
grund der im Vergleich zur Profilanzahl hoheren Zellenanzahl im 3D-Fall, ist das Glei-
chungssystem hier stérker unterbestimmt. Es ergeben sich entsprechend mehr mégliche
Modelle, und eine tendenziell bessere Anpassung kann erwartet werden. Da das System
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im 2D-Fall bereits stark unterbestimmt ist, bleibt die Frage zu kléren, wie grof der Effekt
sein kann.

Abbildung 6.14 zeigt die Qualitdt der Anpassung fiir den Betrag am Beispiel des mitt-
leren Profils. Es féllt auf, dass im 2D-Fall (oben) eine Anpassung von durchschnittlich
rund 1% erreicht wird. Bei etwa gleicher Lage der stidrksten Abweichungen liefert die
3D-Inversion Anpassungen von unter 0,5%, was als deutliche Verbesserung bezeichnet
werden kann.

Die Phasenanpassung zum gleichen Profil wird in Abbildung 6.15 dargestellt. Hier sind
die Abweichungen rdumlich fiir 2D- und 3D-Ansatz unterschiedlich strukturiert. Im 2D-
Fall liegen die Werte meist im Bereich von + 0,3mrad, gleiches gilt auch fiir den 3D-Fall,
bei dem die Abweichungen im Durchschnitt noch etwas geringer sind. Fiir die Phasen
gibt es also keine deutliche Verbesserung.

Zusammenfassend l4sst sich festhalten, dass eine 3D-Inversion aufgrund der groferen Fle-
xibilitdt im Parameterraum konsistentere Modelle liefert als eine 2D-Inversion und auch
eine Gesamtinversion paralleler Profile einer Stiickelung aus 2D-Modellen vorzuziehen ist.
Beschrénkt werden die Mdglichkeiten zur Zeit allerdings noch durch den rechnerischen
Mehraufwand. Es zeigt sich, dass eine 3D-Inversion mehrerer Profile durchaus einen Fak-
tor 100 langsamer sein kann als die Summe der Zeiten fiir die 2D-Inversionen. Mehr dazu
im folgenden Abschnitt 6.2.
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Abbildung 6.4: Inversionsergebnisse fiir Betrag (2m, logio, oben) und Phase (mrad, un-
ten). Eingezeichnet sind das Gebiet der Pseudopunkte sowie die Lage der

Schichtgrenze. Modell ist ein Zweischichtfall (siehe Text).
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Abbildung 6.5: Schnitt durch die Mitte (y = 13m) des Inversionsgebietes. Ergebnisse fiir
Betrag (2m, logio, links) und Phase (mrad, rechts). Eingezeichnet sind
das Gebiet der Pseudosektion sowie die Lage der Schichtgrenze. Modell
ist ein Zweischichtfall (siehe Text).
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Abbildung 6.6: Inversionsergebnisse fiir Betrag (2m, logip, oben) und Phase (mrad, un-
ten). Eingezeichnet sind das Gebiet der Pseudopunkte (schwarze Um-
randung) sowie die Lage der Schichtgrenze und der Storkorper (weiss).
Modell siehe Text. 195
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Abbildung 6.7: Schnitt durch die Mitte (y = 13m) des Inversionsgebietes. Ergebnisse fiir
Betrag (Q2m, logip, links) und Phase (mrad, rechts). Eingezeichnet sind
das Gebiet der Pseudosektion (schwarz) sowie die Lage der Schichtgrenze

und der Storkorper (weiss).

Abbildung 6.8: Anpassung der Pseudosektion des mittleren Profils (y = 13m). Darge-
stellt sind Abweichungen fiir Betrag (in %, links) und Phase (in mrad,

rechts).
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Abbildung 6.9: Inversionsergebnisse fiir Betrag

7 und 9 vom Messgebiet Krauthausen.
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Abbildung 6.10: Inversionsergebnisse fiir den Betrag (Q2m, logio) als Schnitte entlang der
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Messprofile bei 3D-Inversion (links) und 2D-Inversion (rechts). Einge-
zeichnet ist jeweils das Gebiet der Pseudosektion. Von oben nach unten:
Profil 1, 3, 5, 7, 9 (y=5m, 9m, 13m, 17m, 21m).
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Abbildung 6.11: Inversionsergebnisse fiir die Phase (mrad) als Schnitte entlang der Mess-
profile bei 3D-Inversion (links) und 2D-Inversion (rechts). Eingezeichnet
ist jeweils das Gebiet der Pseudosektion. Von oben nach unten: Profil 1,

3,5, 7,9 (y=bm, 9m, 13m, 17m, 21m).
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xinm

Abbildung 6.12: Inversionsergebnisse fiir die Phase (mrad) als Schnitt in z=-9m Tiefe
bei 3D-Inversion (oben) und 2D-Inversion (unten).
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Abbildung 6.13: Inversionsergebnisse fiir den Betrag (Qm, logig) als Schnitt in z=-9m
Tiefe bei 3D-Inversion (oben) und 2D-Inversion (unten).
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Abbildung 6.14: Anpassung an die Messdaten fiir den Betrag in % am Beispiel des mitt-
leren Profils, oben: 3D-Ergebnis, unten: 2D-Ergebnis.
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Abbildung 6.15: Anpassung an die Messdaten fiir die Phase in mrad am Beispiel des
mittleren Profils, oben: 3D-Ergebnis, unten: 2D-Ergebnis.
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6.2 Beschrdnkungen

6.2 Beschrankungen

In diesem Abschnitt soll kurz auf die computertechnischen Probleme eingegangen werden,
die sich wihrend der Inversionsldufe, allerdings auch bereits im Fall der Vorwértsrech-
nung, gestellt haben. Es gibt hierbei zwei Begrenzungen, auf der einen Seite durch den
Speicherplatz, auf der anderen Seite durch die Rechenzeit. Die Programmiersprache (be-
nutzt wurde Fortran95) setzt auch Grenzen, die aber aufgrund der anderen Limitierungen
unbedeutend sind.

Fiir die Berechnungen wurde ein Standard PC benutzt, mit einem Linux-System, einem
AMD Athlon64 3000+ Prozessor und 1,0 GB Hauptspeicher. Zeitaufwindiges Parallelisie-
ren fiir eine Grofrechenanlage wurde bewuft vermieden, da zum einen die Vergangheit
gezeigt hat, dass dhnliche Leistung bereits kurze Zeit spater auch per Einzelprozessor
erreicht werden kdénnen, zum anderen erschlieft man aktuell mit der Lauffdhigkeit auf
einem Standard-PC ein groferes Einsatzpotential (z.B. Inversion im Feld bei lingerer
Messkampagne, etc.).

Zwei Felder spielen im Speicher eine bedeutende Rolle. Dies ist zum einen die Matrix der
Potentiale, zum anderen die der Sensitivitét. Die Potentiale miissen zu jedem Knoten fiir
jede Elektrode berechnet werden. Die Sensitivitit wird zu jeder Zelle fiir jeden Messwert
bestimmt.

Betrachtet man die Standardauslagenlédnge mit gemischten Randbedingungen, geniigt ei-
ne Zellenaufteilung von 72 x 19 im Zweidimensionalen. (Dabei werden jeweils vier Zellen
zwischen die insgesamt 17 Elektroden gesetzt und 15 in z-Richtung, aufgrund der groften
Pseudotiefe, verlangert um 4 Zellen nach unten und zu den Seiten -fiir eine bessere Qua-
litét bei den Randbedingungen.) Fiir 4m -Dipole werden 77 Messwerte benutzt, was eine
Sensitivititsmatrix von ~ 1,1 - 10° Eintriigen bedeutet. Die zu berechnenden Potentiale
in diesem Fall sind mit 73 x 20 x 11 x 17 2 2,7-10° in der gleichen GréRenordnung. Die
11 flieft dadurch ein, dass fiir die Fourier-Kosinustransformation fiir alle Wellenzahlen
Potentiale berechnet werden; die 17 begriindet sich dadurch, dass fiir jede Stromelektrode
eine Vorwirtsrechnung bendtigt wird.

Das Verhéltnis zwischen den Matrizen dndert sich mit steigender Elektrodenzahl. Wih-
rend Zellen- und Knotenanzahl immer in der gleichen Gréfenordnung liegen (und auch
die Anzahl der Wellenzahlen nur leicht variiert), hingt die Messwertanzahl, die in die
Sensitivitdtsmatrix fliefst, in etwa quadratisch mit der Elektrodenanzahl aus der Poten-
tialmatrix zusammen. Fiir die Standardauslage mit 2m Elektrodenabsténden hat die
Potentialmatrix etwa 5,3 - 10° Eintrige; bei der Sensitivititsmatrix sind es mit bereits
4,5 -10° nun fast gleich viele.

Im Dreidimensionalen fillt die Anzahl der Wellenzahlen weg, sodass das Verhéltnis der
Matrixeintrage praktisch nur durch das von Elektroden zu Messwerten bestimmt wird.
Da meist Profile aufgezeichnet werden und damit keine Messwerte fiir Elektrodenkom-
binationen verschiedener Profile, nimmt die Messwertanzahl nicht mehr ganz so stark in
Abhéngigkeit von der Elektrodenanzahl zu, wie noch im Zweidimensionalen. Das Beispiel
der 5 Profile mit 4m Elektrodenabstand liefert ~ 3,3 - 10° Eintriige bei den Potentialen
und ~ 1,4-107 bei den Sensitivitdten. Damit sind bei verwendeten komplexen Variablen
mit DOUBLE PRECISION - Vereinbarung (also 16 Byte-Darstellung) die Ressourcen
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6 Inversion in drei rdumlichen Dimensionen fiir eine Frequenz

des Hauptspeichers erschopft. Eine Inversion dauert dabei etwa 1-2 Wochen, weil es hau-
fig der Fall ist, dass phasenweise Daten auf die Festplatte ausgelagert werden miissen,
die dann wesentlich langsamer zur Verfligung stehen.

FEine Moglichkeit der Zeitreduktion ist prinzipiell die Verwendung homogener Dirichlet-
scher Randbedingungen. Dafiir muss das Gitter soweit vergréfert werden, dass auf dem
Rand (im Untergrund) die Potentiale geniigend nahe am Wert Null fiir unendliche Quell-
entfernung liegen. Oft kann dies (bei nach aufen anwachsender Zellengrofe) bereits mit
einem Faktor 10 in der Zellen- oder Knotenanzahl erreicht werden. Damit muss nicht
mehr fiir jede Elektrodenposition eine Vorwértsrechnung durchgefiihrt werden, sondern
diese Operation geschieht nun in Konstantzeit, unabhéngig von der Elektrodenzahl (sie-
he auch Kapitel 3). Besonders im Dreidimensionalen wére dies interessant, da hier leicht
Hunderte von Elektroden auftreten kénnen. Leider kann ein hinreichend grofes Gitter
nicht im Speicher verwaltet werden, sodass ein Auslagern auf die Festplatte den Zeit-
gewinn nicht nur zunichte macht, sondern potentielle Rechenzeiten in Gréfsenordnungen
von Jahren verschiebt. Fiir aufwindigere 2D-Modelle war die Berechnung auf gréferen
Gittern ohne gemischte Randbedingungen in jedem Fall ein zeitlicher Vorteil.

Mit den benutzten gemischten Randbedingungen im 3D-Fall wurden die Moglichkeiten
des Rechners fast vollstindig ausgeschopft. Die Hauptspeicherbelegungen waren typi-
scherweise dauerhaft iiber 85%, womit kein Spiel fiir entscheidend groRere Gitter gege-
ben war. Die Rechenzeit in der Grofenordnung von 1-2 Wochen war noch akzeptabel.
Insbesondere die Schleife {iber die Elektroden bei der Vorwirtsrechnung im Fall gemisch-
ter Randbedingungen hétte sich fiir eine Parallelisierung angeboten, wurde aber aus den
bereits genannten Griinden nicht durchgefiihrt. Die Lauftdhigkeit der Programme konnte
in jedem Fall nachgewiesen werden.
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7 Feldpraxis und Messgebiet

Ein Inversionsalgorithmus muss sich nicht nur an synthetischen, sondern immer auch an
realen Messdaten bewéhren. Die vorangehenden Kapitel stellen die Inversion in den Vor-
dergrund. Es geht dort im Zusammenhang mit Messdaten nicht um Feldstudien und das
Messgebiet im Besonderen, sondern darum, mit diesen Daten das Inversionsprogramm
zu testen. Messdaten wurden hierfiir aufgezeichnet auf dem Testfeld Krauthausen bei
Jiilich, bei Cuxhaven und im Labor (der RWTH Aachen). Der Schwerpunkt liegt hier-
bei deutlich auf Krauthausen, insbesondere aufgrund der vorhandenen Datenmenge, weil
hier bereits eine Vielzahl von geophysikalischen Messungen durchgefiihrt wurde und der
Untergrund recht gut bekannt ist.

Unterkapitel 7.1 beschéftigt sich mit den beiden Messgebieten und ihrer Lithologie, wobei
das Testfeld Krauthausen auch hier den grofiten Teil einnimmt. 7.2 zeigt dann allgemei-
ner die Eckdaten einer Feldmessung und die Unterschiede zwischen synthetischen und
realen Daten auf.

7.1 Messgebiet

7.1.1 Das Testfeld Krauthausen

Das Testfeld Krauthausen liegt etwa 7Tkm siidéstlich von Jiilich und ist eine weitgehend
ebene Fliache mit einer Ausdehnung von etwa 60 mal 200 Metern. Die ehemalige land-
wirtschaftliche Nutzfliche wurde 1993 im Rahmen eines EU-Projektes (zum Transport
von Pestiziden in Aquiferen) vom Forschungszentrum Jiilich eingerichtet. Es wurden rund
80 Bohrungen bis in Tiefen von 10-20 Metern unter Geldndeoberkante (GOK) niederge-
bracht. Die GOK liegt zwischen 98,0 und 98,5m {i. NN. Der Grundwasserstand schwankt
saisonal zwischen 1,3 und 2,6m Tiefe unter GOK (z.B. [Schulze, 1996]).

Die Fléche liegt in der siidlichen Niederrheinischen Bucht. Diese wurde durch tektonische
Bewegungen, die im Tertidr (rund 65 bis 2 Mio. Jahre vor heute) begannen, abgesenkt.
Als Folge ist der Gebirgssockel mit bis zu 1000m méchtigen Sedimentschichten iiberdeckt.
Diese bestehen aus einer Wechselfolge von Tonen, Sanden, Kiesen und Braunkohlen, wo-
bei die Kiese und Sande Aquifere darstellen, die Tone und Kohlen Grundwasserstauer.
Die siidliche Niederrheinische Bucht wird durch die Hauptstérungen in Rur-, Erft- und
Kolner Scholle unterteilt, wobei das Testgebiet auf einer Zwischenscholle zwischen Rur-
und Erftscholle liegt. Die Abbildungen 7.1 und 7.2 zeigen die Verhéltnisse in der Karte
bzw. als Schnitt.

Fiir unsere Untersuchungen ist nur das oberste Grundwasserstockwerk von Bedeutung,
das im Bereich der Zwischenscholle eine Machtigkeit zwischen 5 und 35 Metern besitzt.
Die Stratigrafie ist aufgrund der Vielzahl von Bohrungen bekannt und es wurde ein geo-
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Abbildung 7.2: Geologisches Profil durch die Niederrheinische Bucht von SW nach NO
iiber Diiren. Projektion der Lage des Feldes ist markiert. Abbildung
nach [ Walter, 1992].

logisches Normalprofil, siehe Abbildung 7.3 erstellt. Demnach ist eine erste Aquiferbasis
bei etwa 11-13m unter GOK zu erwarten. Auch wenn man von einem geschlossenen
Grundwasserstauer ausgeht ([Hopner, 2001]), so wurden die Tonlagen doch nicht in allen
Bohrungen (z.T. vermutlich mangels entsprechender Bohrtiefe) nachgewiesen und auch
Tracerversuche ([Englert et al., 2000]) deuten rdumliche Heterogenitdt der hydraulischen
Durchléssigkeiten an. Das Normalprofil kann also nur eine grobe Richtlinie sein und
meint nicht, dass das Testfeld praktisch einen 1D-Fall darstellt. Eine deutliche Horizon-
talschichtung kann allerdings angenommen werden. In [ Vereecken et al., 2000] wird nicht
nur ein recht kleiner hydraulischer Gradient (Gefille des fliekenden Wassers) von etwa
0, 2% beobachtet, sondern insbesondere ein Faktor 10 zwischen horizontaler zu vertikaler
Korrelationsldnge (statistisches Maf fiir die Wiederholung von Strukturen). Dies lasst
auch eine Abschétzung fiir eine sinnvolle anisotrope Glattung zu.

Im Rahmen dieses Projektes wurden bereits zwei Diplomarbeiten verfasst (|Suckut, 2001]
und [Zisser, 2005]), die IP-Daten von Krauthausen analysieren. Der ersten Arbeit lie-
gen nur drei Profile zugrunde (LP, Q80, Q100), da zu diesem Zeitpunkt noch mit einer
Einkanal-Apparatur (SIP-Fuchs) gemessen wurde. Die zweite Arbeit behandelt bereits
12 Profile (B22, B32, P1-P10, gemessen mit SIP-256C, 32 Kanile), legt aber den Schwer-
punkt deutlich auf die Interpretation nach hydrologischen Parametern. Abbildung 7.4
zeigt das Testfeld mit den Profilen, {iber die gemessen wurde, und mit Borhlochlochposi-
tionen. Die Daten werden als Testdaten fiir das Inversionsprogramm benutzt. Ergebnisse
finden sich in den entsprechenden Kapiteln.
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Abbildung 7.3: Lithologisches Normalprofil zum Testfeld Krauthausen. Abbildung nach
[Hopner, 2001].
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7 Feldpraxis und Messgebiet

7.1.2 Das Messgebiet Cuxhaven

Das Gebiet Cuxhaven beinhaltet vier verschiedene kleinere Messfelder, die bis zu 6km aus-
einander liegen. Die Kiistenndhe bewirkt hier eine sehr hohe Leitfdhigkeit des Grundwas-
sers. Fliachenhaft ist die Leitfahigkeitsstruktur aus Hubschrauberbefliegungen mit EM-
Messungen bekannt, durchgefiihrt vom Bundesamt fiir Geowissenschaften und Rohstoffe
(BGR, [Siemon and Eberle, 2001]), lokal wurden vom Institut fiir Geowissenschaftli-
che Gemeinschaftsaufgaben (GGA) Bohrungen und weitere geophysikalische Messungen
durchgefiihrt. Somit ist auch hier der Untergrund bekannt und eignet sich als Testfeld.
Die Lithologie unterscheidet sich deutlich von der in Krauthausen. Abbildung 7.5 zeigt
ein Bohrprofil, das iiberwiegend aus Feinsand besteht, mit einer Tonschicht in etwa 10m
Tiefe. Der Grundwasserspiegel bei der Bohrung lag mit 1,8m unter GOK in der Gréfsen-
ordnung der Werte fiir Krauthausen.

7.2 Feldpraxis

Die zur Verfiigung stehende Messapparatur SIP-256C beinhaltet eine Base-Unit und 32
Remote-Units (RUs). Die Stromversorgung geschieht iiber eine 600W Quelle, die von
einem Generator versorgt wird oder iiber die interne Quelle der Base-Unit von 50W, die
iiber eine 12V-Autobatterie ihre Leistung bezieht. Der Abstand zwischen den einzelnen
RUs ist durch die Anschlusskabel auf 10m begrenzt; in der Praxis wurden bisher meist
Absténde von 2m verwendet, wofiir bereits bei den weiteren Auslagen die Signale sehr
schwach werden. Damit ergibt sich eine Auslagenlinge von 64m (an der letzten RU kon-
nen zwei Elektroden angeschlossen werden).

Die Steuerung der Messung erfolgt iiber ein Messprogramm, das auf einem angeschlos-
senen Feld-Notebook 1duft. Das Messprogramm ruft eine Initialisierungsdatei auf, in der
die Daten fiir den Messablauf festgelegt werden. In dieser werden die Koordinaten zu
den Elektrodennummern angegeben, weiterhin die Konfigurationen von einspeisenden
und Spannung messenden Dipolen (zusammen als ,reading” bezeichnet). Bei der Abfolge
der Messkonfiguration ist es sinnvoll zu beriicksichtigen, dass Elektroden, die zuvor als
Stromelektroden benutzt wurden, spater nicht mehr als Spannungselektroden verwendet
werden, da ggf. entstandene Eigenpotentiale das Ergebnis der Spannungsmessung ver-
falschen konnten. Da auch gréfere Dipolweiten durch Einspeisen an zwei nicht direkt
benachbarten Elektroden eingesetzt werden, um ein groferes Dipolmoment zu erreichen,
ist besonders auf die Abfolge der Stromdipole zu achten. Eine mdgliche und verwendete
Losung ist in Tabelle 7.1 dargestellt.

Neben den Auslagen werden auch die Messfrequenzen mit der zugehérigen Anzahl von
Wiederholungen festgelegt. Im Handbuch sind die méglichen Frequenzen mit 1,4mHz bis
800Hz angegeben. In der Praxis liegen die niedrigsten Frequenzen bei etwa 70mHz, da
sonst bei rund 50 nétigen readings fiir 32 RUs ein Messtag und auch die Batterien der
RUs nicht ausreichen.

Im oberen Frequenzbereich dominieren zunehmend Fehler aus Kabelkopplungseffekten,
weshalb trotz hoher Stapelungsanzahl Daten zu Frequenzen iiber 10Hz ohne weitere Be-
handlung kaum interpretiert werden konnen (siehe hierzu auch Unterkapitel 5.1). Im
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Abbildung 7.5: Lithologisches Profil zu einer Lokation im Testgebiet Cuxhaven. Abbil-
dung nach |Zisser, 2005].

unteren Frequenzbereich leidet die Datenqualitidt aufgrund zu geringer Anzahl von Wie-
derholungen. Als guter Frequenzbereich hat sich der um 0,3 - 1,25Hz herausgestellt, in
dem Wiederholungen nicht zu viel Zeit kosten und kaum Kopplungseffekte auftreten.
Auf diesen Bereich haben sich entsprechend die meisten (Einzelfrequenz-) Inversionen
bezogen.

SIP-256C ist eine echte Multikanalapparatur, die fiir jedes Reading an allen RUs (die
nicht an der Stromeinspeisung beteiligt sind) Spannungen gleichzeitig aufzeichnet. Die
Spannungsdipole werden also nicht durchgeschaltet. Ein kleiner Nachteil ist, dass jeweils
eine recht grofe Datenmenge zusammenkommt und bei evtl. Filtern (50Hz, Drift, etc.)
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reading Elektroden-Positionen
i11]¢ ¢ p PP P PP P PPPPP
2 c ¢ p PP PPPPPPUPP
3/]C - C p - P - P - P - P -
4 c ¢ p P PP P PP P PP
5 ¢c ¢cCp PP PPPP PP
6 c - C p - P - P - P -
T1¢ - - - C P - - - P -
8 c ¢cp P P P P P P P

Tabelle 7.1: Abfolge von Strom- und Spannungsdipolen bei Verwendung von Dipolen
mit ein-, zwei- und vierfachem Elektrodenabstand. C: Stromelektrode, P:
Spannungselektroden, —: Verbindung bei nicht benachbarten Elektroden.

die Ubertragung recht lange dauert. Da nicht die Daten von einzelnen Dipolen angefor-
dert werden kénnen, wird insbesondere bei fortschreitender Messung der weitaus grofite
Teil der Daten (zu den linken Elektroden in 7.1), die gesendet werden, nicht mehr be-
nutzt. Auch bei Dipollingen mit mehrfachen Elektrodenabstdnden werden Spannungen
von den iiberbriickten Elektroden gesendet. Ebenso werden Daten zu sehr grofen Pseu-
dotiefen produziert, die weit auferhalb der Aufldsungsmoglichkeiten liegen. Insgesamt
konnen je nach Stapelungen ein bis zwei vollstindige Profile (mit allen RUs und etwa 15
Frequenzen) an einem Messtag aufgezeichnet werden.

Um einen Uberblick iiber typisches Fehlerverhalten zu erlangen, werden im Folgenden
Fehlerniveaus in Abhéngigkeit von verschiedenen Parametern dargestellt. Die verwende-
ten Fehler stehen hierbei jeweils zusammen mit den Messdaten in der Ausgabedatei.

Zu Beginn stellt Abbildung 7.6 den Zusammenhang zwischen Fehlerniveau und Pseudo-
tiefe dar. Sowohl in Betrag als auch in der Phase sieht man einen in etwa exponentiellen
Anstieg des Fehlers mit der Pseudotiefe. Bei konstantem Rauschen wird ein Ansteigen
des Fehlers durch die stark abnehmenden Potentiale bewirkt, allerdings erwartet man
kein exponentielles Verhalten. Dieses Verhalten ist ungeklért. Insgesamt sinkt die Aus-
sagekraft also stark mit der Tiefe, wie es auch schon in den Sensitivitdten (s. Abbildung
3.3) beobachtet wurde. Fiir die Grafik 7.6 wurde iiber alle Frequenzen und Dipolweiten
gemittelt. Zu beachten ist noch, dass das Fehlerniveau des Betrags mit Fehler unter 1%
bis in etwa 25m Tiefe deutlich unproblematischer ist als das der Phase. 1mrad wird be-
reits in etwa 15m Tiefe {iberschritten; bei Messwerten um 10mrad ist dies schon am Rand
eines akzeptablen Fehlerniveaus.

Ein Bild {iber die rdumliche Abhéngigkeit des Fehlerniveaus gibt auch 7.7. Die weitere
Erkenntnis liegt darin, dass man durch grofere Dipolweiten (jeweils Verdopplung von
oben nach unten) zwar eine geringere Datenpunktdichte erhilt, aber dafiir ein deutlich
verbessertes Fehlerniveau. Betrachtet man Gleichung 3.16 und setzt a als Dipolldnge und
L als Abstand der Dipolmitten, so schreibt sich die Formel fiir eine Dipol-Dipol Auslage

als

.
Ve (7.1)
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Abbildung 7.6: Abhéngigkeit des Fehlerniveaus von der Pseudotiefe. Gemittelt wurde
jeweils iiber alle Daten gleicher Pseudotiefe des B22-Profils bei Kraut-
hausen.

Damit ist fiir grofe Tiefen (L >> a) die Spannung proportional zum Quadrat der Di-
pollénge, entsprechend verbessert sich das Signal/Rausch Verhéltnis.

Ein weiterer Aspekt, der in Abbildung 7.7 zu erkennen ist, ist die laterale Variation der
Fehler. Die Datenqualitit wird offenbar zur rechten Bildseite hin schlechter. Dies hangt
damit zusammen, dass die Base-Unit auf der linken Seite steht und von dort aus die
Kabel an die RUs gefiihrt werden. Je weiter rechts der stromeinspeisende Dipol liegt,
desto lénger ist das stromfiihrende Kabel, und die stérenden Kopplungseffekte der Kabel
mit dem Boden nehmen zu. Durch die Benutzung von optischen Datenkabeln wird die
kapazitive Kopplung zwischen Stromkabeln und denen zur Spannungsmessung vermie-
den. Da weiterhin der Strom direkt an beiden Stromelektroden gemessen wird, kann auch
die Kopplung der Stromkabel untereinander beseitigt werden. Damit ist es mdglich, den
kapazitiven Leckstrom zu quantifizieren. Allein die Kopplung der Stromkabel mit dem
Boden sorgt also fiir stérende Kopplungseffekte. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass der
Fehler von p insbesondere proportional zu Frequenz und der Kabelkapazitit gegen den
Erdboden ist. Letztere ist wiederum proportional zur Linge des Stromkabels. Weitere
Einfliisse kommen von den Ubergangswiderstéinden, die moglichst klein und zudem gleich
groft sein sollten. Mehr hierzu in [Radic, 2004].

Als Néchstes soll noch die Frequenzabhéingigkeit der Datenqualitdt betrachtet werden.
Hierzu wird (wie auch in 7.6) tiber alle Pseudotiefen und Dipolweiten gemittelt. Weiter-
hin wird der Fehler auf eine gemessene Periode zuriickgerechnet, um die verschiedenen
Frequenzen, fiir die unterschiedlich oft gestapelt wurde, direkt vergleichen zu kdnnen.
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7 Feldpraxis und Messgebiet

Dabei wird das statistische Verhalten benutzt, dass n-faches Stapeln das Fehlerniveau
um einen Faktor \/n senkt. Das Ergebnis ist in Abbildung 7.8 dargestellt.

Man erkennt deutlich einen mit der Frequenz ansteigenden Fehler, wobei der grofe
Fehler bei 40Hz vermutlich durch eine lokale Stérung (es wurden nur Daten des B22-
Krauthausenprofils benutzt) zu erkldren ist und der Anstieg hier zu stark ausfillt. Be-
trachtet man weiterhin die Grofenordnung der Fehler, so liegen diese fiir den Betrag
oberhalb von etwa 5Hz in einem kritischen, fiir die Phase praktisch durchgehend in ei-
nem nicht akzeptablen Bereich. Grund ist das Riickrechnen auf eine gemessene Periode.
In Wirklichkeit ist die Datenqualitét fiir hohe Frequenzen aufgrund der hoheren Stapel-
rate besser.

Aufgrund der geringen zusétzlich notigen Messdauer (und der hoheren Fehler) werden
die oberen Frequenzen in der Regel hiufiger gestapelt als die unteren. Dies bewirkt zum
einen, dass die Fehler sinken, zum anderen, dass die Fehlerniveaus niedriger und héherer
Frequenzen sich anndhern. Da Wiederholungen in den untersten Frequenzen sehr viel
Zeit kosten, kommt es insgesamt sogar zu dem Effekt, dass die Daten bei den niedrigsten
Frequenzen nicht mehr den kleinsten Fehler aufweisen, den man aufgrund der deutlich
geringeren EM-Kopplung erwarten kénnte. Abbildung 7.9 zeigt die Frequenzabhéngigkeit
fiir typische Stapelraten.

Als Konsequenz werden bei Inversion von Daten einzelner Frequenzen meist Spektren
von etwa 0,3 bis 1,5Hz bevorzugt.

Abschliefend soll noch auf die Tatsache hingewiesen werden, dass die gezeigten Fehler
sich immer nur aus statistischer Behandlung von Wiederholungsmessungen ergeben. Sys-
tematische Fehler bleiben hierbei unberiicksichtigt. Bei der Inversion zeigt sich jedoch oft,
dass eine Datenanpassung auf dem angegebenen Fehlerniveau der Messdaten unméglich
ist. Dies liegt daran, dass insbesondere im Betrag die systematischen Fehler oft deutlich
grofer als die statistischen sind. Bei einem Elektrodenabstand a von 2m iiberschreitet
man nach Gleichung 7.1 bei um einen Zentimeter falsch gesetzten Elektroden bereits eine
Spannungsungenauigkeit von einem Prozent (V in etwa o< a?). Damit bleiben angegebene
Fehlerniveaus unter 0,1% ohne praktische Bedeutung. Es zeigt sich sogar, dass oftmals
fiir alle Pseudotiefen ein einziges Fehlerniveau fiir die Inversion angenommen werden
kann. Die Phasen sind allerdings nicht so leicht durch ungenau positionierte Elektroden
zu beeinflussen.
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Abbildung 7.7: Abhéngigkeit des Fehlerniveaus von der Dipolweite. Einfacher (oben),
doppelter (Mitte) und vierfacher (unten) Dipolabstand. Dargestellt sind
die mittleren Fehler von Betrag in % (links) und Phase in mrad (rechts),
jeweils 10er-logarithmisch. Es wurde iiber alle Frequenzen gemittelt und
die Daten des B22-Profils von Krauthausen benutzt.
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Abbildung 7.8: Abhéngigkeit des Fehlerniveaus von der Frequenz. Dargestellt sind die

Krauthausen

mittleren Fehler von Betrag in % und Phase in mrad, jeweils auf Messung
einer Periode zuriickgerechnet. Datengrundlage ist das B22-Profil von
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Abbildung 7.9: Abhéngigkeit des Fehlerniveaus von der Frequenz. Dargestellt sind die

mittleren Fehler von Betrag in % und Phase in mrad. Die Werte sind
von den verschiedenen Stapelraten beeinflusst. Datengrundlage ist das
B22-Profil von Krauthausen.

146



8 Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Der Basisalgorithmus fiir die 2D-Inversion in einer Frequenz nach Kemna [2000] ist in ei-
ner Vielzahl von Punkten erweitert worden, wobei vollstdndig eigenstdndige Programme
entstanden sind: fiir die 2D-Inversion einer Frequenz (mit oder ohne Beriicksichtigung der
Topografie), die 2D-Inversion mehrerer Frequenzen gleichzeitig (in ein Cole-Cole- oder
CPA-Modell) und die 3D-Inversion einer Frequenz.

Bei der 2D-Inversion in einer Frequenz ist der wichtigste Aspekt die Einfithrung der neu-
en Regularisierung, die sich als sehr vielfaltig anwendbar erwiesen hat (siehe Unterkapitel
4.1). Durch Variation des Parameters (3 kann dabei nach wie vor auch eine Glattungs-
bedingung simuliert werden. Ansonsten ermdoglicht die Regularisierung insbesondere die
Auflésung scharfer Parametervariationen. In der Anwendung auf Felddaten {iber einem
Gebiet mit bekannter Lithologie haben sich glaubwiirdigere Modelle als bei einer iibli-
chen Occambedingung (siehe Unterkapitel 4.3) ergeben. Es ist hier gezeigt worden, dass
aufgrund der Vielzahl von Modellen, die einen Messdatensatz erkléren konnen, die Regu-
larisierung entscheidend zum Verstédndnis des Untergrundes beitragt und die hier erstellte
Variante fiir vielfaltigste Anwendungen geeignet ist, insbesondere, wenn kein glattes Un-
tergrundmodell erwartet wird.

Fiir den 2D-Fall ist auflerdem die Inversion fiir flexible Topografie entwickelt worden
(siehe Unterkapitel 4.2), sodass das Potential der Finite Elemente Methode weiter ausge-
schopft werden kann. Neben der Anwendungsmdoglichkeit bei Feldmessungen mit unebe-
ner Topografie hat sich die Inversion auch (fiir Zylindergeometrien) fiir Labordaten als
niitzlich erwiesen. Gerade letztere Anwendung ist von Bedeutung, da zur Bestimmung
hydraulischer Parameter zur Zeit eine Vielzahl von Messungen im Labor stattfindet (z.B.
im Forschungszentrum Jiilich oder an der RWTH Aachen).

Als Néchstes ist die Inversion erweitert worden, um den spektralen Informationsgehalt zu
nutzen und der Bezeichnung SIP-Inversion gerecht zu werden. Es sind mehrere Ansétze
zur Kompensation der EM-Kopplung vorgestellt worden (siehe Unterkapitel 5.1), die sich
allerdings nur teilweise als praktikabel erwiesen haben. Im Folgenden sind Inversionen in
Untergrundmodelle der weit verbreiteten Typen Cole-Cole (Unterkapitel 5.2) und CPA
(Unterkapitel 5.3) bereit gestellt worden. Dabei wird sowohl eine direkte Inversion in
Untergrundmodelle ermdglicht als auch Standardinversionen in komplexe Leitfahigkeiten
mit anschlieffender Modellanpassung. Die interne Umstellung von komplexer auf reell-
wertige Arithmetik, insbesondere bei der Datenanpassung in Betrag und Phase, ist hier
ein deutlicher Fortschritt.
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Es bleibt festzuhalten, dass fiir Felddaten eine Kompensation der Hochfrequenz-Kopplung
aufgrund der geringen Frequenzanzahl (im Vergleich zu der Anzahl freier Parameter des
anzupassenden Modells) duferst schwierig und zur Zeit Labordaten vorbehalten ist, die
auch einen weiteren Frequenzbereich abdecken und eine bessere Datenqualitdt haben.
Trotzdem konnte anhand von synthetischen Daten die Machbarkeit der Anpassung eines
Relaxationsmodells nachgewiesen werden. Aufgrund des engen Zusammenhangs zwischen
Cole-Cole Parametern und Materialeigenschaften und wegen des besseren Uberblicks iiber
das Spektralverhalten im Vergleich zu der Angabe eines komplexen Widerstandes zu je-
der Frequenz, bleibt die Multifrequenz-Inversion attraktiv.

Als Abschluss ist eine Inversion fiir drei rdumliche Dimensionen geschrieben worden, die
naturgemiR die groften Anderungen fiir den Basisalgorithmus bedeutet hat. An die Stel-
le der Fourier-Kosinustransformation sind eine Fiille anderer Unterprogramme getreten,
und auch die Elementmatrizen sind vollstdndig ersetzt worden. Wie bei den direkten
Multifrequenzinversionen, haben sich auch hier vollstindig eigensténdige Programme er-
geben.

Die Lauffihigkeit ist nachgewiesen worden (siehe Unterkapitel 6.1), wenn auch mit be-
grenzter Gittergrofe. Fiir das Feldbeispiel ist die Datenmenge reduziert worden, trotz
allem sind die Ergebnisse gut und die Datenanpassung besser als im Fall einzelner 2D-
Inversionen.

Abschliefend sind die kritischen Punkte beziiglich Laufzeit und Speicherkapazitit dar-
gestellt worden (siehe Unterkapitel 6.2), um abschétzen zu kénnen, welche Rechnerres-
sourcen fiir welche Probleme bendtigt werden.

Die Interpretation in ein konsistentes Untergrundmodell in drei Dimensionen (im Ge-
gensatz zu evtl. Problemen beim Aneinandersetzen von 2D-Schnitten) ist besonders fiir
die Zukunft von Bedeutung, wenn dann auch iibliche Feld-PCs in der Lage sein werden,
Daten (vermehrt flichenhaft durch Multikanalapparaturen aufgezeichnet) in akzeptabler
Zeit zu invertieren. Die Anwendungen sind auch hier zahlreich, wobei besonders der Be-
reich Hydrogeophysik mit Grundwasserkartierungen hervorzuheben ist. Zum einen ist
hierbei eine flichenhafte Datenaufnahme praktisch unverzichtbar, zum anderen ist dies
die fiir das DFG-Projekt, in dessen Rahmen diese Arbeit erstellt worden ist, relevan-
te Anwendung. Dreidimensional begrenzte Untersuchungsobjekte finden sich allerdings
auch hiufig in Anwendungen der Umweltgeophysik (z.B. heterogene Strukturen einer
Miilldeponie), Erzexploration, etc..

Das Ziel dieser Arbeit wurde also erreicht, fiir verschiedenste Typen von SIP-Datensétzen
Programme zur Verfligung zu stellen, die dem Untergrund ein (komplexwertiges) Wider-
standsmodell zuordnen. Aufgrund der begrenzten Anzahl an Messdatensétzen (sowohl
SIP als auch Hydrogeologie) konnte allerdings nicht abschliefend geklért werden, in wel-
chen Fillen die empirischen Beziehungen zwischen elektrischer und hydraulischer Leit-
fahigkeit anwendbar sind. Da aber diese Beziehungen von verschiedenen Arbeitsgruppen
(dabei auch am Forschungszentrum Jiilich und an der RWTH Aachen) weiter untersucht
werden und die Grundwasserprospektion in der Zukunft aller Voraussicht nach von grofier
Bedeutung sein wird, werden vermutlich auch bald Felddatensitze vorhanden sein, die
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zur Programmoptimierung fiihren konnen. Die aktuelle Datenqualitdt, Aussagetiefe und
Geschwindigkeit der Datenaufzeichnung machen die SIP hierbei unter allen elektrischen
und elektromagnetischen Verfahren zur Bestimmung der Untergrundleitféhigkeit zur ge-
eignetsten Methode.

Selbst wenn vermutlich keine Aussage iiber die hydraulische Leitfdhigkeit des Bodens
allein aufgrund von SIP-Daten ohne kalibrierende Bohrungen getroffen werden kann, so
lésst sich jedoch vermuten, dass zumindest ein Grofsteil des Aufwandes verzichtbar wird,
gegeniiber der herkémmlichen Bestimmung hydraulischer Parameter durch z.B. Pump-
oder Tracertests.

8.2 Ausblick

Wie bei sicherlich den meisten wissenschaftlichen Arbeiten ist am Ende nicht jedes Pro-
blem gelost. Die offenen Punkte gliedern sich hier in drei Bereiche: die der prinzipiellen
Einschrankung, des Mangels an Messdaten-Tests und des Anwendungskomforts.

Prinzipielle Einschrénkungen ergeben sich dadurch, dass Topografie weder fiir den Fall
der Multifrequenzinversionen noch fiir die 3D-Inversion implementiert wurde. Dies liegt
nicht in Problemen der Machbarkeit begriindet. Mit dem Vorbild aus der 2D-Inversion
fiir eine Frequenz wére dies unproblematisch méglich gewesen und auch nicht zeitlich zu
aufwindig in der Programmierung. Programme sollten bis zur Prisentation allerdings
eingehend getestet sein, was fiir die Multifrequenz- und 3D-Inversion (mit Beriicksich-
tigung der Topografie) jedoch zur Zeit sehr viel Rechenzeit benotigt hiatte. Aus diesen
Griinden wurde hierauf verzichtet. Gleiches gilt fiir eine multifrequente Inversion in drei
rdumlichen Dimensionen.

Fiir die Zukunft wére es wiinschenswert, diese Liicke zu schliefen, was zeitnah dadurch
erfolgen konnte, einen parallelisierten Code zu erstellen und auf Grofrechnern eingehend
zu testen, bevor er auf einem Standard-Rechner bei der Messdateninterpretation zum
Einsatz kéme.

Zu der Rechenproblematik kommt auch ein noch allgemeineres Problem: Da das Messge-
riat neu angeschafft wurde, ist bisher keine grofe Datenbasis vorhanden. Messkampagnen
sind aufwéndig in Personal, Zeit und auch Kosten. Es ist also nicht ein multifrequenter
Datensatz paralleler Profile zur 3D-Auswertung aufgezeichnet worden. Insbesondere ist
es immer wieder aufgrund des teilweise im Zustand des Austestens befindlichen Messge-
rétes zu unbrauchbaren Datensdtzen gekommen. In diesem Bereich kann noch viel aufge-
holt werden. Fiir die 3D-Inversion wiren Messungen iiber einem Gebiet mit bekanntem
Storkorper interessant; fiir die Multifrequenzinversion miisste ein Testfeld mit deutlich
héheren Aufladbarkeiten gefunden werden. So beschrinkten sich die meisten Tests auf
synthetische Daten, die dann in der Regel verrauscht und mit verédnderten Gittern inver-
tiert worden sind.

Fiir die Zukunft wére es also wichtig, Messungen iiber stark heterogenen Strukturen mit
deutlichen Parameterkontrasten und mdglichst starker Frequenzabhéngigkeit durchzu-
fiihren, um die Vorteile der dreidimensionalen Inversion, der neuen Regularisierung und
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der Multifrequenz-Interpretation besser aufzeigen zu konnen.

Auf der rein praktischen Seite kénnten eine ganze Reihe von eigenstdndigen Programmen
zusammengefasst werden.

Zur Zeit wird als Input eine Messdatendatei bendtigt, die einen anderen Standard hat
als die, die das Messgerat selbst produziert. Weiterhin werden neben den Elektrodenpo-
sitionen noch die Zellen des Inversionsgitters bendtigt. Es wire moglich, den Input auf
die Messdatei des Gerdtes zu beschrinken (Elektrodenpositionen sind beinhaltet) und
das Gitter automatisch zu erstellen.

Eine grafische Oberfliache ist nicht erstellt worden, um die Protokollfunktion der Konfigu-
rationsdateien der Inversion nicht zu verlieren. Es ist allerdings sicherlich moglich, dass
sie auch bei GUI-Verwendung produziert werden. Da hier allerdings eine akademische
Arbeit und kein kommerzielles Produkt erstellt worden ist, sind bisher aus Zeitgriinden
andere Prioritéten gesetzt worden.

Innerhalb einzelner Routinen besteht noch die Moglichkeit der Zeitoptimierung, was aber
einen groferen Programmieraufwand bedeutet hétte. Zum einen hitten dann andere
geophysikalische Teile gelitten, zum anderen wird der potentielle Zeitgewinn vermutlich
schon bald durch die technische Entwicklung iiberholt.

Fiir die Zukunft kénnte also ein einziges Programm aus den vorhandenen erstellt werden,
welches dann mit einer grafischen Bedienungsoberfliche zu steuern sein wiirde, um das
Programm fiir weitere Anwender iibersichtlicher zu gestalten. Die Messdaten als einzige
Eingabedatei zu benutzen, wire denkbar, ebenso wie eine direkte Grafikausgabe, zusitz-
lich zu den Datenlisten.

Zusammenfassend sind also die wichtigsten Ziele erreicht worden. Die Programme, die
sich an synthetischen Daten als lauffihig erwiesen haben, sollten nun verstirkt an (noch
zu messenden) Felddaten getestet werden. Es wére wiinschenswert, die Programme in
der Form noch zu optimieren, was durch Verbinden von Konvertierungsprogrammen,
automatischer Gittergenerierung, GUI, etc. geschehen kann. (Mehr zur Benutzung der
erstellten Programme findet sich in Anhang B.)

Fiir die Zukunft stehen damit nach dem Erstellen der Programme und den Untersuchun-
gen im Rahmen dieser Arbeit fiir die SIP viele potentielle Anwendungsfelder bereit.
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A Elementmatrizen fur dreidimensionale
Volumenelemente

In Unterkapitel 6.1 wurden die Bestimmungsgleichungen der FE-Methode fiir dreidimen-
sionale Elemente benutzt (Gleichung 6.2). Hierzu sollen die Elementmatrizen S;; und
der Vektor b fiir Tetraeder und Parallelepipede angegeben werden. Es wird auch auf die
Variablen in Gleichung 6.1 Bezug genommen.

o Tetraeder:

1 =100 10 -1 0
_ 1 1.0 0 _ 00 00
Sn=g 0o 000 "5l 10 10|
0 00 0 00 00
100 -1 2 -1 -1 0
_ 1 000 O _ 1] =1 0 10
Ss3 = 000 0| 2T 1 1 00 |’
100 1 0 0 00
2 -1 0 -1 2 0 -1 -1
s 1 -1 00 1) 5 1 00 0 0
13719 0O 00 0" 121 -10 0 1]
1 1.0 0 10 1 0
1
.11
b= —
2 | 1
1

e Parallelepiped
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| =
e e e

1

Mit Vj als Volumen des zum j. Element gehérigen Parallelepipeds (oder der Determinante
der Transformationsmatrix) bestimmen sich ~; als

Vi =95 Vi - (A1)

» - meint dabei den iiber die Zelle gemittelten Wert. Zur Berechnung von o ; werden
folgende Beziehungen bendtigt:

§o = ((ys —y1)(zg —21) — (23 — 21)(yg — 1)) /V;
e = ((yg —v1)(22 — 21) — (29 — 21)(v2 — 1)) /'V}
G = ((2—y)(z3—21) = (22— 21)(y3 — 1)) /'V}
o = ((zs—21)(zg —21) — (23 — 21)(29g — 21)) /Vj
e = ((zg —21)(x2 — 1) — (29 — 71)(22 — 21)) /V
G = ((22—21)(x3 —21) — (22 — 21) (23 — 21)) [V
&= (@3 —21)(yg — 1) — (Y3 — y1)(zg — 1)) /V}
e = ((xg—21)(y2 —y1) = (g — 1) (22 — 21)) /V;
G = (w2 —21)(ys —y1) — (y2 —v1) (w3 — 1)) /V}

(A.2)

Hierbei entspricht y3 der y-Koordinate von Punkt P;(3) des Elements aus Abbildung A.1
und analog fiir die weiteren Koordinaten. Aus Griinden der Ubersicht wurde nicht die
Notation y;(3) gewdhlt. Fiir das Tetraeder ist g = 4 zu setzen, fiir das Parallelepiped
g = 9.

Damit lassen sich nun die letzten benétigten Gleichungen aufstellen (korrekter auch hier
oj11 anstatt o1, etc.):

o1 = (@& + k) +asé?) -V
022 = (@1773; + 6_12772 + (_1377,3) %
o33 = (a1 + d2Cy2 +as(?) -V
o2 = (1&eny + a2&yny + azén.) - Vj
o013 = (@1&:Ce + a2y Gy + azé:(z) - V;
oz = (a1m2Ce + a2nyCy + asn=Cz) - Vj
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Pj(4)
Pj(7)

Pja

Pj(3)
Pj(2) Pj(2)

Abbildung A.1: Die dreidimensionalen Volumenelemente Tetraeder (links) und Parallel-
epiped (rechts) mit Numerierung der Eckpunkte. Aus [Richter, 1995].
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B Zur Benutzung der erstellten
Programme

In diesem Teil sollen die wichtigsten Programme beschrieben werden, welche Eingabe-
dateien und -formate bendtigt werden und welche Ausgabedateien sie produzieren. Zu-
satzlich sollen einige niitzliche kleinere Programme vorgestellt werden, die langwierige
Prozeduren deutlich verkiirzen kénnen.

Zur Berechnung mit einer Frequenz in zwei rdumlichen Dimensionen stehen die bei-
den Programme FEM (Vorwirtsrechnung) und INV (Inversion) (Namen erhalten nach
[Kemna, 2000]) zur Verfiigung. Das Vorwértsprogramm wird iiber die Konfigurationsda-
tei crmod.cfg gesteuert. Die Datei hat dabei folgende Struktur:

e FEM - 2D-Vorwirtsrechnung einer Frequenz

*xxxkdummy-Zeile
gitter/elem.dat
elektroden/elec.dat
modelle/mod.dat
konfigurationen/conf.dat
T - potentials
werte/pot.dat

T - measurements
ergebnis/tolleDaten/mes.dat
T - sensitivities
out/sen.dat

F - another dataset

Als Eingabedateien werden eine Datei fiir das Gitter, eine fiir die Elektrodenposi-
tionen, eine fiir das Leitfdhigkeitsmodell und eine fiir die zu simulierenden Mess-
konfigurationen in crmod.cfg (s.0.) angegeben. Im Detail heifst das:

— Die Gitterdatei besteht auch mehreren Blocken, die die Lage der Flachen- und
Randelemente und deren Typ klart. Anhand eines Beispiels von 72 x 20 Zellen
soll die Struktur erldutert werden. Das Format besteht bereits nach [Kemna,
2000] und wurde erst fiir die weiteren Programme etwas abgeidndert. Einzelne
Werte sind redundant, allerdings auch unproblematisch zu bestimmen. Wei-
terhin kann (und sollte) diese Datei auch automatisch erstellt werden (s. a.
weiter unten).
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In der ersten Zeile steht die Anzahl der Knoten (73 x 21), gefolgt von der
Anzahl der Elementtypen (besonderes Flachenelement mit vier Knoten, Ran-
delement Oberfliche, Randelement Untergrund). Es folgt die Bandbreite des
Gesamtsystems (wird iiber den Cuthill-McKee Algorithmus festgelegt oder
nach oben abgeschétzt).

In den nachfolgenden Zeilen werden die verschiedenen Elementtypen aufgelis-
tet mit Anzahl und Knotenanzahl pro Element. 8 ist ein bestimmtes Fléchen-
element mit 4 Knoten, 12 ein Randelement fiir die Oberfliche (Neumann-
Bedingung) und 11 ein Oberflichenelement mit gemischten Randbedingun-
gen. 3 wird bei Dreieckselementen benutzt, 13 bei Réndern mit homogenen
Dirichlet-Bedingungen.

Es folgen Knotennummern mit x- und z-Koordinaten. Die Nummern werden
durch den Cuthill-McKee Algorithmus verdndert.

Als Néchstes werden die Knoten der Elemente aufgefiihrt, wie ab Zeile 2 an-
gegeben. Dabei werden die Knoten im Gegenuhrzeigersinn angegeben, hier
beginnend unten links. 241 meint (Zellen zeilenweise von links nach rechts,
oben beginnend) also den Knoten bei x = —4m, z = Om. Dies ergibt sich
iiber den Umweg, dass in der 241. Zeile die 1 steht und damit der Knoten
in der ersten (Knoten)zeile gemeint ist. Fiir andere Programme wurde diese
Umnumerierung abgedndert.

Es folgen die kodierten Knotennummern fiir die Randelemente (im Uhrzeiger-
sinn). Am Schluss werden die zu den Randelementen gehorigen Fléchenele-
mente identifiziert. Damit ist die Gitterdatei vollstédndig.

1633 3 34

8 1440 4

12 72 2

11 112 2

877 -4.0 0.0
950 -3.0 0.0
804 -2.0 0.0

1 17.0 -3.0 (241. Knotenzeile)

146 67.0 -20.0
73 68.0 -20.0

210 211 242 241
211 212 243 242
212 213 244 243

1471 1492 1493 1472
1492 1513 1514 1493
241 242
242 243



243 244
181 210
210 241
1

2

3

145

73

1

— Die Elektrodendatei hat eine wesentlich simplere Struktur. In der ersten Zeile
steht die Anzahl der Elektroden, gefolgt von den zu den Positionen gehérigen
kodierten Knotennummern der Gitterdatei. Die 249. Knotenzeile beginnt mit
einer 5. Dies bedeutet, dass die erste Elektrode an der Stelle des 5. Knotens
(bei x = Om, z = Om) steht, usw.

33

245
247
249

— Die Modelldatei besteht aus der Kopfzeile, die die Anzahl der Flichenelemen-
te beinhaltet, gefolgt von einem Block, der -gem#f der Reihenfolge aus der
Gitterdatei- den Fldchenelementen spezifische Widerstinde zuordnet. In der
ersten Spalte steht der Betrag in Qm, in der zweiten Spalte die Phase in mrad.

1440

— Die Konfigurationsdatei beginnt mit der Anzahl der zu berechnenden Mess-
werte. Es folgen die Konfigurationen. In der ersten Spalte werden die Strom-
elektroden angegeben, zusammengefasst zu einer Zahl, wobei die Nummer der
ersten Elektrode um den Faktor 10000 vergrofert wird (Schreibweise spater
auch geéndert). Die zweite Spalte enthédlt die Stromstdrke in mA, die dritte
die kodierten Spannungselektroden. Im ersten Fall wird also iiber Elektroden 1
und 2 mit einem Strom von 500mA eingespeist und das Signal {iber Elektroden
3 und 4 gemessen.

329
10002  500.0000 30004
10002  500.0000 40005
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10002  500.0000 50006

Im Weiteren wird die Ausgabe geregelt. Dabei steht jeweils eine Logical-Variable
(T/F), gefolgt von einer potentiellen Ausgabedatei.

— Zunéchst konnen Potentiale ausgegeben werden. In diesem Fall wird zu jeder

Konfiguration eine Datei (Namen hier pot001.dat bis pot329.dat) erstellt. Sie
beinhalten die Potentiale an jedem Knoten, dargestellt in vier Spalten: z, z,
Realteil und Imaginérteil der Potentiale in mV. Ein Beispiel:

-4.000000 -12.00000 35.55312 -0.1777671
-4.000000 -13.00000 28.94427 -0.1447226
-4.000000 -11.00000 44.22218 -0.2211127

Die wichtigste Datei ist in der Regel die der synthetischen Messwerte. In der
ersten Zeile wird die Anzahl der Werte aufgefiihrt, danach folgen diese Werte
in der Form Stromdipol, Spannungsdipol (jeweils kodiert), Spannung in Volt
(hier immer fiir 1A 1), Phase in mrad und Konfigurationsfaktor in m.

329
10002 40003 0.24325657E+01 -0.50000000E+01 -37.6991
10002 50004 0.64168058E+00 -0.50000000E+01 -150.7964
10002 60005 0.26070288E+00 -0.50000000E+01 -376.9911

Die Sensitivitdten werden -wie die Potentiale- fiir alle Konfigurationen erstellt.
Sie beinhalten in der Kopfzeile die Summe der komplexen Sensitivitdten {iber
alle Zellen als Betrag und Phase (mrad), gefolgt von den Sensitivitaten der
Form z- und z-Koordinate der Zellenmitte, Real- und Imaginérteil der Sensi-
tivitat.

122839.8 3135.593
-3.500000 -0.5000000 209.6364 -1.257833
-2.500000 -0.5000000 515.7582 -3.094587
-1.500000 -0.5000000 1596.694 -9.5680277

e INV - 2D-Inversiosrechnung einer Frequenz Die Inversion wird iiber crtomo.cfg
gesteuert:

*xkkkdummy-Zeile
gitter/elem2.dat
elektroden/elec.dat
ergebnis/tolleDaten/mes.dat
inversionsergebnisse/test
*fkkkdummy-Zeile

72 Zellen in x-Richtung

20 Zellen in z-Richtung



10. smoothing x

1.

smoothing z

50 max. # Inv-It

1
F
T
T
T
T
F
1

. nrmsdm >1d-12 min data rms
DC Inversion
singularity removal
robust inversion
automatic polarity adjustment
final phase improvement
individual error

. total error level (etwa) Prozent

.3 phase error level mrad

F homogeneous background resistivity
120. background magnitude ohmm
-15.70 background phase mrad

F another dataset

— In der Eingabeliste tritt nur eine neue Datei auf: Die Gitterdatei wurde leicht

abgedndert:

Die ersten Zeilen bleiben unveréndert. Die Angabe der Flédchenelemente erfolgt
nun in einem anderen Format. Die erste Spalte numeriert die Fldchenelemente;
es folgen die Knoten wie bekannt. Die néchsten Spalten bestehen aus Logical-
Variablen und legen fest, ob eine Glattung iiber die entsprechenden Kanten
erfolgen soll. Der erste Wert steht dabei fiir die Kante vom ersten zum zwei-
ten Knoten, dann vom 2. zum 3. Knoten, etc. Es konnen hiermit bekannte
Diskontinuitdten unterstiitzt werden.

Danach folgen die Werte fiir Betrag in {2m und Phase in mrad, gefolgt von
Variablen die aussagen, ob dieser Wert fiir die Zellen geindert werden darf.
StandardméRig sind diese Routinen abgeschaltet. Am Ende folgen die Num-
mern der angrenzenden Flichenelemente iiber die erste Kante (1. zu 2. Kno-
ten), zweite Kante, etc. . 0 steht fiir Randlage.

Im Block der Randelemente erfolgt eine Numerierung, dann folgen wie vor-
her die Knotennummern und direkt die Nummer des anliegenden Flachenele-
ments.

1633 3 34

146 67.0 -20.0

73 68.0 -20.0

1210 211 242 241 TTTT 10.0 T -156.0 T 73 20 0
2211212 243242 TTTT 10.0T -156.0 T 74 30 1

1440 1492 1513 1514 1493 T T T T 10.0 T -15.0 T 0 O 1368 1439

1 241 242 1
2 242 243 2
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111 181 210 73
112 210 241 1

Elektroden- und Messwertdatei sind bereits bei der Vorwértsrechnung festgelegt.
Weiterhin wird ein Ordner fiir die Ausgabe angegeben. Die wichtigsten Ausgabe-
dateien sind:

— Eine Ausgabe nach jedem (duReren Gauss-Newton) Inversionsschritt i in
rhoi.mag. Nach der Angabe der Zellen folgen Spalten der Form z, z und

logyg |pl:
1368
-3.500000 -0.5000000 1.993299
-2.500000 -0.5000000 1.995258
-1.500000 -0.5000000 2.000412

Die Ausgabe fiir die Phasen erfolgt analog, mit Werten in mrad. Dateinamen
sind rhoi.pha.

— Weiterhin werden jeweils die zum aktuellen Modell berechneten Messwerte
ausgegeben. Die Werte erfolgen in V bzw. mrad:

329
10002 40003  2.430170 -5.133768
10002 50004 0.611529 -5.189055

Es werden noch weitere Dateien u.a. zur Kontrolle der Inversion ausgegeben, auf die
aber nicht weiter eingegangen werden kann. Die weiteren Parameter in crtomo.cfg
sind selbsterkldrend oder bereits im entsprechenden Kapitel ndher erlautert. Es
sollen aber noch einige niitzliche Programme erwidhnt werden, die oftmals viel Zeit
ersparen.

— elemmakerregneu erstellt Gitterdateien fiir die Inversion in einem regelmé-
Rigen Rechtecksgitter.

— femkonvert erzeugt aus einer Inversionsgitter-Datei eine Datei mit Gitter fiir
die Vorwértsrechnung.

— cutmckneu fithrt den Cuthill-McKee Algorithmus zur Bandbreitenreduktion
aus, verandert die Gitter- und Elektrodendatei.

— konvfemdxf erzeugt dxf-Dateien aus Elektrodenkoordinaten. Diese Files
kénnen unter femlab eingelesen werden und beschleunigen die Erstellung
triangulierter Gitter. Gitter konstant grofer Zellen sind fiir homogene Di-
richletsche Randbedingungen nicht praktikabel. Fiir die weitere Verarbeitung
miissen die Anteile p(oints), e(dges) und t(riangles) von mesh in getrennte



Dateien gespeichert werden. Points hat Spalten der Form: 1: x-Koordinate, 2:
y-Koordinate. Edges besteht aus den Kanten. Die ersten beiden Spalten bein-
halten die Knotennummern, Spalte 5 die Nummer der Kantendomain, Spalten
6 und 7 die Gebietsnummer der Bereiche links bzw. rechts der Kante (vom
ersten zum zweiten Knoten gesehen). Der Anteil t fithrt die Dreieckselemen-
te mit Knotennummern und Gebietsnummer auf. Verschiedene Programme
(insbesondere elemmakertri mit Startdatei makerstarter) helfen bei der
Erstellung der Gitterdatei fiir FEM bzw. INV.

e Multifrequenzrechnung

— Die Vorwértsrechnung erfolgt erneut durch ein Programm namens FEM, ge-
steuert von einer Datei crmod.cfg. Die Ahnlichkeiten zur Einzelfrequenzrech-
nung sind grof.

An die Stelle der herkdmmlichen Modelldatei tritt fiir die Cole-Cole Rechnung
eine mit den Parametern po(in Qm), m, 7(in s) und ¢, wo sich vorher Betrag
und Phase befanden. Im CPA-Fall werden die Werte fiir p,, (in Q@m) und b
eingesetzt. Zusétzlich wird eine Frequenzdatei eingelesen, die die Anzahl der
Frequenzen sowie deren Werte in aufsteigender Reihenfolge beinhaltet.

Die Ausgabe erfolgt in eine Messdatei pro Frequenz, die jeweils am Namens-
ende den Index der Frequenz trégt. Die Phasen werden in rad (nicht mehr
mrad) ausgegeben.

— Die Inversion erfolgt mit einem weiteren Programm TNV, dass iiber eine Datei
crtomo.cfg gesteuert wird. Neben den iiblichen Gitter- und Elektrodendatei-
en wird eine Frequenzdatei benétigt, die die verschiedenen Messdateien der
Frequenzen auflistet. Es wird die Anzahl der Frequenzen angegeben, gefolgt
von den Frequenzen und den Fehlerniveaus in Betrag und Phase dazu. Am
Ende stehen die Pfade zu den Messdateien. Die Fehler der Messwerte kdnnen
auch individuell vereinbart werden.

8 ! Anzahl der Frequenzen

! Frequenz(Hz) Abweichung (abs(1ln)), mrad
10.0 1. 2.

5.0 1. 2.

0.15625 1. .3

0.076220 1. .3

! Messdateien
../modinvcpareal/out/b32/f4cur.dat
. ./modinvcpareal/out/b32/f5cur.dat

Die Ausgabe erfolgt in Dateien volti.dat, rhoi.mag, rhoi.pha und
rhoi.ccm bzw. rhoi.cpam. Die synthetischen Messwerte werden ausgegeben
in der Form: Strom- und Spannungsdipol (kodiert), Spannungsbetrag (Volt)
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und Phase (mrad) der ersten Frequenz, dann der zweiten, etc.. Auch die
Betriage werden nebeneinander (nach den Koordinaten) fiir die verschiedenen
Frequenzen (log;,) ausgegeben. Das gleiche gilt fiir die Phasen. rhoi.ccm
listet analog zur Modelldatei die Cole-Cole- oder CPA-Parameter auf.

e Berechnung in drei Dimensionen
Die 3D-Rechnung erfolgt iiber die Programme FEM3D bzw. INV3D.

— Die Vorwiartsrechnung wird iiber fem3d.cfg gesteuert. Hier werden das Git-

ter, die Elektrodenposition, das Leitfihigkeitsmodell und die Messkonfigura-
tionen als Eingabe vereinbart. Die Gitterdatei wurde leicht verdndert. In der
ersten Zeile steht die Knotenzahl, gefolgt von der Anzahl der Oberflichen-
randelemente mit Knotenzahl, der gemischten Randelemente, der homogenen
Dirichletschen Randelemente und der Volumenelemente.
Als néchstes folgen die (aufsteigend) numerierten Knoten mit den Koordi-
naten zusammen mit einer unbedeutenden Permutationszahl. Anschliefend
werden die Randelemente numeriert mit Knoten (9088 entspricht nun dem
9088. Knoten) und angrenzendem Volumenelement vereinbart. Es folgen die
Volumenlemente numeriert, mit Angabe der Knoten und Nachbarvolumenele-
mente. Am Schluss folgt die Bandbreite der Matrix.

39420
1872 4
5596 4
0 4
35568 8
1 0.0000000E+00  17.00000 -8.000000 17010
2 0.0000000E+00  18.00000 -9.000000 19054
39418  72.00000 0.0000000E+00 -2.000000 4015
39419  72.00000 0.0000000E+00 -1.000000 2044
39420  72.00000 0.0000000E+00 0.0000000E+00 73
1 9088 9089 8218 8217 1
2 9089 9090 8221 8218 2
3 9090 9091 8223 8221 3

5595 38887 38883 38884 38888 35496
5596 38883 38881 38882 38884 35568
1 9045 9047 8220 8219 9088 9089 8218 8217

0 2 0 73 0 1873
2 9047 9049 8222 8220 9089 9090 8221 8218
1 3 0 74 0 1874
3 9049 9051 8224 8222 9090 9091 8223 8221
2 4 0 75 0 1875



35667 37803 38343 38341 37801 37804 38344 38342 37802

. 35566 35568 35495 0 33695 0
35568 38343 38883 38881 38341 38344 38884 38882 38342
. 35567 0 35496 0 33696 0

901

In der Elektrodendatei wird die Anzahl der Elektroden -gefolgt von einer Nu-
merierung der Knoten- gelistet. Analog entsteht die Modelldatei. Bei der Kon-
figurationsdatei wurde die Kodierung aufgelést. Nach der Anzahl der Konfigu-
rationen folgen Nummer der Konfiguration, erste und zweite Stromelektrode,
Stromstérke, erste und zweite Spannungselektrode.

436

Die Ausgabe der Messwerte erfolgt analog, mit Betrag in Volt und Phase in
mrad:

1 1 2 4 3 0.131139486759E+01 -0.994473926614E+01
1 2 5 4 0.329526561041E+00 -0.999054361822E+01
3 1 2 6 5 0.120404342764E+00 -0.103208344235E+02

Die Inversion wird iiber inv3d.cfg gesteuert. Gitter- und Elektrodendatei ent-
sprechen der Vorwértsrechnung; weiterhin wird eine Messdatei des bekannten
Formats verarbeitet. Es konnen die individuellen Fehler in weiteren Spalten fiir
Betrag und Phase angefiigt werden. Die Ausgabe erfolgt analog zum 2D-Fall
fiir eine Frequenz. Es treten nun lediglich drei Koordinaten auf. In der Mess-
wertdatei werden die Werte in Volt und mrad angegeben, in der Betragsdatei
in Qm (anstelle von log;,), die Phasen weiterhin in mrad.
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