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Einleitung

Die gewichtete Kohomologie von arithmetischen Gruppen wurde erst-
malig von M. Goresky, G. Harder und R. MacPherson in [GHM94|
vorgestellt. Dort wird einer arithmetischen Untergruppe I' einer iiber
Q definierten reduktiven algebraischen Gruppe § eine Invariante
WP HY(T', &) zugeordnet, die von einem gewissen Parameter p, dem
Gewichtsprofil, abhéngt. Dabei liegen die Koeffizienten in einer ra-
tionalen algebraischen Darstellung € von §G. Die gewichtete Kohomo-
logie wird als Hyperkohomologie von bestimmten Garbenkomplexen
WPC*(€) realisiert, die aus einem zu Ri,& quasiisomorphen Kom-
plex durch Abschneidung nach dem Parameter p und der Wirkung
der entsprechenden Tori auf den Randkomponenten der Kompakti-
fizierung entstehen. Hierbei ist i : I'\X — (I'\X)* die Einbettung
des lokalsymmetrischen Raumes zu I' in seine reduktive Borel-Serre-
Kompaktifizierung. In [GHM94| werden zwei zu Ri,& quasiisomor-
phe Komplexe konstruiert (iiber C und iiber Q), die so beschaffen sind,
dass man die Abschneidung explizit anwenden kann. Es wird im wei-
teren dort nachgewiesen, dass die beiden Konstruktionen zum gleichen
Ergebnis fiihren (allerdings gibt nur eine von ihnen den gewichteten
Kohomologiegruppen eine rationale Struktur).

J. Franke hat in [Fra98| ausfiihrlich gewichtete L,-Kohomologie be-
schrieben und mit Hilfe von Eisensteinreihen berechnet. Damit wird
dort unter anderem die Borelsche Vermutung bewiesen, nach der die
Inklusion des Raumes der automorphen Formen in den Raum aller
C*°-Funktionen einen Isomorphismus auf der Kohomologie mit Koef-
fizienten in einer endlichdimensionalen Darstellung von G induziert.
Franke definiert die gewichtete Lo-Kohomologie fiir geeignete Gewichts-
funktionen p mit Hilfe von Komplexen von Formen, die gewisse von p
abhéingige Integrabilititskriterien erfiillen. Zudem werden auch fiir be-
stimmte A € ag = X*(Py) ® R Gewichtsfunktionen p, definiert. Dabei
ist X*(Py) die Gruppe der Charaktere einer fest gewéhlten minimalen
parabolischen Untergruppe Py von G. Mit Hilfe dieser Gewichtsfunk-
tionen werden u.a. die gewichteten Kohomologiegruppen H’;ilog(F\X )
berechnet.

An diesem Punkt kniipfte A. Nair an. Er zeigt in [Nai99], dass fiir eine
geeignete Wahl von p und A\ die Kohomologiegruppen aus [GHM94|
und |Fra98| isomorph sind.



4 EINLEITUNG

In dieser Arbeit mochte ich eine neue Konstruktion der gewichteten
Kohomologie vorschlagen. Dazu konstruiere ich einen Abschneidefunk-
tor in der derivierten Kategorie der Kategorie der G(A f)-dquivarianten
Garben auf der adelischen reduktiven Borel-Serre-Kompaktifizierung
S* von G(Q)\X x G(Ay) fiir den Fall einer iiber Q definierten halb-
einfachen einfach zusammenhéngenden algebraischen Gruppe §. Mit
Hilfe dieses Abschneidefunktors wird dann schlieSSlich die gewichtete
Kohomologie definiert.

Im ersten Kapitel wird die adelische reduktive Borel-Serre-Kompakti-
fizierung beschrieben. Eine Darstellung des nicht adelischen Falles fin-
det sich auch z.B. in [GHM94|. In [Roh96]| wird der adelische nicht
reduktive Fall behandelt.

Das zweite Kapitel ist der Untersuchung von G-dquivarianten Garben
gewidmet. Die Kategorie dieser Garben Shg(X) wird im ersten Ab-
schnitt fiir einen lokal kompakten Raum X, auf dem eine lokal kom-
pakte Gruppe G wirkt, definiert. Es wird die Existenz von azyklischen
Auflosungen fiir Objekte aus Shg(X) gezeigt. AnschlieSSend werden
die von stetigen Abbildungen auf den G-Aquivarianten Garben indu-
zierten Morphismen untersucht, und es wird gezeigt, dass Shg(X) eine
Grothendieck-Kategorie ist. Die Resultate werden fiir die Konstruktion
des Abschneidefunktors im néchsten Kapitel benétigt.

Im dritten Kapitel werden der Abschneidefunktor definiert und sei-
ne Eigenschaften untersucht. Im ersten Abschnitt geht es um die
Definition von Unterkategorien Shga,)(S*)ss € Shga,(S*) fiir Sy-
steme M endlicher Mengen My von Charakteren bestimmter Tori.
Diese M sind mit den Gewichtsprofilen in |GHM94| vergleichbar.
Im zweiten Abschnitt wird eine zu M gehorige volle Unterkategorie
Dga,)(S*)m € Dga,(S*) definiert, die aus Komplexen mit Kohomo-
logieobjekten aus Shg(S*)ss besteht. Aus dem Brownschen Darstellbar-
keitssatz fiir triangulierte Kategorien ([Fra01]) folgt die Existenz eines
zur Inklusion Dg,)(S*)m € Dga,)(S*) rechtsadjungierten Funktors
Ty, der unser gesuchter Abschneidefunktor ist. Mit Hilfe dieses Funk-
tors 14SSt sich dann die gewichtete Kohomologie als Hyperkohomologie
des abgeschnittenen Komplexes Th;(R7,€) € Dg,)(S*)n definieren.
Eine wichtige Anwendung der Konstruktion wird im Theorem des drit-
ten Abschnitts formuliert. Der dritte Abschnitt beschéftigt sich dann
mit dem Beweis des Theorems.

Im vierten Kapitel geht es um die Berechnung der lokalen gewichte-
ten de Rham-Kohomologie. Zuerst werden in Anlehnung an [Fra98|
G(Ay)-dquivariante Garben von gewichteten C'*°-Funktionen definiert
und ihre Eigenschaften untersucht. Im zweiten Teil des Kapitels wird
die lokale gewichtete Kohomologie berechnet. Aus dem Ergebnis der
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Berechnung folgt, dass sich der in diesem Kapitel betrachtete gewich-
tete Komplex durch die Anwendung des Abschneidefunktors T}, auf
den nicht gewichteten Komplex fiir ein geeignetes M darstellen 1asst.

Es sollte moglich sein, mit den Resultaten aus dieser Arbeit und aus
[Nai99| die Isomorphie der hier eingefiihrten gewichteten Kohomolo-
gie mit der aus [GHM94| zu zeigen. Eine sich ebenfalls anschlieSSende
interessante Frage ist der Vergleich der beiden gewichteten Kohomolo-

gien iiber Q. Beide Fragestellungen sind aber nicht Gegenstand dieser
Arbeit.

Meinen ganz herzlichen Dank mochte ich meinem Lehrer, Herrn Pro-
fessor Dr. J. Franke, aussprechen. Er hatte immer ein offenes Ohr fiir
mich und viel Geduld in Anbetracht der im Verlauf dieser Dissertation
auftretenden Fragen und Probleme. Die Gespriche mit ihm und der
Besuch seiner Lehrveranstaltungen waren fiir mich sehr bereichernd.
Danken mochte ich auch allen, die mich in meinem Studium auf ver-
schiedene Weise unterstiitzt und angeregt haben. Insbesondere danke
ich dafiir meiner Frau.






KAPITEL 1

Die reduktive Borel-Serre-Kompaktifizierung

1. Praliminarien

In diesem Kapitel wird die adelische reduktive Borel-Serre-Kompaktifi-
zierung dargestellt. Eine Darstellung des nicht adelischen Falles findet
sich zum Beispiel in [GHM94|. Sei G eine halbeinfache einfach zu-
sammenhingende algebraische Gruppe iiber Q . Sei 3 die Menge aller
Q-parabolischen Untergruppen von § mit G € .

Seien P € PB, Ny das unipotente Radikal und Ly = P/Nyp die Levi-
gruppe von P. Agp sei der maximale Q-zerfallender Torus im Zentrum
von Lp. Damit erhalten wir eine Langlands-Zerlegung P = MpApNop.
Fiir eine rationale Untergruppe H von G seien X*(H) die Gruppe
der rationalen Charaktere von H und X,(H) die Gruppe der Ein-
Parameter-Untergruppen von JH. Seien

El(]) = X*(ﬂ)) (= R = X*(Ag:) X7z R und
ap = X*(.A(p) K7 R.

Die beiden Vektorraume sind zueinander kanonisch dual. Fiir P C Q
induziert die Einschrinkung von Charakteren von Q auf P einen Mo-
nomorphismus ag — ap. Der kanonische Homomorphismus Ag — A9
induziert einen Monorphismus ag — ap. Diese Abbildungen definieren
direkte Summenzerlegungen

dp = dg @ ag und ap = ag ® aj.

Sei Py € P minimal und Py C P. Der Ubersichtlichkeitshalber schreibe
ich oft 0 statt Py als Index. Sei Ay = Agp, die Menge der einfachen
Wurzeln von A, in g, der Lie-Algebra von G, beziiglich der durch P
definierten Basis des Wurzelformsystems. Sei A% die Menge derjeni-
gen einfachen Wurzeln a, fiir die v in der Levi-Komponente von P auf-
taucht. Es gilt A$O C a7, aber fiir « € Ag — AJ gilt in der Regel nicht
a € ap. Wir bezeichnen mit Ay das Bild der Projektion von Ay — AJ
auf ap. Sei {wq taca, die zu Ag duale Basis von ag. Fiir a € Ag — AY
gilt w, € ap, aber fiir a € AJ gilt in der Regel nicht w, € aJ. Fiir
a € Agp sel w, = wg, wobei & € Ag — Ag sich auf « einschrankt. Es

gilt dann
aAp = @ R- Wey -

aEAgp
7
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Sei R = RU {oo}, wobei {{t € R |t > )\}}Ae]R ein fundamentales
System von Umgebungen von oo ist. Mit t + 0o = co = oo + t wird
R zu einer topologischen Halbgruppe. Sei @p O agp die topologische
Halbgruppe @QGA? R-w, Fir3€ Apund z =3 taWa, ta € R,
sei (3,7) =t5 € R.

aEAgp

2. Die Teilkompaktifizierung X*

2.1. Die Randkomponente 0pX*. Wir betrachten nun P € P
und P, = P(R). Sei X die Menge der maximal kompakten Unter-
gruppen von G, = G(R). Wihle eine maximal kompakte Untergruppe
IKOO = fKOO(CL'()). Sei

qp: P — Ly
die Projektion, L = Lp(R) und
:KfP,oo = QT,oo(g{oo N fPoo)
Zu K, gehort eine Cartan-Involution 0 der Lie-Gruppe G.. Durch
Loo(g) = Poo NOx (Pso)

wird eine reelle Levi-Komponente fiir P definiert, d.h.

0900 * Loo(z0) = Lop(R)

ist ein Isomorphismus. Seien Agp o (z9) und Mgy o (x0) die zugehorigen
Lifts von Ap(R) und Myp(R) in L (xp). Man hat dann bekannterma-
SSen eine Langlands-Zerlegung

{tPoo = MfP,oo (xO)-AfP,oo (xO)N(P,oo (x0> .

DEFINITION 1.1. Sei P € B. Die Randkomponente 0pX™* sei definiert
durch

0pX" = qp" (Ap) (RNX = Nep.oo\Poc /Ko 0 (20) A0 (0)
= L9 oo /Kp oA oo = Mg oo/ Kp .
Es gilt X = dgX*. Da fiir P, Q € B mit P C Q
75" (Ao) € g5 (Ap)
gilt, bekommen wir Projektionen:
gt 0o X" — 0p X7

BEMERKUNG 1.2. Fiir eine arithmetische Untergruppe I' C §(Q) und
P ePist
I'NPQN\IpX™

das reduktive Borel-Serre-Stratum zu P.
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DEFINITION 1.3. Seien X* = U?eqs OpX* zundchst als Menge betrach-
tet. Fir x € X* sei P, das eindeutige P € P mit x € OpX*. Fiir
ein P € P sei X*(P) = Ugsp, geqp 0oX™ und 73+ X*(P) — 0pX™ die
Projektion, deren Einschrinkung auf 0o X™ mit 7§, 5 tibereinstimmt. Sei
0X*=X*-X.
Fiir P C Q gilt X*(P) D X*(Q) und 7 75 = 75
DEFINITION 1.4. Fiir P € B sei

logp : Poo — agp
definiert durch

{x; loga(p)) = log [x(p)],
wobei x alle Charaktere X§5(P) C Gy durchliuft. Sei dann °Py =
ker(log).

LEMMA 1.5. Fiir jedes P € B wirken P, transitiv auf 0pX*, Ps
transitiv auf X*(P) und 7} ist Poo-dquivariant.

BEWEIS. Die Existenz und die Transitivitidt der P,-Wirkung sind
klar, da P, schon auf X transitiv operiert. Ebenso ist die Aquivarianz
von 7 offensichtlich. Um die Transitivitit der Wirkung von “P., auf
OpX™* zu zeigen, wihlen wir z,y € X. Es gibt ein p € P mit v =
py. Wir finden ein a € Ap(y) mit logp(a) = logep(p), ndmlich a =
expy, ) (10gp(p)). Es gilt dann 75 »(y) = 75 p(ay) und

m5p(x) = mgp((pa™")(ay)) = pa~ g p(ay) = pa~ g 5(y)
mit pa—! € P.. O
Offenbar gibt es genau eine G(Q)-Wirkung auf X*, welche die Wir-

kung auf X (durch Konjugation) fortsetzt und folgende Eigenschaften
besitzt:

v 1 0p X" — Oypy 1 X7, also
v X*(P) — X*(vPy ') und
Moy (72) = ymp(2),
wobei y(px) = (ypy™1)(yx) mit p € Po, v € G(Q), x € OpX*.

2.2. Topologie von X*. X* wurde als U?eip OpX* definiert, wo-
bei 0 X™* die Quotiententopologie der P..-Topologie trigt. Wir haben
daher die disjunkte Vereinigungstopologie auf X*. Sie ist aber nicht die
,Jrichtige’ Topologie.

Um eine Topologie zu definieren, die die gewiinschten Kompaktifizie-
rung liefert, wird eine Abstandsfunktion do benétigt.

DEFINITION 1.6. Sei P € B. Definiere
(1.1) dp - {(z,y) € X*(P) x X*(P) | Po 2Py 2 P} — 1y,
(1.2) dp(x, y) = logp(p) + cog,,
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wobei p € Py die Eigenschaft y = pry, () hat und

0P, = E 00+ Wy € aop.
OéEAg)y

Man priift leicht nach, dass dies von der Auswahl von p unabhéngig
ist. Es gilt

dp(z,y) € {A €dp | (0, A\) =00 <= a € Ap— A}

LEMMA 1.7. Seien z,y,z € X* und P € P mit P, > P, 2 P, O P,
p € P und v € §(Q). Dann gilt:

(1.3) dop(z,y) + dp(y, 2) = dp(x, 2),
(1'4) d(p(%,px) = 10g’P<p) + 00p,,
(1.5) dypy-1(z,y) = Ad(y)dp(x,y).

BEWEIS. Exemplarisch wird (1.3) bewiesen. Die beiden anderen
Aussagen folgen dhnlich direkt aus der Definition. Seien p,q € P,
mit y = pﬂ}u(m) und z = g3 (y). Damit gilt

z = qry (y) = qmy_ (pr5, () = gy (75, () = qpmy_(2)
und weiter
dgp(z,y) + de(y, z) = logg(p) + cop, +logp(q) + cog,
= logp(qp) + 0oy, = dyp(z, 2).
O
Fiir Q D P sei
ap(Q) = {x € ayp | (a,7) < oo fiir a € AR}
Die Projektion p,, . setzt sich zu einer Projektion pg, 5, fort, durch
Pag—ia( D Aaa) = D AaPayay (Wa)-
a€lyp aclAyp

Dabei tritt der Fall “co — 00” nicht auf, da p,,_,,, die positive Weyl-
Kammer a7, nach af) abbildet. Wir erhalten auch eine Projektion
Day(Q) a2 durch

pﬁ?(Q)*af%( Z AaWa) = Z Aa pa?—mg%(u)a)

acAyp aGA%

Diese ist nach der Definition von a»(Q) wohldefiniert.
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LEMMA 1.8. Seien z,y € X* und P,Q € B mit P, > P, O Q D P,
Dann gilt:

(1.6) d(]:v(l‘, ) - ET(Q)
(1'7) pag:—mg(df}’(x’ )) - dQ<x Z/)
(1.8) Pay (0)—a2 (42(T,Y)) = Pay(0)—ag (dp(m5(2), Ta(y)))

= Pa?(g)aag%(d?(% To(y)))-

BEWEIS. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition. Fiir al-
le in den beiden letzten Aussagen auftretenden Abstinde kann man
dasselbe p verwenden, welches in (1.2) verwendet wird. Dann folgt die
zweite Behauptung aus

Pay—aq (1082(P)) = 10go(p)
fiir p € P. Die letzte Behauptung folgt aus

pﬁy(Q)—HX% (ootpoo,y> = 0

und der Tatsache, dass alle auftretenden Projektionen Halbgruppenho-
momorphismen sind. U

DEFINITION 1.9. Sei zg € X fest aber beliebig gewdhlt.

(i) Sei P € P, x € 0pX*, X € R und V eine beschrinkte offe-
ne Umgebung von x in 0pX*, d.h. der Abschluss (bzgl. der
Quotiententopologie) von V' in OpX* ist kompakt. Dann sei
eine Teilmenge UKV, X\, xo) von X* definiert als die Menge
aller y € X*(P) mit wi(y) € V und («, dp(xo,y)) > X fir alle
a € Agp.

(ii) Eine Menge U C X* ist offen, falls zu jedem x € U eine
beschrinkte Umgebung V von x in Op, X* und eine reelle Zahl
A mit Us, (V,\,29) C U exzistieren.

Man sieht leicht, dass dies tatséchlich eine Topologie ist. Wegen (1.3)
ist diese Topologie von der Auswahl von zy unabhéngig.

LEMMA 1.10. Sei P € P. Dann gilt

(i) X*(P) ist offen. Insbesondere sind X = X*(9) offen und 0X*
abgeschlossen.

(ii) Fir jedes offene beschrinkte V- C 0pX™* und alle A € R ist
Us(V, A\, zo) offen.

(iii) Folgende Abbildungen sind stetig:
(a) dp(wo, =) : X*(P) — @y,
(b) 75 : X*(P) — 9p X,
(c) dze Wirkung X* x 9(@) — X,
(d) die Wirkung X*(P) x P(R) — X*(P).



12 1. DIE REDUKTIVE BOREL-SERRE-KOMPAKTIFIZIERUNG

BEWEIS. (i) Sei z € X*(P), dann gilt fiir jede beschrinkte Umge-
bung V' von z in dp, X™* und jedes A

Up (V. A x9) € X*(P,) € X*(P).
(i) Sei x € Us(V,\,z9) und Q = P, D P. Wegen der Stetigkeit von
75 und dgp in der disjunkten Vereinigungstopologie auf X* gibt es eine
beschrénkte offene Umgebung V' von x in 0o X* mit 75(V’) C V und
(o, dp(g, 2)) > A fiir € AZ und 2 € V',
Es soll gezeigt werden, dass fiir hinreichend groSSes 6 gilt
US(VI7 97 xO) - U;'];(Vva )\7 Qfo)-
Es gilt stets fiir alle y aus der linken Seite
mp(y) = mp(mo(y)) € T(V) SV,
d.h. die erste Bedingung der rechten Seite ist erfiillt. Um fiir y die zweite
Bedingung zu zeigen (fiir 6 >> 0), beachten wir, dass y € X*(Q), also
dp(zo,y) € ap(Q). Betrachte die beiden Projektionen
1 = Pay(Q)—al und
T2 = (Payﬁag)mp(Q)-

Es gilt L+ 1y = idag)(g).
Da V' C 0o X* beschriankt und dp in der disjunkten Vereinigungstopo-
logie stetig ist, gibt es eine kompakte Teilmenge C' C a5 mit

Tl(d(}n(l’o, V/)) Q C.
Sei > A +max (0, —min{(, ¢) | « € Ap— AF, c € C}). Fiir a € A
gilt nach (1.8) und (1.3)
(o, dp(w0,)) = (@, r1(dp(20, ))) = (a, r1(d(zo, 75(y))))
= (o, do(z0, m5(y))) > A,
da 75(y) € V'. Fiir @ € Ap — Af gilt wieder nach (1.8)

<Oé,dﬂ>($o,y)> = <04a7“1(dﬂ>(37o,y))> + <a>7“2(dﬂ>($0731))>
= (a, r1(dop(wo, m5(y)))) + (o, da(zo,y))
> min{{o,c) | ceC, a € AT—AUQJ}—l—H >\,
da
(a,71(dp(w0, m5(y)))) € (a,1(dp(w0, V'))) C (o, C).

Damit ist (ii) bewiesen.
(iii) ist offensichtlich. O
KOROLLAR 1.11. X st dicht in X*.

BEWEIS. Wenn = € 0p, X* und V eine beschrinkte offene Umge-
bung von z in dp, X* sind, dann ist Ug_(V, A, 29)NX # () fiir alle A € R.
Daraus folgt die Dichtheit von X. O
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3. Adelische Quotienten

In diesem Abschnitt soll die adelische reduktive Borel-Serre-Kompaktifizierung
konstruiert werden. Dazu wird zunéchst der folgende Raum betrachtet:

SQNX" x §(Ap) = X" x §(Af)/R",
wobei
(z,9) R*(y, h) <= Ty €$5(Q) (y,h) = (vz,79).
Fir x € X~ sei
3. ={v€5(Q) | yz =z}
und sei Z¥ der Abschluss von 3% in G(Ay). Es gilt

Az, (Q)Ng,(Ay) C Z; C Po(Ay),

da Ay, (Q)N2,(Q) C 3; C P.(Q) gilt, und Ny, (Q) in Ny, (Af) wegen
der Unipotenz von Ny, dicht ist. Mit R" bezeichne ich den Abschluss
der Aquivalenzrelation R*.

DEFINITION 1.12. Die adelische reduktive Borel-Serre- Kompaktifizierung
S* von G st definiert durch

S" = (S(Q\X x §(Ay))" = X" x G(As)/R.
Sei fir ein P € P
OpS* = (0pX* x G(A;))R"/R",
und sei
08" = (0X* x G(A;))R"/R".
0gS* wird mit S bezeichnet.

THEOREM 1.13. (i) (z,9),(y,h) € X* x G(A;) sind unter R"
dquivalent, wenn es ein v € G(Q) und ein m € Z} gibt, so
dass (y,h) = (yx,ymg) gilt.

(ii) S* ist ein kompakter Hausdorff-Raum.

Bevor ich mit den Vorbereitungen fiir den Beweis des Theorems fort-
fahre, mochte ich einige Folgerungen daraus ziehen.

KOROLLAR 1.14. (i) S ist offen, 0S* abgeschlossen in S*.
(ii) 0S* = J 095", wobei die disjunkte Vereinigung tiber alle ech-
ten standardparabolischen Untergruppen von G gebildet wird.
(iii) Fir eine mazimale echte standardparabolische Untergruppe P

von G ust 0pS™ offen in 0S*.

BEWEIS. Seip: X*xG(A;) — X*xG(A;)/R" = S* die Projektion.
(i) Sei (z,9) € X x G(Ay). Da X = X*(9) = 0¢X* in X* offen ist, gibt
es eine offene Umgebung V' C X von z, und fiir eine offene und kom-
pakte Untergruppe X, von G(Ay) ist V' x ¢, eine offene Umgebung
von (z,g) in X* x G(As). Es wird gezeigt, dass p(V x gXK) eine offene
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Umgebung von p(z,g) in S* ist. Nun folgt aus dem Theorem 1.13(i),
dass

p ' (p(V x g%)) = | S@V x §(Q)Z;9% ;.

yev

also lasst sich das Urbild der betrachteten Menge als eine Vereinigung
von Translationen offener Mengen darstellen und ist daher selbst in der
Quotiententopologie offen. Es gilt auch §(Q)V C X. Damit ist .S offen
in 5*.
Fiir alle v € §(Q), alle P € B und alle x € 0pX* ist yr € 0yp,—1 X"
Daher ist 0X* x G(A) unter der Wirkung von §(Q) von links invariant.
Es folgt also 05* = S* — S und damit die Abgeschlossenheit von 05*.
(ii) Da jede echte parabolische Untergruppe zu einer Standardpara-
bolischen mit einem Element aus §(Q) konjugiert ist, folgt aus dem
obigen Abschnitt, dass die Randkomponenten einer Konjugationsklas-
se von parabolischen Untergruppen unter der Aquivalenzrelation R
zusammenfallen.
(iii) Da in diesem Fall 0pX* in 0X* offen ist, folgt die Behauptung
unter der Beriicksichtigung des Beweises von (ii) mit den gleichen Ar-
gumenten wie beim Beweis von (i): Es wird eine offene Umgebung
V C X*(P) = X U0pX™ eines Punktes aus dpX* gewéhlt, dann wie in
(i) zu einer Umgebung V' x gK in X* x G(Af) erweitert und schlieSS-
lich das Urbild ihres Bildes unter p betrachtet. Hier muss man nur
beachten, dass

P (p(V x gKp) € (XU [ 8591 X7) x §(Ay),
v€5(Q)
was aber an der Offenheit der Menge nichts dndert. (|

KOROLLAR 1.15. Fir eine offene kompakte Untergruppe K¢ C G(Ay)
15t
S*/Ky = S(QN\X" x §(Ay)/K;

ein kompakter Hausdorff-Raum.

BEWEIS. Nach Theorem 1.13(ii) ist der Raum auf der linken Sei-
te Hausdorffsch. Sei (z,g) Ry, (y,h) genau dann, wenn die Bilder von

(x,¢) und (y, h) in der rechten Seite iibereinstimmen, und sei (z, g)R}f (y,h)
genau dann, wenn die Bilder von (z,¢g) und (y, k) in der linken Seite
ibereinstimmen. B B

Offenbar gilt Ry, € R;Sf*' Es gilt (a:,g)R;Cf (y, h) genau dann, wenn es

ein k € Ky mit (z,g9k)R (y, h) gibt. Das wiederum ist dquivalent mit
der Existenz eines k € Ky, eines v € 9(Q) und eines m € Z mit

(y, h) = (v, ymgk).

Sei p € 3% mit pg € mgKy. Dann existiert ein k' € Ky mit (y,h) =
(vz, yugk') = (ypz, yugk').

Damit erhalten wir die gewiinschte Relation (y, ) Ry (z, g). O



3. ADELISCHE QUOTIENTEN 15

KOROLLAR 1.16. Die natirlichen Projektionen S* — S* /Xy induzie-
ren Homdomorphismen

5* =5 lim S* /%,
Ky
8S* — lim 8S* /K,
Ky
S —lm S/Ky,

wobei Ky die offenen und kompakten Untergruppen von G(Ay) durch-
lauft.

Fiir den Beweis wird das folgende Lemma gebraucht.

LEMMA 1.17. Seien { X, ™ }aser und {Ya, 2} 4 per inverse Systeme
in der Kategorie der topologischen Hausdorff-Riume. Sei {fa}acr, fo:
X, — Y, ein System stetiger surjektiver Abbildungen mit kompakten
Fasern. Angenommen, dass Y = limY, # (. Dann ist f = lim f, eine

surjektive Abbildung mit kompakten Fasern.

BEWEIS. Das Lemma und der Beweis finden sich in [Roh96||1.8.].
U

BEWEIS VON KOROLLAR 1.16. Der Beweis dhnelt dem Beweis ei-
ner vergleichbaren Aussage fiir die adelische Borel-Serre-Kompakti-
fizierung in [Roh96][1.9.]. Da nach dem Korollar 1.15 alle S*/X; kom-
pakt sind, gilt lim S*/X; # (. Da auferdem alle natiirlichen Projek-
tionen S* — S*/K; kompakte Fasern haben, kann das obige Lem-
ma angewandt werden. Wir erhalten stetige surjektive Abbildungen
S* — lim S*/Ky, 0S* — lim0S* /K. Fiir s1 # s9, 5; € S* gibt es
ein Ky mit 51 & 52K s. Aber damit ist die Abbildung S* — lim S*/Xy
injektiv. Da S* nach dem Theorem 1.13 kompakt ist, ist diese Abbil-
dung ein Hom6omorphismus. Das Gleiche gilt fiir 05* — lim 05* /K.
Die Inklusion S/X; C S*/X; induziert eine Inklusion lim S/K; C
lim S* /Ky = S*, und lim S/X trégt die Unterraumtopologie. Aus den
Projektionen S — S/X; ergibt sich eine Inklusion S C lim S/K;. Jetzt
wiirde ein s € 95*Nlim S/X; auf ein Element aus 95*/K;NS/K; =0
abgebildet werden. Also ist S zu lim S/X; homdomorph. O

Der Rest des Paragraphen beschiftigt sich mit dem Beweis des Theo-
rems.

DEFINITION 1.18. Sei Py € B minimal, Ky C G(Ayf) offen und ma-
zimal kompakt mit G(Ay) = Po(Ap)Ky. Sei Koo der Stabilisator von
2o € X und K = K Ky.
(i) Sei
logy : Po(A) — ag
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definiert durch

(x.10go(p)) = log([ | Ix(po)l):

vEQ
wobei dies fiir alle x € X*(Py) C ag gelten soll.
(ii) Sei
H(g) = Hox(g) = logy(p),

wobei nach der Twasawa-Zerlegung gilt
g = pk mit p € Po(A),k € K.

(iii) Fir jedes D € R sei &(D) die Menge aller g € G(A) mit
(a, H(g)) > D fiir alle o € Ay.

(iv) Fir P € B mit Py C P und alle T,D € R mit T > D sei
S(P,D,T) die Menge aller g € &(D) mit (o, H(g)) > T fiir
alle v € Ag — A

Sei
ai ={x €ag | {a,z) > 0 fiir alle o € Ap}
die positive Weyl-Kammer in ay. Es gibt zu jeder Wurzel a € A die
zugehorige Kowurzel & € ag. Sei dann
Tag ={>_ Aact | Ao >0} Daf
aclg

der von Kowurzeln erzeugte Kegel in ay.
Es wird das folgende bekannte Resultat aus der Reduktionstheorie ver-
wandt.

SATZ 1.19. Sei P € B mit Py C P und D € R. Dann gilt:

(i) Es gibt ein von D abhdngiges & € ag, so dass fir alle g €
S(D) und v € S(Q) gilt

H(vg) — H(g) € £ — Taq.

(ii) Es gibt eine von D abhingige kompakte Menge Q C ag, so
dass aus g € &(D) und v € G(Q) mit vg € &(D) folgt

H(vg) — H(g) € €.

(iii) Es gibt ein von D abhingiges T € R, so dass aus v € §(Q)
und

v&(P, D, T) N &(D) # 0

folgt
v € P(Q).

BEWEIS. |[Fra98][2.1.|
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SATZ 1.20. Sei P,Q € B, V C 9pX* und W C 0o X™* offen und be-
schrankt, und sei Q@ C G(Ay) eine kompakte Teilmenge. Dann gibt es
ein A € R, so dass aus v € §(Q) und

AUSV, A, 0) % ) 0 UV, 20) ) 0
folgt, dass yQy~' = P gilt. Insbesondere folgt v € P(Q) fiir P = Q.
BEWEIS. Sei P; ein minimales Element in B, X; C G(Ay) maxi-
mal kompakte Untergruppe mit G(As) = Po(Af)XK;. Ferner sei Ko
der Stabilisator von zp € X und K = K, K. Seien €, €2 € G(Q) mit
elﬂ’efl D Py und 62962_1 D Py. Indem wir P durch 613’61_1, Q durch
€29¢€, Lund Q durch ;9 U ) ersetzen, kénnen wir P, Q O P, voraus-
setzen (dabei geht 7 in e;7ye, ' iiber). Dann gibt es ein D und ein §, die
von V, W und Q abhéngen, so dass aus ¢ = (g, gf), mit g5 € 2 und
oo € Us(V, A\, 20), g € &(P, D, X — ) folgt. Eine analoge Aussage
gilt auch fiir Q statt P und W statt V. Ich zeige die erste Behauptung.
Sei © = gooTo. Es gibt kompakte C', C’" C 4, so dass gilt

H(g) = H(goo) + H(gy) € doy (w0, 2) +C
Cdop(xg,z) + Pay(P)—ad (deop, (20, x)) + C
C dyp(20, T) + Pag(p)—a? (A, (20, T5(2))) + C
g dfp(l’(), I) + Ola
nach (1.8) und der Beschrénktheit von V', da 7k(x) € V. Da aber

0 aEAS)

d =
<C¥, (P(war)) {2 A o€ AO - Ag;

folgt daraus die erste Behauptung. Die zweite wird ganz analog bewie-
sen.
Angenommen, es gibt ein 7 € §(Q) mit

Y(USW, A, x0) x Q) N (UHV, A, ) x Q) # 0.
Da X in X* dicht liegt, gilt
(X N UA(W, A 20) x Q) 0 UV, A, 2) x Q) £ 0.
Aus den beiden obigen Behauptungen folgt
Y6(Q, D, A —0)NGS(P, D, N —6) #0.

Fiir grofes A folgt aus 1.19(iii) v € Q(Q). Ebenso zeigt man v € P(Q).
Wir haben also v € P(Q) N Q(Q). Jetzt muss P = Q gezeigt werden.
Sei R = P N Q und seien v, und 7 die Bilder von v in §(R) und
S(As). Dann gilt v,Q2NQ # 0, also 74 € QQ ' Es gibt ein ¢ mit
|| log(v¢)|| < c fiir eine Norm auf ay. Auferdem gilt

log®(Yeo) +logr(vy) = logx(7y) = 0,
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denn fiir alle x € X*(Py) gilt
(x,logz(7)) = log(J [ Ix(4)I») = log(1) = 0.

Also ist || logg(7so)|| beschrankt.
Angenommen Q ¢ P. Dann gibt es ein o € A§ — AJ. Sei y ein Element
aus Ug(W, A\, 20) N X und = € Up(V, A\, zg), so dass © = 7,y. Dann gilt

(o, 10gx(700)) = (@, dge(wo, ) — (20, y))
= (o, dp(0, )) + (@, Doy (9)— o (A0, T3()))

— (@, Pag (9)—ag (dx (20, 70 () = a + b + ¢,
wobei |b] < €', |¢] < C" und a > X wegen z € Uj(V, A\, xg). Daraus
folgt fiir A >> 0

(o loga(yoe)} > A— C' = C",

was im Widerspruch zur Beschrénktheit von || logg(vs)|| steht.
Daraus folgt Q C P. Ebenso zeigt man P C Q. Also P = Q.
O

KOROLLAR 1.21. (i) Fir P € B, offene beschrankte V,W C
0pX* mit VW =0 und alle N € R gilt:
U‘;’(Va )‘7 :UO) n U‘.;(Wv )‘7 *7:0) = @
(ii) Fir verschiedene P,Q € P und offene beschrinkte V- C 0pX*,
W C 0o X* gibt es ein A € R mit Up(V, X, xg) NUL(W, X, 2g) =
0.

BEWEIS. (i) Es gilt fiir VN W = 0, dass
UV, A\, z0) NUF(W, A, zo) = Up(V AW, A x) = 0.
(ii) Setze in 1.20 v = 1 und € # 0. O
KOROLLAR 1.22. X* st ein Hausdorff-Raum.

BEWEIS. Sei z € 0p, X™ und y € 0p, X* mit x # y. Falls P, = P,
wihle disjunkte beschrinkte offene Umgebungen V und W von z und y
in dp, X*. Nach 1.10 sind U3, (V, A, z9) und U (W, A, 79) Umgebungen
von x und y in X*, die nach 1.21 disjunkt sind.

Falls P, # P, gilt, wéhle beliebige beschrankte offene Umgebungen V'
von z in Jp, X* und W von y in 0p, X*. Dann sind Uj (V, A, 70) und
U3, (W, A, o) nach 1.10 Umgebungen von z bzw. y in X, die fiir groRes
A € R nach 1.21 disjunkt sind. U

SATZ 1.23. Sei D klein genug, dann gilt S(A) = G(Q)&(D). Es gibt
eine kompakte Teilmenge 2 C Po(A) mit

5(A) = S(Q)(S(D) N QLA (R)X).
BEWEIS. [PR94|[Proposition 5.8]. O
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SATZ 1.24. Sei P € B, Ky C G(Ay) eine offene und kompakte Unter-
gruppe und x,y € OpX*. Dann gibt es Umgebungen V, und V, von x
und y in 0pX™*, so dass aus

v e PQ)NKy
und
YWenVy #0
folgt, dass vx =y gilt.

BEWEIS. Sei H = Lp/Ap. Dann ist H(Q) in H(A) diskret. Da die
Wirkung von P(Q) auf 0pX* iiber H(Q) faktorisiert, konnen wir P
durch H und Xy durch eine offene und kompakte Untergruppe fK’f von
H(Ay) ersetzen, welches das Bild von Xy enthélt. Sei I' = H(Q) N K.
OpX* ist der Quotient von H(R) nach einer kompakten Untergruppe.
Seien V, und f/y beschréinkte Umgebungen von x und y in dpX*. Dann
ist

M={g€eHR)|gV.NV, #0}
relativ kompakt in H(R). Also ist I' 1 M endlich. Sei nun

{VEFQM"yx#y}:{PylaafYN}

Fiir 1 <¢ < N seien V,,, und V,,, disjunkte offene Umgebungen von
~v;x und ~;y. Dann leisten

N N
Vo=V, N (ﬂ ’Vz'_lv%'l‘) und V, = f/;J N (ﬂ ’Yi_lv’ny)
i=1 =1
das Gewdlinschte. O

BEWEIS VON THEOREM 1.13. (i) Sei (x, g)R"(y, h). Weil in X* x
G(Ay) jeder Punkt eine abzdhlbare Umgebungsbasis hat, gibt es y, €
X* und h, € G(Ay) mit y, — vy, h, — h und (z, g) R"(yn, hy), also
gibt es v, € §(Q) mit (yn, hn) = (Vnz,¥g). Nach 1.20 gilt fiir n > ny

VuPavnt = Py

Indem wir x durch ~,,x, g durch ~,,¢9 und 7, durch %7,;01 fiir n >
no ersetzen, kénnen wir P, = P, = P und v, € P(Q) fir n > ny
annehmen. Sei Ky C G(Ay) eine offene und kompakte Untergruppe. Es
gibt ein n; > ng, so dass fiir alle n > n; die Folgenglieder v,,g in X¢h
enthalten sind. Indem wir = durch ~,,z, g durch v,,¢g und ~, durch
%77711 ersetzen, koénnen wir v, € Ky fiir n > ny voraussetzen. Aus 1.24
folgt v,x = y fiir n > ny > ny. Sei 7 = Ypp, m = lim, oo 7 1y, € Z7.
Dann gilt y = vz, und h = lim, o0 Yng = 7 lim, 0o ¥ Y09 = YMg.

(ii) Nach dem Urysohnschen Metrisierbarkeitssatz ist S* metrisierbar.
Also geniigt es, Folgendes zu zeigen. Sei (z,,)nen eine Folge in §(Q)\ X x
G(Ay). Dann gibt es eine Teilfolge, die in (G(Q)\X x G(Af))* einen
Limes hat. Jedes x, ldsst sich als das Bild von ((gn)e0, (9n)f) in
G(Q)\X x G(Ay) mit einem festen x5 € X darstellen. Nach 1.23 konnen
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wir g, € 6(D)N (QA(R)XK) mit einem kompakten 2 C Py(A) voraus-
setzen (evtl. durch Anwendung von §(Q)). Durch Auswahl einer Teil-
folge konnen wir (g,); — hy € G(Ay) voraussetzen. Man priift leicht die
Existenz einer parabolischen Untergruppe P O Py und einer Teilfolge
(g}), so dass (o, H(g})) fiir & € AJ beschriinkt ist und fiir « € Ag — AY
gegen oo konvergiert. Sei 0.B.d.A. g; = ¢i. Sei nun z( so gewéhlt, dass
j{oo = {g S Q(R) | gry = .7}(]} gllt und A0<R) Q [\P()(R> N 03{@(?0(1&)),
wobei 05 die Cartan-Involution ist. Dann gilt ohne Einschrinkung
(9i)oc € Po(R) fiir alle i. Sei g; = g;exp,r)(—1085((gi)o)). Damit
liegen alle g; in einer kompakten Teilmenge von Py(R). Also kann man
Gi — heo € Po(R) annehmen. Sei y = 7h(heoo), und sei z das Bild von
(y,h¢) in (G(Q)\X x G(Ay))*. Dann konvergiert x,, nach . O



KAPITEL 2

Aquivariante Garben

In diesem Kapitel sollen die Kategorie G-dquivarianter Garben einge-
fiihrt und ihre grundlegenden Eigenschaften untersucht werden. G ist
(wenn nicht anders vorausgesetzt) eine Untergruppe von H(Ay), wo-
bei H eine algebraische Gruppe und Ay der Ring der endlichen Adele
sind. Ich bezeichne mit G¢ die zugehdrige Gruppe mit der diskreten
Topologie. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

1. Die Kategorie der G-aAquivarianten Garben
DEFINITION 2.1. Sei X ein lokal kompakter topologischer Raum.

(i) Sh(X) bezeichne die Kategorie der Garben von R-Moduln auf
X

(ii) Sei S eine R-Algebra. Sh®(X) bezeichne die Kategorie der
Garben von S-Moduln auf X.

LEMMA 2.2. Ser X ein lokal kompakter Raum, auf dem G stetig von
rechts operiert. Dann sind folgende Aussagen iber ein § € Sh(X) dqui-
valent:

(i) G operiert stetig von links auf dem étalen Raum F zu §, so
dass fir allex € X, g € G und s € F, gilt:

(2.1) m(gs) =g,

wobet w: F' — X die Projektion ist.

(ii) Fir ein g € G bezeichne g auch den Wirkungshomdoomor-
phismus von g auf X. Dann gibt es zu jedem g € G einen
Garbenisomorphismus

Ry :§ — 6§

mit Rgp, = RgRy. Zusdtzlich gilt:

Fiir alle offenen V. C U C X (mit V C U und V kompakt)
und fir alle Schnitte s € F(U) gibt es eine offene kompakte
Untergruppe K von G mit Vk C U und Ry(sv) = sy fiir
alle k € XK.

21
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(iii) Seien die Abbildungen q;j, m;; von X x G x G nach X x G
folgendermafen definiert:

miz((7,9,h)) = (g, h),
mas((x,g,h)) = (x,gh) und

Q12((l‘,g, h)) = (x,g).

Es gibt dann einen Isomorphismus ¢z : pi§ — m*§, wobei
p1,m: X x G — X die Projektion und die Wirkung sind, so
dass das folgende Diagramm kommutiert:

v /o D2(05) .
(2-2) ‘112<p13) =7 q12(m 5)

m lmwg)
Moz PF

M5 (Mm*F)

BEWEIS. (ii) und (iii) folgen direkt aus (i).
Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass (ii) und (iii) jeweils (i) implizieren.
a) Angenommen § erfiillt (ii). Die Abbildungen R, induzieren eine
Wirkung der Gruppe G auf dem étalen Raum F' zur Garbe §. Sie wird
gegeben durch:

w:Gx F—F,
(9,8) = (Bg)a(s)(s)-
Die Eigenschaft (2.1) ist offensichtlich erfiillt. Dass es sich tatséchlich
um eine Wirkung handelt, folgt aus der Multiplikativitdt von R_. Jetzt
miissen wir noch zeigen, dass die so erhaltene Wirkung stetig ist. Seien
(9,50) € G x Fund to := (g, 50) = (Rg)n(s0)(50) € Fr(sg)g-1- Es reicht,
nur die offenen Basismengen der Topologie von F' zu betrachten. Eine
solche Basisumgebung U, von ¢ ist von der Form {t, } .y fiir eine offene
Umgebung U C X von 7(to) und einen stetigen Schnitt ¢ € §(U) mit
tr(to) = to- Sei jetzt V' C X offen, so dass V' C U kompakt ist. Nach
(ii) existiert eine offene kompakte Untergruppe K C G, so dass fiir alle
ke X gilt:
Vk - U und Rk(t‘v) = t|Vl~c—1-

Seien nun W := Vg, L := Kg und s := R, '(tjy) € F(W). Dann ist
L x Wy eine offene Umgebung von (g, s¢), und es gilt fiir alle | = kg € L:
Rl<8) = R@(S) = RkRgR;1<t|V) = Rk(tﬂ/) = t|Vk—1-

Anders ausgedriickt: p(L x W) C U;. Also ist p stetig. Damit sind (i)

und (ii) dquivalent.
b) Sei (iii) erfiillt. pz : piF — m*F induziert eine stetige Abbildung
zwischen den zugehorigen étalen Raumen g : pi ' — m*F. Es gilt

pr(((z,971),5)) = ((z,971),1)
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mit ¢ € §py-1. Dies definiert fiir alle z € X und g € G einen Morphismus
zwischen den Halmen

Mg - Sz — gzg_l-
Damit laft sich folgende Abbildung mit der Eigenschaft (2.1) definieren

w:Gx F—F,
(g,S) = Mﬂ(s),g(5>‘

Mit (2.2) sieht man leicht, dass diese Abbildung eine Wirkung darstellt.
Es bleibt zu zeigen, dass u stetig ist. Sei (g, s0) € §x F und z := 7(sp).
Dann ist ((z,97!'),s0) € piF, und mit to := p,4(s0) = (g, so) gilt
((z,97Y),t0) = or(((x,971),50)) € m*F. Sei (Ug™!); eine Umgebung
von ty in F, wobei U eine offene Umgebung von z in X und ¢ ein
Schnitt in F(Ug™') mit ¢,,-1 = ¢ ist. Ferner wiihlt man eine kompakte
Umgebung V von z in U, zu der eine offene kompakte Untergruppe
K C G exisitiert, fiir die VK C U gilt. Mit Hilfe dieser Daten 1aft sich
eine offene Umgebung von ((x,g7'),ty) in m*F definieren, und zwar
als (V x Kg™'); mit 7 = m*(t)y) € m*F(V x Kg™'). Da ¢ stetig
ist, gibt es eine offene Umgebung von ((z,¢7'),s0) in piF von der
Form (W x Lg™"), mit einer offenen Umgebung W von z, einer offenen
kompakten Untergruppe £ und einem Schnitt o € PiE(W x ﬁgil), SO
dass gilt:

ps(W x Lg™),) C (V x Kg™)-.
Lokal, auf einer Umgebung WxLg~! von (z, g~'), haben wir oy« gg-1 =
pi(s) mit einem Schnitt s € F(W), fiir den s, = s¢ ist. Aus pz((W X
Lg‘l)JIWXLg_l) C (V x Kg1), folgt p(Lg=t x W,) C (Ug™'); und
damit die Stetigkeit von pu. O

BEMERKUNG 2.3. Die Eigenschaft von R, aus (ii) ist dquivalent zu der
lokalen Aussage:

Fiir alle x € U und fiir alle Schnitte s € F(U) gibt es eine Umgebung
V. von x in U, die unter einer offenen kompakten Untergruppe K C G
invariant ist, und V, C U ist kompakt, so dass die Einschrinkung 5|V,
unter K invartant ist.

LEMMA 2.4. Seien §,8 € Shg(X) Garben, die eine der dquivalenten
Bedingungen aus 2.2 erfillen. Dann sind folgende Aussagen fiir einen
Garbenhomomorphismus f : § — & dquivalent:

(i) Der auf den étalen Raumen induzierte Morphismus f : F —
G ist G—dquivariant.
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(ii) Fir alle g € § kommutiert das folgende Diagramm:

F—5 0.8

f l lg*f
RQ

B — 9.8.

(iii) Das folgende Diagramm kommutiert:

Pis s, m*§

p’{fl JM*f

p1® .

BEwWEIS. Klar. O

DEFINITION 2.5. Die Kategorie derjenigen Garben, die eine der dqui-
valenten Bedingungen aus 2.2 erfillen, mit Morphismen, die einer der
Bedingungen aus 2.4 geniigen, werde mit Shg(X) bezeichnet.

2. Azyklische Auflésungen in Shg(X)

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist, in der Kategorie der G-aquivarianten
Garben azyklische Auflésungen zu konstruieren.

DEFINITION 2.6. (i) Fiir einen R[S%-Modul M sei durch
M> =M™
x

ein Untermodul von M definiert, wobei K die Menge der of-
fenen und kompakten Untergruppen von G durchlduft.

(ii) Sei X ein lokal kompakter G-Raum und sei § € Shga(X).
Sei U C X offen. Die Garbe F> bestehe aus allen Schnitten
s € §U), so dass fir jedes y € U eine offene Umgebung
Uy, in U ezistiert, die von einer in G offenen und kompakten
Untergruppe stabilisiert wird, so dass sy, € §(U,)™ gilt.

BEMERKUNG 2.7. In der obigen Definition ist M ein (stetiger) R[G]-
Modul und §* € Shg(X).

Es reicht oft nicht, injektive Objekte einer abelschen Kategorie zu be-
trachten. Eine wichtige Rolle spielen auch Objekte, die azyklisch in
Bezug auf einen Funktor sind, d.h. Objekte, auf denen die hoheren ab-
geleiteten Funktoren dieses Funktors verschwinden. In der Kategorie
der Garben gibt es die bekannte Klasse der welken Garben, fiir die die
hohere Garbenkohomologie verschwindet. Auf einem lokal kompakten
Raum sind auch andere Garben von Bedeutung wie etwa die unten
definierten c-weichen Garben. Diese sind in Bezug auf den Funktor
der globalen Schnitte mit kompaktem Tréger azyklisch, also ist fiir sie
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die hohere Kohomologie mit kompaktem Triger trivial, die offensicht-
lich auf kompakten Rdumen mit der gewohnlichen Garbenkohomologie
zusammenfallt. Ich werde exemplarisch eine Proposition beweisen, die
dies veranschaulicht. Eine ausfiihrliche Einfiihrung zu diesem Thema
liefert [Ive86].

DEFINITION 2.8. Eine Garbe § auf einem lokal kompakten Raum X
heifit c-weich, wenn fiir alle kompakten Mengen M C X die Einschran-
kungsabbildung

3(X) — §(M)
surjektiv ist.

PROPOSITION 2.9. c-weiche Garben auf einem lokal kompakten Raum
X sind T.(X, —)—azyklisch, wobei U'.(X,—) den Funktor der globalen
Schnitte mit kompaktem Trager bezeichnen soll.

BEWEIS. Sei
O—>€—6>3'i>®—>0

eine kurze exakte Sequenz von Garben auf X und sei & c-weich. Ich
zeige zuerst, dass
[(X,F) = T(X,8)

surjektiv ist.
1. Fall. Sei X kompakt und sei w € &(X). Dann gibt es fiir alle
x € X eine kompakte Umgebung K, C X von z und einen Schnitt

v” € §(K,), das unter g, auf wyg, abgebildet wird. (K;),ex ist eine
offene Uberdeckung von X. Da X als kompakt vorausgesetzt wurde,

o

gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (K;)!,. Wir konnen also die
Aussage folgendermafsen reduzieren. Seien K, K’ C X kompakt und
v € §F(K) sowie v' € F(K'), die beide von ¢ auf die entsprechenden
Einschrankungen von w abgebildet werden. Dann ist vjgngr — v" KK
das Bild eines u € (K N K'), das zu einem Schnitt v € €(K’) aus-
gedehnt werden kann (€& ist c-weich). Betrachte die Schnitte v € F(K)
und v' + exr(u) € F(K'). Sie kénnen zu einem Schnitt aus §(K U K’)
verklebt werden, der mit ¢ auf wguks abgebildet wird. Auf diese Weise
kann induktiv ein globaler Schnitt in § konstruiert werden, der sich auf
w € &(X) abbilden ldsst.

2. Fall. Sei X nicht kompakt und w € I'.(X,®). Dann gibt es ein
kompaktes K C X, in dessen Innerem der Triger von w enthalten ist.
Nach dem ersten Teil gibt es ein v € §(K), das sich auf wx abbilden
lisst. Es gibt ein u € €(0K) mit

U|3K = €|3K(’LL).
u kann auf K ausgedehnt werden. Sei

VvV =v—ex(u) € F(K).
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Da U|/BK = 0, kann v" durch 0 auf ganz X erweitert werden und leistet
das Gewiinschte.
Wenn § ebenfalls als c-weich vorausgesetzt wird, folgt, dass dann &
auch c-weich sein muss.
Nach diesen Vorbereitungen kann nun die Proposition bewiesen werden.
Sei € c-weich und
0—-€¢€—=-TJ—-6—-0
eine kurze exakte Sequenz mit einer injektiven Garbe J. Da J welk und
somit c-weich ist, folgt die c-Weichheit von &. Dann ist die folgende
Sequenz exakt.
0— T (X,€8) — T(X,7) = T(X,8) - H(X, ¢) — HY(X,T) =0.

Da I'.(X,TJ) — I'o(X, ®) surjektiv ist, gilt

H(X, &) =0.
Aus der exakten Sequenz

0— HXX,6) - H'Y(X, &) - H'(X,T3) =0

folgt induktiv

H(X,¢) =0
fiir alle n > 1. O

PROPOSITION 2.10. Sei § eine Garbe auf dem lokal kompakten Raum
X. Wenn jeder Punkt eine offene Umgebung U besitzt, so dass die
Einschrinkung von § auf U c-weich ist, dann ist § c-weich.

BEWEIS. [Ive86, 2.8| O

SATZ 2.11. Sei X lokal kompakt und § € Shg(X). Dann ezistiert ein
5% € Shg(X) und ein G-Monomorphismus u : § — §°, so dass F°
c-weich ist. Vgl. auch |[Roh96]/2.4.].

BEWEIS. Sei § die standardwelke Garbe zu §, d.h. fiir eine offenes

UCX gilt

sU) =]]53-

xzelU

Seiu:g§ — § die Standardeinbettung. § und v sind G%-dquivariant.
Da § = § gilt, faktorisiert u iiber F° = F.
Sei M C X kompakt und s € F°(M). Es gibt nun eine offene Umgebung
V von M, und ein s’ € F°(V) mit STM = s. Da M kompakt ist, gibt
es eine offene Umgebung V' von M in V und eine offene kompakte
Untergruppe X C G unter der V’ invariant ist, so dass gilt

STV/ € %(V/)JC
s’ kann aukerhalb von V’ durch 0 zu ¢t € §(X) fortgesetzt werden. Da
X — V' auch K-stabil ist, gilt
teF(X)* CFX)™ =FX).
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Daraus folgt die c-Weichheit von g°. O

KOROLLAR 2.12. Zu jeder Garbe § € Shg(X) gibt es eine I'.(X, —)-
azyklische Auflosung in She(X). Insbesondere ist die Auflosung I'( X, —)-
azyklisch, falls X kompakt ist.

SATZ 2.13. Sei X ein lokal kompakter G-Raum. Sei KX C G eine offene
Untergruppe. Der Vergififunktor Vi : Shg(X) — Shgc(X) besitzt in

diesem Fall einen linksadjungierten Funktor ind%.

BEWEIS. Sei {g;}es ein Reprisentantensystem fiir /K und sei § €
Shgc(X). Ich definiere den Funktor ind3. durch

ind5. § = [ ] 903
iel
Spéter soll gezeigt werden, dass man fiir verschiedene Repréasentanten-
syteme kanonische Isomorphismen zwischen den so definierten Garben
erhilt. Zuerst gebe ich der Garbe ind%% eine §-dquivariante Struktur.
Sei g € §. Zu jedem i € I gibt es genau ein j, € I mit gg; = g;,k, fiir
ein k, € K. Dann gibt es zu jedem ¢ € I Morphismen

gj *(Rk )
Gige§ = G,k = (91,k9)F = 92905,

die ihrerseits einen Morphismus
Rg : H 91*5 — G« H gl*g
el icl

induzieren. Diese Morphismen machen ind%% zu einer §—aquivarianten
Garbe. Die Stetigkeit folgt aus der Offenheit von K. Die Adjunktions-
morphismen sind wie folgt gegeben:

Ay :F=1.F— Hgi*g und Pg := ZR; : Hgi*(’i — &,
icl iel iel

Es ist leicht zu sehen, dass diese Morphismen die erforderlichen Eigen-
schaften besitzen.

Sei {¢g.}icr ein anderes Reprisentantensystem fiir §G/X. Es gibt dann zu
jedem i € I genau ein k; € H mit g} = ¢;k;. Man erhélt Isomorphismen:

gi*(Rki)
die den gewiinschten kanonischen Isomorphismus [ [, ; 9§ — [L;c; 95,8

induzieren.
Damit ist der Satz 2.13 bewiesen. O

3. Induzierte Funktoren

In diesem Abschnitt werden die von §-Morphismen zwischen §-Rdumen
auf den G-dquivarianten Garben induzierten Funktoren untersucht.
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LEMMA 2.14. Sei f : X — Y eine stetige G—Abbildung zwischen lokal
kompakten G-Rdumen, und sei § € Shg(Y'). Dann ist f*§ eine G-
dquivariante Garbe auf X .

BEWEIS. Ich benutze die Bedingung (iii) aus 2.2. Nun betrachte ich
die beiden kommutativen Diagramme:

fXch fXng
XxG—Y xG, X xG——=Y x§
pll J{pl mJ{ lm
f f
X——m™Y X —Y.

Es gilt dann fiir cine Garbe § € Shg(Y):
PifE = (fop)F = (pio(f xidg)§ =
(f x idg)pi§ LD, (o idg) m*
— (mo (f x idg))'F = (f om)'F = m" [T,

Der Isomorphismus ¢z := (f X idg)*(¢z) hat die gewiinschten Eigen-
schaften. 0

LEMMA 2 15. Sei U eine offene Teilmenge eines Raumes X und seien

UL X & X —U die Einbettungen. Dann haben wir ezakte Einschrin-
kungsfunktoren

Sh(X) AR Sh(U) sowie
Sh(X) 5 Sh(xX — U).

Desweiteren besitzt 7% einen exakten linksadjungierten Funktor j und

*

1" einen exakten rechtsadjungierten Funktor i,.
BEWEIS. Siehe [Ive86, 6.12]. O

LEMMA 2.16. Sei X ein lokal kompakter G-Raum. Sei U C X eine

S-invariante offene Teilmenge, U - X die Einbettung und § eine G-
aquivariante Garbe auf U. Dann ist )§ eine G—dquivariante Garbe auf
X.

BEWEIS. Betrachte die beiden Diagramme:

indg indg
UxG§G—X x G, UxG—=X xG
Pll J{Pl mJ/ J]m
v—1 o x v—1 X

Die beiden natiirlichen Homomorphismen

(J x idg)ip§ — piiS und (j X idg)m"§ — m* 5,
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die von

Pi(8) — pi("08) = (J x idg) " piii§ bzw.
m*(§) — m*(j"5F) = (j x idg) m"ji§
induziert werden, sind Isomorphismen, was man leicht auf den Halmen

nachpriift. Daraus ergibt sich folgender Isomorphismus ¢; 3:

(i xidg )1 (F)
-

Pins = (J x idg)pi§ (7 x idg)m*F = m*5F.

O
LEMMA 2.17. Sei X ein lokal kompakter G-Raum. Sei Z C X eine

G—invariante abgeschlossene Teilmenge, Z — X die Einbettung und §
eine G—dquivariante Garbe auf Z. Dann st i,§ eine G—dquivariante
Garbe auf X.

BEWEIS. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 2.16.
]

KOROLLAR 2.18. Sei X ein lokal kompakter G-Raum. Seien U C X

eine G—invariante offene Teilmenge und U L X &£ X — U die Einbet-
tungen. Dann haben wir exakte Einschrinkungsfunktoren

Shg(X) L5 She(U) und
Shg(X) £ Shg(X — U).

Desweiteren besitzt 7* einen exakten linksadjungierten Funktor 5, und

*

1" einen exakten rechtsadjungierten Funktor i,.

BEWEIS. Aus 2.14, 2.17 und 2.16 folgt, dass die betrachteten Funk-
toren G—dquivariante Garben auf ebensolche abbilden. Aus der Natiir-
lichkeit der Konstruktionen in den Beweisen von 2.17, 2.14 und 2.16
folgt auch, dass die G-Aquivarianz von Morphismen erhalten bleibt und
dass die Adjunktionsbeziehungen weiterhin gelten. U

LEMMA 2.19. Shg(X) ist unter Koprodukten abgeschlossen.

BEWEIS. Sei {§x} ein System von G-dquivarianten Garben. Sei
f Y — X stetig. Zuerst zeige ich, dass [[ mit f* vertauscht. Wir

haben die Einbettungen §; — [1; Sk, die die Abbildungen f*§ EAR
f* 11, 8k induzieren. Wir erhalten also einen Garbenhomomorphismus
[1, f*8x — f* 11, Sk, der Isomorphismen auf den Halmen induziert.
Daraus ergibt sich folgender Isomorphismus ¢yy, ,:

pTHSkz = Hp’{& Dfese), Hm*gk = m*HSkz,
s s ! s

der die Garbe [ [, §x zu einer G-dquivarianten Garbe auf X macht. O
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DEFINITION 2.20. Sei G eine topologische Gruppe, die auf einem Raum
X stetig operiert. Sei m : X — X/G die Projektion. Der Invarianten-
funktor Inv9 : She(X) — Sh(X/S) wird folgendermapen definiert:

Inv9(F) (V) := F(x (V)"

LEMMA 2.21. Sei f : X — Y eine stetige eigentliche Abbildung zwi-
schen lokal kompakten Rdiumen. Dann gilt fir eine Garbe § € Sh(X)
und einy € Y:

(£:8)y = 3(f ().

BEWEIS. Sei T die gerichtete Kategorie, die aus offenen Umgebun-
gen von f~1(y) in X besteht. Y’ sei die gerichtete Unterkategorie von
T, die aus den offenen Teilmengen von X von der Form f~!(V') besteht,
wobei V' eine offene Umgebung von y in Y ist. Es gilt

(f:§)y = colimF(U7),
S(f7H () = colim F(U).

Ich zeige, dass Y in T kofinal ist. Sei dazu U € T beliebig. Gesucht ist
eine offene Umgebung V von y in Y mit f~1(V) C U. Sei V] eine offene
Umgebung von y in Y mit V; kompakt. Dann ist Z, = f~4(V,) —= U
kompakt und V := V; — f(Z;) ist die gesuchte offene Umgebung von
Y. U

PROPOSITION 2.22. Sei G kompakt und X ein lokal kompakter G- Raum.
Sei m: X — X/§ die Projektion. Dann ist 7 : Sh(X/G) — Shg(X)
linksadjungiert zu dem Funktor InvY : Shg(X) — Sh(X/S).

BEWEIS. Als erstes zeige ich, dass der Funktor 7* : Sh(X/G) —
Shg(X) wohldefiniert ist. Sei § € Sh(X/§). Die §-Aquivarianz von
m*§ ist gegeben durch den Isomorphismus

Oz PITF = (mp1)*F = (7m)*F = m*n*

Fiir ein § € Sh(X/9) faktorisiert die natiirliche Abbildung § — 7. 7m*F
iiber Inv¥ 7*F. Damit bekommen wir den Adjunktionsmorphismus Az
§ — InvI7*F. Fiir eine Garbe & € Shg(X) induziert die Inklusion
Inv’ & — 7,6 den anderen Adjunktionsmorphismus P : 7* Inv’ & —
B, der trivialerweise G—iquivariant ist. Die beiden Morphismen sind
nach Konstruktion natiirlich. Es muss nun noch gezeigt werden, dass
sie die Adjunktionseigenschaften erfiillen. Sei z € X und § € Sh(X/9).
Da G kompakt ist, ist nach 2.21 (Inv® 7*F) (. kanonisch isomorph zu
7*F(2G)%. Ich betrachte die erste Adjunktionseigenschaft, lokalisiert in
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Prsg r(a)

Ag m(x) .
(Inv9 7 Fr@w) — Sn(2)

%ﬂ(z)
s—— (zg — (zg,5)) ——— 5.

Man sieht leicht, dass (zg — (g, s)) ein Element in 7*®(2G)? definiert.
Folglich ist die Komposition der beiden Homomorphismen die Identitéat.
Sei T € X/G und & € Shg(X) sowie x € X mit n(z) = T. Jetzt
betrachte ich die zweite Induktionseigenschaft, lokalisiert in x. Es ist
kanonisch isomorph zu:

Py (29)

AInv9 &,

B(2G)% —— 7" InvI &(2G)9 ®(2G)9,

(t:25 — &) —— (zg— (zg,1)) —— (zg — t(zg)) =t.

Auch hier egibt die Hintereinanderschaltung der beiden Morphismen
die Identitéat. U

SATZ 2.23. Die Kategorie Shg(X) ist eine Grothendieck-Kategorie.

BEWEIS. Es ist leicht zu sehen, dass Shg(X) eine abelsche Katego-
rie ist. Nach 2.19 erfiillt sie auch AB3. Die Bedingung AB5 ist ebenfalls
erfiillt, da sie in der Kategorie aller Garben erfiillt ist und da die Ka-
tegorie Shg(X) unter gerichteten Colimites abgeschlossen ist. Es bleibt
zu zeigen, dass Shg(X) einen Erzeuger besitzt. Ein Kandidat fiir ei-
ne Erzeugermenge ist das System {ind{ jinmiZ}, wobei L offene und
kompakte Untergruppen von G und U unter L invariante Teilmengen
von X durchlaufen, g : U — U/L, jy : U — X die Projektion bzw.
die Inklusion bezeichnen und Z die lokal konstante Garbe auf U/L mit
Werten in 7Z ist. Sei ein G-dquivarianter nicht verschwindender Mor-
phismus ¢ : § — & gegeben. Es kann angenommen werden, dass ein
x € X und ein Keim s, € §, mit s, ¢ ker ¢, existieren. s, wird durch
einen Schnitt s von § auf einer offenen Umgebung U C X von z repra-
sentiert. Nach der Eigenschaft (ii) in 2.2 kann man U so wihlen, dass
es invariant unter einer offenen und kompakten Untergruppe £ von §
ist und dass s ebenfalls unter dieser Untergruppe invariant ist. Dann
gilt:

2.13(ii

~

—~
=

Homgy, (x>(ind3 g L, F) Homgy, (x)(juin .2, §)

2.18 e o 222 o o
=~ Homgy, () (722, j;;8) = Homgww,e)(Z, Inv™ j;;F)
= HompSh(U/L)(Z, IHVLj[*]S) - %(U)L 3 S.

Also existiert eine Abbildung von indg JonmiZ nach §, deren Kompo-
sition mit ¢ nicht verschwindet. Damit ist [ ], , ind{ j;miZ (U, L wie
oben) ein Erzeuger fiir unsere Kategorie. U






KAPITEL 3

Gewichtete Kohomologie

Ich verwende im Folgenden die Definitionen und Notation aus dem er-
sten Kapitel. Sei also G eine halbeinfache einfach zusammenhéingende
algebraische Gruppe. 5* = S U 0S* die zugehorige adelische reduktive
Borel-Serre-Kompaktifizierung, wobei 05* = |J; 0pS™* fiir Randkom-
ponenten 0S5, die zu rationalen standardparabolischen Untergruppen
(StPUG) von G gehoren. Seien i : 9S* — S* und j : S — S* die
Einbettungen. G(Af) operiert von rechts auf S*.

1. Die Unterkategorien Shg )(S™)u

In diesem Paragraphen werden ,abgeschnittene’ Unterkategorien
Shga,)(S*)m von Shgs,)(S™) eingefiihrt sowie Abschneidefunktoren
Ry, die zum Inklusionsfunktor rechtsadjungiert sind.

DEFINITION 3.1. Sei P eine standardparabolische Untergruppe von G.
Sei 0%S* das Bild von 0pX* x P(Q)Np(Ay) in 0pS*. Dabei ist Ny das
unipotente Radikal von P und Ap ein maximaler Q-zerfallender Torus
im Zentrum von P/Nep.

BEMERKUNG 3.2. Der Stabilisator von jedem z € 9%S* in G(A;) ent-
hilt Ap(Q)Nop(A).

DEFINITION 3.3. Sei M = {Msp} ein System von endlichen Mengen
von rationalen Q-wertigen Charakteren von Ap(Q) fir standardpara-
bolische Untergruppen von G, das die folgende Bedingung erfiillt:

Fiir alle Q 2 P und alle x € My gilt x|, € Mo.
Fiir eine StPUG P und ein a € Ap(Q) sei
puy(a) == ] (a—x(a)) € QMA(Q)].
X€Myp

Mit  Shg,)(S*)m  bezeichne ich die wolle Unterkategorie wvon
Shga,)(S™), die aus allen Garben § besteht, fiir die fir alle StPUG
P gilt:

o Fiir alle x € 035* operiert Np(Ay) trivial auf §,.
o Firallex € 8835* und alle s € §, exisitiert eine Zahl kp € Ny,
so dass fir alle a € Ap(Q) gilt:

OMy (a)kTs =0.

33
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SATZ 3.4. (i) Der exakte Inklusionsfunktor
i+ Shgiag)(S)ar — Shga,)(57)

besitzt einen rechtsadjungierten Funktor Ry;.

(ii) Die Kategorien Shga,)(S*)n sind unter Koprodukt-, Unter-
garben- und Quotientengarbenbildung sowie unter FErweite-
rungen abgeschlossen.

BEWEIS. (i) Konstruktion von Ry;:
Sei § € Shg(Af)(S*). Betrachte zu jeder StPUG P und zu jedem z( €

99,8* den Untermodul §3! des Invariantenuntermoduls S’gﬂj(Af) C Bzos

der aus solchen s € Fa’ /) besteht, die von Oy (@)F) fiir ein k(s) €
Ny und alle a € Ap(Q) annulliert werden. Nach der Definition von
M sind diese Konstruktionen fiir verschiedene P vertraglich. R,;§ soll
als eine Untergarbe von § definiert werden. Fiir eine offene Teilmenge
U C X sei RyS(U) := F(U). Sonst besteht Ry §(U) aus denjenigen
s € §(U), fir deren Halm s,,, an einer Stelle xog € U N 95* gilt:
Ry(S209) € T Es folgt nun direkt aus der Definition, dass wir eine
Garbe aus Shgs ,)(S™)n erhalten.

Jetzt zeige ich, dass R); rechtsadjungiert zu ¢, ist, d.h.:

Homgng, (5% (108, 8) = Homgng , (5%, (8, Ry ©).

Sei ¢ : iy § — & ein G(Ay)-Aquivarianter Morphismus. Fiir alle StPUG
P und alle zg € 935* gilt Im(¢yy : Fuy — Buy) C (R B)sy, C By, denn
fir allen € Np(Ay), a € Ap(Q) und s € F(U) gilt noy, (s) = ¢uy(ns) =
¢z, (s) und

£ Mp (a)kd)ﬂ?o (8) - szo(@My (a)ks) - szo (O) = 0.

Daher induziert ¢ einen Homomorphismus Aze(¢) : § — Ry ®.

Sei ¢ : § — Ry ® gegeben. Man kann nun pze(¢) @ iy§ — & als die
Komposition von ¥ mit der Inklusion Ry;®& — & definieren. A und p
sind zueinander invers und funktoriell.

(ii) Shga,)(S*)ar ist unter Koprodukten abgeschlossen.

Sei {$}ier ein System von Garben in Shg ) (S*) - Die Garbe [];.; S
liegt nach Lemma 2.19 in Shga ) (S*). Fiir ihren Halm an einer Stelle
zo € 0%S* gilt ([[Ti)ey = D Fiz- Da von gy, (a)® jedes Element
aus den einzelnen §; fiir geignete £ annulliert wird, wird auch jedes
Element aus dem Koprodukt auf diese Weise vernichtet. Es folgt [ [ §; €
Shga ) (5™)ar-

Sei & € Shgs,)(S*)m und § € Shga,(S*) mit F € &. Da auf den
Halmen

%mo C 610 und (6/3)330 = Qﬁxo/gwo

gilt, ist die Kategorie Shg(s,)(S™)an ebenfalls unter Unter- und Quoti-
entengarben abgeschlossen.
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Um zu zeigen, dass die Kategorie unter Erweiterungen stabil ist, nutze
ich den Sachverhalt aus, dass Np(A[) sich als aufsteigende Vereinigung
proendlicher Gruppen (J;.; N; schreiben laft. Sei

0-F 5F5F =0
exakt mit §,§" € Shga ;) (S*)ar, T € Shga,)(S*). Wir bekommen dann
fiir jedes xo € 0%5* zwei kurze exakte Sequenzen von Ap(Q)Np(Af)-
Moduln:

0 oy —— Buo —— T, 0
O — S,NT Af) 4} SNT Af) 4} S/INT(Af) — 07
S S

da Nyp(Ay) trivial auf §7, ,F,, wirkt. Nach dem Fiinfer-Lemma folgt

plhs) = §u,- Damit ist die Invarianz unter Np(A) gezeigt.

Sei jetzt zo € 0%5* und s € §,,. Es existiert ein £”, so dass

0 = pary (@) 75 = m(par, (a)"s)
fiir alle a € Ap(Q) gilt. Also existiert ein s’ € F, mit ts' = par, (a)"s.
Es gibt fiir alle a € Ap(Q) ein &' mit gy, (a)*'s’ = 0. Es folgt

fiir alle a € Ap(Q). Also ist Shg,)(S*)a stabil unter Erweiterungen.
U

BEMERKUNG 3.5. Die Halme einer Garbe § € Shgs,)(S*)n an Punk-
ten x = zog € 0pS* — 9%S* mit zy € 9%5* erfiillen analoge Bedingun-
gen zu denen aus 3.3, allerdings mit ¢ ' Ap(Q)g und g~ 'Np(A)g statt
.Afp(Q) und ng(Af)

2. Der Abschneidefunktor T},

Die im vorigen Paragraphen konstruierten Abschneidefunktoren lassen
sich nicht in kanonischer Weise auf die abgeleiteten Kategorien fort-
setzen. Es scheint, als wiirden die injektiven Objekte nicht von den
Inklusionen Shga)(S*)ar = Shga,)(S*) erhalten werden, und daher
auch keine Inklusion der abgeleiteten Kategorien implizieren. Deshalb
schlage ich hier einen anderen Weg ein, um die Abschneidefunktoren
dennoch fiir die derivierte Kategorie definieren zu kénnen.

Fiir den Rest des Kapitels sollen die Kategorie Shg)(S*) der Gar-
ben mit G(Af)-Operation und die zugehorige derivierte Kategorie
Dg(a,)(S™) untersucht werden.
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DEFINITION 3.6. Fir ein System M von Charakteren, das die Bedin-
gungen aus der Definition 3.3 erfiillt, sei Dga,(S*)m € Dga,)(S™)
die volle Unterkategorie aller Komplexe mit Kohomologiegarben aus
Shg(as)(5*)u-

BEMERKUNG 3.7. Die Existenz der derivierten Kategorien folgt aus
2.23 und [Fra01, Theorem 2.

Es gilt das folgende

THEOREM 3.8. Sei A eine Grothendieck-Kategorie und T C A eine
volle Unterkategorie, die AB3 erfiillt sowie die Eigenschaft besitzt, dass
der Inklusionsfunktor T — A exakt ist und mit beliebigen Koprodukten
kommutiert. Ferner sei T stabil unter der Bildung von Unterobjekten.
Betrachte die volle Unterkategorie Dp(A) der zugehdrigen derivierten
Kategorie D(A), deren Objekte Komplexe mit Kohomologieobjekten aus
T sind. Dann gilt fir die Kategorie Dr(A) der Brownsche Darstellbar-
keitssatz. Insbesondere besitzt der Inklusionsfunktor Dr(A) — D(A)
einen rechtsadjungierten Funktor.

BEWEIS. [Fra0l, Theorem 3] O

Unsere Kategorien Dga)(S*)s € Dga,)(5™) erfiillen die Vorausset-
zungen des Theorems. Wir konnen jetzt den Abschneidefunktor in der
Kategorie Dga;)(S*) definieren:

DEFINITION 3.9. Sei M ein System von Charakteren, das die Bedin-
gungen aus der Definition 3.3 erfiillt. Der Abschneidefunktor

Ty DS(Af)(S*) - DS(Af)<S*>M

ist der zum Inklusionsfunktor Dgy(S*) s < Dga,)(S*) rechtsadjun-
gierte Funktor.

KOROLLAR 3.10. Ty, existiert.

BEWEIS. Die Behauptung folgt direkt aus 3.8. O

Die Einschriankung von Ty auf Dga ;) (S™)ar ist kanonisch isomorph zur
Identitéat.

Obwohl es nicht moglich war, den Abschneidefunktor aus dem ersten
Abschnitt dieses Kapitels auf die abgeleitete Kategorie fortzusetzen,
so konnte doch ein geeigneter Abschneidefunktor in dieser Kategorie
definiert werden.

Dass der Funktor letztendlich die gewiinschten Eigenschaften besitzt,
wird durch die Giiltigkeit des Theorems 3.12 im néchsten Abschnitt
nahegelegt. Zuerst aber soll mit Hilfe des besagten Abschneidefunktors
endlich die gewichtete Kohomologie definiert werden.
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DEFINITION 3.11. Sei § € Dga,)(S*). Dann ist fiir jedes System M
von Charakteren (das Gewicht), das die Bedingungen aus der Definition
3.3 erfillt, die gewichtete Kohomologie definiert als die Hyperkohomo-
logie des abgeschnittenen Komplexes:

WC, (S, F) = H(S*, TuS),
gebildet in der Kategorie aller Garben auf S*.

Fiir eine rationale Darstellung E von G sei € das zugehdrige lokale
System auf S. Sei dann

WC,(S*, E) .= WC%,(5*, R j,&),
dabei ist j : S — S* die Einbettung.
3. Ein Theorem iiber T,

Das folgende Theorem wird im néchsten Kapitel auf die de Rham-
Kohomologie angewandt und stellt dadurch einen Bezug her zwischen
der hier konstruierten gewichteten Kohomologie und der gewichteten
de Rham-Kohomologie.

THEOREM 3.12. Seien N und M disjunkte Systeme von Charakteren,

die die Bedingungen aus der Definition 3.3 erfiillen. Weiterhin sei § €
D%(Af)(S*)N, so dass § auferhalb von 0S* azyklisch ist. Dann ist Ty§ =
0.

Der Rest des Kapitels widmet sich dem Beweis des Theorems.

3.1. Vorbereitungen.

KOROLLAR 3.13. Sei 2l € Dg(S*). Dann gibt es eine kurze exakte Se-
quenz von Kokettenkomplexen

0— jij" A — A — i,i"A — 0.

BEWEIS. Die Existenz folgt aus den Adjunktionsbeziehungen aus
2.18. Die Exaktheit ldsst sich leicht auf den Halmen nachpriifen (vgl.
auch [Ive86, 6.11]). O

LEMMA 3.14. Sei P € B standardparabolisch. Dann sind die Kategori-

en D;(Af)(afps*) und DJSS(Q)NT(Af)(@%S*) aquivalent.

BEWEIS. Seien H = P(Q)Ngp(A;), Z = 05S* und Y = 9%5* mit

der Einbettung i : Y — Z. Einer Garbe § wird ihre Einschriankung
Sy = ¢*§ auf Y zugeordnet, die eine H-dquivariante Garbe ist.
Um einer H-dquivarianten Garbe auf Y eine G(A;)-dquivariante Gar-
be auf Z zuzuordnen, wéhle ich zuerst fiir alle y € Y ein festes Re-
prasentantensystem (g¥).eyga,) € 9(Ay) mit rg¥y = y. Dann wird
® € Shy(Y) auf eine Garbe & abgebildet, die auf einem offenen U C Z
als die Menge aller (s;) € [[ e ®.g2 gegeben ist, die die folgenden Be-
dingungen erfiillen:
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(i) Zu jedem x € U gibt es ein Stetigkeitspaar (V, L) bestehend
aus einer offenen Umgebung V, so dass V C U kompakt ist,
und einer offenen und kompakten Untergruppe L C G(Ay)
mit VL C U, so dass fiir alle 7' = y(¢,)"' € V und [ € L
gilt: s,-1 = R<gi/l_1)—1lg§/3w"

(ii) Fiir alle y € Y N U gibt es eine offenes W C U und ein

teB(WNY),so dass fiir alle y € WNY gilt t,y = 5.
R, _)-ugy, in (i) ist wohldefiniert, da (9%,-1)"g¥ den Punkt y € Y
stabilisiert, und somit in J{ enthalten ist. Wir erhalten eine G(Aj)-
dquivariante Garbe durch

(RhS)thl = R(gzh_l)—lhggsx.

Das so definierte R}, ist aus den gleichen Griinden wie oben wohldefi-
niert. Es gilt Ry, = R, Ry, denn

Rh(RgSm) = Rh<R(gi’g,1)*1ggg Sm)

= R(gzg,lh,l)*lhg;’g,lR(gzg,l)*lgggsx
= R(ggg_lh_l)_lhgzg_l(gzg_l)_lgggsx
= Rr )-1(ng)gtSe = Big(sz)-

z(hg)~1

AuRerdem liegt Ry s tatsiichlich in &(Uh™!). Um dies zu sehen, miissen
wir fiir ein zh ™' € Uh™! ein Stetigkeitspaar (V’, L') finden. Erst einmal
ist es moglich fiir s ein entsprechendes (V, £) zu finden. Man kann dann
V' .= Vh™t und L' := hLh~! wihlen. Es gilt nun fiir alle 2/ € V und
lel:

(Rhs)x’h—l(hlh—l)—l = (Rp8)en-1p-1 = R(gz,lilhil)*lhgg,lilS:r’l_l
= Rgr, . thg?, g, ) 11gt, S = Bgy, | yhig?, S
= R(gzll—lh—l)_lhlgz/R(gz’)_lh_lgz/h—l (RhS):Clh—l

o gz’hfl(hlhfl)*lhlhilg:’hfl <Rh8)x/h_1'
Die Wirkung von G(Ay) ist stetig nach der Konstruktion von &. Die
Wahl eines anderen Représentantensystems (§¥)zeyga,) € G(Ay) liefert
eine isomorphe Garbe.

Jetzt gebe ich einen Isomorphismus ¢ : § — @ an, der fiir ein offenes
U C Z gegeben ist durch:

S = (R(gayc)*l (Sx))

¢ ist wohldefiniert, denn wir kénnen fiir ein s € F(U) und ein x € U
ein Stetigkeitspaar (VL) finden, so dass fiir alle [ € L gilt:

RZ(S|V) = S|Vl71.
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Daraus ergibt sich fiir alle 2/ und [ € L:

(0(8))an—r = Regr, )=1(swi-1) = Rgyr, -1 (Ri(52r))
= (R, 1 RiBRgy, )(Rgy)-1(sar)) = Regy, _ y-11gv, (0(5)ar)
= Ry, )-11g, (9(8)ar)-
¢ ist ein Homomorphismus G(Af)-dquivarianter Garben, denn

O(RpS)gn—1 = R(gi’h,l)*(RhSr) = R( zh,l)*th(RggR(Qg)”SI)

g
= R(gzh,l)*thRgi’(R(gg)*lsﬂﬁ) = R(gzh71)71hgg(90(8)x) = Rh<<,0(8))xh—1.
¢ ist ein Isomorphismus auf den Halmen, denn fiir ein z € Z folgt
(B1y)e = Sagy und @u(s2) = Rgyy-1(s,). Umgekehrt gilt fiir ein & €
ShR%(Y') und ein offenes V C Y
@)y (V) =8(V).

Also sind die beiden Funktoren invers zueinander. Sie sind aufierdem
exakt, weswegen wir eine Aquivalenz der zugehorigen derivierten Ka-
tegorien bekommen. O

BEMERKUNG 3.15. Fiir ein § € D¢, (57) gilt Ty € D¢ (S )ar-

BEWEIS. Fiir jedes n € Z ist die Abschneidung 7=" : D — D="
rechtsadjungiert zur Elnbettung D" — D. Es gibt ein n, so dass

7=nF = 0. Es gilt fiir alle & € D9(A (S*)ur
Hong(A (S%) (6 TMS)) = HomDS(Af)(S*)(®7%)
~ <n
= Hong&f)(S*)(Qﬁ, T="%) = 0.

Daraus folgt, dass T),§ in Dg&t;(S*)M und damit in Dg(Af)(S*)M liegé.,

3.2. Der Beweis des Theorems. Seien N, M und § wie in Theo-
rem 3.12 angegeben. Das Verschwinden von Ty§ € D+( )(S*) ist

fquivalent zum Verschwinden der Gruppe Homp, , (s (Q( TyS) fir
alle A € DQ(A (S*)ar. Damit gilt:

HOHIDQ(A ) (S*) a1 (Ql TMS)) = Hong(Af)(S*)(Q[7 3')

Seien j : S — S* und ¢ : 05* — S* die Einbettungen. Nach 3.13 gibt
es eine kurze exakte Sequenz von Kokettenkomplexen

0— jiJ" A = A — 0,0"A — 0,

die ein ausgezeichnetes Dreieck in der derivierten Kategorie induziert.
Es gilt dann:
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da § auferhalb von 9S™* als azyklisch vorausgesetzt wurde. Daraus folgt
mit A =F

Homp,, (s+)(8,§) = Hompg, (54 (005, §),
also ist § = 1, € mit € =*F € D%(Af)(E)S*)N. Demnach gilt:

Hong(Af)(S*)(Ql, S) = HOIHD9<Af)(S*)(Ql, 2*6)

= Hong(Af)(aS*)(i*Ql, Qf)
Wir haben also die Behauptung auf das folgende Lemma reduziert.

LEMMA 3.16. M und N mogen die Voraussetzungen des Theorems 3.12
erfillen. Seien auferdem B € Dg,)(0S" )y und € € D%(Af)(é?s*)N.

Dann verschwindet Hong(Af>(55*)(%, ¢).

Um dies zu zeigen, beschrinken wir uns zuerst auf eine Randkompo-
nente von S*.

3.2.1. 1.Schritt. Sei P eine StPUG von G. Nach 3.14 sind die Kate-
gorien Dy ) (99S5*) und Dygyny (a,)(09S*) dquivalent. Deshalb ist es
moglich, 9pS* durch 9$S* und §(A;) durch P(Q)Np(Af) zu ersetzen.
Das Verschwinden der fraglichen Gruppe folgt also aus dem Verschwin-
den der Morphismengruppe Home@)NT (1) (9957) (%‘8%5*, QS‘B%S*).

Im Folgenden soll die derivierte Kategorie der Kategorie der Garben
aus Shp)ng(a,)(09S5*) betrachtet werden. Wir diirfen annehmen, dass
¢ in Dimension 0 konzentriert ist.

Die Sequenz

<k >k
0— 7= €|09>S*_>€|89>S* — T €|09>S*_>0

ist exakt, und bei geeigneter Wahl von £ sind die beiden duferen Kom-
plexe ,kiirzer’ als der mittlere. Daraus folgt, dass man €, g+ konzen-
triert in 0 voraussetzen kann.

Die Kategorie der P(Q)Np(A)-fiquivarianten Garben auf 935* kann
durch die Kategorie der L5(Q)-dquivarianten Garben ersetzt werden.
Dabei ist L5 die Levi-Komponente von P. Dazu betrachte ich den Funk-
tor der Np(A s)-Koinvarianten

Shop@yny (4,) (09S*) — She, (@) (055%),
‘3: = SN@(Af)’

der fiir jedes offene U C 0pS* durch die Garbifizierung von
SNT(Af)(U) = %<U)N1P(Af)

gegeben ist. Er ist exakt (das folgt aus der Darstellung von Nyp(Ay) als
aufsteigende Vereinigung proendlicher Gruppen), und auferdem ist er



3. EIN THEOREM UBER Tum 41

linksadjungiert zu dem Funktor, der Np(Ay) trivial auf einer Lp(Q)-
dquivarianten Garbe wirken ldsst. Daraus erhalten wir

Home@)N?(Af)(B%S*)(%\Bgs*: € 905+)
~J
o~ HomDLT(@)(ag,S*)((5B|8§15*)N9>(Af)7 Qf|651$*)-

LEMMA 3.17. Es gibt ein a € Ap(Q), so dass x(a) # &(a) fir alle
X # & € My U Noyp. Insbesondere ist dann x(a) # &(a) fir alle x € My
und £ € Ny.

BEWEIS. Sei x # £ € My U Nyp. Dann ist ker yé~! ein Untertorus
von Agp der Codimension > 1, und da Ap Q-zerfallend ist, sind seine
Q-wertigen Punkte dicht. Da man eine Varietit nicht als eine endliche
Vereinigung von Untervarietiten niedriger Dimension darstellen kann,
gibt es immer solch ein a € A»(Q). O

Ich wihle ein solches a fest. Dann gilt das

LEMMA 3.18. (i) Auf jedem Modul aus (Moda,q))m,, also ei-

nem Q[Ap(Q)]-Modul, dessen Elemente von Potenzen von
omy (@) fir alle a € Ap(Q) annulliert werden, wirkt py, (a)
isomorph.

(ii) Die Multiplikation mit pn,(a) induziert einen Automorphis-
mus auf jeder Garbe aus She,q)(99S™) -

(iii) Der von der Multiplikation mit oy, (a) erzeugte Endomor-
phismus eines jeden Elements aus Dy, ) (09S*)a ist ein
Quasiisomorphismus.

BEWEIS. (i) Sei € € (Mod,(@))m,- Zu jedem m € € existiert ein
k mit oz, (a)fm = 0. Ich definiere eine Filtrierung von €:

¢ = {m € €|p, (a)fm = 0}.

Betrachte m € €411/€; —{0}. Sei m € €, — & ein Reprisentant von
m. Dann liegt par, (a)m in &, also gilt

£ My (a)m =0€ Q:k-i-l/e:ka

d.h. a operiert halbeinfach auf jedem Quotienten €, /€. Daher muss
©n; (a) isomorph auf diesen Quotienten operieren. Mit Hilfe vollsténdiger
Induktion folgt leicht, dass o, (a) auf ganz € isomorph operiert.

(ii) Da A3(Q) im Zentrum von L5(Q) liegt, induziert die Multiplikation
mit oy, (a) einen Morphismus Lp(Q)-dquivarianter Garben. Sei € €
She, @) (095%) a. Fiir alle € 035* gilt €, € (Moda,(q)) s, da Ap(Q)
x stabilisiert. Also operiert nach (i) pn, (a) isomorph auf €, also auch
auf .

(iii) Die Kohomologiegarben von Objekten aus Dy, (q)(05S*) s liegen in
She, @) (0$5*) ar. Also ist nach (ii) der durch die Multiplikation auf dem
Kohomologieniveau induzierte Morphismus ein Isomorphismus. U
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Wir wissen nun, dass pn, (a) auf (B 59,5+ )ny (a ;) quasiisomorph operiert.
Da €gog. ein Element von Shpq)ng(a,)(0p5™)n ist, operiert pn, (a)
darauf lokal nilpotent. Ich mé6chte zeigen, dass man voraussetzen kann,
dass o, (a) auf €5 g als 0 operiert. Dazu definiere ich (€0 5- )5 als die

Untergarbe von €z ., deren Schnitte von ony (a)* annulliert werden.
Wir erhalten fiir jedes £ > 1 eine exakte Sequenz

0= (€oos- )k = (€ags)k+1 = (€lagsJk+1/(€apse )k — 0

Mit vollstandiger Induktion folgt daraus die Behauptung.
Fiir ein

S e Hompy @59 (Brags-)ns (a) €pog.s)
gibt es ein
B’ € Dy () (055)
und einen Quasiisomorphismus
5:98 — (%IB%S*)NT(AH
sowie einen Morphismus
g € Hompe, oo @059 (B €ags-)

in der Homotopiekategorie, so dass in dem Diagramm

%/
@NV \
B’ €50 5
/ N pwy
f

(Ba0.5+ )N (4) » €0 5+

das Dreieck in der derivierten und das Quadrat in der Homotopiekate-
gorie kommutieren. Hierbei bezeichnet gn, (a) die von der Multiplika-
tion mit oy, (a) induzierten Morphismen in der derivierten Kategorie.
Es gilt also

9PNy (a) = PNy (a’)g =0,
da pn, (a) auf €z . als 0 wirkt. Daraus folgt
f=0.

Also ist HomDLT(Q) (8%5*)<<%|6g)5’*)3\f97(&f)7 QE|85),S*) trivial.
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Jetzt konnen wir den allgemeinen Fall betrachten:

3.2.2. 2.5chritt. Wir fithren eine vollstindige Induktion nach n,
dem Q-Rang von G, bzw. der Anzahl der maximalen rationalen StPUG
von §. Der Induktionsanfang folgt direkt aus dem vorigen Teil.

Sei also n > 2. Der Rand besitzt die Zerlegung

05" =|_J 995",
P

wobei die disjunkte Vereinigung iiber alle StPUG gebildet wird. Fiir
eine maximale StPUG Q ist 0oS™ in 05 offen. Seien jetzt jo : 00S5™ —
05" und iq : 95" — 00S* — 05 die offene bzw. abgeschlossene Einbet-
tung.
Offenbar ist fiir A € Dg(Af)(ﬁS*)M z.B. der Komplex joj52 wieder in
Dg(Af)((?S*)M u.A. Wir kénnen die kurze exakte Sequenz

0— j7"A - A — i, i"A -0

aus 3.13 auf das € € D;C(Af)(aS*)N anwenden und erhalten die lange
exakte Hom—Sequenz:

0— Hongmp(@S*)(%va!jg@) - HomD9<Af>(3S*)(st ¢)
— Homp,, 05+)(B, i0i0€) — - -
Nun gilt aber aufgrund der Adjunktionsbeziehungen:
Homp,, 05+)(B, i0:i0€) = Hompg , @s--a05%) (108, i0€),

und die letzte Gruppe verschwindet nach der Induktionsvoraussetzung.
Wir haben also

Homp, , 95+)(B, jaijo€) = Hompy, a5+ (B, €).

Wir kénnen demnach & durch jo 7€ ersetzen. Sei Q" eine andere maxi-
male StPUG. Ich wende 3.13 auf jo 75 € mit den entsprechenden Einbet-
tungen fiir Q" an und erhalte eine weitere lange exakte Hom—Sequenz:

0 — Homp,, 95+ (B, jorjojaio€) — Homp, @os+) (B, jajo€)
— HOHIDg(Af)(BS*)(%,iQ'*i*ng!jéQf) —
Nun gilt aber aufgrund der Adjunktionsbeziehungen:
Homp,, @5+) (B, io+injajo€) =
Homp,, @5+ 457 (10B, i jaia®),

und die letzte Gruppe verschwindet nach Induktionsvoraussetzung.
Wir haben also

Homp,, ,@0s+)(B, jorjojajo€) = Homp,,  @os)(B, jajo€),
aber da 09S5* und 0o S* disjunkt sind, gilt
Joja =0,
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also
Jonjojaio® =0
und somit
Hong(Af)(as*)(%7jQ!j5€) = Hong(Af)(as*)(%7j9’!j5'j91j5€) =0.

Damit ist das Theorem bewiesen.



KAPITEL 4

Gewichtete de Rham-Kohomologie

In diesem Kapitel werden weiterhin die Bezeichnungen und Annahmen
des ersten Kapitels verwendet. Sei also G eine halbeinfache einfach zu-
sammenhingende algebraische Gruppe und Ko, = X(R) C G(R) ei-
ne maximal kompakte Untergruppe. Sei g die Lie-Algebra von G(R).
Wihle eine minimale parabolische Untergruppe Pq von §G. Sei S* die
adelische reduktive Borel-Serre-Kompaktifizierung von

5= (S(@\X x §(A)/Ke)-

Wir haben eine Projektion
q:S(Q@N\S(A) — G(Q)\SG(A) /Ky = S.

1. Grundlagen und Definitionen

DEFINITION 4.1. Sei KXy C G(Ay) eine offene und kompakte Unter-
gruppe, X = Koo x Ky. Sei ferner V-C G(Q)\G(A) eine offene und
K-invariante Teilmenge und V das Urbild von V in G(A). Ich definiere
eine Menge C*(V), die aus denjenigen Funktionen f : V — C besteht,
die linksinvariant unter G(Q), rechtsinvariant unter einer offenen Un-
tergruppe IJNCf von Ky, Keo-endlich und unendlich oft differenzierbar auf
V/K 7 sind.

DEFINITION 4.2. Sei G eine reelle Lie-Gruppe, K eine kompakte Un-
tergruppe und g die Lie-Algebra von G. Ein vollstindiger lokalkonvexer
Hausdorffscher C-Vektorraum V heif$t (g, K)-Modul, falls folgende Be-
dingungen erfillt sind:
o V ist sowohl g-Modul als auch K-Modul.
o V ist lokal endlicher K-Modul, d.h. fiir jedes v € V st
> rer Cku ein endlichdimensionaler K -stabiler Untervektor-
raum.
o [iir jeden K -stabilen endlichdimensionalen Untervektorraum
W von V ist die Wirkung von K auf W differenzierbar, d.h.
fur jedes w € W ist k — kw C*-differenzierbar, und die
Ableitung der Wirkung von K stimmt mit der Wirkung von
¢, der Lie-Algebra von K, als Finschrinkung derjenigen von
g tberein, anders ausgedrickt gilt fir A € ¢ und w e W

d
Aw = %(exp(tA)w)‘tzo.

45
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o FirAeg, ke K undv eV gilt
kAv = (Ad(k)A)kv

DEFINITION 4.3. Sei X ein lokal kompakter topologischer Raum. Eine
Garbe § € Sh(X) heifit eine Garbe von (g, K)-Moduln, wenn §(U) fiir
jedes offene U C X ein (g, K)-Modul ist und fiir jede endlichdimensio-
nale Darstellung V von K

U+ Homg(V,F(U))
eine Garbe von C-Vektorraumen ist.

DEFINITION 4.4. Fir einen (g, K)-Modul M wird der (g, K)-Koketten-
komplex folgendermafien definiert:

Clor)(M) = Homg (A'(g/®), M),

und fir ein w € Ck_l)(M)

(a,K
k
(dw)(’ylv s 77/6) = Z(_l)(z+1)7iw(’yla cee aﬁ/ia s afyk)
=1
- Z (_1)z+j+1w<h/l77]]7 s J’Ayiu B 7ﬁ/ja s 77k)
1<i<j<k

Fiir eine (g, K)-Modulgarbe § wird der (g, K)-Kokettenkomplex durch
die Garbifizierung von

U= Clau ($(U))
definiert.
Es gilt der wohlbekannte Fakt (vgl. z.B. [Fra98|[2.3.]).

FAKT 4.5. Sei E eine endlichdimensionale algebraische Darstellung
von §. Seip : §(A)/Ks — S die Projektion. Dann wird ein G(Ay)-
aquivariantes lokales System & auf S wie folgt definiert. Fiir jedes offe-
ne U C S bestehe €(U) aus lokal konstanten Funktionen f : p~'(U) —
E, die von links G(Q)-dquivariant sind. Dann definiert die Abbildung

w = (To(V1, -5 %)) (Joos 9F) = Goow (V1 -+, )

einen Kokettenisomorphismus zwischen C7 4 ,(C*(G(Q)\S(A)) ® E)
und dem de Rham-Komplex von € auf der pro-Mannigfaltigkeit S. Da-
bei sind 7; die zu y; gehdrenden linksinvarianten Vektorfelder auf G(R),

und g € §(Q)\G(R)/K ist das Bild von g € G(R).

Die Theorie der (g, K)-Moduln wird ausfiihrlich in [Vog81| behandelt.
Nach 1.23 gibt es ein D mit §(A) = G(Q)S(D). Sei im Folgenden D
so gewahlt.
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SATZ 4.6. Zu jedem \ € g gibt es eine bis auf Aquivalenz eindeutig
bestimmte Gewichtsfunktion py mit

pa(x) ~ exp((A, Ho(x)))

fiir alle x € &(D), so dass fiir eine von A abhingige Konstante ca

|Apa| < capa
fir alle A € U(g) gilt.
BEWEIS. |Fra98||Proposition 2.1] O
DEFINITION 4.7. (i) Eine Funktion p : G(A) — Rt heifie zulds-

sig, wenn es zu jedem kompakten Q C G(A) ein cq gibt, so
dass fir alle g € G(A) und alle w € Q gilt

plgw) < cap(g).

(ii) Fir ein € € Tay definiere

wi(g) = log(pe(g)) und

Dabei wird p. so gewdhlt, dass p. > 3 gilt.

BEMERKUNG 4.8. w; ist zulissig und A(w;) ist fiir alle A € U(g) be-
schrankt.

Sei so ein wy fiir den Rest des Kapitels fest gewéhlt.

DEFINITION 4.9. Sei U C G(Q)\G(A) offen, K-invariant, U das Urbild
von U in G(A),py die halbe Summe der Wurzeln von Py in Ny, und p
eine zuldssige Gewichtsfunktion.

(i) C°(U) bestehe aus denjenigen Funktionen aus C*(U), die
die folgende Bedingung erfillen:

[(AS)(9)] < cap(9)pp(9)

fiir alle g € &(D)NU und alle A € U(g) und eine von A
abhdingige Konstante cy.

(ii) C3210e(U) bestehe aus denjenigen Funktionen aus C*(U), die
die folgende Bedingung fir ein passendes k € 7 erfiillen:

[(Af)(9)] < carp(g)wi(9)pp(9)

fiir alle g € &(D)NU und alle A € U(g) und eine von A und
k abhingige Konstante cy .

(iil) C3°,,(U) wird analog definiert, wobei die obige Bedingung fiir

alle k € Z erfillt sein muss.
(iv) C2(U) bestehe aus denjenigen Funktionen aus C*(U), fir

umg

die Ay € a existieren mit:

[(Af)(9)] < capr,;(9)
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fiir alle g € S(D)NU und alle A € U(g) und eine von A
abhdingige Konstante cy .

BEMERKUNG 4.10. C*°(U) und dessen oben definierten Unterrdume
sind (g, Koo )-Moduln und H-Moduln, falls U H-invariant ist fiir eine
Untergruppe H C G(Ay).

Seip: G(Q)\G(A) — S* die Zusammensetzung der Projektion §(Q)\G(A) —
S mit der Inklusion S — S*.

DEFINITION 4.11. Fiir ? € {—,umg, p,p + log, p — log}' seien € €
Sh(S*) die Garbifizierungen der Prigarben:

U— C(p~'(U)).

BEMERKUNG 4.12. (i) € sind G(Ay)-dquivariante Garben von
(9, Koo )-Moduln. Die G(A ;)-Aquivarianz ist fiir jedes g € G(Aj)
gegeben durch Garbenisomorphismen R, : €° — ¢,€%°, die
fiir jedes offene U C S* ein f € €°(U) auf f(-g~!) € €°(Ug™)
abbilden. Die Stetigkeit von R, folgt direkt aus der Definition
von &€5°.

(ii) Sei U C S* offen. Dann gilt
CEU) =__lim  CF(p ' (V)),

VCU,V offen

also sind es Funktionen f auf p~!(U) mit

o1 € G (p™H(V))
fiir alle offenen V', deren Abschluss in U enthalten ist.

LEMMA 4.13. Sei U C S* offen und f € € (U). Wenn fir jedes x € U
eine Umgebung V' existiert, so dass |f| auf [V] von unten beschrinkt
ist, so ist f eine Einheit in €X(U). f heifle dann auf V von unten
beschrankt.

BEWEIS. Af~t = P(A, f)f~*, wenn A vom Grad k ist. P ist dabei
ein Polynom. U
PROPOSITION 4.14. Die Garben €3, ., € und €33, besitzen auf S*
Zerlegungen der Einheit und sind damit azyklisch.

BEWEIS. Es geniigt, den folgenden Fakt zu zeigen:

FAKT 4.15. Sei x € S* und U eine Umgebung von x. Dann gibt es ein
nicht negatives ¢, € €°(S*), das auf einer Umgebung V, von x in U
von unten beschrinkt ist, dessen Triger in U enthalten ist und fir das
gilt

|Aga(s)] < ca
fiir alle A € W(G) und s € S, wobei cy eine von A abhdngige Konstante
15t.

'Das erste Aufzihlungsglied soll symbolisieren, dass dort nichts steht
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Ist néimlich eine Uberdeckung

s =JU

Ued

gegeben, wihle ich fiir jedes x € S* ein U, € 4 und ¢,, V, wie oben.
Dann gibt es zy,...,x N mit

S*

I
(@
&

Setze dann fiir jedes U € U
N
Ei:l, U=Usg, quz

3Ly O,

Das liefert die gesuchte Zerlegung der Eins.

Es bleibt uns also noch der Beweis des Fakts: Sei « das Bild von (y, ¢) in
S*, wobei y € 0pX* und g € §(Af) mit P O Py. Sei V eine beschriankte
Umgebung von y in 0pX*, Q@ C G(Ay) eine offene Teilmenge der Form
XK g mit einer offenen kompakten Untergruppe K; C G(Af) und X\ €
R, so dass das Bild der Umgebung U*(V, A, xzy) x Q von (y,g) in U
enhalten ist. Nach 1.20 und 1.24 kénnen V und Xy so klein gewahlt
werden, dass es eine beschrinkte Umgebung W von V in 0pX* gibt,
so dass aus v € P(Q) und y(W x Q)N (W x Q) # 0 v € Np(Q)
folgt. Auferdem kann \ so grofigewéhlt werden, dass aus v € G(Q) und
YU(W,A = 5,20) X Q)N (U*(W, X — 3,20) X Q) # 0 v € P(Q) und
daher auch v € Nyp(Q)NK folgt. Sei yq die charakteristische Funktion
von € und £ eine nichtnegative C°-Funktion auf R mit Triger in RT,
welche 1 auf 1+R™ ist. Sei § eine nichtnegative C*°-Funktion auf dpX*
mit Trager in V mit B(y) = 1. Sei f auf X x G(Ay) gegeben durch

f(z.95) = xalgr)B(m3(2) T] (e, dp(o,2)) = ).

aEAyp

fo=

Dann gilt fiir v € Np(Q) N Ky

F(vzvgr) = f(2,91)-
Sei ¢ : G(Q)\X x G(A;) — C definiert durch
¢z, 95) = > F(v2,795)-
YENP (QNK,)\S(Q)

Da der Triiger von f in Uj(V, A, z9) C Up(W, X — 1,z0) enthalten ist,
hat ¢ in der obigen Darstellung in einer Umgebung eines jeden Punktes
nur einen von ( verschiedenen Summanden.

Seien fiir g € §(A) folgende Funktionen definiert

flg) = fa(9)),
o(9) = ¢(¢(7)).
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Dabei ist g das Bild von g in §(Q)\G(A). Ich behaupte, dass A() fiir
jedes A € U(g) beschrankt ist. Es geniigt, das fiir A(f) zu zeigen. Dazu
sei fiir jedes Q D P eine Funktion fQ wie folgt definiert:

fa(z,95) = xalgn)B(p(2)) J] €U, do(zo, 2)) = A)
ozEA{Q

und

falg) = folq(g)).

Da 2 kompakt ist, gibt es eine Konstante C' mit

|dp(q(goo), o) — Ha(g)|| < C

fir g = (9, 97) € G(R) x 2. Aukerdem gibt es eine Konstante C’ mit

|[Pag—ag (Ho(9))|] < €'
fir g € ¢~ (7)1 (V) x Q. Wir diirfen zudem annehmen, dass die Norm
(e, )| < ||
erfiillt. Sei T'= A+ C' + C" 4+ 1. Dann gilt
(i) f=foauf &(Q,D,T) und
(i) fo ist linksinvariant unter (AoNgp)(R).
Wegen des ersten Punktes geniigt es, eine Konstante C'4 o mit

(4.1) ((Afa)l(9) < Caco
fiir
(42)  ge(S(QD,T)- | &(Q.D.1)Nng  (z5) 7 (V) x Q

zu finden. (4.1) ist aber unter (.AQN(P) (R) linksinvariant und das Bild
von (4.2) in (AoN9)(R)\G(A) ist kompakt. Daraus folgt die Behaup-
tung. U

2. Die Berechnung der lokalen Kohomologie

Sei € eine endlichdimensionale algebraische Darstellung von G. Sei x
das Bild von (y,g) € X* x §(Ay) in S*. Wir wollen die Kohomologie
von

(4.3) (€5 110g)e @ €

berechnen. Es geniigt anzunehmen, dass g das neutrale Element ist,
und x € JpX* fiir eine standardparabolische Untergruppe P gilt. Es ist
notwendig, die Berechnung auf eine Art durchzufiihren, die es erlaubt,
eine Wirkung von 8 C G(Ay) auf (4.3) zu beschreiben. Dabei ist § das
Urbild von Ap(Q) C (P/Np)(Ay) in P(Af). 8 ist in dem Stabilisator
von x enhalten.

Sei p die Lie-Algebra von P(R), und sei n die Lie-Algebra dessen uni-
potenten Radikals. Wir setzen a = ap und a = dap. Sei p = pyp, dies
stimmt mit der Projektion von py nach a iiberein.
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Fiir jeden rationalen Charakter x der algebraischen Gruppe As sei ein
Homomorphismus y : & — Q* als die Verkniipfung der Projektion § —
Ap(Q) mit dem durch y gegebenen Homomorphismus A»(Q) — Q*
definiert. Wenn V' eine endlichdimensionale algebraische Darstellung
von Ag ist, wird mit V,, der Unterraum bezeichnet, auf dem Agp durch
die Multiplikation mit y wirkt. Es ist bekannt, dass V sich als die
Summe solcher Unterrdume darstellen ldsst. Wir konnen und werden
die Gruppe der rationalen Charaktere von A mit einem Gitter in a
identifizieren. Das Resultat der Berechnungen ist das folgende

THEOREM 4.16. (i) Wir haben einen kanonischen Isomorphis-
mus
(4.4)  H{ o ) (€h0): © €) = H{ 4 (€7 ® €) = HY(€).

Dieser Isomorphismus ist S-dquivariant, wenn s € & durch
die Multiplikation mit x(s) auf HE(E), wirkt.
(ii) Der Morphismus

( ;i-l—log)x — CF

definiert eine injektive Abbildung auf der (g, K )-Kohomologie

mit Koeffizienten in €, und die Verknipfung dieser Abbildung
mit (4.4) ist ein ein Isomorphismus auf den Unterraum

(4.5) P Hie),,
XETﬁf)\fp
wobei die Summe tber alle algebraischen Charaktere von A
gebildet wird, die die angegebenen Forderungen erfiillen.
(iii) Der Morphismus

( Ziflog)w - Q:aoso

definiert eine injektive Abbildung auf der (g, Ko )-Kohomologie
mit Koeffizienten in €, und die Verkniipfung dieser Abbildung
mit (4.4) ist ein Isomorphismus auf den Unterraum

(4.6) P e,

xXETa—A—p
Unmittelbar aus dem obigen Theorem und Theorem 3.12 folgt das

KOROLLAR 4.17. Seien M* Systeme endlicher Mengen ngf von Cha-
rakteren fiir standardparabolische Untergruppen P wvon G. Dabei be-
steht jedes M3 aus den Gewichten von Agp, die in (4.5) bzw. (4.6)
auftreten. Sei N auch ein System endlicher Mengen Ngp von Cha-
rakteren. Dabei bestehe Ny aus den Gewichten von Ap, die in (4.4),
aber nicht in (4.5) und (4.6) auftreten. Wenn Cf 5 = CF, 4 (€° ®
€) und Cf 50+ = Clpa0(€55110g ® €) die zugehdrigen Kompleze der

(9, K)-Garben auf S* sind, dann gilt Cf 4 . € D%(Af)<5*)Mi und
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Clyx) € D%(Af)(s*)MiuN sowie CFy o)/ Clyg0 .+ € D%(Af)(S*)N. Aufer-
halb von 0S™* ist Clan /C”g (o902 azyklisch. Das Theorem 3.12 ist dann
auf CF 5/ Cly 5 + anwendbar und ergibt Ty=(CF 5/ CFy 50 ) = 0, also

v+ Clys = Claso e

Der erste Schritt in der Berechnung von (4.3) ist,

(4.7) (€55 £10g)z

als einen induzierten (g, X )-Modul auszudriicken. Fiir eine offene Teil-
menge U C P(R), die unter der Wirkung von Nyp(R) von links inva-
riant ist, sei C5°) (U) die Menge aller C*°-Funktionen f auf U, die
P(R)N fKoo—endhch von rechts sowie Np(Q) N K p-endlich von links sind
und die Ungleichung

(4.8) |AF(9)] < cakporip(9)wr(9)*

fiir alle g € U und A € 4(p) erfiillen. In der Definition von C5,,,.(U)
wird verlangt, dass die Abschétzung fiir eine geeignete ganze Zahl k gilt,
die von f abhéngt, aber unabhéngig von A sein muss. In der Definition
von C2° 1 (U) soll (4.8) dagegen fiir alle k € Z gelten.

Es ist leicht zu sehen, dass C5Y,,,,(U) ein (p,Kpoo)-Modul ist mit
Kpoo = Koo N P(R), und dass die Einschrinkung auf eine Teilmenge
von U, die immer noch unsere Voraussetzungen erfiillt, ein (p, Kop o )-
Modulmorphismus ist. Damit kann man den (p, Ky )-Modul

(49) Cp;;i:log z,P — = colim C :I:log(WT,V)

definieren, wobei der Limes iiber reelle Zahlen T" — oo und alle Um-
gebungen V' von y in dpX* genommen wird und Wy das Urbild von
U*(V,T,xp) in iP(R) ist. Wenn v € 8 und ¢ zu (4.9) gehort, kénnen wir
T,V und f € O, (Wry) so wihlen, dass das Bild von f in (4.9) ¢
ist. Wegen der ng(@) N K -Endlichkeit von f gibt es eine offene Un-
tergruppe 2 C Nyp(Af) N Ky, so dass f unter der 2 N Nyp(Q)-Wirkung
von links invariant ist. Wir wéhlen 4 € P(Q) mit v € A€, ein reel-
les T mit 4Wrpy C Wz und definieren ¢ als das Bild in (4.9) der
Einschrankung auf Wy, von

(4.10) FE).

Es ist leicht zu sehen, dass dies von der Wahl von €, f, 4 und T
unabhéngig ist und eine Wirkung von 8§ auf (4.9) definiert. Diese Kon-
struktion definiert ebenfalls eine Wirkung von § auf

(4.11) Coth o +10g (W V).

Bezeichne mit Indggﬁf‘:m) den Funktor von der Kategorie der (p, Ko o )-
Moduln in die Kategorie der (g,X.)-Moduln, der zum Einschrin-
kungsfunktor rechtsadjungiert ist. Der Indggﬁ;i) V' zugrundeliegende
Vektorraum besteht aus Funktionen f : K, — V, deren Bilder in
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einem endlichdimensionalen Unterraum von V' enhalten sind, auf dem
K glatt wirkt, und die fiir alle K € Kp o und k& € K

(4.12) f(kk) = k[ (k)

erfilllen. Aus der Endlichkeitsbedingung folgt, dass Indgg:gg;fio) mit di-
rekten Limites kommutiert. ’

PROPOSITION 4.18. Wir haben einen kanonischen Isomorphismus

(©. 9] ~ :K: oo
(4.13) ( p;;l:log) = Ind ﬁgc o) Zpatloga,?
zwischen (g, Koo )-Moduln mit 8- Wirkung.

BEWEIS. Sei ¢ € (€3 ,,,).- Dann gibt es eine Umgebung W von z
in 5 und einen Schnitt f der Garbe €3, auf W, so dass ¢ das Bild
von f ist. Durch eine eventuelle Verkleinerung von W kann die Existenz
einer offenen Untergruppe 2 C X; angenommen werden, derart dass
f durch eine K -endliche 2-invariante C'*°-Funktion f auf dem Urbild
W von W in §(Q)\G(A) gegeben ist. Wenn T groRgenug und V' klein
genug sind, dann ist Wp K in W enthalten. Fiir k € K definiert die
Einschriinkung f;, von f(-k) auf Wy, ein Element von C o tog (W)
Die Np(Q) N K;-Endlichkeit von links von fj folgt daraus, dass es
unter Np(Q) N invariant ist. Die anderen Anforderungen folgen leicht
aus der Definition der Garbe €3, .. Sei ¢(k) das Bild von f; im
induktiven Limes (4.9). Es ist leicht zu sehen, das dies unabhéngig
von den getroffenen Wahlen ist, und dass die Abbildung v ein Element
der rechten Seite von (4.13) definiert.

Umgekehrt sei ¢ ein Element der rechten Seite. Da der Induktions-
funktor mit direkten Limites kommutiert, gibt es eine Zahl T, eine
Umgebung V' von y in 0 X™ und eine Funktion

:Koo o0
¢ € Ind (g) 00) p)\:tlog(WT,V)’

so dass das Bild v0n~w( ) im Kolimes (4.9) ¢ (k) ist. Da die lineare
Hiille des Bildes von v endlichdimensional ist, und da die Elemente von

C t10g(Wrv) Np(Q)NK j-endlich sind, gibt es eine offene Untergruppe

Q C Ky, so dass ¢(k) fiir jedes k € K, von links Np(Q) N Q-invariant
ist. Wegen (1.20), der Diskretheit von £(Q) in L(A)/Ap(R) und der
Eigentlichkeit der Abbildung dpX* x (L(R)/Ap(R)) — 0pX* X 0pX*,
(x,9) — (z,gx), konnen wir annehmen, dass 7" so groftund V' und 2 so
klein sind, dass die Projektion von

(QNNp(Q)) \ Wry K x Q

auf sein Bild W in G(Q)\G(A) eins zu eins ist. Dann gibt es eine ein-
deutige Funktion f auf W mit f(z) = ¢(k)(¢C), wobei z € W das Bild
von Ckk' ist mit ¢ € Wpy, k € Ko und k' € Q C K;. Es gibt eine
offene Umgebung W von z in S*, so dass W das Urbild von W in
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S(Q)\SG(A) ist. Sei ¢ das Bild von f € &€, (W) in (€., ). Es
ist nicht schwer zu iiberpriifen, dass ¢ nur von ¢ abhingt, und dass
die von uns konstruierten Morphismen fiir die beiden Richtungen von
(4.13) invers zueinander sind, und dass sie (g, X )-Modulmorphismen
mit einer 8-Wirkung sind. U

Aus der Frobenius-Reziprozitit folgt die Existenz eines kanonischen
Isomorphismus

HY, o) (Ind(g §°° Ve e)2H,q (Ve E),

der die Wirkung von § erhilt. Zusammen mit der Proposition 4.18
und dem Umstand, dass die (g, XK )-Kohomologie mit direkten Li-
mites kommutiert, reduziert das unsere Untersuchung der (g, XK. )-
Kohomologie von (4.3) auf die Untersuchung der (p, Ko o, )-Kohomologie
von C3°, . (Wry) ® €. Als einen ersten Reduktionsschritt werden wir
die Np-Richtung los. Fiir jede Untergruppe H von Ng(R), bezeichnen
wir mit C°, ) (H\Wry) den Unterraum von C3°., . (Wry), der aus
allen Funktionen besteht, die von links H-invariant sind.

PROPOSITION 4.19. Fiir jede beschrinkte offene Teilmenge V. C X,
und jede reelle Zahl T definiert die Inklusion

(414) Cofilog( T(R)\WT,V) C Cofilog(WTJ/)

einen Isomorphismus auf der (p, KX )-Kohomologie mit Koeffizienten
in einer algebraischen Darstellung § von P(R).

BEWEIS. Sei n die Lie-Algebra von Ny, und sei [ = p/n die Lie-
Algebra von £. Wir haben eine Hochschild-Serre-Spektralsequenz

EY? = Hf[K? )(Hg(m)):»Hpjg% ,(T).

Ein Beweis der Existenz der Hochschild-Serre-Spektralsequenz findet
sich zum Beispiel in [Fra98|[Appendix A|. Deshalb reicht es aus, die
analoge Behauptung fiir die n-Kohomologie zu beweisen. Da die einzige
irreduzible Darstellung einer unipotenten algebraischen Gruppe trivi-
al ist, gibt es eine Filtrierung von & durch n-invariante Unterrdume
mit eindimensionalen Filtrierungsquotienten, auf denen n trivial wirkt.
Deshalb geniigt es zu beweisen, dass (4.14) einen Isomorphismus auf
der n-Kohomologie ohne Koeffizienten definiert.

Sei Ny = {0}. Wenn N; definiert ist, sei N;;; das Urbild in Ny des
Zentrums von Np/N;. Alle Untergruppen N; sind zusammenhéngende
algebraische Normalteiler von Ny, und es gibt ein ¢ mit N; = Nyp. Es
geniigt also zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl ¢

(4.15) o tlog (Nt t (RA\Wry) C O 0 (Ni(R)\ W7 y)

einen Isomorphismus auf der n-Kohomologie induziert. Sei n; die Lie-
Algebra und N; die Menge der reellen Punkte von N;. Durch die Anwen-
dung der Hochschild-Serre-Spektralsequenz, und weil n; auf den beiden
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Réumen aus (4.15) trivial wirkt, wird ersichtlich, dass es zu zeigen
reicht, dass (4.15) einen Isomorphismus auf der n;;/n;-Kohomologie
definiert. Es geniigt also zu zeigen, dass fiir jedes ganze ¢ > 0 und fiir
beliebige offene Untergruppen €2 C X; die Behauptung fiir die Inklu-
sion

(4.16) > ttoe TN \Wry) C C2 4 (CNAWT )

patlog patlog

gilt, wobei I" = Np(Q)NQ ist. Dem ist so, weil die Einbettung (4.15) der
direkte Limes der Einbettungen (4.16) iiber alle offene Untergruppen
2 C Ky ist. Sei

(417) % - {f € C’;’filog(FNi\WT’V) |

/ f(np)dn =0 fiir alle p € WTy},
Nit1/(TNNi41)N;

dann ist X ein n; 1 /n;-Untermodul des groferen Unterraums aus (4.16),
der diese Einbettung spaltet. Es reicht zu zeigen, dass die n;q/n;-
Kohomologie von X verschwindet. Sei vy, ..., v, eine orthonormale Ba-
sis von V' = n;1/n;, ausgestattet mit einer euklidischen Norm, die
unter Ad(Xp o) invariant ist. Es reicht zu beweisen, dass A =" 12
einen Automorphismus von X definiert. Das ist so, da A den trivia-
len Endomorphismus der Kohomologie eines beliebigen n; 1 /n;-Moduls
induziert. Im Rest des Beweises wird gezeigt, dass A einen invertierba-
ren Endomorphismus von (4.17) definiert. Damit wird die Proposition
bewiesen sein.

Sei 3 der Raum aller C*°-Funktionen f auf I'V;\Wry die

/ f(np)dn =0

Nip1/(TNNi11)N;

fiir alle p € Wy erfiillen. Wir werden zeigen, dass A einen Automor-
phismus von 3 definiert. Das ist eine einfache Folgerung aus der Theo-
rie der multidimensionalen Fourier-Reihen. Fiir jedes p € Wy besitzt
demnach der Laplace-Operator auf dem Raum der C'°*°-Funktionen mit
verschwindenden Mittelwerten auf dem Torus (p‘lfp N Ni—i—l)Ni\Ni-i-l
eine Inverse, und diese Inverse kann auf f(p-), das eine Funktion auf
diesem Torus ist, angewendet werden. Wir erhalten die Umkehrungs-
formel

(4.18)
A e =- 3

gex*—{0}

1
|Ad(p)€® Jv/x

Dabei wurden folgende Bezeichnungen verwendet: X C V ist das Ur-
bild von (I' N N;41)N;/N; unter der Exponentialabbildung exp : V =
n;1/n; — Ny /N;, die Norm auf V* ist dual zu der Norm aus der
Definition von A, und X* ist das duale Gitter von X, das aus al-
len £ € V* mit £(X) C 2nZ besteht. Das Lebesgue-Mafkauf V' wird

f(exp(n)p) exp(i&(n)) dn.
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mit fV/X dn = 1 normalisiert. Die Konvergenz von (4.18) fiir eine
C*-Funktion mit verschwindendem nulltem Fourier-Koeffizienten ist
wohlbekannt und kann auf dhnliche Weise hergeleitet werden, wie die
Abschétzung, die weiter unten fiir die Behandlung von 3 benutzt wird.
Sei 3’ C 3 der Unterraum aller f € 3, die Ky -endlich sind in Bezug
auf die Wirkung dieser Gruppe durch Translationen von rechts auf 3.
Da in der Definition von A eine Kgp -invariante Metrik auf V' verwen-
det wurde, kommutiert es mit Xy ,. Deshalb kommutiert auch A~!
mit Ky, und lisst 3’ invariant.

Fiir eine ganze Zahl k sei 3, C 3’ der Unterraum aller Funktionen f, die
einer Abschitzung in der Art von (4.8) fiir jedes A € 4(n; 1) geniigen.
Wir behaupten, 3, ist A~!-invariant. Da A und $4(n;;;) kommutieren,
reicht es, (4.8) fiir A~ f im Falle A = 1 zu zeigen. Aus der elementaren
Theorie der Fourier-Reihen folgt, dass der &-te Fourier-Koeffizient in
(4.18) durch

flexp(n)p) exp(i&(n)) dn =

V/X
(—1)' |Ad(p)¢] /V (A expn)p) e i) d

gegeben ist, und (4.18) wird zu

1
DS e [ (@) exp(i () dn.
5@;{0} |Ad(p)=¢* 2 Jv/x
Nach der Definition von Wpy und der Beschrianktheit von V ist die
Menge
{Ad(p)~'|p € Wryv}
der Endomorphismen von n beschrinkt. Deshalb gibt es eine endliche
Konstante C' mit der Eigenschaft, dass die Norm der letzten Summe
C C’
< > e e INCOIE DS Ww)-px+po(p)w1(p)’“,

N;
cex-{0) et cex-{0)

wobei sich die letzte Abschidtzung aus der Anwendung von (4.8) auf
Alf ergibt. Wenn 2/ + 2 > dim(V/) gilt, dann konvergiert die Summe
in den Klammern und wir erhalten

AT F(p)| < C"pagp, (D) ()"

mit einer nur von f abhingigen Konstanten. Das beweist unsere Be-
hauptung, dass 3, A~!-invariant ist.

Sei 3, die Menge aller f € 3 mit Af € 3 fiir alle A € US!(p).
Aus [p, 1] € ngyy folgt USH(p)U(ngy ) = U(ng)USN(p). Zusammen
mit dem Fakt, dass Af € 3, per definitionem $A(nyq)-invariant ist,
beweist dies die $(ny4q)-Invarianz von 3;,;. Wir behaupten, dass 3,
A~Linvariant ist. Dies wird durch vollstindige Induktion bewiesen.
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Dabei ist der Fall | = 0 die im letzten Abschnitt bewiesene Behauptung.
Sei 7 € p, dann folgt wegen [m,ng 1] C gy

A =Ar+ N
mit einem von 7 abhiéngigen N € U=%(n;, ). Es folgt, dass
TA = Al f - ATINALY

Nach Induktionsvoraussetzung und der N-Invarianz von 3y, ldsst der
Operator im Subtrahend auf der rechten Seite 3 ; invariant. Wenn f zu
3k+1 gehort, dann ist der erste Summand nach der Induktionsvoraus-
setzung auch in 3 ;. Da dies fiir alle 7 € p gilt, ist 35,41 A~ '-invariant.
Sei Qi die Menge aller f € 3/, die (4.8) fiir alle A € $(p) erfiillen.
Es gilt Y = (o 3k, Daraus resultiert, dass 9 A~ '-invariant ist.
Die gleiche Behauptung folgt auch fiir X, weil X = (), ., Yx, wenn
Ccx betrachtet wird, und X = oz D, wenn C° betrachtet

px—log px+log
wird. Unsere Behauptung iiber (4.17) folgt daraus. O

Nach der letzten Proposition haben wir

(4.19) >(kp,3<:p,oo) (C;))ii]og(NiP(R)\WT,V) ® QE) =
= Ha’:j{?,oo) (COO

prtlog

(Wry) @ €).

Dieser Isomorphismus erhélt die S-Wirkung, da, wie man einfach sieht,
der erste Raum in (4.14) S-invariant ist. Da n auf diesem Raum trivial
operiert, haben wir

H; (C5%110s Np(R)\Wry) @ €) = Hy(€) otlog (Np(R\\ Wz y).

prtlog patlog

Diesen Isomorphismus gibt es auch auf dem Niveau der kanonischen
Kokettenkomplexe, und Hj (&) spaltet C(€&) auf eine L-dquivariante
Weise, da dieser Kokettenkomplex endlichdimensional ist und £ reduk-
tiv ist. Daher entartet die Hochschild-Serre-Spektralsequenz zu einem
S-aquivariant spaltenden Komplex

(4.20) 7(np,iKrp,oo)( ;iilog(NfP(R)\WT,V) & (’5) =
= @ HZ{[,J@),W)(ngilog(Nw(R)\WT,v) ® Hi(€)).

r=p+q
Zur Berechnung der (I, Ky )-Kohomologie wird die Hochschild-Serre-

Spektralsequenz

(4.21) EY=HP

o) (o0 No(R)\ W) ©F) )

- HZ(QIJ,FJ%T,OO)( s tlog (Ne(R\Wry) @ 5)

verwendet.
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Es reicht, den Fall zu betrachten, bei dem Ap auf § iiber einen alge-
braischen Charakter x wirkt. Sei Ap(R)® die Einszusammenhangskom-
ponente von Ap(R), und sei 8° das Urbild dieser Gruppe unter dem
kanonischen Morphismus 8§ — Ap(Q) — Ap(R).

PROPOSITION 4.20. Es wirke Ay auf § durch einen algebraischen Cha-

rakter x. Dann gibt es einen (m, Ky o )-Modulisomorphismus
(4.22)

HS (O 10, (Np(R)\Wry) © F) = {C > (Np(R)A(R)\W oo v) @ F

0,

wobei der erste Fall genau dann auftritt, wenn:

o O3 10 (Np(R)\Wry) betrachtet wird, und x € fa—\—p.
o O 1 (Np(R)\Wry) betrachtet wird, und x € ¥ — X — p.

Die hohere a-Kohomologie verschwindet.
Der Isomorphismus (4.22) kommutiert mit der Einschriankung auf Wy v
mit T' > T. Daher definiert er einen Isomorphismus von

(4.23) co%rim Hz(Cﬁfﬂog(Ny(R)\an) ® S)
= Hg (CO%im C;iilog(NT<R>\WT,V) ® 8:)

mit der rechten Seite von (4.22). Die Gruppe 8° wirkt auf (4.23) durch
die Multiplikation mat x.

KOROLLAR 4.21. Unter den gleichen Voraussetzungen gibt es einen
kanonischen Isomorphismus

H:;R ( v? 3)

(4.24) HZ(Cgilog(N?(R)\WT’V) ® 8:) = {0

wobei die beiden Fille sich genauso wie in (4.22) unterscheiden. Die
de Rham-Kohomologie wird mit Hilfe des de Rahm-Komplexes beschrdnk-
ter Formen auf der relativ kompakten Teilmenge V von 0pX™ berechnet.
Das gleiche gilt fiir den Kolimes von (4.24) fir T — oo, und die Gruppe
S wirkt auf diesem Kolimes durch die Multiplikation mit x.

BEWEIS. Die Existenz des Isomorphismus (4.24) folgt aus der Tat-
sache, dass

Clmscy ) (CF(Np(R)Ap(R)\Wry) © F)

mit dem de Rham-Komplex auf V' mit Koeffizienten im von § definier-
ten lokalen System identifiziert werden kann.

Die Proposition enthélt bereits die Behauptung iiber die Wirkung von
8, aber es ist noch notwendig, das Gleiche fiir alle Elemente von 8§
zu zeigen. Da ein beliebiges Element aus § sich als das Produkt von
einem Element aus 8° und einem 2-Torsionselement darstellen lisst,
kann s> = 1 angenommen werden. Dann existiert ein Element k aus
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K0, so dass die Bilder von s und £ in L(R) iibereinstimmen und zu
Ap(R) gehoren. Es ist leicht zu sehen, dass k auf § durch die Multi-
plikation mit y(s) wirkt. s wirkt auf (4.11) durch die Multiplikation
von rechts mit der Inversen einer rationalen Approximation von s. Fiir
die folgende Berechung sei diese Wirkung mit R, bezeichnet. Da hier
die Teilmengen des Quotienten L(RR) von P(R) durch Ng(R) betrachtet
werden, stimmen die Pullbacks mit der linken und rechten Multiplika-
tionen mit Elementen aus Ap(R)Np(R) iiberein. Es bezeichne Ly-1 den
Pullback der linken Multiplikation mit k= und €p das Bild von €N p
in m. Dann gelten fiir jedes Element f aus

Cﬁ,jcg),oo) (cohm CttogN2(R\Wr ) @ §) =

jCT,OO

= ((golim G52 10 (No(R)\Wry) & Hom (A"(m/t5), 5) )
die folgenden Gleichungen:

(Rs ® id) f = (L @ idw) f = X(5) (L1 @ [k~ ) f = X(5),

wobei U als eine Abkiirzung fiir Hom(AP(m/€5), §) verwendet wurde.
Die dritte der Gleichungen folgt aus der Definition von Cﬁ’j{fp ) Die

Zweite folgt aus der Tatsache, dass k=1, dessen Projektion auf L(R)
zu Ap(R) gehort, auf m/€p und dessen duferen Potenzen trivial ope-
riert, wihrend es auf § durch yx(s) wirkt. Die Behauptung iiber die
S8-Wirkung folgt. Il

Die Beschreibung von (4.3), die im Theorem enhalten ist, folgt aus dem
klassischen Poincaré-Lemma, dem letzten Korollar, (4.20), (4.19) und
(4.13). Die analoge Behauptung iiber €3 folgt, da €% . der direkte
Limes der Garben €7 . ist. Die Behauptung tiber €° kann genauso
beweisen werden, wobei beachtet werden muss, dass die vorigen Be-
trachtungen mit kleinen Modifikationen auch dann funktionieren, wenn
alle Wachstumsbedingungen fallen gelassen werden. Es bleibt, die Pro-

position 4.20 zu zeigen.

BEWEIS DER PROPOSITION 4.20. Die einfachen Wurzeln aq, . .., «a,
von A bilden eine Basis von a. Sei wq,...,w, die duale Basis von a.
Die Paarung zwischen a und a sei mit (-, -) bezeichnet.

Der Standardkomplex fiir die Berechnung der a—Kohomologle kann mit
dem Koszul-Komplex, der aus den Endomorphismen D; = + {x,w;)
von U = C2° . (Np(R)\Wr ) besteht, identifiziert Werden Der Durch-

schnitt der Kerne dieser Operatoren ist die Menge der Elemente aus
O 1 10g(Np(R)\Wry), die die Form

(4.25) exp(—(x, Hy(9))) f(9)

fir f € C°(Np(R)Ap(R)*\Wr ) haben. Auferdem ist es leicht zu se-
hen, dass die Menge aller f € C°(Ngp(R)Ap(R)°\Wry), fiir die (4.25)
zu C (Np(R)\Wry) gehort, entweder C°(Np(R)Ap(R)\Wry)

patlog
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oder {0} ist, und dass diese beiden Fille sich auf die gleiche Weise
wie die beiden Fille in (4.22) unterscheiden lassen. Es folgt aus (4.10),
dass s € 8% auf (4.25) durch die Multiplikation mit x(s) wirkt.
Die Proposition wird daher bewiesen sein, wenn gezeigt wurde, dass D;
ein Epimorphismus sowohl auf U als auch auf
(4.26) () ker(D;)

jEX
ist, wobei X C {1;...;n} eine i nicht enthaltende Teilmenge ist. Um
dies zu zeigen, wird eine Rechtsinverse explizit angegeben. Es ist not-
wendig, zwei Fille zu unterscheiden. Fall A: (A 4+ x + p,w;) < 0 und
Fall B: (A 4+ x + p,w;) > 0. Wenn (A + x + p,w;) = 0, dann sind wir
im Falle A, falls €77\, betrachtet wird, und im Falle B, falls C7¢ .
betrachtet wird.
Im Fall A ist eine Rechtsinverse R; von D; gegeben durch

(Rof)(9) = / " exp(—{tx,w0))f (g expltws)) d.

Im Fall B ist eine Rechtsinverse R; von D; gegeben durch

(wHp(g)-T
(R.f)(g) = / exp((txwi))f (g exp(—twy) db.

Die Operatoren sind wohldefiniert und erhalten 0. Es ist leicht zu
sehen, dass sie auch (4.26) erhalten und rechtsinvers zu D; sind. O



Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist eine neue Konstruktion der gewichteten
Kohomologie von Kongruenzuntergruppen einer halbeinfachen ein-
fach zusammenhéngenden algebraischen Gruppe §. Die Konstruktion
verwendet einen Abschneidefunktor 7j, in der derivierten Kategorie
Dga,)(S*) der Kategorie der G(Aj)-dquivarianten Garben Shga,)(S™)
auf der adelischen reduktiven Borel-Serre-Kompaktifizierung S* des
Raumes G(Q)\G(A)/K fiir eine maximal kompakte Untergruppe Ko,
von G(R). Zuerst wird die genannte Kompaktifizierung definiert und
untersucht. Anschliefend wird die Kategorie Shg )(S*) behandelt.
Um T}, definieren zu konnen, werden zu einem Gewicht M, das ein Sy-
stem endlicher Mengen von Charakteren von Tori ist, Unterkategorien
Dga;)(S*)m von Dga,)(S*) definiert und die Existenz des Abschneide-
funktors als eines zum Inklusionsfunktor rechtsadjungierten Funktors
gezeigt.

Aus einer Verschwindungsaussage fiir Tj; und aus den Ergebnissen
der Berechnung der lokalen gewichteten de Rham-Kohomologie wird
schliefslich gefolgert, dass sich diese als die Kohomologie des Bildes des
nicht gewichteten de Rham-Komplexes unter dem Abschneidefunktor
Ty darstellen lasst.
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