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Einleitung

Die vorliegende Arbeit lisst sich inhaltlich grob in drei Teile unterteilen, von denen einer
rein algebraischer Natur ist und die anderen beiden Fragestellungen aus der Homotopie-
theorie behandeln, fiir die Ergebnisse aus dem algebraischen Teil verwendet werden.

Die urspriingliche Motivation war die Frage nach kommutativen Multiplikationen auf
Moore-Spektren. Anders als in der Algebra gibt es in der stabilen Homotopietheorie
verschiedene Moglichkeiten, den Begriff der kommutativen Multiplikation auf Spektren
zu formulieren. Zunéchst ldsst sich die stabile Homotopiekategorie durch ihr symme-
trisch monoidales Smash-Produkt als Verallgemeinerung von algebraischen Kategorien
auffassen: Es handelt sich um eine additive Kategorie wie die Kategorie der abelschen
Gruppen oder Moduln iiber einem Ring, und die Monoide in dieser Kategorie entsprechen
den Ringen oder Algebren der klassischen Algebra. Mit Hilfe des Eilenberg-Mac-Lane-
Funktors wird die Kategorie der abelschen Gruppen bzw. Ringe in die Kategorie dieser
Spektren bzw. Ringspektren eingebettet. In der einfachsten Version hat ein solches Ring-
spektrum demnach eine kommutative Multiplikation, wenn es ein kommutatives Monoid
in der stabilen Homotopiekategorie ist.

Die Smash-Produkte, die in den letzten Jahren auf unterliegenden Modellen fiir die
stabile Homotopiekategorie konstruiert wurden, liefern nun allerdings eine feinere Version
von Kommutativitit; in dieser ist ein Ringspektrum kommutativ, wenn es bereits in einer
Modellkategorie von Spektren, etwa in symmetrischen oder orthogonalen Spektren, eine
Struktur als kommutatives Monoid trigt.

Ein #lterer, aber in einem geeigneten Sinne #quivalenter Begriff zu dieser Art von
kommutativer Multiplikation ist der des E.-Spektrums, der als Kommutativitat bis
auf Homotopie, aber mit allen hoheren Kohérenzen aufgefasst werden kann. Formuliert
man die gleichen Bedingungen in der stabilen Homotopiekategorie anstatt in einem der
Modelle, so erhélt man den schwécheren Begriff des Hoo-Spektrums, der sich, wie wir
sehen werden, gut fiir die Beschreibung mit rein algebraischen Mitteln eignet. Jedes
solche Spektrum wird zu einem Monoid in der stabilen Homotopiekategorie, die Ho-
Bedingung liegt also zwischen den beiden bereits genannten Begriffen.

Die Frage, warum man sich fiir kommutativen Multiplikationen ausgerechnet auf
Moore-Spektren interessiert, ldsst sich auf zwei Arten beantworten. Einerseits kénnen
wir fiir diese Spektren die gerade angesprochene algebraische Modellierung durchfiih-
ren, andererseits kann man die Frage in diesem Fall auch aus einer anderen Perspektive
betrachten.

Genau wie man sich in der kommutativen Algebra fragt, welche k-Algebren fiir einen
kommutativen Ring k aus einem kommutativen Ring R als Skalarerweiterung R ® k
konstruiert werden kénnen, kann man sich fragen, welche kommutativen Ringe K zum
universellen Ringspektrum, dem Sphérenspektrum .S, ,absteigen“, also aus einem kom-
mutativen Ringspektrum R durch ,Skalarerweiterung“ entlang des Morphismus S —
Z entstehen. Den klassischen Ringen werden hier mit Hilfe des Eilenberg-Mac-Lane-
Funktors H Ringspektren zugeordnet. Fiir das Ringspektrum R folgt aus der Bedingung



RANHZ = HK, dass es das Moore-Spektrum zu K sein muss. Per Definition haben
Moore-Spektren némlich die Eigenschaft, dass ihre Homologie in Grad 0 konzentriert
ist. Das Moore-Spektrum mit Homologie K werden wir mit SK bezeichnen.

Fiir bestimmte Moore-Spektren ist bereits bekannt, welche Arten von Multiplikatio-
nen nicht existieren kénnen. Im Fall des Moore-Spektrums S(Z/pZ) fiir eine beliebige
Primzahl p findet man eine Begriindung dafiir, dass es nicht einmal eine assoziative (also
Aso-)Multiplikation gibt, etwa in [Ang06, Ex. 3.3]. Den Fall von Ringen mit additiver
Torsion werden wir hier also nicht betrachten.

Umgekehrt léasst sich fiir Zahlringe, also die Ganzheitsringe endlicher Erweiterungen
von Q, mit Hilfe einer Hindernistheorie ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz
einer Eo-Multiplikation angeben: Sobald man alle verzweigten Primzahlen invertiert,
verschwinden die betreffenden Hindernisgruppen in I'-Kohomologie [RW02] und es gibt
auf dem Moore-Spektrum eine E.-Multiplikation.

Eine explizite Konstruktion einer solchen Multiplikation wird von Schwénzl, Vogt und
Waldhausen im Fall der Adjunktion von Einheitswurzeln angegeben [SVW99]: Dafiir
nutzt man aus, dass sich die Quotientenbildung hier durch Bilden eines , Gruppen-
rings® und Lokalisierung ersetzen liasst. Dass auf den Gauf3’schen Zahlen keine Fo-
Multiplikation existieren kann, wird in der gleichen Arbeit mit Hilfe von topologischer
Hochschild-Homologie gezeigt.

Unser erstes Ziel wird es sein, notwendige Kriterien fiir die Existenz kommutativer
Multiplikationen (E., oder H.,) anzugeben, die moglichst rein algebraisch formuliert
werden konnen. Einen Hinweis, dass eine solche Beschreibung moglich ist, erhélt man
aus der unter dem Namen ,Segal-Vermutung“ bekannten Aussage, deren Beweis in ei-
nem Artikel von G. Carlsson aus dem Jahr 1984 vollendet wurde: Dieser Satz stellt
einen Zusammenhang her zwischen der stabilen Cohomotopie von klassifizierenden Réu-
men einer endlichen Gruppe und dem Burnsidering der Gruppe. Genauer existiert ein
Isomorphismus

(BGy) = AG)
zu der Vervollsténdigung des Burnsiderings am Augmentationsideal.

Unter giinstigen Voraussetzungen an den Ring K, dessen Moore-Spektrum wir mit
einer kommutativen Multiplikation versehen mochten, kénnen wir mit Hilfe dieses Re-
sultats nicht nur die stabile Cohomotopie

(Bt ) 2 [EX,y As, S, ]

mit rein algebraischen Mitteln ausdriicken, sondern auch die S K-Kohomologie von BYS,,.

Diese Beobachtungen fithren zu der Definition der algebraischen Struktur in Teil [2}
Diese Zusatzstruktur auf dem Ring K besteht in erster Ndherung aus einem Ringhomo-
morphismus von K in einen Ring, der mit Hilfe von vervollstdndigten Burnsideringen
aller symmetrischen Gruppen gebildet wird, zusammen mit einer weiteren Bedingung.



Da klassifizierende Ridume endlicher Gruppen, also dquivariante Strukturen, in der De-
finition der Ho.-Multiplikationen eine Rolle spielen und da Kommutativitét eine Vertrag-
lichkeit mit der Operation symmetrischer Gruppen ausdriickt, ist es nicht {iberraschend,
dass die beste Formulierung der algebraischen Bedingungen eine dquivariante ist. In die-
ser Darstellung wird aus dem Ringhomomorphismus eine Abbildung von ,dquivarianten
Ringen“, genauer von Green-Funktoren. An Stelle einer Abbildung auf K = [S,SK]
erhélt man fiir jede endliche Gruppe G eine Abbildung aus [BG4, SK], die mit der
Struktur, die man durch Variieren der Gruppe G erhilt, kompatibel ist.

Durch Verallgemeinerung ergeben sich algebraische Bedingungen auf Green-Funktoren,
die sich in Form einer Coalgebrastruktur iiber einem Cotripel formulieren lassen. In
giinstigen Féllen lassen sich solche Bedingungen aber wieder auf die Kategorie der Rin-
ge zuriickfithren. Aus diesem Grund treffen wir am Ende von Kapitel [4] auf einen alten
Bekannten: Einsetzen des Darstellungsring-Funktors macht aus unser Bedingung die Zu-
satzeigenschaft von kommutativen Ringen, die als A\-Ringstruktur bekannt ist.

Im Fall derjenigen Kohomologietheorien SK, fiir die wir die Kohomologie der klas-
sifizierenden Raume auf einfache Weise algebraisch beschreiben kénnen, wenn also der
Ring K als abelsche Gruppe frei ist, liefert die algebraische Zusatzstruktur nicht nur
eine notwendige, sondern sogar eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer H .-
Struktur.

Zum Beweis der bereits erwihnten Segal-Vermutung, die beim Ubergang von der To-
pologie zur Algebra eine Rolle spielt, fithrte letztendlich eine Formulierung der Aussage
mit den Mitteln der dquivarianten stabilen Homotopietheorie. Das allgemeine Resultat
sollte also besser formuliert werden als Isomorphismus

7 (BG.y) = n(S°)

zwischen der stabilen Cohomotopie von BG und der G-dquivarianten stabilen Coho-
motopie des Sphirenspektrums nach Vervollstindigung am Augmentationsideal, also an
ker(Res{ : 72(S%) — 7%(G4)). Mit anderen Worten: Die Vervollstéindigung tritt auf,
sobald man in der dquivarianten Theorie von SY zu EG, iibergeht, oder auch zur nicht-
dquivarianten Formulierung mit dem klassifizierenden Raum BG.. .

Das legt den Verdacht nahe, dass es sich in manchen Féllen bei der n-fachen H.-
Multiplikation p, € [EX,+As, X\, X] eigentlich“ um das Abbild einer wirklichen &qui-
varianten Multiplikation, also eines Morphismus in einer Kategorie von X,,-dquivarianten
Spektren, wie sie in der dquivarianten stabilen Homotopietheorie untersucht werden,
handeln kénnte.

In Kapitel |§| wird, motiviert durch diese Uberlegungen, ein neuer Begriff einer kom-
mutativen Multiplikation auf den hier betrachteten Moore-Spektren eingefiihrt, der die
n-fache Multiplikation als Morphismus in der Homotopiekategorie von ¥,,-dquivarianten
Spektren auffasst.

Durch das Verschwinden der Vervollstindigung erhalten wir an Stelle der algebrai-
schen Bedingungen fiir die Existenz einer H,-Struktur nun einfachere Bedingungen: Als



ein Resultat sei schon einmal vorweggenommen, dass sich fiir die Klasse der Ringe, die als
abelsche Gruppen frei sind, ergibt, dass eine solche echt dquivariant-kommutative Mul-
tiplikation auf dem Moore-Spektrum gleichbedeutend mit der Existenz einer A-Struktur
auf dem zugehorigen Ring ist. Die zugehorige Aquivalenz von Kategorien wird am Ende
von Kapitel [f] beschrieben.

Auf der algebraischen Seite sind A-Ringe bereits griindlich untersucht worden. Fiir
die ,,vervollstindigte“ Version, die sich beim Studium der H..-Multiplikationen ergibt,
iibertragen wir im letzten Teil einige Eigenschaften, die man von A-Ringen kennt. So for-
mulieren wir zunéichst, wie die Adams-Operationen in dieser Beschreibung aussehen, um
eine ,vollstindige” Version davon definieren zu kénnen. Im Fall von Zahlringen sieht man
mit Hilfe dieser Adams-Operationen fiir beide Arten von Multiplikationen, dass das zuge-
horige Moore-Spektrum vor dem Invertieren der verzweigten Primzahlen nicht mit einer
solchen kommutativen Multiplikation versehen werden kann. Daraus ergibt sich insbeson-
dere, dass es tatsichlich nur einen Zahlring gibt, dessen zugeordnetes Moore-Spektrum
eine Hoo-Struktur (oder die entsprechende dquivariante Version) besitzt, ndmlich den
Ring Z mit dem Moore-Spektrum SZ = S.

Aufgebaut ist der vorliegende Text wie folgt: Im ersten Abschnitt werden einige Ei-
genschaften von dquivarianten Moduln und Algebren, also von Mackey- und Green-
Funktoren, wiederholt. Im zweiten Teil wird die oben angedeutete algebraische Struktur
auf Green-Funktoren eingefiithrt und ihr Zusammenhang mit A\-Ringen beschrieben. Das
dritte Kapitel dient der Vorbereitung auf den topologischen Teil der Arbeit und stellt
einige der dort benottigten Hilfsmittel zusammen.

Im vierten Teil begeben wir uns dann auf die Suche nach H.,-Multiplikationen. Fiir
bestimmte Moore-Spektren liefert die algebraische Struktur aus Teil [2] nicht nur ein
notwendiges, sondern sogar ein hinreichendes algebraisches Kriterium fiir die Existenz
einer solchen Multiplikation.

Das fiinfte Kapitel ist als Vorbereitung auf die Variante im darauffolgenden sechsten
Teil gedacht. Hier wird eine Version einer ,kommutativen Multiplikation bis auf Ho-
motopie” eingefiihrt, die in dquivarianten Spektren lebt und mit der wir die gleichen
Untersuchungen anstellen kénnen wie mit Ho,-Spektren.

Durch die topologischen Ergebnisse motiviert, kniipfen wir im siebten Kapitel noch
einmal an den algebraischen Teil an. Aus den Kriterien in Kapitel [] und [6] werden
hier besser handhabbare Bedingungen gewonnen. Wir leiten aus unserer Definition von
A-Ringen die Adams-Operationen her und formulieren mit deren Hilfe algebraische Kri-
terien, die fiir die Existenz der hier untersuchten kommutativen Multiplikationen erfiillt
sein miissen.



1. Mackey-Funktoren und Green-Funktoren

Mackey- und Green-Funktoren sind dquivariante Versionen von abelschen Gruppen (oder
Moduln) und Ringen (oder Algebren). Als Beispiel ist es hilfreich, sich Darstellungsringe
endlicher Gruppen vorzustellen; einige ihrer Eigenschaften werden durch diese Begriffe
modelliert. Die Definitionen gehen zuriick auf A. Dress [Dre86] und den Namensgeber
fiir die multiplikative Variante [Gre71].

Definition 1.1. Ein Mackey-Funktor fiir die endliche Gruppe G ist ein Bifunktor M
von der Kategorie der Untergruppen von G mit Inklusionen als Morphismen in die Ka-
tegorie Ab der abelschen Gruppen. Der covariante Teil wird mit ,,Ind“ fiir Induktion, der
contravariante Teil mit ,Res* fiir Restriktion bezeichnet; auf Objekten stimmen beide
tiberein. Die Gruppe G operiert durch Konjugation auf der Menge der Untergruppen,
und wir fordern zusétzlich fiir jede Untergruppe H von G natiirliche Transformationen
Co: M(H) — M(cHo™ 1Y), sodass cyor = cocy fiir alle 0, 0" € G. Falls 0 € H, soll ¢, = id
auf M(H) gelten.

Das letzte Axiom ist die Giiltigkeit der Doppelnebenklassenformel: Fiir alle Unter-
gruppen H, K C ¥ von G ist

Resy Indy, = Z Indl[gmHU_l Co Resf_leH .
[0]eK\S/H

Das Element o durchlduft dabei ein Reprisentantensystem der Doppelnebenklassen
KoH in X.

Definition 1.2. Ein Green-Funktor ist ein Mackey-Funktor F', fiir den die Gruppen
F(H) jeweils eine Struktur als kommutativer Ring mit 1 besitzen, sodass die Restriktions-
und Konjugationsabbildungen Ringhomomorphismen werden und sodass fiir Untergrup-
pen K C H von G alle Elemente a € F(K),b € F'(H) die Gleichung

Ind? (a - Rest b) = Ind¥(a) - b (Frobenius-Reziprozitit)
erfiillen.

Bemerkung 1.3. Die letzte Bedingung ldsst sich so verstehen, dass Indf ein F(H)-
Modulhomomorphismus wird, wenn F(K) via Resi als F(H)-Modul aufgefasst wird.
Mit der passenden Konstruktion eines monoidalen Produkts auf Mackey-Funktoren koén-
nen Green-Funktoren auch als Monoide in dieser Kategorie definiert werden.

Alternativ kénnen Mackey- und Green-Funktoren statt auf Untergruppen von G auch
auf endlichen G-Mengen definiert werden [Bou97]. Von einem Green-Funktor M’ in dieser
Darstellung wird dann verlangt, dass es fiir je zwei G-Mengen X und Y eine Abbildung
M'(X)x M'(Y) — M'(X x Y) gibt. Die Aquivalenz der beiden Kategorien erhilt man
mit Hilfe der Festsetzung

M'(G/H) = M(H).



1. Mackey-Funktoren und Green-Funktoren

Die Abbildung M'(X) x M'(Y) — M'(X x Y') erhilt man durch

M'(G/H) x M'(G/K) — M'(G/H x G/K) = @ M'(G/(H N °K))
o]

aus der Doppelnebenklassenformel.

Die Doppelnebenklassenformel nimmt dann eine etwas einfachere Form an [Web00),
Lemma 2.1]: Falls

P-4

o
P
B—C

ein Pullback-Quadrat von G-Mengen ist, fordert man in dieser Formulierung die Bezie-
hung ®*V, = 1,¢*, wobei ®* und ¢* fiir die zugehorigen Restriktionen und V¥, sowie
i, fiir die Induktionsabbildungen stehen.

1.1. Beispiele fiir Green-Funktoren

Ein triviales Beispiel ist der konstante Mackey- bzw. Green-Funktor, der jeder Gruppe
denselben Modul bzw. Ring zuordnet, wobei alle Restriktions- und Konjugationsmorphis-
men Identitéiten sind und Induktion jeweils Multiplikation mit dem Index der kleineren
Gruppe in der groferen ist.

Beispiel 1.4. Ein typisches Beispiel fiir einen Green-Funktor ist der Darstellungsring-
Funktor: Endlichdimensionale Darstellungen einer Gruppe G iiber einem Koérper kénnen
addiert bzw. multipliziert werden, indem man die direkte Summe bzw. das Tensorpro-
dukt der Vektorrdume bildet. Der Darstellungsring R(G) ist die Grothendieck-Gruppe
der Isomorphieklassen solcher Darstellungen. Wir werden als Grundkorper den Korper
C der komplexen Zahlen verwenden. Durch Einschrinken der Gruppenoperation auf Un-
tergruppen und Induzieren von Darstellungen sowie Konjugieren mit Elementen aus G
erhélt man die Strukturabbildungen.

AuBer dem Darstellungsring ist das fiir uns wichtigste Beispiel der Burnsidering-
Funktor, der mit Hilfe von G-Mengen an Stelle von G-Darstellungen gebildet wird:

Beispiel 1.5. Der Burnsidering A(G) einer endlichen Gruppe G ist die Grothendieck-
Gruppe des Semirings der G-Isomorphieklassen endlicher G-Mengen, wobei Addition
durch disjunkte Vereinigung und Multiplikation durch cartesisches Produkt gegeben ist.
Fiir eine Untergruppe H in G ist die Restriktionsabbildung auf G-Mengen durch Ein-
schrinkung der G-Operation auf die Untergruppe H definiert. Die Induktion ist auf
H-Mengen X durch X — G xg X gegeben.

Bemerkung 1.6. Der Burnsidering A(G) lisst sich als Ring in ein Produkt von Kopien
der ganzen Zahlen einbetten: Auf G-Mengen X wird diese Einbettung A(G) — [[i5Z
definiert durch

X = (X",
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1.1. Beispiele fiir Green-Funktoren

wobei [H] die Konjugationsklassen von Untergruppen von G durchliuft und |X| fiir
die Anzahl der Elemente der Fixpunktmenge steht. Die Elemente, die im Bild dieser Ab-
bildung liegen, kénnen durch die sogenannten Burnsideringkongruenzen [Die87, IV.5.7]
charakterisiert werden.

Ein Morphismus von Mackey- bzw. Green-Funktoren ist ein Morphismus von Bifunk-
toren, der auBlerdem mit den Konjugationsabbildungen vertauscht. Ein Beispiel ist die
Abbildung

A(G) = R(G)
X — C{X}

von Green-Funktoren, die jeder G-Menge X den Vektorraum mit Basis X zuordnet:
Diese Abbildung ist vertréglich mit Induktions- und Restriktionsabbildungen sowie mit
Multiplikation und Konjugation.

Die Restriktionsabbildungen Resf bezeichnen wir in beiden Beispielen als Augmenta-
tion. Die explizite Beschreibung auf G-Mengen bzw. G-Darstellungen ist gegeben durch

AG)—Z q R(G) > Z
un
X — | X]| V= dim(V).

Sowohl F' = A als auch F' = R sind Beispiele fiir Green-Funktoren, die sogar auf allen
endlichen Gruppen definiert sind. Restriktionsabbildungen gibt es in diesen Beispielen
nicht nur fiir Untergruppen: Fiir jeden Gruppenhomomorphismus H — G lésst sich aus
einer G-Operation auf einer Menge oder einem Vektorraum eine H-Operation gewinnen.

Im Fall F = R und F = A haben wir fiir zwei Gruppen H; und H> jeweils einen
Ringhomomorphismus

F(H1)®F(H2) —>F(H1 X Hg) (1)

der sich auch als Zusammensetzung der ,Restriktionsabbildungen® entlang der Projek-
tionen Hy x Hy — Hj und Hy x Hy — Hj mit der Multiplikation in F'(H; x Hy) auffassen
ldsst. Fiir den Darstellungsring ist diese Abbildung sogar ein Isomorphismus.

Die Abbildung ist vertrdglich mit der Green-Funktor-Struktur: Fiir jede Inklusion
H, C Hj von Untergruppen von G erhalten wir auch eine Inklusion Hy x Hy C H{ X Ha,
und die zugehorigen Restriktionsabbildungen vertauschen mit dem Ringhomomorphis-
mus. Das gleiche gilt fiir Induktion. Konjugieren mit einem Element aus G vertrigt
sich ebenfalls mit dieser Abbildung, und die Kompatibilitdt gilt natiirlich auch fiir die
entsprechenden drei Operationen auf dem zweiten Faktor.

Wir werden in den folgenden Kapiteln hiufig Kategorien von Green-Funktoren be-
trachten, die auf einer bestimmten Klasse von Gruppen und deren Untergruppen defi-
niert sind und die auflerdem die Zusatzeigenschaft haben.
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1. Mackey-Funktoren und Green-Funktoren

1.2. Der Burnsidering als initiales Objekt

Der Burnsidering spielt als dquivarianter Ring die gleiche Rolle wie der Ring Z der ganzen
Zahlen im nichtaquivarianten Kontext.

Satz 1.7. Der Burnsidering-Funktor A ist das initiale Objekt in der Kategorie der
Green-Funktoren.

Beweis. Additiv wird A(G) von den G-Mengen der Form G/H fiir alle Untergruppen
H erzeugt. Diese Mengen sind aber genau von der Form Ind$(1). Damit ist eine mit
Induktion und der Gruppenstruktur vertréigliche Abbildung von A in einen beliebigen
Green-Funktor F' schon festgelegt durch die Bilder der 1 in den verschiedenen Ringen.
Da 1l e A(H) auf 1 € F(H) abgebildet wird, ist die Abbildung eindeutig.

Es bleibt nur zu zeigen, dass die Abbildung ¢, die durch diese Festlegungen gegeben
ist, wirklich immer ein Morphismus von Green-Funktoren ist.

Fiir die Multiplikativitit vergleichen wir o(G/H x G/K) mit Hilfe der Doppelneben-
klassenformel mit o(G/H) x ¢(G/K) und rechnen die Aussage nach. Die Vertréglichkeit
mit Restriktion und Konjugation lisst sich ebenfalls auf den Mengen der Form Ind% (1)
leicht priifen. Die Vertriiglichkeit mit Induktion folgt direkt aus der Definition von ¢ und
Transitivitdt der Induktion. O

Nachdem in diesem Abschnitt die wesentlichen Eigenschaften von Mackey- und Green-
Funktoren und der beiden Standardbeispiele A und R wiederholt wurden, kénnen wir
im néchsten Teil Zusatzeigenschaften auf solchen Objekten definieren.
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2. Aquivariante Wittvektoren

In diesem Kapitel wird die grundlegende algebraische Struktur eingefiihrt, die wir in den
folgenden Teilen als Hilfsmittel fiir die Untersuchung von Potenzen und Multiplikationen
einsetzen moéchten. Wie in der Uberschrift bereits angedeutet, wird sich herausstellen,
dass sie sich als dquivariante Verallgemeinerung eines aus der Algebra und Topologie be-
reits gut bekannten Funktors auffassen lidsst. Nach der Definition in Abschnitt [2.2] weisen
wir zunéchst die Ringstruktur und dann Green-Funktor- sowie Cotripeleigenschaften der
Konstruktion nach und wenden uns dann den Beispielen und Vergleichen zu.

Die grundlegende Idee lésst sich sehr einfach motivieren: Falls X ein Objekt ist, des-
sen Potenzen wir bilden konnen (also zum Beispiel eine Menge, ein Vektorraum, ein
Vektorraumbiindel), erhélt die n-te Potenz von X typischerweise eine Operation der
symmetrischen Gruppe ¥, und es gibt ,,Potenzgesetze* der Form

> X' x X7 = X" (mit einer Operation von ¥; x X;)
> (X*)7 = XM (mit einer Operation des Kranzprodukts von ) und ¥;).

Das Kranzprodukt einer Gruppe G' mit der symmetrischen Gruppe XJ; stellt man sich
am besten als diejenige Gruppe vor, die in natiirlicher Weise auf X7 operiert, wenn X
bereits eine G-Operation besitzt.

Diese Beobachtung lésst sich etwa im Fall von Vektorrdumen so prézisieren, dass die
Tensorpotenzen eines Raums V eine Folge

(V¥ € [ R(Z0)

bestimmen, die fiir alle i, j, k € N die Eigenschaften
> VO ©V® = Resy! [ (VEOHD))

> (VORI = Resy/hy, | (VEIH)

besitzt, wobei wir das Kranzprodukt als ¥;(¥j) notieren.

Verfolgt man diese Idee weiter, so ergibt sich auf natiirliche Weise ein Cotripel 3 von
dquivarianten Ringen, und die hier beschriebene Beobachtung entspricht der Tatsache,
dass der Darstellungsring eine »-Coalgebra wird.

Da sich A-Ringstrukturen h&ufig durch Potenzbildung ergeben, iiberrascht es nicht,
dass sich diese als Spezialfall unserer viel allgemeineren Konstruktion ergeben. Trotz
oder vielleicht gerade wegen der erstaunlichen Einfachheit der Idee kann diese Sichtweise
als konzeptionelles Hilfsmittel benutzt werden, um zu verstehen, warum man in man-
chen Situationen A-Ringe erhilt, in anderen, auf den ersten Blick vergleichbaren Féllen
dagegen nicht, und welche algebraische Struktur stattdessen vorliegt.
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2. Aquivariante Wittvektoren

2.1. Notation und Vereinbarungen

Wir betrachten in den folgenden Abschnitten die Kategorie ¢ der Green-Funktoren, die
wie der Darstellungsring-Funktor auf allen endlichen Gruppen definiert sind; im Hinblick
auf die Definitionen aus Abschnitt [1I] verstehen wir darunter genauer die Untergruppen
aller symmetrischen Gruppen, die wir auch als Permutationsgruppen bezeichnen. Aufler-
dem setzen wir Eigenschaft aus Abschnitt [1| voraus, fiir jeden Green-Funktor F' € ¢
sind also Ringhomomorphismen

F(G)® F(H) — F(G x H)

fiir alle G, H vorgegeben, die mit Restriktions-, Induktions- und Konjugationsabbildun-
gen kompatibel sind. Falls G eine Untergruppe von X, ist und H eine Untergruppe von
Y, wird das Produkt G x H als Untergruppe von X,,., aufgefasst. Fiir X € F(G),
Y € F(H) bezeichnen wir das Bild von X ® Y in F(G x H) wieder mit X ® Y.

Bemerkung 2.1. An Stelle der Definition von Green-Funktoren aus Abschnitt [1] ver-
wenden wir hier eigentlich eine Version von ,,globalen“ Mackey- und Green-Funktoren
[Web00), §8]. Spétestens in Abschnitt @Wird aber deutlich, dass es sinnvoll sein kann, sich
fiir jede Gruppe eine zugehorige symmetrische Gruppe zu merken, als deren Untergruppe
sie aufgefasst werden soll.

Mit Ringen sind immer kommutativen Ringe mit 1 gemeint. Mit % bezeichnen wir die
zugehorige Kategorie, K steht fiir einen Ring aus £, G fiir eine endliche Gruppe, und
das Kranzprodukt von G mit der symmetrischen Gruppe ¥, wird als X, (G) notiert. Das
Symbol R steht fiir den Darstellungsring-Funktor. Als Grundkoérper verwenden wir den
Korper C der komplexen Zahlen. Da wir in erster Linie Darstellungsringe von symme-
trischen Gruppen und deren Kranzprodukten verwenden, erhalten wir zum Beispiel fiir
R oder Q aber das gleiche Ergebnis [JK&1| 4.4.9].

Falls G eine Untergruppe von Y ist, fassen wir das Kranzprodukt ¥, (G) als Unter-
gruppe von Y, auf. Eine kanonische Inklusion ¥, (X;) — X, ergibt sich, indem man
Yk als Automorphismengruppe von k = {1,..., k} auffasst und die beiden Gruppen in
natiirlicher Weise auf der n-fachen disjunkten Vereinigung

KITKIT-- Ik {1,... k}II{k+1,... 2k} IT--- = {1,... ,nk}

operieren lésst. Sobald fiir eine Gruppe S eine Einbettung als Untergruppe einer symme-
trischen Gruppe 3, gewahlt wird, lasst sich etwas allgemeiner auch das Kranzprodukt
S(G) bilden.

2.2. Ein Endofunktor auf der Kategorie der Green-Funktoren

Zunéchst ist es hilfreich, sich an die Definition der Hopfalgebra Sym der symmetrischen
Funktionen zu erinnern; einen Uberblick bietet Anhangoder [Haz03, §2]. Als abelsche
Gruppe ist sie definiert als direkte Summe iiber die Darstellungsringe der symmetrischen
Gruppen:

Sym = @ R(%,)

n>0

14



2.2. FEin Endofunktor auf der Kategorie der Green-Funktoren

Multipliziert wird mit Hilfe des sogenannten Induktionsprodukts: Fiir X € R(%,,) und
Y € R(%,) setzt man
XY =Ind™% (X Q).

Wir ersetzen nun den Darstellungsring-Funktor durch einen beliebigen Green-Funktor
F € ¢ und die direkte Summe durch ein Produkt; mit dem einleitenden Beispiel im
Hinterkopf wird das Ziel sein, eine Addition und eine Multiplikation so zu definieren,
dass die Potenzbildung zu einem Ringhomomorphismus wird. Da die Potenzen eines G-
Objekts eine Operation von ¥, (G) erhalten sollen, werden aulerdem die symmetrischen
Gruppen gegen diese etwas allgemeineren Kranzprodukte ausgetauscht.

Im Produkt -
[[FrEiG
§=0

definieren wir nun fiir zwei Elemente (X;) und (Y}) die Verkniipfung H durch

(G)
(XBY); = Z Indz“(c)xzm(c) (Xj1 ®Y,).

Jitje=J

Lemma 2.2. Das Produkt [[[2, F'(¥;(G)) wird zu einem Ring durch komponentenweise
Addition und B als Multiplikation: Die Multiplikation ist assoziativ und distributiv iber
der Addition.

Beweis. Die Assoziativitat und Distributivitdt der Verkniipfung ,H* lassen sich leicht
nachrechnen: Fiir X, Y, Z € [[[Z, F(X;(G)) gilt

(XBY)BZ),= Y Indy"¢) (XBY),® 2

E(G)x£1(G)
k+l=n
= > Ay (G e Y A G (X @) @ Z
k+l=n z+] k
_ £ (G)
= 2 Idgigis e Xi @i @2
i+j+l=n

= (XB (Y B2))n.

Genauso leicht sieht man, dass die Distributivitiat aus der entsprechenden Eigenschaft
der Ringe F (X, (G)) folgt. O

Definition 2.3. Wir nennen ein Element (X;) € [[;Z, F(3;(G)) exponentiell, wenn fiir
alle 7 und alle Zerlegungen j = j; + j2 gilt, dass

5(G)

]I_{GSEJ‘1 (G)x3;, (G) (XJ) = le X XjQ.

Wir schreiben als Abkiirzung HeF (3,(G)) fiir die exponentiellen Elemente in diesem
Produkt.
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2. Aquivariante Wittvektoren

Bemerkung 2.4. Fiir die Definition von H bendttigen wir schon die Eigenschaft aus
Abschnitt [T}, die wir in der Kategorie ¢ voraussetzen. Die Bedingung aus Definition
erinnert an die definierende Eigenschaft von gruppenartigen Elemente in der Hopfalgebra
Sym. Vor dem Ubergang von der direkten Summe zum Produkt gibt es dort allerdings
keine nichttrivialen gruppenartigen Elemente.

2.2.1. Potenzieren als Ringhomomorphismus

Auf der Teilmenge der exponentiellen Elemente von [[>° , F(X,(G)) wéhlen wir neue
Verkniipfungen, indem komponentenweise multipliziert wird und die oben definierte Ver-
kniipfung H als Addition dient.

Satz 2.5. Die Menge HGF(EH(G» wird durch diese Verknipfungen zu einem kommu-

n
tativen Ring.

Beweis. Dass die exponentiellen Elemente eine abelsche Gruppe beziiglich H bilden,
sieht man im Fall /' = R und G = 1 durch Einschréinkung auf die endlichen Teilproduk-
te ]_[7]:[:1 R(%,(G)), denn fiir den Ring Sym der symmetrischen Funktionen und seine
Quotienten folgt diese Aussage aus der Hopfalgebra-Eigenschaft. Wir iibertragen den
Beweis hier noch einmal auf unseren allgemeineren Fall:

Zunéchst folgt aus der Doppelnebenklassenformel in @ F'(3,,), dass fiir zwei exponen-
tielle Folgen X = (X,,), Y = (Y,,) in der n-ten Komponente gilt:

D Resgin (XBY)u= > Resgly Y Indg, s (Xp @ V)

i+j=n i+j=n k+l=n
SatsXZe Sate by
= Z Indzaibszxgszd(Reszaizc (Xatc) ® Resy L5, (Yora))
a+b+ct+d=n
g X
= Z Ind* s, (Xo ® Yp) ® Indy 15 (Xe ® Ya)
a+b+ct+d=n
= > (XBY);®((XBY); € P F(Zix %)
i+j=n it+j=n

Durch Vergleich der Summanden in F'(¥; x3;) sieht man, dass XHY wieder exponentiell
ist. Das Inverse beziiglich H bestimmt man schrittweise in den einzelnen Komponenten;
mit Hilfe der Doppelnebenklassenformel rechnet man nach, dass es ebenfalls in der Teil-
menge der exponentiellen Elemente liegt.

Da die Restriktionen Ringhomomorphismen sind, ist diese Teilmenge abgeschlossen
unter komponentenweiser Multiplikation.

Als letztes rechnen wir noch die Distributivitét nach: Seien X = (X,,), Y = (Y,,) und
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2.2. FEin Endofunktor auf der Kategorie der Green-Funktoren

Z = (Zy) drei Elemente aus [[,2, F(2,(G)). Fiir alle n € N ist dann

(XBY):Z)n= > Indyly, (X @) © Zn

i+j=n

_ Yn . . n

— Z Indzixzj (X;i®Y; ® Resg? s Zn,)
i+j=n

= ) Indiry (Xi @Y © Z @ Z))
i+j=n

= Z Indgszj((X Z)i@ (Y - Z);)
i+j=n

= (X-ZBY - 2),.

2.2.2. Nachweis der Green-Funktor-Eigenschaft

Als néichste Eigenschaft soll untersucht werden, wie sich die Konstruktion verhélt, wenn
die Gruppe G variiert. Um die verschiedenen Arten von Funktorialitéit besser ausdriicken
zu konnen, fithren wir zunéchst eine neue Notation ein.

Definition 2.6. Die Menge der exponentiellen Elemente in [[7° ; F(X,(G)) bezeichnen
wir mit XF(G).

Aus den Restriktions-, Konjugations- und Induktionsabbildungen von F', angewandt
auf Kranzprodukte mit den symmetrischen Gruppen, ergeben sich auch fiir £ Restrik-
tions-, Konjugations- und Induktionsabbildungen: Falls H eine Untergruppe von G ist,
setzen wir

Res% : ©F(G) — ©F'(H)

(Xn) = (Resy" (3 Xa),

und auf die gleiche Weise kénnen Induktion und Konjugation gebildet werden.

Satz 2.7. Die Konstruktion ©F wird mit den auf diese Weise von F induzierten Induk-
tions-, Restriktions- und Konjugationsabbildungen zu einem Green-Funktor.

Der restliche Teil dieses Unterabschnitts besteht aus einem Beweis dieser Aussage in
Form einiger Hilfssétze.

Lemma 2.8. Scien S’ C S zwei Untergruppen von ¥, H eine Untergruppe der Gruppe
G und F ein Mackey-Funktor. Dann gilt fir die Induktions- und Restriktionsabbildungen

von F', dass
S(G) S(G) S(H) S'{(G)
ReSS<H> IndS,(G> = IndS,<H> RGSS,<H>,

mit anderen Worten, in der Doppelnebenklassenformel tritt nur ein Summand auf.
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2. Aquivariante Wittvektoren

Beweis. Den Beweis fithren wir durch Betrachten der Doppelnebenklassenformel in ei-
nem einfachen bekannten Fall, ndmlich fiir den Darstellungsring-Funktor und die eindi-
mensionale triviale Darstellung. Da die angegebene Formel nicht von F', sondern nur von
den Doppelnebenklassen abhingt, erhalten wir daraus die allgemeine Aussage.

Ein Vergleich der Dimensionen ergibt

dim Res g >>Ind (1) = [S(G) : $'(G)]

= dim IndS,<< ) Ress §G>>(1)

Da die Dimensionen schon iibereinstimmen, kénnen in der Doppelnebenklassenformel
keine weiteren Summanden auftreten. O

Insbesondere gilt fiir alle Zerlegungen n = ¢ + j die Gleichung

(Zix%;)(G)

Resy" n{@ >Ind n(G) (X )—Ind n(H) Res(zixzj)m>

(H) 2ix35)(G) (S %%,)(H) (X).
Satz 2.9. Die Restriktionsabbildungen von ¥ sind Ringhomomorphismen.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Restriktion vertréglich mit der Verkniipfung H ist,
dass also fiir X,Y € ©F (G) die Gleichung

3 12 (e X0 M) )R] Y (0T
i+j=n Z+j n
gilt. Das folgt aber direkt aus Lemma O

Einen Ringhomomorphismus 2 (G) @ X¥(H) — ©F(G x H) erhilt man durch Zu-
sammensetzen der Abbildungen F (%, (G)) ® F(X,(H)) — F(X,(G) x X, (H)) fiir alle
n mit den Restriktionsabbildungen nach F(3,(G x H)).

Lemma 2.10. Die Ringhomomorphismen der Form
(@) @2 (H) - 2F(G x H)

sind fiir alle Gruppen mit den Strukturabbildungen Restriktion, Induktion und Konjuga-
tion vertraglich.

Beweis. Fiir Restriktion und Konjugation ist die Behauptung offensichtlich richtig. Die
Kommutativitdt des Diagramms

(@) oF(H) —— 2F(G x H)

Jlnd lInd

(@) o 2P (H') — 2F(G" x H')
fiir Inklusionen G C G’ und H C H' folgt wieder aus Lemma O

18



2.2. FEin Endofunktor auf der Kategorie der Green-Funktoren

Satz 2.11. Fir XV gilt die Mackey-Formel: Falls H und K zwei Untergruppen von G
sind, ist

Resg Ind,G( X = Hﬂ Indgm}{a—l cg(ReSf_leK X),
o

wobei die Summe tber ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen lduft.

Fiir den Beweis untersuchen wir zunéchst die Doppelnebenklassen, die fiir die auf-
tretenden Untergruppen in den Kranzprodukten benétigt werden. Sei (o1,09,...) ein
vollstandiges Reprisentantensystem fiir die Doppelnebenklassen HoK von H und K
in G.

Lemma 2.12. Die Doppelnebenklassen von ¥, (H) und ¥, (K) in ¥,(G) werden von
den Elementen

GG € GM X G X = G C By (G)

reprdsentiert, wobei (ny,na,...) alle Zerlegungen n = ny + ng + ng + ... mit n; > 0
durchliuft.

Beweis. Als erstes notieren wir die Beobachtung, dass sich die Doppelnebenklassen im-
mer durch Elemente aus G™ représentieren lassen, weil die Permutationsgruppe ¥, in
beiden Untergruppen enthalten ist. Man sieht ebenfalls sofort ein, dass die Doppelne-
benklasse eines Elements (g1,...,¢9,) € G™ nur von den Doppelnebenklassen beziiglich
H und K abhéngt, die von den g; repréasentiert werden. Wir kénnen also jede Doppelne-
benklasse durch ein Element der Form (o1,...,01,09,...,092,...) (oben als o{'c5?.

notiert) reprisentieren, wobei diese Reihenfolge immer durch Anwenden einer geeigne-
ten Permutation aus ¥, erreicht werden kann. Alle diese Elemente gehoren tatséchlich
zu verschiedenen Doppelnebenklassen, da ein Produkt der Form ho;k mit h € H und

k € K nach Voraussetzung kein anderer Vertreter o; sein kann und da dies auch durch

Vertauschen der Faktoren nicht erreicht werden kann. O
Lemma 2.13. Fir den Reprdsentanten g = oy 0y* ... gilt

S (H) N g (K)g ™ =S, (HN o1 Koy ') x S (HNoaKoy ) x ...
Beweis. Man sieht sofort, dass
gK"g ! = (1 Koy )™ x (02Koy )™ x ...,

also bleibt nur zu untersuchen, warum von den Permutationen aus ¥, C ¥,(K) nur

diejenigen aus X,, X ¥, x ... auftreten. Der Grund ist, dass jedes andere Element
T €Y, C %,(G) mit g und g~! zusammengesetzt nicht in ¥, (H) liegen kann, da die
verschiedenen o; verschiedene Doppelnebenklassen représentieren. ]
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2. Aquivariante Wittvektoren

Beweis von Satz[2.11. Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir nun die Doppelnebenklassen-
e
formel nachrechnen. Sei X = (X,,) € ©F(K) = H F(¥;(K)). Dann gilt

(Resfj Indf X), = Resy" {7} Indy" ({2 X,
)
H)

= > Wdfy

ni+n2+--=n

En(K)

-1 (H)gnEn (K) Xn

NgSn (K)g—1 Ca Res

n(K)
G ReSZn1<H001K01 ) x ...X"

_ Zn (K)
ZI d ®I d Hﬁol o) Coi Reszn (o7 ' HoNK) Xn,

—HEIInde ot Co RSy X O

= In
Z dznl HﬂolKal >x2n2<Hm¢72Ka*1> .

Da die restlichen Eigenschaften von Restriktion, Induktion und Konjugation fiir ©F
direkt aus den entsprechenden Eigenschaften fiir F' folgen, ist damit auch Satz be-
wiesen.

Bemerkung 2.14. Durch die Anwendung von ¥ auf den Green-Funktor ¥, also durch
Iterieren der Konstruktion, erhélt man fiir G = 1 auf der Teilmenge der exponentiellen
Elemente (in j- und k-Richtung) von [[,, R(¥;(Zk)) eine Ringstruktur, bei der die
Multiplikation wieder komponentenweise in den Darstellungsringen gebildet wird und
fiir die Addition die folgende Formel giltﬂ:

(XJJC (Zlnd Ind Jok0 & 0k7k>®1nd( J1,k— 1,1®YJ'1,1€71J€*1)®"')>

Die Summe wird iiber die verschiedenen Zerlegungen von j als j = jo r+j14—1+ -+ Jko
gebildet.

2.3. Die Cotripelstruktur von X

Der Funktor ¥ kann auf einfache und natiirliche Weise zu einem Cotripel gemacht wer-
den. Als erstes folgt eine kurze Wiederholung der Definition:

Definition 2.15. Ein Cotripel in einer Kategorie C ist ein Endofunktor F' zusammen
mit zwei Morphismen F -5 id (Coeins) und F 2 FF (Comultiplikation), sodass die
folgenden Diagramme kommutieren (Coassoziativitéit, Neutralitit der linken und rechten
Coeins):

F—2 R P pp
Al de \AT/
FF-Y9% prp ja

!Quelle und Ziel der Induktionsabbildungen wurden hier zur besseren Lesbarkeit nicht notiert und
ergeben sich automatisch aus den Graden der Komponenten.
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2.3. Die Cotripelstruktur von X

Definition 2.16. Eine Coalgebra iiber dem Cotripel F' ist ein Objekt A € C zusammen
mit einer Abbildung £ : A — F(A), sodass die Diagramme
3

jj — Ff A—25 F(A)
I3 F und \ N
F(A) —— F(F(A)) \ !

kommutieren.

Satz 2.17. Die Konstruktion X ist funktoriell, und ¥ : 9 — 4 wird wie folgt zu einem
Cotripel: Die Comultiplikation % — 33 ergibt sich aus den Restriktionsabbildungen

F(Er(G)) — F(Ej(Z(G))

fir alle j, k und alle Gruppen G. Die Coeins erhdlt man durch Finschrinkung auf die
erste Komponente im Produkt:

[T FEai) - F(£1(G) = F(G)
(Xn)n — X3

Beweis. Dass das Bild der Abbildung

HF ) 2= [ F(EHER(G))

Jk

wieder in der Teilmenge der exponentiellen Elemente liegt, ist offensichtlich, weil beides
mit Hilfe der Restriktion definiert ist. Da die Restriktion mit den Strukturabbildungen
der Green-Funktoren vertréiglich ist, handelt es sich tatsédchlich um einen Morphismus
von Green-Funktoren.

Die Eigenschaften aus Definition lassen sich genauso leicht iiberpriifen: Dass das
erste Diagramm kommutativ ist, folgt aus der Transitivitit der Restriktionsabbildungen,
die Kommutativitdt des zweiten Diagramms folgt direkt aus der Definition der Coeins.

O

Die Standardbeispiele fiir Green-Funktoren, die wir im ersten Teil betrachtet haben,
sind auch Standardbeispiele fiir Coalgebren iiber diesem Cotripel.

Beispiel 2.18. Der Darstellungsring-Funktor ist eine -Coalgebra mit der Strukturab-
bildung

R(G) — 2R(@) = [ REa(G

die auf einer G-Darstellung V durch V — (V®"),, definiert wird. Fiir zwei Darstellungen
V und W einer Gruppe G gilt

’I’LN ) 7 1
Vew) = 3" mdi'd o Ve W
i+j=n
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2. Aquivariante Wittvektoren

als Elemente in R(3,(G)). Mit Hilfe dieser Beobachtung sieht man leicht ein, dass es
sich um einen Ringhomomorphismus handelt. Dass das erste Diagramm aus Definition

2.15| kommutiert, folgt einfach aus der Tatsache, dass Resg;?gz ( G>)(V®”) = (V®k)®J als

2 (3k(G))-Darstellungen. Man sieht sofort, dass die restlichen Eigenschaften ebenfalls
erfiillt sind.

Mit der gleichen Begriindung erhélt man die analoge Aussage fiir A statt R:
Beispiel 2.19. Der Burnsidering-Funktor ist eine 3-Coalgebra mit der Strukturabbildung

AG) - @) = T AEL(G)),

die auf einer G-Menge X durch X — (X"),, definiert wird.

Die Coalgebrastruktur spiegelt in diesen beiden Beispielen ganz einfach wider, dass
fir G-Mengen und G-Darstellungen in natiirlicher Weise Potenzen mit einer Operation
des Kranzprodukts gebildet werden kénnen und die iiblichen ,,Potenzgesetze” gelten.

Der Morphismus A — R von Green-Funktoren, der einer endlichen G-Menge den
Vektorraum auf dieser Basis zuordnet, ist mit den Strukturabbildungen vertrdglich und
wird zu einem Morphismus von ¥-Coalgebren.

2.4. Cotripel in kommutativen Ringen

Fiir eine vorgegebene Coalgebra F' kann der Funktor ¥ auf die Kategorie der kommuta-
tiven Ringe eingeschrénkt werden, indem man ihn mit den Funktoren

A — 4 G — X%
und
K—F®K F— F(1)

zusammensetzt. Dadurch ergibt sich im Diagramm

K —— K

F®l Tev(l)

9 T> 9
der obere Pfeil. Da wir héufig lieber iiber Ringe als iiber Green-Funktoren sprechen,
werden wir als néchstes den Versuch unternehmen, diesen Funktor zu einem Cotripel
auf Ringen zu machen. Wir setzen fiir F' zunéchst kein bestimmtes Beispiel ein, son-
dern wihlen einen etwas allgemeineren Ansatz, weil diese Konstruktion spéter auf zwei
verschiedene Situationen angewandt werden soll.

Es gibt zun#chst einmal keinen Grund fiir die Annahme, dass unser Ziel fiir alle Green-
Funktoren F' erreicht werden kann. Daher formulieren wir zusétzliche Bedingungen, die
zum Beispiel der Darstellungsring-Funktor erfiillt. Fiir den Rest des Abschnitts setzen
wir voraus, dass eine Y-Coalgebra F' mit Strukturabbildung 7 = {(75),,} vorgegeben ist,
die fiir alle Gruppen G und H die folgenden Eigenschaften besitzt:
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2.4. Cotripel in kommutativen Ringen

> Als Z-Modul ist F/(G) endlich erzeugt und frei.

> Der Homomorphismus
F(G)® F(H) — F(G x H)

ist immer ein Isomorphismus.

> Es gibt eine Z-Basis {X1, X»,..., Xy} von F(G), sodass sich fiir alle n jedes Ele-
ment aus F(X,(G)) eindeutig als Summe von Elementen der Form

ds @ s, (e (75 (X0) @ Resg™ () V1 @ 75 (Xo) @ Resg () 12 ®...)
schreiben ldsst, wobei (ni,na,...,ny) alle Zerlegungen von n als ny + --- + ng

durchlduft und Y; € F(3,,).

> Falls &’ € S C X, existiert auch ein Restriktionshomomorphismus entlang der
Projektion S(G) — S, und es gilt

e

S S’ S S
Inds/(&) ] R‘eSS’<G> = ReSS<G> @) Inds/ .

Fiir die Zusammensetzung von Restriktionsabbildungen fordern wir weiterhin Tran-
sitivitét.
Beispiel 2.20. Wir werden spéter sehen, dass von unseren beiden Standardbeispielen A
und R nur der Darstellungsring diese Voraussetzungen erfiillt.

Das Tupel (n1,n2, . ..,ny) nennen wir den Typ des Elements XX . -®Xg®n".
Wegen der zweiten Bedingung entsprechen die verschiedenen Typen den Elementen einer
Basis von F(G™). An Stelle von (n1, na, ..., ng) schreiben wir im Folgenden auch einfach
(n) und statt ¥, X ¥p, X ... 5, auch X,.

Dass die von G — 1 induzierte ,,Restriktionsabbildung*
=(1) - 27(a)

ein Ringhomomorphismus ist, folgt aus der letzten Bedingung. Aus dieser Abbildung
und der 3-Coalgebrastruktur von F' erhalten wir fiir jede Gruppe G einen Ringhomo-
morphismus

aq  F(G) 2 32F (1) - =F(@).

Lemma 2.21. Die Abbildungen ag setzen sich zu einem Morphismus von Green-Funk-
toren zusammen.

Beweis. Falls H — G die Inklusion einer Untergruppe ist oder eine Projektion, fiir die
eine Restriktion existiert, kommutiert das Diagramm

F@) e ([[FE) e k) 25 [ FEe) e K

J{Res lRes
e e
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2. Aquivariante Wittvektoren

wegen der Transitivitéit der Restriktion. Die Kommutativitit des Diagramms

F(H)® (HeF(zj) ®K) T FEiE) 0 K

J{Ind Ind

F(G)® (HGF(EJ-) ® K) S I FEie) e K

lasst sich mit Hilfe von Frobenius-Reziprozitdt aus der Coalgebra-Eigenschaft von F
herleiten: Fiir X € F(G) und Y = (Y9)) € £ (1) gilt fiir die j-te Komponente des Bilds

3.
(ac(Indf(X) ® Y)); = 7f (Ind§ (X)) ® Resy/ ) ¥;

Die Abbildung ist vertrdaglich mit Konjugation, weil die Strukturabbildung von F' ein
Morphismus von Green-Funktoren ist. O

Satz 2.22. Fiir jeden Ring K ist die Abbildung
ag : F(G) @ 29K (1) - 2K (@)
etn Isomorphismus.

Beweis. Explizit ist das Bild einer Summe von Elementartensoren der Form

Y Xio W) e F(G) o =F (1)

die Summe der Form

(G Y . - A
, +; .Indzjﬁcz‘)x... ((Tﬁ(X1)®ResE;1<G>(Y1(J1)))®(Tg(X2)®ReSEZ<G>(YQ(Jz)))@ )
J1tg2+-=)

wie man sich mit Hilfe der Definition von B auf ¥ (G) iiberlegt. Zu zeigen ist also,
dass es fiir ein beliebiges vorgegebenes exponentielles Element (A,) € [[ F(2,.(G)) ® K

eindeutig bestimmte exponentielle Elemente W; = (Wi(n)) e [[F(X,) ® K gibt, sodass

Yn (G n n
A, = Zlndznfxg@x...w) (¢ (X1) ® W1( Vg 78 (X2) ® W2( .. )
(n)

fiir alle n. Es ist nicht schwer zu erkennen, dass die dritte Bedingung an F genau zu
diesem Zweck formuliert wurde.
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2.4. Cotripel in kommutativen Ringen

Wir zeigen die Behauptung durch Induktion. Es gilt zunéchst Ag = 1 und Wy = 1. Fiir
n > 1 nehmen wir an, dass passende (Wi(m))m<n fiir die Komponenten Ay, Ao, ..., An_1
schon gewahlt sind. Nach Voraussetzung gibt es in der n-ten Komponente A,, zu einem

Typ (n) = (n1,ne,...) einen eindeutig bestimmten Summanden der Form

S (G)
Ind(znl XSy X )(G) (©).

Zwei Fille sind moglich: Im ersten Fall ist n; < n fiir alle ¢. Da A exponentiell ist, gilt

En(G) _
Reszn1 ><2,L2><...<G>A” =An, @An, ®@....
In F(3,)(G)) ® K = F(X,,(G)) ® F(Xn,(G)) ® -+ ® K vergleichen wir nun die Sum-
manden vom Typ (n1,0,0,...)® (0,n2,0,...)®...:

In der Gleichung der Form ResInd(C') = ) Ind Res(C') gehoren diese Summanden zu
der Doppelnebenklasse des Elements 1 € ¥,,(G). Auf der rechten Seite der Gleichung
haben wir den Summanden des o.g. Typs von A,, ® A,, ®..., der durch die Induktions-
voraussetzung schon festgelegt ist. Gleichsetzen ergibt also

Yy XBng X...(G)
Yy XBny x..(G)

Ty XBng X...(G)

¢ =1Ind Sy XSy X (G)

Res €)= (x)eW™ ol (X)W ...
Damit folgt aus den Bedingungen, dass die Komponente vom Typ (n1,ng,...) genau die

gewiinschte Form hat.

Im zweiten Fall gilt n = n; fiir einen Index i. Da der zugehoérige Summand von A,
nach Voraussetzung die Form 7‘,?1 (X;) ® Resé: @) Y; mit eindeutig bestimmtem Y; hat,
(n)

koénnen wir nur W;

(Wi(l) ) Wi(z), ce Wi(n_l)) passt, folgt aus den Restriktionsbedingungen fiir den Typ (n).
O

=Y, setzen. Dass dieses neue Element in die exponentielle Folge

Aus diesem Satz folgt nun, dass wir F' verwenden konnen, um Y wie angekiindigt auf
die Kategorie der Ringe einzuschrinken:

Satz 2.23. Die Zuordnung
K 2F®K(1)

definiert ein Cotripel in kommutativen Ringen.
Beweis. Durch zweimalige Anwendung des Funktors wird dem Ring K der Ring

EF®2F®K(1) (1)

zugeordnet. Nach Satz sind die Green-Funktoren F@X®K (1) und LF®F isomorph,
und damit ist dieser Ring isomorph zu

=3 ().
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2. Aquivariante Wittvektoren

Als Diagramm ausgedriickt bedeutet die Aussage, dass in der Abbildung

oFe-(1 oFe-(1
) B )

X
F®J F®H{ev(l) Tev(l)
GG — 9,

in der nach Konstruktion die beiden inneren Quadrate kommutieren, auch das duflere
Diagramm kommutiert.

Wenn wir den Funktor K +— LF®K (1), der ja einem Ring einen weiteren Ring zuord-
net, mit 1 bezeichnen, induziert die Comultiplikation von ¥ also eine Comultiplikation
der Form

l—lol

und macht so den Funktor L= %¥®~(1) zu einem Cotripel auf der Kategorie der Ringe.
Dass die Diagramme aus Definition kommutieren, fithrt man auf die Diagramme
fiir ¥ zurtick. O

2.5. GroBe Wittvektoren

Wir greifen nun doch einen Spezialfall heraus und untersuchen das Beispiel F' = R, also
den komplexen Darstellungsring. In diesem Fall werden wir feststellen, dass sich eine
alternative Definition eines bereits bekannten Cotripels ergibt.

Sei G eine Gruppe. Wir fixieren zunéchst eine Reihenfolge X, X, ... der irreduziblen
Darstellungen von G. Die Darstellung X7 ® X3? ® ... ist dann eine irreduzible Dar-
stellung von G™, und zusammen bilden diese irreduziblen Darstellungen eine Basis von
R(G™). Der Darstellungsring von ¥, (G) ldsst sich nun mit Hilfe des folgenden Resultats
beschreiben [JK8&1l, Theorem 4.4.3]:

Lemma 2.24. Die irreduziblen Darstellungen des Kranzprodukts ¥, (G) sind genau die
Darstellungen der Form

Ind=" ()

zn1<c>xzn2<a>x...(X{®"1 W RXSM oW, ®...),

wobei fiir einen festen Typ (ni,ns...) die Darstellungen W; alle irreduziblen Darstel-
lungen von ¥, durchlaufen.

Da aulerdem R(G)® R(H) = R(G x H) fiir alle G und H, erfiillt der Darstellungsring
die Voraussetzungen fiir die Anwendung der Ergebnisse aus Abschnitt [2.4] Wir erhalten
nach Satz durch die Zuordnung K + XF®K(1) ein Cotripel auf kommutativen
Ringen.

Bemerkung 2.25. Ausgeschrieben bedeutet das Ergebnis im Fall G = 1, dass

[T rEm) = [T REw @ (] RE))
gk k J
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2.5. Grofle Wittvektoren

oder allgemeiner fiir jeden Ring K, dass

[T RE ) 0K = [[ Ry @ ([[ RE) @ K).
g,k

k J

2.5.1. Isomorphie mit den Wittvektoren

Als erstes identifizieren wir den Funktor, der sich aus ¥ durch Vor- und Nachschalten
mit Tensorieren mit R bzw. Auswerten an der trivialen Gruppe ergibt, mit dem Funktor
W, dessen wichtigste Eigenschaften in Anhang nachzulesen sind. Fiir den Beweis
verwenden wir die verschiedenen Darstellungen der Hopfalgebra Sym und verweisen noch
einmal auf Anhang

Satz 2.26. Der Funktor K +— YFE®K(1) ist isomorph zu dem Funktor W, der einem
kommutativen Ring K den Ring der groffen Wittvektoren tber K zuordnet.

Behauptet wird also, dass das folgende Diagramm kommutiert:

7
e |
4

—

X

ev(1)

—_—

|

—
5

Den Beweis unterteilen wir in mehrere Hilfssétze. Zunéchst gibt es auf dem Darstel-
lungsring jeder endlichen Gruppe G eine kanonische nicht ausgeartete Paarung, die sich
zu einer Abbildung

(— =) (R(G)® K) x R(G) - K

fortsetzt.

Lemma 2.27. Die Abbildung

@ : HeR(En) K — Hom@(@ R(%,),K)

n

(Xn)n — Z<Xm_>

n

ist ein Isomorphismus von abelschen Gruppen.
Beweis. Fiir jedes Element aus @ R(X,) hat die Summe ) (X,, —) nur endlich viele

nichtverschwindende Summanden. Die durch diese Summe gegebene Abbildung ist of-
fenbar additiv. Dass sie auch multiplikativ ist, folgt mit Hilfe von Frobenius-Reziprozitit
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2. Aquivariante Wittvektoren

aus der Restriktionseigenschaft von (X,):

Z(Xn, YHZ) = Z(Xn, Z Indgyxzj Y ® Z;)

n i+j=n
= Z<Res§;X2j X,,Y; ® Zj)
irj
= Z<Xi ® X;,Y; ® Z;)
irj
= (X, Y5) (X, Z;)
ij

=3 (x-S )

i J

Fiir die Bijektivitdt von ¢ verwenden wir die Tatsache, dass sich jede lineare Abbildung
R(%,) — K eindeutig in der Form (X,,, —) schreiben lésst. Dass die Folge (X}, ), die man
auf diese Weise erhélt, exponentiell ist, siecht man, wenn man die obige Gleichungskette
umgekehrt liest: Fiir alle Y, Z € @ R(X,) gilt

Y (Resgis, Xn,Yi®© Z5) = Z(Xn, Y #82Z)

i,J
_ZXZ,Y ZX Z;)

=Z Xi®Xj,Yi®zj>.

]

Einsetzen solcher Folgen fiir Y und Z, die nur in einem einzigen Grad nicht verschwinden,
ergibt fiir alle ¢ und j die Gleichheit von (X; ® X, —) und (Resg?xzj Xp, —) und damit
die geforderte Eigenschaft. '

Um zu zeigen, dass ¢ die Gruppenstruktur erhilt, identifizieren wir (wieder durch
Frobenius-Reziprozitéit) die Verkniipfung auf der Hom-Menge mit der Addition B auf

[TrE) oK
S Xn
DAY Idyy Xi@ XL Ya) =Y Y (X @ X}, Resy?, sy Vo)
n  i+j=n n it+j=n

Z X; ® XJ, (AY); )

O]

Schreiben wir die Hopfalgebra Sym als Polynomalgebra, so ergibt sich eine Identifika-
tion mit einer weiteren Gruppe:
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2.5. Grofle Wittvektoren

Lemma 2.28. Die Abbildung
Homy (Z[y1, y2,...], K) — 1 + tK[t]
f—1 "‘Zf(yn)tn

st ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Auf der linken Seite entspricht ein Ringhomomorphismus offenbar der Wahl ei-
nes Elements aus K fiir jeden Erzeuger y,,, sodass die Abbildung bijektiv ist. Das Produkt
zweier Homomorphismen f und g, fiir das wir die Comultiplikation y,, — >, 4j=n Yi @ Yj
auf dem Polynomring benutzen, bildet y,, auf ), jenf (vi)-9(y;) ab, und die zugehorige
Potenzreihe ist das Produkt von 1+, f(y;)t* und 1 + > g(y;)t. O

Lemma 2.29. Fir jede exponentielle Folge (X,) gilt
ne (X, Loy = Y tr((L...4), X,) - (X, 1),
i+j=n

wobei mit tr“ hier die Fortsetzung des Spur-Homomorphismus zu einer Abbildung tr :
Yo X (R(3,) ® K) — K gemeint ist.

Beweis. Nach der Definition der Paarung auf dem Darstellungsring gilt
! (X, 1) =) tr(o, X)),

Wir schreiben jede Permutation ¢ in Zykelschreibweise, angefangen mit 1, und sortieren
nach der Lange 7 des ersten Zykels c:

n

Z tr(o, X)) = Z Ztr(c -7, Xn),

i=1 ¢,

wobei 7 aus allen weiteren Zykeln von o besteht, also als Element von ¥,,_; aufgefasst
werden kann. Die Spur tr(c- 7, X,,) zerlegt sich mit Hilfe der Relation

Resg v Xp=X;® X

demnach als tr(c, X;) - tr(7, X;,—;).

Da fiir ein festes 4 alle i-Zykel konjugiert sind und damit die Spur fiir alle gleich,
konnen wir fiir jedes ¢ einen i-Zykel auswéhlen, 0.B.d.A. ¢; = (1...7), und die Summe
schreiben als

> (Z‘_‘f) =D tr(en Xo) - > (X)) = (n =1 Y tr(e, Xo) - (X5, 1),

i+j=n TEY; i+j=n

Division durch (n — 1)! liefert die gewiinschte Gleichung. O
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2. Aquivariante Wittvektoren

Beweis von Satz[2.26. Additiv ldsst sich der Ring der grofien Wittvektoren W K mit der
multiplikativen Gruppe 1+t K [t] identifizieren. Aus Lemma und Lemma ergibt
sich der Gruppenisomorphismus

k: [[RE)©K — 1+tK[t]
(Xn) — 14+ (Xn,1n)-t"

Um zu zeigen, dass k auch die Multiplikation erhélt, verwenden wir die Abbildung
d-log
dt

die multiplikativ ist beziiglich des Produkts in den Wittvektoren und der komponenten-
weisen Multiplikation der Koeffizienten von ¢™.

Aus Lemma ldsst sich ablesen, dass die zusammengesetzte Abbildung

—t 1+ tK[t] — tK[t],

d-log

[[RE) @ K & 14+ tK[H] — K]

die komponentenweise Multiplikation, also das Produkt auf diesen beiden Mengen, erhélt:
Es gilt
dlog K (X)
—t-—=(1 E X, 1)t") = —t
dt(+n<"’">) K(X)’

und nach dem Lemma ist

Da die Abbildungen tr((1...7),—) : R(¥;) ® K — K Ringhomomorphismen sind,
erhélt man das Bild eines Produkts exponentieller Folgen, indem man jeweils die Koef-
fizienten der gleichen Potenz von ¢t multipliziert. Damit ist die Multiplikativitdt bewie-
sen. U

2.5.2. Identifikation als Cotripel
Als letztes soll jetzt noch gezeigt werden, dass das Cotripel
K v DROK (1)
von Ringen auch tatséchlich als Cotripel mit dem Wittvektor-Funktor

K»—)l—l—tK[[t]]
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2.5. Grofle Wittvektoren

iibereinstimmt, dass also Comultiplikation und Coeins unter dem Isomorphismus
SROK(1) 1 4 tK[t]
(Xn) = Z<Xm Ly) - t"
identifiziert werden.

Die Coeins ist im ersten Fall durch Einschrénkung auf den ersten Faktor gegeben, im
zweiten Fall durch Abbilden auf den Koeffizienten von ¢. Man sieht sofort, dass sich die
erste Abbildung mittels des Isomorphismus aus der zweiten ergibt.

Satz 2.30. Die Comultiplikation 2#®K (1) — ER®ER®K(1)(1), die explizit als

[[rRE) ok — [[REE) oK = [[REDe [[RE) 0K
(Xn) = (Resy/ly ) X

gegeben ist, stimmt unter der oben angegebenen Identifikation der Funktoren iiberein mit
der Comultiplikation des Witt-Cotripels

1+tK[t] — 1421+ tK[t])[x]
l+at — 1+QQ+4a)z+2>+23+.. ..

Beweis. Unten geniigt es, die Abbildung
A1+ tK[t] — 1+ x(1 4+ tK[t])[z]

auf den Potenzreihen der Form 1 4 at anzugeben, da durch ,Additivitit* (Addition
ist hier Multiplizieren von Potenzreihen) und die Bedingungen A? = 1, A! = id die
Abbildung schon eindeutig festgelegt wird [AT69].

Fiir die Identifikation geniigt es also auch in X®¥ (1), diejenigen Elemente zu unter-
suchen, die den Potenzreihen der Form 1+ at entsprechen, und im Bild die Komponenten
ab der zweiten zu betrachten. In der 0. und 1. Komponente sieht man leicht, dass die
Abbildung bereits die gewiinschte Form hat.

Das Urbild von 1+ at in 279K (1) ist die Folge
(1,aV,a*V,aV,...),

wobei V' jeweils fiir die Vorzeichendarstellung in den Darstellungsringen R(X,,) steht:
Dieses Element ist offenbar exponentiell, und fiir n > 2 ist die Vorzeichendarstellung
von 3, orthogonal zur trivialen Darstellung.

Das Bild dieser Folge unter der Restriktionsabbildung hat im Grad j, k& das Element
a*V € R(Z;(Sk)) @ K. Als Element von [[ R(EZx)® [[ R(E)®K = [[ R(S;(Zk)®
K iiberlegt man sich jetzt, dass es die Darstellung

(1@ (T),V (aV),Ve (@*T),Ve (@V),Ve@@T),...)
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2. Aquivariante Wittvektoren

hat, wobei (bT) fiir die Folge (1,b,b%,b3,...) steht, (bV) fiir die Folge (1,b,b*V, 63V, ...),

und die beiden Folgen abwechselnd in den geraden bzw. den ungeraden k auftreten.

In dieser Form konnen wir das Bild in
1+ 2(1+ K[t [2] 2 1+ «([] R(E)) @ K)[a]

leicht bestimmen, und zwar hat es die Form

1—|—1-(aV)-x+Z(V,1k>~ck-:ck.
k=2

Der Koeffizient (V,1y) - ¢, der hoheren Potenzen von x verschwindet jeweils, weil die
Vorzeichendarstellung keine Fixpunkte besitzt. In der vorliegenden Situation erhalten wir
also das neutrale Element der Addition in 14 ¢Kt], wo es als 1 geschrieben wird. Damit
haben wir auf den Elementen der Form 1+ at bzw. (aV') die beiden Comultiplikationen
identifiziert. O]

Die Coalgebren iiber dem Cotripel der groflen Wittvektoren sind auch unter dem
Namen (spezielle) A\-Ringe bekannt [Haz03, Abschnitt 2]; eine Zusammenfassung einiger
Eigenschaften findet man in Anhang

Mit Hilfe der Ergebnisse aus diesem Kapitel erhalten wir nun eine neue Definition von
A-Ringen: Zunéchst erhédlt man fiir jeden Ring K durch die von der Einheit Z — K
induzierte Abbildung und die Strukturabbildung von R einen Morphismus

R — ZR N ER®K.

Falls nun ein Ringhomomorphismus K — Sf®K (1) vorgegeben ist, ergibt sich daraus —
wie bereits beschrieben nach ,Restriktion entlang G — 1 fiir jede Gruppe G — durch
Tensorieren eine Abbildung

Ro K — ER®K

von Green-Funktoren. Die folgende Aussage kénnen wir als Definition auffassen:

Korollar 2.31. Fin A-Ring ist ein kommutativer Ring K zusammen mit einem Ring-
homomorphismus K — ZR®K(1), durch den R ® K eine X-Coalgebra wird.

Da wegen der Identifikation der beiden Cotripel auch die Coalgebren iibereinstimmen,
kann man das Ergebnis priziser als Aquivalenz von Kategorien formulieren: Die Mor-
phismen K — K’ von A-Ringen sind genau diejenigen Ringhomomorphismen, die einen
Morphismus R ® K — R ® K’ von Coalgebren induzieren.

Obwohl unsere Formulierung des Begriffs A-Ring scheinbar komplizierter ist, weil nicht
nur Ringe, sondern Green-Funktoren auftreten, ist der auffilligste Vorteil, dass sie vollig
ohne die Verwendung komplexer Formeln auskommt und speziell fiir die Comultiplikation
eine natiirliche auftretende Konstruktion verwendet.
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2.6. Zusammenfassung

Beispiel 2.32. Als erste Bewéihrungsprobe fiir unsere neue Definition untersuchen wir
das Standardbeispiel ,,topologische K-Theorie“: Fiir einen kompakten Raum X ist K (X)
definiert als Grothendieckring der Aquivalenzklassen von Vektorraumbiindeln auf X; die
A-Operationen erhélt man iiblicherweise aus dufleren Potenzen der Vektorraumbiindel.
Eine dquivariante Version des K-Theorie-Rings ergibt sich aus Vektorraumbiindeln mit
Gruppenoperation [Seg68].

Satz 2.33. Der Ring K(X) trdigt auf natirliche Weise die Struktur eines A-Rings.

Beweis. Da der Raum X keine Gruppenoperation besitzt, ist die kanonische Abbildung

R(G)® K(X) — KY(X)
fiir jede Gruppe G ein Isomorphismus [Seg68, Proposition 2.2].

Wie fiir unser erstes Beispiel einer ¥-Coalgebra, den Darstellungsring-Funktor, erhal-
ten wir auf dem Green-Funktor G — K%(X) durch Bilden der Tensorpotenzen von
Vektorraumbiindeln einen Ringhomomorphismus

K (X) ——— [ K™ (x)

] o

R(G) @ K(X) — [[ R(Za(G)) ® K(X)

Die Strukturabbildung fiir den A-Ring lésst sich nun in der unteren Zeile ablesen. Die
Coalgebraeigenschaft ist aus dem gleichen Grund erfiillt wie im Fall des Darstellungs-
rings. Damit haben wir eine A-Ringstruktur nachgewiesen. 0

Den Vergleich mit der {iblichen A-Struktur verschieben wir auf den Abschnitt iiber
Adamsoperationen in Kapitel

Bemerkung 2.34. Fiir die Beispiele A und R kann man #hnliche Uberlegungen wie die-
jenigen, die zur Konstruktion des Funktors ¥ fithren, in der Literatur finden. In [Bou92]
tritt etwa auch ein Produkt iiber alle Burnsideringe von Kranzprodukten symmetrischer
Gruppen mit einer festen Gruppe auf. In [Hof79] wird im Grunde der gleiche Ansatz
wie hier verfolgt, um zu zeigen, dass man A-Ringstrukturen auch mit Hilfe von Dar-
stellungsringen von symmetrischen Gruppen und ihrer Kranzprodukte verstehen kann.
Unsere Konstruktion lésst sich in diesem Zusammenhang gleichzeitig als Verallgemeine-
rung und Vereinfachung der Definition eines 7-Rings auffassen.

2.6. Zusammenfassung

Da es zwischen den vielen zwar relativ elementaren, aber langwierigen Beweisschritten
nicht leicht ist, den Eindruck zu vermitteln, dass sich die hier beschriebene Konstruktion
ganz einfach und natiirlich ergibt, fassen wir die wesentlichen Ergebnisse hier noch einmal
kurz zusammen.
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2. Aquivariante Wittvektoren

Formal arbeiten wir mit Green-Funktoren F' € ¢, die auf allen Permutationsgruppen
definiert sind, und fiir die aulerdem kompatible Ringhomomorphismen

F(G)® F(H) — F(G x H)

zu allen Gruppen G und H vorgegeben sind. Der Funktor ¥ : 4 — ¢ ist auf F' gegeben
durch

2F(G) = [ FEa(G)).

Auf dieser Menge der exponentiellen Elemente wird komponentenweise multipliziert und
mit dem Induktionsprodukt ,H“ addiert. Hier hilft es, sich als Zielsetzung zu merken,
dass ein Objekt so auf die Folge seiner Potenzen abgebildet werden soll, dass sich ein
Ringhomomorphismus ergibt.

Durch Anwendung von ¥ ergibt sich also aus F' ein weiterer Green-Funktor ¥, den
wir wieder in die Konstruktion hineinstecken kénnen. Das Ergebnis sieht auf der Gruppe
G so aus:

(e HCF(Zj<Ek<G>>)'
ik

Aus den Restriktionsabbildungen zu Inklusionen der Form ¥;(¥;) — 3, erhélt man
auf X eine Comultiplikation
Y —XoX.

Im letzten Abschnitt wurde das Cotripel, das sich auf diese Weise ergibt, durch Ein-
setzen des Darstellungsring-Funktors R auf die Kategorie # der kommutativen Ringe
eingeschriankt. Das Ergebnis ist isomorph zum Funktor W, der einen Ring auf den zuge-
horigen Ring der groflen Wittvektoren abbildet. Die Identifikation gilt sogar als Cotripel,
sodass sich eine neue Beschreibung der W-Coalgebren, also der A-Ringe ergibt.

Dieser Zusammenhang lésst sich auch so ausdriicken, dass im Diagramm

#— -
R®J R®T\Lev(l) Tev(l)
G Y,

nicht nur die beiden inneren Teile kommutieren, sondern auch der duflere, und dass
zusétzlich durch das kommutative Diagramm

wW—2 s ww

-

RR2=(1) == 2297 (1)

die beiden Comultiplikationen identifiziert werden.
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2.6. Zusammenfassung

Wenn man nun auf einem Ring eine A-Ringstruktur nachweisen mochte, gibt diese
Konstruktion eine Strategie vor, die wir anhand des Beispiels ,,topologische K-Theorie“
schon beschrieben haben und hier noch einmal kurz skizzieren.

Zunichst sucht man eine passende Konstruktion des Rings, die sich d4quivariant verall-
gemeinern lasst, etwa als Grothendieck-Ring von Objekten, deren Potenzen Operationen
von symmetrischen Gruppen tragen. Die Abbildung, die diese Objekte auf die Folge ihrer
Potenzen sendet, hat dann gute Chancen, zu einer >-Coalgebrastruktur zu fithren. Aller-
dings erhélt man die A-Struktur erst, wenn es gelingt, aus den dquivarianten Versionen
des Rings die Darstellungsringe herauszuziehen.

Diese letzte, sehr restriktive Bedingung kann man als Grund dafiir betrachten, warum
sich in Situationen, wo Potenzen in ganz &hnlicher Weise gebildet werden kénnen wie
fiir Vektorrdume, oft doch keine A-Ringstruktur finden ldsst. In [Knu73) I1.4] wird etwa
beklagt, dass der Grothendieck-Ring von algebraischen Varietdten iiber einem endlichen
Korper kein A-Ring ist — genau diese Bedingung kénnen wir jetzt als konzeptionelle
Begriindung anfithren. Wir werden aber in Kapitel [f] noch einen Fall untersuchen, in
dem unsere hier entwickelte Methode zum Erfolg fiihrt.
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2. Aquivariante Wittvektoren
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3. Aquivariante stabile Homotopie und Burnsideringe

In der stabilen Homotopietheorie gibt es unterschiedliche Moglichkeiten, Beispiele fiir
Mackey- und Green-Funktoren zu konstruieren. Als Vorbereitung auf den topologischen
Teil in den folgenden Kapiteln stellen wir hier mehrere niitzliche Resultate zusammen
und beschreiben einige bekannte Sachverhalte in diesem Kontext.

3.1. Aquivariante stabile Homotopiegruppen

Wir erinnern zunéchst an einige grundlegende Begriffe aus der dquivarianten stabilen
Homotopietheorie [Die87, [Ada84]. Sei dafiir G eine endliche Gruppe.

Definition 3.1. Ein reelles G-Universum ist ein abzéhlbar-dimensionaler reeller Vek-
torraum mit einer linearen G-Operation und einem G-invarianten Skalarprodukt, der
eine triviale G-Darstellung als Summanden enthélt und der fiir jede Darstellung, die als
G-Unterraum vorkommt, auch jedes Vielfache als Unterraum enthélt.

Héufig ist U etwa eine abzéhlbar unendliche direkte Summe von Kopien der reguléren
Darstellung von G; da diese fiir endliche Gruppen alle irreduziblen Darstellungen als
Summanden enthélt, wird dieses Universum auch vollsténdiges Universum genannt. Wir
fixieren fiir die néchsten Abschnitte ein G-Universum, das nicht unbedingt vollstéindig
sein muss. Die Idee bei der Betrachtung ,,echter dquivarianter stabiler Homotopietheorie
ist es, die Gruppe auch auf den Sphéren operieren zu lassen, die zum Einhingen ver-
wendet werden, und zwar in der Art, dass die Operation von einer linearen Operation
auf dem Vektorraum herkommt, aus dem man die Sphére durch Einpunktkompaktifizie-
rung erhélt. Wenn wir fiir U das triviale Universum R*° ohne Gruppenoperation wéhlen,
erhalten wir stattdessen eine ,naive“ Version ohne G-Operation auf den Sphéren.

Durch Einschrinken der Operation auf eine Untergruppe H von G konnen wir U zu
einem H-Universum machen.

Fiir jede Inklusion V' C W von G-Darstellungen aus U mit orthogonalem Komplement
W — V erhilt man durch Bilden des Smashprodukts mit der Identitit auf SV ~V eine
Abbildung

SV AX, SV AY]Y = [SY A X, SV AYIC.

Definition 3.2. Fiir zwei G-Réume X und Y wird die Menge der G-dquivarianten
stabilen Homotopieklassen definiert als Colimes iiber unstabile G-Homotopieklassen der
Form

lim[SY A X, SV A Y],
—
wobel V alle endlichdimensionalen G-invarianten Unterraume von U durchlauft.

Wir bezeichnen die Menge der stabilen Morphismen wieder mit [X,Y]%; ob damit
die stabile oder unstabile Version gemeint ist, ergibt sich im Folgenden jeweils aus dem
Zusammenhang.
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3. Aquivariante stabile Homotopie und Burnsideringe

Die Konstruktion in den nichsten Unterabschnitten benttigen wir, um die Struktur-
abbildungen in einem topologischen Beispiel fiir einen Mackey-Funktor beschreiben zu
kénnen (vgl. [Tho99l §6-7]).

3.2. Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion

Wir beschreiben in diesem Abschnitt kurz die Konstruktion der Pontrjagin-Thom-Ab-
bildung in einem einfachen Fall, angelehnt an die Darstellung in [Ada78|, 4.1]. Sei X — Y
eine Uberlagerung von topologischen Riumen mit endlichen Fasern. Als Beispiel kann
man sich die Uberlagerung EG/H — EG/G fiir eine Untergruppe H C G vorstellen.

Bemerkung 3.3. Wenn eine konkrete Beschreibung des klassifizierenden Raums BG beno-
tigt wird, bilden wir EG als geometrische Realisierung des Nervs der Kategorie G, deren
Objekte die Elemente der Gruppe G sind und deren Morphismenmengen jeweils einen
Pfeil enthalten. Der Raum BG ergibt sich aus EG durch Herausteilen der G-Operation.
Die Teilkomplexe EG™ bzw. BG(™ bestehen aus den Simplizes der Dimensionen bis n.

Konstruktion 3.4. Fiir den ersten Schritt nehmen wir an, dass X und Y endlichdimen-
sionale CW-Komplexe sind. Das Einheitsintervall [0,1] C R bezeichnen wir mit /. Wir
koénnen nun eine Zahl n so wéahlen, dass X sich in Y x I™ einbetten ldsst, sodass das

N

Um X finden wir auflerdem eine Wiirfelumgebung X x I", die ebenfalls (wie in [AdaT78|,
4.1.1] parallel) in Y x I™ eingebettet werden kann.

Diagramm

X "

kommutiert.

Eine Abbildung in die umgekehrte Richtung erhalten wir nun, indem wir in Y x I
alles zu einem Punkt identifizieren, was nicht im Inneren von X x I™ liegt. Das ergibt
eine Abbildung

(Y xI")/(Y x 0I") —— (X x I") /(X x OI")
I I

XYy XX

Diese Abbildung héngt als Morphismus in der stabilen Homotopiekategorie nicht von
der Wahl der Zahl n und der Einbettungen ab.

Falls X und Y unendlichdimensionale Rdume sind, fithrt man die Konstruktion fiir die
Skelette durch und priift Vertriglichkeitsbedingungen fiir den Ubergang vom k-Skelett
zum (k + 1)-Skelett.

Wir erhalten so also fiir jede Inklusion H C G einer Untergruppe stabile Transferab-
bildungen BGy — BH, zwischen den klassifizierenden Rdumen. Die entsprechende Ab-
bildung zwischen den klassifizierenden Rdumen der Kranzprodukte ¥, (G) und ¥, (H)
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3.3. Mackey-FEigenschaft

erhalten wir aus dieser Abbildung: Die zugehorige Uberlagerung ist
EY,i As, BH" — EXyy Ay, BGY"

und die Transferabbildung erhalten wir ebenfalls durch Bilden der erweiterten n-Potenz
der Transferabbildung BG, — BH.

Fiir endliche X und Y bendtigen wir Transferabbildungen auch im dquivarianten Fall.

3.2.1. Aquivariante Version der Pontrjagin-Thom-Konstruktion

Analog kann man diese Konstruktion auch dquivariant durchfiithren [Die87, I1.6.13]: Seien
X und Y der Einfachheit halber diesmal endliche (diskrete) G-Rdume und ¢ : X — Y
eine surjektive G-Abbildung, zum Beispiel eine Abbildung der Form G/H — x fiir eine
Untergruppe H. Dann finden wir eine G-Darstellung V', sodass X sich als G-Raum in
Y x V einbetten lidsst und die Komposition mit der Projektion nach Y die vorgegebene
Abbildung ¢ ist. Um X herum finden wir dann wieder eine Wiirfelumgebung X x V', die
invariant unter der G-Operation ist und sich ebenfalls als G-Raum einbetten l&sst.

Zieht man alle Punkte, die nicht im Inneren dieser Umgebung liegen, zu einem Punkt
zusammen, ergibt sich eine G-Abbildung

Y xWV)/(Y x0V)—— (X xV)/(X x9V)

I |
>y »WX.

Insbesondere erhalten wir also fiir endliche G-Mengen solche stabilen G-Abbildungen,
etwa G/G4+ — G/K4 fiir eine Untergruppe K von G.

3.3. Mackey-Eigenschaft

Mit Hilfe der Pontrjagin-Thom-Konstruktion kénnen wir nun wie angekiindigt alle Struk-
turabbildungen eines topologischen Beispiels beschreiben. Mit den Bezeichnungen aus

Abschnitt gilt:

Satz 3.5. Der Funktor H — [X,Y ]! ist ein Mackey-Funktor auf den Untergruppen von
G.

Beweis. Fiir zwei Untergruppen H' C H von G ist die Restriktion [X, Y] — [X,Y]H'
durch Einschrénken der Gruppenoperation gegeben. Ob in der Definition von [X, Y]H der
Colimes iiber alle H-Unterrdume des Universums gebildet wird oder nur iiber diejenigen,
die unter der Operation der ganzen Gruppe G invariant sind, spielt keine Rolle, da beide
Systeme von Darstellungen cofinal im Universum U sind.

Die Induktionsabbildung ist durch die Zusammensetzung

X, Y]" = [Gi Ay X,Gy An Y]S5 (X, Go Ap V]G — [X,Y]°
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3. Aquivariante stabile Homotopie und Burnsideringe

gegeben. Der zweite Pfeil verwendet die oben konstruierte dquivariante Transferabbil-
dung, die Zusammensetzung der ersten beiden Abbildungen ist also der sogenannte
Wirthmiiller-Isomorphismus. Der letzte Pfeil steht fiir die G-dquivariante Projektion
G+ AgY — Y, die auf Rdumen durch (g,y) — gy gegeben ist.

Die Doppelnebenklassenformel folgt aus der entsprechenden Beziehung fiir den Burn-
sidering: Es gilt
Resf; (G/K) = [[ H/(H N "K),

wobei o die Doppelnebenklassen von H und K in G durchliuft. Fiir einen G-Raum Z
ist G4 Ay Z = G/Hy N Z durch den G-Homoomorphismus (g, z) — (g, g2). O

Satz 3.6. Fualls X ein G-Raum ist, bilden die stabilen dquivarianten Cohomotopiegrup-
0

pen mp (X) einen Green-Funktor auf der Kategorie der Untergruppen H C G.

Beweis. Durch die natiirliche Ringstruktur des Sphérenspektrums erhalten wir eine Mul-
tiplikation auf den Cohomotopiegruppen. Die Restriktions- und Konjugationsabbildun-
gen sind mit dieser Multiplikation vertréglich. Fiir Frobenius-Reziprozitdt betrachtet
man fiir f € [Xy,S5]% g € [X4,S] und G-Darstellungen V und W das kommutative
Diagramm

SYAXLASYAXL B GAg (SYAX)ASY AXy — Gy Ag SV ASY — gV A gV

~ [

G Ag (SYAX ASYAX)— Gy A (SY AST)

Die senkrechten Pfeile sind die durch (g, z,y) — (g,z, gy) (mit z € SY AX, bzw. z € SV
etc.) gegebenen G-Isomorphismen. Aus der unteren Zeile dieses Diagramms ergibt sich
durch Zusammensetzen mit der Diagonale SV&W A X, AL, gVew A (X4 A Xy) die

Abbildung Ind% (f - Res$ g), aus der oberen Zeile wird dagegen Ind% (f) - g gebildet. [

Falls wir auf dem Einhdngungsspektrum des G-Raums Y eine Multiplikation haben,
zeigt man auf die gleiche Weise, dass die dquivarianten Homotopiegruppen von Y —
bzw. die Zuordnung H ~ [X,Y]* - einen Green-Funktor auf den Untergruppen von G
bilden [Car03l, [Tho99).

3.4. Isomorphismus mit dem Burnsidering

Wenn wir auf beiden Seiten das dquivariante Sphirenspektrum einsetzen, erhalten wir
das initiale Objekt aus der Kategorie der Green-Funktoren zuriick [Seg71], [Die87]:

Satz 3.7. Die eindeutige Abbildung von Green-Funktoren pg : A(G) — [S,S]¢ ist ein
Isomorphismus.

Beweis. Zunéchst beschreiben wir die Abbildung auf der additiven Basis {G/K} von
A(G): Da das Bild von G/K unter ¢ genau das Element Ind% (1) ist, erhélt man
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3.4. Isomorphismus mit dem Burnsidering

einen zugehorigen Reprisentanten f : SV — SV durch Anwenden der G-dquivarianten
Pontrjagin-Thom-Konstruktion auf G/K.

Fiir die Konstruktion des Inversen von ¢ betrachten wir zunéichst die Abbildung

degg : [S,5]¢ — HZ,
(H)

die einem Element f € [S, 5], das durch eine G-Abbildung fy : S — SV repriisentiert
wird, das Tupel

(deg((fv)": (V) — (SV)"))n
zuordnet, wobei (—)# wie iblich fiir die Fixpunkte steht. Im Produkt durchliuft H die

Konjugationsklassen von Untergruppen von G, sodass sich A(G) wie iiblich als Unterring
auffassen lésst.

Um diese Behauptung zu beweisen, ist folgendes zu zeigen:
> Die Abbildung deg. ist wohldefiniert.
> Die Abbildung ist ein Ringhomomorphismus.

> Die Zusammensetzung degg opg @ A(G) — [](y) Z ist die Einbettung von A(G)
in das Produkt aus Bemerkung [1.6

> Die Abbildung ¢ ist surjektiv.

Durch Zusammensetzen mit der Umkehrabbildung der Einbettung A(G) — ][ ) Z lie-
fert degs dann auf dem Bild dieser Einbettung das Inverse der kanonischen Abbildung

©.

Die Abbildung ist wohldefiniert, denn durch Einhingen mit G-Darstellungen &dndert
sich der Abbildungsgrad auf den Fixpunkten nicht. Es gilt (X A SV)H = XH A (SV)H,
Die Abbildung ist ein Ringhomomorphismus, denn Fixpunkte und Abbildungsgrad sind
additive und multiplikative Abbildungen.

Wir beweisen den vorletzten Punkt durch Nachrechnen auf der Basis {G/K} von
A(G). Zunichst wird das Basiselement G/K in eine G-Darstellung eingebettet, etwa
in den von dieser Menge erzeugten Vektorraum V. Durch die dquivariante Pontrjagin-
Thom-Konstruktion ergibt sich nun eine Abbildung, die alle Basiselemente (und kein
weiteres Element) auf dasselbe Element in SV abbildet. Der Grad dieser Abbildung und
der Abbildungen auf den Fixpunktmengen kann in diesem Punkt berechnet werden,
indem man jeweils das Urbild betrachtet. Fiir eine beliebige Untergruppe H von G
besteht das Urbild unter der H-Fixpunktabbildung aber genau aus der Menge der H-
Fixpunkte von G/K. Damit stimmt die Zusammensetzung deg. opg mit der iiblichen
Abbildung A(G) — [[5 Z iiberein.

Fiir die Surjektivitit von ¢ verwenden wir den folgenden Spaltungssatz von Segal
und tom Dieck [Seg71, Prop. 4], dessen Beweis man in [Die87, I1.7.7 und II.8.2] oder in
[Die75] nachlesen kann:
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3. Aquivariante stabile Homotopie und Burnsideringe

Satz 3.8. Es gilt T%(EG) = @ﬂ%/(H)(EW(H)), und fir endliche Gruppen ist jeder

Summand isomorph zu 7.

Fine additive Basis von W%(EG) enthélt also fiir jede Konjugationsklasse von Unter-
gruppen von G ein Element, genau wie der Burnsidering. Nach [Die75l Satz 4] bildet ¢
das Element GG/H fiir einen Repriisentanten H einer solchen Konjugationsklasse genau
auf einen Erzeuger von 77%/( H)(EW(H )) ab. Damit folgt die Surjektivitdt von g aus
Satz 3.8 O

3.5. Pro-Kategorien und Pro-Morphismen

Wir erinnern in diesem Abschnitt an einige Eigenschaften von Pro-Kategorien und Pro-
Morphismen [AM69, A.2], die fiir das Verstidndnis der als Segal-Vermutung bekannten
Aussage niitzlich sein werden.

Definition 3.9. Ein Pro-System in einer Kategorie ¢ ist ein Funktor X : N' — € von
einer gerichteten Indexkategorie N nach %.

Als gerichtete Indexkategorie bezeichnen wir eine kleine Kategorie, in der zu je zwei
Objekten n,n’ ein Objekt m mit Morphismen sowohl nach n als auch nach n’ existiert
und zu je zwei Morphismen n = n’ ein Morphismus n’ — m, sodass die Kompositionen
iibereinstimmen.

Wir betrachten also die allgemeinere Version von Pro-Kategorien, in denen verschie-
dene Pro-Objekte im Allgemeinen durch verschiedene Diagramme indiziert sind. Die
Morphismen definiert man fiir zwei Pro-Systeme X = {X,, }mepm und Y = {Y}, }penr als

Pro-¢(X,Y) = lim lim %'(Xn,Y,).
neN mem

Die Abbildungen zwischen den Hom-Mengen sind die offensichtlichen Abbildungen, die
sich aus den Morphismen der Indexkategorien ergeben.

Falls M = N = N, falls also die Pro-Systeme aus einem Turm bestehen, kénnen
wir einen Pro-Morphismus durch die Angabe von kompatiblen Morphismen X,, — Y,
reprasentieren, wobei zu jedem Index n € N ein passender Index m, € N gewihlt wird.

Bemerkung 3.10. Ein Isomorphismus von Pro-Systemen induziert auch auf dem Limes
und seinen abgeleiteten Funktoren Isomorphismen.

Ein Beispiel fiir ein Pro-System, das auf N indiziert ist, bilden die Quotienten des
Burnsiderings A(G) nach den Potenzen des Augmentationsideals Ig. Die Strukturab-
bildungen des Green-Funktors A lassen sich dabei sogar auf die Pro-Systeme fortset-
zen: Die Beziehung Res I} C I, gilt fiir alle H C G, also liefert Restriktion immer
einen Homomorphismus zwischen den Pro-Systemen. Da auch die Konjugationsabbil-
dungen Ringhomomorphismen sind, induzieren sie dort ebenfalls Homomorphismen. Bei
der Konstruktion der Induktionsabbildungen hilft die folgende Aussage [Lai79, Prop.
1.14]:
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3.6. Die Segal-Vermutung

Lemma 3.11. Fulls H eine Untergruppe von G ist, definieren die absteigenden Folgen
von Idealen {If, - A(H)} und {1} zwei Filtrierungen auf A(H), die dieselbe Topologie
induzieren.

Aus dem Lemma folgt, dass die Pro-Systeme {A(H)/I};}, und {A(H)/(I% - A(H))}n
isomorph sind, und da die Induktionsabbildung als A(G)-Modulhomomorphismus eine
Abbildung {A(H)/(I{-A(H))}n — {A(G)/1}}, induziert, erhalten wir auch einen Pro-
Morphismus

Ind : {A(H)/ T b — {AG)/ I}

Da die Vertraglichkeitsbedingungen zwischen den Abbildungen fiir den Burnsidering-
Funktor gelten und die Fortsetzungen eindeutig sind, gelten die gleichen Beziehungen
auch fiir den entsprechenden Funktor nach Pro-Ab.

Wir haben durch die Fortsetzung der Abbildungen auf die Pro-Systeme schon alle
Zutaten fiir die Green-Funktor-Struktur auf der Vervollstdndigung A.

Satz 3.12. Der Funktor G — A(G) = lim A(G) /1, wobei I das Augmentationsideal

bezeichnet, ist wieder ein Green-Funktor, und die Abbildung A — A ein Morphismus von
Green-Funktoren.

Die Restriktions-, Induktions- und Konjugationsabbildungen ergeben sich sofort durch
Ubergang zum Limes aus der stéirkeren Aussage, dass die Abbildungen schon auf den
Pro-Systemen existieren und dort alle geforderten Eigenschaften besitzen.

3.6. Die Segal-Vermutung

In der einfachsten Variante stellt die sogenannte Segal-Vermutung, deren Beweis in
[Car84] abgeschlossen wurde, einen Zusammenhang zwischen der stabilen Cohomotopie
von klassifizierenden Rdumen endlicher Gruppen und der Vervollstdndigung des Burnsi-
derings am Augmentationsideal her.

Sei G eine endliche Gruppe. Wir werden vor allem die folgende stidrkere Formulierung
der Aussage brauchen [GM95] 8.3]:

Satz 3.13. Die zusammengesetzte Abbildung A(G) — [S, 5] — [EG4,S]¢ induziert
einen Isomorphismus

{7&(8%)/ 1 nen = {mG(EGL ) hmen
von Pro-Gruppen.

Die zweite Abbildung erhélt man aus der Projektion EG, — S° = x_, die alle Punkte
von EG auf einen Punkt sendet. Fiir FG und die Skelette EG(™ wiihlen wir die Kon-
struktion aus Bemerkung Durch Ubergang zu den Vervollstindigungen ergibt sich
nun die bekanntere Formulierung; hier ist die Abbildung auflerdem vertriglich mit der
Zusatzstruktur:
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3. Aquivariante stabile Homotopie und Burnsideringe

Satz 3.14. Die Abbildung A(G) — [EG.,S)¢ = [BG,,S] faktorisiert in eindeutiger
Weise iiber die Vervollstindigung A(G) und induziert einen Isomorphismus A(G) —
[BG, S] von Green-Funktoren.

Beweis. Sei I das Augmentationsideal von A(G). Durch den Isomorphismus mit 7%
wird I mit dem Kern der Abbildung

[S’ S]G - [57 S]l = [G—HS]G

identifiziert. Auf W%(G+) operiert I trivial, und jede G-Menge X, auf der G frei ope-
riert, ergibt sich durch Zusammenkleben von G-Mengen der Form Y A G4. Da sich
die Eigenschaft, ein Modul iiber der Vervollstindigung am Augmentationsideal zu sein,
auf die Homotopie von Erweiterungen iibertragt, ist w%(X ) fiir jeden endlichen freien
G-Komplex X ein Modul {iber dem vervollstindigten Ring A(G)

Der Raum EG setzt sich aus solchen endlichen freien G-Riumen als EG = h_H)lEG(n)

zusammen. Aus der Isomorphie der Pro-Systeme {WE(EGS:L))} und {n(,/I"} folgt, dass
der lim!-Term verschwindet, da das zweite System die Mittag-Leffler-Bedingung erfiillt.
Damit gilt 7%(EG,) = lim 7% (BG”), und dieser A(G)-Modul &ndert sich bei Vervoll-
stdndigung an I nicht [GM95, 6].

Die Abbildungen A(G) — [BG., S] sind mit der Green-Funktor-Struktur vertriglich:

Sei H eine Untergruppe von G. Aus dem kommutativen Diagramm

A(G) —— BG4, 8]

L]

A(H) — [BH,., S]

wird durch Vervollstéindigung am Augmentationsideal von A(G) das kommutative Dia-
gramm

A(G) —— [BG4, S]

L

A(H)y— [BH, 5],

denn die Gruppen auf der rechten Seite sind schon A(G)-Moduln. Fiir die Induktions-
und Konjugationsabbildungen argumentiert man genauso. O

3.6.1. Moore-Spektren

Sei K eine freie abelsche Gruppe und SK ein zugehoriges Moore-Spektrum. Per Definiti-
on ist SK also ein konnektives Spektrum, dessen Homologie K in Grad 0 konzentriert ist.
Fiir freie abelsche Gruppen gibt es eine besonders einfache Beschreibung: Falls I = {z;}
eine Basis von K ist, wird das Spektrum \/; S, also die zugehorige Summe von Sphé-
renspektren, zu einem Moore-Spektrum mit Homologie K. Interessieren wird uns in den
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3.6. Die Segal-Vermutung

nichsten Kapiteln, wie man auf einem solchen Spektrum auf verschiedene Arten eine
vorgegebene Ringstruktur auf K realisieren kann.

Wir bezeichnen mit I in diesem Abschnitt den Kern der Abbildung A(G) ® K — K,
die durch Fortsetzen der Augmentation A(G) — Z entsteht.

Satz 3.15. Die Pro-Systeme {(A(G) ® K)/I%} und {[BGS:L), SK]} sind isomorph.

Beweis. Der Pro-Isomorphismus ergibt sich aus dem Ergebnis von Carlsson durch Tenso-
rieren mit K fiir jeden Index: Da die Filtrierung von BG aus kompakten Teilkomplexen
besteht und SK ~ \/ S eine Summe von Sphérenspektren ist, gilt

BG™, S, @ K = [BG™, S, @[S, SK] = [BG, SK].,

wobei die Abbildung [BGSrm),S]* ® [S,SK| — [BGSrm),SK]* durch Komposition von
Morphismen induziert wird. Also haben wir sogar

{[5. SKI¢/18} = {[BG}", SK].},
und insbesondere folgt der Isomorphismus der Pro-Systeme in Grad 0. O

Satz 3.16. Der Limes )
Ak (G) = lIm(A(G) ® K)/I¢

ist als Mackey-Funktor isomorph zu [BG4, SK].

Beweis. Die Isomorphie folgt aus dem Beweis von Satz Das System {[S, SK|S/I%}

erfiillt offenbar die Mittag-Leffler-Bedingung. Damit verschwindet auch lim![B Ggf), SK].
und es gilt
[BG.+, SK] = 1im[BG”, SK].

n

Der Isomorphismus X
Ak (G) — [BG4,SK]

ergibt sich jetzt aus Satz durch Ubergang zu den Limites. O
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4. H..-Moore-Spektren

Mit Hilfe von kommutativen Multiplikationen auf Spektren lassen sich topologisch de-
finierte Beispiele fiir Coalgebren iiber dem Cotripel ¥ bilden. Aus dem Isomorphismus
in Abschnitt kann in einem Spezialfall fiir Moore-Spektren eine rein algebraische
Bedingung fiir die Existenz einer solchen Multiplikation hergeleitet werden.

4.1. H..-Spektren

FEine Moglichkeit, Hoo-Spektren zu definieren, ist als Spektren mit der Operation einer
FE-Operade in der stabilen Homotopiekategorie. Wir werden diese Formulierung in den
folgenden Abschnitten gar nicht brauchen und geben sie hier nur zur Motivation und
zur Einordnung der Begriffe in den richtigen Zusammenhang an.

Falls ¢ die Operade mit den Rédumen %'(n) fiir jeden Index n bezeichnet, besitzt ein
Hoo-Spektrum X demnach Strukturabbildungen der Form p,, : € (n)+ A X — X, die
iiber € (n)4+ Ay, X\ faktorisieren. Auerdem haben wir kommutative Diagramme der
Gestalt

(C(k) x €(n1) X -+ X E(ng)) g AX Ao A XA L@ n) A XD

:u'nl/\n'/\unkl lp’n

C (k) N XN o X

in der stabilen Homotopiekategorie fiir alle k und alle Zerlegungen n = nq+- - -+ng. Den
oberen Pfeil erhélt man aus der Strukturabbildung v von %’. Dass es sich um eine F-
Operade handelt, bedeutet, dass jeder der Rdume % (n) ein zusammenziehbarer Raum
ist, auf dem X, frei operiert; wir kénnen also €(n) ~ EY,, schreiben.

Bemerkung 4.1. Aus den wie in [3.3]konstruierten Rédumen EY,, setzt sich die sogenannte
Barratt-Eccles-Operade zusammen. Welche FE..-Operade man auswéhlt, spielt in der
Theorie eigentlich keine Rolle, da sich fiir dquivalente Operaden auch die zugehorigen
Kategorien von Algebren vergleichen lassen.

Fiir ein Spektrum X bezeichnen wir mit D; X nun die j-te erweiterte Potenz von X,
also

D;X = ESj; Ay, X™.

Wie in [LMSMS6, VII.1.6] beschrieben, erhalten wir aus den Strukturabbildungen der
Operade fiir alle Indizes 7, 7, k,n und alle Spektren X, Y natiirliche Transformationen

> oty X\ — D, X
> gt D; X N DJX — DH_]'X

> ﬁj,k: : DjDkX — Dij
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4. Hoo-Moore-Spektren

und auflerdem die Abbildung §,, : D,(X AY) — D, X A D,Y. Fiir unsere konkrete
Konstruktion der erweiterten Potenzen ergeben sich die Abbildungen aus den Inklusionen
YT C Xy, X X 35 C Xy, Xj(3k) C Xy und der Diagonale EY,, — EX, x EX,.

Nach [LMSMS86, Prop. VII.2.2] kénnen wir fiir die Definition von H..-Spektren alter-
nativ auch zwei Spezialfille des oben angegebenen Diagramms verwenden; daraus folgt
dann schon die Kommutativitéit des allgemeineren Diagramms. Wir verwenden als Defi-
nition die folgende Formulierung aus [BMMSS86, 1.3.1], die fiir unsere Zwecke am besten
geeignet ist:

Definition 4.2. Ein H..-Spektrum ist ein Spektrum X mit Multiplikationsabbildungen
ui € [D; X, X]

fiir j > 0, sodass u; = idx und sodass die folgenden Diagramme in der stabilen Homo-
topiekategorie kommutieren:

D;X ADyX Ok Djx X D;DyX 5 D x
MAMJ llj‘jﬂc Dju,{ Jﬂjk
XAX —2 D x " x Dix M %

4.2. Green-Funktor-Struktur auf Kohomologieringen

Sei X ein kommutatives Ringspektrum in der Homotopiekategorie und n € N. Die Multi-
plikation auf X kann sich etwa aus einer H,.-Struktur ergeben, diese stéirkere Bedingung
wird aber im Moment noch nicht vorausgesetzt. Wir wihlen auflerdem einen Raum F
mit disjunktem Basispunkt, auf dem die Gruppe G auflerhalb des Basispunkts frei ope-
riert, sodass E/K — E/H fiir je zwei Untergruppen K C H von G eine Uberlagerung
ist. Fiir £ werden wir spéter zum Beispiel den Raum EG4 oder ein endliches Skelett
davon einsetzen.

Fiir Untergruppen H von G schreiben wir als Abkiirzung
B(H) = $%(H) = [E/H, X],

wobei mit [—, —] wie schon im letzten Abschnitt die Abbildungen in der stabilen Homo-
topiekategorie bezeichnet werden und die Rédume dann fiir die entsprechenden Einhén-
gungsspektren stehen. Die folgende Aussage ist nach den Ergebnissen im letzten Kapitel
nicht tiberraschend (vgl. [Mad78| §1]):

Satz 4.3. Der Funktor & ist ein Green-Funktor auf der Kategorie der Untergruppen
von G.

Die Restriktions- und Induktionsabbildungen werden fiir zwei Untergruppen H C K
von G durch die natiirliche Abbildung E/H — E/K und durch die zugehorige Trans-
ferabbildung aus Abschnitt induziert. Die Konjugation erhélt man aus der Konjuga-
tionsoperation von G auf E. Durch die Multiplikation p von X wird eine Produktstruktur
auf #(H ) definiert, die diese Homotopiegruppen wie iiblich zu einem kommutativen Ring
macht.
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4.3. %-Coalgebrastruktur

Bemerkung 4.4. Herleiten lisst sich die Aussage auch aus der dquivarianten Version in
Satz indem man die Isomorphie

(B, X" ~[E/H, X]

fiir alle H C G ausnutzt.

Falls wir £ = EG, wihlen, wird der Funktor G — [E/G, X| = [BG4, X] sogar zu
einem Green-Funktor auf der Kategorie aller Permutationsgruppen. Wir erhalten durch
die Multiplikation ue auBlerdem natiirliche Abbildungen

(BG4, X]® [BHy, X] — [BG A BHy, X A X] 22 [B(G x H)y, X],

sodass die Voraussetzungen fiir die Anwendung der Konstruktion ¥ erfiillt sind.

Bemerkung 4.5. Etwas allgemeiner erhalten wir fiir jeden punktierten Raum B einen
Green-Funktor auf allen Permutationsgruppen, indem wir G C ¥,, den Ring

[EG, Ag B, X]

zuordnen (der auf natiirliche Weise isomorph zu [EX,, Ag B, X] ist), also E = EX,,+ A
B wihlen. Falls G C ¥; und H C 3, gilt

ESiy Ag BN NESjy Ay BN ~ E(Si X )4 Agxr BN ANBY ~ EX ;1 )4 Aaxr BN,
und in diesem Fall 1dsst sich die Konstruktion ¥ ebenfalls durchfiihren.

Satz 4.6. Sei K eine freie abelsche Gruppe und SK ein zugehdriges Moore-Spektrum.
Aufserdem besitze K eine Ringstruktur, sodass SK ein Ringspektrum (bis auf Homotopie)
wird, das diese Multiplikation realisiert. Dann ist Ax auch als Green-Funktor isomorph

2u G — [BG4,SK].

Beweis. In Satz wurde schon der Isomorphismus als Mackey-Funktoren bewie-
sen. Da die Multiplikation auf K von der Ringstruktur auf SK induziert wird, folgt
die Isomorphie als Green-Funktoren aus der Isomorphie der Green-Funktoren A und
B(=)+, 5. 0

4.3. >-Coalgebrastruktur

Wir setzen nun voraus, dass X nicht mehr nur ein kommutatives Ringspektrum, sondern
sogar ein Hy-Spektrum mit Strukturabbildungen p,, : D, X — X ist. Das Ziel in diesem
Abschnitt ist es, den Green-Funktor

Gr— [BG+>X]7

der auf allen Permutationsgruppen G definiert ist, auf natiirliche Weise zu einer Y-
Coalgebra zu machen. Wir brauchen aber spéter auch endliche Skelette des klassifizie-
renden Raums und formulieren deshalb erst einmal etwas allgemeinere Aussagen.
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4. Hoo-Moore-Spektren

Sei B ein beliebiger punktierter Raum. Nach Bemerkung konnen wir ¥ auf den
Green-Funktor, der eine Untergruppe G C ¥, auf [EG Ag B"", X] sendet, anwenden.
Durch

B, X] 2 [D.B, D, X] X2 (D, B, X]

wird nun eine Abbildung

7= (7): [B,X] = [[[DnB, X]

definiert.

Satz 4.7. Das Bild von 7 liegt in der Tez’lmenge der exponentiellen Elemente von
[L.[DnB, X], besteht also aus Folgen (X,) mit ResE <3, (Xpn) = X;®@X; fir allei+j = n.

Beweis. Sei z : B — X ein Morphismus in der stabilen Homotopiekategorie. Fiir alle 4, j
folgt aus dem kommutativen Diagramm

D;B A D]B @ DH_]'B
| .
D;X N DJX @ DH_]'X
XNX—; Dy X — X
dass Resgj;jzj Tirj(x) = 7(x) @ 75 (). O
Satz 4.8. Die Abbildung 7 : HeD B, X] ist ein Ringhomomorphismus.
n

Beweis. Seien z,y € [B, X]. Fiir die Additivitit verwenden wir das kommutative Dia-
gramm

DpB——— Dy(BVB) —2 ) p (X VX) DX ——— X

T~ T T

Vigjen DiBADB —— Vi DiIX NDjX —— X AN X —— D2 X
Die obere Zeile reprisentiert das Element 7, (x + y), die untere Zeile die Summe

> Indg e, (Ti(@) - 75 ())-

i+j=n
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4.3. %-Coalgebrastruktur

Um zu zeigen, dass 7 die Multiplikation erhélt, betrachten wir das Diagramm

Dy, n n
DpB——— Du(BAB) 2 b (x A x) 225 DDy x 2 DX

k k L]

D,BAD,B2 X AD X %Dy X —— X

|

XANX —— DX

Die beiden rechten Diagramme kommutieren wegen der H..-Eigenschaft, das linke
wegen der Natiirlichkeit der Transformation § und das mittlere einfach aus dem Grund,
dass die Gruppenhomomorphismen ¥, — %, (39) — Y9, und X%, 2, Yo X X, — Yo,
iibereinstimmen.

Da zy durch die Zusammensetzung B — BA B — X AN X — DX — X gegeben
ist, entspricht die obere Zeile dem Element 7, (zy). Die untere Zeile ist das Produkt der
Elemente 7, (x) und 7,,(y). O

Durch Einsetzen von B = BG, in Satz erhalten wir fiir jede Gruppe G einen
Ringhomomorphismus

¢ [BG,, X] — He[DjBG+,X] = HE[BE]-<G>+,X].

J J

Auf der rechten Seite steht in diesem Fall der Ring ZF(5)+X)(@), und damit ist der
Homomorphismus 7 ein Kandidat fiir die Strukturabbildung einer ¥-Coalgebra.

Um diese Eigenschaft zu verifizieren, muss noch gezeigt werden, dass die Abbildungen
T sich zu einem Morphismus von Green-Funktoren zusammensetzen, der die Bedingun-
gen fiir eine solche Coalgebrastruktur erfiillt.

Satz 4.9. Die Ringhomomorphismen 17 sind vertrdglich mit den Strukturabbildungen
der Green-Funktoren.

Beweis. Sei H — G ein Gruppenhomomorphismus. Das Diagramm

BGy, X] — [ [D;BG.. X]

chs lRCS

kommutiert offensichtlich. Der einzige Punkt, der eine genauere Untersuchung erfordert,
ist die Vertréglichkeit mit Induktion: Die in Abschnitt [3.2] beschriebene Transferabbil-
dung erhilt man aber fiir ¥;(G) und X;(H) genau durch Anwenden von D; auf die
Transferabbildung von G und H. Das gleiche gilt fiir Konjugation mit Elementen aus
G. O
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4. Hoo-Moore-Spektren

Satz 4.10. Sei #(G) = [BG 4, X]. Die Kommutativitit des zweiten Hy,-Diagramms fiir
X impliziert, dass das Diagramm

B(G) — T $2(Q)

1 |

2(G) — 227(G)

in der Kategorie der Ringe kommutiert.

Beweis. Fiir einen vorgegebenen Morphismus x : BG; — X ergibt sich das kommutative
Diagramm

DjDkBG+ — DjkBG+

| J

DjDkX e Dij

| |

DjX — X.

Die Komposition des rechten und des oberen Morphismus ist das Bild von x unter der
Abbildung

D' *
IBG, X] =5 [D;uBGy, D X] X5 (D BG4, X) 55 DDy BG, X]

und entspricht algebraisch damit Res chli((L'). Links erhélt man das Bild von x unter der
Abbildung

D,
(BG4, X] 2% [DyBG, Dy X] —+ [D;D,BG+, D; Dy, X]

l“* l(Dij)*

[DkBG+, X] T) [DJDkBG+, DJX]

J
lu*

[D;DyBG, X]

und damit TjEk<G> (¢ (2)). O
Zusammengefasst erhalten wir das folgende Resultat:

Satz 4.11. Die Hoo-Multiplikation auf X induziert auf dem Green-Funktor
G — [BG+7 X]

eine X-Coalgebrastruktur.

52



4.4. Umkehrung: Hs.-Strukturen fiir Moore-Spektren

Insbesondere gilt dieser Satz fiir das Sphirenspektrum, und da A das initiale Objekt
in Green-Funktoren ist, kommutiert das Diagramm

A——— 34

J |

[B(—)+, 5] — 5lB)+8]

Die Coalgebrastruktur von [B(—)y, S] setzt also durch die Identifikation mit A die Y-
Coalgebrastruktur auf A fort.

4.4. Umkehrung: H_-Strukturen fiir Moore-Spektren

Sei K ein Ring, der als Z-Modul frei ist, und SK ein zugehoriges Moore-Spektrum. Aus
der vorgegebenen Multiplikation auf K erhalten wir auf A 2 [B(—)y, SK] eine Green-
Funktor-Struktur. Das Ziel ist es nun, die Multiplikation auf SK zu einer H,o-Struktur
7Zu erweitern.

Aus der Ho-Struktur des Sphéirenspektrums erhalten wir fiir jeden Raum B nach Satz
[4.8| einen Ringhomomorphismus

7:[B,S] - [[1D;B, ).
J
Wir konnen fiir B wieder einen klassifizierenden Raum oder ein endliches Skelett davon

einsetzen. Im Spezialfall B = BG4 wurde in Satz schon gezeigt, dass sich die
Ringhomomorphismen

76 1 [BG4, 8] — [[1D;BG+., 8]
J
zu einer Y-Coalgebrastruktur auf diesem Funktor zusammensetzen.

Lemma 4.12. Die Strukturabbildung setzt sich aus den Limites der Abbildungen
o BGY, 8] — [[IDi(BGY), 8]
J
zusammen.

Beweis. Die Abbildungen Tén) ergeben sich offenbar durch Einschrankung von 7. Dass
der Limes auf der linken Seite tatséichlich die Gruppe [BG, S] ist, dass also der lim!-Term
verschwindet, folgt aus dem Pro-Isomorphismus aus Abschnitt

Auf der rechten Seite erhalten wir genauso fiir jede der Gruppen die Gleichung
lim((D; BG4)™, S] = [D;BG.., S].

Da es fiir dieses System keine Phantomabbildungen gibt, gilt das auch fiir das Pro-System
{[Dj(BGS:L)), S}, denn jeder Morphismus aus [D;BG,,S], dessen Einschrankung in
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4. Hoo-Moore-Spektren

{[D;(BG™), S]} das Nullelement, ist, schréinkt sich in {[(D;BG )™, S]} ebenfalls zu 0

ein.

Um zu zeigen, dass sich die Abbildung als Limes schreiben ldsst, geniigen jetzt die
Beobachtungen, dass der Vergissfunktor von .4b nach Mengen mit Limites vertauscht
und dass Produktbildung und Einschrankung auf die exponentiellen Elemente als Limites
ebenfalls mit dem projektiven Limes vertauschen. ]

Durch Zusammensetzung mit der Einheit S — SK ergeben sich Ringhomomorphismen
B6, 5] - []10i(B6Y), SK),
J
deren Limes die Abbildung
[BG.. 5] — lim H (BGY), K] = [] lim[D;(BGY), SK]
J

ist.
Fiir einen beliebig Vorgegebenen Ringhomomorphismus K — X4 (1) erhalten wir
durch Einschrénken auf H BG( )) SK] und Zusammensetzen mit
J

[BGYY, ] —’H D;(BGYY), SK]

Homomorphismen der Form

[BG'™ 5] ®K—>H D;(BG™), SK].

Im Limes ergibt sich ein Ringhomomorphismus
. [BGy, SK) — [[1B%(G)+. SK).

Als Mackey-Funktor ist G — [BG4, SK] nach Satz isomorph zu Ag, und die
hier angegebene Abbildung 7¢ wird zu einer Kandidatin fiir die Strukturabbildung einer
>-Coalgebra.

Satz 4.13. Falls der Green-Funktor Ax mit den Abbildungen ¢ eine X-Coalgebra ist,
wird dadurch eine Hoo-Struktur auf SK induziert, die die Multiplikation auf SK fortsetzt.

Mit der Fortsetzung der Multiplikation ist gemeint, dass die Zusammensetzung
SK ANSK — DoSK 2 SK

wieder die Multiplikation des kommutativen Ringspektrums SK in der stabilen Homo-
topiekategorie ergibt.

Diesen Satz beweisen wir in den folgenden Abschnitten in drei Schritten: Zunichst
werden die Multiplikationsabbildungen mit Hilfe der Coalgebrastruktur definiert, dann
wird die Kommutativitéit des ersten und des zweiten H.,-Diagramms nachgewiesen.
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4.4. Umkehrung: Hs.-Strukturen fiir Moore-Spektren

4.4.1. Definition der H,,-Struktur

Sei 7 = 7! die Abbildung fiir die triviale Gruppe,

7: K — [[1BSu+. K] = []1DaS. SK].

Wir kénnen ,,Inklusionsabbildungen® ¢; : S — SK so wihlen, dass sie den Elementen
einer Z-Basis von K entsprechen. Das induziert eine Aquivalenz

DnSK ~\/ Dy, SADp,SA ...

Die (n1,n2,...)-Komponentd?| der Multiplikation u, € @[Dn,S A Dn,S A ..., SK]
wird nun definiert als das Bild von (7, (¢1), Tny (¢2), . . . ) unter der Abbildung

[Dp, S, SK| X [Dy,,S,SK]| X -+« — [Dyp, S ANDp, SN ..., SK].
Lemma 4.14. Die Abbildung
K®" =~ [§SK|® - ®[S,SK] — [SA---ANS,SKA---ASK]
— [S, D, SK]
= PBIS, D, S A Dn,S A ..
P18, SK] = K
st die Multiplikation in K.

Beweis. Es geniigt wegen der Linearitit der beiden Abbildungen, die additiven Erzeuger
t; von K zu betrachten. Sei ¢j* A -+ A ' ein entsprechendes Element im Produkt
(0.B.d.A. in dieser Reihenfolge, da alle auftretenden Ringe kommutativ sind). Aus dem
kommutativen Diagramm

n
LA AT

SA--AS SK A+ ASK
DiSA---ADyS DiSK A -+ ADySK
| |
Dp,SA-ADy. S D,SK

\SK/

und der Restriktionseigenschaft der Abbildungen 7;, erhilt man die Gleichung

Res(7p, (11) @ -+ @ T, (1)) = 11 (1) @ -+ - @ T (1) =070 .o,

20bwohl die Schreibweise hier suggeriert, dass die Basis abzéhlbar ist, was nicht vorausgesetzt wurde,
behalten wir sie zur besseren Lesbarkeit bei.
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4. Hoo-Moore-Spektren

und das ist genau die Behauptung fiir die Erzeuger. Dabei verwenden wir wieder die
gleiche Konvention und schreiben 7, (11) ® 7, (t2) ® ... fiir das Bild dieses Elements in
[Dn,SADyp,SA...,SK]. O

Lemma 4.15. Die Komposition

BG,.SK] 7 [D;BG,, D;SK] “* [D;BG., SK]

ist fir jede Gruppe G und j € N die vorgegebene Abbildung TjG.

Beweis. Da die Strukturabbildungen fiir G durch Ubergang zu den Skeletten und Bil-
dung des Limes konstruiert wurden, reicht es, die Behauptung fiir die Abbildungen

BG™, sK] — [D;BG™, D;SK] % [D;BGY™ | SK]
nachzuweisen. Fiir die kompakten Skelette gilt aber
IBGY, SK] =~ [BG™, 5] @[S, SK],

daher konnen wir uns auf G = 1 einschrénken. Sei also a = ), a;t; € [S, SK]. Dann
lasst sich a zusammensetzen als S — SV---VS§S — SV---V§ ~ SK, wobei wir wie oben
wieder nur die nicht-verschwindenden Summanden betrachten und daher annehmen, dass
K nur endlich viele Z-Summanden hat. Die erste Abbildung ist die Abklemmabbildung,
die zweite ist auf dem i-ten Summanden Multiplikation mit dem Koeffizienten a;.

Als Bild unter der oben angegebenen Komposition erhalten wir aus dieser Darstellung

D;S — Dj(SV---v8)~\/DjSAD;SA---—\/DjSAD;S ... 5 SK.

Da die Komposition der ersten beiden Abbildungen algebraisch der Induktionsabbil-
dung IndgjlxszX... entspricht, die in der Verkniipfung H auftritt, geniigt es, sich auf
den Fall a = a;t; einzuschrinken. Nach Konstruktion von 7 gilt die Behauptung fiir die
Erzeuger, und aus der Multiplikativitit von 7 folgt das Ergebnis auch fiir das Produkt,
da der Ringhomomorphismus auf dem von 1 erzeugten Unterring Z eindeutig bestimmt
ist. 0

Lemma 4.16. Die Strukturabbildungen des Green-Funktors Ak der Form
A (G) x Ag(H) — Ag(G x H)
entsprechen unter dem Isomorphismus Ag = [BG4,SK| der Zusammensetzung
[BGy,SK] x [BH,SK] — [BG, A BH,,SK A SK]| ¥ [B(G x H),,SK].
Beweis. Da der Isomorphismus
[BGY, 8] &[S, SK] — [BG", SK]

durch Komposition von Abbildungen induziert wird, folgt die Aussage nach Ubergang
zu den n-Skeletten aus dem Spezialfall G = H = 1. Dieser Fall wurde aber in Satz [4.14]
schon bewiesen. O
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4.4. Umkehrung: Hs.-Strukturen fiir Moore-Spektren

4.4.2. Kommutativitdt des ersten H..-Diagramms

Um die Kommutativitit der beiden Diagramme nachzuweisen, wird ausgenutzt, dass sich
die Kohomologie von D,,SK nach Wahl einer Basis aus der Kohomologie klassifizieren-
der Réume der Form B(3,, x - -+ x %, ) zusammensetzt, die durch unsere algebraischen
Bedingungen beschrieben wird. In den néchsten beiden Unterabschnitten wird also ei-
gentlich nur durch ,Nachrechnen“ iiberpriift, dass diese Bedingungen tatséchlich das
Richtige modellieren.

Satz 4.17. Das Diagramm

D;SK A D]SK DH_]‘SK
SKNSK ——— D:SK — SK
kommutiert fir alle i, 5.

Beweis. Wir untersuchen die Abbildung eingeschrankt auf einen beliebigen Summanden
der Form
DhS/\DiQS/\--'/\Dle/\DjZS/\...

von D;SK A D;SK, betrachten also stattdessen das Diagramm

DilS A DiQS VANRRIVAN DﬁS N DjQS VAN Di1+j15 A Di2+j25 VAR
SKNSK DySK SK

Die rechte Komposition ergibt das Element

Y XBng X
ReSEZlXE;2><Ei2 <5, ><_,_(7_n1 (Ll) ® Thy (L2) X ... )

Die linke Komposition liefert nach Lemma das Produkt
(73, (1) ®Tiy (12)®. .. )O(Tj, (1)@ T4y (12)®. .. ) € [Dsy SAD, SA---ADj; SAD;, SA. .., SK].
Da die (75,(¢i))n jeweils exponentielle Folgen sind, stimmen diese Elemente iiberein.

U
4.4.3. Kommutativitdt des zweiten Diagramms

Lemma 4.18. Fir ein gegebenes Element v € K = [S, SK| entsprechen die Zusammen-
setzungen

D;DyS 225 DiDLSK 2 DiSK s Sk
algebraisch dem Bild von x unter der Abbildung
S, SK] — [[BEk+,SK] — [[1BE;(k)+, SK].
k 3k
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4. Hoo-Moore-Spektren

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma [4.15

Satz 4.19. Das folgende Diagramm kommutiert fiir alle j, k:

D;DSK 5 D;SK

o Ju

Beweis. Da SK die einfache Form SVSV... hat, setzen sich beide Abbildungen aus Sum-
manden zusammen, die sich mit Hilfe von 7 beschreiben lassen. In dieser Beschreibung
tibersetzt sich die Coalgebrabedingung genau in die Kommutativitit dieses Diagramms.

Diese Beweisidee fithren wir nun genauer aus und zerlegen D;D;SK zunéchst als
D;DySK ~ Dj(\/ Diy S A D, S A ...)
(k)

~ \//\Dj(k)(Dkl‘S/\ DkTS/\ .. )
() (k)

Hier lduft (k) tiber die verschiedenen Zerlegungen von k als k1 4+ ko + ... und (j) iiber
die Zerlegungen der Form j =}, j(x); mit anderen Worten, (j) ordnet jeder Partition
(k) von k eine Zahl j;y zu. Wir betrachten die Abbildungen nun auf jedem Summanden
einzeln, fixieren also fiir die folgenden Uberlegungen eine Zerlegung (j) von j.

Um die Komposition pu; o Djuy auf der linken Seite zu beschreiben, wenden wir die
Kommutativitéit des ersten Ho.-Diagramms mehrfach an und erhalten das kommutative
Diagramm

lel 1A \

/\(k) Dj(k) (l)k1 SK A DkQSK VAN ) — /\(k) Dj(k)DkSK —0 DjDkSK

J{u lu Ju

Ay Diy (SE ANSK A...) — 5 Ny Dj(, SK — 2 D;SK
| |
SKASKA...—— SK.

Hier kommen die unteren beiden Abbildung von der Zusammensetzung

SKANSKA... - D,SK — SK
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4.4. Umkehrung: Hs.-Strukturen fiir Moore-Spektren

her. Die linke Seite ist darin jeweils ein endliches Smash-Produkt, da nur fiir die positiven
Indizes k; bzw. j) aus der Zeile dariiber Faktoren auftreten. Die Kommutativitét der
beiden untersten Quadrate folgt jeweils aus der verallgemeinerten Version des ersten
H.-Diagramms fiir mehrere Summanden.

Aus dem Diagramm und Lemma folgt, dass es geniigt, die Abbildungen auf den
einzelnen Faktoren zu untersuchen. Fiir jeden Index (k) erhalten wir auf der linken Seite
auf dem entsprechenden Faktor nach Lemma die Abbildung, die durch

Ekl XEkQ X...

Tj(k) (Tkl (Ll) & Tk;Q(LQ) X ... )
beschrieben wird.

Auf der rechten Seite zerlegen wir fiir die Beschreibung von p ;03 das Element D, SK
in Summanden der Form D,,, S A D,,,S A ... und stellen fest, dass a den Summanden

/\Dj(k)(D]ﬁS N DkQS VAN ) ~ /\Dj<k)Dk15 VAN Dj(k)DkQS A...
(k) (k)

von D;DpSK in den Summanden von Dp,SK mit den Indizes n; = 3 ki - jx) ab-
bildet. Um die Abbildung mit Hilfe von 7 beschreiben zu kénnen, betrachten wir das
kommutative Diagramm

/\(k) Dj(k)Dk1S/\ Dj(k)DkQS/\ e ——— /\(k) Dj(k)‘kIS/\ Dj(k)A}QS/\ e ——— D’ﬂ1S/\D”2SA ..

|

/\(k) Dj(k)DklsKA Dj(k)DkQSKA R /\(k) Dj(k).leK /\Dj(k).IQSK/\ coi — Dy SK ANDpy, SK A ...

SKANSKA... SKANSKA...

D,.SK SK.

In der vorletzten Zeile sind die Smash-Produkte wieder endlich, weil man nur fiir die
positiven Indizes in der Zeile dariiber jeweils einen Faktor bekommt. Dass der untere
Teil des Diagramms kommutativ ist, folgt wieder aus dem ersten Ho.-Diagramm.

Aus diesem Diagramm lésst sich nun mit Hilfe von Lemma die Abbildung auf
dem Faktor zum Index (k) ablesen. Wir erhalten das Produkt

2y k1 Zk k) k2 Zk
Res,. T. (e Res,, T 2(L
E]’(k) (Bky) k) ( 1) ® Ej(k)<2k2> J(k) ( 2) ®

in [B(Ej(k) <E(k)>)+7 SK]
Nach Voraussetzung gilt aber
3
Resy s,y Ty (@) = 757" (1 ())

fiir alle x € K und alle Indizes. Die beiden Abbildungen stimmen also auf allen Sum-
manden und deren Faktoren iiberein und sind damit gleich. O
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4. Hoo-Moore-Spektren

Zusammengefasst ergibt sich der folgende Satz:

Satz 4.20. Die Hy-Strukturen auf dem Moore-Spektrum SK entsprechen durch diese
Zuordnung den ¥-Coalgebrastrukturen des Funktors G — [BG4,SK] = Ak (G), die sich

wie zu Beginn von Abschnitt @ aus einem Ringhomomorphismus K — $Ax und der
Coalgebrastruktur von A ergeben.

Fiir Morphismen erhalten wir ein &hnliches Ergebnis:

Satz 4.21. Die H,.-Morphismen zwischen zwei Hy,-Spektren SK und SK' in der stabi-
len Homotopiekategorie entsprechen durch my genau den Ringhomomorphismen K — K’
die mit den Strukturabbildungen vertrdglich sind, fir die also das Diagramm

K —— xAr(1)
K — 24k (1)
kommutiert.

Beweis. Falls SK — SK' ein Ho,-Morphismus ist, induziert er offenbar einen Morphis-
mus von X-Coalgebren [B(—)4,SK] — [B(—)+, SK']. Umgekehrt: Sei ¢ : K — K’ ein
Ringhomomorphismus, sodass

K ——[D,S, SK]
Jﬂ JW*
K'—— [D,S, SK']
fiir alle n kommutiert. Dann ist zu zeigen, dass auch das Diagramm

D,SK —— SK
D, SK' — SK'

fiir alle n kommutiert. Wir kénnen die erweiterten Potenzen wieder aus Summen von
Produkten von D;S zusammensetzen, sodass es geniigt, die Aussage auf den Summanden
nachzuweisen. Im Diagramm

DnlLl/\Dn2L2...
Dn,SADnySA...—— Dy SK A Dp,SK A ... —— Dy SK —— SK

anS@/\... J&p

Dy SANDp,SN...—— Dp,SK' AND,,,SK' A\ ... — D, SK' — SK’

setzen wir als Abbildungen S — SK die Elemente t1,t0,... aus einer Basis von K
so ein, dass die Zusammensetzung der ersten beiden oberen Abbildungen die Inklusion
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4.4. Umkehrung: Hs.-Strukturen fiir Moore-Spektren

des Summanden ist. Die obere/rechte Zusammensetzung entspricht dann als Element
von [B(X,, X Xp, X ... )+, SK'] dem Bild von 7,,(¢1) ® Ty (t2) ® ... unter X¢p. Die
untere Zusammensetzung ist dagegen das Element 7/ (¢(:1)) ® 77, (¢(t2)) ® .... Nach
der Voraussetzung stimmen diese aber {iberein. O

Das Resultat ist die durch 7y induzierte Aquivalenz der folgenden beiden Kategorien:

> Objekte: Moore-Spektren zu den oben genannten Ringen, die eine H,-Struktur
besitzen
Morphismen: Ho,-Morphismen (volle Unterkategorie der H.o-Spektren)

> Objekte: Ringe, die als Z-Moduln frei sind, zusammen mit Strukturabbildungen
K — %4%(1), die Ay zu einer X-Coalgebra machen
Morphismen: Ringhomomorphismen, die auf den zugehorigen Green-Funktoren
Morphismen von Coalgebren induzieren

Falls K iiber Z endlich erzeugt ist, ldsst sich leicht einsehen, dass fiir 4 k2 ARK die
Ringhomomorphismen K — Y45 genau den Homomorphismen Ag — 04K entsprechen,
sodass sich die Morphismen in der ersten Kategorie noch etwas einfacher untersuchen
lassen.

Beispiel 4.22. Falls K = Z[M] ein Monoidring ist, erhalten wir auf SK eine Hoo-Struktur
durch Fortsetzen der multiplikativen Abbildung

M — [ Ax(Sn)

m— (m"),

zu einem Ringhomomorphismus K — [[® Ax(£,): Die Kommutativitit der Diagramme
in der Definition einer Coalgebra ist fiir die Elemente aus M offensichtlich.

Da die Konstruktion eines ,,Gruppenrings“ oder allgemeiner eines ,,Monoidrings* auch
fiir Spektren durchgefiihrt werden kann und die gewiinschten Koeflizienten liefert, kann
man die Existenz einer H.,-Multiplikation oder E..-Multiplikation hier auch direkt ohne
diese algebraischen Hilfsmittel einsehen.

Bemerkung 4.23. Fiir das Moore-Spektrum zu den Gauf’schen Zahlen werden wir in
Abschnitt [7] sehen, dass es hier keine Ho-Struktur geben kann. Anders formuliert gibt
es fiir den Ring Z[z]/(z%+ 1) im Gegensatz zu Z[z]/(2? — 1) keine solche Multiplikation.
Das Hindernis liegt in der Verzweigung bei 2 begriindet und kann, wie in [SVW99]
beschrieben, durch Invertieren der betroffenen Primzahl beseitigt werden.

Um die hier entwickelte Theorie auf die Spektren nach Invertieren einer Primzahl p
anwenden zu konnen, muss man sie allerdings erst zu einer entsprechenden relativen
Version verallgemeinern: An die Stelle der stabilen Homotopiekategorie tritt dann die
Homotopiekategorie der S [%}—Moduln, und an Stelle eines Moore-Spektrums SK, das

dquivalent zu einer Summe von Sphéren ist, betrachten wir dann eine Summe SK [%]
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4. Hoo-Moore-Spektren

von Kopien von § [%] Jetzt kann man wieder ausnutzen, dass sich die erweiterten Po-
tenzen von SK [%] durch die D, (S [%]) ausdriicken lassen, um stattdessen mit Hilfe der
Lokalisierung [Dy, (S [%]), SK [%]] algebraisch formulierbare Kriterien zu erhalten.
Alternativ lasst sich mit Hilfe der Konstruktion aus [SVW99] oder — wie in Anhang
angedeutet — mit [RW02, Theorem 6.8 (3)] zeigen, dass es nach Invertieren der

verzweigten Primzahl sogar eine F-Struktur gibt.
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5. Potenzen in aquivarianten Spektren

Ahnlich wie die n-te Potenz einer Menge oder eines Vektorraums zu einem Objekt in einer
Yn-dquivarianten Kategorie wird, mochten wir auch Potenzen von Spektren so bilden,
dass sie zu dquivarianten Spektren iiber dem natiirlichen Universum der zugehorigen
symmetrischen Gruppe werden.

Wie im letzten Kapitel werden wir uns fiir die Formulierung von algebraischen Be-
dingungen wieder auf Moore-Spektren zu freien abelschen Gruppen konzentrieren. Wir
brauchen also eigentlich nicht unbedingt eine Kategorie von G-dquivarianten Spektren,
sondern kénnten auch etwa in der von J. F. Adams in [Ada84] definierten stabile Ka-
tegorie arbeiten. Wir werden uns hier stattdessen auf eine jiingere Referenz beziehen,
nédmlich den Artikel [MMO2] iiber #quivariante orthogonale Spektren. Da wir nur an
Abbildungen bis auf Homotopie interessiert sind, reicht uns aber die Version, die dort
als ,,Praspektren® bezeichnet wird.

Haufig legt man fiir die Definition von dquivarianten Spektren ein vollsténdiges Uni-
versum zugrunde, also einen unendlichdimensionalen reellen Vektorraum mit linearer
Gruppenoperation, der alle endlichdimensionalen Darstellungen der Gruppe als Unter-
rdume enthélt. Fir symmetrische Gruppen gibt es aufler dem vollstiandigen Universum
noch eine andere kanonische Wahl, das so genannte natiirliche Universum, das eine un-
endliche direkte Summe von Permutationsdarstellungen ist. Wir wéhlen hier dieses Uni-
versum, weil dort die Definition der Potenzen als dquivariante Spektren am natiirlichsten
erscheint.

So wie es bei einem vollstdndigen Universum geniigt, die Spektren auf den Vielfachen
der regulidren Darstellung zu indizieren, kénnen wir uns fiir die Indizierung von -
Spektren auf die Vielfachen der Permutationsdarstellung R™ einschrinken. Wir holen
etwas weiter aus und beschreiben die Quillen-Aquivalenzen, die diese Vorgehensweise
rechtfertigen, in den ersten beiden Abschnitten.

5.1. Kategorien von aquivarianten Spektren

In [MMO2, III.4] wird sowohl fiir dquivariante orthogonale Spektren als auch fiir Pri-
spektren eine stabile Modellstruktur definiert. Kleinere Verallgemeinerungen, die hier
verwendet werden, ergeben sich #hnlich wie die Ergebnisse aus [MMO02] als dquivariante
Version der allgemeineren Ergebnisse in [MMSS01].

Wir iibernehmen eine Konvention fiir die Bezeichung von Kategorien im dquivarianten
Kontext: Allgemein treten dquivariante Kategorien hiufig in zwei Versionen auf. In der
ersten Version betrachtet man nur dquivariante Abbildungen, in der zweiten Version
lasst man alle Abbildungen zu und erhélt durch Konjugation eine Gruppenoperation auf
den Morphismenmengen. Falls C die zugrunde liegende Kategorie bezeichnet, nennen wir
die erste Kategorie GC und die zweite Cg.

Sei U ein G-Universum und 7' (U) die Menge aller endlichdimensionalen G-Darstellun-
gen V. C U. Sei ¥ = ¥ (U) oder eine Teilmenge davon, die abgeschlossen unter direkten
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5. Potenzen in dquivarianten Spektren

Summen in U ist und eine G-Darstellung V mit V& # 0 enthilt, und #’ C ¥ mit den
gleichen Eigenschaften. Den trivialen Summanden bendtigen wir jeweils fiir die additive
Struktur, wir fordern aber nicht, dass ¥ eine triviale Darstellung enthélt. Im Allgemeinen
gibt es in ¥ auch keine eindimensionale Darstellung.

Ublicherweise werden #quivariante Spektren mit Hilfe von Strukturabbildungen defi-
niert, die aus Einh&ngungen mit G-Darstellungen entstehen. Wir formulieren die Defi-
nition hier als Diagrammkategorie, wobei fiir die Indizierung die Kategorie ¢ = %/GV
verwendet wird, die in [MMO02, I1.4.10] beschrieben ist. Fiir orthogonale Spektren ersetzt
man % durch die Kategorie #” aus [MMO02, I1.5].

In dieser Formulierung ist ein G-Spektrum also nichts anderes als ein 2#-Raum. Um in
Erinnerung zu rufen, an welchen Stellen G-dquivariante Abbildungen verwendet werden
und wo alle (stetigen) Abbildungen zugelassen sind, wiederholen wir kurz die wesentli-
chen Teile der Definition:

Die Objekte von %g/ sind die Rdume aus ¥, und die Morphismenrdume sind definiert
als A (V,W) = SW=V falls V.c W, und .#(V,W) = % sonst. Auf den Morphismen
operiert die Gruppe G durch die Operation auf den Vektorraumen.

Definition 5.1. Ein auf ¥ indiziertes G-Spektrum ist ein stetiger G-Funktor von der
Kategorie %GW in die Kategorie 7¢ der G-Réume (in der die Gruppe G ebenfalls auf den
Morphismenrdumen operiert).

Bemerkung 5.2. Die Einhéingungen sieht man in dieser Formulierung wie iiblich mit Hilfe
der Adjunktion

GT (Hg (V.W), Ta(X(V), X(W))) = GT(S"™V A X(V), X(W)).

Beispiel 5.3. Genau wie im nichtdquivarianten Fall bildet man die Einhéngungsspektren:
Zu einem (G-)Raum X ist ©¥X gegeben durch (E¥X)(V) = SV A X, also als Smash-
Produkt mit dem durch S&(V) = SV definierten G-Sphérenspektrum.

Fiir die Definition einer stabilen Modellstruktur auf G-Spektren wird nun eine dqui-
variante Version der Ergebnisse aus [MMSS01, II] verwendet. Wie in [MMO02, V.1.7]
konnen wir auch die Variante 6.10 mit relativen Level-Strukturen betrachten. Genauer
(vel. [MMO2] I1I1.2.3)):

Definition 5.4. Die Level-Modellstruktur auf %Gy—Réiumen relativ zu ¥’ wird folgen-
dermaflen definiert: Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei %GV—Réiumen ist

> eine Level-Aquivalenz, falls f(V') : X(V') — Y(V') fiir alle V' € #” eine schwache
Aquivalenz von G-Réumen ist

> eine Level-Faserung, falls f(V’) : X (V') — Y(V’) fiir alle V' € ¥’ eine Serre-
Faserung von G-R&umen ist.

Durch die Hochhebungseigenschaft sind die Cofaserungen bereits eindeutig festgelegt.
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Die zugrunde liegende Modellstruktur auf G-Rédumen wird in [MMO02, I11.1] beschrie-
ben. Eine schwache Aquivalenz ist in dieser Modellkategorie eine Abbildung von G-
Réaumen, die eingeschrinkt auf die Fixpunktridume jeder Untergruppe H C G eine
schwache Aquivalenz ist.

Fiir die Konstruktion der stabilen Modellstruktur werden die 7,-Isomorphismen nun
definiert als diejenigen Morphismen, die fiir jede Untergruppe H von G auf den folgenden
Homotopiegruppen Isomorphismen induzieren:

(X)) = lim [$V X (V) = 1im 7F QX (V)
viey' viey'
wobei V' € ¥’ die Indexrdume durchliuft und r > 0; dhnlich fiir negative Indizes:
(X)) = i [SYF X (V) =l AT (@ X(VY), r >0,
V/DJR” V/DOR"

Falls X ein orthogonales G-Spektrum ist, wenden wir zunéchst den Vergissfunktor an.
Wenn ¥’ cofinal in ¥ ist, kénnen wir die Homotopiegruppen auch mit Hilfe aller Raume
aus ¥ definieren und erhalten das gleiche Ergebnis.

Mit den ,-Isomorphismen relativ zu ¥ als schwachen Aquivalenzen und denselben
Cofaserungen wie in der Level-Struktur erhalten wir wie iiblich die stabile Modellstruk-
tur; mit anderen Worten, die Faserungen werden hier durch die Hochhebungseigenschaft
definiert.

Fiir jede Wahl von ¥’ C # kénnen wir nun drei verschiedene Modellkategorien bilden:

(i) Die Kategorie der #-Spektren mit der stabilen Modellstruktur, die durch die Wahl
¥’ = ¥ fiir die Level-Struktur entsteht. Hier ist die Level-Struktur also durch die
Bedingungen auf allen Indexridumen definiert.

(ii) Die Modellkategorie der ¥-Spektren, die durch Einschriinkung auf ¥ fiir die Level-
Struktur entsteht.

(iii) Die Modellkategorie der #’-Spektren, bei der fiir die Definition der Level-Struktur
ebenfalls ¥’ verwendet wird.

Als n#chstes beschreiben wir die Beziehungen zwischen diesen Kategorien.

5.2. Quillen-Adjunktionen

Zwischen den drei Kategorien haben wir verschiedene Funktorpaare (vgl. [MMO02, V.1.6-
8]):

(i) Die Identitatsfunktoren zwischen den unterliegenden Kategorien der ersten beiden
Modellkategorien bilden ein Quillen-Paar.
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5. Potenzen in dquivarianten Spektren

(ii) Der Vergissfunktor von der zweiten in die dritte Kategorie bildet mit seinem Links-
adjungierten eine Quillen-Aquivalenz.

Der linksadjungierte Funktor zum Vergissfunktor wird durch eine linke Kan-Erweite-
rung gebildet. Falls 77 = Ji@y " die volle Unterkategorie von % ist, deren Objekte die
Riume aus ¥’ sind, haben wir das Diagramm

%/

|
(2

<%/ — TGv

WX

bestehend aus drei Kategorien, die jeweils iiber G-Réumen angereichert sind. Die Kan-
Erweiterung verwenden wir in der angereicherten Version und erhalten fiir jedes G-
Spektrum X, das auf ¥” indiziert ist, ein G-Spektrum 4, X, das auf allen endlichdimen-
sionalen Teilrdumen des natiirlichen Universums indiziert ist.

Sei nun G eine Untergruppe einer symmetrischen Gruppe und U das zugehérige na-
tiirliche Universum. Aus der oben beschriebenen Prozedur ergeben sich drei Modellka-
tegorien von ¥, (G)-Spektren, indem wir ¥ = ¥ (U™) und ¥’ = {V"|V C U} setzen:

(i) Die Kategorie der dquivarianten Spektren, die auf dem natiirlichen Universum von
Y, (G) definiert sind, mit der iiblichen Modellstruktur.

(ii) Dieselbe Kategorie, wobei fiir die Level-Struktur nur die Permutationsdarstellun-
gen beriicksichtigt werden, also die Darstellungen der Form V" mit Permutations-
darstellungen V C U.

(iii) Diejenigen X, (G)-Spektren, die nur auf den Permutationsdarstellungen definiert
sind.

Da 7' eine cofinale Teilmenge im natiirlichen Universum ist, sind in diesem Spezialfall
sogar alle drei der oben beschriebenen Funktoren Quillen-Aquivalenzen, weil die stabilen
Aquivalenzen in allen Modellstrukturen dieselben sind.

Aus den Ergebnissen dieses Abschnitts ziehen wir die Schlussfolgerung, dass wir fiir
eine Abbildung in die Kategorie der dquivarianten Spektren auf dem natiirlichen Uni-
versum (oder deren Homotopiekategorie) auch diejenigen Spektren verwenden kénnen,
die nur auf den Permutationsdarstellungen indiziert sind. Im Folgenden werden sich die
Konstruktionen héufig in natiirlicher Weise auf dieser Teilkategorie durchfiihren lassen;
falls eine Fortsetzung auf alle endlichdimensionalen Teilrdume des Universums benotigt
wird, konnen die oben beschriebenen Quillen-Paare verwendet werden.

5.2.1. Wechseln des Universums

Wir betrachten in diesem Abschnitt dquivariante Spektren auf einem Universum, das
aus einer unendlichen direkten Summe von Kopien einer endlichdimensionalen Darstel-
lung besteht (mit nichttrivialer Fixpunktmenge). Nach den Ergebnissen aus dem letzten
Abschnitt geniigt es, die Spektren auf den Vielfachen dieser Darstellung zu indizieren.
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Seien also U = V> und U’ = (V') zwei G-Universen, i : V. — V' eine lineare G-
Isometrie und # und ¥ die Indexkategorien, die jeweils aus den Vielfachen von V bzw.
V' bestehen.

Zwischen den Kategorien von #-Spektren und #’-Spektren kénnen wir wie folgt eine
Adjunktion definieren: Der Linksadjungierte L : ¥ - Sp — ¥ - Sp ist auf einem Spektrum
X gegeben durch

LX((V))y =8V =V A X (v,
wobei mit (V')" — V" das orthogonale Komplement gemeint ist. Der Rechtsadjungierte
R ist entsprechend gegeben durch

RY (V") = V)=V x (V).

Fiir Morphismen werden die Funktoren auf die offensichtliche Weise definiert.

Satz 5.5. Die Adjunktion

L:7V-Sp=7"-Sp:R
st ein Quillen-Paar und induziert damit ein Funktorpaar zwischen den Homotopiekate-
gorien.

Fiir den Beweis verwenden wir einige Hilfsaussagen aus [MMO02]. Die azyklischen Fa-
serungen sind in der stabilen Modellstruktur die gleichen wie in der Level-Struktur, da
die gleichen Cofaserungen verwendet werden. Die Faserungen lassen sich wie in [MMO02,
I11.4.8 und 4.12.iii] angegeben beschreiben:

Lemma 5.6. Ein Morphismus p: X — Y zwischen dquivarianten Spektren, die auf ¥
indiziert sind, st genau dann eine stabile Faserung, wenn er eine Level-Faserung st und
wenn das Diagramm

X(V)— QX (Vo W)

J |

Y(V)— QY (Vo W)
fir alle Indexrdume VL W € ¥ ein Homotopie-Pullbackdiagramm ist.
Beweis von Satz[5.3. Der Rechtsadjungierte erhiilt offenbar Level-Faserungen und Level-

Aquivalenzen und damit auch die stabilen azyklischen Faserungen. Mit Lemma folgt,
dass er alle Faserungen erhélt. Damit ist die Adjunktion eine Quillen-Adjunktion. [

Bemerkung 5.7. Falls man Spektren verwendet, die auf allen endlichdimensionalen G-
Unterrdumen des Universums indiziert sind, ist ein offensichtlicher Funktor einfach durch
die Einschrinkung von dem gréfieren Universum U’ auf das kleinere Universum U gege-
ben. Dieser Vergissfunktor liasst sich mit der oben beschriebenen Adjunktion vergleichen,
indem wir die Kette von Adjunktionen

V' -Sp= v(U)-Sps ¥(U)-Sp s ¥ - Sp,

bilden. Das oben konstruierte Funktorpaar ergibt sich aus einer solchen Kette, indem man
rechts statt des Linksadjungierten den Rechtsadjungierten des Vergissfunktors wahlt.
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5.2.2. Wechseln der Gruppe

Falls H C G Untergruppen einer symmetrischen Gruppe ¥, sind, erhalten wir durch Ein-
schrinkung der Gruppenoperationen aus einem G-Spektrum, das auf dem zugehorigen
natiirlichen Universum definiert ist, ein H-Spektrum auf dem gleichen Universum.

Dieser Einschrankungsfunktor ¢* induziert einen Funktor zwischen den Homotopieka-
tegorien von G-Spektren und H-Spektren beziiglich des natiirlichen Universums. Da in
beiden Fillen das gleiche Universum und die gleichen Permutationsdarstellungen, aus
denen es sich zusammensetzt, zugrunde gelegt werden, ist der Wechsel der Gruppe véllig
unproblematisch. Die zugehérigen Adjunktionen sind in [MMO02, V.2.4] beschrieben:

Lemma 5.8. Der Funktor «* hat ein Links- und ein Rechtsadjungiertes, die durch G4 Ay
— bzw. durch den Funktor Frg (G4, —) gegeben sind. Beide Adjunktionen sind Quillen-
Adjunktionen und induzieren Funktorpaare zwischen den Homotopiekategorien.

Restriktionsabbildungen kénnen wir nicht nur fiir Inklusionen von Untergruppen de-
finieren: Sei ¢ : G’ — G ein beliebiger Morphismus von endlichen Gruppen, G eine Un-
tergruppe von %, mit zugehorigem G-Universum U und ¥ = #(U). Dann bekommen
wir durch Restriktion entlang von ¢ einen Funktor von G-Spektren nach G’-Spektren,
wobei wir die Elemente der Indexmenge ¥ via ¢ als G’-Darstellungen ansehen.

Diese Version benétigen wir in dem Fall, dass ¢ eine Projektion der Form S(G) — S
ist. Die Ubertragung auf die Homotopiekategorie funktioniert genau wie fiir Inklusionen
von Untergruppen; der einzige Punkt, der in [MMO02, V.2.2] ein lingeres Argument be-
notigt, ist fiir die Projektion S{G) — S sogar einfacher, weil jede transitive S-Menge
§/8’ durch Zuriickziehen entlang der Projektion als S(G)-Menge die Form S(G)/S'(G)
hat. Alle anderen Argumente lassen sich ohne wesentliche Verdnderung {ibertragen. Der
Linksadjungierte S; As(gy — ist nun durch Herausteilen der G-Operation gegeben.

Wenn ¢ nicht injektiv ist und wir G’ als Untergruppe einer anderen symmetrischen
Gruppe %, auffassen mochten, erhalten wir zunéchst kein Spektrum auf dem gewiinsch-
ten natiirlichen Universum, sodass es in einem solchen Fall nétig sein wird, zusétzlich
zur Gruppe auch das Universum zu wechseln. Sei etwa G eine Untergruppe einer sym-
metrischen Gruppe ¥, und § = ¥; oder eine Untergruppe davon. Dann erhalten wir
aus einem S-Spektrum X auf dem natiirlichen Universum (R°)’/ durch ,Restriktion“
entlang der Projektion

SG)— S

ein Spektrum iiber dem Kranzprodukt, das auf dem Universum (R*)? mit trivialer G-
Operation indiziert ist. Da das Kranzprodukt in natiirlicher Weise eine Untergruppe von
¥ ist, sollte ein S(G)-Spektrum aber auf den Vielfachen der Permutationsdarstellung
RI¥ indiziert sein.

Die unterliegende S-Darstellung R/ lisst sich nun diagonal — mit passender Skalierung
— in die unterliegende Darstellung R* fiir das natiirliche Universum der Gruppe S(G)
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5.3. Potenzen mit Permutationsoperation

einbetten. Fiir diese Einbettung koénnen wir den Linksadjungierten des Quillen-Paares
aus Satz anwenden und erhalten ein S{G)-Spektrum auf den Vielfachen von R/,

Insbesondere lisst sich auf diese Weise aus einem Spektrum X ohne Gruppenoperation
ein G-Spektrum auf dem zugehorigen natiirlichen Universum machen.

5.3. Potenzen mit Permutationsoperation

Das Kranzprodukt ¥, (G) einer symmetrischen Gruppe mit der Gruppe G ist diejenige
Gruppe, die in natiirlicher Weise auf der n-ten Potenz eines Objekts mit einer G-Wirkung
operiert. Um diese Vorstellung im Fall von dquivarianten Spektren zu prézisieren, eig-
nen sich diejenigen Kategorien dquivarianter Spektren, die nur auf den Vielfachen einer
Permutationsdarstellung indiziert sind, am besten.

Sei X ein G-dquivariantes Spektrum, das iiber einem natiirlichen Universum U indi-
ziert ist, mit Strukturabbildungen oy : SW =V A X(V) — X (W). Der Raum U ist also
eine unendliche direkte Summe von Kopien einer Permutationsdarstellung N (N = R¥,
falls G als Untergruppe von Y aufgefasst wird), und zum Indizieren verwenden wir
¥ = {N®|r € N}. Wir definieren nun eine n-te Potenz so, dass sie zu einem %, (G)-
dquivarianten Spektrum iiber dem natiirlichen Universum U U @& - -- @ U wird, auf dem
>, durch Permutation operiert:

Definition 5.9. Auf der Indexkategorie, die aus den Permutationsdarstellungen von
Y0 (G) der Form V& = (N®")®" hesteht, definieren wir die n-te Potenz von X als

XM ven) = x (V)M

wobei die Gruppe ¥, durch Permutation operiert. Fiir zwei G-Darstellungen VC W € ¥
ist die Abbildung # (V& Wém) — T (X ™ V), X (W®")) von X, (G)-Riumen
dann das Adjungierte der Abbildung

)/\n

SWG}n*V@n A X(V)/\n o (SW7V A X(v))/\n % X(W)/\n

Als Spezialfall erhalten wir fiir ein Spektrum X ohne Gruppenoperation ein -
Spektrum X ().

Lemma 5.10. Die Konstruktion

SpG N Sp2n<G>
X — X

die jedem G-Spektrum auf diese Weise seine n-te Potenz als ¥, (G)-Spektrum zuordnet,
induziert durch Rechtsableitung einen Funktor zwischen den Homotopiekategorien.

69



5. Potenzen in dquivarianten Spektren

Beweis. Sei ¢ : X — Y eine schwache Aquivalenz zwischen zwei fasernden G-Spektren
X und Y, also nach [MM02, I11.4.12.ii und III.3.4] eine Level-Aquivalenz zwischen G-
Q-Spektren. Fiir jeden Indexraum V und jede Untergruppe H von G ist dann (p{f :
X(V)H — Y(V)H eine schwache Aquivalenz. Damit sind auch die Abbildungen

(V)" - X (V)™ = Y (V)"

und

QV” ((PV)/W . QV”X(V)/\n N Qvny(v)/\n

schwache Aquivalenzen von ¥,(G)-Riéumen, also schwache Aquivalenzen auf den Fix-
punktrdumen: Nur die Untergruppen der Form 3, (G1) X £,,,(G2) X ... von ¥, (G) mit
Untergruppen G; von G und ihre Konjugierten kénnen als Isotropiegruppen vorkom-
men. Daher reicht es, die Fixpunkte beziiglich solcher Untergruppen zu untersuchen.
Es gilt (Z/\7)%n1(G1)xEng(Ga)x = 7Gu A 7G2 A genauer das Bild der Abbildung

AN
N (ZC7) AL N\; Z"™i. Falls wir also X (V) und Y (V) fiir Z einsetzen, wird wieder eine
schwache Aquivalenz induziert.

Fiir die Homotopiegruppen der n-ten Potenzen, die ja fiir eine natiirliche Zahl r und
eine Untergruppe H von %, (G) als

o (X)) = lim o, (V" X (V)"
v

definiert sind, haben wir deshalb schon in jedem Term des Colimes einen Isomorphismus.

Das gleiche gilt auf den Homotopiegruppen mit negativem Index. Insgesamt erhalten wir

eine schwache Aquivalenz von ¥, (G)-Spektren. Wir haben also gezeigt, dass schwache

Aquivalenzen zwischen fasernden Objekten erhalten bleiben, und kénnen deshalb die

Rechtsableitung bilden. O

Etwas einfacher als die dquivarianten Potenzen lassen sich externe Smash-Produkte
bilden. Seien G C %;, G' C ¥;, X ein G-Spektrum und Y ein G’-Spektrum iiber den
natiirlichen Universen U; und Uj, die jeweils eine unendliche direkte Summe von Kopien
der Permutationsdarstellungen V; und V; sind. Es gilt also etwa V; = R? mit der Permu-
tationsoperation von ¥;. Dann kénnen wir ein externes Smash-Produkt X AY so bilden,
dass es ein G x G'-Spektrum iiber dem Universum U; & U; wird. Da wir uns wieder auf
die Indexmenge einschrénken, die nur aus den Vielfachen der G x G’-Darstellung V; & V;
besteht, setzen wir

XAY((V @ V)®r) = X(VE) A Y (VET).

Lemma 5.11. Durch Bilden der Rechtsableitung in der Produkt-Modellstruktur von G-
Spektren und G'-Spektren erhalten wir einen induzierten Funktor

— A~ Ho(SpSay) * Ho(SpSa) — Ho(SpSE")

zwischen den Homotopiekategorien.
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5.3. Potenzen mit Permutationsoperation

Beweis. Wie im Fall von Produkten untersuchen wir wieder, ob schwache Aquivalenzen
zwischen fasernden Objekten erhalten bleiben. Seien X ein G-Q2-Spektrum und Y ein G'-
Q-Spektrum. Dann gilt fiir zwei Untergruppen H C G und H' C G’ und jeden Indexraum
(Vi @ V;)®", dass

(X(VZEBT) /\Y(V;-@r))HXHI — X(ViEBT)H/\YO/jEBT)H"

Die anderen Untergruppen treten wieder nicht als Isotropie auf.

Um zu zeigen, dass die G x G’-dquivarianten Homotopiegruppen nur vom Homoto-
pietyp der 2-Spektren X und Y abhingen, argumentiert man jetzt genauso wie fiir Po-
tenzen und erhélt auf den Homotopiegruppen bereits fiir jeden Term im Colimes einen
Isomorphismus. O

Bemerkung 5.12. Alle hier beschriebenen Funktoren mit Ausnahme des Rechtsadjungier-
ten zum Vergissfunktor aus Bemerkung [5.7] bilden das dquivariante Einhéingungsspek-
trum eines Raums ohne Gruppenoperation auf das entsprechende Einhéngungsspektrum
in der zweiten Kategorie ab. Insbesondere gilt diese Beobachtung fiir dquivariante Spha-
renspektren.

Fiir Einhdngungsspektren von Ridumen ist der fasernde Ersatz gar nicht notwendig,
wie man sich mit Hilfe des Freudenthal’schen Einhdngungssatzes oder der dquivarianten
Version [Die87, I1.2.10] iiberlegen kann: Falls X ein Raum ist, X*°X das zugehorige
Einh&ngungsspektrum und

YOX 2 (80X -«

die fasernde Ersetzung, gibt es fiir jedes n eine Zahl k, ab der
Task(E8X) 2 1 (£%°X) 2 1 (5% X)) = i (B X)]).

Jetzt ldsst sich das Argument aus dem Beweis von Lemma [5.10] anwenden, um zu zeigen,
dass 2° XU — ((£°X)/){) eine schwache Aquivalenz ist.

Insbesondere erhalten wir im Fall des Sphirenspektrums auch nach Ubergang zur Ho-
motopiekategorie durch Bilden der n-ten Potenz das X,,-dquivariante Sphérenspektrum.
Auch dieser Umweg fiihrt uns also fiir Rdume gliicklicherweise wieder zu einer Kategorie
wie der aus [Ada84] zuriick.

Falls X ein G-Spektrum auf einem zugehorigen natiirlichen Universum ist, ist (X %))

dquivalent zu Resgj:'z;izG»(XUm) in der Kategorie der ¥;(3;(G))-Spektren, und X A

XU ist dquivalent zu Resgf;’éﬁg (X)) in der Kategorie der (X; x ¥;)(G)-Spektren.
i X 25

Bei Ubergang zu den Homotopiekategorien ergibt sich nun die Schwierigkeit, dass die
beiden Rechtsableitungen der Funktoren (—){™ und A nicht als Quillen-Funktoren abge-
leitet wurden und wir daher keine Aquivalenz von X A X ) und Res(X "+7?) erhalten.

Wir haben aber gerade gesehen, dass dieses Problem im Fall von Einhdngungsspektren
nicht auftritt, weil die Potenzen auch ohne fasernden Ersatz den richtigen Homotopietyp
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5. Potenzen in dquivarianten Spektren

haben. Da uns im néchsten Teil ohnehin vor allem Einhidngungsspektren interessieren,
werden wir uns ab jetzt auf solche Spektren einschréinken.

Wir notieren noch, dass die Potenzen und externen Smash-Produkte von Einhdngungs-
spektren auch dquivariante Versionen der in beschriebenen Transformationen a, 3,
0 besitzen, die wieder mit Hilfe der entsprechenden Inklusionen der Gruppen gebildet
werden.

5.4. Induktion

Falls X und Y zwei G-Raume sind, gibt es einen Isomorphismus
\/ In dExE >(XM/\YM)_’(X\/Y)M
i+j=n

n(G) i NS
s ycy (X AY ) =

Yn(G) Nsixs; ey X MAYN der zu 1 € ¥, gehort, durch die offensichtliche Abbildung

von ¥, (G)-Rdumen, der auf dem Summanden des Anteils Ind(

XMAYN 5 (X VY)Y A(X VYY)
gegeben ist und auf den restlichen Summanden zu einer dquivarianten Abbildung fort-
gesetzt wird.

Fiir G-Spektren leiten wir aus der Definition der Potenzen damit die analoge Aussage
her, indem wir den Isomorphismus fiir jeden Indexraum V%" ausnutzen:

Lemma 5.13. Seien X und Y zwei G-Spektren. Dann ist die Abbildung

En( > 1 1 n
V Ind Sy )<G>(X< PAYO) S (X vY) ™,
i+j=n
die von den oben genannten Abbildungen von Rdumen induziert wird, ein Isomorphismus
von X, (G)-Spektren.

Eine fiir uns besonders niitzliche Version dieser Aussage ergibt sich, wenn man eine
r-fache Summe von Kopien des gleichen Spektrums einsetzt: Fiir jedes G-Spektrum F
gilt dann

(EV---V \/g Y+ Asgy ) B Jol @)

als ¥;(G)-Spektren, wobei (j) die Zerlegungen von j der Form j = j1 + jo + -+ + Jr
durchléuft.

Mit Hilfe dieser Beziehung kénnen wir die dquivariante Pontrjagin-Thom-Abbildung
aus Abschnitt fiir die Gruppen ¥; und X(;) in einem Spezialfall auch anders be-
schreiben [LMSMS86, VII.1.10]:

Sei m(;) die Projektion von (S'V -V S)" auf den Summanden zur Zerlegung (j).
Dann entspricht die Pontrjagin-Thom-Abbildung zur Projektion ¥;/¥;) — ¥;/%;, die
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5.4. Induktion

durch die unstabile Abbildung SV — %, As SV mit der j-dimensionalen Permutati-
onsdarstellung V = R/ reprisentiert wird, der Zusammensetzung

(S = (81 v v YN L 3 g (S
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6. G.-Multiplikationen

Anstelle von H,-Strukturen betrachten wir in diesem Abschnitt eine Entsprechung in
dquivarianten Spektren; der naheliegende Name fiir diese Multiplikationen ist nach dem
Vorgénger im Alphabet und der Gruppe die Bezeichnung ,G“. Der Vorteil auf der
algebraischen Seite liegt im Verschwinden der Vervollstindigung, die ja nach der Segal-
Vermutung beim Ubergang von 7% (S) zu 7* (BG4 ) hinzukommt.

Da uns wegen der algebraischen Beschreibung wieder Moore-Spektren zu freien abel-
schen Gruppen interessieren, schrinken wir uns auf Einhédngungsspektren ein. Der Vorteil
bei der Bildung von Potenzen und externen Smash-Produkten ist, wie bereits beschrie-
ben, dass der fasernde Ersatz nicht notwendig ist und wir mit den Objekten in der
unterliegenden Kategorie arbeiten konnen. Dafiir wahlen wir wieder die Kategorie der
,Priaspektren aus [MMO02].

Sei § eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe ¥, und U das Universum der
natiirlichen Darstellungen von ¥, also eine unendliche direkte Summe von Permuta-
tionsdarstellungen R™ mit 3,-Operation durch Vertauschen der Koordinaten. Durch
Restriktion erhalten wir ein entsprechendes Universum fiir die Gruppe S; die Zuordnung
eines natiirlichen Universums zu § hingt dabei von der Wahl von n und der Inklusion
S — X, ab.

Falls G eine weitere Gruppe mit zugeordnetem natiirlichen Universum U ist, kénnen
wir das Kranzprodukt S(G) bilden und als natiirliches S(G)-Universum das Universum
U™ bezeichnen, auf dem X,, durch Permutation der Faktoren operiert.

6.1. Kommutative Multiplikationen

Aquivariante Spektren bestehen nicht nur aus einer Folge von Rdumen mit Gruppen-
operation, sondern erhalten durch die Einhéngung mit Sphéren, auf denen die Gruppe
in nichttrivialer Weise operiert, mehr dquivariante Struktur.

Um eine stéirkere Form von Kommutativitdt auszudriicken, moéchte man von einer
echten kommutativen Multiplikation also an Stelle der Bedingung, dass sie mit dem
Vertauschen der Faktoren in X AX — X vertréglich ist, eine Bedingung fordern, die diese
zusitzliche Aquivarianz beriicksichtigt. In Abschnitt |5 wurde bereits eine Struktur als
Yn-Spektrum auf der n-fachen Potenz eines Spektrums vorgeschlagen. Dementsprechend
erwarten wir jetzt von einer wirklich kommutativen Multiplikation, dass sie in dieser
Kategorie lebt.

Das Spektrum X wird zu einem Spektrum iiber einer beliebigen Gruppe G C %,
beziiglich des natiirlichen Universums, indem man, wie in Abschnitt beschrieben,
zunédchst die Gruppe wechselt und das Spektrum dann durch Wechseln des Universums
entlang der isometrischen Diagonalabbildung ¢, : R® — (R*°)"™ vom trivialen auf das
natiirliche Universum ausdehnt. Auf diese Weise fassen wir X im Fall n = 2 als Y-
Spektrum auf, sodass die zweifache Multiplikation ;2! ein Element aus (X A X, 10, X]>2
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wird. Wir kénnen auf Einhingungsspektren auch eine ganz konkrete Beschreibung an-
geben: 12, 3°°Y ist wieder isomorph zum Einhéngungsspektrum 3§V Y.

Zur Definition der Go.-Multiplikationen folgen wir nun genau dem gleichen Muster
wie bei den H-Strukturen, werden allerdings noch etwas zur Auswahl der passenden
Universenwechsel-Funktoren sagen. Sei X ein Einhédngungsspektrum.

Definition 6.1. Eine G -Struktur auf X besteht aus Morphismen
M<n> XM g X

in der Homotopiekategorie von X,-Spektren iiber dem natiirlichen Universum, sodass
p<1> = id und sodass die folgenden beiden Diagramme kommutieren:

X A XU) —— x(i+d) (X B0 —— x (k)
,L<¢>A,J<j>l Juum l J
Lis X A e X —— Uiy s X (1 X)) —— L X

Genauer kommutiert das erste Diagramm in der Homotopiekategorie von ¥; x ;-

Spektren auf dem Universum (R*°)? @ (R>°)7 und das zweite in der Homotopiekategorie
von Y;(3)-Spektren auf dem Universum ((R>)*)J.

Diese Bedingungen bilden das dquivariante Analogon zur Definition eines H-Spek-
trums aus Abschnitt {11

6.1.1. Universenwechsel-Funktoren

Ein Punkt, der noch genauer erlautert werden sollte, ist das Wechseln der Universen,
da in der unteren Zeile des ersten Diagramms zwei verschiedene Einbettungen von R
in (R>®)"J auftreten. Ein Ziel dieses Unterabschnitts ist es, sich selbst {iberfliissig zu
machen — also zu begriinden, warum wir derartige Fragen in den folgenden Abschnitten
ignorieren werden.

Wir wihlen die Bezeichnung ¢;q; fiir die Summe RGR — R!@R/ der beiden diagonalen
Isometrien. Der untere Morphismus im ersten Diagramm setzt sich genauer aus den
Abbildungen im folgenden Diagramm zusammen:

Lis X A Lj*X e L(i-i—j)*X

L

(2)
L fd
i) X B = tagg)atas X

Das Spektrum X wird auf zwei verschiedene Arten zu einem 3; x X;-Spektrum ge-
macht: Oben rechts verwenden wir die diagonale Einbettung ¢;+; : R — R/ die mit

dem Faktor 4 /ﬁj skaliert wird. Unten wird die zusammengesetzte Isometrie

ligiot2 : R>ROR - R @RI
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verwendet, die zundchst R diagonal skaliert in R@®R und dann jeden Summanden wieder
diagonal und skaliert in R? bzw. R7 einbettet. Die Faktoren fiir die Skalierung sind hier
allerdings verschieden.

Es ist aber nicht schwer, eine kanonische lineare Isometrie zwischen den beiden ortho-
gonalen Komplementen von R in R? @ R7 anzugeben. Beide Inklusionen bilden R in die
Fixpunkte von R? @ R/ unter der ¥; x > j-Operation ab, und wir kénnen auch die erste
Abbildung als Zusammensetzung

R—ROR (R @R)Z>¥ 280, Ri g RI

schreiben, indem wir x auf (, / % -, 4/ % . a:) abbilden.

Nun gibt es eine kanonische Wahl einer Drehung des Raums R?, der die diagonale Ein-
bettung ¢ : x — (%m, %x) in diese iiberfiihrt. Diese verwenden wir zur Identifikation

der beiden Universenwechsel fiir X.

Im zweiten Diagramm sind alle Einbettungen, die fiir die Universenwechsel verwendet
werden, diagonal; es gilt etwa ¢] 0 ¢ = tj; und (1 X ) e X (), und der zugehérige
Universenwechsel ist die Identitét.

Nachdem wir hier einen expliziten Isomorphismus angegeben haben, werden wir diesen
in Zukunft stillschweigend verwenden und solche Fragen ignorieren. Kompatibilitdtspro-
bleme treten nicht auf, weil immer mit einer Diagonalabbildung verglichen wird. Beim
Ubergang zu den Homotopiegruppen [S, S]¢ 2 A(G) sieht man deutlich, dass das Aus-
tauschen eines Universums gegen ein dazu isomorphes keine Rolle spielt.

Um sich die Bedingungen fiir eine G-Multiplikation auf Einhdngungsspektren etwas
expliziter vorstellen zu konnen, kann man sich etwa das erste Diagramm fiir das Ein-
hiéingungsspektrum zum Raum Y vor dem Ubergang zur Homotopiekategorie auf einem
Indexraum V ansehen:

SVEAYN A SV AYN o SV Ay A)

| |

SVVASYAY ASY TV ASY AY — SVIOVISV A SV A Y
Die G-Abbildungen sollten allerdings als Morphismen in der Homotopiekategorie

verstanden werden und existieren fiir den Indexraum V nicht unbedingt. Der Universen-
wechsel ist in diesem Diagramm im unteren Morphismus versteckt; er entspricht einem

Isomorphismus zwischen SVIOVI=V g §V'IEV VeV \ gVi-V,
6.2. Eingeschrankte Burnsideringe und eingeschriankte Green-Funktoren

Um die Spektren von einem vollstéindigen Universum auf ein kleineres, also etwa ein
natiirliches Universum, einschranken zu kénnen, bendtigen wir auch auf der algebraischen
Seite eingeschrénkte Versionen der Objekte und Definitionen aus Abschnitt
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Definition 6.2. Eine Menge von Untergruppen von G heifit Isotropiefamilie, wenn sie
abgeschlossen unter Konjugation und Schnittbildung ist.

Beispiel 6.3. Fiir jede G-Darstellung V ist die Menge der Isotropiegruppen der Unterrau-
me von V eine Isotropiefamilie: Falls H die Isotropiegruppe von W C V ist, ist gHg ™"
die Isotropiegruppe von gW. Der Schnitt der Isotropiegruppen zweier Rédume W und
W' tritt als Isotropie von W + W' auf, der ,leere* Schnitt G ist die Isotropiegruppe
von 0. Mit der Isotropiegruppe eines Unterraums ist hier diejenige Gruppe gemeint, die
alle Punkte des Unterraums stabilisiert. Da in unserem Fall der Grundkérper R unend-
lich viele Elemente hat, konnen wir statt der Unterrdume auch die Isotropiegruppen der
Punkte von V' betrachten.

Die Isotropiefamilie, die auf diese Weise einer G-Darstellung V' zugeordnet ist, be-
zeichnen wir mit F(V).

In der Definition des Burnsiderings einer Gruppe kénnen wir an Stelle aller endlichen
G-Mengen alternativ auch nur diejenigen verwenden, deren Isotropiegruppen in einer
bestimmten Isotropiefamilie F liegen [Dre86].

Definition 6.4. Die Grothendieck-Gruppe der Isomorphieklassen von G-Mengen, deren
Isotropie in F liegt, bezeichnen wir mit A(G, F).

Fiir eine Untergruppe G von H erhalten wir eine entsprechende Familie Fp durch
Schneiden aller Gruppen aus F mit H.

Die eingeschriankten Burnsideringe lassen sich schon als Teilringe eines kleineren Pro-
dukts von Kopien von Z auffassen [Dre86, 1.v]:

Lemma 6.5. Der Ring A(G,F) lisst sich mit Hilfe der Komposition

A(G,F) — AG) — H 7
[HeF)

als Teilring in das eingeschrinkte Produkt einbetten, bei dem H nur die Aquivalenzklas-
sen der Untergruppen aus F durchliuft.

Der Funktor H — A(H,Fp) auf den Untergruppen von G hat die folgenden Eigen-
schaften:

> Alle Restriktionsabbildungen von A schréanken sich zu Abbildungen zwischen den
Teilringen A(H, Fg) ein.

> Die Induktionsabbildungen lassen sich zu Abbildungen A(H,Fy) — A(H', Fu)
einschriinken, falls H € Fp, also falls H von der Form U N H' fiir ein Element
U e F ist.

Fiir die restlichen Untergruppen liegt das Bild der Induktionsabbildungen im Allge-
meinen nicht in der richtigen Teilmenge.
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Zu jeder gegebenen Isotropiefamilie konnen wir eine zugehorige Kategorie von einge-
schrankten Mackey- oder Green-Funktoren bilden, die nur die oben angegebenen Induk-
tionsabbildungen besitzen und die fiir alle definierten Abbildungen die Axiome erfiillen.
In der Doppelnebenklassenformel

Res$ Ind% () = Z Ind2 ok co Resf_leK(a:)

fiir zwei Untergruppen H und K von G sind alle Induktionsabbildungen auf der rechten
Seite definiert, wenn Ind% existiert, da mit K € Fg auch H N K € Fy gilt.

Bemerkung 6.6. Genauso, wie der Burnsidering-Funktor das initiale Objekt in der Ka-
tegorie aller Green-Funktoren ist, ist der eingeschréankte Burnsidering-Funktor initial in
der zugehorigen Kategorie von eingeschrankten Green-Funktoren.

In den néchsten Abschnitten werden wir den folgenden Spezialfall betrachten:

Beispiel 6.7. Sei G C ¥, eine Untergruppe einer symmetrische Gruppe, F = F(R") die
Menge der Untergruppen von 3, die als Isotropiegruppen von Elementen aus der Permu-
tationsdarstellung R"™ vorkommen, und Fg die zugehorige Menge von Untergruppen von
G. Die Menge F besteht genau aus den Untergruppen, die konjugiert zu Untergruppen
der Form ¥,, x --- x X, sind.

Fiir diese Wahl von F schreiben wir A™(G) statt A(G, Fg). Dieser eingeschrinkte
Burnsidering-Funktor hat die folgenden Eigenschaften:

> Die Induktionsabbildungen

Ei i(G res res
I 1) ) AT x £9)(G)) — AT (S145(G)

existieren fiir alle 1, j.

> Falls G C ¥;,H C Xj, haben wir G x H C ¥;4; und der Homomorphismus
A(G) ® A(H) — A(G x H) schriankt sich zu einer Abbildung

AT’@S(G) ® ATeS(H) i A’I’GS(G X H)
ein.

In [Dre86l §3] wird bewiesen, dass sich der Funktor auf symmetrischen Gruppen mit
dem Darstellungsring-Funktor identifizieren l&sst:

Satz 6.8. Der Ringhomomorphismus
A"(E,) = A(Z,, F(R™)) — R(X,),

der einer ¥p-Menge X den komplexen Vektorraum mit Basis X zuordnet, ist ein Iso-
morphismus.
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6. Goo-Multiplikationen

Bemerkung 6.9. Der Darstellungsring der symmetrischen Gruppe X, ist, wie bereits
angemerkt, fiir jeden Grundkorper der Charakteristik 0 isomorph zum komplexen Dar-
stellungsring. Daher stimmt die Aussage zum Beispiel auch fiir R oder Q statt C.

Eine Untersuchung der Abbildungen, die fiir die Definition von ¥ benttigt werden,
zeigt, dass die Eigenschaften des eingeschrinkten Green-Funktors bereits ausreichen.
Wir konnen also Y auch als Cotripel auf der Kategorie der eingeschrinkten Green-
Funktoren auffassen, die auf Untergruppen von ¥,, der Familie F(R") zugeordnet sind.
Die Funktoren sind wieder auf allen Permutationsgruppen definiert.

Bemerkung 6.10. Fiir die Definition von Fg wird die Einbettung von G in eine sym-
metrische Gruppe benétigt. Man sieht hier also, anders als bei den Green-Funktoren in
Kapitel 4, dass fiir jede Gruppe dariiber Buch gefiihrt werde muss, in welcher Weise wir
sie als Untergruppe einer symmetrischen Gruppe auffassen mochten.

Topologisch erhélt man Beispiele fiir eingeschriankte Green-Funktoren dieser Bauart
durch Verwendung des natiirlichen Universums an Stelle des vollstdndigen. Die Zuord-
nung eines natiirlichen Universums zu einer endlichen Gruppe G hingt dabei wieder von
der Einbettung in eine symmetrische Gruppe ab.

Satz 6.11. Seien X ein G-Spektrum und Y ein G-Ringspektrum. Dann ist der Funktor
F — Ab, der jeder Gruppe H die Gruppe [X, Y]%at, also die stabilen H-Morphismen
tber dem natirlichen Universum, zuordnet, ein eingeschrdinkter Green-Funktor.

Beweis. Der Beweis funktioniert genau wie im Fall des vollstdndigen Universums mit
allen Untergruppen. Als einzigen Punkt muss man hier beachten, dass es fiir die Kon-
struktion der Induktionsabbildungen mit Hilfe des Wirthmiiller-Isomorphismus moglich
sein muss, jede G-Menge der Form G/H mit H € F in die Permutationsdarstellung ein-
zubetten. Die Menge F wurde aber gerade so gewéhlt, dass sie genau die Untergruppen
mit dieser Eigenschaft enthalt. O

6.3. Klassifizierende Raume fiir Familien von Untergruppen

Fiir klassifizierende Rdume von Gruppen gibt es ebenfalls allgemeinere Versionen, die
von einer vorher gewdhlten Menge von Untergruppen abhéngen.

Definition 6.12. [Die87, 1.6.6] Ein klassifizierender Raum einer Isotropiefamilie F fiir
G ist ein G-CW-Komplex EF mit den Eigenschaften

(i) Alle Isotropiegruppen von EF liegen in F.

(ii) Fiir jeden G-CW-Komplex X mit Isotropiegruppen in F gibt es bis auf G-Homo-
topie genau eine Abbildung X — EF.

Klassifizierende Rdume existieren fiir alle Familien, eindeutig bis auf G-Homotopiedquivalenz
IDie87, 1.6.6].

Aus den Eigenschaften folgt insbesondere: Falls F wie in Beispiel definiert ist und
V eine Darstellung aus dem natiirlichen Universum, gilt fiir G-Rédume X, dass

[SVH7, 8V A X]G =[SV SV A EF, A X]C.
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6.4. Coalgebrastruktur fiir G-Spektren

Also ist auch fiir die stabilen G-Homotopiegruppen auf dem natiirlichen Universum

78(X) =78 (X AEF,).

6.4. Coalgebrastruktur fiir G..-Spektren

Wir bewegen uns ab jetzt immer in natiirlichen Universen von symmetrischen Grup-
pen Y, und deren Untergruppen. Die entsprechenden eingeschrinkten Green-Funktoren
gehoren zu der Familie F von Untergruppen, die als Isotropie von Punkten aus R"
vorkommen. Die Induktionsabbildungen sind also wie in Abschnitt nicht fiir alle
Inklusionen von Untergruppen definiert.

Der Universenwechsel, der aus einem Spektrum auf dem trivialen Universum ein Spek-
trum auf dem natiirlichen Universum macht, wird in den folgenden Abschnitten nicht
immer explizit notiert. Es ist aber immer aus dem Zusammenhang zu erkennen, ob mit
X das Spektrum selbst gemeint ist oder dasjenige G-Spektrum fiir eine endliche Gruppe
G, das zunéchst als G-Spektrum iiber dem trivialen Universum mit trivialer Gruppen-
operation aufgefasst wird und auf das dann ein Universenwechsel ¢, angewandt wird.
Mit S bezeichnen wir immer das Spharenspektrum in der jeweiligen Kategorie.

Jedes Einhdngungsspektrum X mit Gy-Multiplikation wird durch Anwenden von
Resl22 auf die zweifache Multiplikation (% zu einem kommutativen Ringspektrum bis
auf Homotopie. Auf den Homotopiegruppen 71(? (X) erhélt man dadurch eine Ringstruk-
tur. Falls sich im Fall eines Moore-Spektrums SK so die vorgegebene Multiplikation
auf K ergibt, werden wir wie im H..-Fall davon sprechen, dass die Gso-Struktur die

Multiplikation von K realisiert.

Durch Bilden der n-ten Potenzen fiir alle n und Zusammensetzen mit den Multiplika-
tionsabbildungen p{™ ergibt sich eine Abbildung

15, x16 O T, x (@ e T8, x5ni©).

n n

Satz 6.13. Diese Abbildung definiert einen Ringhomomorphismus
7Gxl (X) - = 0(@).

Beweis. Dass das Bild in der Teilmenge der exponentiellen Elemente liegt, folgt aus der
Kommutativitit des ersten Goo-Diagramms, zusammen mit der Beobachtung, dass fiir
ein Element z € [S, X]% und i + j = n die Restriktion von (™ € [§) X {M]=n(G) quf
[§{m | X (] (Z:x2)(G) mit dem Bild von (2, 2)) unter

560, X S6) y [946), X SHE) , (gl x () (ZxT;)(C)

iibereinstimmt. Der Ubersichtlichkeit halber werden wir die Gruppe G nicht in allen
Diagrammen hinschreiben.
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6. Goo-Multiplikationen

Die Additivitét erhalten wir ebenfalls aus dem ersten Diagramm: Aus dessen Kom-
mutativitit folgt die Kommutativitdt des adjungierten Diagramms von 3,-Spektren

Inds?, 5, (X9 A X)) —— xtn)

J

Indg?, 5 (X A X) ——— X

und zusammen mit Lemma erhalten wir fiir zwei Elemente x,y € [S, X]% das
kommutative Diagramm

gn) X X

T

(X v X)n

|

V Wd5rs (89 A 89) — \/ Iy (X9 AX9) — |/ Indgr, (X AX)

i+j=n i+j=n 1+j=n

(zvy)™

)
<

)
S

1%

1%

von ¥, (G)-Spektren. In der oberen Zeile liest man das Element 7,(x + y) ab, in der
unteren das Element >, , ., Ind%?xzj (1i(x) @ Tj(y))-

Multiplikativitét folgt direkt aus der Multiplikativitét der n-ten Potenz. O

G

Lemma 6.14. Die Ringhomomorphismen 7% setzen sich zu einem Morphismus von

Green-Funktoren zusammen.

Beweis. Die Vertréglichkeit mit Restriktion und Konjugation ist leicht zu sehen. Um
die Vertréglichkeit mit Induktion zu zeigen, stellen wir zunéchst fest, dass sich aus einer
Transferabbildung der Form G/H, ASY — SV durch Bilden der n-fachen Smash-Potenz
der Rdume eine Transferabbildung zu der Abbildung

Sn(G)/Sn(Hy NSV 2 (G/H A SY)M™ — (SV)m = gV

ergibt. Da diese Transferabbildungen jeweils fiir die Konstruktion der Induktionsabbil-
dungen verwendet werden, folgt die Aussage. O

Satz 6.15. Falls X ein Spektrum mit einer Goo-Multiplikation ist, werden die dquivari-
anten Homotopiegruppen 7§ (X) =[S, X15,, durch T zu einer $-Coalgebra.

Beweis. Zum Beweis der Coalgebraeigenschaft miissen wir fiir alle j, k die Beziehung

(G Yi(G
T G o 26 = ResZ;?ész)) orﬁ’;
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6.5. Algebraische Beschreibung der dquivarianten Homotopiegruppen

nachweisen. In ¥; (3, (G))-Spektren haben wir fiir jedes Element x € [S, X|%,; aber das
kommutative Diagramm

(5<k>)<j> — gk

(x<k>)<j>l wa

(XN ) —— x (k)

J(#w)m Juw
)

U s X

Die rechte Komposition entspricht genau dem Element Res? Izé?(G)) (T]C,’;(;U)), und links
J

. Y (G
liest man das Element 7, i >(7',? (z)) ab. O

6.5. Algebraische Beschreibung der daquivarianten Homotopiegruppen

Ahnlich wie in Abschnitt ergibt sich auch fiir das natiirliche Universum ein Zusam-
menhang mit dem Burnsidering:

Satz 6.16. Sei G eine Untergruppe einer symmetrischen Gruppe und Nat das zugehdrige
natiirliche Universum. Dann ist die Abbildung pg : A" (G) — [S, S]$,; ein Isomorphis-
mus.

Die Aussage wird wie ihre Entsprechung in Abschnitt mit Hilfe eines Analogons
von Satz bewiesen. In der Darstellung des Beweises konzentrieren wir uns daher auf
die Aspekte, die sich auf die Anderung des Universums beziehen.

Der Spaltungssatz ldsst sich inklusive Beweis auf diese Situation iibertragen; da in
Abschnitt [3.4] auf den Beweis nur verwiesen wurde, werden wir hier die entscheidenden
Schritte des angepassten Beweises kurz nachvollziehen.

Sei H € F eine Untergruppe von G, sei N der Normalisator von H in G und W =
W(H) die Weylgruppe N/H. Die Zusammensetzung der Abbildungen

[57 EW+ /\XH]%/at - [S7EW+ AX]%at - [87 (G XNEW—F) /\X]%at - [S7X]%at

bezeichnen wir mit (g.
Die dritte Abbildung ist die Projektion auf X, die zweite Abbildung ist der Wirth-
miiller-Isomorphismus:

Lemma 6.17. Der von Wirthmiiller konstruierte Erweiterungsisomorphismus

(X, Y}gesg ) — X G An YIG

existiert fir jedes G-Universum U, in das sich G/H dquivariant einbetten ldsst.

Insbesondere haben wir also einen solchen Isomorphismus fiir jede Untergruppe H
aus F.
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6. Goo-Multiplikationen

Satz 6.18 (Spaltungssatz fiir das natiirliche Universum). Die Abbildung

C=EPcu: PIS.EW(H) A X — (S, X]IF0
H H

wobei H die Konjugationsklassen von Untergruppen aus F durchlduft, ist ein Isomor-
phismus.

Beweisskizze. Wir gehen die einzelnen Schritte aus dem Beweis von Satz I1.7.7 in [Die87]
durch:

(a)

(b)

()

(d)

Als erstes wird gezeigt, dass die Aussage nur fiir spezielle X bewiesen werden muss,
und zwar nur fir X = EF/EF2 AN'Y, wobei Fo C Fj zwei Familien von Unter-
gruppen von G sind, die sich genau um die zu einer Untergruppe H konjugierten
Untergruppen unterscheiden. Fiir die Begriindung [Die87, Prop. I1.7.1] werden nur
Eigenschaften von dquivarianten Homologietheorien benttigt.

Im Fall des natiirlichen Universums geniigt es, solche Familien F; und F> zu un-
tersuchen, fiir die die Gruppe H in F liegt, da wir S°, wie am Ende von Abschnitt
[6.3 angedeutet, durch den klassifizierenden Raum von F ersetzen kénnen und fiir
diesen Raum nur Erweiterungen durch Untergruppen in F bendtigt werden.

In diesem Fall ist nur die Gruppe [S, EW A X H | nicht 0, die zu der entsprechenden
Untergruppe gehort. Das Argument funktioniert schon unstabil in der Kategorie
der G-Raume und lésst sich daher direkt {ibertragen. Es muss also nur gezeigt
werden, dass (g ein Isomorphismus ist.

Die letzte Abbildung in der Definition von ( ist ein Isomorphismus. Hierfiir be-
nétigt man Ausschneidung und einige weitere Argumente fiir G-Réaume.

Die erste Abbildung ist in diesem Fall ebenfalls ein Isomorphismus. Das wird mit
Hilfe eines Satzes iiber unstabile fquivariante Homotopiegruppen bewiesen. [Die87,
Prop. I1.7.4]. O

Beweis von Satz[6.10. Wir fithren die gleichen Schritte durch wie fiir den Beweis von
Satz Das Inverse zu ¢ : A™(G) — [9, S]%,; wird mit Hilfe der Abbildung

degG : [S? S]JC\;fat - HZ
(]

gebildet, die einem Element f € [S,5]%,,, das durch eine G-Abbildung fy : SV — SV
reprasentiert wird, das Tupel

(deg((f)": (S)T — (SV)")u

zuordnet.
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6.6. Umkehrung: G.-Strukturen aus Coalgebren

Hier durchlduft H nur die Konjugationsklassen von Untergruppen von G, die in F lie-
gen. Nach Lemma [6.5]ldsst sich der eingeschrinkte Burnsidering schon in dieses Produkt
einbetten.

Der einzige Punkt im Beweis, der noch untersucht werden muss, ist also der Beweis
der Surjektivitéit von . Wie im Fall des vollstéindigen Universums gilt auch hier wieder,
dass fiir X = S° jeder der Summanden [S, EWJF]%H einen Faktor beitrdagt, der isomorph
zu Z ist. Wir miissen also zeigen, dass fiir jede Untergruppe H aus F jeweils das Element
erreicht wird, das in der Zerlegung aus Satz einem Erzeuger entspricht. Mit dem
Argument aus [Die87, Prop. 11.8.5] sind diese Elemente aber von der Form Ind% (1) und
damit die Bilder von Ind% (1) € A™(G). O

Mit diesen Ergebnissen konnen wir nun die dquivariante Homotopie einiger Moore-
Spektren iiber dem natiirlichen Universum algebraisch beschreiben: Sei K ein kommu-
tativer Ring, der als Z-Modul frei ist. Dann kénnen wir das zugehorige Moore-Spektrum
SK wieder als Summe von Sphérenspektren schreiben.

Satz 6.19. Die Mackey-Funktoren G +— [S, SK]%,, und G — A™(G)® K, die auf allen
Permutationsgruppen definiert sind, sind isomorph.

Beweis. Fir K = 7Z folgt die Aussage aus Satz Die allgemeinere Aussage zeigt man
mit Hilfe des Isomorphismus

[Sa S]%at(8 [Sa SK]I - [S, SK]%ata

der sich durch Komposition von Morphismen ergibt. Auf den Morphismus aus [S, SK]
wird dafiir zunéchst der Universenwechsel nach [S, SK ]%at angewandyt.

Die Abbildung ist ein Isomorphismus, da nach Wahl einer Basis {i;} von K beide
Seiten mit der Gruppe @,[S, S]%,; identifiziert werden kénnen. Dass die Abbildungen
verschiedener Gruppen sich zu einem Morphismus von Mackey-Funktoren zusammen-
setzen, zeigt man etwa fiir die Vertréiglichkeit mit Induktion fir H C G C X, und
@z €[S, 9" @[S, SK] durch das folgende kommutative Diagramm in G-Spektren auf
dem natiirlichen Universum:

S G A ST G A S —— g

\ J{: JG@ AHT J'CL”
GiAm(zop)

Gy Ay S—— Gy Ay SK —— SK

Die untere Zeile beschreibt die Induktionsabbildung Indg angewandt auf das Tensorpro-
dukt, die obere diejenige von G+ [S, SK]%. O

6.6. Umkehrung: G.-Strukturen aus Coalgebren

In Abschnitt wurde bewiesen, dass die dquivarianten Homotopiegruppen eines G-
Spektrums eine »-Coalgebrastruktur tragen. Wir betrachten nun wie im Kapitel iiber
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6. Goo-Multiplikationen

H.-Spektren einen Fall, in dem sich die Homotopiegruppen rein algebraisch beschreiben
lassen, und fragen nach einer Umkehrung dieser Aussage.

Aus dem Isomorphismus in Satz erhalten wir fiir jeden Ring K, der frei iiber
Z ist, eine Green-Funktor-Struktur auf G + [S, SK]§,,. Wir konnen diese Konstruk-
tion auf den Untergruppen jeder symmetrischen Gruppe durchfithren und erhalten ein
Objekt aus ¢. Die G-dquivariante Version des Moore-Spektrums SK erhilt man wie in

Abschnitt beschrieben durch Wechseln der Gruppe und des Universums.

Satz 6.20. Fualls G — Wg(SK) eine %-Coalgebrastruktur besitzt, wird auf dem Moore-
Spektrum SK eine Goo-Multiplikation induziert.

Die n-te Komponente m(SK) — w3 (SK) der Strukturabbildung fiir die triviale
Gruppe bezeichnen wir wieder mit 7,.

Die Goo-Struktur wird wie in Abschnitt [ definiert: Zunéchst wihlen wir eine Z-Basis
L1,t2,... fir [S,SK] 2= K und zerlegen SK™ als ¥,,-Spektrum in der Form

SKW o~ \[Ind3r oy S ASTI AL

Um eine ¥,-iquivariante Multiplikation (™ : SK( — SK zu bestimmen, kénnen wir
also fiir jeden Summanden eine Abbildung in

Inds? s, o ST AST2 AL SK] e [T A ST AL SK]m e

angeben. Als (n,ng,...)-Komponente der Multiplikation (™ wihlen wir das Element

T (1) ® Ty (12) @ - € [ST) A §20 AL GK] P X Eng X

Beim Nachweis der Eigenschaften fiir die hier definierten Multiplikationsabbildungen
fassen wir uns an einigen Stellen etwas kiirzer als in Kapitel [d] weil die Beweisschritte
genau die gleichen sind.

Lemma 6.21. Die Abbildung

Zn(,,(n)
Ko~ [S,5K]® - ®[S, SK] — [, g tmy, B

[57 SK]}Vat = ’
wobei Nat = (R*°)"™ das natiirliche Universum zu (31)" C X, bezeichnet, ist die Multi-
plikation in K.

Beweis. Die erste Abbildung ist das n-fache externe Smash-Produkt wie in Abschnitt
5.3l Die Aussage beweist man nun wie im Beweis von Lemma zunéichst fiir die
Erzeuger. Die Multiplikation z{™ ist mit Hilfe der Multiplikation von K definiert, und
die hier angegebene Abbildung und die Multiplikation in K sind jeweils linear in jeder
Komponente. Damit folgt die Aussage fiir alle Elemente. O
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6.6. Umkehrung: G.-Strukturen aus Coalgebren

Lemma 6.22. Die Komposition
15, SKIC — [$™, S =G 17, 1g g c]=a(G)
ist fiir jede Gruppe G und alle n € N die vorgegebene Abbildung 7€ .

Beweis. Nach Voraussetzung gilt die Behauptung auf den Basiselementen ¢; von K.
Wie im Beweis von Lemma kann man sich auf diesen Fall zuriickziehen, wobei das
Einschrinken auf endliche Skelette hier wegfillt, weil S in dquivarianten Spektren schon
kompakt ist. O

Lemma 6.23. Die Strukturabbildungen des Green-Funktors A%* der Form
AR (G) x AR (H) — AR (G x H)

werden durch den Isomorphismus A7*(G) =[S, SK|® mit der Zusammensetzung

(2)
[S,SK]Y x [S,SK]" — [SAS,SK ASK|“*H £, [5 §K|*H
identifiziert.

Beweis. Die Multiplikation (% wird hier zunichst wie in zu einem Morphismus
von G x H-Spektren gemacht. Die Aussage folgt dann mit Hilfe des Isomorphismus aus
dem Beweis von Satz wieder aus dem Spezialfall G = H = 1, der schon bewiesen
wurde. O

Fiir den Beweis von Satz fehlt uns noch die Kommutativitéit der beiden Diagram-
me. Wieder ist der Beweis recht lang und scheinbar kompliziert, aber wie in Kapitel []
wird nur ausgenutzt, dass es nach Wahl einer Basis fiir K und der zugehorigen Zerlegung
von SK als Summe von Sphéirenspektren ausreicht, Multiplikationsabbildungen auf Po-
tenzen von S vorzugeben. Genau diese kommen in der algebraischen Beschreibung vor,
und der Beweis besteht wie in Abschnitt [4.4] nur noch aus dem Zusammensetzen der
algebraisch gegebenen Informationen.

Lemma 6.24. Die Diagramme

SK® A SKU) —— S (i+5)

| |

SKANSK———SK

und

(SK )0 —— g (k)

|

SK() — SK

mit den gerade definierten Multiplikationen p'~) kommutieren in ¥; x ¥ ;-Spektren bzw.
in 3;(X)-Spektren.
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6. Goo-Multiplikationen

Beweis. Fiir das erste Diagramm betrachten wir nur den Summanden zu zwei Zerlegun-
gen (i) von i und (j) von j und weisen die Kommutativitéit des adjungierten Diagramms
von ¥;) x ¥(;)-Spektren nach:

Sy A §li2) Ao A §UL A §U2) A — §liti) A §liati2) A

| J

SK NSK SK

Die rechte Komposition ergibt das Element

E(n )X2<n y Xee
RO ) XSy X i X By . (T (1) © Ty (12) @ ).

Auf der linken Seite erhéilt man nach Lemma [6.23] das Produkt
(73, (11) @i (12) @ . )@ (14, (11) @7y (12) ®. .. ) € [STVASEI AL AU ASEIA . SK].

Da die (75,(¢i))n exponentielle Folgen sind, stimmen diese Elemente iiberein.

Fiir das zweite Diagramm zerlegen wir (SK )0} als

\/Indgfk) St A g2 ALY

\/I dXZ%)( <)>/\(S< DASETALL)®.
() (k)

Hier lduft (k) tiber die verschiedenen Zerlegungen von k als k1 + ko + ... und (j) iiber
die Zerlegungen der Form j = Z(k) J(k)- Wir betrachten die Abbildungen nun auf jedem
Summanden einzeln, fixieren also eine Zerlegung (j) von j, und gehen durch Weglassen
von , Ind“ auf der linken Seite zum adjungierten Diagramm iiber.

Um die Komposition auf der linken Seite zu beschreiben, nutzen wir die Kommutati-
vitédt des ersten Go.-Diagramms an mehreren Stellen aus und erhalten ein kommutatives
Diagramm von [[X;, (¥))-Spektren:

N (SFED A SH20 A )<j<k)>

(k)(k ) A, (k2)
Ly 1 Aty 27N,

A(SK®ED) A SK KD A k) —— A (SKE)) ) —— (S RN

(k) J (k) l l
Iz I 7

A(SK ASK A )ow) — D2 ASK ) ——— g )

(k) (k) J"“ J#

SKASKA.. . —2 5 SK
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6.6. Umkehrung: G.-Strukturen aus Coalgebren

Der Einfachheit halber wurden die Restriktionen aus der Notation gestrichen und die
Namen der Morphismen nur angedeutet.

Aus dem Diagramm und Lemma folgt, dass es geniigt, die Abbildungen auf den
einzelnen Faktoren zu untersuchen. Fiir jeden Index (k) erhalten wir auf der linken Seite
auf dem zugehorigen Faktor nach Lemma die Abbildung, die durch

E<k1>><2<k2>><...

Tj(k) (Thy (1) @ T (L2) ® .. 1)

beschrieben wird.

Auf der rechten Seite zerlegen wir das Element SK‘™ in Summanden der Form

IndZ" (8 A g2 Ay

Enl ><En2 X...
und stellen fest, dass die Abbildung o den Summanden
/\(S<k1> N S<k2> AL )j(k) ~ /\(S<k1>)j(k) A (S<k2>)j(k) AL
(k) (k)

von (SK*)U) in den Summanden von

>n (n) _ 2 (Zk) pI h (n1) (n2)
ReSH Zj(k) Ew)) SET = Resnjzj(k) () Reszj@w (\/)IndEM X Ting ><...(S VASTEIA L )
der Form o s
nq X n2><... <n > <n >

mit den Indizes n; = Z(k) ki - j(xy abbildet. Zur Beschreibung mit Hilfe von 7 betrachten

wir das folgende kommutative Diagramm in [[¥;, (¥))-Spektren:

/\(S(h))(jk) A (S<k2>)<jk> ANo..———— /\S(j(k)'k1> A SYG) k2) s g(n1) A g(n2) A
(k) (k)

/\(SK<k1>)<j(k)> A (SK<k2>)<j(k)> A, — /\SK(j(k)‘kl> ASK 9wy k2) —— g (m1) A GR(n2) A
(k) (k)

SKNSKA... SKANSKA...

SK" SK

Die Smash-Produkte in der vorletzten Zeile sind endlich, weil es nur fiir die positiven
Indizes in der Zeile dariiber jeweils einen Faktor gibt.

Aus diesem Diagramm ldsst sich nun mit Hilfe von Lemma die Abbildung auf
dem Faktor zum Index (k) ablesen. Wir erhalten das Produkt

35k b
Resy. & 7% (11) ® Res

Ziy ke iy
By (Zky) Ik

T, 2 e
iy (Sra) k) (12) ®
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in [, SK] ™0 F®),

Wegen der Voraussetzung
pIF .
ReSZ;IZzw Tik(x) = TjEk (T(z))
fiir alle x € K und alle Indizes sind die beiden Abbildungen gleich. O

Wir wissen also, dass Geo-Strukturen auf dem Moore-Spektrum SK mit Hilfe von X
beschrieben werden konnen. Auf der algebraischen Seite lassen sich die Bedingungen mit
Hilfe der Ergebnisse aus [2.4] auch kiirzer formulieren.

Satz 6.25. Durch Zusammensetzen von ¥ mit den Funktoren A" ® — und ev(1) erhdlt
man ein Cotripel auf Ringen, das isomorph zum Witt-Cotripel ist.

Beweis. Dass die Zusammensetzung ein Cotripel ergibt, folgt aus Satz [2.23] weil der
eingeschrinkte Burnsidering die Voraussetzungen an den Green-Funktor erfiillt:

> Die Ringe sind als Z-Moduln endlich erzeugt und frei.

> Die Abbildungen
ATGS(G) ® ATCS(H) N AT‘QS(G X H)

sind Isomorphismen: Eine Basis von A™*(G x H) ist durch die Konjugationsklassen
von Isotropiegruppen des G x H-Raums R? x R7 gegeben, falls G C ¥; und H C X5
Diese Basis ist aber genau das Produkt der entsprechenden Basen von A™*(G) und
AT’CS (H) .

> Eine Basis fiir A™*(%,,(G)) enthélt fiir jede Untergruppe der Form ¥, (G1) x - - - x
Yn, (Gy) den entsprechenden Quotienten, wobei die G; die Untergruppen aus der
zugehorigen Isotropiefamilie von G durchlaufen.

> Wir haben Restriktionsabbildungen entlang von Projektionen der Form S(G) — S.

Da fiir die Konstruktion des Cotripels von Ringen der Funktor nur auf symmetrische
Gruppen angewandt wird und der Morphismus von Green-Funktoren A"** — R in diesen
Komponenten aus Isomorphismen besteht, erhalten wir denselben Funktor auf Ringen
wie in Abschnitt fiir den Darstellungsring. Dieses Cotripel haben wir aber schon mit
dem Witt-Cotripel identifiziert. O

Als Folgerung erhalten wir ein einfach zu formulierendes Kriterium dafiir, wann es auf
SK eine Goo-Multiplikation geben kann:

Satz 6.26. Das Moore-Spektrum SK hat genau dann eine Goo-Struktur, wenn K ein
A-Ring ist.
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6.6. Umkehrung: G.-Strukturen aus Coalgebren

Beweis. Das Spektrum SK ist genau dann ein Gs.-Spektrum, wenn der Ring K eine
Coalgebra iiber dem zugehorigen Cotripel auf der Kategorie der Ringe ist. Fiir diese
Einschrinkung von ¥ wird der Funktor aber nur auf symmetrische Gruppen angewendet,
und fiir diese Gruppen gilt A™*(%,,) = R(X,,) nach Satz Da die Abbildung A™* — R
ein Morphismus der eingeschriinkten Green-Funktoren ist, ist dieses Cotripel isomorph
zu dem mit Hilfe von R gebildeten. Die Coalgebren dariiber sind aber nach Satz [2.26]
genau die Coalgebren iiber dem Witt-Cotripel, also genau die A-Ringe. O

Fiir Morphismen erhélt man eine #hnliche Aussage wie in Abschnitt [£.4] die sich sogar
einfacher formulieren lésst:

Satz 6.27. Sei 71'6\ der Funktor, der jedem Goo-Spektrum X den Ring mo(X) mit der
induzierten \-Struktur zuordnet. Die Einschrdankung von Tr(/)‘ auf Moore-Spektren zu freien
abelschen Gruppen ist eine Aquivalenz von Kategorien zwischen der Homotopiekategorie
dieser Goo-Moore-Spektren SK und den zugehdrigen A-Ringen K.

Beweis. Wie in Abschnitt zeigt man, dass ein Homomorphismus K — K’ zwischen
A-Ringen aus der ersten Kategorie einem G-Morphismus der entsprechenden Moore-
Spektren entspricht. Dafiir wird SK mit Hilfe einer Z-Basis von K in Summanden zer-

legt, und fiir jede Zerlegung n = n; + ng + ... wird im Diagramm
a2
§in) A §ln2) o DGR (m) A §K2) A — K —— SK
| Js
§n1) A gln2) A —— GKMm) A SK2) A —— SK!) —— SK

von X,, X X,, X ...-Spektren die Abbildung ¢* A t5? A --- eingesetzt. Hier folgt die
Kommutativitdt dann wieder aus der algebraischen Bedingung. O
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7. Algebraische Kriterien

Die Aquivalenz von Kategorien aus dem letzten Abschnitt und die entsprechenden al-
gebraischen Bedingungen fiir H..-Moore-Spektren liefern notwendige Kriterien fiir die
Existenz dieser kommutativen Multiplikationen. Wir untersuchen daher in diesem Kapi-
tel fiir beide Fille die algebraische Zusatzstruktur auf den Ringen etwas genauer.

7.1. )\-Ringe

Im nicht-vervollstéindigten Fall ist iiber die Theorie der betreffenden Ringe aus der Lite-
ratur iiber A-Ringe schon viel bekannt, daher ist es unser Ziel, einige dieser Ergebnisse so
zu formulieren, dass sie sich auf die Vervollstéindigung iibertragen lassen. Alle in diesem
Kapitel betrachteten Ringe haben die Charakteristik 0. Zunéchst formulieren wir ein
Kriterium, das sich recht einfach aus den Adamsoperationen gewinnen lésst.

Lemma 7.1. Sei K ein A-Ring. Dann induzieren die \-Operationen auf K fiir jede
Primzahl p eine Abbildung ¢, : K — K mit den Figenschaften

op(r +y) = ¢p(x) + op(y) — ;((w +y)P — a2 —yP)

und

ep(ry) = 2Pop(y) + yPop(x) + pep(T)ep(y).

In der Formulierung mit den groflen Wittvektoren erhilt man die Abbildung als Pro-
jektion auf die p-te Komponente; die Eigenschaften rechnet man dann mit Hilfe der
Geisterkomponenten

WK — KN, (an), — (Zdag)n
djn

leicht nach. Addition und Multiplikation auf W K sind durch die Festlegung, dass die
Abbildung in jeder der Geisterkomponenten ein natiirlicher Ringhomomorphismus sein
soll, eindeutig bestimmt.

Wir werden fiir den Beweis hier einen Ansatz mit Hilfe unserer alternativen Definition
von A-Ringen wéhlen, um ihn anschlieflend auf den Fall des vervollstéindigten Darstel-
lungsrings iibertragen zu kénnen.
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7. Algebraische Kriterien

Nach den Ergebnissen aus Abschnitt haben wir eine Kette von Isomorphismen

WK (kn) (2)
1+ tK[t] [1,(1 — knt™) L+ 22, fyn)t”
Homg(Zy1,y2, .. .], K) T f
HOH@(EHB R(En)’K) 1, Zn(XTL?*)
[T rE) ek <Xln

n

Als erstes beschreiben wir das Element Z,, € HeR(Zi), das unter dem Isomorphismus

[T &) — Hom(Zly, vs,. ), 2)

aus Lemma dem Ringhomomorphismus &, entspricht, der 3, auf 1 und alle anderen
Erzeuger auf 0 abbildet.

Lemma 7.2. Unter dem Isomorphismus
WK — 1+ tK[t] — Homg(Z[y1,y2,...], K)

wird &, mit der Folge (0,...,0,—1,0...) mit —1 an der n-ten Stelle identifiziert, und
das Quadrat dieses Elements hat die Form (0,...,0,n,...).

Beweis. Die Darstellung von &, in den Wittvektoren ergibt sich direkt aus der Definition
der Isomorphismen. Fiir die Untersuchung des Quadrats kann man wie oben beschrieben
die Geisterkomponenten verwenden. ]

Lemma 7.3. Die Komponenten der Folge Z,, € [],, R(Xm) verschwinden fir alle In-
dizes, die keine Vielfachen von n sind, und die n-te Komponente z, € R(X;) hat die
folgenden FEigenschaften:

(a) (zn,1,) = 1.
(b) 22 =-—n-2z,.

Res

(¢) Der Kern der Restriktionsabbildung R(2,) — [[1=] R(Xi x $n_;) besteht genau

aus den ganzzahligen Vielfachen von z,.
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7.1. X\-Ringe

(d) Fiir jede nichttriviale Zerlegung (n) von n und alle A € R(¥,) ist

IndZr

E(n)(A) <z = 0.

Beweis. In Diagramm liest man ab, dass der zusammengesetzte Isomorphismus
[T R(Z;) — 1+ tZ[t] die Form (X;) — >_,(X;, 1;)t' hat. Die i-te Komponente der Folge
Zy ist also verantwortlich fiir die Abbildung &, in Grad i. Da &, auf den Elementen, de-
ren Grad kein Vielfaches von n ist, verschwindet, sind auch die Komponenten von Z,, in
diesen Graden 0. Die n-te Komponente hat tatséchlich die angegebenen Eigenschaften:

(a)

(b)

(d)

Das Element Z, = (0,...,0,z,,...) entspricht unter dem Isomorphismus einer
Potenzreihe der Form 1 + (zy,, 1,)t" + .... Der Koeffizient von t" ist das Bild von
yn als Abbildung auf dem Polynomring und damit nach Definition 1.

Die Aussage folgt mit Lemma aus der Darstellung von Z,, als Element der
Wittvektoren WZ.

Aus dem Isomorphismus @ R(X;) = Z[y1, yo, . . . | lisst sich sofort eine Z-Basis von
R(X,) ablesen: Da die Monome in den y; vom Grad n genau den Partitionen (n) von
n entsprechen, sind die entsprechenden Basiselemente gegeben durch Ind%? )(1). In

2% (1)}, wobei (i) und

R(X; x ¥;) erhilt man als Basis analog die Menge {Indzwxz( )
i J

(j) die Zerlegungen von i bzw. j durchlaufen.

Fiir solche Zerlegungen von ¢ und j mit ¢ 4+ 5 = n gilt nun

Zi > n o 7 y
<ReS§ZLij vaIndz(;XJEU)(l» = <Zm1nd§<i)xz(j)(l)> = fn(y( )y(])):

wobei y(yl) = YirYis -+ Yjp - - - das Monom zur Partition (iq,d2,...,71,J2,..)
von n ist. Da alle Erzeuger der Polynomalgebra aufler y,, auf 0 abgebildet werden,
verschwindet dieses Element fiir alle nichttrivialen Partitionen von n, und damit
gilt Res%?xzj zn =0, wenn 7,5 > 0.

Fiir ein beliebiges Element x aus dem Kern haben wir

(x — (x,1p) - zn,Indgyn)(l)) = <Res§?ﬂ) (x),1) — (z, 1n)<zn,1nd§& (1)=0

)

fiir alle Elemente aus der Basis von R(3,,) inklusive 1, und damit ist x = (z, 1,,) - 2.

Nach dem letzten Punkt gilt zunéchst Ind%? )(A) -zZn = auzy, fiir eine passende ganze

Zahl o und auBerdem (z,,az,) = 0. Da (z,, 2n) = (2n - 2, 1) = (—nzp, 1) = —n,
bleibt nur die Moglichkeit o = 0. O

Sei .# die additive Untergruppe von R(%,), die von den Elementen der Form Indgzln) (1)

fiir nichttriviale Partitionen (n) von n erzeugt wird, sodass sich R(%,) additiv also als
Z-1® 7 zerlegt. Wir kiirzen auBBerdem .# Nkere mit _# ab.
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Satz 7.4. Die Menge .# ist ein Ideal, und es gilt z, +n € Z. Falls n eine Primzahl ist,
zerlegt sich das Augmentationsideal von R(¥,) als

kere = (F Nkere) X (z,) = F X (zn).

Beweis. Mit Hilfe von Frobenius-Reziprozitét lasst sich leicht nachrechnen, dass ein Pro-
dukt der Form Indgfxzj(A) -B = Ind%szj (A- Res%?xzj B) mit i,j < n wieder in &
liegt.

Wegen der additiven Zerlegung R(X,) = Z-1@.# kénnen wir z, eindeutig als z,, = a+1
mit o € Z und I € .# schreiben. Aus Lemma [7.3| folgt, dass (2,,) - .# = 0, aber 22 # 0,
und damit z, ¢ .#. Es gilt

—n-zn:zZ:(a+[)-zn€a-zn+f,

also erhalten wir wegen (a+n) - z, € # die Gleichungen o = —n und n = I — z,.

Das Augmentationsideal wird additiv von den Elementen Ind%? )(1) - dim(Ind%? )(1))

erzeugt, wobei (n) die nichttrivialen Partitionen von n durchlduft. Wenn n eine Prim-
zahl ist, ist die Dimension W jeweils ein Vielfaches von n, also liegt das Element
tatsdchlich in (& + (2,)) Nkere = 7 + (zy).

Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung n = I — z,,.
Dass die Zerlegung nicht nur additiv gilt, folgt aus Lemma denn (z,)-# =0. O

Insgesamt haben wir fiir jede Primzahl p also die Zerlegung

R(Y,)=ZZ®kere ZZ&(F XL-z).

Wir erhalten eine dhnliche Zerlegung von R(3,) ® K fiir einen Ring K, wenn wir
die Augmentationsabbildung & durch € : R(X,) ® K — K ersetzen. Die Untergruppe
# wird durch den von den entsprechenden Elementen erzeugten K-Modul ersetzt und
F ist wieder der Schnitt mit dem Augmentationsideal. Dann ergibt sich die analoge
Aussage:

Satz 7.5. Fir jede Primzahl p und jeden Ring K gilt

RYE,) K =Kdkere 2K @ (f x K - zp).

7.2. Adamsoperationen

Wie im letzten Abschnitt bezeichnen wir mit .# oder ., den K-Untermodul von R(%,,)®
K, der von den Elementen der Form Indg? )(1) fiir die nichttrivialen Zerlegungen (n)

von n erzeugt wird.

Lemma 7.6. Die Menge .9 ist ein Ideal in R(X,), und es gilt

R(Z,) @ K/7 2 K.
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Beweis. Die Menge .# besteht nach Lemma|[7.3|genau aus den Elementen, deren Produkt
mit z,, verschwindet. In dieser Beschreibung kann man die Idealeigenschaft sofort ablesen.
Da sich der Ring additiv als K & .7 zerlegt, folgt auch die zweite Behauptung sofort. [

Satz 7.7. Die Zusammensetzung
SROK) XN R(S,) @ K — R(3,) @ K/.9 2 K

ist fir jedes n ein Ringhomomorphismus.
Insbesondere erhdlt man fiir jeden A-Ring K und jede Zahl n durch Zusammensetzen
mit der Strukturabbildung K — YR®K (1) einen Ringhomomorphismus ¥y, : K — K.

Beweis. Da das Produkt in 7% komponentenweise definiert ist, sieht man sofort die
Vertriglichkeit mit der Multiplikation. Fiir die Addition geniigt es zu beobachten, dass
fiir zwei Elemente (X,,) und () aus HBR(En) ® K in der n-ten Komponente von
X BY zusitzlich zu X,, und Y,, nur Summanden aus .¢ auftreten. O

Wir kénnen die Isomorphismenkette aus Abschnitt zu einer Erweiterung des Dia-
gramms im Anhang fortsetzen, wobei die oberen beiden horizontalen Abbildungen
die Geisterkomponenten bzw. Adamsoperationen sind und die untere horizontale Abbil-
dung aus den in Satz beschriebenen Ringhomomorphismen besteht.

WK 1L K

1+ K[ LKA

Homg(Z[y1, y2, - - -], K) I, K
Homs (@), R(En), K) 1, o

[, REn) ® K ———[[,(R(Z,) ® K)/ I =], K

Satz 7.8. Der untere Teil des Diagramms kommutiert, mit anderen Worten, wir erhalten
die Adamsoperation YP zu einer Primzahl p fir jeden A-Ring K auch als Zusammenset-
zung

K—][RE.)©K - RS, @ K/9, = K
der Strukturabbildung von K mit der p-ten Projektion aus Satz[7.7

Beweis. Der hier angegebene Ringhomomorphismus [],, R(2,) ® K — K lésst sich mit
der p-ten Geisterkomponente WK — K am einfachsten vergleichen, indem man die Bil-
der auf den Ringhomomorphismen k - &, aus Homg(Z[y1, y2, . . . |, K) ausrechnet. Durch
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den Isomorphismus aus Diagramm werden diese in W K den Folgen zugeordnet, die
nur in der n-ten Komponente eine 1 haben. Fiir beide Zusammensetzungen ergibt sich
als Bild von k - &, in der p-ten Komponente das Element k. Fiir £ - §, mit n # p sind
beide Kompositionen 0, da in der entsprechenden Folge Z, nur die Komponenten nicht
verschwinden, deren Indizes Vielfache von n sind.

Da es fiir die Berechnung der p-ten Projektion bzw. der p-ten Geisterkomponente
ausreicht, die ersten p Komponenten der Folgen aus [[, R(X,) ® K bzw. aus WK zu
kennen, geniigt es, die Gleichung auf diesen Elementen nachzurechnen. O

Die p-te Adamsoperationen ergibt sich in unserer Beschreibung von A-Ringen also
einfach aus der Projektion auf die p-te Komponente im Produkt. Aus dieser gewinnt
man einen Ringhomomorphismus, indem der Anteil aus dem Weg gerdumt wird, der
dafiir verantwortlich ist, dass nicht komponentenweise addiert werden kann.

Als erste Anwendung dieses Satzes vergleichen wir nun mit Hilfe der Adamsope-
rationen die A-Ringstruktur auf topologischer K-Theorie eines kompakten Raums X,
die in Satz mit Hilfe von ¥ definiert wurde, mit der in [AT69] beschriebenen A-
Ringstruktur auf K (X).

Satz 7.9. Fir die X-Coalgebrastruktur auf topologischer K-Theorie, die sich aus den
Potenzen von Vektorraumbiindeln ergibt, gilt fir jedes Geradenbiindel L, dass YP(L) =
L®P. Die Adamsoperationen sind also genau die ,klassischen® Adamsoperationen und
wir erhalten die tbliche \-Ringstruktur auf topologischer K -Theorie.

Beweis. Das Bild von L unter der Abbildung
K(X)— [ REn) @ K(X)

ist die Folge (L®"), = (1 ® L®"),. Ubergang von R(%,) ® K(X) zum Quotienten
R(X,) ® K(X)/ 4, & K(X) ergibt das Element L®". Da die Adamsoperationen fiir
jeden Raum X iibereinstimmen, ergibt sich aus der ¥-Coalgebrastruktur von K()(X)
die iibliche A-Ringstruktur auf K (X). O

Mit Hilfe der Ringhomomorphismen 1, kénnen wir nun einen Beweis von Lemma
formulieren: Sei K ein A-Ring K mit Strukturabbildungen 7, : K — R(%,) ® K =
K @ (7 x Kz,). Als ¢, wihlen wir die Abbildung, die jedem Element z € K die

zp-Komponente von 7,(z) zuordnet.

Die Adamsoperation ergibt sich nach Satz als die Komposition

Yp: K K& (f xKz) —K&(F xKz)/IS=K
x> 2P + (5, 0p(@) - 2p) = 2" +p - op().

Den Faktor p erhalten wir, weil wir aus Satz @ wissen, dass z, +p € .. Den Zusam-
menhang mit der Abbildung 1), erhélt man aus der Gleichung ¢, (z) = I%(”L/Jp(x) —aP). Als
Definition von ¢, verwenden wir die explizite Konstruktion, weil man so erkennt, dass
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7.3. Vervollstindigung am Augmentationsideal

p(x) — 2P in K ein Vielfaches von p ist. Mit Hilfe der Ringhomomorphismuseigenschaft
von 1, lassen sich die zwei Gleichungen leicht nachrechnen:

oplz+7) = ;<wp<x+y> (& +)7)
= (o) + ply) — 2" =3 = (0 + 9P =" = 5"))
— op(a) + 9p(y) — ;(<x+y>P—xp—yp>
oplzy) = ;wp(a:y) (zy)?)
- ;wp( Yip(y) — 2PyP)
1

p((%( z) — 2P)(Vp(y) — y*) + 2 (p(y) — v*) + v (Yp(z) — 2°)
= pep(T)ep(y) + 2P0p(y) + yPpp(2).

Lemma [7-1] liefert nun notwendige Bedingungen an den Ring K fiir die Existenz einer
A-Ring-Struktur:

Satz 7.10. Fulls der Ring K an der Primzahl p verzweigt ist, es also ein Ideal p # K
gibt, dessen Quadrat p enthdlt, hat K keine A-Ring-Struktur.

Beweis. Angenommen, p ist ein Ideal mit p € p?, und ¢p : K — K ist eine Abbildung, die
man wie in Lemma aus einer A\-Ring-Struktur von K erhilt. Zunichst gilt ¢,(p?) C
p?, wie man anhand der beiden Gleichungen fiir Summen und Produkte ablesen kann.
Auflerdem ist aber

1 _
eo(p) = p(L 14+ 1) =p (1) = 2" =p) = 1+ p- (2p(1) — " h.
Da p € p? vorausgesetzt wurde, bleibt nur die Méglichkeit p = p? = (1). O

7.3. Vervolistindigung am Augmentationsideal

Die Zerlegung von R(¥,) ® K lésst sich fiir jede Primzahl p auf die Vervollsténdigung

Ry () = lim(R(S)) ® K)/(kere)"

n

des Darstellungsrings am Augmentationsideal iibertragen. Wir verwenden wieder diesel-
ben Bezeichnungen wie im letzten Abschnitt.

Satz 7.11. Fir die Vervollstindigung von R(¥X,) ® K erhalten wir die Zerlegung

A

RK(EP) =K ©® (ker&—)f{era =K D ((/);7 X KI; ’ ZP)'
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Beweis. Da ¢ orthogonal zu z, ist, konnen wir die n-te Potenz des Augmentationsideals
in beiden Komponenten einzeln bilden und erhalten

(R(S,) @ K)/kere" = (K & (F x K -2,)) /(" x p" " K - z,)
=K&(J/) ") x (K/p"K) - 2.
Durch Ubergang zum Limes ergibt sich die Behauptung. O

Wir koénnen also aus einer Y-Coalgebrastruktur von Ry wieder eine dhnliche Abbil-
dung ¢, konstruieren:

Satz 7.12. Sei K ein Ring, sodass es einen Ringhomomorphismus
€ A
K — [] Bx(Zn)

gibt. Dann existiert fir jede Primzahl p eine Abbildung ¢, : K — K, mit den Eigen-
schaften

op(r +y) = ¢p(x) + op(y) — ;((fc +y)f — a2 —yP)

und
op(xy) = 2P0p(y) + v ep(z) + pop()Pp(y).

Beweis. Addition und Multiplikation in R bzw. ©f ergeben sich aus den entsprechenden
Abbildungen von R, und Ind%? : bildet fiir nichttriviale Partitionen (n) von n in das Ideal

I (R(X,,)® K Jeer - ab. Analog zum ,,unvollsténdigen“ Fall erhilt man den Isomorphismus
(R(3n) @ Kere/ 7 - (R(3n) @ Kere = (K ®© Kp - 2p) /(0 + 2p) = K

und durch Zusammensetzung mit der Quotientenabbildung einen Ringhomomorphismus
Yy + K — Kj,. Durch ¢,(x) = %wp(:z) — aP) € K, ergibt sich die Abbildung, die ein
Element x auf den Koeffizienten von z, des Bildes sendet, und man erhélt wieder die
gleichen Formeln fiir Summe und Produkt. O

Korollar 7.13. Wenn der Ring K bei einer Primzahl verzweigt ist, kann das zugehorige
Moore-Spektrum SK keine Hoo-Struktur haben, die die Multiplikation von K realisiert.

Beweis. Wenn SK ein H,,-Spektrum ist, erhalten wir Abbildungen ¢, mit den ange-
gebenen Eigenschaften aus Satz Die 3-Coalgebrastruktur von [B(—)4, SK] liefert
mit Hilfe der Abbildung A — R von Green-Funktoren einen Ringhomomorphismus

K — [[ 4x(S0) — [] Bx(=0).

Wir setzen nun ¢, mit der Quotientenabbildung K; — K,/(p) = K/(p) zusammen
und argumentieren genau wie im Beweis von Satz Wir haben eine Abbildung @, :
K — K/(p) mit den Eigenschaften

(& +v) = By(x) + B,(y) - ;«x Ly —ap — yp)
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und
@p(zy) =770, (y) + 7Py (2).
Fiir jedes Ideal p von K gilt ,(p?) C p* und Pp(p) = 1. Falls p € p?, ist also wieder
nur p = K moglich. O

7.4. Homotopieoperationen

Mit Hilfe der Homotopieoperationen, die in Kapitel 5 von [BMMSS86] untersucht werden,
koénnen wir solche Kriterien, wie sie in den Abschnitten und beschrieben wur-
den, ebenfalls herleiten; der Vollstiandigheit halber soll hier zum Abschluss auch dieser
alternative Weg skizziert werden. Wir betrachten dafiir wieder die Abbildungen

[S, SK] — [D,S, D,SK] — [D,S, SK]

und erhalten fiir jedes Element a aus m,(D,S) = [S™, D,S] durch Komposition eine
Homotopieoperation

a1 mp(SK) — mp(SK).

Wir beschrinken uns der Einfachheit halber auf den Fall p = 2. Als Operation wéh-
len wir P! aus [BMMS86, V §1]. Anschaulich entspricht das zugehorige Element o
dem Abspalten der 1-Zelle von DyS. Da P! nur als Klasse im Fs-Term einer Adams-
Spektralsequenz definiert ist, bestimmt diese Wahl eigentlich noch kein Element der
Homotopiegruppe, sondern eine Aquivalenzklasse von Elementen aus [S!, D2S]. Genau-
er lasst sich aus Tabelle 1.3 im gleichen Abschnitt ablesen, dass die Unbestimmtheit der
Operation P! in diesem Fall 7 ist.

Fiir das Moore-Spektrum SK induziert die Multiplikation mit 7 einen Isomorphismus
K/(2) = m(SK)/(2) — mi(SK). Wir erhalten fiir alle Moore-Spektren SK mit Hoo-
Struktur Homotopieoperationen der Form

P! m(SK) — 7 (SK)

und damit Abbildungen ¢ : K — K/(2). Fiir die Operation kénnen wir einen Vertreter
a € [SY, DyS] so auswihlen, dass P'(1) = 0 gilt.

Die folgenden Eigenschaften von P! werden in [BMMSS6, V §1] hergeleitet:
> PY(2) =1
> Pl(zy) = P(2)y* + 2> Pl (y) + coona®y?

mit einem Koeffizienten ¢g g, der nicht von z,y € my(SK') abhéngt.

Fiir das Verhalten der Abbildung auf Summen verwenden wir wieder das Diagramm

gm DS Dy(SVS) ——— Dy(SK)

\ 5 l

DyS Vv (D1$ A Dls) V DyS —— SK
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(oder alternativ [BMMSS86, I1.2.2]) und erhalten
Pz +y) = Pi(z) + P'(y) +5

mit einem Summanden s, der sich durch Zusammensetzen der Abbildung S' — DS A
D1S ~ S° und dem Produkt zy zusammensetzt. Dass der erste Teil der Abbildung 7
ist, lisst sich mit Hilfe der Gleichung P!(2) = n durch Einsetzen von x = y = 1 sofort
einsehen. Damit ergibt sich die Formel

Pl(z+y) = P'(z) + P(y) + nay.
Aus unserer Wahl des Vertreters fiir P! folgt genauso, dass der Koeffizient co( ver-
schwindet. Es ergibt sich wieder das folgende Ergebnis:

Satz 7.14. Falls SK eine Hoo-Struktur besitzt, liefert die Homotopieoperation P! eine
Abbildung
v: K — K/(2)

mit den Eigenschaften o(zy) = o(2)y? + 22p(y) und p(z +y) = p(z) + ¢(y) + zy.

Dass hier Verzweigung auftreten kann, haben wir also auch auf diese Weise ohne
Verwendung der Segal-Vermutung ausgeschlossen.
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A.1. )-Ringe und Wittvektoren

Fiir einen beliebigen kommutativen Ring K wird der Ring der grofien Wittvektoren
iiber K folgendermafien konstruiert [Lan02, [AT69]: Als Menge ist WK isomorph zu
einem abzdhlbar unendlichen Produkt von Kopien von K, die Ringstruktur ist durch die
FEigenschaft bestimmt, dass die sogenannten ,,Geisterkomponenten*

WK = K" — K"

)

din

sich zu einem in K natiirlichen Ringhomomorphismus zusammensetzen.

Bemerkung A.1. Die p-typischen Wittvektoren erhilt man, indem man sich auf solche
Folgen einschrénkt, deren Komponenten nur fiir die Vielfachen einer vorgegebenen Prim-
zahl p nicht verschwinden. Wittvektoren der Linge n ergeben sich dadurch, dass man
die Folgen nach n Komponenten abschneidet.

Niitzlich ist bei der Untersuchung von Wittvektoren das kommutative Diagramm

WK —— 1+ tK[t]

dlog
J J_t dt

KN —tK[t].

Die obere Abbildung ist durch (z,) — [],(1 — 2,t") gegeben, die linke Abbildung
durch die Geisterkomponenten und die untere Abbildung sendet eine Folge ((™),, auf die
zugehorige Potenzreihe ) (Mt mit diesen Koeffizienten. Die obere Abbildung ist ein
Isomorphismus von abelschen Gruppen und induziert auf der Gruppe der Potenzreihen
mit konstantem Term 1 eine Multiplikation.

Die Zuordnung K — WK ist funktoriell. Die Comultiplikation, die diesen Funktor zu
einem Cotripel macht, ist in der Beschreibung als Potenzreihen mit konstantem Term 1
eindeutig dadurch bestimmt, dass man die Bilder aller Elemente der Form 1+ at angibt;
hier ist die Abbildung gegeben als

A1+ tK[t] — 1+ z(1 + tK[t])[=],
1+ at— 1+ (1+ at)z.

Wie die Comultiplikation auf den restlichen Elementen definiert werden kann und
wie die Multiplikation auf den Potenzreihen mit konstantem Term 1 aussieht, soll hier
ebenfalls kurz angedeutet werden [AT69, 1 §1]:

Seien s; und s, jeweils die i-ten elementarsymmetrischen Polynome in den Variablen

T1,T2,...,2q bzw. 2}, ah, ..., 2. Dann lassen sich die Polynome @ = [ ;(1 + zialt)

und @, = Hi1 - <im(1 + x, ...x;,t) als Polynome in der Variablen ¢ so ausdriicken,
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dass die Koeffizienten Polynome in s; und s sind. Sei also P,(s1,. .., Sn, 8], ..., s),) der
Koeffizient von t" in Q und P, ;,,(s1, ..., Smn) der Koeffizient von " in Q.

Das Produkt von zwei Elementen aus 1 + tK[t] ist dann gegeben durch die Formel
(14D ant™) - (14> bpt™) =1+ > Palar,...,an,by,...,by)t"
n n n

und die Comultiplikation
A1+ tK[t] = 14+ z(1 + tK[t])[z]
des Witt-Cotripels hat allgemein die Form

AL+) ant™) =14+ (1+ > Pom(ar,...,amn)t")z™

Definition A.2. Ein A-Ring ist ein Ring K zusammen mit einem Ringhomomorphismus

At K — 1+ tK[t], Me(z) =D N"(x)t",

der K zu einer Coalgebra iiber dem Cotripel W macht.

In der Literatur wird diese Struktur auch manchmal als ,spezieller A-Ring* bezeich-
net; in dieser Terminologie ist mit ,A-Ring* dann einfach ein Ring mit einem additiven
Homomorphismus K — 1 + tK[t] gemeint (wobei die Addition rechts wieder durch
Multiplizieren von Potenzreihen gegeben ist).

Die Abbildungen \" : K — K erhilt man etwa fiir topologische K-Theorie aus dufleren
Potenzen von Vektorraumbiindeln.

Alternativ kann eine A-Ring-Struktur im torsionsfreien Fall auch durch die Angabe
der Adamsoperationen beschrieben werden.

Definition A.3. Die Adamsoperationen " : K — K des A-Rings K sind durch die

Formel
dlog

drl@) = 30" @) = 4B ()

n>1

gegeben.

Wie man mit Hilfe des kommutativen Diagramms sofort sehen kann, erhélt man
hier genau die Geisterkomponenten, die 1" sind also Ringhomomorphismen.

Bemerkung A.4. In der Literatur findet man an Stelle der Abbildung WK — 1+ tK[t]
manchmal eine Abbildung, die sich von der hier angegebenen um ein Vorzeichen unter-
scheidet. Die vier Moglichkeiten entsprechen den vier Automorphismen (14t) — (14¢)%!
von 1+tK[t]. Entsprechend erhélt man auch fiir die Adamsoperation vier Moglichkeiten,
indem man an zwei Stellen die Vorzeichen variiert, sodass sich wieder ein kommutatives
Diagramm ergibt.
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A.2. Die Hopfalgebra der symmetrischen Funktionen

Die Hopfalgebra Sym der symmetrischen Funktionen tritt in verschiedenen Gestalten auf,
von denen im vorliegenden Text zwei verwendet werden. Die einfachste Beschreibung ist
sicherlich die folgende:

Definition A.5. Als Ring ist Sym eine Polynomalgebra

Z[y17y27 .- ]

in abzdhlbar vielen Variablen, und die Comultiplikation ist auf den Erzeugern gegeben
durch

Ayn= > vi®yj,

i+j=n

wobei yg hier fiir 1 steht.

Eine andere Darstellung ergibt sich als €P,,»( R(25) mit komponentenweiser Addition,
wobei als Multiplikation das graduierte Induktionsprodukt verwendet wird: Fiir X €
R(X,,) und Y € R(%,) ist

27” n
XY =Indg" (% (X ®@Y).
Fiir die Comultiplikation benutzt man, dass die Abbildung
R(3:) @ R(Xj) — R(Zi x ), (VW)= VoW

fiir alle 4, ein Isomorphismus von kommutativen Ringen ist, und definiert fiir V €
R(X%,,), indem diese Identifikation stillschweigend vorausgesetzt wird,

A(V)= ) Resgrs V.

i+j=n

Bemerkung A.6. An dieser Bedingung kann man erkennen, dass sich die Konstruktion
nicht allgemein auf andere Green-Funktoren an der Stelle von R iibertragen lisst; man
erhiilt zwar immer einen Ring, aber die Comultiplikation hidngt von dieser Zusatzeigen-
schaft ab.

Satz A.7. Der Ringhomomorphismus
Z[yla Y2, - . } - @ R(En)7
n
ist ein Isomorphismus von Hopfalgebren.

Durch die Comultiplikation erhalten die Ringhomomorphismen aus Sym wie iiblich
eine Gruppenstruktur. Mehr iiber diese Hopfalgebra, etwa einen Beweis der hier zitierten
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Identifikation oder die Definition der Antipode, die fiir unsere Zwecke nicht benétigt wird,
findet man in [Knu73| I11.1] oder [Haz03].

Anhand der zweiten Darstellung lésst sich leicht ablesen, dass es in dieser Hopfalgebra
keine nichttrivialen gruppenartigen Elemente geben kann. Allgemein sind diese in einer
Hopfalgebra mit Comultiplikation A definiert als die Elemente X mit der Eigenschaft
AX = X ® X. Beziiglich der Multiplikation bilden diese Elemente eine Gruppe.

Falls ndmlich X =) X, € @ R(%,) diese Eigenschaft hat, gilt insbesondere

Resgzk (Xn ) = (Xn)®k7

XX Dp

und da hochstens endlich viele Summanden nicht verschwinden, bleibt nur die Moglich-
keit X,, = 0 fir alle n > 0.

A.3. I'-Kohomologie fiir Zahlringe

Die von A. Robinson und S. Whitehouse in [RW02] entwickelte Hindernistheorie stellt fiir
die Konstruktion von E-Strukturen die folgende Aussage als Hilfsmittel bereit [Rob03,
Theorem 5.6]:

Satz A.8. Fualls V' ein kommutatives Ringspektrum (bis auf Homotopie) ist, sodass A =
V.V flach tber R =V, ist und sodass

vV (VA 5 Homp(A®", R) (universelle Koeffizienten),

liegen die Hindernisse fiir die Existenz einer Eo-Multiplikation in den I'-Kohomologie-

gruppen
HT*(A|R, R).

Um tatsdchlich in konkreten Fillen Aussagen iiber eine solche Struktur machen zu
kénnen, hilft der folgende Satz weiter [RW02, Theorem 6.8 (3)]:

Satz A.9. Fulls B/A eine étale Erweiterung von Ringen ist, verschwinden die I'-Koho-
mologiegruppen HI*(B|A, M) fiir jeden B-Modul M.

Diese Aussage konnen wir auf die Moore-Spektren S K nach Invertieren einer Primzahl
anwenden. Zunéchst iiberpriift man die Voraussetzungen iiber Flachheit und universelle
Koeffizienten und argumentiert wie in [BR07, §2.2], dass

HT**(SK[2].SK[1]| SK[L]., SK[1].)

verschwindet, wenn K [2] étale iiber Z[%] ist. Die Existenz einer F.-Multiplikation folgt
dann aus Satz [A.8l
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Symbolverzeichnis

A(G) Burnsidering der Gruppe G, Seite 10

A(G,F) eingeschriankter Burnsidering zur Isotropiefamilie F, Seite 78
A™3(%,,) eingeschrénkter Burnsidering zur Isotropiefamilie F(R™), Seite 79
A(@) Vervollstindigung des Burnsiderings am Augmentationsideal, Seite 43
Ab Kategorie der abelschen Gruppen, Seite 9

BG  Klassifizierender Raum von (G, Seite 38

F(V) Isotropiegruppen der Punkte von V', Seite 78

9 Kategorie der Green-Funktoren, Seite 14

Ia Augmentationsideal des Burnsiderings, Seite 42

I Bild der nichttrivialen Induktionsabbildungen Indgszj, Seite 95

I Schnitt von .# mit dem Augmentationsideal, Seite 95

Ji/é’/ Indexkategorie fiir Aquivariante Spektren, Seite 64

K%(X) dquivarianter K-Theorie-Ring, Seite 33

X Kategorie der kommutativen Ringe mit Einheit, Seite 14

R(G) Darstellungsring der Gruppe G, Seite 10

R(G) Vervollstiandigung des Darstellungsrings am Augmentationsideal, Seite 99
SV Einpunktkompaktifizierung des reellen Vektorraums V', Seite 37

SK  Moore-Spektrum zur abelschen Gruppe K, Seite 44

Sym  Hopfalgebra der symmetrischen Funktionen, Seite 14

tr Spur-Abbildung auf dem Darstellungsring, Seite 29

WK Ring der grolen Wittvektoren von K, Seite 103

Z,  Bild der Abbildung &, in X(1), Seite 94

Zn n-te Komponente von Z,,, Seite 94

a;;  Abbildung zwischen erweiterten Potenzen, Seite 47

Bjr  Abbildung zwischen erweiterten Potenzen, Seite 47

On Abbildung zwischen erweiterten Potenzen, Seite 48
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Chy Teil der Spaltungsabbildung fiir &quivariante stabile Homotopiegruppen, Seite 83
1 H.-Multiplikation, Seite 48

w9 Goo-Multiplikation, Seite 76

&n Abbildung auf dem Polynomring mit y,, — 1, Seite 94

X Cotripel auf der Kategorie der Green-Funktoren, Seite 17

¥, (G) Kranzprodukt von G mit der symmetrischen Gruppe X, Seite 14
Yy By X Xpy X ... fiir eine Zerlegung (n) = (n1,ng,...) von n, Seite 23
T Strukturabbildung der ¥-Coalgebra, Seite 50

©p Abbildung auf die p-te Komponente in den Wittvektoren, Seite 93
Up Adamsoperationen, Seite 97

H Induktionsprodukt als Addition, Seite 15

(—,—) nichtausgeartete Paarung auf dem Darstellungsring, Seite 27

He Teilmenge der exponentiellen Folgen, Seite 15
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