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ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wird untersucht, ob mit Hilfe eines von Siegert et al. (Siegert, Phys.
Lett. A, 1998) vorgeschlagenen datengetriebenen Verfahrens zur Rekonstruktion einer
Fokker-Planck Gleichung aus empirischen Zeitreihendaten eines stochastischen Prozes-
ses eine Charakterisierung von komplexen Systemen mit unbekannter Dynamik mdglich
ist. Um auch Interdependenzen zwischen (Sub-) Systemen charakterisieren zu kénnen,
wird eine Erweiterung dieses Verfahrens vorgestellt, im Rahmen derer verschiedene bi-
variate Interdependenzkenngrofen eingefiihrt werden. Unter gewissen Voraussetzungen
ist mit diesen Kenngrofsen neben einer Differenzierung zwischen verschiedenen Arten
von Interaktionen im deterministischen und stochastischen Anteil der Dynamik des

betrachteten Systems auch eine Messung der Direktionalitat von Kopplungen méglich.

Zunéchst wird die generelle Eignung dieser Kenngrofen zur Messung von (direktio-
nalen) Interdependenzen mit Hilfe von synthetischen Daten von verschiedenen Mo-
dellsystemen untersucht. Im Rahmen dieser Untersuchung wird auch der Einfluss ver-
schiedener Faktoren, wie beispielsweise die Wahl algorithmischer Parameter, das Vor-
handensein von Messrauschen und strukturelle Unterschiede zwischen den analysierten
Systemen, auf die mit diesem Ansatz erzielbaren Ergebnisse besonders im Hinblick auf
eine konsistente Interpretierbarkeit bei der Anwendung auf Systeme mit unbekannten

Dynamiken studiert.

Anschliefsend wird das oben erwdhnte Analyseverfahren und die darauf basierende Er-
weiterung zur Messung von Interdependenzen zur Charakterisierung der Dynamik eines
natiirlichen komplexen Systems, des menschlichen epileptischen Gehirns, verwendet.
Dazu werden Zeitreihen hirnelektrischer Aktivitdt analysiert, die mit einer Vielzahl
von Messsonden und wéahrend verschiedener Zusténde zeitlich und rdumlich hoch auf-
gelOst bei Epilepsiepatienten aufgezeichnet wurden. Bei dieser Analyse wird zunéchst
beispielhaft untersucht, inwieweit sich Zeitreihen physiologischer und pathophysiologi-
scher hirnelektrischer Aktivitéit in einem eindimensionalen Kontext durch eine Fokker-
Planck Gleichung beschreiben lassen. Zur Erfassung charakteristischer Eigenschaften
der geschatzten Koeffizienten werden univariate Kenngrofien definiert, die dann fiir eine
Charakterisierung von rdumlichen und zeitlichen Aspekten der Dynamik des epilepti-
schen Gehirns genutzt werden. Zusétzlich zur Charakterisierung mit diesem univaria-
ten Ansatz werden auch zeitliche und rdumliche Aspekte von Interaktionen zwischen
verschiedenen Strukturen im epileptischen Gehirn mit Hilfe des neu vorgestellten biva-

riaten Ansatzes untersucht.
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1 Einleitung

Die Dynamik vieler komplexer Systeme zeigt sowohl deterministische wie auch stochas-
tische Eigenschaften. Da bei realen Systemen die zugrunde liegenden Bewegungsglei-
chungen meist nicht bekannt sind, wird oft versucht, durch die Anwendung von Zeitrei-
henanalysetechniken auf experimentell gewonnene Observablen Riickschliisse auf die
unbekannte zugrunde liegende Dynamik zu ziehen. Falls diese nur durch wenige Frei-
heitsgrade bestimmt ist, kann in vielen Féllen eine Charakterisierung von komplexem
Verhalten mit Hilfe von Methoden der linearen und nichtlinearen Zeitreihenanalyse
[1, 2, 3, 4, 5] moglich sein. Hierbei werden stochastische Einfliisse auf die Dynamik in
der Regel als Storeinfliisse betrachtet, deren Auswirkungen im giinstigsten Fall vor der
Analyse mit Hilfe von Rauschreduktionsverfahren [6, 7, 8, 9] minimiert werden kénnen.
Fiir die dynamischen Eigenschaften vieler, im Besonderen auch nichtlinearer Syste-
me konnen stochastische Einfliilsse aber einen entscheidenden nicht trivialen Faktor
darstellen [10, 11, 12|. Des Weiteren besitzen die meisten realen komplexen Systeme
eine sehr grofse Anzahl von inneren Freiheitsgraden bzw. bestehen aus einer grofsen
Anzahl von miteinander wechselwirkenden Subsystemen, was zu einem stochastischen
Erscheinungsbild fithren kann, auch wenn es sich um hochdimensionale deterministische

Systeme handelt.

Das menschliche Gehirn ist ein prominentes Beispiel eines sehr hochdimensionalen Sys-
tems mit einer grofen Anzahl von Freiheitsgraden. Es besteht aus etwa 10' Nerven-
zellen, von denen jede mit etwa 10000 anderen Nervenzellen auf komplizierte Weise
interagiert. Des Weiteren wird vermutet, dass auch die sogenannten Gliazellen, denen
bislang nur eine Rolle als Tragersubstanz und als Nahrstofflieferanten fiir Nervenzellen
zugesprochen wurde, an der Verarbeitung von Informationen im Gehirn teil haben [13].
Da eine detaillierte Beschreibung aller dieser inneren Freiheitsgrade nicht moglich ist,
wird seit einigen Jahrzehnten versucht, durch die Analyse von z.B. elektroenzephalogra-
phischen (oder kurz EEG) Signalen — die eine makroskopische Observable der elektri-
schen Aktivitdt des Gehirns darstellen — Einblicke in die komplexe rdumlich-zeitliche
Dynamik von physiologischen und pathophysiologischen Hirnfunktionen zu gewinnen
[14, 15, 16, 17]. Im Bereich der Epileptologie hat sich dabei gezeigt, dass besonders

nichtlineare Ansétze und Ansétze, die auf eine Messung von Synchronisationsphénome-
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nen abzielen, zu einem verbesserten Verstédndnis der intermittierenden Fehlfunktionen
des Gehirns zwischen epileptischen Anfillen beitragen und diagnostisch relevante In-
formationen liefern kénnen [18, 19, 20, 21]. Des Weiteren wurden mit diesen Techniken
erste Hinweise auf die Existenz und Detektierbarkeit von Vorlauferstrukturen epilepti-
scher Anfille gefunden, was zu einer Entwicklung von Methoden zur Vorhersage und
Verhinderung von Anfillen fithren koénnte [22]. Trotz der vielen Erfolg versprechenden
Ergebnisse gibt es eine Vielzahl von Problemen, fiir die es momentan keine befriedi-
genden Losungen gibt. Dies liegt in vielen Féllen daran, dass kritische Aspekte der
pathologischen Dynamik des Gehirns als stochastisch bzw. hochdimensional angenom-
men werden miissen und daher bei einer Anwendung von Zeitreihenanalyseverfahren,
die den Fokus hauptséchlich auf den niederdimensionalen deterministischen Anteil der

Dynamik legen, nicht erfasst werden.

Bei hochdimensionalen komplexen Systemen kann in vielen Fallen der Einfluss der in-
neren Freiheitsgrade auf die Dynamik makroskopischer Observablen bzw. kritischer Sy-
stemparameter als stochastische Kraft modelliert werden [23, 24, 25, 26, 27|. Dies fiihrt
zu einer Beschreibung mit Hilfe einer stochastischen Differentialgleichung, der soge-
nannten Langevin Gleichung, bzw. dquivalent hierzu mit Hilfe der Fokker-Planck Glei-
chung |28, 29, 30], die eine Zeitentwicklungsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten
eines stochastischen Prozesses darstellt. Diese Beschreibung stellt eine Erweiterung zu
rein deterministischen dynamischen Systemen dar, die darin besteht, explizit stochasti-
sche Einfliisse auf die Dynamik eines Systems zuzulassen. Ende der 1990er Jahre wurde
eine Analysemethode vorgeschlagen, die unter gewissen Voraussetzungen eine Rekon-
struktion der Fokker-Planck Gleichung aus Zeitreihendaten ermoglicht [31, 32, 33].
Hierbei werden durch die Berechnung von Momenten der Verteilungen der bedingten
Inkremente einer Zeitreihe Schétzer fiir die Koeffizienten der Fokker-Planck Gleichung
— die sogenannten Drift- und Diffusionskoeffizienten, die die deterministischen und
stochastischen Anteile der Dynamik beschreiben — gewonnen. Diese Methode konnte
erfolgreich mit Hilfe von verschiedenen wohl bekannten Modellsystemen inklusive nicht-
linearer chaotischer Systeme [32, 33, 34| validiert werden und hat in letzter Zeit bereits
eine Reihe von Anwendungen in verschiedenen Wissenschaftsdisziplinen gefunden. Ne-
ben Anwendungen aus dem Bereich der Physik [31, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41| seien
an dieser Stelle die Ingenieurswissenschaften [34, 42|, die Wirtschaftswissenschaften
[43, 44], die Soziologie [45] und die Meteorologie [46] genannt. Des Weiteren wurde die
Methode auch auf Daten aus dem biomedizinischen Sektor angewandt, unter anderem
bei der Analyse von menschlichen rhythmischen Bewegungen [47] und bei der Unter-
suchung von Tremorerkrankungen [33] und Fluktuationen des Herzrhythmus [48, 49|,

wo gezeigt werden konnte, dass die Methode weiterfiihrende Einblicke in pathologische



Dynamiken erlaubt und diagnostisch relevante Informationen liefern kann.

Hieraus ergibt sich fiir die vorliegende Arbeit die Fragestellung, ob durch eine Anwen-
dung des oben beschriebenen Analyseverfahrens auf Zeitreihen hirnelektrischer Akti-
vitét eine Charakterisierung rdumlicher und zeitlicher Aspekte sowohl physiologischer
wie auch pathophysiologischer Hirnaktivitdt moglich ist. Hierbei ist zunéchst von In-
teresse, inwieweit sich Zeitreihen hirnelektrischer Aktivitdt in einem eindimensionalen
Kontext durch eine Fokker-Planck Gleichung beschreiben lassen bzw. ob die geschétz-
ten Koeffizienten Eigenschaften aufweisen, die fiir eine Charakterisierung der Dynamik

des epileptischen Gehirns genutzt werden kénnen.

Fiir das Verstandnis grundlegender physiologischer wie auch pathophysiologischer Pro-
zesse im Gehirn sind Informationen tiber Wechselwirkungen zwischen verschiedenen
Regionen bzw. Strukturen im Hirn unerlésslich. Generell ist das Versténdnis von Inter-
dependenzen zwischen zwei oder mehreren Systemen bzw. Subsystemen eines Systems
bei der Untersuchung realer komplexer Systeme in vielen Wissenschaftsbereichen von
grofer Relevanz. Es gibt mittlerweile eine Vielzahl von Zeitreihenanalysemethoden,
mit Hilfe derer auch bei Unkenntnis der zugrunde liegenden Bewegungsgleichungen ei-
ne Detektion und Quantifizierung der Starke von Wechselwirkungen zwischen Systemen
moglich ist (siehe z.Bsp. [1, 2, 4, 50, 51| fiir einen Uberblick). In letzter Zeit wurden
auch asymmetrische Ansétze entwickelt, die zusétzlich Aussagen iiber die Richtung
einer Kopplung erlauben. Diese konnen grob in drei Klassen unterteilt werden (sie-
he [17, 52] fiir einen Uberblick): Techniken, die Abh#ingigkeiten zwischen den Phasen
der Zeitreihen ausnutzen [53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 21|, zustandsraumbasierte Me-
thoden [60, 61, 62, 63] und informationstheoretische Ansétze [64, 65, 66, 67, 68|. Fiir
die meisten dieser Verfahren miissen relativ strikte Annahmen iiber die Dynamik der
betrachteten Systeme gemacht werden, wie beispielsweise, dass es sich um lineare Sys-
teme oder um schwach gekoppelte, selbst erhaltende Oszillatoren handelt. Weiterhin
legen die meisten dieser Methoden den Fokus wieder auf einen angenommenen niedrig-
dimensionalen deterministischen Anteil der Dynamik. Wie oben bereits erwéhnt, zeigen
die Dynamiken vieler realer komplexer Systeme aber deterministische und stochastische
bzw. hochdimensionale Eigenschaften, was eine Interpretation der mit diesen Verfahren

gewonnenen Ergebnisse schwierig machen kann.

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist daher eine Erweiterung des oben beschriebenen
Zeitreihenanalyseverfahrens zur Schatzung der Fokker-Planck Koeffizienten, die eine
Messung von Interdependenzen zwischen stochastischen dynamischen Systemen ermog-
lichen soll. Die im Rahmen dieser Erweiterung eingefiihrten Interdependenzkenngrofsen
ermoglichen nicht nur eine Differenzierung zwischen Interaktionen im deterministischen

und im stochastischen Anteil der Dynamik, sondern konnen aufgrund ihrer Asymmetrie
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auch Informationen iiber die Richtung dieser Interaktionen liefern. Neben einer Unter-
suchung verschiedener Eigenschaften dieses neu entwickelten Ansatzes zur Messung von
Interdependenzen mit Hilfe von synthetischen Daten von Modellsystemen, wurde eben-
falls die Fignung des Verfahrens fiir eine Charakterisierung von Interdependenzen im

menschlichen epileptischen Gehirn untersucht.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert. In Kapitel 2 werden zunéchst die Grund-
lagen der Theorie der Diffusionsprozesse zusammengefasst, auf welcher die verwendete
Analysemethode basiert. Diese wird dann in Kapitel 3 vorgestellt und es werden mog-
liche Fehlerquellen bei einer Analyse von empirischen Daten diskutiert. In Kapitel 4
wird eine Erweiterung der Analysemethode vorgestellt, im Rahmen derer Kenngro-
fen zur Messung von gerichteten Interdependenzen eingefiihrt werden. Mit Hilfe von
synthetischen Zeitreihen wird dann die generelle Eignung dieser Kenngrofsen zur Mes-
sung von Interdependenzen iiberpriift und es wird weiterhin untersucht, inwieweit die
gewonnenen Ergebnisse durch verschiedene Faktoren, wie beispielsweise die Wahl algo-
rithmischer Parameter oder tiberlagertes Messrauschen, beeinflusst werden. In Kapitel
5 werden schliefslich Ergebnisse einer Anwendung des Analyseverfahrens auf Langzeit-
EEG-Aufnahmen von Epilepsiepatienten présentiert und im Kontext mit anderen Ana-
lyseverfahren diskutiert, wobei neben einer Untersuchung der Beschreibbarkeit von
Zeitreihen hirnelektrischer Aktivitdt mit einer Fokker-Planck Gleichung der Schwer-
punkt auf eine rdumliche und zeitliche Charakterisierung der pathologischen Prozesse
im epileptischen Gehirn sowohl in einem eindimensionalen Kontext, wie auch im Hin-
blick auf Interaktionen zwischen verschiedenen Hirnstrukturen gelegt wird. Die Arbeit
schlieft mit einer Zusammenfassung der wesentlichen Resultate und einem Ausblick in
Kapitel 6.



2 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen vorgestellt, auf denen diese
Arbeit basiert. Dies ist insbesondere die Theorie der stochastischen Prozesse, deren
mathematische Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie in Kapitel 2.1 kurz zu-
sammengefasst werden. Anschliefsend wird in Kapitel 2.2 die fiir diese Arbeit besonders
relevante Klasse von stochastischen Prozessen — die sogenannten Diffusionsprozesse —
vorgestellt und Moglichkeiten der mathematischen Beschreibung dieser Prozesse disku-
tiert. Fiir weitere ausfiihrliche Abhandlungen zur Theorie stochastischer Prozesse sei
auf die vielfdltige physikalische und mathematische Literatur zum Thema verwiesen
[29, 30, 69, 70, 28, 71].

2.1 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

2.1.1 Zufallsvariablen und Verteilungen

Die mathematische Beschreibung eines Zufallsexperimentes basiert auf dem Begriff des
Wahrscheinlichkeitsraumes. Dieser bezeichnet das Tripel (2, S, P), wobei 2 die Menge
aller moglichen Elementarereignisse w des Zufallsexperimentes, S eine o-Algebra auf
der Menge Q und P : § — R ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem Raum (2, S) ist. Eine
o-Algebra ist eine nicht leere Familie von Untermengen (den sogenannten Ereignissen),
die abgeschlossen ist unter der Bildung von Schnitten, Komplementen und abzéhlbaren
Vereinigungen. Eine Abbildung P : § — [0, 1] C R, die jedem Element A der o-Algebra
S eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 zuordnet und fiir die gilt (i) P(A) > 0 (Makaxiom),
(il) P(2) =1 (Normierungsaxiom) und (iii) P(AUA") = P(A)+ P(A) fir AN A" =0
(Additivitatsaxiom), heift Wahrscheinlichkeitsmafs.

Eine Abbildung X : © — R? von (2, S) auf (R% B?) heift (reelle) Zufallsvariable,

wenn fiir alle B € B¢ das Ereignis
XY B)={weQX(w)eB}cS (2.1)

ein Element der o-Algebra S ist. B¢ bezeichnet hierbei die o-Algebra der Borelschen



8 2 Theoretische Grundlagen

Mengen in R% und enthilt speziell alle abgeschlossenen und offenen Mengen und d-
dimensionalen Intervalle. Eine Abbildung, die der Bedingung (2.1) geniigt, wird als
messbar bezeichnet. Zufallsvariablen sind also messbare Abbildungen von Wahrschein-
lichkeitsrdumen in Euklidische Rdume. Aufgrund der Beziehung (2.1) lésst sich auf dem
Bildraum (R?, 8%) ein Wahrscheinlichkeitsma$ Px definieren, mit Py : 8¢ — [0, 1] und
Px(B) =P (X"(B)).

Mit Hilfe dieses Wahrscheinlichkeitsmafles lésst sich nun die sogenannte Verteilungs-

funktion Fx : R — [0,1] der Zufallsvariablen X = {X7i,..., X} definieren als

Fx(X) = Fx(a}l,... ,Hfd) = P({w € Q]Xl(w) <uz,... ,Xd(w) < H?d})
— Pe(X<x]). (2.2)

Eine Zufallsvariable X bzw. deren Wahrscheinlichkeitsmafs Px heifit stetig oder konti-
nuierlich, wenn die Verteilungsfunktion Fy (x) als Stammfunktion einer nicht-negativen,

stiickweise stetigen Funktion px dargestellt werden kann:
T Tq
Fx(x) = / dz / dzly px(2},...,2l) Vx e R% (2.3)
—00 —0o0

Die Funktion px(x) heift Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsvariablen X
(kurz PDF, vom englischen ’'probability density function’).

2.1.2 Momente und Unabhangigkeit

Das n-te Moment einer Zufallsvariablen ist gegeben durch das Integral

(X") = /ddx x"px(x), (2.4)

R4

falls der Zufallsvariablen eine Wahrscheinlichkeitsdichte zugeordnet werden kann. Im
allgemeinen Fall einer beliebigen Verteilungsfunktion Fx(x) muss der obige Ausdruck

durch ein Stieltjes-Integral ersetzt werden

(X7 = / dFy(x) X", (2.5)
R4
Héaufig verwendete Momente zur Charakterisierung einer Zufallsvariablen sind die Er-

wartungswerte (X;) und die Varianzen o? = <(X, - Hi)2>> welche die Streuungen um

die Mittelwerte quantifizieren.

Ein Mafs fiir die Korrelationen zwischen zwei Zufallsvariablen X und Y ist die soge-
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nannte Kovarianzmatrix C(X,Y), deren Eintrége sich berechnen als
Cij = (X = (X)) (¥ = (¥5)) - (2.6)

Gilt C(X,Y) = 0, so werden die beiden Zufallsvariablen als unkorreliert bezeichnet. Zur
Berechnung der Kovarianzen wird in Gleichung (2.6) die Verbundwahrscheinlichkeits-
verteilung Fxy (x,y) bzw. — falls diese existieren — die Verbundwahrscheinlichkeits-
dichten pxy(x,y) verwendet. Fiir diese gilt Fxy(x,00) = Fx(x) und Fxy(00,y) =
Fy (y) und die beiden Zufallsvariablen X und Y werden als (stochastisch) unabhdngig
bezeichnet, falls gilt

Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y) (2.7)
bzw. fiir den Fall, dass die Dichten existieren

pxy(x,y) = px (X)py (¥). (2.8)
Die sogenannte bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte px (x|y) ist definiert als

_ pxy(xy)
Rd

und gibt Auskunft {iber die Verteilung von X unter der Bedingung, dass die Zufallsva-
riable Y einen festen Wert Y = y hat. Fiir den Fall der stochastischen Unabhéngigkeit

von X und Y folgt px (x]y) = px(x) und py (y|x) = py (y).

2.1.3 Stochastische Prozesse

Eine Familie von Zufallsvariablen {X;;t € I}, X; : @ — R? mit gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, S, P) und einer beliebigen, tiblicherweise als Zeit interpretierten
Indexmenge I # () wird als stochastischer Prozess bezeichnet. Ist I abzéahlbar, so ist
der Prozess diskret, andernfalls kontinuierlich. Fiir jedes feste ¢’ € I ist Xy (w) eine
Re-wertige Zufallsvariable, wihrend fiir festes w’' € Q X;(w') eine Re-wertige Funk-
tion von t ist, die als Realisation, Pfad oder Trajektorie des stochastischen Prozesses

bezeichnet wird.

Die Zeitabhéngigkeit eines stochastischen Prozesses wird beschrieben durch eine Hier-

archie von Verteilungsfunktionen
Fy (x1,t1), Fiypy (X2,t05X1,t1), Fiy oy, (X3, 135 X2, t23X1,11), ... (2.10)

mit t; € I, wobei die niedrigeren Verteilungen der Hierarchie aus den hoheren folgen
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durch
Fipoots (Xiy s - 5X0,t1) = Fr ottt (00 T o300, Eg 13 Xy T - o3 X1, 1)
(2.11)
mit & < n. Auf der Ebene der Wahrscheinlichkeitsdichten entspricht dies der Eliminie-
rung der Variablen x,,...,Xx41 durch Integration
Ptyeoosts Xk tes -3 X1,11) =
[ dp ... [ d%si1 Dtyts (Kt e e o3 Kby B -5 X0, ). (2.12)
R¢ R¢

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird von hier an der Index weggelassen, der angibt,
zu welchen Zufallsvariablen die jeweiligen Verteilungen gehoren, falls dadurch keine
Zweideutigkeiten entstehen. Aus dem Ausdruck (2.12) wird damit

p(Xk,tk;...;Xl,tl) —/ddxn.../ddl'kJrl p(Xn,tn;...;Xk,tk;...;xl,tl). (213)
R4 R4

Ein stochastischer Prozess heist stationdr, wenn alle seine endlich dimensionalen Ver-
bundwahrscheinlichkeiten und Dichten, falls diese existieren, invariant sind unter Ver-

schiebungen in der Zeit
P(Xpytn + 75 5X1, 81+ T) = p(Xny b - - 5%, 1) (2.14)

Hieraus folgt speziell, dass die eindimensionale Dichte p(xi,t1) = p(x1) nicht von der
Zeit abhéngt und die zweidimensionale Dichte p(xa, ta;x1,t1) = p(x2,X1;t2 — t1) nur
eine Funktion der Zeitdifferenz t9 — t; sein kann. Damit werden der Mittelwert und
die Varianz konstant und fiir die Korrelationsfunktion, welche der Kovarianzmatrix fiir

zeitabhéngige Zufallsvariablen entspricht (siehe Gleichung 2.6), gilt

C(Xy, Xy) = / iy / Ay (x1 — (X(8))) (x2 — (X(#)))" plx2, tx1, 1)
Rd R4

= O(t-1)). (2.15)

Eine wichtige Unterklasse der stationdren Prozesse sind die ergodischen Prozesse. Diese
zeichnen sich durch die Eigenschaft aus, dass das Ensemblemittel gleich dem Zeitmittel
iiber eine Realisation ist, d.h. fiir jede beliebige Funktion f : R? — R¢ und jede
Realisation x(t) gilt

T
fim [ d F(x(0) = (F(X(0). (2.16)
0
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2.1.3.1 Markovprozesse

Zur Klassifizierung von stochastischen Prozessen sind die bedingten Wahrscheinlich-
keitsdichten oder auch Ubergangswahrscheinlichkeiten niitzlich. Diese sind gegeben
(siche auch Gleichung (2.9)) durch

P(Xn, tn - .- 5X1, 1)
p(Xk, ;-5 X1,t1)

p(xn, tn; e 3 X411y tk+1]xk, tk; Lo X, t1) = (2.17)
wobei iiblicherweise t; < ... < t; < ... < t, verwendet wird, und geben Auskunft
iiber die Anzahl vergangener Zeitpunkte, die ben6tigt werden, um die zukiinftige Ent-
wicklung des Prozesses festzulegen. Die einfachsten Prozesse sind solche, bei denen die
Zufallsvariablen X; zu unterschiedlichen Zeitpunkten ¢ unabhéingig voneinander sind.
In diesem Falle reduzieren sich die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten zu einfachen

Dichten
p(Xn7 tn|Xn71a th—1;...;X1, tl) = P(Xn, tn) (218)

und die Verbundwahrscheinlichkeitsdichten faktorisieren geméf

P(XN,tN; .. X1, t1) = p(XN,IN|XN—1,EN—1;. .. X1, t1) - ... p(X2, to|x1, t1)p(x1, E1)

= p(xN,tN) ... p(x1,t1). (2.19)

Solche Prozesse sind unphysikalisch, da bei realen Messungen aufgrund von Stetigkeit

immer eine endliche Korrelation vorliegt.

Die néchst einfacheren Prozesse sind die sogenannten Markouvprozesse, bei denen die
Kenntnis des gegenwértigen Zustands gentigt, um die zukiinftige Entwicklung festzule-
gen. Die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten héngen also nur vom Zustand am jeweils

vorherigen Zeitpunkt ab
p(Xm tn’Xn—h tp—1;...;X1, tl) = p<xn7 tn‘xn—lv tn—l) (2-20)

und die Verbundwahrscheinlichkeiten zerfallen in Produkte aus einfach bedingten Dich-

ten

P(XN,EN; -3 X1,t) = PN EN[XN-1,EN-15 -5 X,t) e p(Xe, talxa, T )p(xa, )
= p(XN EN[XN-1,EN-1) - ... - p(X2, tolx1, t)p(x1, 1), (2.21)
Es besteht die Vermutung, dass jeder in der Natur auftretende Prozess ndherungsweise

als Markovprozess beschrieben werden kann, falls die Dimension des Zustandsvektors

nur weit genug erhoht wird [30].
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2.1.3.2 Chapman-Kolmogorov Gleichung

Nach Gleichung (2.13) gilt fiir eine beliebige Wahrscheinlichkeitsdichte

p(x3,t3;X1,t1) = /dd$2 p(x3, t3; X2, to; X1, t1). (2.22)
Rd

Mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte aus Gleichung (2.17) lasst

sich dieser Ausdruck schreiben als

p(x3,t3|x1,t1)p(x1,t1)

—/ddm p(x3, t3]xa, to; X1, t1)p(X2, t2; X1, t1)
Rd

Z/ddwz p(x3, t3]x2, ta; X1, t1)p(X2, ta|x1, t1)p(X1,t1). (2.23)
]Rd

Fiir einen Markovprozess gilt nun p(xs, t3|Xe, t2;x1,t1) = p(Xs, t3x2,t2) und da Glei-
chung (2.23) fiir beliebiges p(x1,t1) erfiillt sein muss, folgt die sogenannte Chapman-

Kolmogorov Gleichung

p(x3,t3]x1,t1) = /dnm p(x3,t3]x2, t2)p(x2, t2|x1, 1). (2.24)

Ist fiir einen Prozess X; die Chapman-Kolmogorov Gleichung erfiillt, so folgt aller-
dings nicht zwingend, dass es sich bei X; um einen Markovprozess handelt. D.h. das
Erfiilltsein der Chapman-Kolmogorov Gleichung ist lediglich eine notwendige, jedoch
keine hinreichende Bedingung dafiir, dass es sich beim betrachteten Prozess um einen

Markovprozess handelt.

2.2 Diffusionsprozesse

Eine wichtige Klasse stochastischer Prozesse sind die sogenannten Diffusionsprozesse.
Diese zeitkontinuierlichen Prozesse mit Markoveigenschaft erlauben eine sehr kompakte
und geschlossene mathematische Beschreibung und finden daher eine breite Anwendung
bei der Modellierung stochastischer Systeme. Die beiden grundlegenden Gleichungen
zur Beschreibung von Diffusionsprozessen — die Langevin und die Fokker-Planck Glei-

chung — werden in den folgenden Kapiteln vorgestellt.
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2.2.1 Langevin Gleichung

Eine Moglichkeit der mathematischen Beschreibung von Diffusionsprozessen stellen sto-
chastische Differentialgleichungen (kurz SDGL) dar. Da diese erstmals von Langevin
bei der Behandlung des Problems der Brownschen Bewegung genutzt wurden [72], wer-
den sie in der Physik héufig auch als Langevin Gleichungen bezeichnet. Fiir die i-te
Komponente eines stochastischen Prozesses X (t) € R? lautet die allgemeine Langevin
Gleichung

Xi = hi(X, t) + Z Gij (X, t)Fj (t), (2.25)
J

wobei I';(t) gaufsverteilte Zufallsprozesse sind, die folgende Eigenschaften besitzen':
Tj(t)) =0 und (L)L) = 28;6(t —t'). (2.26)

Die zeitliche 0-Korreliertheit der Zufallsprozesse I';(t) bewirkt eine konstante spektrale
Dichte, weshalb diese Prozesse auch als weiffes Rauschen bezeichnet werden. Wird x(t)
als der Zustandsvektor eines dynamischen Systems aufgefasst, so stellt die Langevin
Gleichung durch die explizite Beriicksichtigung stochastischer Einfliisse auf die zeit-
liche Entwicklung eine Erweiterung des Konzepts des deterministischen dynamischen
Systems dar. Das Vektorfeld h(x, t) : R? — R? beschreibt hierbei die deterministischen
Anteile der Dynamik und die Eintrége g;;(x,t) des d x d dimensionalen Rauschstér-
ketensors legen die Stérke des stochastischen Einflusses fest. Falls die Funktionen g;;
konstant sind, wird das Rauschen als additiv bezeichnet, wenn sie explizit vom Zu-
stand x abhéngen, als multiplikativ. Aufgrund der §-Korreliertheit der Rauschprozesse

generiert die Langevin Gleichung Realisationen eines Markovprozesses.
Formal ldsst sich die Langevin Gleichung (2.25) 16sen durch

Xl(t) = Xi(t()) + /t dt/ hi(Xat/) + Zgij(xvt/)rj(t/)

to j

t t
= Xi(tO) +/ dt’ hi(X,t/) + Z/ dt' gij(Xa t’)Fj(t’). (227)
to j to

Die Auswertung des zweiten Integrales in Gleichung (2.27) ist aufgrund der §-Korreliert-
heit der I';(¢) im Riemannschen Sinne nicht méglich. Fiir eine konsistente Interpretati-
on von Gleichung (2.27) wird daher ein neuer Formalismus benétigt. Hierzu ldsst sich

ausnutzen, dass gaufsverteiltes weifles Rauschen formal als Ableitung des sogenannten

! Gelegentlich wird in der Literatur auch (I';(t)T';(t')) = 8;;6(t — t') verwendet, was einen Faktor 1/2 vor
dem Diffusionsterm in der im folgenden Kapitel eingefiihrten Fokker-Planck Gleichung bedingt.
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Wienerprozesses W (t) aufgefasst werden kann. Dieser ist ein gaufverteilter Markov-
prozess mit unabhingigen Inkrementen, der bei der mathematischen Beschreibung der
Brownschen Bewegung Verwendung findet. Der Wienerprozess ist fast iiberall stetig,
aber fast nirgends differenzierbar. Seine Ableitung existiert nur in einem verallgemei-
nerten Sinne, d.h das Inkrement dW (t) eines Wienerprozesses W (t) kann ausgedriickt
werden als

AW (t) = W (t+ dt) — W(t) = T'\()dt. (2.28)

Somit kann das Integral im zweiten Summanden der Gleichung (2.27) als Stieltjes-

Integral tiber einen Wienerprozess W;(t) dargestellt werden

t 140

/ dt/ gz‘j(X,tl)Fj(tl) = / gij(X,t/)de(t’). (2.29)
to W (to)

Zu seiner Berechnung erfolgt nun eine Partitionierung des Intervalls [to, ] in n Intervalle

[ti—1,t;) gleicher Grofe, wobei tg < t1 < ... < t, = t, und das Integral ergibt sich als

Grenzwert der Partialsummen
(2.29) = T}E&Z}Qij(x(ﬁ),ﬁ) [Wj(ti) = Wj(ti-1)] .- (2.30)

Im Gegensatz zum Riemannschen Integral hiangt der Wert dieses stochastischen Inte-
grales nun von der Lage der Stellen 7; € [t;—1,t;) in den Intervallen der Partitionierung

ab, an denen die Funktion g;; ausgewertet wird. Wird 7; dargestellt iiber
T, = at; + (1 - a)ti_l mit 0<a<1, (2.31)

so haben sich zwei Definitionen fiir das stochastische Integral durchgesetzt: das [t6-
Integral mit o« = 0 |73, 74] und das Stratonovich-Integral mit o = 1/2 [75]. Die Defi-
nition nach Stratonovich reproduziert die gewohnten Regeln der Differentialrechnung,
wohingegen bei der Definition nach Ité neue Regeln fiir die Berechnung von Differentia-
len eingefithrt werden miissen. Welche der beiden Interpretationen von stochastischen
Integralen letztendlich Verwendung findet, muss anhand der zu beschreibenden phy-
sikalischen Situation entschieden werden. Prozesse, die ausgehend von einem diskre-
ten Zeitverlauf durch einen Grenziibergang in einen kontinuierlichen Zeitverlauf iiber-
fiihrt werden sollen, lassen sich besser durch die Interpretation nach It6 beschreiben.
Das Stratonovich-Integral hingegen beschreibt die Situation, wenn das dé-korrelierte
Rauschen als Grenziibergang von Rauschen mit endlicher Korrelation dargestellt wird
[76, 77|, was eine endliche Korrelationszeit zwischen der Losung der stochastischen

Differentialgleichung und dem Rauschen zur Folge hat.
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2.2.2 Fokker-Planck Gleichung

Neben der Beschreibung von Diffusionsprozessen auf der Ebene von einzelnen Reali-
sationen, die sich als Losung der Langevin Gleichung ergeben, ist es in vielen Féllen
wiinschenswert, eine dquivalente Beschreibung auf der Ebene der dem Prozess zugrunde
liegenden Verteilungen zu erlangen. Eine derartige Beschreibung durch eine Differential-
gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte wurde erstmals von Fokker 78] und Planck
[79] bei der Beschreibung der Brownschen Bewegung verwendet. Neben der Bezeich-
nung Fokker-Planck Gleichung ist diese Zeitentwicklungsgleichung fiir die Wahrschein-
lichkeitsdichte ebenfalls unter den Namen , Kolmogorov Gleichung* und ,,;Smoluchowski

Gleichung“ bekannt.

Zu ihrer Herleitung werden nun zunéchst die folgenden bedingten Momente des Pro-
zesses X (t) eingefiithrt [30]

Mt 7) = ((X(E4T) — XX () = x) (2.32)

T yeenyin
= /ddaz' (2}, —@iy) - oo (2], — @4, p(X, E+ TIx, ).

Wie aus der unteren Gleichung ersichtlich, ist die Potenz in der ersten Gleichung von
(2.32) hierbei als dyadisches Produkt zu interpretieren, womit M (™ ein Tensor n-ter
Stufe ist. Die Konditionierung bewirkt, dass bei der Berechnung des Mittelwertes nur
tiber solche Trajektorien des Ensembles gemittelt wird, fiir die X(¢) = x gilt. Mit
diesen bedingten Momenten lassen sich die sogenannten Kramers-Moyal Koeffizienten

D™ definieren als

1.1
DI . (x,t) = — lim ~ M, (x,t,7). (2.33)

nlr—o7 Yo

Diese sind die Koeffizienten der sogenannten Kramers-Moyal Entwicklung, welche eine
Beschreibung der zeitlichen Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichten des Prozesses

durch folgende Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit ermdoglicht

0 B > (—o™) (n)
Pt = > mDil,..‘,in(XJ) p(x,1). (2.34)

n=141,...,in

Zu beachten ist hierbei, dass die auftretenden Differentialoperatoren auf die Koeffizien-
ten D™ und auf die Dichte p wirken. Fiir Langevinprozesse, d.h fiir Prozesse, die sich
durch eine stochastische Differentialgleichung mit é-korreliertem, gaufiverteiltem Rau-

schen beschreiben lassen, stehen die Kramers-Moyal Koeffizienten mit den Funktionen
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h; und g¢;; der Langevin Gleichung (2.25) in folgendem Zusammenhang:

DY (x, 1) D hixt) (2.35a)
1 () 0gi(x,1)
bzw. DE )(X, t) = hi(x,t)+ kzjgkj(x, t)éimk (2.35D)
DY t) = D giw(x, )i (x,1) (2.35¢)
k
DM(x,t) = 0 VYn>2. (2.35d)

Falls das Rauschen in der Langevin Gleichung multiplikativ ist, d.h falls die g;; expli-
zit von x abhéngen, unterscheiden sich die Ausdriicke fiir den ersten Kramers-Moyal
Koeffizienten je nach dem, ob die stochastische Differentialgleichung nach It6 (I) oder
nach Stratonovitch (S) interpretiert wird. Die Gleichung (2.35d) ist eine Folge des
sogenannten Pawula-Theorems [80], das besagt, dass die Kramers-Moyal Entwicklung
entweder nach dem ersten oder zweiten Term abbrechen oder unendlich viele Terme be-
sitzen muss, damit Gleichung (2.34) eine positive Dichte als Losung hat. Ebenfalls lasst
sich zeigen, dass falls ein Kramers-Moyal Koeffizient mit geradem n > 2 verschwindet,
alle Koeffizienten mit n > 2 verschwinden miissen. In diesem Fall reduziert sich die

Kramers-Moyal Entwicklung zur Fokker-Planck Gleichung:

o, 9 pWix @)
(% Z D —|—Z 8%83:]1) x,t) | p(x,t). (2.36)

Da die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte p(x,t|x’,#') der Dichte p(x,t) mit der An-
fangsbedingung p(x,t') = 6(x — x’) entspricht, l4sst sich die Fokker-Planck Gleichung

in gleicher Form auch fiir bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten formulieren:

9 M) (x O poy 'y
atp(x t)x’, ) Z o —D; +Z 9203, Dy (x,1) | p(x,tx', ). (2.37)
Der Koeffizient DM wird {iblicherweise als Drift- und D@ als Diffusionskoeffizient

bezeichnet.

Mit der Fokker-Planck Gleichung steht also eine Zeitentwicklungsgleichung fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichten eines Diffusionsprozesses zur Verfiigung, welcher durch An-

gabe des Drift- und Diffusionskoeffizienten vollsténdig beschrieben werden kann.
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2.2.3 Stationidre Losung der Fokker-Planck Gleichung

In diesem Kapitel wird der Fall, dass Drift- und Diffusionskoeffizienten der Fokker-
Planck Gleichung nicht explizit von der Zeit abhéngen, genauer betrachtet. Durch die

Einfithrung eines Wahrscheinlichkeitsdichtestromes j(x, t) mit

jix,t) = | D' Z ry 0 p®x,1) | px,1) (2.38)

lasst sich die Fokker-Planck Gleichung zunéchst als Kontinuitatsgleichung fiir die Wahr-

scheinlichkeitsdichte schreiben:

0
ap(x, t)+ Vj(x,t) = 0. (2.39)
Im Falle einer stationdren Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t) = ps(x), die nicht explizit
von der Zeit abhéngt, folgt

—ZQD@(X)JFZ ” DP(x) | ps(x) = 0. (2.40)
- ox ' r Ox;0x; Y N

Bei Prozessen in einer Dimension, bei denen die Dichten natiirlichen Randbedingungen
unterliegen, kann kein Strom durch das System fliefen, da die Dichte fiir grofse |z|
verschwindet. In diesem Fall ist es moglich, die stationdre Verteilung analytisch zu

berechnen. Zweifache Integration von (2.40) liefert:

N T /D(l) g
ps(x) = mexp (/ dx D(Q)Ex’;) , (2.41)

wobei N eine Integrationskonstante ist, die so gewihlt werden muss, dass ps(z) normiert
ist. Fiir einen mehrdimensionalen Prozess X € R? verschwinden die Wahrscheinlich-
keitsstrome im stationdren Zustand im Allgemeinen nicht. Die analytische Berechnung

ist daher in diesem Fall allgemein nicht moglich.

2.2.4 Beispiel: Ornstein-Uhlenbeck Prozess

Als Beispiel fiir einen einfachen eindimensionalen Prozess wird nun der haufig zur Mo-
dellierung von farbigem Rauschen verwendete Ornstein- Uhlenbeck Prozess vorgestellt
[81, 82]. Dieser ist ein Diffusionsprozess mit linearem Drift DM (z) = —kz und kon-

stanter Diffusion D) () = D. Seine Realisationen werden somit beschrieben durch die
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folgende eindimensionale Langevin Gleichung
X(t) = —kX(t) + VDI(t), (2.42)

wobei I'(t) wieder ein d-korreliertes, gaufverteiltes Rauschen ist. Die Zeitentwicklung
der Wahrscheinlichkeitsdichte wird durch die dazugehérige Fokker-Planck Gleichung

2

0 0
ap(azjtlazo,O) = kxp(z,t|zo,0)] + D@p(azjtlazo,O) (2.43)

beschrieben. Die Losung dieser Fokker-Planck Gleichung ist analytisch durchfiihrbar
und liefert mit der Anfangsbedingung p(x, 0|zg,0) = é(x — z¢) eine Gaukverteilung fiir

die stochastische Variable X (), deren Mittelwert und Varianz gegeben sind durch

(X(t)) = =zoexp(—kt) (2.44a)
o2 (X(t) = %(1—exp(—2kt)). (2.44b)

Im Grenziibergang ¢ — oo geht diese Losung in die stationdre Losung des Problems
mit

(X),=0 und o(X)=— (2.45)
iiber. Dieses Ergebnis folgt auch direkt als Losung der stationdren Fokker-Planck Glei-
chung, also wenn (9/0t)p = 0 gefordert wird (siehe Kapitel 2.2.3). Fiir die stationére

Autokorrelationsfunktion folgt hiermit
/ D /
(X(tX()), = ?exp(—/dt —t|). (2.46)

Wie fiir einen stationédren Prozess erwartet, hdngt sie nur von der betrachteten Zeitdif-
ferenz 7 = |t' — t| ab. Doob hat gezeigt [83, 84|, dass der Ornstein-Uhlenbeck Prozess

der einzige stationére gaufsverteilte Markovprozess in einer reellen Variablen ist.



3 Datenanalyse von Diffusionsprozessen

Im folgenden Kapitel wird ein datengetriebenes Verfahren zur Analyse von Diffusions-
prozessen vorgestellt, dass von Siegert, Friedrich und Peinke [31, 32, 33| eingefiihrt
wurde. Dieses Verfahren ermoglicht unter gewissen Voraussetzungen eine parameter-
freie Schatzung der Kramers-Moyal Koeffizienten eines Prozesses anhand von Zeitrei-
hen einzelner, am betrachteten System gemessener Observablen. Da, wie in Kapitel
2.2 dargestellt, Diffusionsprozesse durch Angabe des Drift- und Diffusionskoeffizienten
eindeutig bestimmt sind, ist es somit prinzipiell moglich, den zugrunde liegenden sto-
chastischen Prozess — ohne vorherige Annahmen iiber die funktionellen Verlédufe der
einzelnen Koeffizienten — vollstdndig aus Zeitreihen zu rekonstruieren. Zunéchst wird
in Kapitel 3.1 das besagte Verfahren vorgestellt. In Kapitel 3.2 wird dann auf verschie-
dene Fehlerquellen eingegangen, die einen Einfluss auf die Qualitdt der Schétzung der

Koeffizienten haben konnen.

3.1 Verfahren zum Schatzen der Kramers-Moyal

Koeffizienten

In Kapitel 2.2.2 wurde mit der Kramers-Moyal Entwicklung eine Zeitentwicklungsglei-
chung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten eines kontinuierlichen Markovprozesses einge-
fiihrt. Die Koeffizienten dieser Entwicklung sind definiert iiber die folgenden bedingten
Momente (siehe Gleichungen (2.32) und (2.33))

DO (x, £) = i lim © ([x(t 4+ 7) — x(O]" [x(£) = %), (3.1)

wobei n die Ordnung des jeweiligen Kramers-Moyal Koeffizienten angibt und die Potenz
als dyadisches Produkt auszuwerten ist. Bei einem stationédren Prozess hangen die Ko-
effizienten nicht explizit von der Zeit ab. Handelt es sich zudem um einen ergodischen
Prozess (sieche Gleichung (2.16)), so kénnen die Ensemblemittelwerte in Gleichung (3.1)
ersetzt werden durch zeitliche Mittelwerte iiber eine einzelne Realisation des Prozesses.
Da es in experimentellen Situationen selten moglich ist, ein ausreichend grofies Ensem-

ble von Messungen zu generieren, ergibt sich hiermit nun die Moglichkeit, die bedingten
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Momente aus Gleichung (3.1) aus einer einzelnen Realisation des Prozesses — also einer
gegebenenfalls mehrdimensionalen gemessenen Zeitreihe — zu schétzen und somit den

zugrunde liegenden stochastischen Prozess approximativ zu rekonstruieren.

Dazu werden zunéchst Schitzer der Koeffizienten fiir endliche Zeitschritte 7 geméf
—{fx(t ) = x(O)]" [x(0) = X') (3.2)

aus der Zeitreihe berechnet und dann fiir 7 — 0 extrapoliert. Da gemessene Zeitreihen
nicht kontinuierlich, sondern in Form einer Folge von Messungen x; = x(;) zu bestimm-
ten Zeiten t; = to + iAt (i = 1,..., N und At bezeichnet hierbei das Abtastintervall)

vorliegen, wird der Mittelwert in Gleichung (3.2) iiber folgende Summe berechnet

Zi [Xi-I—n - xi]n 5x2-,x’

b
Zz’ 6Xi X

wobei 7 = kKAt (k € {1,2,3,...}) gilt. Da eine gemessene Zeitreihe nur eine endliche

(Be(t+7) —x(@)]" [x(t) =x') =

(3.3)

Anzahl N von Datenpunkten enthalten kann, ist die Bedingung x(¢) = x" in Gleichung
(3.2), die durch das 0, x in Gleichung (3.3) eingeht, fast nie exakt erfiillbar. Fiir die
Schétzung der Koeffizienten aus Daten muss daher diese Bedingung abgeschwicht wer-
den zu x(t) € U(x'), wobei U(x') eine durch eine Diskretisierung (im Folgenden wird
hierfiir meist die Bezeichnung Binning verwendet) des Zustandsraumes festgelegte Um-
gebung des Punktes x’ ist. Das Kronecker § in Gleichung (3.3) wird dann interpretiert
gemaélfs
/
e = 1, falls x; eU(x') (3.4)
0, sonst.

Die geschétzten Koeffizienten liegen somit in Form von Wertemengen vor, die fiir jedes
Bin der Diskretisierung den jeweiligen Funktionswert der Koeffizienten enthalten. Falls
erforderlich, konnen an diese Wertemengen analytische Funktionen angepasst werden
(z.B. im Sinne der kleinsten Quadrate). Handelt es sich bei dem betrachteten Prozess
um einen Diffusionsprozess, so kann mit den ersten beiden geschétzten Koeffizienten
eine Fokker-Planck bzw. Langevin Gleichung aufgestellt werden, die den Prozess voll-

standig charakterisiert.

Ein Hinweis darauf, ob eine Beschreibung des Prozesses mit den ersten beiden Kramers-
Moyal Koeffizienten — d.h. eine Beschreibung durch eine Fokker-Planck Gleichung
mit Drift- und Diffusionskoeffizient — ausreichend ist, ldsst sich beispielsweise durch
Schéatzung des vierten Koeffizienten gewinnen. Verschwindet dieser innerhalb seiner
statistischen Unsicherheit, so kann geméf des Pawula Theorems (siche Kapitel 2.2.2)

davon ausgegangen werden, dass alle Koeffizienten der Ordnung n > 2 verschwinden.
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Eine weitere Moglichkeit zur Verifizierung des rekonstruierten Modells besteht darin,
die aus den Daten geschitzte Fokker-Planck Gleichung numerisch zu 16sen und die
so gewonnenen Wahrscheinlichkeitsdichten mit den aus den Originaldaten geschitzten
Dichten zu vergleichen. Aquivalent hierzu kénnen eine oder mehrere Realisationen des
rekonstruierten Modells durch Integration der zugehorigen Langevin Gleichung erzeugt

werden, die dann mit den Originaldaten verglichen werden kénnen.

Fiir eine Anwendbarkeit der oben beschriebenen Methode auf Felddaten muss voraus-
gesetzt werden, dass es sich beim betrachteten Prozess um einen stationdren Markov-
prozess handelt. In der Literatur wurden verschiedene Méglichkeiten zur Uberpriifung
der Markoveigenschaft einer Zeitreihe beschrieben. Zum Einen kann versucht werden,
einen direkten Vergleich der mehrfach bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten in der De-
finition der Markoveigenschaft aus Gleichung (2.20) durchzufiihren. Fiir empirisch ge-
wonnene Zeitreihen ist aber meist aufgrund der beschréankten Anzahl an zur Verfiigung
stehenden Datenpunkten nur ein Vergleich der zweifach bedingten Wahrscheinlichkeits-
dichte p(z2|z1; xo) mit der einfach bedingten Dichte p(z2|z1) moglich, da zur Schitzung
von p(Zp, tn|Tp—1,tn—1;...;21,t1) eine n-dimensionale Partitionierung mit einer ausrei-
chenden Anzahl von Datenpunkten gefiillt sein muss. Bei Vorhandensein der Markovei-
genschaft miissen p(z2|z1; xo) und p(x2|x;) fir beliebige Werte von xg tibereinstimmen.
Der Vergleich kann entweder graphisch oder mit Hilfe eines statistischen Tests, wie dem
Chi-Quadrat-Test [85] oder dem Rangtest nach Wilcoxon [86, 36, 39] erfolgen. Kiirzlich
ist auch ein Test mit Hilfe der multilinearen Regression [87| vorgeschlagen worden. Ein
wesentlich robusteres Kriterium fiir das Vorhandensein von Markoveigenschaften ist
das Erfiilltsein der Chapman-Kolmogorov Gleichung (2.24), in welcher nur einfach be-
dingte Wahrscheinlichkeitsdichten auftreten, die sich verldsslicher aus Zeitreihendaten
schétzen lassen (siehe z.B. [38, 88|). Die Chapman-Kolmogorov Gleichung ist allerdings
nur eine notwendige und keine hinreichende Bedingung fiir das Vorhandensein der Mar-
koveigenschaft. Generell kann die Markoveigenschaft fiir endliche Zeitreihen niemals in
einem mathematisch strengen Sinne bewiesen werden, es konnen immer nur Indizien
fiir ihr Vorhandensein gesammelt werden. Des Weiteren wurde kiirzlich gezeigt, dass
das Vorhandensein von Messrauschen einen erheblichen Einfluss auf die Markoveigen-

schaften einer Zeitreihe haben kann [89).

3.2 Fehlerquellen bei der Schatzung der Kramers-Moyal

Koeffizienten

Bei der Auswertung von Gleichung (3.1) fiir Daten in Form von experimentell gewon-

nenen Zeitreihen konnen eine Reihe von Problemen auftreten, die zum einen durch den
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Messvorgang bzw. die Natur der Daten bedingt sind und zum anderen durch das Nicht-
erfiilltsein der Voraussetzungen der Methode hervorgerufen werden kénnen. Faktoren,

die einen Einfluss auf die Qualitdt der Schétzungen haben kénnen, sind im Einzelnen:

e [Endliche Abtastrate: Da Zeitreihen fast immer mit einem endlichen Abtastinter-
vall At gemessen werden, gibt es eine untere Schranke fiir den Zeitversatz 7, d.h.

der Grenziibergang 7 — 0 in Gleichung (3.1) kann nicht exakt vollzogen werden.

e FEndliche Anzahl an Datenpunkten: Zeitreihen kénnen immer nur iiber einen be-
stimmten Zeitraum aufgezeichnet werden, was aufgrund des endlichen Abtastin-
tervalls immer zu einer Beschrinkung der Anzahl an Datenpunkten fiihrt. Des
Weiteren muss das betrachtete System auf dem fiir die Berechnung betrachteten
Ausschnitt der Zeitreihe zumindest approximativ stationér sein, was ebenfalls zu
einer zeitlichen Beschriankung und somit zu einer Begrenzung der zur Verfiigung
stehenden Anzahl von Datenpunkten fiithrt. Die Mittelwerte in Gleichung (3.1)

kénnen somit immer nur nédherungsweise geschétzt werden.

o Diskretisierung des Zustandsraumes: Wie im vorigen Abschnitt beschrieben, muss
fiir die Schétzung der Koeffizienten eine Partitionierung des Zustandsraumes vor-
genommen werden. Die Grofe der Bins hat dabei einen Einfluss auf die Qualitit
des Ergebnisses, da von ihr sowohl die statistische Unsicherheit der Schétzwerte

wie auch die Auflésung, mit der die Koeffizienten geschétzt werden, abhéngen.

o Digitalisierung der Daten: Werden die Daten mit einer zu geringen Amplituden-
auflosung digitalisiert, so kann es bei der Berechnung der bedingten Momente bei
kleinen Zeitinkrementen zu grofen Fehlern kommen, da hierbei zwei annidhernd

gleich grolse Amplitudenwerte voneinander subtrahiert werden.

e Messrauschen: Sind die betrachteten Zeitreihen mit Messrauschen tiberlagert, so
fiihrt dies zu einem Versatz in den bedingten Momenten. Dies kann eine star-
ke Uberschitzung der Kramers-Moyal Koeffizienten bedingen, da hierdurch die

Grenzwerte fiir 7 — 0 divergieren.

o Markoveigenschaft: Die Grenziibergange flir 7 — 0 konnen Probleme bereiten,
falls es sich unter den betrachteten Variablen nicht um einen Markovprozess han-
delt.

In den folgenden Unterkapiteln wird auf einige der oben genannten Fehlerquellen nidher
eingegangen, die fiir die Untersuchungen in dieser Arbeit von Relevanz sind. Hierbei
werden nur die Schéitzer des ersten und des zweiten Kramers-Moyal Koeffizienten, die

einen Diffusionsprozess vollstdndig festlegen, betrachtet.
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3.2.1 Fehler aufgrund endlicher Abtastrate

Wie bereits erwiahnt, kann aufgrund des endlichen Abtastintervalls At der Grenziiber-
gang 7 — 0 in Gleichung (3.1) nicht vollzogen werden. Zudem muss bei experimentell
gewonnenen Zeitreihen oft davon ausgegangen werden, dass eine Zeitskala existiert (die
sogenannte Markovzeitskala), unterhalb der die Markoveigenschaft nicht mehr erfiillt
ist. Daher werden die Koeffizienten in der Regel fiir verschiedene Werte von 7, die
grofer als diese Markovzeitskala sind, geschétzt und anschliefend wird versucht, diese
fiir den Grenzfall 7 — 0 zu extrapolieren. Nichtsdestotrotz kénnen in vielen Fallen
die Schétzwerte, die fiir ein festes endliches 7 erhalten werden, von ihrer Qualitdt her
als ausreichend betrachtet werden, so dass auf den Grenziibergang 7 — 0 génzlich

verzichtet werden kann.

Um quantitative Ausdriicke fiir die zu erwartenden Fehler bei der Schétzung von Drift-

und Diffusionskoeffizient bei einem festen 7 gemaf

f)(l)(x’, T) = % (x(t+7) —x(®)] [x(t) = x") (3.5a)
DA, 7) = o (Ixlt+7) —x(0)] [x(t + 1)~ x(O)], [x() = %) (35)

zu erhalten, gibt es mehrere Moglichkeiten, die zu den selben Fehlertermen fiihren.
Zum einen kann x(¢t + 7) aus den obigen Gleichungen (3.5) in eine stochastische Ito-
Taylor-Reihe entwickelt werden, von der dann Terme beliebiger Ordnung in 7 betrachtet
werden konnen [90]. Hier wird jedoch ein anderer Weg zur Berechnung der Fehlerterme
beschritten, der von Friedrich et. al. in [91] fiir den eindimensionalen Fall vorgeschlagen
wurde. Hierbei wird die Fokker-Planck Gleichung fiir kleine Zeitinkremente entwickelt,
wodurch sich der Wahl einer Interpretation fiir stochastische Integrale aus dem Weg
gehen ldsst. Zunéchst wird die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte in der Definition der
bedingten Momente in Gleichung (3.5) betrachtet

(x(t+7)—x®)]"|x(t) =x") = /d"az (x — x)"p(x,t + 7|x, t). (3.6)

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich als Losung der Fokker-Planck Glei-
chung, d.h. allgemein gilt

0 A
ap(x,ﬂx', to) = Lp(x,t|x', o), (3.7)
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wobei L der Fokker-Planck Operator ist

Z 89% (x,t) + Z 8331890] (x,1). (3.8)

Eine formale Losung der Gleichung (3.7) ist gegeben durch
p(x, t|x’ ) = eL10)p(x, to|x', t) = eX(10)5(x — x'). (3.9)

Die bedingten Momente sollen nun fiir einen kleinen Zeitschritt 7 := ¢t — tg < 1 unter-
sucht werden. Dafiir wird die Reihendarstellung der Exponentialfunktion genutzt und

es folgt

k
R o (Lt
p(x,t 4 7|xt) = el "o (x — %) = Z ( k!> 5(x —x'). (3.10)
k=0

Die bedingten Momente werden nun bis zur Ordnung 72 entwickelt, d.h es werden die

ersten drei Glieder der obigen Reihe benstigt
/ 7 1 272 3 /
p(x,t+ 7|x',t) = 1+TL+§T L*+0(r°) ) d(x — x'). (3.11)

Die hierbei auftretende zweite Potenz des Differentialoperators ergibt sich als Permu-

tation der einzelnen Terme des Operators. Auf eine Testfunktion f(x) wirkt L2 dabei

wie folgt
L%f(x) = Z@sz(l)(x £)0,, DV (x,8) = " 05, DIV (%, )05, 00, D'} (x, 1)
ijk
~ " 90,04, D (x, )00, DY (X,Jt)
ijk
+ 3 05,05, D) (%, )00, 00, DYy (x, 1) | £(x), (3.12)
ijkl

wobei fiir die auftretenden Differentialoperatoren die abkiirzende Schreibweise 0y, :=

% verwendet wurde und diese jeweils auf alle rechts von ihnen stehenden Faktoren wir-

ken. Fiir die Berechnung der i-ten Komponente des ersten bedingten Moments ergeben



3.2 Fehlerquellen bei der Schitzung der Kramers-Moyal Koeffizienten 25

sich hiermit folgende Integrale

(x(t+7)—x@); [x(t)=x") = /dnaz (z; — 2))p(x,t + 7|x, 1) (3.13a)

= /d":c (; — 2)6(x — X) (3.13b)
b7 / &z (v — ) Lo(x —¥)  (3.13¢)
L /dn — ) 12%5(x — %) (3.13d)

Diese Integrale lassen sich mit Hilfe partieller Integration berechnen (siehe Anhang A,
in dem beispielhaft das Integral (3.13d) berechnet wird), wobei das erste Integral nach
Auswertung der J-Funktion verschwindet. Als Ergebnis bis zur Ordnung 72 folgt:

(3.13) = TD§1) (3.14a)
+ = <ZD 05, DV + 3" DY, 0,, D! )> (3.14b)
kl
+ O(?).

Hierbei sind die Koeffizienten immer Funktionen von (x/,t), d.h. D™ (x’,t). Bei der

Berechnung des zweiten bedingten Moments ergeben sich analog folgende Integrale

(x(t+7) = x(0)]; [x(t +7) = x (D) Ix(t) = %)

d"z ( (x5 — 2h)p(x,t + 7[x' 1) (3.15a)

/
/d"az )(xj — )8 (x — x') (3.15b)
+

T/d" (21 — 22 (a; — 2 ES(x — %) (3.15¢)
+ T2 /d” (@ — ) (w; — o) L26(x — X (3.15d)

+0O(?)
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mit dem Ergebnis bis zur Ordnung 72

2
(3.15) = 27D (3.16a)
1 1 2 1 2 1
o o045 (0t + i o)
%
+> bV, DY +>" Do, 8ka§f)] (3.16b)
k kl
+(9(T3).

Da sich die Schétzungen fiir die Kramers-Moyal Koeffizienten aus den bedingten Mo-
menten geméfs Gleichung (3.5) ergeben, lassen sich mit Hilfe der Gleichungen (3.14)
und (3.16) quantitative Aussagen iiber die Fehler der Schiatzungen machen, die aus der
Verwendung eines endlichen 7 resultieren. Im Grenziibergang 7 — 0 ergeben sich die
ungestorten Koeffizienten DEl) und Dg).

Zur Verringerung der Fehler, die aufgrund der Schétzung der Koeffizienten mit einem
endlichen Zeitschritt entstehen konnen, sind neben Korrekturtermen fiir die Koeffi-
zienten [92, 91, 93] auch Optimierungsverfahren fiir die Schiatzung der Koeffizienten
eingefithrt worden [94, 95]. Diese basieren auf einer Parametrisierung der geschétzten
Koeflizienten und einer anschlieffenden Minimierung des Unterschiedes zwischen der
numerischen Losung der geschétzten Fokker-Planck Gleichung und der direkt aus den

Daten gewonnenen Verteilungsfunktionen des Prozesses.

3.2.2 Fehler aufgrund endlicher Datenpunktanzahl

Die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Datenpunkte bei experimentell erfassten
Zeitreihen ist immer begrenzt. Wie oft ein bestimmtes Bin der Diskretisierung des
Zustandsraumes von der Trajektorie getroffen wird und wie viele Inkremente damit bei
der Schétzung der Koeffizienten im jeweiligen Bin in die Mittelwerte eingehen, hingt
von der stationdren Verteilung des betrachteten Prozesses ab. Diese bestimmt, wie sich
die zur Verfiigung stehende Gesamtanzahl an Datenpunkten auf die verschiedenen Re-
gionen des Zustandsraumes verteilt. Fiir Prozesse mit natiirlichen Randbedingungen
werden weit vom Zentrum entfernt liegende Bins kaum besetzt. Die Anzahl an Da-
tenpaaren, die fiir die Berechnung der bedingten Momente zur Verfiigung stehen, ist
daher fiir manche Bins sehr gering und die statistische Unsicherheit der geschétzten

Koeflizienten kann an diesen Stellen sehr groft werden.

Um diese Unsicherheit zu quantifizieren, kann der Standardfehler der jeweiligen Mittel-

werte genutzt werden. Bezeichne Uy das d-dimensionale Bin, das den Wert xg enthélt
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und sei dieses Bin von Ny Werten der Zeitreihe besetzt. Die Schétzer der Drift- und

Diffusionskoeffizienten an dieser Stelle fiir ein festes 7 ergeben sich dann als:

Do) = & X 1 {wltet7) - milt) (3.17)
x(tx)€Uo

DY (x0,7) = 10 3 %{[x(tk—&—r)—x(tk)}i[x(tk—i—v')—x(tk)]j}.(3.18)
x(tr)€Uo

Der statistische Fehler, der bei der Schatzung eines Mittelwertes aus einer zufélligen
Stichprobe entsteht, berechnet sich als die Wurzel aus dem Quotient aus der Varianz
der Stichprobe und dem Stichprobenumfang. Im Falle des Driftkoeffizienten folgt damit
fiir den Fehler des Wertes fiir das Bin Uy

E [DS)(XO,T)} - ["(]’\‘70)]2. (3.19)

Die hierbei auftretende Varianz im Bin Uy berechnet sich als

9 1 1 A (1) 2
ol = g X |3ttt ) - )} - D0 o)

0 z(tr)EUo

2. . 2
= ;Dz(f)(Xo,T)—{Dl(l)(Xo,T)} , (3.20)

womit fiir den statistischen Fehler des geschétzten Wertes des Driftkoeffizienten folgt

. ~ (1) 2
202 (x0,r) |1 (x0,7)]
T Ny Ny ’

E [ﬁgl><x0,7>] - (3.21)
Die statistischen Fehler der Schitzwerte lassen sich also in Abhéngigkeit der Schétz-
werte selbst darstellen. Die selbe Vorgehensweise liefert fiir die statistischen Fehler der

Werte des geschétzten Diffusionskoeffizienten

A~

y [D@)(XO’T)} - LMM) (x0, 7) [ﬁg)(xo,ﬂr

1J1J
4’7’2 N() B N() ’ (322)

v

(4)

wobei der Schitzwert fiir das vierte bedingte Moment /\;lZ ji j(xo, 7) einflieft.

Allgemein lasst sich anhand der Gleichungen (3.21) und (3.22) feststellen, dass mit
zunehmender Binbesetzung Ny der Fehler der Schitzwerte abnimmt. Eine zu geringe
Anzahl von Datenpunkten pro Bin kann zum einen resultieren aus einer zu niedrigen

Gesamtdatenpunktanzahl (Zeitreihenldnge) oder zum anderen durch zu klein gewéhlte
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Bins. Weiterhin fallt auf, dass — falls Drift- und Diffusionskoeffizient ein konvergen-
tes Verhalten zeigen — der Fehler der Schatzwerte Egl) des Driftkoeffizienten beim
Grenziibergang 7 — 0 fiir festes Ny mit 1/4/7 divergiert. Beim Fehler der Schatzwerte
ﬁl(f) fiir den Diffusionskoeffizienten tritt das Problem im Allgemeinen nicht auf, da die
Momente der Ordnung n eines Markovprozesses mindestens von der Ordnung n/2 in
7 sind [96]. Eine Minimierung der Fehler aufgrund einer endlichen Datenpunktanzahl
scheint also durch eine nicht zu kleine Wahl der Bingrofse sowie des Zeitschrittes 7

moglich.

3.2.3 Fehler aufgrund von Messrauschen

Der Einfluss von Messrauschen auf die Schétzung von Drift- und Diffusionskoeffizi-
enten nach dem oben beschriebenen Verfahren wurde in [97| untersucht, wo Systeme

betrachtet werden, die durch eine eindimensionale Langevin Gleichung

i = DW(x) + /D (2)T(t) (3.23)

beschrieben werden kénnen. Falls nun dem eigentlichen Signal z(¢) ein Messrauschen
tiberlagert ist, so wird das Signal y(t) = z(t)+or&(t) gemessen, wobei o g€ (t) das Mess-
rauschen bezeichnet. Fiir dieses wird angenommen, dass ({(t)) = 0 und ({(¢)¢(t)) =
§(t —t') gilt. Fiir die bedingten Momente M ™ (y, 1) des Signals y(t) lassen sich unter
Beriicksichtigung des Messrauschens die folgenden Ausdriicke ableiten [97]

MOy, 7) = ([y(t+7) - y(tm‘ (t)+oRE()

—T/dIL‘D f(z|y) /d:n x—vy)f(zly)

=mW(y,7) +7(y), (3.24)

MOy = (et —@P)|
—r [ do [2e =~ D) + DA fGaly) + 0k + [ do (@2 (aly)
=m® (y,7) +12(y), (3.25)

wobei sich die unbekannte Verteilung f(z]y) nach dem Satz von Bayes als
flz)p(x)/ ([ dz f(y|z)p(x)) ergibt und f(y|z) die Verteilung des Messrauschens ist.

Die bedlngten Momente haben also bei Vorliegen von Messrauschen einen 7-abhéngigen
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Teil m(™ (y, 7) und einen T-unabhingigen Teil v, (). Im Gegensatz zum Fall ohne Mess-
rauschen (siehe Gleichungen (3.14) und (3.16)) ist die Steigung der bedingten Momente
M in Abhéngigkeit von 7 geméf der Gleichungen (3.24) und (3.25) nun im Allge-
meinen nicht mehr proportional zu den entsprechenden Koeffizienten D™ . Weiterhin
streben die M im Grenziibergang 7 — 0 nicht gegen Null, sondern zeigen einen kon-
stanten Versatz v, (y), aufgrund dessen die Ausdriicke M ™ /7 fiir T — 0 divergieren.
Daher kann bei Vorhandensein von Messrauschen die Schitzung der Koeffizienten vor

allem auf kleinen Zeitskalen problematisch sein.

Wird bei einer gemessenen Zeitreihe nun ein solcher Versatz in der 7-Abhéngigkeit der
bedingten Momente festgestellt, so ist diese mit Messrauschen iiberlagert und Drift- und
Diffusionskoeffizienten kénnen nicht mehr nach dem urspriinglichen Verfahren aus der
Zeitreihe geschitzt werden. Um in diesem Falle trotzdem Schétzer fiir die Koeffizienten
erhalten zu konnen, muss fiir diese ein funktioneller Ansatz gewahlt werden, dessen

Parameter im allgemeinen Falle numerisch iiber eine Minimierung des Ausdruckes

min {Z B (i) — W) + Ba(yi) — 2 (u:))?
+ | (y;) — m(l)(yi)]2

2
+ [ ) = m ()| } (3.26)
bestimmt werden kénnen, wobei 45, und m(™ die aus den Daten geschiitzten Funktionen
sind und die Funktionen -, und m( sich mit Hilfe der stationiren Verteilung des
Prozesses (siehe Gleichung (2.41)) aus den Ausdriicken in den Gleichungen (3.24) und
(3.25) ergeben.

Als Beispiel sind in Abbildung 3.1 die ersten beiden bedingten Momente einer mit Mess-
rauschen iiberlagerten Realisation eines Ornstein-Uhlenbeck Prozesses (siehe Kapitel
2.2.4) gezeigt. Die Parameter des Prozesses wurden als £ = 0.5 und D = 0.1 gewéhlt,
womit fiir die stationdre Varianz im unverrauschten Fall folgt 0% (X) = £ = 0.02.
Bei beiden Momenten M (y, 7) und M) (y,7) ist deutlich der mit der Stirke des
Messrauschens anwachsende Versatz zum Grenzwert im unverrauschten Fall (o = 0)

lim, oM@ (y,7) = 0 zu erkennen.
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Abbildung 3.1: Bedingte Momente eines Ornstein-Uhlenbeck Prozesses fiir festes y = —0.1
in Abhdngigkeit von T (in Einheiten des Abtastintervalls At = 0.01) fiir verschiedene Stirken
des tberlagerten Messrauschens (Quadrate: or/o (X) = 0; Dreiecke: og/o (X) = 0.5; Kreise:
or/o (X) = 1/v/2; Rauten: op/o (X) = 1.0). Links: erstes bedingtes Moment M™) | rechts:
zweites bedingtes Moment M),



4 Fokker-Planck basierter Ansatz zur

Messung von Interdependenzen

In diesem Kapitel wird ein Verfahren zur Messung von Interdependenzen zwischen
zwei stochastischen dynamischen Systemen vorgeschlagen, das auf dem in Kapitel 3
vorgestellten Verfahren zur Schitzung der Drift- und Diffusionskoeffizienten eines Dif-
fusionsprozesses liber die Berechnung von bedingten Momenten aus Zeitreihen basiert.

Teile dieses Kapitels sind in [98] verdffentlicht.

Die grundlegende Idee, die hier zur Messung von Interdependenzen zwischen zwei Sys-
temen verfolgt wird, ist es, zwei an diesen Systemen gemessene Zeitreihen x1 und x2 als
eine Realisation x = (1, 22) eines zweidimensionalen Diffusionsprozesses X(t) € R? zu
betrachten. Fiir diesen Prozess lassen sich dann, wie in Kapitel 3 beschrieben, die Drift-
und Diffusionskoeffizienten aus der betrachteten zweidimensionalen Zeitreihe schétzen
gemaf (siche Gleichung (3.1))

D (21,25) = ygé% ([ah(t +7) — 2 (B)] X' (1) = x) (4.1a)
Dg)<$1,$2) = PL% % <[x'(t +7)=x'(t)], [x'(t+7) - x’(t)]j Ix'(t) = x>
(4.1Db)

mit 4, j € {1,2}. Jede der beiden Komponenten des geschétzten Driftvektors DZQ) (x1,x2)

und jeder der drei unabhéngigen Eintrége der geschitzten (symmetrischen) Diffusions-
(2)

&

im Allgemeinen eine Funktion von beiden Eingangssignalen. Diese Abhéngigkeit wird

matrix D;:’(z1,x2) ist dabei durch die Konditionierung der Mittelwerte auf x'(t) = x
im Folgenden genutzt, um Kenngrofien zu definieren, die sowohl die Richtung als auch
die Stérke einer moglicherweise vorhandenen Asymmetrie in der Kopplung zwischen den
beiden betrachteten Eingangszeitreihen — bzw. zwischen den ihnen zugrunde liegenden
Systemen — in einer einfachen vollstdndig automatisierten und wenig rechenintensiven
Weise erfassen kénnen. Des Weiteren wird es durch eine separate Betrachtung der ge-
schitzten Drift- und Diffusionskoeffizienten mit dem vorgestellten Verfahren moglich
sein, eine Differenzierung zwischen Kopplungen im deterministischen und im stochas-

tischen Anteil der Dynamik vorzunehmen.
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Nach einigen Voriiberlegungen zu den Arten der Kopplung, die fiir die betrachtete Klas-
se von Prozessen in Betracht kommen, werden im folgenden Abschnitt 4.1 zunéchst die
einzelnen Kenngréfen definiert. Anschlieffend werden diese mit Hilfe von synthetischen
Zeitreihen von unterschiedlichen gekoppelten Modellsystemen getestet und im Hinblick
auf verschiedene Faktoren untersucht, die einen Einfluss auf die Ergebnisse haben kon-
nen (Kapitel 4.2).

4.1 Kopplungsarten und Definition der Kenngrollen

Wie einleitend bereits erwéahnt, wird fiir die Definition von Kopplungskenngréften da-
von ausgegangen, dass die beiden zu analysierenden Zeitreihen eine Realisation eines
zweidimensionalen Diffusionsprozesses darstellen, der vollstdndig durch den Driftvek-
tor und die Diffusionsmatrix bestimmt ist. Wie in Kapitel 2.2.1 dargestellt, lasst sich
ein solcher Prozess durch die folgende allgemeine zweidimensionale Langevin Gleichung

beschreiben

g1\ _ [ halwr,wa) n gu(r1,@2) gra(zr,z2) | [ Ti(t) (4.2)
o ha(x1, x2) gi12(z1,22)  go2(z1,22) Iy(t) )’
wobei I'1 (t) und I'y(¢) hierbei wieder gaufsverteilte weike Rauschprozesse sind, d.h. es
gilt (T'i(t)) = 0 und (I';(¢')T;(t)) = 0;;6(t' — t). Die Funktionen h; und g;; hingen bei
Verwendung der Ito-Interpretation von stochastischen Integralen iiber (siehe Gleichung
2.35)

D (x) = hix) und D (x) = 7 gu(x)gi; (%) (4.3)
k
mit den Koeffizienten D®) und D@ der korrespondierenden Fokker-Planck Gleichung

Zusamien.

Als Ursache fiir eine Interdependenz zwischen den beiden Prozesskomponenten werden

im Folgenden drei Ursachen betrachtet:

1. eine Kopplung in den Komponenten des Driftvektors, der den deterministischen
Anteil der Dynamik beschreibt, d.h. es gilt Dgl)(mj) # const fir festes x; und

i # J;

2. eine Kopplung in den Eintragen der Diffusionsmatrix, die den stochastischen An-

teil der Dynamik beschreibt und zwar derart, dass die Diagonalelemente Dz(f ) fiir
festes x; eine nicht konstante funktionelle Abhéngigkeit von z; (j # ) besitzen;

und
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3. eine Kopplung im stochastischen Anteil der Dynamik iiber nicht verschwindende
Nichtdiagonalelemente der Diffusionsmatrix, d.h. Dg) #0 (1 # j).

Bei Betrachtung des Zusammenhangs in Gleichung (4.3) zwischen den Fokker-Planck
Koeffizienten D2 und den Funktionen h und g in der Langevin Gleichung, lasst sich
erkennen, dass fiir den Fall 2 wegen Dﬁ) = g3, + g%, und Dg) = g2, + g3, Kopplungen
sowohl in den Diagonal- als auch in den Nichtdiagonalelementen des Rauschstérketen-
sors g vorhanden sein konnen. Weiterhin wird klar, dass Dg) # 0 im Fall 3 wegen
Dg) = g11912 + g12922 nur erfiillt sein kann, wenn g;; # 0 gilt, was zu einer Mischung
der beiden Rauschprozesse I'1 und I's in der Langevin Gleichung fithrt (vorausgesetzt

es gilt g11 # 0 und ga2 # 0).

Im Folgenden werden nun Kenngrofen vorgestellt, mit denen in den Féllen 1 und 2
die Stdrke der Asymmetrie in der Kopplung quantifiziert und im Fall 3 das Vorhan-
densein einer Kopplung festgestellt werden kann. Zur Messung von Kopplungen in den
Féllen 1 und 2 wurden dabei zwei verschiedene Ansétze zur Definition von Kenngro-
fien verwendet (bezeichnet mit F- und K-Kenngrofen), die in den folgenden beiden
Abschnitten vorgestellt werden. In Hinblick auf eine vollsténdig automatisierte Berech-
nung auf groffen Datenmengen, wie sie typischerweise bei der Analyse realer komplexer
Systeme noétig ist, wurden zur Definition der Kenngrofien moglichst einfache und wenig

rechenintensive Ansétze gewahlt.

4.1.1 Definition der koeffizientenbasierten KenngroRen

Zur Veranschaulichung des Ansatzes zur Messung von Interdependenzen ist in Abbil-
dung 4.1 ein schematischer Verlauf der zweiten Komponente D;l)(l‘l,ﬂig) eines hypo-
thetischen Driftvektors gezeigt, der eine nicht konstante funktionelle Abhéngigkeit von
x1 besitzt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde fiir dieses Beispiel ein konstanter
Verlauf der Komponente des Koeffizienten mit xo gewahlt. In diesem speziellen Fall
lage also eine Kopplung der ersten Prozesskomponente in den deterministischen Anteil

der Dynamik der zweiten Komponente vor.

Wie im linken Teil von Abbildung 4.1 ersichtlich, wird fiir die Schétzung des Koeffizi-
enten geméf Gleichung (4.1a) nun zunéchst eine Partitionierung der (z1, z2)-Ebene in
diskrete Bins vorgenommen (im Falle von Abbildung 4.1 handelt es sich um ein dqui-
distantes Binning). Jedes Mal, wenn die Trajektorie des Prozesses ein bestimmtes Bin

(z, 2}) trifft, wird das Inkrement

. % (wa(t + 7) — 22(1)) (4.4)

x(t)€(zt,2})
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DY (at, ah) = (157”)

2

Abbildung 4.1: Links: Schematische Darstellung der zweiten Komponente Dél)(acl, x2) eines
hypothetischen Driftvektors. Die schwarzen Quadrate und die Fehlerbalken entsprechen den
Schitzern Dél)(m’f,xé) und ihren statistischen Fehlern fiir feste Werte von x%¥ und x. Die
durchgezogene Linie stellt den fehlergewichteten Mittelwert p;° der geschétzten Werte des Ko-
effizienten iiber alle Bins in x1-Richtung fiir einen festen Wert von zl, dar. Die gestrichelten
Linien entsprechen den Abstinden dieser Werte von pj’. Rechts: Verteilung der Inkremente
I7? in einem festen Bin (x§,2b) und der sich daraus ergebende Schitzer fiir den Wert des

Koeffizienten und sein statistischer Fehler.

in o-Richtung berechnet. Der geschiitzte Wert des Koeffizienten an der Stelle (2%, z})
fiir einen festen Zeitversatz 7 ergibt sich nun als der Mittelwert der Verteilung der
Inkremente im Bin (2%,z)) (siche rechter Teil von Abbildung 4.1) und sein statisti-
scher Fehler als der Standardfehler dieses Mittelwertes. Um nun die Abhéngigkeit von
Dgl)(ml, x9) von der Prozesskomponente 1 zu quantifizieren, wird zunéchst fiir jeden
festen Wert von zo = xé der fehlergewichtete Mittelwert iiber alle Bins in z1-Richtung

berechnet als

DW (k1
w (1) _ > op We Dy (7, 735)
H (DQ (xlv x?)) - Zk wy 9 (45>

wobei die Kehrwerte der statistischen Fehler als Gewichte verwendet werden (wjp =

1/E [D;l)(x'f,xé)] ). Im linken Teil von Abbildung 4.1 ist ;" als durchgezogene hori-

zontale Linie eingezeichnet. Dann wird der mittlere Abstand der einzelnen, zum Bin J/‘ZQ

gehorenden Schatzwerte Dél)(x’f,a:é) von i}’ (Dél)(wl,x2)> (siche gestrichelte Linien

in Abbildung 4.1) in Einheiten ihrer statistischen Fehler berechnet als

D(l)(xk,xl) — v D(l)(x T
fl:;lzl 2 b2 1( 2 \T1 2)’7 (4.6)

k E [Dél)(xlfa xlz)}
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wobei n; die Anzahl der Bins in z1-Richtung bezeichnet, die mindestens L-mal von der
Trajektorie getroffen wurden. Der Parameter L wird an dieser Stelle eingefiihrt, um
die statistische Unsicherheit der Schétzwerte des Koeffizienten zu begrenzen, da diese
besonders an den Réndern des betrachteten Gebiets in der (x1,x2)-Ebene durch sehr
wenige Inkremente bestimmt sein kénnen. Schlieflich wird der Mittelwert der f; {iber

alle Bins in z9-Richtung berechnet, wodurch sich
1 1
By =230 (4.7)
l

als Maf fiir den Einfluss von z; auf Dél) ergibt. Mit n wird hierbei die Anzahl der
diskreten x}-Werte bezeichnet, in denen f; # 0 gilt. Der obere Index der GréRe F(21
gibt an, dass der Kramers-Moyal Koeffizient erster Ordnung betrachtet wird und die
unteren Indizes legen fest, dass der Einfluss der ersten Prozesskomponente auf die zweite

Komponente des Koeffizienten betrachtet wird.

Wird nun auf gleiche Weise der Einfluss von x5 auf die erste Komponente des Drift-
vektors Dgl) gemessen als F1(22» so lasst sich als normiertes Mak fiir eine Kopplung im

deterministischen Anteil der Dynamik die Kenngroke F(1) definieren als

_ED, A

o = B2 =Py (4.8)
FO, + £,

Diese kann Werte im Bereich von [—1; 1] annehmen, wobei F(1) > 0 einen stérkeren Ein-
fluss von x5 auf 1 und F' (1) < 0 einen stirkeren Einfluss von x1 auf o anzeigt. Ein Wert
von FU) = 0 kann sowohl auf das Nichtvorhandensein einer Kopplung wie auch auf eine
gegenseitige Beeinflussung der beiden Prozesskomponenten mit vergleichbarer Stérke
y+ D) fiie

eine Unterscheidung des Falles keiner Kopplung vom Fall gleich grofser bidirektionaler

hindeuten. In diesem Fall kénnen weitere Kenngrofien wie etwa F' 1(22 /(F L

1

Kopplung hilfreich sein.

Durch ein analoges Vorgehen, bei dem anstatt der beiden Komponenten des Driftvek-

tors die beiden Diagonalelemente Dﬁ) und Dg)

der Diffusionsmatrix betrachtet wer-
den, ldsst sich nun auch eine Kopplung im stochastischen Anteil der Dynamik durch

eine normierte Kenngréfe messen, die definiert ist als

2 2
F1(1<)—2 — F2(2L1

F® = .
2 2
FflLZ + F2(2L1

(4.9)

Um weiterhin feststellen zu kénnen, ob die Nichtdiagonalelemente der Diffusionsmatrix

verschieden von Null sind und somit im betrachteten System eine Mischung der bei-
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den Rauschprozesse vorliegt, wird die KenngroRe M(?) definiert als der Mittelwert der

Schatzwerte von Dg) in Einheiten ihrer statistischen Fehler

2
"B E [Dg)(w’fwlz)}
Hierbei bezeichnet np die Anzahl der Bins, die mehr als L-mal von der Trajektorie

getroffen wurden.

Abschliefsend sei angemerkt, dass durch die gewdhlten Definitionen der Kenngrofsen,
bei denen die Abstédnde der Schitzwerte fiir die Koeffizienten von den jeweiligen Mit-
telwerten in Gleichung (4.6) und die Werte des Koeffizienten in Gleichung (4.10) nicht
absolut sondern in Einheiten ihrer statistischen Fehler eingehen, die Kenngrofen F(1:2)
und M) unabhingig von der gewihlten Normierung der beiden Eingangszeitreihen
sind. Dies gilt ebenso fiir die nachfolgend definierten Kenngrofen K und K. Wei-
terhin ist die Definition der Kenngréften unabhéngig von den Details der Schiatzung der
Koeflizienten, auch wenn hier zur Erlduterung beispielhaft eine Schitzung der Koefhi-

zienten mit einem festen Zeitschritt 7 verwendet wurde.

4.1.2 Definition der verteilungsbasierten KenngréRen

Bei der Definition der F-Kenngrofsen wurde eine mogliche Interdependenz zwischen den
beiden Eingangszeitreihen bzw. zwischen den zugrunde liegenden Systemen iiber eine
Anderung der Schitzwerte der Fokker-Planck Koeffizienten in bestimmten Richtungen
des Zustandsraumes gemessen (siche Kapitel 4.1.1). Da sich diese Schéitzwerte als die
Mittelwerte der Inkrementverteilungen in den jeweiligen Bins ergeben und ihre Fehler
durch die Varianzen dieser Verteilungen bestimmt sind, wird durch die F-Kenngrofsen
somit die Information genutzt, die in den ersten beiden Momenten der Inkrementver-
teilungen enthalten ist. Eine Verallgemeinerung dieses Ansatzes kann dadurch erreicht
werden, dass die gesamte in den Inkrementverteilungen enthaltene Information genutzt
wird. Im Folgenden werden daher Kenngrofien vorgeschlagen, die nicht auf Anderun-
gen der Momente der Inkrementverteilungen beruhen, sondern allgemein Unterschiede
zwischen den Inkrementverteilungen in verschiedenen Bins quantitativ erfassen. Die
Definition dieser Kenngrofen wird wieder anhand des schematischen Beispiels aus Ab-
bildung 4.1 erlautert.

Um eine Beeinflussung der zweiten Prozesskomponente durch x; zu erfassen, werden
nun fiir jedes feste x5, die Verteilungen der Inkremente p (I ]Slm)) und p (I ((Ifi)s) l) fiir alle

moglichen Werte von k jeweils paarweise miteinander verglichen. Das Bin (zF1%, 25)
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ist hierbei das zu (z¥,x}) niichste Bin in z;-Richtung, das mehr als L mal von der

Trajektorie getroffen wurde. Der Unterschied zwischen den Verteilungen wird dabei
mit dem Kolmogorov-Smirnov Abstand dxg (siche beispielsweise [99]) gemessen, da
einerseits die Stichproben aus den Verteilungen (also die Inkremente) in kontinuierlicher
Form vorliegen und da andererseits im Voraus keinerlei Annahmen iiber die Form der
Verteilungen gemacht werden kénnen. Die Verteilung der Inkremente wird bestimmt
durch die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p (x',¢ + 7|x,t) des zugrunde liegenden

Prozesses, die ihrerseits Losung der zugehorigen Fokker-Planck Gleichung ist.

Fiir jedes feste :1;12 wird nun zunéchst der mittlere KS-Abstand (sz) , aller paarweisen
Vergleiche fiir diesen Wert von z9 berechnet, wobei die Absténde bei der Mittelung mit
der Anzahl Np;, der Inkremente im jeweils seltener von der Trajektorie getroffenen

Bin gewichtet werden

(5)1 = 5= 3 Vb (1)
und wobei immer Np;, > L gelten muss. Der Index 7 lduft hierbei iiber alle paar-
weisen Vergleiche, die fiir :clz durchgefiihrt werden konnten. Durch diese Gewichtung
fallen Absténde zwischen den Verteilungen in 6fter von der Trajektorie getroffenen Bins
stiarker ins Gewicht, da diese verlésslichere Aussagen iiber den Unterschied zwischen
den Verteilungen zulassen. Schlieflich wird iiber alle moglichen Werte von xé gemittelt,

wodurch sich die Kenngrofie

1 -
K, = - Y (dxs), (4.12)
l

als Maf fiir den Einfluss von x; auf die Dynamik von 9 ergibt. Mit n wird hierbei
die Anzahl der xé Werte bezeichnet, bei denen die Durchfiihrung der Vergleiche mit

ausreichender Binbesetzung moglich ist.

Werden nun auf gleiche Weise wie oben die Verteilungen der Inkremente in x1-Richtung
fiir feste Werte von x’f miteinander verglichen, so ergibt sich fiir den Einfluss von z auf
die Dynamik von z; die Kenngréfe K %(1_)2 Somit ldsst sich analog zu den F-Kenngrofen
aus dem vorigen Abschnitt ein normiertes Mafk fiir eine Kopplung iiber die Verteilungen

der bedingten Inkremente der Zeitreihe definieren als

1 1
K, K

KW = el (4.13)
1 1
KL—)2 + K;—)l

Diese Kenngrofe ist wieder auf den Bereich von [—1;1] beschrinkt, wobei wie oben

K® > 0 einen stirkeren Einfluss von xs auf 27 und K < 0 einen stéirkeren Einfluss
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von x; auf xo anzeigt.

(

Auch wenn anstelle der Inkremente 1 klxi) (aus Gleichung (4.4)) die quadrierten Inkre-
mente

@i 1
I = oy (@it +7) = zi(1))? c(®)e (et aby (4.14)

betrachtet werden, lasst sich mit diesem Ansatz eine Kopplungskenngrofie definieren.
Durch ein ansonsten vollig analoges Vorgehen ergibt sich schliefslich die normierte Kenn-
grofse

K1y~ Ky
K g?—z + K. g)

—1

K@ —

(4.15)

Abschliefsend sei angemerkt, dass der oben beschriebene Ansatz iiber Unterschiede in
den Verteilungen von bedingten Inkrementen vor allem dann viel versprechend sein
konnte, wenn die dem Fokker-Planck Zugang zugrunde liegenden Annahmen wie Mar-
koveigenschaften oder Gaufsverteiltheit der Rauschprozesse nicht erfiillt sind und so-
mit die Schétzer aus Gleichung (4.1) nicht als Drift- und Diffusionskoeffizienten eines

Diffusionsprozesses interpretiert werden kénnen.

4.2 Untersuchungen mit Modellsystemen

Um zu testen, ob die im vorigen Kapitel definierten Kenngréfen geeignet sind, In-
terdependenzen zwischen zwei Systemen geméfs der in Abschnitt 4.1 beschriebenen
Kopplungsmoglichkeiten zu charakterisieren, wurden diese fiir synthetische Zeitreihen
von verschiedenen Modellsystemen berechnet. Hierzu wurden zunéchst zweidimensio-
nale Diffusionsprozesse mit gekoppelten Komponenten betrachtet, fiir die eine Diffe-
renzierung zwischen den verschiedenen Kopplungstypen definitionsgeméfs moglich ist.
Fiir diese Klasse von Modellen wurde ebenfalls detailliert untersucht, inwieweit die
Ergebnisse der Analyse durch verschiedene Faktoren, wie beispielsweise der Wahl algo-
rithmischer Parameter und dem Vorhandensein von Messrauschen, beeinflusst werden.
Um zu untersuchen, ob auch bei einer Anwendung des Verfahrens auf Zeitreihen von
Systemen mit unbekannter Dynamik konsistent interpretierbare Informationen iiber
vorhandene Interdependenzen gewonnen werden kénnen, wurden zum Anderen auch
hoherdimensionale deterministische und stochastische Systeme betrachtet, fiir die eine
Beschreibbarkeit mit einer zweidimensionalen Fokker-Planck Gleichung nicht gegeben
ist. Um eine einfache automatisierte Berechnung der Kenngréfsen auf vielen Realisatio-
nen der jeweiligen Prozesse zu ermoglichen, wurde im Folgenden bei der Schatzung der
Fokker-Planck Koeffizienten der Grenziibergang fiir 7 — 0 nicht durchgefiihrt, sondern

die Schétzer geméf Gleichung (3.2) fiir das kleinste verfiighare 7 = At berechnet.
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A Abbildung 4.2:
: Funktionelle Verldau-
5 fe der verwendeten

Funktionen  fi(x;)  des
deterministischen Anteils

By der Dynamik. Gestrichelte
= Linie: fi(x;) = —awy,
durchgezogene Linie:
24 fz(xz) = fi(ﬁ - %2)
und  gepunktete  Linie
filx;) = sin(az;) — 3.
4 : :

4.2.1 Zweidimensionale Diffusionsprozesse

Die erste zum Test der Kenngrofen untersuchte Modellklasse waren zweidimensiona-
le Diffusionsprozesse mit gekoppelten Zustandskomponenten. Fiir die Untersuchung
wurden Realisationen dieser Prozesse durch numerische Integration einer zweidimen-
sionalen Langevin Gleichung (4.2) generiert, fiir die die folgende spezielle Form gewahlt

wurde

&y = (fl(l"l) + ﬁgl)m) + (911(951) + 69“) T + €13 g12(w1, 22)0a,

To = (fg(:vg) + egl);m) + eg)gu(:vl,m)f‘l + (gzg(l’z) + eéQ)xl) Ts. (4.16)
Uber die verschiedenen Kopplungsstirken eg-i) und 6522) war es moglich, Kopplungen der
Prozesskomponenten geméfs der verschiedenen in Abschnitt 4.1 beschriebenen Kopp-
lungsarten zu realisieren, ihre Richtung festzulegen und ihre Stérke zu variieren. Wie
aus Gleichung (4.16) ersichtlich, erfolgte die Kopplung hierbei additiv. Fiir die Funktio-
nen f1(z1) und fa(z2) des deterministischen Anteils der Dynamik wurden verschiedene
Kombinationen der in Abbildung 4.2 gezeigten funktionellen Verldufe gewahlt. Neben
einer linearen Funktion f;(z;) = —ax; wie beim in Kapitel 2.2.4 vorgestellten Ornstein-
Uhlenbeck Prozess und einer nichtlinearen Funktion f;(z;) = z;(8 — #7), die im eindi-
mensionalen Fall einen bistabilen Prozess beschreibt, wurde ebenfalls eine Driftfunktion
fi(z;) = sin(ax;) — 23 mit einem oszillierenden Anteil verwendet. Die im stochastischen
Anteil der Dynamik auftretenden Funktionen g;; wurden alle als konstant gewéhlt, d.h.
gij # gij(x1,x2). Das System (4.16) wurde mit einem stochastischen Euler-Verfahren
[100] mit einer internen Schrittweite von At;,; = 0.001 integriert und fiir die Analyse

wurde jeder zehnte Datenpunkt der so gewonnenen Zeitreihen verwendet. Der kleins-
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Abbildung 4.3:
Abhdangigkeit der Kenn-
grofen  F12 - K(1.2)
und M3 fiir ein System
nach  Gleichung  (4.16)
mit fi(x1) = —ax; und
fo(z2) = 22(8 — 23) wvon
der Kopplungsstirke egl)
bei einer Kopplung im
deterministischen — Anteil
(a), won 652) bei einer
Kopplung im  stochasti-

schen Anteil (b) und von

egz) bei einer Mischung

der Rauschprozesse (c).
Die Symbole wund Feh-
lerbalken entsprechen
den  Mittelwerten  und
Standardabweichungen

der  Kenngroflen  iber
100  Realisationen  der
jeweiligen Prozesse. Die
Zeitreihen enthielten
N = 10000 Datenpunkte.
Wahl der Parame-

ter: a« = [ = 0.1;
gin = g2 = 0.1,
g2 = 0.01.

te fiir die Analyse zur Verfiigung stehende Zeitschritt war somit das Abtastintervall

At = 0.01.

Da bei allen Kombinationen der verschiedenen funktionellen Verlaufe der Funktionen

im Drift qualitativ vergleichbare Ergebnisse erzielt wurden, erfolgt die Darstellung der

Ergebnisse im Folgenden beispielhaft anhand eines Systems mit fi(x1) = —az; und
fa(z2) = x2(B8 — 23). In Abbildung 4.3 sind fiir alle drei in Kapitel 4.1 beschriebenen

Kopplungsschemata die Abhéngigkeiten der einzelnen Kenngréfen von den verschiede-

nen Kopplungsstéarken fiir dieses System dargestellt. Die Kenngrofsen wurden hierbei

fiir Zeitreihen der Lange N = 10000 Datenpunkte mit B = 10 Bins pro Dimension
berechnet. Weiterhin wurde L = 100 gewéhlt. Abbildung 4.3 (a) zeigt die Abhingig-

keit der Kenngrofen von der Kopplungsstérke fiir eine unidirektionale Kopplung von x4

in den deterministischen Anteil der Bewegungsgleichung von x; (d.h. alle Kopplungs-

stirken waren Null auker e\’

1. Kopplungsschema). Mit der Kenngrofe F 1) war es

moglich, die Richtung der Kopplung zu bestimmen (positive Werte) und ihre Stérke
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fiir einen Bereich von Kopplungsstérken von ungefihr zwei Grofenordnungen aufzu-
16sen, bevor eine Sattigung auf einen Wert nahe Fins eintrat. Auch die Kenngrofse
KW konnte die Richtung der Kopplung korrekt festlegen. Sie scheint allerdings we-
niger sensitiv fiir kleine Kopplungsstiarken zu sein, da mit ihr die Kopplung erst ab
etwas grokeren Kopplungsstirken detektiert werden konnte, als es bei F(!) der Fall
war. Unerwiinschterweise detektierten auch die Kenngrofen F2), K2 und M@ die
Kopplung im deterministischen Anteil der Dynamik, was bei F(® und M@ in der
Schéatzung der Kramers-Moyal Koeffizienten mit einem endlichen Zeitschritt 7 und der
damit verbundenen Ubertragung der Kopplung in die Schitzer fiir D® durch Ter-
me hoherer Ordnung in 7 begriindet war (siehe Diskussion im folgenden Unterkapitel
4.2.1.1). Nichtsdestotrotz war eine Identifizierung der Kopplung als eine Kopplung im
deterministischen Anteil der Dynamik — zumindest bei alleiniger Betrachtung der F-

und M-Kenngrofen — fiir den Bereich von Kopplungsstarken (0.2 < egl) < 1) moglich.

Bei einer unidirektionalen Kopplung von x5 in das erste Diagonalelement des stochas-
tischen Anteils der Bewegungsgleichung von x; (d.h. alle Kopplungsstéirken waren Null
aulfser 652), 2. Kopplungsschema) wurden qualitativ dhnliche Ergebnisse erzielt (Abbil-
dung 4.3 (b)). Die F- und K-Kenngrofen scheinen jedoch sensitiver auf eine Kopplung
im stochastischen Anteil zu reagieren, was darin begriindet sein diirfte, dass sich in
diesem Fall aufgrund der Betrachtung der quadrierten Inkremente die Kopplung deut-
licher bemerkbar macht. Dies lasst sich auch direkt im Zusammenhang zwischen den
Kramers-Moyal Koeffizienten und den Funktionen der Langevin Gleichung aus Glei-
chung (4.3) erkennen, da hier die Kopplung im stochastischen Anteil quadratisch in
den Diffusionskoeffizienten eingeht. Mit der Kenngrofe F® konnte ein Bereich von
Kopplungsstéirken von etwas weniger als 1.5 Grofienordnungen aufgelést werden, bevor
diese gegen einen Wert nahe Eins sédttigte. Des Weiteren war — zumindest bei allei-
niger Betrachtung der koeffizientenbasierten Kenngrofen F(12) und M3 — fiir den
gesamten hier betrachteten Bereich von Kopplungsstéarken eine klare Identifikation der
Kopplung als Kopplung im Diagonalelement des stochastischen Anteils der Dynamik
moglich, da F() und M@ innerhalb ihrer statistischen Schwankungen verschwanden

(siche hierzu auch die Diskussion im folgenden Unterkapitel 4.2.1.1).

Im Falle einer Mischung der beiden Rauschprozesse iiber die Nichtdiagonalelemente
der Rauschstiarkematrix (d.h. alle Kopplungsstirken waren Null aufer eg), 3. Kopp-
lungsschema) war eine klare Identifizierung der Art der Kopplung moglich (Abbildung
4.3 (c)), da alle KenngréRen aufer M) fiir den gesamten betrachteten Bereich der
Kopplungsstérke innerhalb ihrer Fehlergrenzen verschwanden. Anzumerken ist hierbei,

dass die Kenngrofe M2 geméf ihrer Definition nicht beschriinkt ist.
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Abbildung 4.4: Abhdingigkeit der Kenngrifen F(12), K12 und M@ von der Kopplungs-
stirke fiir fi(x1) = —axy und fo(xe) = xo(B—13). (a) bidirektionale Kopplung im determinis-

(1)

tischen Anteil mit festem ey’ = 0.7 und (b) bidirektionale Kopplung in den Diagonalelementen

des stochastischen Anteils mit festem eg) = 0.03. Die Symbole und Fehlerbalken entsprechen

den Mittelwerten und Standardabweichungen der Kenngrifien tber 100 Realisationen der je-
weiligen Prozesse. Die Zeitreithen enthielten N = 10000 Datenpunkte. Wahl der Parameter:

a=3,0=1, g11 =gee =0.1 fir (a) unda=0=0.1, g11 = gao = 0.1 fiir (b).

Neben unidirektionalen Kopplungen wurden auch bidirektionale Kopplungen sowohl im
deterministischen als auch im stochastischen Anteil der Dynamik betrachtet (1. und
2. Kopplungsschema). Fiir eine bidirektionale Kopplung der beiden Prozesskomponen-
ten im deterministischen Anteil der Bewegungsgleichungen (d.h. alle Kopplungsstéarken
waren Null aufer egl) und eél) , 1. Kopplungsschema) zeigt Abbildung 4.4 (a), dass die
Richtung der dominierenden Kopplung mit der Kenngréfe F(!) bestimmt werden konn-

te. Bei einem festen Wert von egl) = 0.7 nahm F() negative Werte fiir 6(11) < 0.7 und

positive Werte fiir egl) > 0.7 an. Wie aufgrund der Ergebnisse fiir die unidirektiona-
le Kopplung zu erwarten, zeigte die Kenngrofe K (1) eine vergleichbare Abhingigkeit,
wobei sie aber wie in Abbildung 4.3 (a) niedrigere Werte als F(!) annahm und fiir
egl) < 0.7 die Kopplung aufgrund der kleineren Sensitivitdt fiir schwache Kopplungen
nicht detektierte. Auch fiir eine bidirektionale Kopplung in den Diagonalelementen des
stochastischen Anteils (d.h. alle Kopplungsstiarken waren Null aufser e§2) und 6%2), 2.
Kopplungsschema) konnte die Richtung der dominierenden Kopplung identifiziert wer-
den (Abbildung 4.4 (b)), wobei die K-Kenngrofen die Kopplung wieder nur fiir den

Bereich 652) > eg) detektierten.

Wie bereits erwiahnt, wurden fiir die anderen moglichen Kombinationen der funktionel-
len Verldufe aus Abbildung 4.2 der Funktionen im deterministischen Anteil der Dyna-
mik fiir alle betrachteten Kopplungsschemata qualitativ dhnliche Abhéngigkeiten der

Kenngrofien von den Kopplungsstéirken gefunden.
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4.2.1.1 Auswirkungen des endlichen Zeitschrittes

Wird die Schitzung der Koeflizienten wie oben mit einem endlichen Zeitschritt = durch-
gefiihrt, konnen geméfs Kapitel 3.2.1 Terme hoherer Ordnung in 7 einen merklichen Ein-
fluss auf die so erhaltenen Schétzwerte haben. Insbesondere konnen iiber diese Terme
Kopplungen, die eigentlich nur im Driftvektor vorhanden sind, in die Schétzer fiir die
Eintrige des Diffusionskoeffizienten iibertragen werden (siche Gleichung (3.14)). Dies
gilt ebenfalls fiir Kopplungen in den Diagonalelementen des Diffusionskoeffizienten, die
sich so félschlicherweise im Schétzer des Driftvektors wiederfinden konnen (siehe Glei-
chung (3.16)). Um die Grofenordnung dieser moglichen Effekte einschéitzen zu konnen
wurden die Terme der Ordnung 7 fiir das allgemeine System aus Gleichung (4.16) fiir

den Fall g;; = const berechnet (siche Anhang B).

Im Falle einer unidirektionalen Kopplung der j-ten Prozesskomponente in die i-te Kom-

ponente des Drifts (d.h. alle Kopplungsstérken aufer eV sind Null, wie in Abbildung

%

4.3 (a) fiir ¢ = 1) ergibt sich fiir die Schétzer der Komponenten des Driftvektors

f)gl) = filzi)+ eil)xj
* % [(fi(wi) T Egl)xj) O, filwi) + egl)fj(ivj)] +0(m%)  (4.17a)
bj(l) - fj(mj) + g [fj(xj)accjfj(xj)] + O(Tz)7 (4.17b)

wobei i # j und ¢, € {1,2}. Fiir die geschétzten Diagonalelemente der Diffusionsma-

trix folgt in diesem Fall

~ 1 2
Dg) = 97;27; + T [2 (fl(mz) + egl)mj) —|—gi@x1fl(xz)] + (9(7'2) (4.18a)

~ 1
D) = g + 7 [2 (fj(wj))2+9§j8xjfj($j)] +0(r) (4.18D)
und fiir das Nichtdiagonalelement
~ T
DR =0+ o [(filw) +eVay) fitay) + Vg3 ] + 06 (4.19)

Wie sich anhand der Gleichung (4.17a) erkennen ldsst, wird der Einfluss von z; auf
die i-te Driftkomponente durch den Term der Ordnung O(7) verstérkt, da dieser Aus-
driicke mit z; enthélt. Der Term der Ordnung O(7), der in der j-ten Komponente des
geschétzten Driftvektors in Gleichung (4.17b) auftritt, ist hingegen keine Funktion von
xi. Insgesamt sollte durch die Verwendung eines endlichen Zeitschrittes eine Detek-
tion einer Kopplung im Drift mit der Kenngrofe F(1) also sogar begiinstigt werden.

Im Schétzer des i-ten Diagonalelements der Diffusionsmatrix in Gleichung (4.18a) tritt
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die Komponente z; im Term der Ordnung O(7) sogar quadratisch mit der Kopplungs-
1)

stirke ¢,/ auf, wohingegen in ﬁﬁ) in Gleichung (4.18b) bis zur Ordnung O(7) keine
Abhéngigkeit von x; vorhanden ist. Hiermit wird klar, warum die Kopplung im Drift —
wenn auch durch den Faktor 7 < 1 erst bei groferen Kopplungsstérken — félschlicher-
weise auch von der Kenngrohe F(?) detektiert wurde (siche Abbildung 4.3 (a)). Auch
das Ansprechen der Kenngrofe M2 kann durch die Ubertragung der Kopplung durch
den Term der Ordnung O(7) in den Schétzer fiir ﬁg) erklart werden (siehe Gleichung

(4.19)).

Im Falle einer Kopplung in den Diagonalelementen der Diffusionsmatrix (d.h. alle Kopp-
lungsstérken aufer ¢ sind Null, wie in Abbildung 4.3 (b) mit ¢ = 1) ergibt sich fiir

i

die Schéatzer der Komponenten des Driftvektors
DY = filw)
2
2 | @) n fiw) + (g + €P;) 00,0, f,-(xi)] +0(r?) (4.200)
A T
DY = fi(ay)+ o 1530, £5(25) + 950,00, fi(25)] + O(7%),  (4.20b)

wobei wieder ¢ # j und 7,5 € {1,2} gilt. Fiir die geschitzten Diagonalelemente der

Diffusionsmatrix folgt in diesem Fall
5(2) @, ) 1 2 @, )
D’ = (gii +¢ $j) + 7|5 (fiwi)” + (gn' +e 96]') Oz, fi(i)
2
2
+ EEQ)fj(xj) <gu‘ + e%j) + <€§2)gjj) } + O(t?)  (4.21a)
. 1
DY = 7|5 () + g0, S| + O (1.210)
und fiir das Nichtdiagonalelement
- T
D =0+ S filw)fila) + O(). (4.22)

Auch im Falle der Kopplung der j-ten Prozesskomponente in das i-te Diagonalelement

der Diffusionsmatrix kommt es durch den Term der Ordnung O(7) in Gleichung (4.21a)
(2)
i

O(7) nicht von der Komponente z; beeinflusst wird (siehe Gleichung (4.21b)). Eine De-
tektion der Kopplung mit der Kenngrofe F(2) sollte also analog zum Falle der Kopplung

zu einer Verstdrkung des Einflusses von x; auf D wohingegen ]_A)](i) bis zur Ordnung

im Drift durch die Verwendung eines endlichen Zeitschrittes bei der Schitzung der Ko-
effizienten erleichtert werden. Ob es zu einer Ubertragung der Kopplung in den Schétzer

fiir den Driftvektor kommt, héngt in diesem Fall vom funktionellen Verlauf der i-ten
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Komponente des Driftvektors ab, da der Term in Gleichung (4.20a), der die Kompo-
nente x; enthélt, nur dann ungleich Null wird, falls 0,,0,, fi(x;) # 0 gilt. Bei dem fiir
Abbildung 4.3 (b) betrachteten System wurde die zweite Komponente x3 in das erste
Diagonalelement der Diffusionsmatrix eingekoppelt (d.h., alle Kopplungsstarken aufer
6§2) waren Null). Da hier die Funktion fi(z1) = —ax; linear in x; war, kam es nicht
zu einer solchen Ubertragung der Kopplung, weshalb die Kenngrofe F(!) die Kopplung
nicht detektierte. Wird hingegen fiir das selbe System die Komponente z; in das zweite
Diagonalelement der Diffusionsmatrix eingekoppelt (d.h., alle Kopplungsstarken aufer
eg) sind Null), so lisst sich aufgrund von 0y,0,, (f2(22)) = 04,04, (22(8 — 23)) # 0
auch hier eine Ubertragung der Kopplung in den Driftvektor beobachten, der durch die
Kenngrofe FM) ab einer Kopplungsstéarke von etwa 652) = 1 detektiert wird (sieche Ab-
bildung 4.5 (b)). Fiir die Abbildung 4.5 wurde das gleiche System wie fiir Abbildung 4.3
betrachtet, nur das hier zur Verdeutlichung des Effektes das Abtastintervall der Zeitrei-
he um einen Faktor 10 auf At = 0.1 erhéht wurde. Die interne Integrationsschrittweite
wurde bei At;,; = 0.001 belassen. In Abbildung 4.5 (a) ist zum Vergleich noch ein-
mal der Fall der Kopplung des nichtlinearen Prozesses in den linearen Prozess gezeigt,
wobei auch hier das grofere Abtastintervall von At = 0.1 fiir die Analyse verwendet
wurde. Wie zu erwarten war, ist auch bei Verwendung des groferen Abtastintervalls

kein Ubertrag der Kopplung in den Driftvektor erkennbar. Die Kenngroke M2 zeigt
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bei einer Kopplung in den Diagonalelementen der Diffusionsmatrix — wie aufgrund
von Gleichung (4.22) erwartet — keine Abhéngigkeit von der Kopplungsstirke (siehe
Abbildung 4.3 (b) und 4.5 (a) und (b)).

Im Falle einer Mischung der Rauschprozesse (d.h. alle Kopplungsstéarken aufser 6522) sind
Null, wie in Abbildung 4.3 (c)) ergibt sich schlieflich fiir die Schétzer der Komponenten

des Driftvektors

f)§” = filx;) + % {fi(fl‘z')axifi(fﬂi) + [gi + (6?2)912)2} 81‘i8xifi(‘ri)} (4.23)
+ O(2).

Fiir die Diagonalelemente des geschétzten Diffusionskoeffizienten folgt

R 2 1 2
DY = gt (o) + 7 {5 A + g+ (Do) | ot } (120

+0(7?),
und fiir das Nichtdiagonalelement

f)%) = 6§22)912 (911 + g22) (4.25)
+ % [fl(ﬂfl)f2(ﬂf2) + D g2 (911 + g22) (B f1 (1) + 3z2f2(902))]
+ O(Tg).

Anhand der Gleichungen (4.23) und (4.24) lésst sich erkennen, dass im Falle einer Mi-
schung der Rauschprozesse iiber ein nicht verschwindendes Nichtdiagonalelement der
Diffusionsmatrix die Terme der Ordnung O(7) weder im Schétzer der i-ten Komponente
des Driftvektors noch im Schétzer des i-ten Diagonalelements der Diffusionsmatrix eine
Abhéngigkeit von der Prozesskomponente x; aufweisen. Damit kann es mit den Kenn-
groken F() und F@ nicht zu einer filschlichen Identifikation einer Kopplungen iiber
eg) als Kopplung im Drift- oder in den Diagonalelementen des Diffusionskoeffizienten

kommen.

Abschliefsend l&sst sich also feststellen, dass bei Verwendung eines endlichen Zeitschrit-
tes T zur Schitzung der Fokker-Planck Koeffizienten eine eindeutige Klassifizierung von
Kopplungen geméft der drei zu Beginn von Kapitel 4.1 beschriebenen Kopplungsmog-
lichkeiten mit Hilfe der Kenngrofen F( | F2) und M®) problematisch sein kann. Ob
eine solche Klassifikation moglich ist, hdngt zum einen von der Groéfe des verwende-
ten Zeitschrittes und der Stérke der Kopplung ab. Zum anderen haben aber auch die
funktionellen Verldufe der einzelnen Eintrédge des Drift- und des Diffusionskoeffizien-

ten einen Einfluss auf die Stérke einer eventuellen Ubertragung der Kopplung auf die
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Schétzer der einzelnen Koeffizienten. Bei der Analyse realer unbekannter Systeme sind
diese funktionellen Verldufe jedoch nicht bekannt, weshalb die Interpretation der Fr-
gebnisse einer solchen Analyse im Hinblick auf die Kopplungsart schwierig sein kann.
Eine Interpretation im Hinblick auf eine detektierte Kopplungsrichtung ist aber auf je-
den Fall zuléssig, da es durch die oben berechneten Terme héherer Ordnung in 7 nicht
zu einer Umkehrung der Kopplungsrichtung zwischen den beiden Prozesskomponenten

kommen kann.

4.2.1.2 Einfluss algorithmischer Parameter

Bei der Berechnung der Kenngréfsen miissen Werte fiir einige Parameter geeignet ge-
wahlt werden. Diese sind: die Anzahl N der Datenpunkte je Zeitreihe, die Anzahl B
der Bins pro Dimension fiir die Diskretisierung des Zustandsraumes und der Parameter
L, der eine Untergrenze der Binbesetzung fiir die Beriicksichtigung eines Bins bei der

Berechnung der Kenngrofsen festlegt.

Allgemein ist zu erwarten, dass die Leistungsfahigkeit der Kenngrofen bei der Detektion
von Kopplungen von der Qualitat der Schatzung der Kramers-Moyal Koeffizienten bzw.
der Inkrementverteilungen abhéngt. Hierbei sind vor allem zwei Aspekte von Relevanz.
Einerseits miissen die einzelnen Bins der Diskretisierung ausreichend besetzt sein, um
verléssliche Schatzwerte fiir die Berechnung der Kenngréfien zu erhalten. Dies kann da-
durch erreicht werden, dass die Gesamtzahl der zur Verfiigung stehenden Datenpunkte
N grofs ist. Diese N Datenpunkte verteilen sich geméf der stationdren Verteilung des
Prozesses auf die einzelnen Bins. Bei der Analyse experimenteller Daten kann N meist
nicht frei gewéhlt werden, so dass fiir eine Erh6hung der Binbesetzung nur die Moglich-
keit bleibt, die einzelnen Bins zu vergrofern (d.h. bei einem dquidistanten Binning mit
einer festen Anzahl von Bins pro Dimension, die Anzahl B der Bins zu verringern). Dies
wirkt sich aber negativ auf den zweiten relevanten Faktor aus, ndmlich auf die Auflo-
sung im Zustandsraum mit der die Koeffizienten bzw. Verteilungen geschétzt werden.
Ist diese Auflésung zu gering, kann eine nicht konstante funktionelle Abhéngigkeit in
einer bestimmten Richtung des Zustandsraumes gegebenenfalls nicht mehr detektiert
werden. Fiir den Parameter B ist somit zu erwarten, dass ein optimaler Wert existiert,
der bei noch ausreichender Auflésung eine moglichst gute Statistik in den einzelnen
Bins garantiert. Es ist davon auszugehen, dass der minimale Wert von B, der eine noch
ausreichende Auflésung des funktionellen Verlaufs der eingekoppelten Prozesskompo-
nente liefert, vom jeweils betrachteten System abhéngig ist. Der Parameter L regelt,
welche Bins bei der Berechnung der Kenngroéfien berticksichtigt werden. Ist beispielswei-

se die stationdre Verteilung des Prozesses derart, dass der Hauptteil der Datenpunkte
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Abbildung 4.6: Abhingigkeit der Kenngrifien FV (a) und KM (b) von den Parametern
B und L fiir ein System mit fi(z1) = —0.121, fo(w2) = 22(0.1 — 23), g11 = g2z = 0.1
und g12 = 0.01 bei unidirektionaler Kopplung im Drift (alle Kopplungsstirken waren Null au-

Ber egl)). Links: Abhdngigkeit der Kenngrdflen von der Kopplungsstirke fir festes L = 100
und verschiedene Werte von B. Symbole und Fehlerbalken entsprechen den Mittelwerten und
Standardabweichungen der KenngrofSen diber 100 Realisationen mit N = 10000 Datenpunkten.

Mitte und rechts: Farbkodierte Mittelwerte und Standardabweichungen fiir festes egl) =2 in Ab-
hdngigkeit von B und L. Falls eine Berechnung der Kenngrofien fir ein Wertepaar (B, L) nicht
maglich war, wurden ihre Mittelwerte und Standardabweichungen jeweils auf den Maximalwert
der Skala gesetzt.

in der Nahe des Zentrums des Zustandsraumes konzentriert ist, so konnen bei zu klein
gewahltem L viele Bins aus den Randbereichen des Zustandsraumes in die Berechnung
mit eingehen, in denen keine sinnvolle Schéatzung mdoglich ist. Wird L zu grofs gewahlt,
so stehen eventuell nicht gentigend Bins zur Verfiigung, um die durch Interdependenzen
hervorgerufenen Strukturen auflésen zu konnen. Es ist also auch beim Parameter L da-
von auszugehen, dass ein optimaler Wert existiert, der von der stationéren Verteilung

und somit vom jeweils betrachteten Prozess abhéngt.

Diese vermuteten Abhéangigkeiten der Kenngrofsen von den Parametern B und L liefsen
sich mit Hilfe der verschiedenen durch Gleichung (4.16) beschriebenen Systeme nume-
risch bestétigen. Dazu wurden bei der Berechnung der Kenngrofen die Parameter B

und L in bestimmten Bereichen variiert und das Verhalten der Kenngréfsen untersucht.
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Fiir den im Folgenden beispielhaft dargestellten Fall von N = 10000 Datenpunkten
pro Zeitreihe wurde die Anzahl der Bins pro Dimension zwischen B = 2 und B = 20 in
Schritten von AB = 1 und der Parameter L zwischen L = 0 und L = 500 in Schritten
von AL = 10 variiert. In Abbildung 4.6 ist beispielhaft die Abhéngigkeit der Kenn-
groken M und KM von den Parametern B und L im Falle einer unidirektionalen
Kopplung von xs in die erste Driftkomponente fiir ein System mit fi(z1) = —0.1z
und fo(ze) = x2(0.1 — 23) dargestellt. Zunichst lieR sich feststellen, dass fiir festes
L die Sensitivitéit fiir schwache Kopplungen von F(!) wie auch von K() mit kleiner
werdender Anzahl an Bins B zunahm (siehe linke Spalte der Abbildung 4.6). Dieses
Verhalten spiegelte sich auch bei einer gemeinsamen Betrachtung der Abhéngigkeiten
der Kenngrofen von beiden Parametern B und L fiir einen festen Wert der Kopplungs-
starke wider (mittlere und rechte Spalte der Abbildung 4.6). Der betrachtete feste Wert
der Kopplungsstérke von egl) = 2 wurde hierbei aus einem Bereich mittlerer Kopplungs-
starken gewéhlt, in dem eine Detektion der Kopplung mit beiden Kenngréfen moéglich
war, die KenngroRen aber noch nicht im Bereich der Sittigung waren. F(!) nahm bei
B = 4 Bins seinen maximalen Wert an, welcher nur eine schwache Abhéngigkeit von
der Wahl des Parameters L zeigte, solange L > 10 war. Dies kénnte darin begriindet
sein, dass bei B = 4 Bins der beste Kompromiss zwischen einer Auflésung des eingekop-
pelten Prozesses und einer ausreichenden Statistik in den einzelnen Bins vorlag. Auch
bei Einkopplung der anderen beiden Prozesse aus Abbildung 4.2 (fa(z2) = —axs und
fa(xa) = sin(axe) — x3) sowie bei groReren Anzahlen an Datenpunkten pro Zeitrei-
he wurde bei fester Kopplungsstirke der maximale Wert von F®) bei B = 4 Bins
angenommen. Die statistische Streuung der Werte von F(1) iiber die verschiedenen
Realisationen war fiir einen relativ grofen Bereich von Werten von B und L um das
Wertepaar (B = 5,L = 100) am geringsten (siehe rechte Spalte von Abbildung 4.6
(a)). Fiir grofere Werte von B stieg die Streuung von F() stark mit wachsendem L an,
was darin begriindet sein diirfte, dass die Anzahl an Bins, die mehr als L-mal von der
Trajektorie getroffen wurden, fiir grofte L fiir eine verléssliche Detektion der Kopplung
nicht mehr ausreichte. Falls eine Berechnung der Kenngrofien aufgrund zu schwacher
Besetzung der Bins nicht fiir alle 100 Realisationen moglich war, wurden die Werte der
Kenngrofen in dieser und allen folgenden Abbildungen zur Untersuchung der Parame-
terabhéngigkeit der Deutlichkeit halber jeweils auf den Maximalwert der dargestellten
Skala gesetzt. Die Kenngrofe K1) zeigte hingegen ihren groften Wert und die geringste
statistische Schwankung bei der kleinsten moglichen Anzahl an Bins B = 2 und eine
schwache Abhéngigkeit vom Parameter L wurde erst fiir B > 2 sichtbar. Weiterhin zeig-
te K eine stiirkere Abhéngigkeit von der Anzahl an Bins, was sich in dem schnellen
Abfall mit wachsendem B widerspiegelte. Eine mogliche Erklarung fiir dieses Verhal-

ten konnte sein, dass in die Berechnung der K-Kenngréfsen nur Kolmogorov-Smirnov
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Absténde zwischen Inkrementverteilungen in benachbarten Bins eingehen (falls diese
jeweils mehr als L-mal von der Trajektorie getroffen wurden). Diese Verteilungen sind
bei der Verwendung von nur zwei Bins wahrscheinlich maximal unterschiedlich, da die
Mittelpunkte der Bins den grofstmoglichen Abstand voneinander haben. Die in Abbil-
dung 4.6 nicht dargestellten Kenngrofen F?) und K2 zeigten im hier betrachteten
Fall einer Kopplung im deterministischen Anteil der Dynamik qualitativ vergleichbare
Abhéngigkeiten von B und L wie F(!) und K1), wobei die angenommenen Werte bei-
der Grofen — wie nach den in Abbildung 4.3 gezeigten Ergebnissen zu erwarten war
— niedriger waren. Die hier ebenfalls nicht gezeigte Grofe M) verschwand wunsch-
gemafs mit einer sehr geringen statistischen Streuung von weniger als o (M (2)) ~ 0.05
fiir einen groften Bereich der Parameter solange L > 10 und B und L nicht gemeinsam

zu groft gewahlt wurden.

Im Falle einer Kopplung von zs in das erste Diagonalelement der Diffusion ergaben
sich vergleichbare Abhéngigkeiten der Kenngrofen von den Parametern B und L wie
im vorher betrachteten Fall der Kopplung im Drift. In Abbildung 4.7 sind fiir diesen
Fall die Abhéngigkeiten fir £ und K gezeigt. Bei Betrachtung einer mittleren
festen Kopplungsstirke von ¢ = 0.1 war das Maximum von F @) fiir B = 4 Bins
allerdings weniger deutlich ausgeprigt, als jenes von F'(!) im Falle der Kopplung im Drift
(vergleiche Abbildung 4.6). Wie nach den in Abbildungen 4.3 gezeigten Ergebnissen zu
erwarten war, nahmen die hier nicht gezeigten Kenngrofken F(M) und M@ innerhalb
ihrer statistischen Schwankungen einen Wert von Null an, es sei denn B und L wurden
gemeinsam zu grof fiir eine verlissliche Schitzung der Koeffizienten gewéhlt. K1) zeigte
auch hier wieder eine dhnliche Abhingigkeit von den Parametern wie K2, wobei es

aber geringere absolute Werte annahm.

Im Falle einer Mischung der Rauschprozesse iiber das Nichtdiagonalelement der Dif-
fusion zeigte sich, dass die Sensitivitit der Kenngrofe M) fiir kleine Kopplungen im
Gegensatz zu den F- und K-Kenngrofen bei den anderen beiden Arten der Kopplung
fiir festes L nicht von der Anzahl der Bins abhing (sieche Abbildung 4.8 links). Auch bei
gemeinsamer Variation von beiden Parametern fiir eine feste Kopplungsstéirke zeigten
sich nur schwache Abhéngigkeiten von diesen (siehe Abbildung 4.8 Mitte und rechts).
Solange B > 3, L > 10 und beide Parameter nicht gemeinsam zu grofs gewéhlt wurden,
ergab sich mit einer kleinen statistischen Schwankung von unter o (M (2)) ~ 0.1 der
Wert M@ ~ 1.4. Dieses Verhalten kénnte darin begriindet sein, dass im Gegensatz zu
den anderen Kopplungsarten fiir die Detektion der Kopplung im Falle einer Mischung
der Rauschprozesse keine rdumliche Auflésung eines eingekoppelten Prozesses nétig ist.
Es wird lediglich betrachtet, ob das geschétzte Nichtdiagonalelement verschieden von

Null ist. Die in Abbildung 4.8 nicht dargestellten Kenngréfsen zeigten im hier betrach-
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Abbildung 4.7: Abhingigkeit der Kenngrifen F?) (a) und K® (b) von den Parametern B
und L fiir das selbe System wie in Abbildung 4.6 bei unidirektionaler Kopplung in den Diago-
nalelementen der Diffusion (alle Kopplungsstirken waren Null aufler 6&2)), Links: Abhdangigkeit
der Kenngrifien von der Kopplungsstirke fir festes L = 100 und verschiedene Werte von B.
Symbole und Fehlerbalken entsprechen den Mittelwerten und Standardabweichungen der Kenn-
grofSen dber 100 Realisationen mit N = 10000 Datenpunkten. Mitte und rechts: Farbkodierte
Mittelwerte und Standardabweichungen fir festes 652) = 0.1 in Abhdngigkeit von B und L.
Falls eine Berechnung der Kenngriflen fir ein Wertepaar (B, L) nicht méglich war, wurden
thre Mittelwerte und Standardabweichungen jeweils auf den Maximalwert der Skala gesetzt.

teten Fall einer Mischung der Rauschprozesse das gleiche Verhalten wie im weiter unten

behandelten Falle keiner Kopplung (siehe Abbildung 4.9 und Erlduterungen dazu).

Bei allen Kenngrofen bis auf M2 lasst sich also iiber die Wahl der Anzahl der Bins
und entsprechend angepasster Wahl des Parameters L in gewissen Grenzen der Bereich
von Kopplungsstéirken festlegen, der durch die jeweiligen Kenngrofien aufgelost werden
kann. Fir kleinere B ist eine Detektion kleinerer Kopplungen moglich, wobei in diesem

Falle die Kenngrofsen auch frither gegen ihren maximalen Wert séttigen.

Um eine félschliche Detektion eigentlich nicht vorhandener Kopplungen zu vermeiden,
ist ebenfalls von Interesse, bei welcher Wahl der Parameter im Falle keiner Kopplung die
Kenngrofen am verlésslichsten den gewiinschten Wert Null annehmen. Abbildung 4.9

zeigt fiir diesen Fall wieder beispielhaft die Mittelwerte sowie die Standardabweichun-
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Abbildung 4.8: Abhingigkeit der Kenngrofie M2 wvon den Parametern B und L fir das
selbe System wie in Abbildung 4.6 bei einer Mischung der Rauschprozesse (alle Kopplungsstdir-

ken waren Null aufer 6522)). Links: Abhingigkeit von M3 von der Kopplungsstirke fiir festes
L = 100 und verschiedene Werte von B. Links: Symbole und Fehlerbalken entsprechen den
Mittelwerten und Standardabweichungen von M3 iiber 100 Realisationen mit N = 10000 Da-

tenpunkten. Mitte und rechts: Farbkodierte Mittelwerte und Standardabweichungen fiir festes

eg) = 2 in Abhdngigkeit von B und L. Falls eine Berechnung der Kenngrdfle fiir ein Wertepaar

(B, L) nicht moglich war, wurde ihr Mittelwert und ihre Standardabweichung jeweils auf den
Mazximalwert der Skala gesetzt.

gen der Kenngrofen iiber 100 Realisationen mit je NV = 10000 Datenpunkten des auch
vorher betrachteten Systems mit f(x1) = —0.1z1 und fo(z2) = 22(0.1 — 23). Zuniichst
lasst sich erkennen, dass falls die Anzahl der Bins B und der Parameter L gemeinsam
zu grofs gewahlt wurden, eine Berechnung der Kenngréften aufgrund zu schwacher Be-
setzung der Bins nicht moglich war. Fiir kleinere Werte von B und L gab es jedoch
fiir alle Kenngrofsen grofte Bereiche, in denen ihre Werte unabhéngig von der Wahl
von B und L verschwanden (siehe Mittelwerte in der linken Spalte der Abbildung 4.9).
Deutlichere Abhingigkeiten von B und L ergaben sich fiir die statistischen Streuungen
der Kenngrofsen, die in der rechten Spalte der Abbildung dargestellt sind. So nahm
beispielsweise die Unsicherheit aller Kenngrofen auier M) mit kleiner werdender An-
zahl an Bins zu, so dass B in diesem Fall nicht kleiner als etwa B = 6 gewahlt werden
sollte. Fiir diese Anzahl von Bins ergaben sich die niedrigsten Standardabweichungen
der F- und K-Kenngrofen fiir einen Bereich des Parameters L zwischen 10 und 200.
Diese Wahl liefert auch bei M) akzeptable Werte.

Bei Verwendung einer groferen Anzahl von Datenpunkten N pro Zeitreihe zeigten sich
in allen oben betrachteten Fillen qualitativ vergleichbare Abhéngigkeiten der Kenngro-
fen von den Parametern B und L, wobei sich der Bereich, in dem eine Berechnung der
Kenngrofien nicht moglich war, aufgrund der besseren Statistik hin zu groferen Werten
von B und L verschob. In Abbildung 4.10 sind die Verldufe der einzelnen Kenngrofen

mit der Kopplungsstérke fiir verschiedene Anzahlen an Datenpunkten N pro Zeitreihe
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Abbildung 4.9: Mittelwerte (links) und Standardabweichungen (rechts) der Kenngréfien
F12) K12 ynd M) gber 100 Realisationen mit N = 10000 Datenpunkten fir das selbe
System wie in Abbildung 4.6 in Abhdngigkeit von den Parametern B und L fiir den Fall kei-
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Abbildung 4.10: Abhdngigkeiten von der Kopplungsstirke fir F und K im Falle ei-
ner Kopplung im Drift (linke Spalte), fiir F® ynd K@ im Falle einer Kopplung im ersten
Diagonalelement der Diffusion (mittlere Spalte) und fir M®) im Falle einer Mischung der
Rauschprozesse (rechts) fir verschiedene Anzahlen von Datenpunkten N pro Zeitreihe und
festes B =10 und L = 100. Symbole und Fehlerbalken entsprechen Mittelwerten und Standard-
abweichungen tiber 100 Realisationen fiir das selbe System wie in Abbildung 4.6.

fiir festes B = 10 und L = 100 gezeigt. Hierbei wurde fiir F(!) und K der Fall einer
unidirektionalen Kopplung im Drift, fiir F 2 und K@ der Fall einer Kopplung im ersten
Diagonalelement der Diffusion und fiir M) der Fall einer Mischung der beiden Rausch-
prozesse iiber das Nichtdiagonalelement der Rauschstérkematrix dargestellt. Allgemein
lasst sich feststellen, dass die Schétzung der Koeflizienten beziechungsweise der Vertei-
lungen erwartungsgeméfs mit zunehmendem N verlésslicher wurde, was sich in einer
geringeren statistischen Streuung aller Kenngrofien {iber die verschiedenen Realisatio-
nen der jeweiligen Prozesse duflerte. Zudem nahm bei allen asymmetrischen Kenngro-
fsen die Sensitivitat fiir kleine Kopplungen mit wachsender Anzahl an Datenpunkten
zu, was wiederum darin begriindet sein diirfte, dass der Einfluss der eingekoppelten

Prozesskomponente bei besserer Statistik besser aufgelost werden konnte.

4.2.1.3 Einfluss von Messrauschen

Da alle experimentell gewonnenen Zeitreihen zwangslaufig mit mehr oder weniger star-

kem Messrauschen verunreinigt sind, war es notig, die Robustheit der Kenngréfen
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gegeniiber diesem Storeinfluss zu untersuchen. Messrauschen wirkt im Gegensatz zu
dynamischem Rauschen nicht auf die Dynamik des Prozesses ein, sondern wird den
Zeitreihen durch den Messprozess iiberlagert. Um diese Situation zu simulieren, wurden
wieder Zeitreihen durch Integration eines Systems nach Gleichung (4.16) mit fi(z1) =
—0.1z1 und fo(z2) = 72(0.1 — x3) erzeugt, welchen anschlieRend gaufiverteiltes weifies
Rauschen additiv iiberlagert wurde. Die Kenngrofen wurden also fiir die Zeitreihen
Yi(t) = x;(t) + o%&;(t) berechnet, wobei 07¢;(t) das externe Messrauschen bezeichnet,
fiir welches (&;(t)) = 0 und (&(¢)&;(t)) = 0i;0(t — t') galt. Die Stérke des Rauschens
wurde iiber das Rausch-zu-Signal Verhéltnis NSR eingestellt, welches sich berechnet

als das Verhéltnis der Standardabweichungen des Rauschens und der Zeitreihen

R R
oy 09

o(x1)  o(x2)

NSR = (4.26)
wobei o (z;) die Standardabweichung der unverrauschten Zeitreihe x; bezeichnet und
fiir beide Zeitreihen jeweils das selbe NS R gewéhlt wurde. Die Untersuchungen wurden

wieder mit N = 10000 Datenpunkten pro Zeitreihe durchgefiihrt.

Nach den Ausfithrungen in Kapitel 3.2.3 war zu erwarten, dass die Stérke des Ein-
flusses von Messrauschen bei Verwendung eines endlichen Zeitschrittes zur Schatzung
der Fokker-Planck Koeffizienten stark von der Grofe dieses Zeitschrittes abhidngt. Wie
dort gezeigt wurde, divergieren die mit festem 7 geschitzten Werte der Koeffizienten
bei Vorhandensein von Messrauschen fiir 7 — 0 proportional zu 1/7. Dies lasst sich
anschaulich dadurch verstehen, dass bei Verwendung eines kleineren Zeitschrittes die
Inkremente x;(t +7) — z;(t) im Schnitt ebenfalls kleiner werden, womit der Einfluss des
Messrauschen, dessen Grofse aufgrund der d-Korreliertheit unabhéngig vom Zeitschritt
ist, zunimmt. In Abbildung 4.11 wurden daher die Abhéngigkeiten der einzelnen Kenn-
grofen vom verwendeten N SR fiir verschiedene Analysezeitschritte 7 dargestellt, wobei
7 in Einheiten des Abtastintervalls At = 0.01 angegeben wurde. Da die Verwendung
eines endlichen Zeitschrittes auch im unverrauschten Fall (also bei NSR = 0) einen
Einfluss auf die Werte der Kenngrofsen hat, wurden diese in Abbildung 4.11 absolut
und nicht relativ zu ihrem Wert fiir NSR = 0 dargestellt.

Bei allen drei betrachteten Kopplungsarten war die Abhéngigkeit der Ergebnisse vom
Analysezeitschritt deutlich zu erkennen. Bei einer Kopplung in der ersten Driftkompo-
nente beispielsweise fiel der Wert der Kenngroke () bei Verwendung eines Zeitschrittes
von 7 = 1At schon bei einem NSR von ungefahr 1.5% auf die Hélfte des Wertes im
unverrauschten Fall mit NSR = 0 (Abbildung 4.11 linke Spalte). Bei 7 = 10At war
dies erst bei einem NSR von 5% der Fall. Weiterhin lieR sich erkennen, dass die K-

Kenngrofien deutlich weniger robust gegeniiber Messrauschen zu sein scheinen als die
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Abbildung 4.11: Abhdngigkeiten der Kenngrdfien vom Rausch-zu-Signal Verhdltnis NSR bei
Verwendung verschiedener Analysezeitschritte T (in Finheiten des Abtastintervalls At) fiir:

Kopplung im Drift mit e(l) =5 (linke Spalte), Kopplung im ersten Diagonalelement der Dif-

usion mit €2 = 0.2 (mittlere Spalte) und Mischung der Rauschprozesse mit 2 = 3 (rechte
1 12

Spalte) fiir das selbe System wie in Abbildung 4.6. Symbole und Fehlerbalken entsprechen Mit-
telwerten und Standardabweichungen iber 100 Realisationen mit je N = 10000 Datenpunkten
bei Verwendung von B = 10 und L = 100 fiir die Berechnung der Kenngrifien.
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koeffizientenbasierten Kenngrofen F(12) und M 3. K1) beispielsweise fiel fiir 7 = 1At
schon bei einem NSR von ungefahr 1% auf die Halfte des Wertes im unverrausch-
ten Fall. Eine Kopplung in den Diagonalelementen der Diffusion wurde mit Hilfe der
Kenngrofen bei Vorhandensein von Messrauschen generell robuster detektiert (Abbil-
dung 4.11 mittlere Spalte), was sich in den langsameren Abfillen der Kenngrofen mit
steigendem NSR widerspiegelte. Fiir 7 = 1At fiel F?) bei einem NSR von 6% auf die
Hilfte des unverrauschten Wertes und fiir 7 = 10At sogar erst bei einem NSR von
17%. Die K-Kenngrofen waren auch in diesem Fall wieder weniger robust gegeniiber
Messrauschen als die F-Kenngrofsen. Die starkste Abhéngigkeit vom Analysezeitschritt
T zeigte die Kenngroke M) im Falle einer Kopplung iiber das Nichtdiagonalelement
der Diffusion (Abbildung 4.11 rechte Spalte). Wahrend sie fiir 7 = 1At schon bei einem
NSR von etwa 3% um die Hélfte abfiel, geschah dies fiir 7 = 10At erst bei einem NSR
von ungefihr 20%.

Nicht nur in Bezug auf die Robustheit gegeniiber Messrauschen gibt die Abbildung
4.11 Aufschluss {iber den Einfluss des Analysezeitschrittes. Bei Betrachtung der Werte
der Kenngrofsen fiir das Rausch-zu-Signal Verhéltnis von NSR = 0 spiegeln sich die
Einfliisse der zuvor diskutierten Terme hoherer Ordnung in 7 (siehe Seite 43 und folgen-
de, Gleichungen (4.18) bis (4.25)) wider. Im Falle einer Kopplung im Drift (Abbildung
4.11 linke Spalte) wurde diese durch die Terme der Ordnung 7 auch in die Schétzer der
Elemente des Diffusionskoeffizienten {ibertragen, weswegen die Kopplung auch von den
KenngroRen F? und M detektiert wurde. Diese Ubertragung wurde mit wachsen-
dem 7 immer stirker, weswegen die Werte von F'®) wie auch von M® fir NSR = 0
mit steigendem 7 anwuchsen. Im Gegensatz zum Diffusionskoeffizienten (Gleichung
(4.18a)) enthielten die Terme der Ordnung 7 im Falle des Driftkoeffizienten (Gleichung
(4.17a)) die Kopplung nicht quadratisch sondern nur linear und zudem durch einen
Faktor 0y, fi(z;) (fiir das spezielle hier betrachtete System ist 0y, fi(z;) = —0.1) abge-
schwiicht, weshalb die Abhéngigkeit von 7 fiir eine Detektion durch die Kenngroge F()
nicht ausreichte. Die Werte von F(!) waren daher fiir die verschiedenen Werte von 7 bei
NSR = 0in Abbildung 4.11 nicht unterscheidbar. Im Falle einer Kopplung in das erste
Diagonalelement der Diffusion gab es beim hier betrachteten System keine Ubertragung
der Kopplung in den Schétzer fiir den Driftvektor (die Kenngrofe F (1) detektierte die
Kopplung nicht, Abbildung 4.11 mittlere Spalte). Die Kenngrofe F () zeigte in diesem
Fall fir NSR = 0 im Gegensatz zum Fall der Kopplung im Drift einen Abfall mit
steigendem 7, was darin begriindet war, dass der Term der Ordnung 7 in Gleichung
(4.21a), der quadratisch in der Kopplung ist, durch den Faktor 0y, fi(z;) = —0.1 mit
negativem Vorzeichen in den Schéitzer einging und somit die Auswirkung der Kopplung

abschwichte. Das gleiche Verhalten lief sich fiir die Kenngrofe M) im Falle einer
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Mischung der Rauschprozesse durch eine Kopplung iiber das Nichtdiagonalelement der
Diffusion beobachten (Abbildung 4.11 rechte Spalte und Gleichung (4.25)).

Zusammenfassend lasst sich also feststellen, dass iiber die Robustheit der hier vorge-
schlagenen Methode zur Messung von Interdependenzen gegeniiber Messrauschen keine
allgemeinen Aussagen getroffen werden konnen. Wie stark sich eventuell vorhandenes
Messrauschen auf eine Detektion von Kopplungen auswirkt, hingt — zumindest bei
der hier verwendeten Schitzung der Koeflizienten mit einem endlichen Zeitschritt —

entscheidend von der Grofie dieses Zeitschrittes ab.

4.2.2 Hoherdimensionale deterministische und stochastische Systeme

In diesem Kapitel werden Ergebnisse einer Anwendung des in Kapitel 4.1 eingefiihrten
Verfahrens auf hoherdimensionale deterministische und stochastische Systeme présen-
tiert, fiir die die Annahme einer Beschreibbarkeit durch eine zweidimensionale Fokker-
Planck Gleichung verletzt ist. Diese Untersuchung ist wichtig im Hinblick auf die In-
terpretierbarkeit von Ergebnissen, die bei einer Berechnung der Interdependenzkenn-
grofken fiir experimentell gewonnene Zeitreihen von Systemen mit unbekannter Dy-
namik erhalten werden. Fiir die im Folgenden prisentierten Untersuchungen wurden
sowohl strukturell identische als auch strukturell unterschiedliche Systeme betrachtet,
da fiir andere Ansétze zur Detektion von gerichteten Interaktionen bereits Abhéngigkei-
ten von den strukturellen Eigenschaften der betrachteten Systeme beschrieben wurden
[61, 62, 21, 101, 102]. Einzelheiten zu den jeweiligen Systemen sowie zur deren Integra-
tion finden sich im Anhang C. Fiir alle betrachteten Systeme werden die Ergebnisse

fiir Zeitreihen mit N = 10000 Datenpunkten gezeigt.

4.2.2.1 Strukturell identische Systeme

Zunachst wurden strukturell identische gekoppelte Systeme betrachtet, d.h. Systeme,
die durch die gleichen Bewegungsgleichungen beschrieben werden. Dabei wurden zu-
néachst Systeme untersucht, bei denen sich beide gekoppelten Subsysteme im selben

dynamischen Regime befanden.

Als erstes Beispiel fiir ein derartiges System wurden zwei unidirektional gekoppelte
Lorenz-Systeme mit leicht unterschiedlichen Kontrollparametern gewéhlt, deren Dyna-
miken beide im chaotischen Regime waren (siehe Gleichung (C.1)). Abbildung 4.12 (a)
zeigt die Abhéngigkeit der fiir Realisationen dieses Systems berechneten Kenngrofsen
von der Kopplungsstéirke. Auch wenn die Werte der Kenngrofen eher klein waren, liefs

sich zumindest mit £ und K die Kopplung korrekterweise als Kopplung des ersten
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Abbildung 4.12: Abhingigkeiten der Kenngrofen F12) | K12 ynd M@ yon der Kopp-
lungsstarke fiir zwei unidirektional gekoppelte Lorenz-Systeme (a), zwei unidirektional gekop-
pelte fast identische Rossler-Systeme (b) und zwei bidirektional gekoppelte stochastische van der
Pol-Oszillatoren (c). Symbole und Fehlerbalken entsprechen Mittelwerten und Standardabwei-
chungen iiber 100 Realisationen mit je N = 10000 Datenpunkten bei Verwendung von B =5
und L = 100 fiir die Berechnung der Kenngrdfsen.

in das zweite System identifizieren, da diese mit steigender Kopplungsstérke zuneh-
mend negative Werte annahmen. Ab einer Kopplungsstéirke von etwa € = 7 beginnen
die Werte der Kenngrofen sich wieder an Null anzundhern, da die beiden Subsyste-
me zunehmend synchronisieren. Die Kenngroke M) schien bei diesem System sehr
gut geeignet zu sein, die Kopplung zu quantifizieren, da diese bei kleiner statistischer

Streuung einen annéhernd linearen Anstieg mit zunehmender Kopplungsstérke zeigte.

Als zweites Beispiel wurden zwei gekoppelte Rossler-Systeme betrachtet, die sich nur
durch eine geringe Abweichung in ihren natiirlichen Frequenzen (v = (wy — wy)/2 =
0.03) voneinander unterschieden (siehe Gleichung (C.2)). Abbildung 4.12 (b) zeigt die
erhaltenen Ergebnisse fiir den Fall einer unidirektionalen Kopplung des ersten in das
zweite Subsystem. Alle asymmetrischen Kenngréften erkannten die richtige Kopplungs-

richtung mit zunehmend negativen Werten bis zu einer kritischen Kopplungsstérke von

c
Y

chronisation einsetzen [103]. Die Kenngrofe F(?) schien in diesem Fall am sensitivsten

€ =~ 0.1, bei welcher fiir dieses System sowohl Phasen- als auch generalisierte Syn-
fiir kleine Kopplungen zu sein. Auch die symmetrische Kenngrofe M2 detektierte die
Kopplung und nahm mit steigender Kopplungsstiarke zunehmend negative Werten an,
bis bei der Kopplungsstirke €, ~ 0.1 ein plotzlicher Sprung hin zu grofen positiven

Werten auftrat. Das Vorzeichen von M) schien fiir dieses System also Informationen
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iiber den Synchronisationszustand zu enthalten.

Als letztes Beispiel fiir strukturell identische Systeme mit vergleichbarer Dynamik wur-
den zwei bidirektional gekoppelte stochastisch getriebene Van der Pol-Oszillatoren be-
trachtet (siehe Gleichung (C.3)), wobei die Stérke der Kopplung des zweiten Systems
in das erste System auf einen Wert von 0.03 festgelegt wurde. Wie in Abbildung 4.12
(c) zu erkennen ist, konnten die F- und K-Kenngrofen die Asymmetrie der Kopplung
fiir Kopplungsstéirken e < 0.03 nicht detektieren. Erst fiir Werte der Kopplung grofer
als 0.03 nahmen diese im Mittel zunehmend negative Werte an und zeigten somit, wenn
auch nur schwach, die Richtung der dominierenden Kopplung korrekt an. Interessan-
terweise wechselten die Werte der Kenngroke M) genau beim Fall der bidirektionalen

Kopplung gleicher Stéirke (also bei € = 0.03) ihr Vorzeichen.

Bei allen drei der oben untersuchten strukturell identischen Systemen mit vergleichbarer
Dynamik wurden die Ergebnisse nur schwach von der Wahl der Parameter B und L
beeinflusst, solange diese nicht gemeinsam zu grofs gewdhlt wurden. Auch im Falle des
Nichtvorhandenseins einer Kopplung nahmen die Kenngrofsen bei allen drei Systemen

innerhalb ihrer statistischen Schwankung den gewiinschten Wert Null an.

Schlieflich wurde als Beispiel fiir strukturell gleiche Systeme mit unterschiedlichen Dy-
namiken ein System aus zwei gekoppelten Rossler-Oszillatoren betrachtet (siehe Glei-
chung (C.2)), bei denen die Parameter derart gewéhlt wurden, dass das System X
chaotisches und das System Y periodisches Verhalten aufwies. Wie sich in Abbildung
4.13 (a) erkennen lésst, konnten im Falle einer unidirektionalen Kopplung des chaoti-
schen Systems in die Dynamik des periodischen Systems alle Richtungskenngroéften die
korrekte Kopplungsrichtung detektieren, wobei F®) am sensitivsten auf die Kopplung
zu reagieren schien. Auch M2 nahm in diesem Fall mit steigender Kopplungsstirke
zunehmend negative Werte an. Dieses Verhalten der Kenngréften wurde kaum von der
Wahl der Parameter B und L beeinflusst. Im Falle einer unidirektionalen Kopplung
des periodischen Systems in die Dynamik des chaotischen Systems war eine eindeutige
Detektion der Kopplungsrichtung nicht moglich (siehe Abbildung 4.13 (b)). Nur fiir
den Bereich e, > 0.026 zeigt die Kenngrofe F2) die gewiinschten positiven Werte. In
diesem Fall zeigte auch M(?) keine konsistente Abhingigkeit von der Kopplungsstérke
und die Werte aller Kenngrofien wurden zudem stark durch die Wahl der Parameter
B und L beeinflusst. Wie im unteren Teil der Abbildung 4.13 (c) beispielhaft fiir F(2)
und feste Kopplungsstérken €, = 0.02 und ¢, = 0 dargestellt, nahmen alle Kenngrofen
abhéangig von der Wahl von B und L sowohl positive wie auch negative Werte an, wo-
mit eine konsistente Detektion der Kopplungsrichtung nicht méglich war. Des Weiteren
zeigten die Kenngrohen F(12) und M@ fiir dieses System im Falle keiner Kopplung
einen von Null verschiedenen Wert an (siche Abbildung 4.13 (a) und (b)). Dieser Effekt



4.2 Untersuchungen mit Modellsystemen 61

(a) (b)

0.4 0.6 500 04
’ 7I7F(” 707}7(2) 0.5 7.7]:(” 7.7F(2) 0.3
0.2 . Km” vl K® 04| , K(.,” @ /} i 400 o
W 1w |

ég\i g ia it o 1 . 0
of WIS ol bl bl | T
oo g fm

: 0.1 3 100
-0.6 HH{ }H/H/H -0.2] -0.3
. : . , . . . : . o o4
0.000 0001 0002 0.003 000 001 002 003 0.04
« . 246 81012141618 (pe)

B

0.3 500

0.0
e M@
-0.14 0.2 400

Mg _ 7
o %ﬂf*%\ ,/H y S

0.4
0.2

0

0.4 I I/RL 200
-0.5 T

0.71= - - - : : : ; ;
0.000 0.001 0.002 0.003 0.00 001 002 003 004
€y €x

0.0 1.

I -0.2
100

017 04

0
2 4 6 8 1012 14 16 18 <F(2)>
B

Abbildung 4.13: Gekoppelte Réssler-Systeme mit unterschiedlichen Dynamiken. Abhdngig-
keiten der Kenngrofen FM2) | K12 ynd M@ von der Kopplungsstirke €y fir e, =0 (a)
und von €, fir e, =0 (b). Symbole und Fehlerbalken entsprechen Mittelwerten und Standard-
abweichungen tber 100 Realisationen mit je N = 10000 Datenpunkten bei Verwendung von
B =5 und L = 100 fiir die Berechnung der Kenngrofien. (c) Abhéingigkeit des Mittelwertes
von F) ber 100 Realisationen von den Parametern B und L fir den Fall keiner Kopplung
(€z =€, =0, (¢) oben) und fiir e, = 0.02 und ¢, =0 ((c) unten).

wurde in [56] fiir dieses System auch mit anderen Ansétzen zur Messung gerichteter
Kopplungen beschrieben. Im oberen Teil der Abbildung 4.13 (c) lésst sich erkennen,
dass die Grofe und das Vorzeichen dieses von Null verschiedenen Wertes von der Wahl

der Parameter B und L abhing.

4.2.2.2 Strukturell unterschiedliche Systeme

Als erstes Beispiel fiir strukturell unterschiedliche Systeme wurde ein mit einem stochas-
tischen Van der Pol-Oszillator gekoppeltes Rossler-System betrachtet (siehe Gleichung
(C.4)). Wie in Abbildung 4.14 (a) zu erkennen ist, detektierten im Falle einer unidirek-
tionalen Kopplung des Rossler-Systems in den Van der Pol-Oszillator alle Richtungs-
kenngrofen die korrekte Kopplungsrichtung und nahmen mit steigender Kopplungs-
stirke zunehmend negative Werte an. Die Wahl der Parameter B und L hatte kaum
Einfluss auf dieses Verhalten. Fiir den Fall keiner Kopplung zeigte nur F2) einen von
Null verschiedenen Wert (unabhéngig von der Wahl der Parameter B und L), wobei
allerdings der Wert Null innerhalb der statistischen Schwankung iiber die verschiede-
nen Realisationen des Systems lag. Auch M® nahm mit steigender Kopplungsstirke

zunehmend negative Werte an. Bei Betrachtung der entgegengesetzten Kopplungsrich-
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Abbildung 4.14: Abhingigkeiten der Kenngrifen F42 K12 yund M@ von der Kopplungs-
starke fir das System aus einem Van der Pol- und einem Rdssler-Oszillator mit €, = 0 und
€y > 0 (a) und e, > 0 und ¢, = 0 (b), und fiir das von einem Rdssler-Oszillator getriebene
Lorenz-System (c). Symbole und Fehlerbalken entsprechen Mittelwerten und Standardabwei-
chungen iiber 100 Realisationen mit je N = 10000 Datenpunkten bei Verwendung von B =5
und L = 100 fiir die Berechnung der Kenngrifsen.

tung (d.h. bei Kopplung des Van der Pol- in den Rossler-Oszillator, Abbildung 4.14 (b))
konnte die korrekte Kopplungsrichtung allerdings nicht konsistent detektiert werden,
da F() filschlicherweise negative Werte annahm. Dieses Verhalten war unabhéngig
von der Wahl der Parameter B und L zu beobachten. Die Kenngrofe M) schien in
diesem Fall jedoch sehr gut geeignet zu sein, die Kopplung zu quantifizieren, da sie bei
geringer statistischer Schwankung iiber die verschiedenen Realisationen des Systems

einen annadhernd linearen Verlauf mit der Kopplungsstérke aufwies.

Als zweites Beispiel fiir zwei strukturell unterschiedliche gekoppelte Systeme wurde ein
Rossler-System betrachtet, das ein Lorenz-System treibt (siehe Gleichung (C.5)). Fiir
dieses System konnte die korrekte Kopplungsrichtung nicht detektiert werden, da alle
Richtungskenngrofen fiir fast alle Kopplungsstérken positive Werte annahmen (siehe
Abbildung 4.14 (c)), wobei keine der Kenngrofen eine konsistente Abhéngigkeit von
der Kopplungsstirke zeigte. Zudem hingen die Werte der Kenngréfen stark von der
Wahl der Parameter B und L ab. In diesem Fall zeigte auch M) kein konsistent

interpretierbares Verhalten.
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4.3 Diskussion

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass mit dem in diesem Kapitel vorgeschlagenen
Verfahren eine Charakterisierung von Wechselwirkungen zwischen Diffusionsprozessen
moglich ist. Auch eine Differenzierung zwischen Kopplungen im deterministischen und
im stochastischen Anteil der Dynamik kann fiir diese Prozesse erreicht werden, solange
eventuelle Einfliisse einer Verwendung eines endlichen Zeitschrittes bei der Schétzung
der Koeffizienten beriicksichtigt werden. An dieser Stelle sei noch einmal darauf hin-
gewiesen, dass die Definitionen der koeffizientenbasierten Kenngrofen F2) und M2
unabhéingig von den Details der Schétzung der Koeffizienten sind. Bei der hier ver-
wendeten Art der Schétzung der Koeffizienten iiber die bedingten Momente zu einem
endlichen Zeitschritt zeigte sich fiir die Kenngrofen F(12) und M® nur eine schwa-
che qualitative Abhéngigkeit der Ergebnisse von der Wahl der numerischen Parameter.
Bei den verteilungsbasierten Kenngrofen K12 war der Einfluss dieser Wahl ausge-
préagter, wobei sich bei allen Richtungskenngrofsen {iber die Wahl der numerischen
Parameter der auflésbare Bereich von Kopplungsstirken beeinflussen liefs. Es ist zu
vermuten, dass sich die stdrkere Abhéngigkeit von den algorithmischen Parametern bei
den verteilungsbasierten Kenngréften durch eine Modifikation der Definitionen dieser
Kenngrofien beeinflussen lasst. So konnten beispielsweise auch Vergleiche der Inkre-
mentverteilungen zwischen nicht benachbarten Bins beriicksichtigt werden, wodurch
auch bei einer héheren Auflésung im Zustandsraum eine grofsere Anzahl an merklich
beitragenden KS-Absténden zustande kommen wiirde. Auch die Robustheit der vorge-
schlagenen Methode gegeniiber eventuell vorhandenem Messrauschen wurde untersucht,
wobei festgestellt werden konnte, dass die Stidrke des Einflusses von Messrauschen von
den Details der Schitzung der Koeffizienten bzw. der Verteilungen der bedingten Mo-
mente abhing. Ob mit anderen Arten der Schiatzung der Koeffizienten (beispielsweise
durch Optimierungsverfahren [94, 95| oder die Verwendung von Kernel-Schitzern fiir
die Wahrscheinlichkeitsdichten) diese Robustheit erhoht werden kann, bedarf weite-
rer Untersuchungen. Ebenfalls sollte in zukiinftigen Studien geklart werden, ob das
Vorhandensein von unterschiedlich starkem Messrauschen fiir die beiden analysierten

Zeitreihen einen Einfluss auf die Messung von Interdependenzen hat.

Bei der Analyse von Systemen, bei denen die Annahme eines zweidimensionalen Dif-
fusionsprozesses verletzt war, ergab sich, dass die strukturelle Ahnlichkeit der beiden
gekoppelten Subsysteme einen entscheidenden Einfluss auf eine konsistente Interpre-
tierbarkeit der Ergebnisse sowohl in Bezug auf das Vorhandensein als auch auf die
Richtung von Kopplungen hat. Dieses Phdnomen wurde auch bei anderen Ansétzen

zur Messung von asymmetrischen Kopplungen beobachtet [61, 62, 21, 101, 102]. Als
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mogliche Griinde hierfiir wurden unter anderem eine unterschiedliche Dimensionalitét
beziehungsweise Chaotizitdt oder auch Unterschiede im Frequenzgehalt der Systeme
diskutiert. Bei den im vorigen Abschnitt dargestellten Untersuchungen liefs sich jedoch
nicht eindeutig ein systematischer Einfluss einer dieser Faktoren erkennen. Fiir die bei-
den gekoppelten Rossler-Systeme, von denen eines periodisch und eines chaotisch war,
und fiir das System bestehend aus einem stochastischen Van der Pol- und einem Rossler-
Oszillator schien es fiir den Fall keiner Kopplung eine schwache Tendenz dahingehend
zu geben, dass das periodischere System félschlicherweise als treibend detektiert wurde,
was moglicherweise auch durch die geringe Datenpunktanzahl der Zeitreihen bedingt
sein konnte. Fiir das Rossler-System, das ein Lorenz-System treibt, wurde das hoher-
dimensionale Lorenz-System falschlicherweise eher als treibend erkannt. Einige dieser
Effekte waren aber stark von der Wahl der Parameter B und L abhéngig. Ob es fiir
die vorgestellten Interdependenzkenngréfien systematische Abhéngigkeiten von der Di-
mensionalitdt oder dem Frequenzgehalt der beiden gekoppelten Systeme gibt, bedarf
weiterer Untersuchungen. Fiir eine Vielzahl von Systemen, fiir die eine Beschreibbar-
keit durch eine zweidimensionale Fokker-Planck Gleichung nicht gegeben ist, war es
jedoch moglich, konsistente Informationen iiber das Vorhandensein und die Richtung

von Kopplungen aus an diesen Systemen gemessenen Zeitreihen zu extrahieren.

Die Berechnung der hier vorgeschlagenen Kenngrofen ist wenig rechenintensiv, da der
Algorithmus von der Ordnung O(N) ist. Auf einem Desktopcomputer mit einer Takt-
frequenz von 1.73 GHz dauerte die Berechnung aller Kenngréfsen fiir eine Zeitreihe mit
N = 50000 Datenpunkten weniger als 0.1 Sekunden, was das Verfahren fiir eine An-
wendung auf reale komplexe Systeme, an denen oft grofse Mengen von Daten gemessen

werden, attraktiv macht.



5 Analyse von Zeitreihen
hirnelektrischer Aktivitat

Gegenstand dieses Kapitels ist die Fragestellung, ob mit Hilfe des in Kapitel 3 vor-
gestellten Zeitreihenanalyseverfahrens und der darauf basierenden in Kapitel 4 ent-
wickelten Methode zur Messung von Interdependenzen Informationen zur rdumlichen
und zeitlichen Charakterisierung der Dynamik des epileptischen Gehirns aus Zeitrei-
hen hirnelektrischer Aktivitdt gewonnen werden konnen. Die Datengrundlage fiir diese
Untersuchung bildeten hierbei Messungen der hirnelektrischen Aktivitéat (sog. Elektro-
enzephalogramme, oder kurz EEGs), die im Rahmen der prachirurgischen Abklarung
von Epilepsiepatienten an der Klinik fiir Epileptologie der Universitat Bonn aufgezeich-
net wurden. Zunéchst wird in Kapitel 5.1 ein kurzer Uberblick iiber das Krankheitsbild
Epilepsie sowie iiber das EEG und bisherige Anwendungen von Zeitreihenanalysever-
fahren zur Untersuchung der Dynamik des epileptischen Gehirns gegeben. Anschliefsend
werden Ergebnisse des Versuchs einer Charakterisierung des epileptischen Prozesses mit
Hilfe des Analyseverfahrens in einem eindimensionalen Kontext (Kapitel 5.2) und in

Hinblick auf mogliche Interdependenzen (Kapitel 5.3) prisentiert.

5.1 Epilepsie und Elektroenzephalogramm

Die Epilepsie gehort zu den héufigsten chronischen Erkrankungen des Zentralnerven-
systems und ist gekennzeichnet durch wiederkehrende plétzliche Funktionsstérungen
des Gehirns (sogenannte epileptische Anfille) [104]. Diese sind klinische Auferungen
exzessiver, hochsynchroner Aktivitdt von Neuronenverbdnden, die zu einer voriiberge-
henden Stérung der betroffenen Hirnregionen fiithrt. Ein epileptischer Anfall (auch als
Iktus bezeichnet) hat typischerweise eine Dauer von einigen Sekunden bis zu wenigen
Minuten. Selten kann es auch zu einem ldnger andauernden Anfall, dem sogenannten
Status epilepticus kommen, der sich bis zu Stunden hinziehen kann. Epilepsien kénnen
grob in zwei Grundformen unterteilt werden. Haben die Anfélle ihren Ursprung in ei-
nem abgegrenzten Hirnareal (dem sogenannten epileptischen Fokus), auf welches die

Anfallsaktivitdt aber nicht notwendigerweise begrenzt bleiben muss, so wird von einer
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partiellen oder fokalen Epilepsie gesprochen. Beginnen die Anfille hingegen scheinbar
gleichzeitig in verschiedenen Hirnregionen, so handelt es sich um eine generalisierte
Epilepsie. Bei einer fokalen Epilepsie wird die Hemisphére, die den epileptischen Fokus
enthélt auch als ipsilaterale und die gegeniiberliegende als kontralaterale Hemisphére

bezeichnet.

Etwa 0.5-0.8% der Weltbevolkerung leidet an Epilepsie [105], wobei es sich in etwa
50% der Falle um fokale Epilepsien handelt. Bei ungefahr 70% der Patienten kann
die Anfallshdufigkeit mit Medikamenten zum Teil bis hin zur Anfallsfreiheit verringert
werden. Weitere 8% konnen durch eine chirurgische Entfernung des epileptogenen Hirn-
gewebes therapiert werden. Bei den iibrigen Patienten ist keine der derzeit verfiigbaren

Therapien erfolgreich.

Fiir eine Resektion des epileptogenen Hirnareals im Falle von fokalen Epilepsien ist
im Vorfeld eine exakte Lokalisierung des epileptischen Fokus sowie eine Abgrenzung
zu anderen, funktionell wichtigen Hirnregionen unerlésslich. Zu diesem Zwecke werden
verschiedene elektrophysiologische Methoden [104] in Kombination mit bildgebenden
Verfahren genutzt. Die Lokalisierung des Fokus setzt nach dem heutigen Standard die
Registrierung der hirnelektrischen Aktivitdt wihrend eines oder mehrerer Anfélle vor-
aus. Da das Auftreten von Anféllen bisher nicht vorhersehbar ist, kann es teilweise
notig sein, EEGs kontinuierlich iiber einen Zeitraum von mehreren Tagen aufzuzeich-
nen. Eine wichtige Fragestellung bei der Analyse von EEG-Signalen ist folglich, ob eine
Lokalisierung des epileptischen Fokus auch nur mit Hilfe von Ableitungen aus anfalls-
freien (sogenannten interiktualen) Zeitintervallen moglich ist. Eine weitere Fragestel-
lung von grofler Relevanz ist, ob das Herannahen eines Anfalls anhand von bestimmten
Eigenschaften des EEGs erkannt werden kann. In diesem Fall konnten sich die the-
rapeutischen Moglichkeiten drastisch &ndern [106]. Zum Beispiel kénnte ein einfaches
Warnsystem den Patienten iiber einen nahenden Anfall informieren und die Langzeit-
Medikation zur Anfallsunterdriickung mit teils betréchtlichen Nebenwirkungen koénnte
durch eine kurzfristige, bedarfsgerechte Medikation oder elektrische oder andersartige
Stimulation [107, 108] zur Verhinderung eines nahenden Anfalls ersetzt werden. Des
Weiteren wiirde eine eindeutige Detektion solcher Vorlauferstrukturen von ausreichen-
der Dauer die Erforschung grundlegender Mechanismen der Anfallsgenerierung beim

Menschen begiinstigen.

5.1.1 Messung des Elektroenzephalogramms

Von einer Messung hirnelektrischer Aktivitdt wurde bei Tieren erstmals 1875 [109]
und beim Menschen 1929 [110] berichtet. Die mit Elektroden aufgezeichneten EEG-
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TL TR

Abbildung 5.1: Beispiel eines Implantationsschemas fir das SEEG und das ECoG. Links:
Horizontaler Hirnschnitt mit linker und rechter Tiefenelektrode TL und TR. Die FElektroden
bestehen aus jeweils zehn zylindrischen Messsonden einer Nickel-Chrom-Legierung oder aus
Platin (Linge 25 mm, Durchmesser 1 mm, Abstand 4 mm) und sind auf einem elastischen
Stab aufgesetzt. Mitte: Seitliche Ansicht der rechten Hirnhdlfte mit rechter temporolateraler
Streifenelektrode TLR. Rechts: Ansicht von Unten auf die linke Hirnhdlfte mit linken tempo-
robasalen Streifenelektroden (anterior TBAL und posterior TBPL). Die Messsonden sind auf
einem Plastikstreifen angebracht und bestehen aus rostfreiem Stahl mit einem Durchmesser von
2,5 mm und einem Abstand von 10 mm bis 15 mm zueinander, je nach kortikaler Lokalisation.

Signale spiegeln die elektrische Aktivitdt von Neuronenpopulationen wider und sind
eng mit deren Dynamik verkniipft [111]. Diese Elektroden konnen extrakraniell auf
der Kopfhaut angebracht sein oder auch intrakraniell — wie im Fall der invasiven
prachirurgischen Abklarung von Epilepsiepatienten — entweder unter der Hirnhaut
(subdural) auf der Oberfliche des Cortex oder direkt in tiefer liegende Hirnstrukturen,
wie beispielsweise den Hippocampus, implantiert werden. Je nach Lage der Elektroden
wird hierbei zwischen dem Oberflichen-EEG (Ableitung von der Kopfoberflache), dem
Elektrocorticogramm (kurz ECoG, Ableitung mit Streifen- oder Gitterelektroden von
der Cortexoberflache) und dem Stereo-Elektroenzephalogramm (kurz SEEG, Ableitung
aus tiefer liegenden Strukturen) unterschieden. Abbildung 5.1 zeigt ein Beispiel eines
in Bonn verwendeten Implantationsschemas fiir die intrakranielle Ableitung des EEG

bei Patienten mit einer Temporallappenepilepsie.

Die Implantation von Elektroden in die direkte Nédhe des vermuteten epileptogenen
Herdes fiihrt zu einer deutlich genaueren Umschreibung der Dynamik des gesuchten
Hirnbereichs. Des Weiteren zeigen intrakranielle Ableitungen im Verhéltnis zu extra-
kraniellen Ableitungen deutlich weniger physiologische Artefakte (wie z.B. Muskelar-
tefakte) und ein deutlich verbessertes Signal-Rausch-Verhéltnis. Signale aus tiefer lie-
genden Hirnstrukturen werden zudem bei einer Ableitung von der Kopfhaut durch die

unterschiedlichen Impedanzen von Gewebe und Knochen tiefpassgefiltert. Abbildung



68 5 Analyse von Zeitreihen hirnelektrischer Aktivitat

5.2 zeigt Beispiele fiir mit Tiefenelektroden abgeleitete SEEG-Zeitreihen aus dem an-
fallsfreien (interiktualen) Intervall (Abbildung 5.2 (a)) und zu Beginn eines Anfalls
(Abbildung 5.2 (b)).

Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten EEG-Zeitreihen wurden quasi-kontinuierlich
iiber einen Zeitraum von 4 — 12 Tagen mit einer Abtastrate von 200 Hz aufgezeichnet.
Zudem wurden die Signale in einem Frequenzbereich von 0.5 — 85 Hz bandpassgefiltert
(12 dB/oct.) und die Analog-Digital Wandlung wurde mit einer Auflésung von 16 Bit
durchgefiihrt.

5.1.2 Eigenschaften und Analyse des Elektroenzephalogramms

Das EEG misst die Summe der elektrischen Aktivitdten einer sehr grofen Anzahl von
Neuronen, die in einem komplexen Netzwerk miteinander interagieren. Diese sich dar-
aus ergebende sehr grofie Anzahl von Freiheitsgraden kann im EEG nicht vollstindig
aufgelost werden und fithrt zu einem eher stochastischen Erscheinungsbild der Signale.
Es gibt jedoch eine Vielzahl von physiologischen und pathophysiologischen Prozessen,
die bewirken, dass grofe Anzahlen von Neuronen in Verbénden synchronisieren, was
sich in ausgepragten Rhythmen und charakteristischen Mustern im EEG widerspiegelt
[112]. So lassen sich beispielsweise verschiedene Schlafstadien anhand von dominieren-
den Rhythmen mit unterschiedlichem Frequenzgehalt charakterisieren {113, 114]. Die
wohl deutlichste Auspragung einer derartigen synchronen Aktivitdt ldsst sich wiahrend
epileptischer Anfélle beobachten. Ein solcher synchronisierter Zustand von grofen Neu-
ronenverbéanden ist die Folge von zur Zeit noch nicht vollstédndig verstandenen Kopp-
lungen, die als eine Art dynamische Zwangsbedingung angesehen werden kénnen und
somit die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems und damit die Komplexitéit der Dy-
namik reduziert [115]. Hierdurch konnen sich im EEG charakteristische Eigenschaften

von Nichtlinearitat und Determinismus manifestieren.

Dies ist der Grund dafiir, dass neben den traditionellen linearen Techniken zur Analyse
des EEG (fiir einen Uberblick siche z.B. [14, 15]), wie beispielsweise der relativen spek-
tralen Leistung in verschiedenen Frequenzbéndern, den statistischen Momenten oder
den sogenannten Hjorth-Parametern [116], auch verstirkt Verfahren aus dem Bereich
der nichtlinearen Zeitreihenanalyse [3, 5] auf das EEG angewandt wurden (fiir einen
Uberblick siehe z.B. [19, 16, 117]). Diese Verfahren liefern beispielsweise Schiitzer fiir die
Anzahl von Freiheitsgraden (effektive Korrelationsdimension [118, 119, 120, 121, 122],
Korrelationsdichte [123]), Lyapunovexponenten [124, 125, 126], die Riickschliisse iiber
die Vorhersagbarkeit von Zeitreihen zulassen, informationstheoretische Kenngrofien, die

auf Entropien basieren [127, 128, 52, 68|, sowie Kenngrofen fiir eine Unterscheidung zwi-
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Abbildung 5.2: Beispiele fir mit den Tiefenelektroden TR und TL aufgenommene SEEG-
Zeitreihen: (a) aus dem anfallsfreien (interiktualen) Intervall und (b) am Beginn eines Anfalls,
wobei sich die Anfallsaktivitit zundchst in den Kontakten TLOI1 und TLO2 zeigt (in der Ab-
bildung markiert durch das schwarze Rechteck) und schlieflich in allen Kontakten der linken
Tiefenelektrode sichtbar wird.
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schen stochastischen und deterministischen Dynamiken [129, 130] oder fiir eine Quanti-
fizierung vorhandener Nichtstationaritét [131, 132]. Fiir einen Nachweis von Nichtlinea-
ritdten kommt héufig das Konzept der Surrogatdaten zum Einsatz [133, 134, 135, 20].
In der letzten Zeit wurden auch verstiarkt bivariate Verfahren auf das EEG angewandst,
die Aufschluss iiber dynamische Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Hirnarealen
geben konnen. Diese sind beispielsweise Mafe fiir Phasensynchronisation |18, 136, 137]
und nichtlineare Interdependenz [61, 138, 139], wobei einige dieser Verfahren neben
der Stirke der Wechselwirkung auch Informationen iiber die Richtung vorhandener
Interaktionen liefern kénnen [17, 52, 61, 21, 140].

Bei den meisten dieser Studien wird das EEG retrospektiv mit Hilfe einer gleitenden
Datenfensterung analysiert, bei der die Aufnahmen in kurze aufeinander folgende Seg-
mente unterteilt werden, auf denen dann jeweils Schétzer fiir verschiedene Kenngrofsen
zur Charakterisierung des EEG berechnet werden. Die Lange eines derartigen Daten-
fensters wird dabei als Kompromiss zwischen einer ndherungsweisen Stationaritit des
Systems und einer fiir eine verléssliche Schéitzung der jeweiligen Kenngrofe ausrei-
chenden Statistik (Anzahl der Datenpunkte) gewéhlt. Es ist davon auszugehen, dass
EEG-Aufzeichnungen im Allgemeinen nichtstationér sind [141, 142], wobei, je nach dem
welche Aspekte der Dynamik betrachtet werden, die Zeitspanne, iiber die ein wahrend
des anfallsfreien Intervalls gemessenes EEG als anndhernd stationér betrachtet werden

kann, in der Literatur von Sekunden bis hin zu Minuten variiert [143, 132].

In Hinblick auf eine rdumliche Charakterisierung der Dynamik des epileptischen Ge-
hirns mit den oben genannten Kenngréfen wurden in der Vergangenheit unter anderem
Hinweise darauf gefunden, dass EEG-Signale, die innerhalb oder in der Ndhe des epi-
leptischen Fokus aufgezeichnet wurden, eher Eigenschaften eines nichtlinearen deter-
ministischen und niederdimensionalen Systems offenbaren als solche, die in entfernten
Hirnregionen aufgezeichnet wurden [144, 130, 122, 20]. Ebenfalls scheint das allgemei-
ne Niveau von Interaktionen innerhalb der fokalen Hirnhé&lfte hoher zu sein als in der
gegeniiberliegenden [61, 18, 145, 21]. Diese Effekte sind auch bei alleiniger Betrach-
tung interiktualer EEG-Aufzeichnungen nachweisbar. Untersuchungen von zeitlichen
Anderungen der Dynamik des epileptischen Gehirns besonders im Hinblick auf eine
mogliche Vorhersagbarkeit von epileptischen Anfillen mit Hilfe von EEG-Aufnahmen
werden seit den 1970er Jahren durchgefiihrt (fiir einen Uberblick siehe z.B. [22, 146]).
Die anfangs verwendeten linearen Methoden wie beispielsweise Untersuchungen des
Frequenzgehalts [147] oder autoregressive Modellierungen [148] lieferten erste Hinwei-
se darauf, dass charakteristische Anderungen im EEG vor Anfilllen detektierbar sein
konnten. Seit den 1990er Jahren wurden dann eine Vielzahl univariater und bivariater

Analyseverfahren der nichtlinearen Zeitreihenanalyse auch auf die Fragestellung der
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Anfallsvorhersage angewendet. In vielen dieser Studien wurde von charakteristischen
Anderungen bestimmter Kenngrofen wie beispielsweise dem groften Lyapunovexpo-
nenten [125, 149] oder der effektiven Korrelationsdimension [115, 119, 150] berichtet, die
auf eine Abnahme der Chaotizitdt bzw. der Komplexitit der hirnelektrischen Aktivitét
Minuten vor einem Anfall hindeuteten. In Studien, die bivariate Verfahren verwende-
ten [61, 18, 151, 152], wurde des Ofteren von einer Abschwichung der Synchronisation
teilweise bereits Stunden vor epileptischen Anféllen berichtet, wobei diese pradiktiven
Anderung der Interaktionen auch zwischen vom epileptischen Fokus entfernten Hirnre-
gionen beobachtet wurden [152, 153, 154, 155, 156, 102]. Viele dieser viel versprechenden
Ergebnisse hielten jedoch einer strikten Validierung mit neu entwickelten statistischen
Methoden [157, 153, 158, 159] nicht stand. Die Existenz von Vorlduferstrukturen vor
Anféllen, die mit einer fiir klinische Anwendungen ausreichenden Sensitivitdt und Spe-
zifitdt detektiert werden konnen, ist daher bis heute umstritten [146, 22].

5.2 Univariater Ansatz

In diesem Kapitel werden Ergebnisse einer Anwendung des in Kapitel 3 vorgestellten
Zeitreihenanalyseverfahrens auf EEG-Zeitreihen in einem eindimensionalen Kontext
prasentiert. Im Rahmen dieser Untersuchung (Kapitel 5.2.2) wurde zunéchst anhand
von einigen beispielhaften EEG-Zeitreihen iiberpriift, inwieweit sich das EEG von Epi-
lepsiepatienten durch eine eindimensionale rekonstruierte Fokker-Planck bzw. Langevin
Gleichung beschreiben lésst. In Kapitel 5.2.3 wird dann eine Methodik zur rdumlichen
und zeitlichen Charakterisierung der Dynamik des epileptischen Gehirns anhand von
Langzeit- und Vielkanal-EEG-Daten mit Hilfe datengetriebener Fokker-Planck Model-
le vorgestellt. Speziell werden Ergebnisse in Bezug auf die Lokalisierung des epilep-
tischen Fokus wahrend des anfallsfreien Intervalls (Kapitel 5.2.3.2) und in Bezug auf
eine mogliche Detektion von Vorlduferstrukturen epileptischer Anfille (Kapitel 5.2.3.3)
préasentiert. Teile dieses Kapitels sind in [160, 161] veroffentlicht.

5.2.1 Vorverarbeitung der Daten

Um eine fiir die Analyse von Langzeit-Vielkanal-EEG-Aufnahmen (siehe Kapitel 5.2.3)
unerldssliche automatisierte Verarbeitung der Daten mit Hilfe einer gleitenden Daten-
fensterung zu erméglichen, wurde folgende Vorverarbeitung der Daten jeder betrach-
teten Zeitreihe durchgefiihrt. Zunéchst wurde ein Amplitudenhistogramm erstellt, wel-
ches fiir EEG-Aufnahmen wéhrend des anfallsfreien Intervalls im Allgemeinen unimo-

dal ist. Dann wurde der jeweils erste Amplitudenwert rechts und links vom Modus
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bestimmt, dessen relative Haufigkeit auf 5% der relativen Haufigkeit des Modus der
Verteilung gefallen war. Nur Amplitudenwerte, die in dem durch diese beiden Werte
bestimmten Intervall lagen, wurden fiir die weitere Analyse beriicksichtigt und wur-
den dazu schliefslich auf einen Mittelwert von Null und eine Varianz von Eins normiert.
Diese Vorgehensweise schliefft nicht nur gelegentlich auftretende hochamplitudige Arte-
fakte oder epileptische Spikes aus, sondern erméglicht auch die Benutzung einer festen
Anzahl von Bins bei der Schitzung der Wahrscheinlichkeitsdichten mit einer zwischen
den verschiedenen Fenstern vergleichbaren Abtastung des Amplitudenbereichs. Analy-
sefenster, in denen eine solche Festlegung eines Amplitudenbereichs aufgrund von zu
haufigen oder zu lange andauernden Artefakten (dies konnen beispielsweise Amplitu-
denplateaus in den Signalen sein) nicht moglich war, wurden von der weiteren Analyse

ausgeschlossen.

5.2.2 Anwendung des Verfahrens auf beispielhafte EEG-Zeitreihen

Bei der Anwendung des in Kapitel 3 vorgestellten Zeitreihenanalyseverfahrens auf EEG-
Zeitreihen war zunéchst von Interesse, inwieweit sich diese Zeitreihen durch eine eindi-
mensionale rekonstruierte Fokker-Planck bzw. Langevin Gleichung beschreiben lassen.
Um dies zu untersuchen, wurden einzelne beispielhafte EEG-Zeitreihen analysiert, die
wahrend des anfallsfreien Intervalls verschiedener Patienten aufgezeichnet wurden. Im
Folgenden werden die gewonnenen Ergebnisse anhand von zwei exemplarischen Zeitrei-
hen dargestellt, die zum Einen innerhalb des epileptischen Fokus und zum Anderen
in einer von diesem entfernt gelegenen Hirnregion eines Patienten aufgezeichnet wur-
den. Ausschnitte dieser Zeitreihen sind in Abbildung 5.3 (a) dargestellt. Die fiir diesen
Patienten erhaltenen Ergebnisse waren charakteristisch fiir EEG-Zeitreihen, die in fo-
kalen bzw. nicht-fokalen Hirnregionen von Epilepsiepatienten aufgezeichnet wurden,
und konnten qualitativ fiir Zeitreihen anderer Patienten reproduziert werden. Fiir die
hier préasentierten Analysen wurden EEG-Zeitreihen mit N = 100000 und N = 50000

benutzt, was Aufnahmezeitrdumen von 8.3 bzw. 4.2 Minuten entspricht.

Fiir eine Anwendbarkeit der Analysemethode muss die jeweils betrachtete Zeitreihe
die Markoveigenschaft (2.20) erfiillen. Um dies zu iiberpriifen, wurde die Chapman-
Kolmogorov Gleichung (2.24) betrachtet, die, wie in Kapitel 3.1 bereits erwahnt wurde,
eine robuste Moglichkeit bietet, Hinweise auf das Erfiilltsein der Markovbedingung zu
erhalten. Ziel war hierbei, den kleinsten Zeitschritt 7 in Einheiten des Abtastintervalls

zu finden, fiir den die jeweilige Zeitreihe markovsch erschien.Dazu mussten die rechte
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Abbildung 5.3: Ausschnitte aus den beiden exemplarischen EEG-Zeitreihen, die in einer
entfernten Hirnregion (bezeichnet als nicht-fokal) und innerhalb des epileptischen Fokus (be-
zeichnet als fokal) aufgezeichnet wurden (a). Vergleich der linken (gestrichelte Linien) und der
rechten Seite (durchgezogene Linien) der Chapman-Kolmogorov Gleichung (5.1) fir die bei-
den exemplarischen EEG-Zeitreihen mit N=100 000 Datenpunkten: nicht-fokale Zeitreihe (b),
fokale Zeitreihe (c). Konturlinien (obere Graphen in (b) und (c)) und Schnitte durch die re-
sultierenden bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten (untere Graphen in (b) und (c)) fir einen
Zeitschritt von 7 = 1At. Die Konturgraphen wurden mit einem Abstand zwischen den Kontur-
linien von 0.02 fir (b) und 0.012 fir (c) erzeugt. (Modifiziert nach [161]).
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und die linke Seite der Chapman-Kolmogorov Gleichung mit einem festen Zeitschritt

t3—t2:t2—t1:7'
p(xs, t + 27|21, t) = /d$2 p(xs,t + 27|z, t + T)p(z2, t + T|T11) (5.1)

geschitzt werden und die resultierenden bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten konn-
ten dann verglichen werden. In Abbildung 5.3 (b) und (c) sind die Ergebnisse fiir die
beiden beispielhaften EEG-Zeitreihen dargestellt. Fiir beide Zeitreihen liefs sich beob-
achten, dass die Gleichung (5.1) fiir den kleinsten zur Verfiigung stehenden Zeitschritt
7 = 1 Abtastintervall zumindest ndherungsweise erfiillt zu sein schien. Bis auf kleinere
Abweichungen, die durch die begrenzte Anzahl an Datenpunkten bei der Schatzung
der Dichten verursacht worden sein konnten, stimmten die beiden Verteilungen jeweils
tiberein (sieche Abbildung 5.3 (b) und (c)), was als Indiz fiir Markoveigenschaften auf

dieser Zeitskala gewertet werden kann.

Nach der Festlegung eines Zeitschrittes von 7 = 1At als mdogliche Markovzeitskala
wurden die Kramers-Moyal Koeffizienten der Ordnung eins, zwei und vier geméf der
Gleichung (3.2) mit diesem festen 7 geschétzt. Im Hinblick auf eine automatisierte und
wenig rechenaufwéndige Schitzung der Koeffizienten, die bei der Analyse von grofen
Datenmengen wie beispielsweise der in Kapitel 5.2.3 untersuchten Langzeit-Vielkanal-
EEG-Aufzeichnungen unerlésslich ist, wurde der Grenziibergang 7 — 0 nicht vollfiihrt.
Bei einer derartigen Vorgehensweise miissen eventuelle Auswirkungen der Verwendung
eines endlichen Zeitschrittes berticksichtigt werden (siehe Kapitel 3.2.1 und Diskussion
weiter unten). Abbildung 5.4 zeigt die so erhaltenen Schéatzer fiir die Kramers-Moyal Ko-
effizienten. Zunéchst liefs sich feststellen, dass alle Koeflizienten grofere absolute Werte
fiir die fokale als fiir die nicht-fokale Zeitreihe annahmen. Der erste und der zweite Koef-
fizient konnten gut durch Polynome niedrigen Grades beschrieben werden (siehe durch-
gezogene Linien in Abbildung 5.4). Wie im Rahmen dieses eindimensionalen Modells zu
erwarten war, zeigte D) im Grofien und Ganzen ein lineares Dampfungsverhalten. Fiir
die fokale EEG-Zeitreihe lieften sich jedoch hin zu gréferen Amplitudenwerten schwa-
che Nichtlinearititen beobachten, was im Einklang mit Ergebnissen von Anwendungen
nichtlinearer Zeitreihenanalysetechniken ist [20]. Der Koeffizient D(?) deutete in beiden
Fillen auf einen multiplikativen Einfluss des Rauschens (d.h., D® # const), wobei
der Schétzer fiir die fokale Zeitreihe zusétzlich asymmetrischer erschien als derjenige
fiir die nicht-fokale Zeitreihe. Um Hinweise auf stationéres Verhalten wahrend der hier
untersuchten Beobachtungszeitraume (festgelegt durch die Fensterlange) zu erhalten,
wurden die ersten beiden Koeffizienten auch auf den beiden sich ausschliefenden Un-

terfenstern mit je N = 50000 Datenpunkten geschétzt. Wie sich an den angepassten
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Abbildung 5.4: Geschitzte Kramers-Moyal Koeffizienten fiir zwei beispielhafte EEG-
Zeitreihen, die innerhalb des epileptischen Fokus (a) und in einer entfernten Hirnregion (b)
aufgezeichnet wurden. Dargestellt sind die mit N = 100000 Datenpunkten pro Zeitreihe ge-
schitzten Werte der einzelnen Koeffizienten (Quadrate) und an die Schitzungen von DM ynd
D®) angepasste Polynome niedrigen Grades (schwarze durchgezogene Linien). Die Fehlerbal-
ken entsprechen den statistischen Fehlern der Schitzwerte gemaff der Gleichungen (8.21) und
(8.22). Die grauen gestrichelten Linien zeigen angepasste Polynome fiir die Schatzungen von
DW und D@ mit den ersten bzw. letzten 50000 Datenpunkten der Zeitreihen. (Modifiziert

nach [160]).

Polynomen fiir diese Schétzungen erkennen liefs (gestrichelte Linien in Abbildung 5.4),
ergaben sich auf den Unterfenstern vergleichbare funktionelle Verldufe der geschitzten
Koeflizienten, so dass von naherungsweiser Stationaritdt der durch die Koeflizienten

erfassten Eigenschaften der Zeitreihen ausgegangen werden konnte.

Wie bereits erwahnt, konnen die durch die Verwendung eines endlichen Zeitschrittes
zur Schitzung der Koeffizienten hervorgerufenen Terme héherer Ordnung in 7 die funk-
tionellen Verlaufe der geschitzten Koeffizienten verdndern. Bei Betrachtung der Glei-
chungen (3.14) und (3.16) lasst sich erkennen, dass vor allem der Schétzer fiir den
Diffusionskoeffizienten bei additivem Rauschen — also eigentlich konstantem D@ —

durch den Term der Ordnung 7, der das Quadrat des Driftkoeffizienten enthélt, ein
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Abbildung 5.5: An die geschdtzten Diffusionskoeffizienten angepasste Polynome (durchge-
zogene Linien, siehe Abbildung 5.4) und berechnete Koeffizienten, die sich gemdfi Gleichung
(5.2) mit einem endlichen Zeitschritt 7 = 1At und mit den geschditzten Driftkoeffizienten fir
verschiedene angenommene konstante Diffusionskoeffizienten D®) = C' ergeben (gestrichelte
Linien): (a) fir die nicht-fokale und (b) fir die fokale EEG-Zeitreihe.

multiplikatives Erscheinungsbild aufgepriagt bekommen kann. Fiir den eindimensiona-
len Fall mit konstantem D®?) = C folgt mit Gleichung (3.16) fiir den Schiitzer D®) des
Diffusionskoeffizienten fiir endliches 7
N T 2 d
D@y =c+ L [(D(l)(:n)) + QCD(I)] . (5.2)
2 dx
Es kann also besonders bei linearem Drift und konstanter Diffusion zu einem quadrati-
schen Erscheinungsbild des geschétzten Diffusionskoeffizienten kommen. Um zu testen,
ob die Abweichungen von einem additiven Verlauf (d.h., D) # const in den mitt-
leren Graphen von Abbildung 5.4) von der Verwendung eines endlichen Zeitschrittes
verursacht wurden, wurde mit Hilfe der an die geschétzten Driftkoeffizienten angepass-
ten analytischen Funktionen der Ausdruck (5.2) fiir konstante Diffusionskoeffizienten
verschiedener Grofe ausgewertet. Wie in Abbildung 5.5 zu erkennen ist, reichte der Ein-
fluss der Terme hoherer Ordnung in 7 nicht aus, um die beobachtete Multiplikativitét

der geschatzten zweiten Koeffizienten zu erkléren.

Wie in Kapitel 2.2.2 erlautert wurde, ldsst der vierte Kramers-Moyal Koeffizient — Mar-
koveigenschaften vorausgesetzt — Riickschliisse iiber Abweichungen von einer gauf-
schen Verteilung des treibenden Rauschprozesses zu. Nur wenn DM verschwindet, ist
das treibende Rauschen gaufiverteilt und die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlich-
keitsdichte des zugrunde liegenden Prozesses kann durch eine Fokker-Planck Gleichung
beschrieben werden. Wie Abbildung 5.4 zeigt, nahm D@ fiir die nicht-fokale EEG-

Zeitreihe Werte leicht grofer als Null an, welche aber ungeféhr einen Faktor zwanzig
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Abbildung 5.6: Vergleich der stationdren Wahrscheinlichkeitsdichten p(x) (obere Graphen)
und Konturlinien der bedingten Dichten fir T = 1At (untere Graphen) zwischen den durch
Integration der Langevin Gleichung simulierten (Quadrate bzw. gestrichelte Linien) und den
urspringlichen EEG-Zeitreihen (durchgezogene Linien) fir die nicht-fokale (a) und die fokale
(b) Beispielzeitreihe. Die Konturgraphen wurden mit einem Abstand zwischen den Konturlinien
von 0.02 fir (a) und 0.012 fir (b) erzeugt. (Modifiziert nach [160]).

kleiner waren als die Werte des geschétzten zweiten Koeffizienten. Im Gegensatz dazu
ergaben sich fiir die fokale Zeitreihe deutlich groRere Abweichungen der Werte von D)
von Null. Dies lasst darauf schliefen, dass sich fokale EEG-Aktivitdt schlechter durch
eine eindimensionale Fokker-Planck Gleichung beschreiben lésst als nicht-fokale. Um
dieses Ergebnis zu iiberpriifen, wurden mit Hilfe der geschéitzten ersten und zweiten
Koeffizienten Langevin Gleichungen aufgestellt und numerisch integriert. Die dadurch
gewonnenen simulierten Zeitreihen konnten anschliefsend mit den urspriinglichen EEG-
Zeitreihen verglichen werden (sieche Abbildung 5.6). Es lief sich feststellen, dass sowohl
die Amplitudenverteilungen als auch die einfach bedingten Verteilungen fiir die nicht-
fokale EEG-Zeitreihe relativ gut {ibereinstimmten, wahrend sich fiir die fokale Zeitreihe

deutlichere Abweichungen ergaben.
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Abbildung 5.7: Abhdngigkeit des aus der nichi-fokalen (a) und der fokalen (b) Beispielzeitrei-
he geschitzten ersten und zweiten bedingten Moments MM und M) vom Zeitschritt T (in
Einheiten des Abtastintervalls At) fiir verschiedene Werte der normierten EEG-Amplitude x
(siehe Legende im unteren Graphen in (a)).

Abschliefsend wurde noch untersucht, ob eventuell vorhandenes Messrauschen in den
EEG-Aufzeichnungen einen Einfluss auf die Schitzung der Koeffizienten hatte. Wie
in Kapitel 3.2.3 erlautert wurde, erzeugt Messrauschen einen Versatz der geschétz-
ten bedingten Momente, der zur Folge hat, dass die Grenzwerte dieser Momente fiir
7 — 0 von Null verschieden sind. Abbildung 5.7 zeigt fiir die nicht-fokale und die foka-
le EEG-Zeitreihe die Schétzer der ersten beiden bedingten Momente fiir verschiedene
Amplitudenwerte in Abhéngigkeit vom Zeitversatz 7. Eventuell vorhandenes Messrau-
schen hatte bei den hier betrachteten Zeitschritten in beiden Féllen keinen erkennbaren
Einfluss auf die Schétzung der Koeffizienten, da die Grenzwerte der Momente fiir 7 — 0

gegen Null strebten.

Zusammenfassend ldsst sich also feststellen, dass es Hinweise darauf gibt, dass intra-
kraniell gemessene EEG-Zeitreihen Markoveigenschaften zeigen und dass eine Beschrei-
bung von EEG-Zeitreihen, die pathologische Aktivitdt enthalten, mit Hilfe nur der ers-
ten beiden Kramers-Moyal Koeffizienten — d.h. mit einem eindimensionalen Fokker-
Planck Ansatz — nicht ausreichend zu sein scheint. Nichtsdestotrotz scheint es be-
stimmte charakteristische Eigenschaften der geschétzten Kramers-Moyal Koeffizienten

zu geben, die eine Differenzierung zwischen physiologischer und pathophysiologischer
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Hirnaktivitat erlauben und somit fiir eine Charakterisierung der Dynamik des epilep-

tischen Gehirns niitzlich sein konnten.

5.2.3 Analyse von Langzeit-EEG-Aufzeichnungen

Basierend auf den im vorangehenden Abschnitt dargestellten Ergebnissen erschien es
aussichtsreich, geschétzte Kramers-Moyal Koeffizienten zur Charakterisierung der Dy-
namik des epileptischen Gehirns anhand von Langzeit-Vielkanal-EEG-Aufzeichnungen
zu verwenden. Diese Daten werden im Allgemeinen mit Hilfe einer gleitenden Daten-
fensterung analysiert, wodurch, je nach Anzahl der Elektrodenkontakte, der Aufzeich-
nungsdauer und der Lénge der Analysefenster, eine Anzahl von mehreren zehntausend
bis hin zu mehreren hunderttausend einzelnen zu analysierenden Zeitreihen resultiert.
Es ist klar, dass fiir diese Datenmengen eine Auswertung der funktionellen Verldufe der
geschatzten Kramers-Moyal Koeffizienten nur auf eine vollstédndig automatisierte Weise
geschehen konnte. Aus diesem Grund war es notig, Kenngrofien einzufiihren, die darauf
abzielen, die in den geschétzten Koeffizienten enthaltenen charakteristischen Informa-
tionen zu extrahieren und fiir weiterfithrende Auswertungen zugénglich zu machen.

Diese Kenngrofien werden im folgenden Abschnitt vorgestellt.

5.2.3.1 Definition von charakterisierenden KenngroRen

Zur Motivation der Definitionen der charakterisierenden Kenngrofsen zeigt Abbildung
5.8 geschitzte erste, zweite und vierte Kramers-Moyal Koeffizienten fiir beispielhafte
nicht-fokale und fokale Zeitreihen von zwei weiteren Patienten. Wie in Abbildung 5.4
zeigt sich auch hier, dass die Koeffizienten fiir pathologische Aktivitdt grofere absolute
Werte annahmen. Um diesen Effekt zu quantifizieren, wurden die von den Koeffizienten
D und D®@ iiberdeckten Wertebereiche als

R; = ’max (D(i) (JJ)) — min (D(i) (a:))

. e {12} (5.3)

berechnet. Hierbei, wie auch bei der Berechnung aller folgenden Kenngréfen, wur-
den nur Werte der Koeffizienten in Bins beriicksichtigt, die mindestens L-mal von der
Trajektorie getroffen wurden. Der Parameter L legt also wie bei den Definitionen der
Interdependenzkenngrofien in Kapitel 4.1 eine untere Grenze fiir die statistische Be-

stimmtheit der Werte der Koeffizienten fest. Weiterhin wurden die Mittelwerte und
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Abbildung 5.8: Geschitzte Kramers-Moyal Koeffizienten DY, D2 und D® fiir exzempla-
rische EEG-Zeitreihen mit N=100 000 Datenpunkten, die im Fokus (jeweils rechte Spalte) und
in einer entfernten Hirnstruktur (jeweils linke Spalte) von zwei Patienten (a) und (b) auf-
gezeichnet wurden. Quadrate entsprechen den geschdtzten Werten der Koeffizienten und die

Fehlerbalken entsprechen den statistischen Fehlern der Schétzwerte gemdfS der Gleichungen
(8.21) und (3.22). (Modifiziert nach [161]).

normierten Varianzen der Werte der Koeflizienten iiber x berechnet als

M;

<D(i)(x)>x, ie{1,2) (5.4)
Vi - Ji/,<<D(i)(x)—<D(i)(x)>x>2>, ie{1,2}, (5.5)

T

wobei N' = Tyaz — Timin. Die Groke Vo kann Auskunft {iber die Abweichung von einem
additiven Verhalten (d.h. die Multiplikativitdt) des geschétzten zweiten Koeffizienten
geben.

Um Hinweise auf die Stdrke der Dampfung im deterministischen Anteil des Modells
zu erhalten, wurde ein linearer fehlergewichteter Fit an den geschétzten ersten Ko-
effizienten D) durchgefithrt und die Steigung dieses Fits als Kenngrofe A; erfasst.
Die mittlere quadratische Abweichung der Werte des Koeflizienten von der gefitteten
Gerade — im Folgenden als X; bezeichnet — konnte dann als Indikator fiir das Vor-

handensein moglicher Nichtlinearitdten betrachtet werden.

Um die Asymmetrie des geschétzten zweiten Koeffizienten zu messen, wurde die Kenn-

grofe

(5.6)

Ay e ‘D@)(:cm —2) — D®(z,, + z)|
>\ maz {D®(zp, — ), D (2, + 2)} el
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eingefithrt, wobei z,, der Modus der Amplitudenverteilung der betrachteten EEG-
Zeitreihe ist und I das grofstmogliche symmetrische Intervall mit dem Mittelpunkt

Z.n, bezeichnet.

Schlieflich wurde zur Messung moglicher Abweichungen von einer gaufischen Verteilung
der treibenden Rauschkraft der Mittelwert des geschétzten vierten Koeffizienten iiber

T

My = <D(4)(x)> (5.7)

xT

betrachtet, wobei die Werte von D*) () mit ihren statistischen Fehlern gewichtet wur-

den, die mitunter fiir grofse Amplitudenwerte des EEG sehr ausgepragt werden kénnen.

Um abschétzen zu koénnen, wie groft der Zugewinn an Information durch die Verwen-
dung der oben eingefiihrten Kenngrofsen im Vergleich zu einfachen statistischen Ana-
lyseverfahren ist, wurden ebenfalls die ersten beiden statistischen Momente, d.h. der
Mittelwert (im Folgenden als ave bezeichnet) und die Varianz (im Folgenden als var
bezeichnet), der jeweiligen EEG-Zeitreihe nach der in Kapitel 5.2.1 beschriebenen Vor-

verarbeitung und vor der Normierung betrachtet.

5.2.3.2 Raumliche Aspekte der epileptischen Dynamik

Gegenstand der in diesem Kapitel dargestellten Untersuchungen war die Fragestellung,
ob mit Hilfe der im vorigen Abschnitt definierten Kenngrofsen eine Charakterisierung
der rdumlichen Verteilung der pathologischen Prozesse im epileptischen Gehirn erreicht
werden kann. Hierzu wurden Daten einer Gruppe von 20 Patienten retrospektiv unter-
sucht, von denen 10 einen rechts- und 10 einen linksseitigen epileptischen Fokus hatten.
Die EEG-Aufzeichnugen dauerten zwischen 4 und 12 Tage, wobei fiir die Analyse nur
Daten aus dem interiktualen Intervall berticksichtigt wurden, d.h. es wurden alle Daten
verworfen, die bis zu zwei Stunden vor, wiahrend und bis zu einer Stunde nach einem
Anfall aufgezeichnet wurden. Da alle Patienten nach erfolgter Operation anfallsfrei wa-
ren, kann davon ausgegangen werden, dass der Fokus im resektierten Gewebe enthalten

war.

Zunichst wurden die Kenngrofen fiir alle Datenséitze und jeweils alle Elektrodenkon-
takte zeitaufgelost mit Hilfe einer gleitenden Datenfensterung mit N = 50000 Daten-
punkten pro Fenster und 50% Uberlapp berechnet. Hierbei wurde ein Zeitschritt von
7 = 1At benutzt und eine Diskretisierung des Amplitudenbereichs mit B = 20 Bins ver-

wendet. Der Parameter L wurde als L = 100 gewihlt.! Als Beispiele sind in Abbildung

1 Fiir einzelne Patienten wurden auch andere Werte der Parameter B und L getestet. Hierbei ergab sich, das
die im Folgenden beschriebenen Effekte, die zu einer raumlichen Charakterisierung der pathologischen
Prozesse genutz werden, bei den hier benutzten Werten B = 20 und L = 100 am deutlichsten zum
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Abbildung 5.9: Werte von Ry (a) und Ry (c) fiir einen beispielhaften Ausschnitt von etwa 21
Stunden aus einer Vielkanal-EEG-Aufzeichnung (siehe Abbildung 5.1 fir Bezeichnungen der
FElektrodenkontakte) eines Patienten (Patient F in folgenden Abbildungen), dessen Anfdlle vom
rechten mesialen Temporallappen ausgingen (vgl. rechte Tiefenelektrode T). Zeitliche Mittel-
werte (R1), (b) und (R2), (d) von Ry und Ry fiir die einzelnen Elektrodenkontakte iber den in
(a) und (c¢) gezeigten Ausschnitt (gleiche Ordinate wie in (a) und (c)). Bei den temporobasalen
Elektroden (TB) sind zuerst die vier Kontakte der anterioren und dann die vier der posterioren

Elektrode aufgetragen. (Modifiziert nach [161]).
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5.9 (a) und (c) typische Ausschnitte aus den raumlichen und zeitlichen Verteilungen von
R; und Ry wahrend eines anfallsfreien Intervalls eines Patienten mit Fokus im rechten
mesialen Temporallappen dargestellt (Patient F in den folgenden Abbildungen). Die
groften Werte von Ry konnten an Elektrodenkontakten beobachtet werden (6. und 7.
Kontakt der rechten Tiefenelektrode T), die nahe bei bzw. innerhalb einer Hirnregion
lagen, die im Rahmen der préchirurgischen Abklarung als der epileptische Fokus iden-
tifiziert wurde. Obwohl R; fiir den hier betrachteten Ausschnitt seine grofiten Werte
ebenfalls fiir Kontakte aus dieser Hirnregion annahm, gab es andere sowohl ipsi- als
auch kontralaterale Regionen, die Ri-Werte vergleichbarer Grofe aufwiesen. Da diese
Effekte sehr stabil iiber lange Aufnahmezeitraume vorhanden waren, wurden zur Kom-
primierung der in den zeitlichen Profilen der Kenngrofien moglicherweise vorhandenen
radumlichen Informationen zur Lage des epileptischen Fokus fiir jeden Elektrodenkon-
takt die zeitlichen Mittelwerte der einzelnen Kenngrofsen iiber alle Analysefenster be-
rechnet. In Abbildung 5.9 (b) und (d) sind beispielhaft die zeitlichen Mittelwerte (R1),
und (Rs), von Ry und Ry iiber den in Abbildung 5.9 (a) und (c) gezeigten Ausschnitt
fiir alle Elektrodenkontakte dargestellt, wobei jeweils die gleiche Ordinate wie in Ab-
bildung 5.9 (a) und (c) gewihlt wurde. Da Ry fiir Elektrodenkontakte aus der Region,
die im Rahmen der prachirurgischen Abkldrung des Patienten als epileptischer Fokus
identifiziert wurde, Werte annahm, die um mehr als einen Faktor zwei grofer waren als
fiir die iibrigen Kontakte, war fiir diesen Patienten mit der Kenngrofte Ry also eine ein-
deutige Lokalisierung des Fokus mdoglich, ohne dass hierfiir Anfallsaktivitit beobachtet
werden musste. Bei Betrachtung der zeitlichen Mittelwerte aller Kenngrofien iiber alle
interiktualen Daten dieses Patienten (siehe Abbildung 5.10) liefs sich erkennen, das eine

solche klare Identifizierung des Fokus nur mit der Kenngréfe Ry moglich war.

Da nicht bei allen Patienten der epileptische Fokus mit Hilfe der Kenngrofen der-
art klar identifiziert werden konnte (siehe Tabelle 5.1), wurde weiterhin untersucht,
ob zumindest eine Lateralisierung des Fokus — also die Bestimmung der Hemisphé-
re, die den epileptischen Fokus enthielt — moglich war. Zu diesem Zwecke wurden
aus den kontaktweisen zeitlichen Mittelwerten durch eine weitere Mittelung iiber alle
Elektrodenkontakte ¢ der ipsi- bzw. kontralateralen Hemisphére die Mittelwerte der
jeweiligen Kenngrofien fiir die einzelnen Hirnhélften bestimmt. Fiir die Kenngrofe €2
(Q e {Ri12, My 2,Vi2,A1,X1, A2, M4, ave,var}) konnte dann mit diesen Hemisphéren-

mittelwerten ((€2),) der Lateralisierungsindex

ce{ipsi,kontra}

<<Q>t>c€{ipsi} o <<Q>t>c€{kontra}

AQ) =
<<Q>t>ce{ipsi} + ‘<<Q>t>ce{kontr(1}

(5.8)

Vorschein traten.
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Abbildung 5.10: Zeitliche Mittelwerte der einzelnen Kenngrofien dber alle interiktualen In-
tervalle des selben Patienten (Patient F) wie in Abbildung 5.9 fiir alle Elektrodenkontakte (siehe
Abbildung 5.1 fiir Bezeichnungen der Elektrodenkontakte). Bei den temporobasalen Elektroden
(TB) sind zuerst die vier Kontakte der anterioren und dann die vier der posterioren Elektrode
aufgetragen.
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berechnet werden. Dieser Index ist auf das Intervall [—1, 1] beschrankt, wobei positive
Werte einem im Mittel groferen Wert der Kenngrofse fiir die ipsi- als fiir die kontralate-
rale Hemisphére entsprechen und negative Werte dem umgekehrten Fall (hierbei wurde
das a priori Wissen iiber die fokale Hemisphére verwendet). Fiir die nicht vorzeichenbe-
hafteten Kenngrofen (also alle Kenngrofen auer M und ave) bedeutet beispielsweise
ein Wert des Lateralisierungsindex von 0.5, dass die Differenz zwischen den mittleren
Werten fiir die ipsi- und kontralaterale Hemisphére genauso grof ist wie der Gesamt-

mittelwert der Werte der Kenngrofen fiir beide Hemisphéren.

Abbildung 5.11 zeigt die so gewonnenen Lateralisierungsindizes fiir alle 20 Patienten. Es
lasst sich erkennen, dass bei alleiniger Betrachtung des Vorzeichens der Indizes mit der
Kenngrofie Ay eine Identifizierung der fokalen Hemisphére als die Hemisphére mit den
im Mittel groferen Werten von As bei 19 Patienten moglich war. Die an den beispiel-
haften EEG-Zeitreihen gemachte Beobachtung, dass der geschétzte zweite Koeffizient
fiir pathologische Aktivitdt asymmetrischer zu sein scheint als fiir nicht-pathologische,
konnte hiermit fiir alle bis auf einen Patienten bestétigt werden. In 17 der 20 Patien-
ten konnte aufgrund von groferen mittleren Werten der Kenngrofe Vo die fokale Seite
identifiziert werden, was ein Hinweis auf stdrkere Multiplikativitdt des zweiten Koeffizi-
enten fiir die aus Strukturen der ipsilateralen Hemisphére aufgezeichneten EEG-Signale
sein konnte. Ein ipsilateral groferer mittlerer Wert des vierten Koeflizienten konnte bei
16 der 20 Patienten beobachtet werden, was auf eine schlechtere Beschreibbarkeit des
fokalen EEG durch einen eindimensionalen Fokker-Planck Ansatz in der Mehrzahl der
Patienten deuten kénnte. Auch die absoluten Werte der ersten beiden geschétzten Ko-
effizienten waren im Mittel fiir Aktivitdt aus der fokalen Seite grofler als fiir solche
aus der nicht-fokalen, was sich fiir den ersten Koeffizienten mit Ry bei 14 und fiir den
zweiten mit R bei 16 der 20 Patienten zeigte. Fine fiir die beiden Hirnhélften unter-
schiedlich starke Ddmpfung im deterministischen Anteil der Dynamik konnte mit A
nicht mit einem Signifikanzniveau kleiner 0.05 bestétigt werden, wohingegen mit ; bei
15 Patienten Hinweise auf stirkere Nichtlinearitdten auf der ipsilateralen Seite gefunden
wurden. Fiir 14 der 20 Patienten konnte auch durch eine Berechnung der Varianz der
EEG-Signale die fokale Seite festgelegt werden. Dies konnte durch das Vorhandensein
von sogenannten Spikes (hochamplitudige Spitzen, die verstiarkt in EEG-Signalen von
Epilepsiepatienten auftreten) bedingt sein. Falls diese Spikes nicht zu haufig auftreten,
werden sie durch die in Kapitel 5.2.1 beschriebene Vorverarbeitung der Daten in der
Analyse nicht beriicksichtigt, wobei ein Resteinfluss nicht auszuschliefsen ist. Diese im
EEG auftretenden Spikes haben aber in der Regel nur eine geringe Aussagekraft fiir

eine Lokalisierung des epileptischen Fokus.
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Abbildung 5.11: Ergebnisse der Lateralisierung des epileptischen Fokus mit den Lateralisie-
rungsindizes gemafi Gleichung (5.8) fiir alle Kenngriflen und fir alle 20 untersuchten Pati-
enten. Ein positiver Wert eines Lateralisierungsindex deutet auf im Mittel héhere Werte der
jeweiligen KenngrdfSe fir die ipsi- als fiir die kontralaterale Hemisphdre.
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Laterali- : Signifikanz- | ,Lokali- || Mittelwert : Varianz
Kenngrofe || sierung @  niveau sierung” Tag > - Tag >
3 Nacht Nacht

Tabelle 5.1: Anzahl der Patienten (aus insgesamt 20) bei denen eine Lateralisierung bzw.
eine engere raumliche Eingrenzung (hier ,Lokalisierung® genannt) des epileptischen Fokus mit
den einzelnen Kenngrofien méglich war. Fir die Lateralisierung sind auch jeweils die Signifi-
kanzniveaus angegeben, die sich aus der Annahme einer gleichen a priori Wahrscheinlichkeit
beider Hirnhdlften fir die Identifizierung als fokale Hemisphdre mit Hilfe einer Binomialver-
teilung ergeben. Die letzten beiden Spalten enthalten die Anzahl der Patienten, bei denen die
Werte bzw. die Varianzen der einzelnen Kenngréfien fir die Tagaufnahmen gréffer waren als
fiir die Nachtaufnahmen.

In Tabelle 5.1 sind die Ergebnisse in Bezug auf eine Lateralisierung und zusétzlich im
Hinblick auf eine mogliche engere raumliche Eingrenzung des epileptischen Fokus (in
der Tabelle als , Lokalisierung® bezeichnet) fiir alle Patienten zusammengefasst. Hierbei
wurde fiir eine mogliche rdumliche Eingrenzung des Fokus ein eher subjektives Krite-
rium gewéhlt, und zwar wurde eine solche als moglich gewertet, falls die im Rahmen
der prachirurgischen Abklarung als Fokus identifizierte Hirnregion sich durch entweder
herausragend grofie oder kleine Werte einer Kenngrofe in einer Gruppe von benach-
barten Elektrodenkontakten im Vergleich zu den restlichen Kontakten &ufserte (wie
beispielsweise die Kontakte 6 und 7 der rechten Tiefenelektrode fiir Ry in Abbildung
5.9). Die Anzahl der Kontakte in einer solchen Gruppe lief sich aufgrund der hohen in-
terindividuellen Varianz innerhalb der Patientengruppe nicht festlegen, sondern musste
individuell angepasst werden. Wie sich anhand der Tabelle 5.1 erkennen ldsst, war eine
solche rdumliche Eingrenzung des Fokus mit den untersuchten Kenngrofsen bei deut-
lich weniger Patienten moglich als eine korrekte Lateralisierung. Am besten geeignet
fiir eine Lokalisierung des epileptischen Fokus schienen die Kenngrofsen zu sein, die auf

dem zweiten oder vierten geschatzten Kramers-Moyal Koeffizienten basieren. So konn-
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ten mit Ry bei 13, mit As bei 11 und mit Vo und My jeweils bei 10 Patienten auffallige
Strukturen identifiziert werden, die sich mit dem epileptischen Fokus deckten. Hierbei
gelang die Eingrenzung des Fokus je nach betrachteter Kenngrofien bei unterschiedli-
chen Patienten. Bei gemeinsamer Beriicksichtigung der Information aller Kenngréfsen
konnte bei 18 der 20 Patienten Hinweise auf eng umschriebene auffillige Strukturen
gefunden werden, die sich mit dem Fokus deckten. Auch fiir die Lateralisierung der
fokalen Hemisphére schienen die Kenngrofen Ao, Vo, Ro und My, die auf dem zwei-
ten oder vierten geschétzten Kramers-Moyal Koeffizienten basieren, am geeignetsten

Zu sein.

Da EEG-Aufnahmen aus verschiedenen Aufmerksamkeits- bzw. Wachheitszustédnden
unterschiedliche charakteristische Eigenschaften aufweisen konnen [15|, wurde ebenfalls
untersucht, ob es einen Einfluss von Tag-Nacht-Rhythmen auf die oben vorgestellten
Analyseergebnisse gab. Da genaue Daten iiber das Verhalten der Patienten wihrend des
Zeitraumes der EEG-Aufzeichnung, wie beispielsweise Schlaf- und Wachzeiten, nicht
vorlagen, wurden die untersuchten Langzeit-Datensétze ohne Bezug zum tatsdchlichen
Verhalten der einzelnen Patienten in Tag- und Nachtintervalle unterteilt. Zeitraume
zwischen 6 Uhr morgens und 22 Uhr abends wurden hierbei als Tag gewertet und die
verbleibenden Zeitradume als Nacht. Fiir diese Intervalle wurden dann die Mittelwerte
und Varianzen der Kenngrofsen zunéchst fiir jeden Elektrodenkontakt einzeln berechnet.
Beim kontaktweisen Vergleich dieser Mittelwerte und Varianzen ergaben sich fiir einige
der Kenngrofien Unterschiede zwischen den Tag- und Nachtintervallen, wobei weder die
Stéarke noch das Vorzeichen dieser Unterschiede eine systematische Abhéngigkeit von
der Lage der Elektrodenkontakte im Gehirn, weder relativ zum epileptischen Fokus noch
zu anderen Hirnstrukturen, zeigte. Die relativen Unterschiede zwischen den Mittelwer-
ten und Varianzen lagen im Bereich zwischen einigen Prozent bin hin zu maximal 20%.
Um die durch zirkadiane Rhythmen induzierten Tag-Nacht-Schwankungen komprimiert
darzustellen, wurden jeweils die kontaktweisen Mittelwerte und Varianzen der einzelnen
Kenngrofien fiir die Tag- bzw. Nachtintervalle iiber alle Elektrodenkontakte ¢ gemit-
telt, wodurch sich fiir die Kenngréofe 2 (Q € {Ry 2, M1 2, V12, A1, X1, A2, My, ave, var})
der mittlere Wert <<Q>T7 N> und die mittlere Varianz <02 Q) N> fiir die Tag- bzw.
Nachtintervalle ergab. In den letzten beiden Spalten der Tabelle 5.1 sind die Ergebnisse
der Vergleiche dieser mittleren Werte und Varianzen fiir die unterschiedlichen Kenngro-
fen dargestellt. Die meisten der Kenngrofsen zeigten keine systematische Abhingigkeit
ihrer Werte von der Tageszeit, da bei etwa der Halfte der Patienten tagsiiber und bei
der anderen Hélfte nachts grofsere Werte angenommen wurden. Deutliche Abweichun-
gen von diesem Verhalten und damit einen konsistenten Einfluss der Tageszeit zeigten

nur die Kenngroflen Mi, Ag, X;, V2 und var, wobei nur bei As die Werte im Mittel
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nachts grofer zu sein schienen als tagsiiber (bei 17 Patienten). Fiir die anderen Kenn-
grofken wurden tagsiiber im Mittel grofere Werte angenommen und zwar fiir My bei 17,
fiir x; bei 15 und fiir V5 und var jeweils bei 14 der Patienten. Dies deutet darauf hin,
dass der zweite geschéatzte Kramers-Moyal Koeffizient bei der Mehrzahl der Patienten
nachts asymmetrischer (erfasst durch As) aber auch weniger multiplikativ (erfasst durch
V3) zu sein schien als tagsiiber. Der erste geschitzte Koeffizient zeigte fiir die meisten
der Patienten tagsiiber einen groferen Mittelwert (M;) und Hinweise auf ausgepragtere
Nichtlinearitdten (;) als nachts. Des Weiteren konnte bei den meisten der Patienten
tagsiiber eine grofere Varianz des EEG (var) beobachtet werden als nachts, was durch
das seltenere Auftreten von epileptischen Spikes zu Nachtzeiten bedingt sein konnte.
Auch die Variabilitdt der Werte der Kenngréfen war fiir die Mehrzahl der Patienten
tagsiiber grofser als nachts, wobei dies bei den mittleren Varianzen von x;, M1, Va, ave
und A; am héufigsten zu beobachten war. Dieser Effekt konnte durch eine vielfaltigere

Dynamik des EEG wéahrend den Tagintervallen bedingt sein.

5.2.3.3 Zeitliche Aspekte der epileptischen Dynamik

Wie eingangs bereits erwdhnt, ist neben einer rdumlichen Charakterisierung der pa-
thologischen Prozesse im epileptischen Gehirn auch eine mogliche Detektion von cha-
rakteristischen zeitlichen Anderungen im EEG vor Anfillen ein Forschungsgebiet von
grofiem Interesse. Voraussetzung fiir eine derartige Detektion ist, dass der Ubergang
in die Anfallsaktivitdt nicht plotzlich und abrupt vonstatten geht, sondern durch all-
méihliche Anderungen in der Dynamik des epileptischen Gehirns hervorgerufen wird.
Eine Diskussion verschiedener Szenarien fiir die Entstehung von epileptischen Anféllen
findet sich beispielsweise in [162, 163].

Fiir die im Folgenden vorgestellte Untersuchung wurden von den 20 Patientendatensét-
zen, die in Kapitel 5.2.3.2 untersucht wurden, fiinf ausgewahlt (die Patienten A F.I.G
und H), die eine ausreichende Anzahl von zeitlich geniigend getrennten Anféllen (min-
destens drei Anfille, die einen zeitlichen Abstand von mehr als vier Stunden haben)
enthielten. Diese fiinf Datensétze bestanden aus EEG-Aufnahmen, die mit 20 bis 76
Elektrodenkontakten iiber Aufnahmezeitraume zwischen 5 und 12 Tagen aufgezeichnet

wurden. Des Weiteren enthielten Sie zwischen 4 und 10 Anfallen.

Vorgehensweise

Um Hinweise darauf zu bekommen, ob die Werte der in Abschnitt 5.2.3.1 eingefiihr-
ten Kenngrofen charakteristische Anderungen vor Anfillen zeigen, wurde wie folgt

vorgegangen. Zunachst wurden die Kenngréfien mit einer gleitenden Datenfensterung
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fiir jeden Elektrodenkontakt zeitaufgelost berechnet. Hierfiir wurden wieder B = 20,
L = 100 und Datenfenster mit N = 50000 Datenpunkten mit einem Uberlapp von
50% verwendet, womit der zeitliche Abstand von zwei aufeinander folgenden Werten
der Kenngrofien 125s betrug. Die so erhaltenen zeitlichen Profile der einzelnen Kenn-
grofen wurden dann in interiktuale und préiktuale Intervalle unterteilt, wobei alle Wer-
te der Kenngrofen, die in einer Zeitspanne t,.. vor einem Anfall lagen als praiktual
und alle Werte, die weder in einem préiktualen Intervall, noch im Zeitraum eines An-
falls bzw. bis zu 30 Minuten nach einem Anfall lagen, als interiktual gewertet wurden.
Die hierfiir angenommene Dauer des praiktualen Intervalls wurde als t,,. = 120 oder
tpre = 240 Minuten gewéhlt [164, 165, 18, 152, 166|. Durch dieses Vorgehen wurden
somit durch Beriicksichtigung aller vorkommenden Anfille fiir jeden Elektrodenkontakt
die Verteilungen der pra- und interiktualen Werte der einzelnen Kenngroéfien bestimmt.
Eine separate Betrachtung der pra- und interiktualen Verteilungen fiir jeden einzelnen
Anfall wie z.B. in [153|, wie auch die Verwendung von kiirzeren Dauern des angenom-
menen préiktualen Intervalls, waren aufgrund der durch die relativ grofse Anzahl an
Datenpunkten pro Analysefenster bedingten geringen zeitlichen Auflésung der Profile
der Kenngréfsen und der daraus folgenden geringen Anzahl an Werten in den einzelen
praiktualen Intervallen nicht sinnvoll. Die statistische Trennbarkeit zwischen den so ge-
wonnenen pra- und interiktualen Verteilungen der Werte der verschiedenen Kenngréfen
wurde dann mit Hilfe der sogenannten Receiver-Operating Charakteristik (ROC) [167]
quantifiziert. Diese beruht im Gegensatz zu anderen statistischen Verfahren wie etwa
dem Kolomogorov-Smirnov Test auf einer gleichzeitigen Betrachtung der Sensitivitat
und der Spezifitit einer charakterisierenden Kenngrofie. Hierbei wird fiir den Wert einer
Kenngrofe eine Schwelle fiir eine Klassifizierung als praiktual bzw. interiktual festgelegt
und die Sensitivitdt wird als der relative Anteil korrekt als praiktual klassifizierter Wer-
te der Kenngrofe an den insgesamt als praiktual klassifizierten Werten berechnet. Die
Spezifitiat ergibt sich analog als der relative Anteil korrekt als interiktual klassifizierter
Werte der Kenngrofte an den insgesamt als interiktual klassifizierten Werten. Wird nun
diese Schwelle kontinuierlich variiert und fiir jeden Schwellwert die Sensitivitdt gegen
1 minus die Spezifitdt aufgetragen, so ergibt sich die sogenannte ROC-Kurve. Als Maf
fiir die Trennbarkeit der beiden Verteilungen kann dann die Flache unter der ROC-
Kurve genutzt werden, die fiir den Fall gleicher Verteilungen den Wert 0.5 und fiir den
Fall disjunkter Verteilungen entweder den Wert 0 oder 1 annimmt, je nach dem, ob fiir
die Klassifizierung angenommen wurde, dass die Werte der Kenngrofe praiktual grofser
oder kleiner sind als interiktual. Im Folgenden wird als Mafs fiir die Trennbarkeit der
Verteilungen die Abweichung der ROC-Flache vom Wert 0.5 betrachtet. In Abbildung
5.12 wird diese Vorgehensweise anhand eines Beispiels verdeutlicht. In Abbildung 5.12
(a) ist das Profil der Kenngrofe R; fiir einen Elektrodenkontakt aufgetragen, welches
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Abbildung 5.12: Beispiel fiir eine Anwendung der Receiver-Operating Charakteristik (ROC).
(a) Zeitliches Profil der Kenngrofie Ry fiir einen Elektrodenkontakt eines Patienten, der wih-
rend der EEG-Aufzeichnung 10 Anfille (markiert durch Pfeile) hatte. Fir ein angenommenes
praiktuales Intervall von 240 Minuten sind die prdaiktualen Werte grau dargestellt. (b) Pri- und
interiktuale Verteilungen der Werte von Ry. (c¢) Berechnung der Fldiche unter der ROC-Kurve,
deren Wert in diesem Fall 0.78 betrug und damit eine Abweichung von 0.28 von einer Fliche
0.5 hatte.

aus einer etwa 5 Tage dauernden EEG-Aufzeichnung berechnet wurde, die 10 Anfal-
le enthielt. Das zeitliche Auftreten der Anfélle ist durch Pfeile markiert und Werte
der Kenngrofe, die dem préaiktualen Intervall zugeordnet wurden, sind in grau darge-
stellt. Abbildung 5.12 (b) zeigt die so gewonnenen inter- und préiktualen Verteilungen
der Werte von Ry fiir diesen Elektrodenkontakt. Trotz der Uberschneidung der beiden
Verteilungen lésst sich erkennen, dass diese nicht {ibereinstimmen. In 5.12 (c) ist die
ROC-Kurve fiir dieses Beispiel dargestellt, wobei die Flache unter dieser in diesem Fall
0.78 betrug und die Abweichung der Fldche von 0.5 damit einen Wert von 0.28 hatte.

Statistische Validierung

Auch fir den Fall, dass es keine detektierbaren Vorlduferstrukturen vor Anféllen gibt,
kénnen die ROC-Flachen fiir die verschiedenen Kenngrofien aufgrund von statistischen

Schwankungen von 0.5 verschiedene Werte annehmen. Es ist zwar davon auszugehen,
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dass in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit fiir einen ROC-Wert nahe 0 bzw. 1 fiir ein
einzelnes Zeitprofil einer Kenngrofe sehr klein ist. Aufgrund der grofen Anzahl an
statistischen Freiheitsgraden in der Analyse (die verschiedenen Patienten, Elektroden-
kontakte, Kenngrofen usw.) ist jedoch damit zu rechnen, dass es durchaus auch im
Falle keiner detektierbaren charakteristischen Anderungen zu ROC-Werten kommen
kann, die deutlich von 0.5 verschieden sind. Die erhaltenen Ergebnisse miissen also auf
ihre statistische Signifikanz getestet werden. Zu diesem Zweck wurde in [157] das Kon-
zept der Anfallszeitensurrogate entwickelt. Dieses basiert auf der Nullhypothese, dass
der Ubergang vom interiktualen in den iktualen Zustand ein abruptes Phinomen ist und
ein priiktualer Ubergangszustand nicht existiert. Fiir den Test dieser Hypothese werden
durch eine zufillige Permutation der Intervalle zwischen Anféllen (inklusive des Inter-
valls zwischen dem Beginn der Aufzeichnung und dem ersten Anfall) 19 verschiedene
Mengen von randomisierten Anfallszeiten generiert. Fiir jedes dieser Surrogate wird
die vollstéandige ROC-Analyse in selber Weise wie fiir die urspriinglichen Anfallszeiten
durchgefiihrt, nur das anstatt dieser nun die zufilligen Anfallszeiten der einzelnen Sur-
rogate fiir die Festlegung der pré- und interiktualen Intervalle verwendet werden. Falls
bei keinem der Surrogate eine grofere Abweichung des ROC-Wertes von 0.5 gefunden
wird als beim besten Wert fiir die wahren Anfallszeiten, so kann die Nullhypothese mit

einem Signifikanzniveau von o = 0.05 verworfen werden.

Ergebnisse

Abbildung 5.13 zeigt fiir beide angenommenen Dauern des préiktualen Intervalls (¢p,e =
120 Minuten in Abbildung 5.13 (a) und ¢, = 240 Minuten in Abbildung 5.13 (b)) die
erhaltenen Abweichungen von einer ROC-Fléache von 0.5 fiir alle Kenngrofen, wobei
fiir jeden Patienten jeweils der Wert fiir den Elektrodenkontakt mit der grofsten Ab-
weichung gezeigt ist. Eine positive Abweichung entspricht hierbei dem Fall, dass die
jeweilige Kenngrofe in den préaiktualen Intervallen im Mittel gréfere Werte annahm
als in den interiktualen Intervallen und eine negative dem umgekehrten Fall. Falls bei
keinem der 19 Surrogate (und bei Beriicksichtigung jeweils aller Elektrodenkontakte)
eine grofere Abweichung der ROC-Fléche von 0.5 beobachtet werden konnte als fiir die
originalen Anfallszeiten, wurde der beobachtete Unterschied als signifikant betrachtet
und die entsprechende Abweichung in Abbildung 5.13 mit einem Stern gekennzeichnet.
Zunichst liefs sich feststellen, dass bei beiden angenommenen Dauern des priiktua-
len Intervalls und fiir keine der Kenngrofe eine eindeutige Tendenz hin zu entweder
groferen oder kleineren praiktualen Werten zu beobachtet war, da die maximalen Ab-
weichungen bei allen Kenngrofen je nach Patient sowohl negativ als auch positiv waren.

Nur die maximale Abweichung der Varianz der EEG-Zeitreihen scheint bei allen Pa-
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Abbildung 5.13: Abweichungen von der ROC-Fliche von 0.5 fiir alle fiinf Patienten und alle
Kenngréfen fiir eine angenommene Dauer des prdtktualen Intervalls von t,.. = 120 Minuten
(a) und tyre = 240 Minuten (b). Fir jeden Patienten ist jeweils der Wert fir den Elektro-
denkontakt mit der grifiten Abweichung gezeigt und signifikante Werte sind mit einem Stern
gekennzeichnet.

tienten auf einer Zeitskala von 4 Stunden vor Anféllen positiv zu sein, wobei dieser
Unterschied nur bei einem Patienten signifikant war. Generell wurden nur sehr wenige
signifikante Unterschiede zwischen den pré- und interiktualen Verteilungen der Werte
der Kenngrofen gefunden. Fiir ¢, = 120 Minuten war dies bei den Patienten A und
G jeweils mit einer Kenngrofe und fiir ¢, = 240 Minuten bei den Patienten A und
G jeweils mit zwei und beim Patienten F mit 6 der Kenngrofen der Fall. Die Elektro-
denkontakte, fiir die signifikante Unterschiede beobachtet wurden, lagen immer in der
ipsilateralen Hemisphére aber nur teilweise exakt in der Region des epileptischen Fo-
kus. Weiterhin fiel auf, dass bei allen Patienten die Elektrodenkontakte mit den grofsten
Abweichung der ROC-Fliche von 0.5 fiir die meisten Kenngrofen in jeweils der selben
Hemisphére lagen. So lagen bei den Patienten AF und G die Elektrodenkontakte mit
den maximalen Abweichungen der meisten Kenngrofen in der ipsilateralen und bei den

Patienten H und I in der kontralateralen Hemisphare.
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Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass mit den Kenngrofsen vereinzelt signifikante
Unterschiede zwischen pra- und interiktualen Intervallen beobachtet werden konnten
(vor allem auf einer Zeitskala von 4 Stunden vor Anféllen), wobei keine der Kenngrofen
im Vergleich mit den {ibrigen konsistent herausragend gute oder schlechte Ergebnisse
erzielte (ausgenommen der Mittelwert des EEG (Kenngrofie ave), der fiir alle Patienten

die niedrigsten Abweichungen der ROC-Fliche von 0.5 erreichte).

5.3 Bivariater Ansatz

Gegenstand dieses Kapitels ist die Fragestellung, ob mit den in Kapitel 4 eingefiihrten
Interdependenzkenngréfsen eine Charakterisierung der Interaktionen im epileptischen
Gehirn sowohl im Hinblick auf ihre Starke als auch auf ihre Richtung erreicht werden
kann. Dabei werden wie im vorangehenden Kapitel rdumliche und zeitliche Aspekte
getrennt voneinander betrachtet. Bei allen in diesem Kapitel vorgestellten Analysen
wurde auf die EEG-Zeitreihen wieder die in Kapitel 5.2.1 geschilderte Vorverarbeitung
angewandt. Teile des Kapitels sind in [98] veréffentlicht.

5.3.1 Raumliche Aspekte von Interdependenzen im epileptischen Gehirn

Zur Untersuchung der rdumlichen Interaktionsstruktur der pathologischen Prozesse im
epileptischen Gehirn wurden die in Kapitel 4 eingefiihrten Interdependenzkenngrofien
fiir die Datensatze der selben 20 Patienten wie in Kapitel 5.2.3.2 berechnet, wobei
wieder nur EEG-Aufzeichnungen aus dem interiktualen Intervall beriicksichtigt wur-
den. Um die Anzahl der zu analysierenden Kombinationen von Elektrodenkontakten
zu begrenzen, wurden nur Kombinationen zwischen den N, = 20 Kontakten der beiden
Tiefenelektroden betrachtet, was aufgrund der Symmetrie der Kenngroke M®?) bzw.
der Antisymmetrie der Richtungskenngréfen F(12) und K12 zu einer Anzahl von 190
nichtredundanten Kontaktkombinationen fiihrte. Die Kenngréfsen wurden zeitaufgelost
mit Hilfe einer gleitenden Datenfensterung mit N = 10000 Datenpunkten pro Ana-
lysefenster berechnet, wobei die Fenster einen Uberlapp von 50% hatten. Ein Fenster
iiberdeckte somit einen Zeitraum von 50 Sekunden. Die Parameter B und L wurden
als B = 10 und L = 100 gewihlt? und es wurde der kleinste zur Verfiigung stehende
Zeitschritt 7 = 1At verwendet.

In Abbildung 5.14 (a) ist ein beispielhafter Ausschnitt aus dem zeitlichen Verlauf der

mittleren Interdependenz zwischen jeweils einem bestimmten Elektrodenkontakt ¢ und

2 Die Analysen wurden auch mit B = 5 durchgefiihrt, was zu qualitativ vergleichbaren Ergebnissen fiihrte.
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Abbildung 5.14: Beispielhafter Ausschnitt aus dem zeitlichen Verlauf der mittleren Inter-
dependenz zwischen einem festen Elektrodenkontakt ¢ (aufgetragen auf der Ordinate) und al-
len N. — 1 dbrigen Kontakten, welche gemdfs der Gleichungen (5.9) durch die Grifen F'c(l),
F'C(Q), K’él), I_(c(2) und J\ch(z) bestimmt wurde. Der gezeigte, 24 Stunden tberdeckende Ausschnitt
stammt aus der Analyse eines Datensatzes von einem Patienten mit einer linksseitigen fokalen
Epilepsie und begann um 12:30 Uhr. Ein positiver Wert von Fc(l’Z) und I_{£1’2) deutet darauf
hin, dass der Kontakt c im Mittel einen schwdcheren FEinfluss auf die ibrigen Kontakte hatte
als umgekehrt.
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allen iibrigen No — 1 Kontakten gezeigt, welche geméf der Gleichungen

FMw) = (No—-1)7 Y FLP (w),

c'#c

KM w) = (No-1) Y K (w),
d#c

P (w) = (No—1)71S MP(w) (5.9)
cd#c

bestimmt wurde, wobei beispielsweise Fc(cl,)(w) den Schitzer fiir FU) fiir das Analyse-
fenster w und die Kontaktkombination (cc’) bezeichnet. Bei Betrachtung der Kenngrofe
F®) schien aufgrund des positiven Vorzeichens von F’(SQ) trotz des Vorhandenseins von
zeitlichen Schwankungen die Hirnregion, die durch die Elektrodenkontakte TLO6-TLO09
erfasst wurde, im Mittel durch die iibrigen Kontakte getrieben zu werden. Mit der
Kenngrofe FU) war ein derartig raumlich umschriebener Effekt nicht zu beobachten.
Auch im Profil der symmetrischen Kenngroke M) fiel diese Hirnstruktur auf, da hier
Mc(2) besonders niedrige Werte annahm. Dies kdnnte auf eine zeitweise weniger stark
ausgeprigte Mischung der Rauschprozesse fiir die EEG-Signalen aus dieser Hirnregion
hindeuten. Die verteilungsbasierten Kenngrofen K™ und K® nahmen ebenfalls fiir
Kontakte in der linken Hemisphére ihre gréfsten mittleren Werte an, wobei hier zusétz-
lich die Kontakte TL0O3 und TL04 von den iibrigen Kontakten beeinflusst zu werden

schienen.

Um eine komprimierte Darstellung sowohl des Vorhandenseins als auch der Richtung
von Kopplungen zwischen verschiedenen Hirnregionen zu erméglichen, wurden fiir je-

de Kombination (¢, ) von Elektrodenkontakten die Grofen <F(1’2)>t, <K (1’2)>t und

cc’ cc!
<M 0(3,)> berechnet, wobei (-), den Mittelwert iiber alle interiktualen Analysefenster
bezeichnet (d.h. alle Analysefenster, die nicht zwei Stunden vor, wiahrend oder bis zu
einer Stunde nach einem Anfall lagen). Fiir den selben Patienten wie in Abbildung 5.14
sind diese Mittelwerte in Abbildung 5.15 dargestellt. Aufgrund der antisymmetrischen
Definition der Richtungskenngrofen F(12) und K2 sind die Darstellungen fiir die-
se antisymmetrisch, wohingegen die Darstellung fiir die Kenngrofe M) symmetrisch
ist. Obwohl die Mittelwerte fiir diesen Patienten aufgrund der langen Aufnahmedauer
der EEG-Aufzeichnung von ca. 7 Tagen relativ klein waren, liefsen sich dennoch klare
raumliche Strukturen in den Interdependenzmatrizen erkennen. Wahrend mit () vor
allem lokale Interaktionen zwischen relativ eng benachbarten Kontakten zu erkennen
waren, zeigten die librigen Kenngréfen auch langreichweitige Interaktionen zwischen
Kontakten aus unterschiedlichen Hemisphéren an. Besonders auffillig war hierbei in
den Matrizen von F® und M®? wieder die Region um die Kontakte TL06-TLO09, die
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TLO1 M

TL10

—
(K2) 004 .. 004
t

Abbildung 5.15: Zeitliche Mittelwerte <FC(3,’2)> , <K£i,’2)> und <M£§,)> iber alle interiktua-
t t t

len Daten der EEG-Aufzeichnung (Dauer: ca. 7 Tage) des selben Patienten wie in Abbildung

5.14. Ein farbkodierter Matrizeintrag mit Zeilen- und Spaltenindizes ¢ und ¢ stellt den zeitli-

chen Mittelwert der jeweiligen Kenngrife fir die Elektrodenkontaktkombination (cc') dar, wo-
beic,c € {TRO1,..., TR10,TLO1,..., TL10}. Ein positiver Wert von <Fc(j,’2)> bzw. <K§i}2)>
t t

deutet auf einen stirkeren Einfluss von Kontakt ¢’ auf Kontakt c als umgekehrt. Eintrige auf
der Hauptdiagonalen sind schwarz dargestellt.
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sich interessanterweise mit dem in der prachirurgischen Evaluierung des Patienten iden-
tifizierten epileptischen Fokus deckte. Das Vorzeichen von F(®) deutete in diesem Fall
darauf hin, dass der epileptische Fokus selbst von Kontakten auf der gegeniiberliegen-
den Hirnhélfte beeinflusst zu werden schien. Die Kenngrofen K und K zeigten ein
ahnliches Verhalten, wobei sich die Kontakte TLO6-TL09 allerdings nicht in gleicher
Weise vom Rest abhoben wie bei F(?) und mit diesen Kenngrofen wieder eher weiter
vorne liegende Strukturen der linken Hirnhélfte als beeinflusste Strukturen auffielen
(Kontakte TLO03 und TLO04). Mit M) war allerdings eine klare Identifizierung des
epileptischen Fokus als die Hirnregion mit den niedrigsten Werten dieser Kenngrofe

moglich.

Da nicht bei allen Patienten derartig deutliche Hinweise auf die Lokalisierung des epi-
leptischen Fokus beobachtet werden konnten (siche Tabelle 5.2) wurden die Ergebnisse
im Hinblick auf eine mdégliche Lateralisierung des Fokus untersucht. Zu diesem Zweck
konnten — zumindest fiir die asymmetrischen Kenngrofsen — zwei Aspekte genutzt wer-
den. Zum Einen konnten die mittleren intrahemisphérischen Interdependenzniveaus fiir
die ipsi- und die kontralaterale Hemisphéare miteinander verglichen werden. Fiir diesen
Vergleich wurden zunéchst die zeitlichen und rdumlichen Mittelwerte der Betrage der
Werte einer Kenngrofe Q2 (2 € {F(l), F@ KO K M(Q)}) fiir alle Kombinationen

von Kontakten aus entweder der ipsilateralen Hemisphéare (I) geméfs

1
(usl), = |€2eer ()] (5.10)
= WD N 2
c#c!
oder der kontralateralen Hemisphére (C') geméf
1
(Iccl)y = [€2cer (w))] (5.11)
b (Ne/2)((Ne/2) = 1) Ny ;w
c#c!

berechnet, wobei IV, die Anzahl der interiktualen Analysefenster bezeichnet. Mit diesen
Mittelwerten konnte dann fiir die Kenngrofse 2 der Lateralisierungindex

AQ) = (1)), = (Qecl)y (5.12)

(1€Qr]); + ([Qccl);

berechnet werden. Dieser war wieder beschrénkt auf das Intervall [—1;1], wobei ein
positiver Wert einem hoéheren mittleren Interdependenzniveau in der ipsi- als in der
kontralateralen Hemisphére entsprach und ein negativer Wert dem umgekehrten Fall.
Des Weiteren wurde fiir die Richtungskenngréfsen die dominierende Richtung der in-

terhemisphérischen Interdependenzen zwischen der ipsi- und der kontralateralen Hemi-
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sphére mit Hilfe der folgenden zeitlichen und rdumlichen Mittelwerte

Q) = (NC/2)72N7;1 Z Qeer (W) (5.13)
cel,ceCw

betrachtet, wobei Q € {F(l), F@ g, K(Q)} und die Kontakte ¢ aus der ipsi- und die
Kontakte ¢’ aus der kontralateralen Hemisphére waren. Ein positiver Wert von (Q7¢),
deutete darauf hin, dass die Hirnhélfte, die den epileptischen Fokus enthielt, im Mittel

starker von der gegeniiberliegenden Hemisphére beeinflusst wurde als umgekehrt.

Wie in Abbildung 5.16 erkennbar, waren sowohl die Werte der Lateralisierungsindi-
zes (Abbildung 5.16 (a)) als auch die interhemisphérischen Mittelwerte (Abbildung
5.16 (b)) aufgrund der sehr groben zeitlichen und rédumlichen Mittelung relativ klein.
Nichtsdestotrotz zeigten die Richtungskenngrofien fiir die Mehrzahl der Patienten ein
hoheres Interdependenzniveau in der fokalen als in der nicht-fokalen Hemisphére an.
Mit der Kenngroke K konnte dieser Effekt bei 19, mit F) und K1) jeweils bei
17 und mit FM) bei 15 der 20 Patienten beobachtet werden. Mit der Kenngroke M (?)
wurden bei 14 Patienten Hinweise auf eine weniger stark ausgepriagte Mischung der
Rauschprozesse fiir Kombinationen von EEG-Signalen der fokalen als fiir solche der
nicht-fokalen Hemisphére gefunden. Bei Betrachtung der interhemisphérischen Mittel-
werte der Richtungskenngrofen lief sich erkennen, dass fiir die meisten Patienten der
Einfluss der nicht-fokalen auf die fokale Hemisphére starker zu sein schien als in der
entgegengesetzten Richtung. Dieses Verhalten konnte mit den koeffizientenbasierten
Kenngrofen F und F®) jeweils bei 15 Patienten und mit den verteilungsbasierten
Kenngrofen KM und K bei 18 bzw. 17 der 20 Patienten beobachtet werden.

In Tabelle 5.2 sind die Ergebnisse in Bezug auf eine erfolgreiche Lateralisierung mit Hil-
fe der intrahemisphérischen Interdependenzniveaus (Spalte ,Stirke) und den mittleren
interhemisphérischen Interdependenzen (Spalte ,Richtung®) fiir alle Patienten zusam-
mengefasst. Zusétzlich ist in der Spalte ,Lokalisierung” fiir die Richtungskenngréften
die Anzahl der Patienten angegeben, bei denen der in der prachirurgischen Abklarung
des Patienten gefundene epileptische Fokus als relativ eng umschriebene Region iden-
tifiziert werden konnte, die von allen tbrigen durch die Elektrodenkontakte erfassten
Hirnstrukturen beeinflusst zu werden schien. Fiir die Kenngrofe M) ist in dieser
Spalte die Anzahl der Patienten angegeben, bei denen der epileptische Fokus durch
eine weniger stark ausgepragte Mischung der Rauschprozesse bei Kombinationen mit
den tibrigen Elektrodenkontakten auffiel. Fiir eine Lokalisierung des Fokus schienen die
verteilungsbasierten Kenngrofen besser geeignet zu sein als die koeffizientenbasierten,
wobei mit K® bei 14 und mit KM bei 11 der Patienten auffillige Strukturen identi-

fiziert werden konnten, die sich mit dem Fokus deckten. Bei den koeffizientenbasierten
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Abbildung 5.16: Ergebnisse der Lateralisierung des epileptischen Fokus fir alle untersuchten
Patienten: (a) durch den Vergleich der mittleren intrahemisphdrischen Interdependenzniveaus
in der ipsi- und der kontralateralen Hemisphdre mit Hilfe der Lateralisierungsindizes gemdyfs
Gleichung (5.12) und (b) durch Betrachtung der dominierenden Richtung der interhemisphi-
rischen Interdependenzen zwischen der ipsi- und der kontralateralen Hemisphdre mit Hilfe der
Mittelwerte gemafs Gleichung (5.13). Ein positiver Wert eines Lateralisierungsindex in (a)
deutet auf ein im Mittel héheres Interdependenzniveau in der ipsi- als in der kontralateralen
Hemisphdre, und ein positiver Wert der in (b) dargestellten interhemisphdrischen Mittelwerte
zeigt einen stirkeren Finfluss der kontra- auf die ipsilaterale Hemisphdre an als umgekehrt.
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Lateralisierung Mittel- @ Varianz
Kenn- - Signi- - Signi- ,Lokali- wert
grofe || Stéarke fikanz- Richtung fikanz- sierung” | Tag > . Tag >
. niveau . niveau Nacht Nacht
FO 15 15-102 15 1.5-102 3 15 16
CF@ 17 11-10%| 15 1.5-1072 || 10 || 6 10
KO 17 11-10%| 18 1.8-1074 || 1 2 6
K@ | 19 19-10°| 17 1.1-1073% || 14 || 1 7
MO | 14 37-102| - - 10 || 8 12

Tabelle 5.2: Anzahl der Patienten (aus insgesamt 20), bei denen eine Lateralisierung des
epileptischen Fokus durch den Vergleich der mittleren intrahemisphdrischen Interdependenzni-
veaus (Spalte ,Starke*) bzw. durch eine Betrachtung der dominierenden Richtung der inter-
hemisphdrischen Interdependenzen (Spalte ,,Richtung®) maéglich war. Zusdtzlich ist die Anzahl
der Patienten angegeben, bei denen mit den einzelnen Kenngrofien Hinweise auf die genaue
Lokalisierung des Fokus gefunden werden konnten. Fir die Lateralisierung sind auch jeweils
die Signifikanzniveaus angegeben, die sich aus der Annahme einer gleichen a priori Wahr-
scheinlichkeit beider Hirnhdlften fir die Identifizierung als fokale Hemisphdre mit Hilfe einer
Binomialverteilung ergeben. Die letzten beiden Spalten enthalten die Anzahl der Patienten, bei
denen die Werte bzw. die Varianzen der einzelnen Kenngrofien fir die Tagaufnahmen gréfier
waren als fir die Nachtaufnahmen.

schienen wiederum die Kenngrofen, die auf dem Schétzer fiir den zweiten Kramers-
Moyal Koeffizienten beruhen, besser geeignet zu sein, den Fokus zu detektieren, da dies
mit F® und M@ bei jeweils 10 und mit F) nur bei 3 Patienten méglich war. Wie
schon beim univariaten Ansatz gelang auch hier die Eingrenzung des Fokus je nach
betrachteter Kenngrofien bei unterschiedlichen Patienten. Bei gemeinsamer Bertick-
sichtigung der Information aller Kenngréfen konnten bei 19 der 20 Patienten Hinweise
auf eng umschriebene auffillige Strukturen gefunden werden, die sich mit dem Fokus
deckten.

Auch fiir die Interdependenzkenngrofsen wurde untersucht, ob es einen Einfluss von
zirkadianen Rhythmen auf die oben vorgestellten Analyseergebnisse gab. Wie beim
univariaten Ansatz wurden hierzu die untersuchten Langzeit-Datensédtze in Tag- und
Nachtintervalle unterteilt, wobei Zeitrdume zwischen 6 Uhr morgens und 22 Uhr abends
als Tag und die verbleibenden Zeitraume als Nacht gewertet wurden. Fiir diese Interval-
le wurden dann die Mittelwerte und Varianzen der Kenngréfsen zunéchst fiir jede Elek-
trodenkontaktkombination einzeln berechnet. Auch fiir die Interdependenzkenngrofien
konnten Unterschiede zwischen den Tag- und Nachtintervallen beobachtet werden, wo-
bei wie bei den univariaten Kenngrofien weder die Stidrke noch das Vorzeichen dieser
Unterschiede eine systematische Abhéngigkeit von der Lage der Elektrodenkontaktpaa-

re im Gehirn, weder relativ zum epileptischen Fokus noch zu anderen Hirnstrukturen,
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Abbildung 5.17: Abweichungen von der ROC-Fldche von 0.5 fiir alle fiinf Patienten und alle
Kenngrofien fiir eine angenommene Dauer des prdiktualen Intervalls von tpre = 120 Minuten
(a) und ty,.e = 240 Minuten (b). Fir jeden Patienten ist jeweils der Wert fiir die Elektroden-
kontaktkombination mit der gréfsten Abweichung gezeigt und signifikante Werte sind mit einem
Stern gekennzeichnet.

zeigte. Weiterhin ergab sich, dass die beobachteten relativen Unterschiede zwischen den
Mittelwerten und Varianzen der Kenngrofen fiir die Tag- und Nachtzeiten etwa eine
Grofenordnung kleiner waren als bei den univariaten Kenngrofen (einige Promille bei
den Richtungskenngréfen bis zu einigen Prozent bei der Kenngrofie M (2)). In den letz-
ten beiden Spalten der Tabelle 5.2 ist der Einfluss zirkadianer Rhythmen komprimiert
dargestellt. Hierfiir wurden wieder Mittelwerte und Varianzen der einzelnen Kenngro-
fen fiir die Tag- bzw. Nachtintervalle {iber alle Elektrodenkontaktpaare gemittelt. Bei
allen Kenngrofien ergab sich ein konsistenter Einfluss der Tageszeit, wobei die Wer-
te der Kenngrohen M) und M@ fiir die Mehrzahl der Patienten tagsiiber im Mittel
grofer und fiir die iibrigen Kenngrofen kleiner waren als nachts. Im Gegensatz zum
univariaten Ansatz zeigten hier nicht alle Kenngrofsen bei der Mehrzahl der Patienten

tagsiliber eine grofsere Varianz als nachts.

5.3.2 Zeitliche Aspekte von Interdependenzen im epileptischen Gehirn

Auch die Interdependenzkenngréfsen wurden daraufhin untersucht, ob ihre Werte cha-
rakteristische Anderungen vor epileptischen Anfillen zeigen. Dazu wurde vollig analog
zu der Untersuchung in Kapitel 5.2.3.3 vorgegangen. Abbildung 5.17 zeigt fiir die auch
hier angenommenen Dauern des préiktualen Intervalls von t,,. = 120 Minuten (Ab-
bildung 5.17 (a)) und tp.. = 240 Minuten (Abbildung 5.17 (b)) die so erhaltenen
Abweichungen von einer ROC-Fldche von 0.5 fiir alle Kenngrofen, wobei fiir jeden der
fiinf Patienten jeweils der Wert fiir die Elektrodenkontaktkombination mit der gréfsten
Abweichung gezeigt ist. Eine positive Abweichung entspricht hierbei wieder dem Fall,

dass die jeweilige Kenngrofe in den préaiktualen Intervallen im Mittel grofsere Werte
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annahm als in den interiktualen Intervallen und eine negative dem umgekehrten Fall.
Falls bei keinem der 19 Surrogate (und bei Beriicksichtigung jeweils aller Elektroden-
kontaktkombinationen) eine grofsere Abweichung der ROC-Fléche von 0.5 beobachtet
werden konnte als fiir die originalen Anfallszeiten, wurde der beobachtete Unterschied
als signifikant betrachtet und die entsprechende Abweichung in Abbildung 5.17 mit ei-
nem Stern gekennzeichnet. Wie schon bei den univariaten Kenngréfsen zeigte auch hier
bei beiden angenommenen Dauern des praiktualen Intervalls keine der Kenngrofen fiir
alle Patienten die selbe Tendenz in den Kontaktkombination mit den maximalen Abwei-
chungen hin zu entweder grofieren oder kleineren praiktualen Werten. Fiir t,,.. = 120
Minuten wurden bei drei Patienten und bei t,.. = 240 Minuten nur bei einem der
Patienten signifikante Unterschiede zwischen den Werten einer Kenngrofse in den pra-
und interiktualen Intervallen beobachtet. Die Elektrodenkontaktkombinationen, fiir die
signifikante Unterschiede beobachtet wurden, zeigten keinen konsistenten rdumlichen
Bezug weder zum Fokus noch zur ipsi- oder kontralateralen Hemisphére. Auch fiir die
restlichen Kontaktkombinationen mit den maximalen aber nicht signifikanten Werten
konnte kein derartiger rdumlich Bezug gefunden werden. Die betragsméfig grofiten Ab-
weichungen von einem ROC-Wert von 0.5 zeigte fiir alle Patienten und fiir beide ¢,
die Kenngroke M®) | wobei die angezeigten Unterschiede zwischen pri- und interiktua-
len Werten nur fiir den Patienten G fiir beide angenommenen préiktualen Intervalle

signifikant waren.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass auch mit den Interdependenzkenngréfsen
nur vereinzelt signifikante Unterschiede zwischen pré- und interiktualen Intervallen be-
obachtet werden konnten (im Gegensatz zum univariaten Ansatz hier eher auf einer
Zeitskala von 2 Stunden vor Anfillen), wobei aber wieder keine der Kenngrofen besser

geeignet zu sein schien als die tibrigen.

5.4 Diskussion

Bei der Untersuchung von beispielhaften EEG-Zeitreihen in einem eindimensionalen
Kontext wurden Hinweise darauf gefunden, dass die analysierten Zeitreihen auf der
durch die Abtastung der Signale vorgegebenen minimalen Zeitskala Markoveigenschaf-
ten aufwiesen. Das Hauptproblem bei einer Uberpriifung von Markoveigenschaften auf
experimentell gewonnenen Daten ist immer, eine ausreichende Statistik fiir eine verléss-
liche Schéitzung der (mehrfach) konditionierten Wahrscheinlichkeitsdichten zu garantie-
ren. Bei der Analyse von EEG-Aufzeichnungen ist es aber wiinschenswert, die betrach-
teten Analysefenster moglichst kurz zu wéhlen. Dies hat insbesondere zwei Griinde.

Zum Einen muss auf zu grofsen Zeitskalen mit Auswirkungen der Nichtstationaritit
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des Systems Gehirn auf die erhaltenen Analyseergebnisse gerechnet werden und zum
Anderen ist bei Untersuchungen von zeitlichen Aspekten der Dynamik des epilepti-
schen Gehirns eine moglichst gute zeitliche Auflosung wiinschenswert (z.B. fiir eine
ausreichende Besetzung der préaiktualen Verteilungen der Werte der Kenngrofsen bei
der ROC-Analyse). Aufgrund dieser Forderung nach moglichst kurzen Analysefenstern
wurde hier zur Uberpriifung der Markoveigenschaft nur die fiir geringe Anzahlen an Da-
tenpunkten robuste Methode einer graphischen Validierung der Chapman-Kolmogorov
Gleichung verwendet.? Fiir die beispielhaften EEG-Zeitreihen konnte weiterhin gezeigt
werden, dass EEG-Signale, die in zum epileptischen Fokus entfernten Hirnregionen auf-
gezeichnet wurden, besser durch eine geschétzte eindimensionale Fokker-Planck Glei-
chung beschrieben werden konnen als solche, die nahe bei oder im Fokus registriert
wurden. Eine mogliche Erklarung hierfiir konnte eine durch die Pathologie hervorge-
rufene Reduzierung der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems Gehirns sein, welche
auch als Ursache fiir die in anderen Studien [115, 144, 130, 122, 20| beschriebenen eher
nichtlinearen und niederdimensionalen Eigenschaften von fokalen EEG-Aufzeichnungen
(im Gegensatz zum eher linear stochastischen Erscheinungsbild des nicht-fokalen EEG)
diskutiert wurde. Die im EEG erfasste eindimensionale Projektion dieser reduzierten
Anzahl an Freiheitsgraden konnte schlechter durch eine eindimensionale stochastisch
getriebene Dynamik mit normalverteilten Rauschkréiften zu beschreiben sein als eine
Uberlagerung sehr vieler Freiheitsgrade, die auch im Hinblick auf den zentralen Grenz-

wertsatz eher auf eine gaufische Form der Fluktuationen fiihren kénnte.

Die moglicherweise durch diese Effekte hervorgerufenen typischen Eigenschaften der
geschitzten Kramers-Moyal Koeffizienten (d.h. die Nichtlinearitdten im ersten Koeffizi-
enten, die Multiplikativitdt und Asymmetrie des zweiten Koeffizienten und die gréfieren
Werte des vierten Koeffizienten), die bei den beispielhaften EEG-Zeitreihen beobachtet
wurden, konnten durch die Einfilhrung von charakterisierenden Kenngrofen auch fiir
interiktuale Langzeit-EEG-Aufzeichnungen eines Kollektivs von Patienten nachgewie-
sen werden, was auf ein permanentes Vorhandensein pathologischer Aktivitéat schlie-
fsen lasst. Fiir die rdumliche Charakterisierung der Dynamik des epileptischen Gehirns
schienen hierbei besonders die Kenngrofsen geeignet zu sein, die auf dem zweiten und
vierten geschéitzten Koeffizienten basieren. Eine Interpretation im Hinblick auf deter-
ministische bzw. stochastische Anteile der Dynamik ist aber in einem strengen Sinne
nicht zuldssig, da bei einem Nichterfiilltsein der Voraussetzung des Analyseverfahrens
(ndmlich, dass es sich beim analysierten System in der gewéhlten Dimensionalitdt um

einen Diffusionsprozess handelt) die Schétzer nicht als Drift- und Diffusionskoeffizien-

3 Bei einer vorausgehend durchgefiihrten Untersuchung der in der Literatur beschriebenen Tests auf Mar-
koveigenschaften (siehe beispielsweise [85, 36, 39, 87]) stellte sich heraus, dass diese eine um GroRen-
ordnungen hdhere Anzahl an Datenpunkten bendtigen, um verl3ssliche Ergebnisse zu liefern.



5.4 Diskussion 105

ten einer das System vollstdndig beschreibenden Fokker-Planck Gleichung aufgefasst

werden konnen.

Weiterhin wurde in Kapitel 5.3 gezeigt, dass durch Anwendung des in Kapitel 4 einge-
fiihrten bivariaten Verfahrens auf interiktuale EEG-Aufzeichnungen eine Charakterisie-
rung von direktionalen Wechselwirkungen im epileptischen Gehirn moglich ist. Hierbei
konnte einerseits der Befund [61, 18, 145, 21| bestétigt werden, dass bei Patienten mit
fokalen Epilepsien in der ipsilateralen Hemisphére ein erhohtes Interaktionsniveau vor-
liegt. Dariiber hinaus konnten aber auch konsistente Ergebnisse iiber die Richtung von
Interdependenzen zwischen dem Fokus und anderen Hirnstrukturen gewonnen werden,
da bei den meisten Patienten der Fokus bzw. die fokale Hemisphére durchgéngig als
getrieben erschien. Dieser Befund ist im Widerspruch zur géngigen Ansicht [104], dass
der epileptische Fokus andere Hirnregionen beeinflusst und diesen die pathologische
Aktivitat sozusagen aufzwingt. Auch wenn die hier beobachteten Effekte relativ klein
waren, so wurde doch fiir alle Richtungskenngrofien fiir den Grofsteil des Patientenkol-
lektivs konsistent die gleiche Richtung der dominierenden Kopplung zwischen ipsi- und
kontralateraler Hemisphére angezeigt, weshalb ein zufilliges Auftreten dieses Effektes
als unwahrscheinlich zu betrachten ist. Im Hinblick auf die Ergebnisse, die in Kapitel
4.2.2 fir strukturell unterschiedliche Systeme bzw. fiir Systeme mit unterschiedlichen
dynamischen Eigenschaften (zu denen Hirnstrukturen zu rechnen wéren, die aufgrund
einer Pathologie signifikant unterschiedliche Anzahlen an inneren Freiheitsgraden ha-
ben) gewonnen wurden, muss die Interpretation der gefundenen Kopplungsrichtung
jedoch unter Vorbehalt geschehen. Nichtsdestotrotz gibt es hypothetische Szenarien,
die die beobachtete Kopplungsrichtung erklaren konnten. So kénnte beispielsweise die
Beeinflussung des Fokus einen hemmenden Effekt widerspiegeln, der die Entstehung
von Anféllen verhindert. Ebenso konnte die anfallsgenerierende Struktur auch allge-
mein beeinflussbarer sein und von anderen Strukturen in einem epileptischen Netzwerk
[168, 169] in die Anfallsaktivitét getrieben werden. Ein Test dieser Hypothesen sollte
daher in zukiinftigen Studien auch im Vergleich mit anderen Methoden zur Messung

direktionaler Interdependenzen durchgefiithrt werden.

Eine signifikante Detektion von Vorlauferstrukturen epileptischer Anfille gelang sowohl
mit dem univariaten als auch mit dem bivariaten Ansatz nur in Einzelfdllen. Der Be-
fund, dass bivariate Kenngrofen fiir diese Aufgabe besser geeignet zu sein scheinen
als univariate [153], konnte fiir die hier betrachteten Zeitreihenanalyseverfahren nicht
bestétigt werden. Kritisch anzumerken ist hierbei, dass durch die relativ langen ver-
wendeten Analysefenster kein Evaluierungsschema benutzt werden konnte, bei dem pré-
und interiktuale Verteilungen der Werte der Kenngroften fiir jeden Anfall einzeln mit-

einander verglichen werden, da in diesem Fall die préaiktualen Verteilungen aufgrund der
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schlechten zeitlichen Auflésung der Profile der Kenngrofen nicht durch gentigend Werte
besetzt gewesen wéren. Durch ein solches Schema hétten beispielsweise Auswirkungen
von verschiedenen Vigilanzzustéanden (z.B. Schlaf-Wach-Rhythmen) und zeitlich vari-
ierender Konzentrationen antiepileptischer Medikamente minimiert werden konnen, die
mitunter einen erheblichen Einfluss auf die Werte von charakterisierenden Kenngrofsen
haben konnen (vgl. [153]).



6 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde untersucht, ob mit Hilfe eines datengetriebenen Ver-
fahrens [31, 32, 33| zur Rekonstruktion einer Fokker-Planck Gleichung aus empirischen
Zeitreihendaten eines stochastischen Prozesses eine Charakterisierung der Dynamik
von komplexen Systemen moglich ist. Da fiir ein tiefergehendes Verstandnis der Dy-
namik vieler realer komplexer Systeme auch Informationen {iber Wechselwirkungen
zwischen verschiedenen Teilen des Systems von grofter Relevanz sind, wurde eine Erwei-
terung des Verfahrens entwickelt, welche eine Messung von Interdependenzen zwischen
(Sub-) Systemen ermoglicht. Hierzu wurden durch eine Quantifizierung der funktionel-
len Abhéngigkeiten der fiir eine zweidimensionale Zeitreihe geschitzten Fokker-Planck
Koeffizienten (bzw. der den Koeffizienten zugrunde liegenden Verteilungen der beding-
ten Inkremente) Interdependenzkenngrofen definiert, mit Hilfe derer fiir zweidimen-
sionale Diffusionsprozesse mit gekoppelten Komponenten nicht nur zwischen verschie-
denen Arten von Kopplungen im deterministischen und im stochastischen Anteil der
Dynamik differenziert werden kann. Einige dieser Kenngrofien kénnen aufgrund ih-
rer asymmetrischen Definition auch Informationen iiber die Direktionalitdt von solchen
Kopplungen liefern. Die generelle Eignung dieser Kenngrofen zum Nachweis von (direk-
tionalen) Kopplungen konnte mit Hilfe von synthetischen Daten von zweidimensionalen
Diffusionsprozessen mit gekoppelten Komponenten bestétigt werden. Im Rahmen dieser
Untersuchung konnte ebenfalls gezeigt werden, dass unter verschiedenen Faktoren, wie
beispielsweise der Wahl algorithmischer Parameter und iiberlagertem Messrauschen,
vor allem der bei der Berechnung der bedingten Momente verwendete Zeitschritt einen
nicht zu vernachléssigenden Einfluss auf die Interpretierbarkeit der mit diesem Ansatz
erzielbaren Ergebnisse besonders im Hinblick auf eine Differenzierung von Kopplungen
im deterministischen und stochastischen Anteil der Dynamik haben kann. Die Gro-
e dieses Einflusses konnte mit Hilfe eines analytischen Ansatzes abgeschétzt werden.
Weiterhin konnte gezeigt werden, dass auch bei der Analyse von Systemen mit unbe-
kannter Dynamik, bei denen die Annahme eines zweidimensionalen Diffusionsprozesses
gegebenenfalls verletzt sein kann, konsistent interpretierbare Ergebnisse beziiglich des
Vorhandenseins und der Richtung von Kopplungen erzielt werden konnen. Bei der Ana-

lyse von Zeitreihen verschiedener hoherdimensionaler stochastischer und deterministi-
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scher Modellsysteme ergaben sich Hinweise darauf, dass die strukturelle Ahnlichkeit
der beiden gekoppelten Subsysteme einen Einfluss auf die Messbarkeit von Kopplun-
gen sowohl in Bezug auf das Vorhandensein als auch auf die Richtung von Kopplungen
hat. Dieses Phéanomen wurde auch bei anderen Ansétzen zur Messung von asymmetri-
schen Kopplungen beobachtet |57, 58, 17, 96, 97|. Fiir eine Vielzahl von Systemen, fiir
die eine Beschreibbarkeit durch eine zweidimensionale Fokker-Planck Gleichung nicht
gegeben ist, war es jedoch moglich, konsistente Informationen tiber das Vorhandensein
und die Richtung von Kopplungen aus an diesen Systemen gemessenen Zeitreihen zu

extrahieren.

Zur Charakterisierung der Dynamik eines natiirlichen komplexen Systems (hier des
menschlichen epileptischen Gehirns) wurde das oben erwédhnte Analyseverfahren und
die darauf basierende Erweiterung zur Messung von Interdependenzen auf Zeitrei-
hen hirnelektrischer Aktivitit (sogenannten Elektroenzephalogrammen, kurz EEG) von
Epilepsiepatienten angewendet. Es konnte zunichst gezeigt werden, dass Zeitreihen
physiologischer hirnelektrischer Aktivitdt in einem eindimensionalen Kontext besser
durch eine geschitzte Fokker-Planck Gleichung beschrieben werden kénnen als solche,
die pathophysiologische Aktivitat enthalten. Motiviert durch diese beispielhaften Un-
tersuchungen wurden univariate Kenngroflen eingefiihrt, die charakteristische Figen-
schaften der geschitzten Kramers-Moyal Koeffizienten erfassen und so fiir eine Cha-
rakterisierung der Dynamik des epileptischen Gehirns anhand von Langzeit-Vielkanal-
EEG-Aufzeichnungen genutzt werden konnten. Bei einer Studie mit Daten eines Kol-
lektivs aus 20 Patienten konnte gezeigt werden, dass vor allem mit den Kenngrofsen,
die auf dem zweiten und vierten Kramers-Moyal Koeffizienten basieren, eine raumli-
che Charakterisierung der pathologischen Dynamik auch ohne Beriicksichtigung von
Anfallsaktivitdt moglich ist. Dies konnte bisher nur mit Methoden erzielt werden, die
den Fokus auf niedrigdimensionale Strukturen in der Dynamik legen. Im Einklang mit
anderen Studien [115, 144, 130, 122, 20| konnten auch Hinweise darauf gefunden, dass
pathophysiologische Aktivitat eher nichtlineare Eigenschaften aufweist als physiologi-
sche. Weiterhin konnte gezeigt werden, dass durch eine Anwendung des im Rahmen
dieser Arbeit eingefiihrten bivariaten Verfahrens auf EEG-Aufzeichnungen eine Cha-
rakterisierung von direktionalen Wechselwirkungen im epileptischen Gehirn mdoglich
ist. Hierbei konnten frithere Studien [61, 18, 145, 21| bestétigt werden, in denen bei Pa-
tienten mit fokalen Epilepsien ein erhohtes Interaktionsniveau in der den epileptischen
Fokus enthaltenden Hemisphére festgestellt wurde. Des Weiteren konnte beobachtet
werden, dass bei der Mehrzahl der Patienten der epileptische Fokus von anderen Hirn-
strukturen getrieben zu werden scheint. Auch wenn die Interpretation der Ergebnisse

in Bezug auf die Kopplungsrichtung unter Vorbehalt geschehen muss [101, 140], kénnen
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die im Rahmen dieser Arbeit erhaltenen Ergebnisse zur aktuellen Diskussion {iber eine
mogliche Erweiterung des Konzeptes eines epileptischen Fokus hin zu Szenarien der
Anfallsgenerierung in einem ausgedehnten epileptischen Netzwerk [168, 169] beitragen.
Weiterfithrende Studien sollten daher mit einer grofseren Anzahl von Patienten und un-
ter Beriicksichtigung der mit anderen Verfahren zur Messung von direktionalen Interde-
pendenzen gewonnen Informationen diese moglichen Szenarien untersuchen. Inwieweit
mit den hier vorgestellten univariaten und bivariaten Kenngréfien im Vergleich zu an-
deren Verfahren komplementére Informationen aus EEG-Zeitreihen extrahiert werden
konnen, bedarf weiterer vergleichender Studien. Bei der Untersuchung von zeitlichen
Aspekten der Dynamik des epileptischen Gehirns konnten mit den hier verwendeten
Ansitzen nur vereinzelt Hinweise auf detektierbare charakteristische Anderungen im
EEG vor epileptischen Anféllen gefunden werden. Dies konnte darin begriindet sein,
dass aufgrund der fiir eine robuste Schitzung der Koeffizienten bzw. Verteilungen beno-
tigten groken Datenpunktanzahlen die zeitliche Auflésung der Profile der Kenngrofsen

fiir das hier verwendete statistische Evaluierungsverfahren nicht ausreichend war.

Eine Verbesserung der hier vorgestellten Ansétze konnte durch eine robustere Schatzung
der Fokker-Planck Koeffizienten insbesondere fiir Zeitreihen mit einer geringen Anzahl
von Datenpunkten erreicht werden. Moglichkeiten hierfiir konnten die Verwendung von
adaptiven Partitionierungen des Zustandsraumes, Kerneltechniken (siehe [170] fiir einen
Uberblick) oder auch Optimierungsverfahren [94, 95] bei der Schitzung der Koeffizien-
ten sein. Mit einer solchen Schétzung kénnte sich auch die Moglichkeit einer Analyse
in einem mehr als zweidimensionalen Kontext (durch eine Einbettung oder multiva-
riat) erdffnen. Hierbei ist sogar eine zeitaufgeloste Optimierung der Dimensionalitit
des beschreibenden Diffusionsprozesses denkbar. Ebenfalls konnte die Entwicklung ei-
nes automatisierten Tests auf Markoveigenschaft eine zeitaufgeloste Bestimmung ei-
ner Markovzeitskala aus dem EEG erméglichen, womit zum Einen moglicherweise die
Schétzung der Koeffizienten verbessert werden kénnte, zum Anderen kann aber auch
iiber einen charakteristischen Zusammenhang zwischen der Markovzeitskala des EEG

und pathologischen Prozessen im epileptischen Gehirn spekuliert werden.

In der vorliegenden Arbeit konnte gezeigt werden, dass eine weiterfithrende Charakte-
risierung der Dynamik von komplexen Systemen (wie dem menschlichen epileptischen
Gehirn) moglich ist, sogar wenn die Voraussetzungen des verwendeten Fokker-Planck
Ansatzes (wie Markoveigenschaften und Gaufianitét der Rauschkrifte) nicht in einem
strikten Sinne als erfiillt angesehen werden konnen. Ein Einsatz der hier eingefiihrten
Kenngrofien erscheint somit in einer Vielzahl von Wissenschaftsbereichen, die sich mit

der Analyse von komplexen Systemen befassen, viel versprechend.
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A Berechnung der Integrale aus Kapitel
3.2.1

Anhand eines Beispiels (Gleichung (3.13d)) soll hier die Berechnung der Integrale, die
in der Entwicklung der ersten beiden bedingten Momente nach dem Zeitschritt 7 in

Kapitel 3.2.1 auftreten, dargestellt werden. Zu berechnen ist also
— /d" — )25 (x — %), (A1)

wobei durch den Differentialoperator L2

= Y 8,08, D" -3 0, DV, 0, D7
Jk gkl
2 2 2
~ 05,00, D50, DY + 3" 04,00, D7 0,,0,, DY (A.2)
Gkl jkls

Produkte im Integranden auftreten, die partielle Ableitungen der J-Funktion enthalten.
In Gleichung (A.2) wurde die abkiirzende Schreibweise 0., = 8%1_ verwendet und alle
Koeffizienten sind Funktionen von (x, t). Fiir die Berechnung solcher Integrale ldsst sich
ausnutzen, dass Ableitungen beliebiger Ordnung n von §(z) fir x # 0 verschwinden,
d.h. fiir z # 0 gilt 7 d" =0(z) = 0. Aufgrund dieser Eigenschaft lassen sich Ableitungen

von ¢-Funktionen mlt partieller Integration auf die anderen Funktionen im Integranden

iibertragen
[asolio = o[~ - [ a @] (s

- /Ode [jx f(x)} §(x), (A.3b)

—00

wobei der erste Term in Gleichung (A.3a) verschwindet, da d(x) fiir |z| — oo schneller
gegen 0 strebt als f(x).

Wird der Differentialoperator L? aus Gleichung (A.2) in Gleichung (A.1) eingesetzt,
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ergeben sich vier Terme, die hier nun der Reihe nach berechnet werden. Mit §(x —x') =
[1; 0(z; — ;) ergibt sich fiir das erste Integral

1

T’ n pWa,, DY /
QZ/da:(x—x)a O D5 (x — X)
ik

2 n— 1 1 Tj=00
= 5 %:/d( Dy (x; — a:;)DJ( )8ka,(€ )5(){ —x) R
2
-5 / d"z [0, (w; — 7)) D}V 05, D 5(x — )
jk
2
- 0- % S8 /d”m DMa,, DV(x — x')
jk
7_2 T =00
T (=1, W Pk _ 5/
5 %;52]/(1 z D; "Dy 6(x —x') I
2 e
+ 5 >0 /d x [aka](. )} DWs(x — x).
jk

Der verbleibende Randterm verschwindet wieder und das Integral kann ausgewertet

werden, da keine Ableitungen der §-Funktion mehr auftauchen. Als Ergebnis folgt somit

*Z[aka X' to)} DY (X to). (A.4)

Fiir das zweite Integral folgt (ab hier werden die bei den partiellen Integrationen auf-

tretenden Randterme, die allesamt verschwinden, nicht mehr mit notiert)

- Z/d” 005, D88,,8,, DY 6(x — x')
jkl

_ Z/dn 0o, (i — a1)] DVV 0y, 85, DY 6(x — x')
jkl

- % S 6y / d"z D$V8,,8, D5 (x — x)

Gkl
7'2 n
25 [ o]
Gkl
T2 n
= =>4 / d"x [azlakaj@} DPs(x — x')
Gkl

= = Z [amzaka x' tO)] D( )(X,7t0)' (A5)
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Die Berechnung des dritten Integrales liefert

2
—% Z / d"z (z; — x;)(?xjakaﬁ)é)xlDl(l)é(x —x')
Kl

2
Jkl
7—2 m 2 1 2 1
25 o (oot oot

ki

- T;Z 5ij / @'z {[0,0, 0| D + |00, D | 02, D[} 8(x — )

jkl
2
= =550 [ {[220, D] B - [0,0,D] D} x - x)
jkl
_— (A.6)

Auch das vierte Integral verschwindet:

7? n / (2) (2) /
5 d"x (xi — 2;)02,;00, D}y 02,05, D)6 (x — X')
jkls
2
- -7 / @'z [0, (i — 21)] 02, DP 01,0, DP5(x — X
Jkls
7_2 n
= -3 / @'z {0, D] 02,00, D + D04, 00,00, DS} 3(x — )
Jkls
’7'2 n
= T3 / @'w {[00,00,D] 0., D + |0, D] 01,0, DD } 6(x — x)
jkls
2 n 2 2 2 2
- -z Z&-j/d © {100,000, 0| D+ [0,,00, D 0., D)} 8x — )
Jkls
’7'2 n
= -3 / "z {[axsaxlaxkpﬁq p? - [axsaxlaka§§)] Dl(j))} 5(x — x)
Jkls
_— (A7)

Somit ergibt sich fiir den Ausdruck (A.1) insgesamt

L Y - O g S DV, DV + 3" DY0,,0., D | . (A8)
9 L i 9 - k YT — kl YT1¥TE0 : :
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B Terme hoherer Ordnung fiir das in
Kapitel 4.2.1 betrachtete System

Betrachtet wird das folgende allgemeine zwei dimensionale Modellsystem mit additiver

Kopplung, das in Kapitel 4.2.1 zum Test der Kenngrofsen fiir Interdependenzen genutzt

wurde:
i = (f1(x1) + eﬁ”m) - (gu(xl) + 652)372) T1+ €3 gr2(a1, 22)T
Ty = (f2($2) + €§l)fﬂ1) + 6@912(331, z2)y + (922(1‘2) + Eg)i”l) Iy (B1)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird hier nur der Fall von konstanten Funktionen
gij = const im stochastischen Anteil der Dynamik behandelt. Mit der It6-Interpretation
von stochastischen Integralen folgt aufgrund der Beziehung (2.35) fiir den Driftvektor
(mit 4, j € {1,2} und i # j):

DZ(I) = fl(l’z) + G(I)IL‘J' (B.Q)

(2

und fiir die Eintrage der Diffusionsmatrix (wieder mit i, j € {1,2} und i # j):

2 2
Dz(f) = <gn’ + 6§2)$j> + (6%22)g12)
Dg) = 6522)912 (911 + eﬁ%z + go2 + 6%2)951) . (B.3)

Um die Fehler abschétzen zu kdnnen, die bei der Verwendung eines festen Zeitschrittes 7
bei der Schitzung der Koeffizienten fiir das allgemeine System (B.1) entstehen konnen,
werden nun die auftretenden Terme der Ordnung O(7) berechnet. Fiir die Schitzwerte
der Koeffizienten ergibt sich aus der Entwicklung der bedingten Momente fiir endliches
7 geméf der Gleichungen (3.14) und (3.16):

~

1 1 T 1 1 2 1
D =D+ 2 (Zk: pWa,, D ’+%:D,§l)amlaka§ )> + O(%). (B.4)
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und

2 p@ T

PO+ 3" (DP9, 0+ DPa,, 01
k

+ZD 19,0+ D 0,,0,, D)
kl

+ O(r?). (B.5)

wobei Dgl) und ﬁz(f) die geschétzten und Dgl) und DZ(?) die wahren Koeffizienten be-

zeichnen und die abkiirzende Notation 0,, = % verwendet wurde.

Werden nun die speziellen Koeffizienten (B.2) und (B.3) in die Gleichungen (B.4) und
(B.5) eingesetzt, so ergibt sich fiir den Schéitzwert der i-ten Komponente des Driftko-

effizienten
DY = filw) + eV, (B.6a)
-
+ 2 [ (f@) + Vay) i) + € (fi(ag) + )| (B6v)
T 2 2 9 2
T3 [( il )%) + (652)912) ]%%ﬂ(xi) (B.6¢)
+ (’)(T2).

Fiir die Diagonalelemente des geschétzten Diffusionskoeffizienten folgt

PR — (gm- n 6§2>xj)2 n (6@ 912)2 (B.7a)
(fz(xz) ey ) (B.7h)
+ 7 { [(gii +e )xj)Q + (e%)glzﬂ Ou, fi(wi)
+ eDelDgiz (g1 + P2+ gao + 1) } (B.7c)
rel® (f3(5) + €:) (g1 + €y (B.7d)
+7 ( E”) [(gjj + ez, ) + (6%3912)2] (B.Te)

+ O(1?)
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und fiir das Nichtdiagonalelement

~(2
P

6%)912 (911 + e + go + P ) (B.8a)
(fl(ﬂfl) + et ) (fz(lEz) + 6%1)561) (B.8b)
+ ;{egz)gm (gll + 6% )xQ + g22 + 62 131) (02, f1(x1) + O, fo(22))
[ 2
+ et <911 + e )962> Doz ]
2
+ el (922 +ez > Do ] } (B.8c)
+ %6&22)912 el? (fl(:nl) + 61 1‘2) + 61 <f2 x9) + 62 xl)} (B.8d)
+0 (B.8e)
+ O(T%).

Anhand von Gleichung (B.6) lésst sich erkennen, dass im Falle einer ausschliefslichen

Kopplung in den Diagonalelementen der Diffusionsmatrix, diese Kopplung nur dann

tiber den Term (B.6¢) auf die Komponenten des Schétzers fiir den Driftvektor tiber-

tragen wird, wenn 0y, 0y, fi(z;) # 0 gilt. Bei einer ausschlieflichen Kopplung im Drift-
vektor wird diese auf jeden Fall iiber die Terme (B.7b) und (B.8b) in die Schétzer der

Diagonalelemente sowie des Nichtdiagonalelementes der Diffusionsmatrix tibertragen.
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C Hoherdimensionale deterministische

und stochastische Modellsysteme

Im Folgenden werden die Modellsysteme beschriebenen, die fiir die in Kapitel 4.2.2
dargestellten Untersuchungen verwendet wurden. Bei der Generierung der Zeitreihen
dieser Systeme fiir die Analyse wurden geméfs [56] die Abtastintervalle immer derart
gewahlt, dass eine Grundschwingung des jeweiligen Systems von ungefdhr 20 Daten-
punkten iiberdeckt wurde. Bei einer Datenpunktanzahl von N = 10000 waren in den

analysierten Zeitreihen also jeweils etwa 500 Perioden der Systeme enthalten.

C.1 Strukturell identische Systeme

Gekoppelte Lorenz-Systeme

Als erstes Beispiel fiir gekoppelte strukturell identische Systeme wurden zwei diffu-
siv gekoppelte Lorenz-Systeme betrachtet. Das Lorenz-System (siehe Abbildung C.1
(a)) wurde in der Meteorologie als Modell fir Konvektionsstromungen aufgestellt [171].
Das hier untersuchte System aus zwei gekoppelten nicht identischen Lorenz-Systemen

wurde ebenfalls in [56, 63] verwendet und wird beschrieben durch folgende Bewegungs-

gleichungen
1 = 10(z2 — x1),
Ty = 40x1 — x9 — T123,
T3 = x1w9 — 8/3x3,
o= 10(y2 — y1) + e(z1 — y1),
Y2 = 35y1 — Y2 — y1ys3,
U3 = y1y2 — 8/3ys. (C.1)

Die Gleichungen (C.1) wurden mit einem Runge-Kutta Schema vierter Ordnung (sie-

he beispielsweise [99]) mit Schrittweite von At;,, = 0.005 integriert und anschliefsend
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(a) (b)

Y2

Y1

Abbildung C.1: Attraktoren der untersuchten Systeme fir den Fall keiner Kopplung fir
das Lorenz-System nach Gleichung (C.1) (a), das Rossler-System nach Gleichung (C.2) mit
wy = 0.97 und ¢, = 10 (chaotisches Regime) (b) und w, = 0.98 und ¢, = 2.0 (periodisches
Regime) (c), und fir den Van der Pol-Oszillator nach Gleichung (C.3) (d), dem eine deter-
ministische Trajektorie (rote durchgezogene Linie) iberlagert ist. Es sind jeweils N = 50000
Zustandsvektoren der Systeme eingezeichnet.

mit einem Abtastintervall At = 0.03 abgetastet. Die ersten 100000 Iterationen wur-
den nicht berticksichtigt, um eventuelle Transienten auszuschlieffen. Die Anfangsbe-
dingungen wurden in der Ndhe des Attraktors als x1(0) = 14.53, x2(0) = 7.414 und
23(0) = 41.08 gewihlt und durch Uberlagerung dieser mit gauverteiltem Rauschen mit
Mittelwert Null und Standardabweichung 0.001 wurden unterschiedliche Realisationen
des Systems generiert. Als Observablen wurden jeweils Zeitreihen der Komponenten z1

und y; betrachtet.

Gekoppelte Rossler-Systeme

Als zweites Beispiel fiir gekoppelte strukturell identische Systeme wurden zwei diffusiv
gekoppelte Rossler-Systeme betrachtet. Der von Rossler [172] eingefiihrte Oszillator ist
ein schwach chaotisches nichtlineares dynamisches System. Das hier untersuchte System

aus zwei gekoppelten Rossler-Oszillatoren wurde ebenfalls in [56] betrachtet und wird
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durch folgende Bewegungsgleichungen beschrieben

1 = —wem2 — 23+ € (Y1 — 71),

To = wyx1 + 0.15x9,

3 = (21— cp)w3+0.2,

U1 = —wyy2 — Y3 +ey(r1 — Y1),

Y2 = wyyr + 0.15y2,

U3 = (y1—c¢y)ys +0.2. (C.2)

Durch unterschiedliche Wahl der Parameter ¢, , und w;, wurden zwei Versionen des
Systems (C.2) betrachtet. Zum Einen der Fall zweier fast identischer gekoppelter Ross-
ler Systeme mit Parametern ¢, = ¢, = 10 und einem Frequenz-Mismatch v, der durch
wWzy = 1 F v definiert war. Bis auf einen kleinen Bereich des Frequenz-Mismatches
sind beide Dynamiken in einem chaotischen Regime (siehe Abbildung C.1 (b)), und
Zheng und Hu haben qualitativ unterschiedliche Ubergéinge von unsynchronisierter
zu synchronisierter Bewegung beschrieben, wenn die Kopplung €, erhéht wird [103].
Fiir kleine Werte des Frequenz-Mismatches (v < 0.028) tritt zundchst Phasensynchro-
nisation ein, gefolgt von generalisierter Synchronisation. In einem mittleren Bereich
(0.028 < v < 0.035) treten beide Synchronisationsarten beim gleichen Wert der Kopp-
lungsstérke auf. Bei einem groferen Unterschied der Frequenzen (0.035 < v) kommt es
zunachst zu generalisierter Synchronisation, wahrend Phasensynchronisation bei star-
keren Kopplungen beobachtet wird. Hier wurde der Fall eines Frequenz-Mismatches
von v = 0.03 betrachtet. Des Weiteren wurde ebenfalls ein System mit zwei unter-
schiedlichen Rosslerdynamiken betrachtet, bei dem die Parameter als ¢, = 10, ¢, = 2,
wz = 1.0 und wy; = 0.98 gewahlt wurden. Bei diesen Parameterwerten ist die Dyna-
mik des z-Systems chaotisch, wihrend die Dynamik des y-Systems periodisch ist (siehe
Abbildung C.1 (c)).

Die Gleichungen (C.2) wurden mit einem Runge-Kutta Schema vierter Ordnung (siehe
beispielsweise [99]) mit einer Schrittweite von At;,; = 0.05 integriert und anschliefsend
mit einem Abtastintervall At = 0.3 abgetastet. Die ersten 10000 Iterationen wurden
nicht berticksichtigt, um eventuelle Transienten auszuschliefen. Die Anfangsbedingun-
gen wurden als x1(0) = z2(0) = 23(0) = 1.0 gewihlt und durch Uberlagerung die-
ser mit gaufsverteiltem Rauschen mit Mittelwert Null und Standardabweichung 0.05
wurden unterschiedliche Realisationen des Systems generiert. Als Observablen dienten
jeweils Zeitreihen der Komponenten x; und g; und es wurden beide Richtungen des

unidirektionalen Treibens betrachtet, e, =0, ¢, > 0, und €, > 0, ¢, = 0.
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Gekoppelte stochastische Van der Pol-Oszillatoren

Als letztes Beispiel fiir strukturell identische Systeme wurden zwei diffusiv gekoppel-
te stochastische Van der Pol-Oszillatoren betrachtet. Im Jahre 1920 schlug Van der
Pol im Rahmen der Beschreibung nichtlinearer Schwingungen am Triodengitter einen
spéater nach ihm benannten Oszillator vor [173] (siehe Abbildung C.1 (d)). Das hier
untersuchte System aus zwei bidirektional gekoppelten, stochastisch getriebenen Van
der Pol-Oszillatoren wurde ebenfalls in [56, 63] betrachtet und wird beschrieben durch

i = 0201 —2%)i —wlz + T, +0.03(y — z),
j o= 02(1-y*)y—wly+Ty+e(x—y). (C.3)

Die Parameter w,, wurden gewahlt als w, = 1.02 bzw. w, = 0.98, und I';, sind
zwei unabhéngige gauverteilte Rauschprozesse mit (I'y(¢)I'z(t')) = (Ty(t)Ty () =
2D6(t — t'), wobei V2D = 0.8 gewihlt wurde. Das System (C.3) wurde mit einem
stochastischen Euler-Schema (siche beispielsweise [100]) mit einer Schrittweite von
Aty = 0.017 integriert und mit einem Abtastintervall von At = 0.17 abgetastet.
Als Anfangsbedingungen wurden x(0) = #(0) = y(0) = y(0) = 0.0 gewédhlt und die

ersten 10000 Iterationen wurden von den Analysen ausgeschlossen.

C.2 Strukturell unterschiedliche Systeme

Stochastischer Van der Pol-Oszillator gekoppelt mit Rossler-System

Als erstes Beispiel fiir strukturell unterschiedliche Systeme wurde ein mit einem stochas-
tischen Van der Pol-Oszillator gekoppeltes Rossler-System betrachtet. Dieses System
wurde ebenfalls in [56, 63| betrachtet und ist gegeben durch

T = —Iy— T3,
o = x1+ 0.1522 + €2,
i3 = (21 —10)z3+0.2,
i = 0.1(1-y*)j—wry+Ty+eyao, (C.4)

wobei wy = 0.98 und T’y als gaufsverteilter Rauschprozesse mit (I'y ()T (t')) = 2D4(t —
t') und v/2D = 0.05 gewiihlt wurde. Das System (C.4) wurde mit einem stochastischen
Euler-Schema (siehe beispielsweise [100]) mit Schrittweite At;,; = 7/3000 integriert
und mit einem Abtastintervall von At = 0.17 abgetastet. Die ersten 10000 Iterationen

wurden nicht berticksichtigt, um eventuelle Transienten auszuschliefen. Die Anfangs-
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bedingungen wurden als z1(0) = z2(0) = 23(0) = 1.0 und y;(0) = y2(0) = 0.0 gewahlt
und durch Uberlagerung der z;(0) mit gaukverteiltem Rauschen mit Mittelwert Null
und Standardabweichung 0.05 wurden unterschiedliche Realisationen des Systems gene-

riert. Als Observablen wurden jeweils Zeitreihen der Komponenten x; und y betrachtet.

Rossler-System gekoppelt mit Lorenz-System

Als zweites Beispiel fiir zwei strukturell unterschiedliche gekoppelte Systeme wurde ein
Rossler-System betrachtet, das ein Lorenz-System treibt. Dieses System wurde ebenfalls
in [138, 62, 65, 101] untersucht und ist gegeben durch

1 = —wy(r2 +73)

To = wg(x1+0.229),

3 = wz(0.24+ x3(x1 —5.7)),

o= 10(=y1+y2),

J2 = 28y1— Y2 — y1ys + ez,

Ys = Yiy2 — gys, (C.5)

wobei die x-Komponenten das autonome Rossler-System und die y-Komponenten das
getriebene Lorenz-System beschreiben. Es wurde jeweils w, = 6 gewahlt und iiber den
Parameter [ konnte die Prozesskomponente zy entweder linear (8 = 1, wie in [174])
oder quadratisch (8 = 2, wie in [138, 62|) in die Bewegungsgleichung der Kompo-
nente yo eingekoppelt werden, wobei hier nur der Fall § = 2 betrachtet wurde. Die
Gleichungen (C.5) wurden mit einem Runge-Kutta Schema vierter Ordnung (siehe bei-
spielsweise [99]) mit einer Schrittweite von At;,; = 0.005 integriert und anschliefsend
mit einem Abtastintervall At = 0.03 abgetastet. Die ersten 10000 Iterationen wurden
nicht berticksichtigt, um eventuelle Transienten auszuschliefsen. Die Anfangsbedingun-
gen wurden als z1(0) = z2(0) = 23(0) = 1.0 und y;(0) = 14.53, y2(0) = 7.414 und
y3(0) = 41.08 gewihlt und durch Uberlagerung dieser mit gaufverteiltem Rauschen
mit Mittelwert Null und Standardabweichung o (o = 0.05 fiir die z-Komponenten und
o = 0.001 fiir die y-Komponenten) wurden unterschiedliche Realisationen des Systems
generiert. Als Observablen wurden jeweils Zeitreihen der Komponenten xo und yo be-
trachtet.
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