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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Entwicklung eines faserbasierten parametrischen Haarmodells
zur numerischen Simulation komplexer Faseranordnungen. Parametrisch bedeutet, dass neben
Geometrieinformationen grundlegende, die Faserinteraktion beeinflussende Faktoren, wie Rei-
bung, Temperatur, Luftfeuchte, Steifigkeit, Ladung, etc. mit in den Modellierungsprozess ein-
fliefen. Das Modell setzt sich aus zwei Hauptkomponenten zusammen: a) einem mechanischen
Modell zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens bzw. der Deformation einer einzelnen
Faser unter externen Belastungen und b) einem Interaktionsmechanismus, der Kontaktpunk-
te oder Durchdringungen zwischen den Fasern detektiert und durch Riickprojektion der Ge-
schwindigkeiten in den Raum der zulédssigen Systemzustinde in ein lokal physikalisch korrektes
Kontaktverhalten, unter Beachtung von Reibung, transformiert. Die korrekte Handhabung der
Faser-Faser-Interaktionen ist der Schliissel zur Volumenerhaltung in komplexen Faseranordnun-
gen. Die Effizienz des Modells wird an einer Reihe komplexer numerischer Beispiele aufgezeigt.
Dariiber hinaus werden Algorithmen zur optischen Darstellung von komplexen Faseranordnun-
gen, sowie zur Rekonstruktion von Frisuren aus groben Oberflicheninformationen, wie sie bspw.
nach der Abtastung von Skulpturen vorliegen, entwickelt.
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1 Einleitung

Die physikalisch basierte Simulation menschlicher Haare ist seit Beginn der goer Jahre fester Ge-
genstand der Forschungsbemiihungen im Bereich der Computergrafik. So wurden in dieser Zeit
in tiber 9o Publikationen weltweit, iberwiegend aus dem universitaren Bereich, eine Vielzahl
von Ansitzen zur physikalisch basierten Generierung, Simulation und photorealistischen Dar-
stellung von Haaren oder Faseransammlungen' im Allgemeinen vorgestellt. Der Bedarf an quali-
tativ hochwertigen Modellen ist dabei enorm. Mit der Intensivierung der Produktion von compu-
tergenerierten Animationsfilmen werden die virtuellen Charaktere zunehmend mit komplexen,
beweglichen Frisuren ausgestattet (Shrek, DreamWorks 2001; Final Fantasy, Hironobu Sakaguchi
2001; Madagascar, DreamWorks Animation 2005). Die Komplexitit solcher Faseransammlungen
stellt aber nach wie vor eine grof3e Herausforderung dar, die unter teilweise erheblichem manu-
ellem Aufwand, bspw. der Verwendung von Keyframetechniken, bewiltigt werden muss. Phy-
sikalisch basierte Ansitze konnen hier helfen, die Kosten des Produktionsprozesses zu senken.
Die Beratung erfolgt dabei oftmals durch aus dem universitiren Bereich eingekaufte Spezialisten.
Auch die kosmetische Industrie hat mittlerweile den Zeitgeist erkannt und durch die Initiation
von kooperativen Forschungsprojekten mit Universitdten Interesse signalisiert. Die Unterschie-
de in den Anspriichen von Film- oder Computerspiele-Industrie einerseits und der kosmetischen
Industrie andererseits liegt dabei primir in der Genauigkeit bzw. der Prognosefahigkeit solcher
Modelle. Akkurate Vorhersagen sind in der Regel nur dann mdglich, wenn das Modell auf ei-
ner soliden mathematisch-physikalischen Theorie basiert. Diese Forderung disqualifiziert viele
der bis dato vorgestellten ad-hoc Ansitze, die den perzeptorischen Erfahrungen nicht widerspre-
chen mogen und sich damit fiir den Einsatz bei der Film- oder Spieleproduktion durchaus eig-
nen, aber andererseits keine Vorhersagen erlauben. Hochwertige Modelle kénnen dariiber hinaus
wesentlich zur Uberwindung des wahrnehmungspsychologischen ,,Uncanny Valleys” virtueller
Charaktere beitragen.
Bei der Simulation von Faseranordnungen kann man drei Hauptaspekte ausmachen:

1. Die Modellierung komplexer Faseranordnungen oder Frisuren: Die nach wie vor weit ver-
breitete manuelle Modellierung komplexer Frisuren mit entsprechenden Modellierungs-
werkzeugen (CINEMA 4D, LIGHWAVE, MAYA, etc.) bedarf, neben einiger kiinstlerischer
Fingerfertigkeit, auch einer Menge an Kopier- und Einfiigeoperationen. Alternative Ver-
fahren unterstiitzen den Designprozess durch Verwendung von 3D-Eingabe-Peripherie
(,,virtueller Friseur”). Daneben existiert mittlerweile auch eine Reihe von Ansitzen, die
komplexe Frisuren aus einer Serie von Photos oder Oberflichenscans von Skulpturen zu
rekonstruieren vermogen. Die Ergebnisse eines solchen Prozesses dienen u.a. als Anfangs-
werte fiir eine Dynamiksimulation.

"Wir ziehen den Begriff der Faseransammlung im Folgenden dem der Haarstrdhne oder Frisur vor.
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2. Das Gebiet der Dynamiksimulation befasst sich mit der Frage, wie sich die Fasern ei-
ner solchen Anordnung bzw. die Anordnung als Ganzes unter Einwirkung physikali-
scher Einfliisse (Gravitation, Ladung, Material, Temperatur, Luftfeuchte, etc.) mechanisch
verhalten. Mit einer der ersten Publikation auf diesem Gebiet durch Rosenblum et al.
[Rosenblum et al., 1991], in dem die Autoren ein primitives Masse-Feder-Modell zur Si-
mulation einzelner Haarfasern bzw. Haarstrdhnen vorschlagen, werden Partikelsysteme als
erstes Simulationsparadigma fiir deformierbare Fasern etabliert. Neuere Ansitze, wie der
hier vorgestellte, machen Gebrauch von quasi-kontinuumsmechanischen Modellen, wie
bspw. der speziellen Theorie der CossErAT-Stébe. Solche Ansitze stellen recht hohe An-
forderungen an potentielle numerische Losungsverfahren, bieten dafiir aber universellere
Beschreibungsméglichkeiten des Materialverhaltens.

3. Will man mit den ersten beiden Aspekten iiber den Status eines abstrakten Zahlenfriedhofs
hinaus gelangen, bleibt als dritter Aspekt die visuelle Darstellung einer Faseranordnung
auf einem Bildschirm oder auf dem Drucker. Das geschieht primér unter dem Aspekt des
Photorealismus. Geeignete Modelle beschreiben, wie das Licht, das von definierten Licht-
quellen ausgeht, an den Fasern gestreut wird. Ein Meilenstein auf diesem Gebiet ist der
Beitrag von Marschner et al. [Marschner et al., 2003], der die Theorie der Lichtstreuung an
dielektrischen Zylindern auf Haare tibertrdgt. Wir werden diesen Ansatz auf die Darstel-
lung blonder Haare erweitern.

1.1 Warum faserbasiert ?

Warum eignen sich bestehende Modelle nicht zur Vorhersage des Verhaltens von Haaren unter
definierten Bedingungen? Der iiberwiegende Teil der bis dato vorgestellten Modelle arbeitet auf
der Basis von Haarstrahnen. Im Prinzip wird dabei nur die Mittelliniengeometrie in Form von
sparsam iiber die Kopfoberfliche verteilten Leithaaren berechnet und fehlendes Material in ei-
nem anschlieenden Interpolationsprozess generiert. Solange man den faserbasierten Level ein-
fach tiberspringt und den Vorgéngen, die zwischen den einzelnen Fasern einer solchen Anord-
nung ablaufen, keine Beachtung schenkt, miissen die dort liegenden Ursachen fiir das globale
Haarverhalten zwangsldufig unverstanden bleiben.

Im Gegensatz dazu verfolgt die vorliegende Arbeit erstmalig das Paradigma einer faserbasier-
ten Haarsimulation. D.h., dass wir Modelle entwickeln, die das global mechanische Verhalten von
Ansammlungen auf der Basis einzelner Fasern beschreiben. Die Haarstrdhne ist dann eben nicht
die Konsequenz des Interpolationsprozesses iiber einer deformierten Leitfaser, sondern das Er-
gebnis einer physikalisch korrekten Bearbeitung der Faser-Faser-Interaktionen innerhalb dieser
Haarstrdhne. Fiir die Demonstration der Vorziige eines faserbasierten Simulationsparadigmas ist
es nicht notwendig, einen ganzen Kopf mit 130.000 oder mehr einzelnen Fasern zu berechnen.
Exemplarische Strahnen mit 200 bis 300 Fasern sind véllig ausreichend und sollen deshalb auch
im Mittelpunkt unseres Interesses stehen.

Ein Modell, das solches leistet, setzt sich aus zwei Hauptkomponenten zusammen.

1. Dem mechanischen Modell fiir die Beschreibung des mechanischen Verhaltens bzw. der
Deformation einer einzelnen Faser unter externen Belastungen. Die Faser darf dabei belie-
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bige Materialeigenschaften haben. Eine Beschriankung auf Haare oder allgemeiner, Keratin
als Werkstoft, ist dabei nicht notwendig.

2. Der Weg von der Einzelfaser zur Ansammlung fithrt schlieflich durch das unwegsame
Tal der Kollisionsbehandlung. Der Grund dafiir liegt in dem komplexen Wechselspiel zwi-
schen den Fasern solcher Verbiinde. Kontaktpunkte oder Durchdringungen zwischen den
Fasern sind zu detektieren und durch Applikation geeigneter Mafinahmen in ein lokal-
physikalisch korrektes Kontaktverhalten, bspw. unter Beachtung von Reibung, zu trans-
formieren. Die korrekte Handhabung der Faser-Faser-Interaktionen ist der Schliissel zur
Volumenerhaltung bei komplexen Faseranordnungen.

Das Modell fiir die Einzelfaser in Kombination mit den Interaktionsmechanismen zwischen den
Fasern liefert ein parametrisches Haarmodell. Parametrisch bedeutet, dass grundlegende, die Fa-
serinteraktion beeinflussende Faktoren, wie Reibung, Temperatur, Luftfeuchte, Steifigkeit, etc. ne-
ben den Geometrieinformationen mit in den Modellierungsprozess einflief3en.

Wihrend die erste Komponente von theoretischer Seite durch die weiter oben schon erwihnte
spezielle Theorie der COSSERAT-Stébe abgedeckt ist, umfasst der Begriff des Interaktionsmecha-
nismus neben theoretischen Aspekten der Stofimodellierung auf der Basis von Maf3differentia-
linklusionen auch das Problem der Bestimmung néchster Nachbarn als potentielle Kollisions-
kandidaten, sowie die paarweise Abstandsbestimmung der Fasern, bspw. fiir die Berechnung der
Couroms-Interaktionen.

Die Vorwirtssimulation einer Faseranordnung auf der Basis des parametrischen Haarmodells
lduft dann wie folgt ab. Gegeben seien Anfangswerte in Form einer beliebigen Ausgangsgeometrie
und Metainformationen in Form von Materialeigenschaften, Umweltbedingungen, Schrittweiten,
externen Belastungen, etc. Diese Werte entsprechen den Eingabespezifikationen des parametri-
schen Haarmodells. Fassen wir dieses zunéchst als Blackboxprozess auf, dann erhalten wir als
Ausgabe eine neue Geometrie, die den zeitlich fortgeschrittenen Zustand der Ansammlung re-
prasentiert. Diese Rohdaten dienen zur erneuten Eingabe in das parametrische Haarmodell oder
als Ausgangsdaten fiir einen ,,Lichtsimulator”, der daraus eine photorealistische Darstellung er-
zeugt, vgl. Abb. (1.1).

Worin unterscheiden sich Anfangswerte von den Parametern? Anfangswerte umfassen die
Startwerte der unbekannten Grofien, deren zeitliche Entwicklung beschrieben werden soll (i.d.R.
sind das Positionen und Geschwindigkeiten). Parameter sind dagegen bekannte Groflen, die den
Systemzustand genauer spezifizieren. Sie konnen durchaus von der Zeit und vom Ort abhdngen.
Anfangswerte sollten nicht mit den Parametern verwechselt werden, auch wenn sie in jedem Zeit-
schritt neu an das Modell iibergeben werden. Sie folgen immer aus dem zeitlich vorhergehenden
Zustand.

Die Vorginge innerhalb der Blackbox lassen sich relativ grob wie folgt skizzieren. Im ersten
Schritt miissen Durchdringungen der Fasern untereinander und mit der Peripherie detektiert
werden. In einem weiteren Schritt sind Mafinahmen zur Behebung etwaiger Fehlzustande zu er-
greifen. Das kann durch die Korrektur von Positionen, Geschwindigkeiten oder Kraften gesche-
hen. Im dritten Schritt erfolgt die eigentliche numerische Integration der Differentialgleichungen,
welche die Deformation der Fasern beschreiben, auf der Basis der korrigierten Systemgréf8en und
unter Auswertung aller expliziten Kraftfelder, wie Gravitation oder Elektrostatik. Die neuen Kon-
figurationen der einzelnen Fasern der Anordnung sind das Resultat dieses Prozesses. Hier gilt es
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Abbildung 1.1: Einsatz eines parametrischen Haarmodells zur physikalisch basierten Simulation von
Faseranordnungen.

zu beachten, dass sich die neuen Systemgroflen u.U. schon direkt aus der Korrektur der Fehl-
zustande ergeben konnen. Man bezeichnet das Korrekturprinzip dann als Zeitschrittverfahren.
Eine anschliefSende Integration zeitlich bereits fortgeschrittener Systemgrofen ist hier nicht mehr
notwendig.

Die einzelnen Systemkomponenten werden in den folgenden Kapiteln genau beschrieben.

1.2 Beitrage

Gegenstand dieser Arbeit ist die Entwicklung eines faserbasierten parametrischen Haarmodells
zur numerischen Simulation komplexer Faseranordnungen. Die computergestiitzten Darstellung
komplexer Faseranordnungen muss unter dem Gesichtspunkt der numerischen Stabilitit und un-
ter dem Aspekt des Berechnungsaufwandes als duferst anspruchsvoll gelten. Da sich ein solches
Modell notwendigerweise aus einer Reihe von Teilaspekten zusammensetzt, ist die Arbeit modu-
lar aufgebaut. Die folgende Liste gibt eine Ubersicht iiber die Art und den Umfang der einzelnen
wissenschaftlichen Beitrage.

1. Kap. (2) gibt eine detailierte Ubersicht iiber die geometrischen und physikalischen Eigen-
schaften von Humanhaar. Als Quelle dienten dabei tiber 70 Fachbeitrage und Biicher aus
dem Bereich der kosmetischen und Textilindustrie.

2. Kap. (3) gibt eine Einfithrung in die spezielle Theorie der COSSERAT-Stébe, wobei das Sys-
tem partieller Differentialgleichungen, welches das dynamische Gleichgewicht einer Faser
unter externen Belastungen beschreibt, Schritt fiir Schritt hergeleitet wird. Der Schwer-
punkt liegt dann auf der Entwicklung numerischer Losungsverfahren fiir die im Faser-
kontext auftauchenden Randwertprobleme auf der Basis der statischen und dynamischen
CossERAT-Gleichungen. Wir zeigen, dass der statische Spezialfall einer nicht scherbaren
und nicht dehnbaren Faser auf analytische Losungsausdriicke mit Jacosischen ellipti-
schen Funktionen fithrt. Daraus entwickeln wir einen Randwertproblemloser und zeigen
die Grenzen der Verwertbarkeit der analytischen Losung bei der Fasersimulation auf.
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Im Gegensatz dazu fithrt der dynamische Sonderfall einer nicht scherbaren und nicht
dehnbaren Faser auf ein steifes System nicht-linearer gekoppelter partieller Differential-
gleichungen. Auf der Basis der generalisierten Alpha-Methode, einem speziellen numeri-
schen Integrationsverfahren, das dem Bereich der Strukturmechanik entstammt und dar-
tiber hinaus tiber ,,schone” Eigenschaften verfiigt, gelingt die Entwicklung eines Relaxati-
onsverfahrens fiir die dynamischen CosseraT-Gleichungen. Im Gegensatz zu existieren-
den Ansitzen zur Simulation von Fasern aus dem Bereich der Computergrafik, die primér
auf der LAGRANGEschen Mechanik beruhen, zeigen wir damit, dass die unter numerischen
Gesichtspunkten als duflerst bedenklich einzustufende Nichtdehnbarkeitsbedingung we-
der eliminiert noch aufgeweicht werden muss, sondern die durch sie induzierten Probleme
mit geeigneten Verfahren direkt angegangen werden konnen. Unser Ansatz ist damit auch
der erste, der das zugrunde liegende Randwertproblem direkt 16st.

. In Kap. (4) diskutieren wir das Problem der Berechnung des elektrostatischen Feldes auf
menschlichen Haaren und entwickeln ein effizientes Verfahren zur Simulation elektrosta-
tischer Effekte. Der Ansatz stellt im Wesentlichen eine Kombination aus einem statischen
CosserAT-Modell und der bekannten schnellen Multipol Methode (FFM) zur schnellen
Auswertung der paarweisen CouLoMB-Interaktionen dar. Wir zeigen zudem, wie Umwelt-
bedingungen (Temperatur, Luftfeuchte) die Auswirkungen elektrischer Ladungen auf der
Haaroberfliche beeinflussen.

. Kap. (5) befasst sich mit der (Re)-Konstruktion von realistischen Frisuren auf der Basis von
Rand- oder Oberflacheninformationen, die man bspw. bei der Oberflichenabtastung von
Skulpturen erhélt. Der Ansatz basiert auf dem statischen CosseraT-Modell. Der Einpas-
sungsvorgang einzelner Fasern in das Haarkorpervolumen unter gleichzeitiger Beachtung
vorgegebener Randbedingungen erfolgt durch Losen eines Optimierungsproblems.

. Kap. (6) befasst sich mit dem wichtigen Thema der photorealistischen Darstellung
von Faseransammlungen. Wir diskutieren dabei den Ansatz von Marschner et al
[Marschner et al., 2003], der eine Analogie zwischen der Lichtstreuung an dielektrischen
Zylindern und Haarfasern herstellt, und erweitern diesen im Hinblick auf die Darstell-
barkeit blonder Haare. Insbesondere zeigen wir zum ersten mal den Einfluss indirekter
Beleuchtung auf die realistische Darstellung heller Haartypen auf.

. In Kap. (7) diskutieren wir das Problem der Kollisions- bzw. Selbstkollisionserkennung in
eindimensionalen Strukturen. Wir vergleichen dabei rdumlich adaptive mit topologieba-
sierten Verfahren und demonstrieren, dass topologiebasierte Verfahren unter bestimmten
Bedingungen ein besseres Laufzeitverhalten zeigen. Ein Schwerpunkt liegt dabei auf der
Untersuchung der Effizienz parametrischer DOP-Baume mit variabler Anzahl an Richtun-
gen. Der Richtungsgenerator selbst basiert auf der Theorie der GRAssMANN-Rdume.

. Kap. (8) gibt zunichst einen Uberblick iiber die theoretischen Grundlagen der Behand-
lung von Stéflen in Systemen mit Trockenreibung auf der Basis der Theorie der Differen-
tialinklusionen. Dieses Konzept wurde urspriinglich von dem franzosischen Mathematiker
Jean-Jaques Moreau entwickelt und fand Niederschlag in einem so genannten Zeitschritt-
verfahren fiir die Granulat- oder Geschiebesimulation, dass sich bei der Kollisionsbehand-
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lung in komplexen Faseranordnungen als duflerst robust erweist. Kollisionen werden auf
der Basis der Geschwindigkeiten behandelt. Wir bauen hier auf einem Beitrag von Kauf-
man et al. [Kaufman et al., 2005] auf, der Moreaus Zeitschrittverfahren (marginal) erwei-
tert. Wir entwickeln ausgehend von der Theorie der Limitflichen (vgl. [Goyal et al., 1991])
ein anisotropes Reibungsmodell, das in der Lage ist, den durch die Morphologie der Kera-
tinstruktur begriindeten und weithin bekannten richtungsabhangigen Reibungseffekt von
Keratinfasern, darzustellen. Wir demonstrieren die Effizienz des Ansatzes an exemplari-
schen Faseranordnungen mit mehreren hundert einzelnen Fasern und zeigen dabei, dass
der akkuraten Kollisionbehandlung bei der faserbasierten Simulation komplexer Faseran-
ordnungen eine existentielle Bedeutung hinsichtlich der Volumenerhaltung zukommt.

Im Rahmen dieser Arbeit ist die Fasersimulationssoftware Rapunzel entstanden, die alle vorge-
stellten Algorithmen integriert. Rapunzel ist im weitesten Sinne ein Starrkopersimulator, bei dem
zwischen Objekten und Faseranordnungen Assoziationen errichtet werden kénnen. Die Softwa-
re kann tiber eine XML-basierte Konfigurationsdatei angesteuert werden und verfiigt iber einen
interaktiven OpenGL-basierten Szenenvisualisierer, vgl. Abb. (1.2). Die Konfigurationsdatei er-

XML-Datei
Geometrie
Informationen

XML-Datei
Geometrie
Informationen

= = = Rapunzel
Dynamik Simulation

Light Simulator
Photorealistische Darstellung

Abbildung 1.2: Faserbasierte Dynamiksimulation mit der Fasersimulationssoftware Rapunzel. Die
Eingabespezifikationen umfassen neben den geometrischen und physikalischen Informationen liber die
Ausgangsgeometrie auch Angaben (ber Simulationszeitdauern, Schrittweiten, Ausgabeformate etc. Die
Simulationsergebnisse werden nach jedem Schritt im spezifizierten Format exportiert und stehen dann als
Rohdaten fiir den Hochleistungsfaserrenderer LightSimulator zur Verfligung.

laubt die Spezifikation von Faser- und Objektgeometrien, Materialeigenschaften, Ausgabeforma-
ten, Integrationsschrittweiten, Simulationsdauer, etc. Es besteht zudem eine Dateischnittstelle zu
dem Hochleistungsfaserrenderer LightSimulator (Universitdt Bonn).



2 Eigenschaften von Humanhaar

2.1 Einleitung

Im Folgenden soll ein kurzer Uberblick iiber die physikalischen Eigenschaften von menschli-
chen Haaren gegeben werden. Als Informationsquellen dienen die Literatur aus dem Bereich der
Kosmetikbranche bzw. der Medizin, sowie diverse Zeitschriftenbeitrage unterschiedlicher Fach-
richtungen, die in den letzten Jahrzehnten zu diesem Thema veroffentlicht worden sind.

Die Aufklirung der Haarstruktur bzw. die Verifikation bestehender Modelle sowie die Auf-
deckung von Zusammenhéngen zwischen Krankheitsbildern und pathologischen Verianderun-
gen der Haareigenschaften stehen im Mittelpunkt des Interesses der nicht kosmetisch motivier-
ten Haarforschung. Infolgedessen werden Untersuchungen oftmals unter Bedingungen durchge-
fihrt, die in dieser Form im ,,Haar-Alltag” nicht auftreten. Dennoch scheint die Angabe quali-
tativer Zusammenhinge unter unnatiirlichen Bedingungen sinnvoller, als bestimmte Themenbe-
reiche ginzlich unbeleuchtet zu lassen.

Haare gehoren zur Gruppe der Keratine und sind morphologisch und von ihren physikalischen
Eigenschaften her eng verwandt mit der Schafswolle, die sehr viel eingehender untersucht worden
ist. So sind zum Beispiel die Isothermen der Feuchtigkeitsaufnahme bis zum 95 %-Level praktisch
identisch [Menkart et al., 1966]. In der Literatur wird der Bezug zur Wolle oft hergestellt, wenn
empirische Befunde fiir Haare nicht vorliegen. Dieser Vorgehensweise wollen wir uns im Folgen-
den anschlieflen.

2.2 Aufbau der Keratinfaser

In der Literatur findet man haufig den Hinweis, dass die mechanischen Eigenschaften von Haaren
primir tber die Struktur verstanden werden konnen. Deshalb wird im Folgenden kurz auf den
mikro-strukturellen bzw. molekularen Aufbau der Haarfaser eingegangen.

Haare gehoren zur Gruppe der Keratinfasern und bestehen im wesentlichen aus einer An-
sammlung dicht gepackter, keratinhaltiger Filamente. Keratine selbst sind Faserproteine mit a-
helikaler Struktur, die durch Disulfidbindungen stabilisiert werden [Nelson & Cox, 2000]. Der
Begriff des Keratins wird in der Literatur oftmals synonym fiir biologische Materialien verwen-
det, die solche Proteine enthalten. Als typische Beispiele konnen hier neben Haaren auch Wolle,
Horn, Négel, Hufe, Stacheln etc. angefithrt werden. Haare sind morphologisch und von den phy-
sikalischen Eigenschaften her eng verwandt mit der Schafswolle.

Die so genannten a-Keratine' bestehen aus Polypeptidketten, die durch Kondensation von
Aminosduren entstehen [Orfanos & Happle, 1990]. Keratine sind reich an Cystin, einer Amino-

'Das « rithrt vom typischen Rontgen-Beugungsmuster her, dem a-Pattern, das fiir diese Art von Proteinen charak-
teristisch ist.
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Abbildung 2.1: Struktur des menschli-
chen Haares. (a) Réumliche Ansicht,
Ansatz [Jolles et al., 1997];(b) Schematischer Quer-
schnitt mit mechanisch relevanten Kompo-
nenten, [Robbins, 2002].

sdure, die sich durch ihren Schwefelgehalt auszeichnet. Die Thiolgruppen zweier Cystinreste kon-
nen durch Ausbildung einer kovalenten Bindung mehrere Polypeptidketten miteinander verbin-
den.

Die physikalischen Eigenschaften von Humanhaar werden mafigeblich durch die Wasserauf-
nahmeféhigkeit seiner Zellkomponenten bestimmt [Zahn, 1998]. Diese hdngt von der chemi-
schen Zusammensetzung ab, insbesondere dem Verhiltnis von hydrophilen und hydrophoben
Aminoséureresten und dem Vernetzungsgrad der Proteine. Die charakteristische Unloslichkeit
und Resistenz gegen enzymatischen Abbau begriinden sich durch den hohen Gehalt an der Ami-
noséure Cystin bzw. den damit verbundenen hohen Schwefelgehalt.

Morphologisch konnen beim Haar drei Hauptkomponenten unterschieden werden: (i) die Cu-
ticula oder dufSere Hiille des Haares, (ii) der Cortex, der von der Cuticula umschlossen wird (iii)
die Medula, eine porése Rohre im Zentrum des Cortex, vgl. Abb. (2.1).

Die Aufgabe der Cuticula besteht im Schutz der Haare vor chemischen und physikalischen Be-
lastungen durch die Auflenwelt [Orfanos & Ruska, 1968a]. Die Cuticula ist von réhrenférmiger
Struktur und bildet den Mantel des Haares, bestehend aus verbundenen dachziegelférmig tiber-
einander angeordneten Cuticulazellen von 35-40 ym Dicke, den Schuppen. Die Cuticulazellen
setzen sich ihrerseits aus aus drei Schichten, der Epi-, Endo- und Exocuticula zusammen.

O’Connor et al. [O’Connor et al., 1995] haben die Kinetik des Hydratationsvorganges und die
damit einhergehenden morphologischen Verdnderungen der Haaroberfliche durch Atomic For-
ce Microscopy erstmals direkt beobachten konnen. Die Epicuticula ist bedingt durch den hohen
Grad der Vernetzung sehr hart und neigt weniger zum Quellen. Sie fungiert damit als Diftu-
sionsbarriere. Die hydrophile Endocuticula bildet bedingt durch ihre Wasseraufnahmefahigkeit
einen wichtigen Diffusionsweg. Ihre Quellfdhigkeit und leichte enzymatische Abbaubarkeit sind
die Folge hoher Konzentrationen an hydrophilen Aminoséaureresten.

Der Cortex setzt sich aus in axialer Richtung verlaufenden spindelformigen Zellen in zylindri-
scher Anordnung zusammen. Die Rindenzellen sind durch eine interzellulare Kittsubstanz mit-



2.3 Geometrische Eigenschaften

Tabelle 2.1: Unterschiedliche Typen der Kopfbehaarung,

durchschnittliche maximale Lédnge und Radius in Abhdn- Haartyp Alter  lmax  Tmax

gigkeit vom Alter, vgl. [Robbins, 2002]. [a] [cm]  [pm]
Lanugo <1 15,0 20
Kind 1-12 60,0 60
Erwachsene >13 100,0 100
Vellus >30 0,1 4

einander verbunden [Orfanos & Ruska, 1968b]. Das Cortexkeratin besteht aus feinsten Filamen-
ten von 6-8 nm Lange, den Mikrofibrillen. Mehrere solcher Mikrofibrillen sind zu Makrofibrillen
zusammengelagert, die in den Cortexzellen liegen. Sie enthalten das a-Keratin. Die Cortexzellen
sind von unterschiedlicher chemischer Zusammensetzung. Das Haar des Afrikaners besteht im
Bogeninneren der Krauselung aus cystinreichen Cortexzellen (Paracortex), auf der Auflenseite
aus cystindrmeren Zellen (Orthocortex). Bei glatten Haaren sind beide Zelltypen konzentrisch
verteilt.

Im Zentrum des Cortex kann als weitere Zellkomponente gelegentlich die Medulla auftreten,
die von porésem Charakter ist. Ihre Anwesenheit hat destabilisierenden Einfluss auf die Zugfes-
tigkeit.

Generell sind die Zellen der Cuticula, des Cortex und der Medulla fest miteinander verkittet.
Das kann auf dem Wege der chemischen Bindung iiber Kittsubstanzen geschehen, andererseits
treten auch rein mechanische, druckknopfartige Verbindungen auf.

Die Haarfarbe wird durch den Pigmentfarbstoff Melanin verursacht, der in den Cortexzel-
len eingelagert ist. Er kommt in den beiden Modifikationen Phdomelanin und Eumelanin vor
[Swift, 1997], deren Verhaltnis die natiirliche Haarfarbe bestimmt. Das Eumelanin kann alle Farb-
tone von braun bis schwarz annehmen, Phiomelanin tiberwiegt bei blonden und roten Haaren.
Der Verlust der Pigmentierung mit fortschreitendem Alter (Ergrauen der Haare) geht in der Re-
gel nicht mit Anderungen im physikalischen Verhalten der Haare einher [Hollfelder et al., 1995],
das fortschreitende Alter an sich dagegen schon. Unpigmentierte Haare sind etwas grober und
welliger als pigmentierte.

2.3 Geometrische Eigenschaften

2.3.1 Haarldnge

Die Haarldnge hingt vom jeweiligen Haartypus ab. Die prinatalen Haare oder Lanugo fallen in
der Regel schon vor der Geburt oder kurz danach aus und erreichen Langen von kaum mehr als
15 cm. Sie werden direkt vom prapubertiren Haartypus, dem priméren Terminalhaar abgelost.
Seine Struktur ist deutlich grober als das Lanugo und erreicht Léngen von bis zu 60 cm. Mit dem
Einsetzen der Pubertit und den damit einhergehenden hormonellen Verdnderungen lésst sich
eine grobere Haarstruktur mit Langen von bis zu 100 cm feststellen, das so genannte sekundére
Terminalhaar. Zwischen dem zwanzigsten und dreifligsten Lebensjahr fithren dann erneute hor-
monelle Umstellungen zum Wachstum von feineren und oftmals kiirzeren Haarfasern. Dieser
Effekt kann bis zum Ubergang des Terminalhaares zum Vellus fiihren, das bei einem sehr kleinen
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Durchmesser von ca. 4 ym Langen von kaum mehr als 0,1 cm erreicht. Dieser feine Haartypus
ist mit bloflem Auge kaum wahrnehmbar und lisst die betroffenen Regionen kahl erscheinen.
Tab. (2.1) fasst die Daten zusammen. Die hier genannten Langen stellen Durchschnittswerte dar.
Auf,,Langhaar- Wettbewerben” konnen des 6fteren Haarldngen von iiber 150 cm beobachtet wer-
den. Den Rekord hilt derzeit die Chinesin Xie Qiuping aus der Provinz Guangxi mit mehr als
560 cm. Die Wachstumsrate von Haaren liegt bei ca. 15 cm/a.

2.3.2 Querschnitt

Der Haardurchmesser schwankt in der Regel mit dem Alter und nimmt seinen grofsten Wert mit
der Pubertit an. Die Welligkeit und die Querschnittsgeometrie des Haares sind genetisch bedingt
und von Rasse zu Rasse unterschiedlich, so dass eine Untergliederung der Eigenschaften in Ab-
héngigkeit von der jeweiligen Rasse sinnvoll erscheint. Robbins [Robbins, 2002] unterscheidet
hier kaukasisch, mongolisch und dthiopisch. Dabei stellt der kaukasische mit einem Durchmes-
ser von 50-90 yum den feinsten Haartyp dar. Interessanterweise besitzen Haare keinen runden,
sondern einen eher elliptischen Querschnitt. Modifikationen mit nieren-/ birnenférmigem oder
gar dreieckigem Querschnitt treten vereinzelt auf, primar im Zusammenhang mit pathologischen
Verdnderungen. Dabei ist das Verhaltnis der beiden Hauptradien charakteristisch fiir die jeweilige
Rasse. Der Quotient iibt wesentlichen Einfluss auf das Biegeverhalten aus. Die Form des Quer-
schnitts unterliegt innerhalb einer Rasse und innerhalb der Kopfbehaarung einer Person u.U.
erheblichen Schwankungen. Als Faustregel gilt, dass der Durchmesser der Haare bei einer Per-
son um mehr als den Faktor zwei variiert [Robbins, 2002]. Genau genommen andert sich der
Faserquerschnitt in axialer Richtung. Die Anderungen sind jedoch klein und kénnen deshalb
vernachléssigt werden. Querschnittswerte sind deshalb immer als Mittelwerte anzusehen.

Vernall [Vernall, 1961] hat die Haare von jungen, médnnlichen Personen unterschiedlicher Na-
tionalitdt im Alter zwischen 20 und 30 Jahren hinsichtlich ihrer Querschnittsgeometrie unter-
sucht®. Die Variabilitat beziiglich der Geometrie zwischen den Rassen ist dabei signifikant grofer
als zwischen den Individuen einer Rasse und hier wiederum signifikant grofier, als beim Indivi-
duum selbst.

Die Werte der Hauptdurchmesser bewegen sich zwischen 6o ym beim West-Europder und
125 ym beim Chinesen (kleinster bzw. grofdter iiber alle Proben beobachteter Wert). Die Haare
des Afrikaners sind in Bezug auf den Hauptdurchmesser durchschnittlich am grofiten, die eines
West-Europders am kleinsten (Chinesen und Inder liegen dazwischen).

Betrachtet man den Wert des kleinsten Durchmessers, so liegen die Werte zwischen 43 ym
beim West-Europider und 100 ym beim Chinesen. Chinesen verfiigen im Durchschnitt iiber die
dicksten, Européer dagegen iiber die diinnsten Haare. Der intra-personelle Unterschied bewegt
sich zwischen 25 ym beim Individuum afrikanischer Abstammung und 313 #m beim Inder.

In Bezug auf die Querschnittsfliche verfiigen West-Européer mit 2.017 ym? iiber den kleinsten
und die Chinesen mit 10.105 ym? iiber den grofiten Wert.

Als Index fiir den Grad der Elliptizitit wird der Quotient der beiden Hauptradien herange-
zogen. Die Indices variieren hier zwischen 1,25 und 1,68. Das Haar des Afrikaners zeichnet sich

*Es wird eine etwas andere Aufteilung beziiglich der Rassen verwendet als in [Robbins, 2002]. Die etwas ungliickli-
chen Bezeichnungen Negroider und negroid werden im folgenden durch die moderneren Begriffe Afrikaner bzw.
afrikanisch ersetzt.
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Tabelle 2.2: Gré8ter bzw. kleinster mitt-

Zugehorigkeit d domi d dmi A
lerer Durchmesser, sowie Querschnitts- 8 8 max mn max [ Amin

2
fldche bei Haarfasern von Personen un- [pm]  [pm] [-] [pm”]
terschiedlicher ethnischer Zugehérig- West_Européer 81,94 56,74 1,44 3,786
keiten [Swift, 1995, Robbins, 2002]. Chinesen 94,28 76,79 1,23 5,817
Inder 92,94 66,49 1,40 4,994
Afrikaner 98,23 58,52 1,68 4,648
Kaukasier 63,93 47,28 1,35 2,411
Mongolen 79,53 61,96 1,28 4,085
Athiopier 90,62 51,70 1,75 4,006

durch seine Flachheit und folglich durch den gréfiten Index aus. Bei den Chinesen findet man
den kleinsten Index und damit die rundeste Form. Die Geometrie bei West-Europdern und In-
dern liegt dazwischen. In Tab. (2.2) sind die Werte zusammengestellt. Besonders das afrikani-
sche Haar féllt neben seiner ausgepragten Elliptizitdt auch durch seine extreme axiale Torsion auf
[Menkart et al., 1966].

Swift [Swift, 1995] fiihrt, basierend auf den Erkenntnissen zur Elliptizitit, weitergehende Uber-
legungen zur Bevorzugung bestimmter Deformationsrichtungen von Haarfasern durch, auf die
im Zusammenhang mit dem Biegeverhalten von Haaren weiter unten kurz eingegangen werden
soll.

2.3.3 Welligkeit

Die longitudinale Struktur oder Welligkeit des Haares stellt eine der wichtigsten Groflen fiir
das Haarstyling dar und variiert insbesondere mit der Rasse. Die extreme Lockigkeit des Afri-
kanerhaares findet man sonst nur bei den Populationen Papua-Neuguineas [Ogle & Fox, 1999].
Im asiatischen Raum tiberwiegen Haare mit glatter Konfiguration, wohingegen im europdischen
Raum alle Arten vertreten sind. Die Haargeometrien sind schematisch in Abb. (2.2) dargestellt.
Dauerwelle oder die Applikation von Haarrelaxern bewirken eine Anderung der Welligkeit. Je
nachdem, ob das Haar eine mehr glatte oder eine welligere Struktur aufweist, fallt der Einfluss
physikalischer Effekte wie Reibung und Steifigkeit grof3er oder kleiner aus. Robbins und Reich
[Robbins & Reich, 1986] stellen eine Methode zur Bestimmung der Welligkeit vor. Dabei wird
die Lange /. des einzelnen Haares im Normalzustand und im gestreckten Zustand (/;) durch An-
héngen eines Gewichtes von 1 g gemessen. Sieht man die Konfiguration des einzelnen Haares
vereinfacht als Sinuskurve an, kann durch Abzéhlen der Maxima n die Welligkeit quantifiziert
werden zu C = n - I;/I. 3. In der Regel weisen Haarfasern aber diesbeziiglich grole Unregel-
mifBigkeiten auf. Nach dem Durchnissen der Haare oder der Applikation von Olen kénnen die
Kohisionskrifte des Fluides in den kapillaren Zwischenrdaumen der Fasern Werte erreichen, bei
denen die Wellen ganz verschwinden. Reibung und Gewicht des Haftwassers verstirken den Ef-
tekt, der sich besonders deutlich bei kaukasischem und orientalischem Haar zeigt. Krauses Haar
neigt dagegen deutlich weniger zum Nasse bedingten Formverlust. Die Werte fiir C in Tab. (2.3)

*Leider fehlen in dieser Untersuchung Angaben fiir n oder I, so dass sich die Werte lediglich fiir den Vergleich
untereinander eignen.
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Abbildung 2.2: Links: Lichtmikroskopische Aufnahme einer Haaranordnung (©Universitét Bonn). Rechts:
Welligkeit und Elliptizitdt bei Haarfasern von Personen unterschiedlicher ethnischer Zugehdrigkeit:
asiatisch, kaukasisch, afrikanisch, [Robbins, 2002].

konnen nur als grobe Anhaltswerte dienen.

Die Haarfasern ein und desselben Haarschopfes zeigen mit zunehmender Dicke eine vergro-
Berte Welligkeit [Yin et al., 1976]. Uber den Grund kann man nur spekulieren. Eine mdogliche
Erklarung konnte sein, dass diinnes Haar ausschlief3lich in glatter Konfiguration gebildet wird.
Andererseits setzen diinne Fasern Glittungseftekten wie dem Druck durch benachbarte Fasern,
Eigengewicht, Kimmen und Biirsten weniger Widerstand entgegen, so dass sie infolge der alltdg-
lichen Haarpflege moglicherweise ihre Form verlieren.

2.3.4 Haarkorper

Der Haarkorper ist das sichtbare Volumen der gesamten Haarmasse. Die Auspragung des Haar-
korpers wird im wesentlichen bestimmt durch die Steifigkeit, die Querschnittsgeometrie und den
Durchmesser der Faser, die longitudinale Form sowie durch Faserinteraktionen wie Reibung und
Adhision [Robbins, 2002]. Bei der Langsdehnung von Haaren geht der Durchmesser quadra-
tisch, bei Biegung und Torsion dagegen mit der vierten Potenz ein, so dass die Langsdehnungen
infolge Eigengewicht vernachlassigbar sind. Schon kleine Anderungen des Durchmessers sollten
sich auf das Aussehen des Haarkorpers auswirken. Tolgyesi et al. [Yin et al., 1976] haben den Ein-
fluss des Faserdurchmessers auf den Haarkorper von erwachsenen amerikanischen Frauen un-



2.3 Geometrische Eigenschaften

Tabelle 2.3: , Welligkeit” C gemessen an I, =
25,4 cm langen Haarstrédhnen nach diversen
kosmetischen Behandlungen im nassen und

Haartyp Behandlung Welligkeit
trocken nass

trockenen Zustand (P = Pomade, SAC = Stea- Orientalisch P 0,0 -
ralkoniumchlorid, SLS = Natriumlaurylsulfat, SAC, SLS, BL 1,6 0,0
BL = Bleichen), [Robbins & Reich, 1986].
Kaukasisch P 0,0 -
SAC, SLS, BL 2,6 0,0
Kraus I P 18,0 -
SAC, SLS, BL 18,0 14,0
Kraus II P, SAC, SLS, BL 16,0 -

ter kosmetischen Gesichtspunkten untersucht. Die Haarsteifigkeit steht hierbei im Vordergrund,
Reibung und Kohision bleiben dagegen unerwéhnt.

Die Zunahme der Welligkeit fithrt zu einem deutlich fiilligeren Haarkorper. Die Kraft, die beim
Biirsten der Haare aufgewendet werden muss, nimmt mit der Faserdicke zu.

Der Vorgang der Dauerwelle bewirkt eine Zunahme der Welligkeit und der Reibung; durch
Bleichen wird die Reibung erhoht. Deshalb fithrt diese Art der kosmetischen Behandlung zu einer
Vergrofierung des Haarkorpervolumens.

Umgekehrt wirken Haare nach der Behandlung mit einer Pflegespiilung schlaft und der Haar-
korper verliert deutlich an Fiille, wahrscheinlich durch Herabsetzung des Reibungsbeiwertes
[Robbins, 2002]. Die Behandlung mit hochreinigenden Shampoos fiihrt einerseits zum Riickgang
der Faseradhision, andererseits zu einer erhchten Reibung, da die Entfernung des Talgs von der
Haaroberfliche die natiirlichen Unebenheiten freilegt (cuticuldre Schuppen).

2.3.5 Haardichte

Die Haardichte {ibt maf3geblichen Einfluss bei der Konstitution des Haarkorpers aus. Fiir Mén-
ner und Frauen kaukasischer Abstammung kann ein Durchschnittswert von 340 Haare/cm?
(+ 76) angenommen werden, sofern keine kosmetischen Behandlungen vorgenommen wur-
den [Orfanos & L.Briickmann, 1982]. Andere Untersuchungen ergaben Werte von 192 Haare/cm?
(+ 12) [Pecoraro & Astore, 1990].

Wihrend sich in jungen Jahren keine geschlechterspezifischen Unterschiede feststellen lassen,
findet man bei Mannern eine hormonell bedingte Abnahme der Haardichte in der frontoparieta-
len Region. Kosmetische Behandlungen (Dauerwelle, Farben, Bleichen), die vorrangig von Frau-
en vorgenommen werden, konnen u.U. im Alter zu einer leichten Abnahme der Haardichte fiih-
ren. Durchschnittswerte fiir die angesprochene Populationsgruppe findet man in Tab. (2.4).

Tabelle 2.4: Haardichte bei Frauen und Ménnern unterschiedli- 1 e 1
. Alter weiblich mannlich
chen Alters, [Orfanos & L.Briickmann, 1982]. 2 5
[a] [n/cm?] [n/cm?]
16 - 29 332 346
30-55 352 329
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2 Eigenschaften von Humanhaar

T T T T Abbildung 2.3: Verlauf der
Spannungs-Dehnungskurve bei
Haaren. Das Haar wird bei konstanter
Rate gedehnt und die materialinternen
Spannungen, die sich als Antwort auf
die Dehnung aufbauen, gemessen.
Die Kurve zeigt drei charakteristische
Bereiche: Linearelastischer Bereich,
] FlieBbereich und NachflieSbereich.
Bei Belastungen liber diese Grenze
hinaus tritt Materialversagen ein,
L L T [Jollés et al., 1997].
2 10 20 30 40

Dehnung %

Spannung
I

Nach-

FlieBbereich FlieRbereich

2.4 Mechanische Eigenschaften

Die am héufigsten auftretenden Belastungen sind Dehnung, Stauchung, Scherung, Biegung und
Torsion, wobei die letzten zwei als Kombinationen von Dehnung, Stauchung und Scherung aufge-
fasst werden konnen. Biegung und Torsion spielen bei der Deformation von Haaren eine wichtige
Rolle. Trotzdem ist das Dehnungsverhalten am meisten untersucht worden*. Gerade im Bereich
der Medizin, wird durch intensive Erforschung des mechanischen Verhaltens versucht, Riick-
schliisse iiber das Vorliegen bestimmter Erkrankungen, das Alter und sogar das Geschlecht einer
Person zu ziehen. Letztere Informationen sind insbesondere im Bereich der forensischen Medizin
von grofiem Interesse, weil Haare in der Regel an jedem Tatort gefunden werden konnen. Ihre ge-
ringe Dicke macht sie fast unsichtbar fiir das ungetibte Auge und infolgedessen unterbleiben Be-
seitigungsmafinahmen durch Kriminelle. Haare haben zudem die charakteristische Eigenschaft,
dass sie resistent gegeniiber so ziemlich allen Umwelteinfliissen sind und noch lange nach dem
Tode einer Person Riickschliisse iiber bspw. deren Erndhrungsgewohnheiten zulassen.

2.4.1 Elastisches Verhalten

Das Dehnungsverhalten von Fasern wird im klassischen Zugversuch bestimmt. Das einzelne
Haar wird bei gegebener Temperatur und Luftfeuchte mit einer konstanten Rate® gedehnt und
die Widerstandskraft des Materials gemessen. Trigt man die Spannungen o (Verhéltnis von Ver-
lingerung zur Gesamtldnge) gegen die Dehnungen ¢ auf, ergibt sich eine Kurve mit drei charakte-
ristischen Bereichen: (i) HookEscher oder linearelastischer Bereich (pre-yield), (ii) Fliefbereich
(yield) und (iii) NachfliefSbereich (post-yield), Abb. (2.3).

Andere wichtige Parameter der Spannungs-Dehnungskurve sind der Modul der Elastizitit E,,
die HookEsche Grenze, die Bruchdehnung und die Bruchspannung, bei der das Material versagt,
der Modul des NachflieSbereiches Eg und die Dehnungsarbeit, die der Fliche unter der Kurve
entspricht.

*Interessanterweise gibt es trotz der Haufigkeit der Versuche keine Standards.
5Ublich sind hier 25 mm/min.



2.4 Mechanische Eigenschaften

Tabelle 2.5: Schallgeschwindigkeit und E-

Modul bei unterschiedlicher rel. LF, T=23 °C, rel. LF  Schallgeschwindigkeit E-Modul

[Goldsmith & Baden, 1970]. [%] [km/s] [105 N/ sz]
6 3,0 11,7
53 2,6 8,8

2.4.1.1 Linearelastischer Bereich

Im Hookeschen oder linearelastischen Bereich sind die Dehnungen proportional zu den Span-
nungen, d.h., die Kurve weist eine in etwa konstante Steigung auf, die sich als materialabhdngige
Kenngrofle interpretieren lasst. Die Steigung entspricht dem Elastizitdtsmodul E (oder auch E-
Modul oder YouNnGsche Zahl).

Biologische Materialien folgen aber strenggenommen keinem elastischen Verhalten, sondern
zeigen vielmehr ein zeitabhangiges Verformungsverhalten [Fung, 1993]. Deshalb ist der Name
Hooxkgscher Bereich nicht ganz angemessen [Feughelman, 1982]. Der E-Modul setzt sich aus ei-
nem zeitunabhéngigen elastischen und einem zeitabhangigen viskosen Anteil zusammen. Leichte
Schwankungen des E-Moduls in Abhingigkeit von der Dehnungsrate sind deshalb nicht auszu-
schlieflen. Auf die Zusammenhénge wird weiter unten kurz eingegangen.

Robbins [Robbins, 2002] gibt fiir den E-Modul einen Wert von 3,89-10° N/cm? (60 % rel. LF)
an®. Goldsmith und Baden [Goldsmith & Baden, 1970, Goldsmith & Baden, 1971] stellen ein al-
ternatives Verfahren zur Bestimmung des E-Moduls vor. Die vom Querschnitt des Materials un-
abhingige Schallgeschwindigkeit und der E-Modul stehen iiber v, = \/E_/p in Beziehung. Daraus
kann bei bekannter Dichte” der E-Modul durch Messung der Schallgeschwindigkeit fiir unter-
schiedliche Dehnungen bestimmt werden. Die Schallgeschwindigkeit und der E-Modul fiir un-
terschiedliche rel. Luftfeuchten sind in Tab. (2.5) aufgefiihrt.

Weiterhin findet man eine Altersabhingigkeit des Durchmessers, der Zugfestigkeit und der
Dehnungsarbeit bis zum Materialversagen. Abb. (2.4) zeigt die Zusammenhinge, die bei japani-
schen Méanner im Alter von zwei bis 91 Jahren festgestellt werden konnten [Naruse & Fujita, 1971].
Fiir den E-Modul wird hier ein Wertebereich von 1,5-4,6-10° N/cm? angegeben (20 °C, 65 % rel.
LF). Swanbeck und Nyren [Swanbeck & Nyren, 1970] haben die Anderung der mechanischen Ei-
genschaften bei Patienten, Manner und Frauen kaukasischer Abstammung im Alter zwischen 20
und 56 Jahren, mit unterschiedlichen Formen von Haarerkrankungen untersucht. Signifikante
Anderungen konnten nicht festgestellt werden. Fiir den E-Modul liegen die Werte hier zwischen
1,64—2,80-10° N/cm? (20 °C, 100 % rel. LF).

Die Frage, ob eine Haarprobe von einer ménnlichen oder einer weiblichen Person stammt,
oder gar das Alter einer Person, lasst sich nicht anhand der Zugfestigkeit beantworten®, wie Johri
und Jatar konstatieren [Johri & Jatar, 1982]. Allerdings liefert ihre Studie Durchschnittswerte fiir
den E-Modul von 1,23—4,10-10°> N/cm? (30 °C, 30 % rel. LF) fiir ménnliche und weibliche Personen
(vermutlich indischer Abstammung) im Alter zwischen 15 und 35 Jahren.

SWegen der Feuchtigkeits- bzw. Temperaturabhingigkeit werden die Umgebungsbedingungen immer mit angege-
ben, falls bekannt.

7[Goldsmith & Baden, 1970] geben fiir die Dichte des menschlichen Haares einen Wert von p =1,3 g/cm3 an.

$Obwohl ein Zusammenhang zwischen Alter und Zugfestigkeit durchaus besteht, wie weiter oben angesprochen
wurde.
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S 77— 120 Abbildung 2.4:  Statistisch
- 1 ermittelte  Zusammenhdnge
zwischen Alter und E-Modul
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Sakai et al. [Sakai et al., 2000] geben einen Wert von 0,38-10° bzw. 1,03:10°> N/cm? bei 40 °C bzw.
90 °C (in Wasser) an. Diese Werte sind fiir Dehnungsraten von 0,5-5,0 %/min quasi konstant.
Interessanterweise kann man nicht davon ausgehen, dass dicke Haarfasern eine grofiere Steifig-
keit aufweisen als dinne [Nikiforidis et al., 1993]. Die Werte fiir den E-Modul sind bei diinnen
Haarfasern (< 70 ym) signifikant grofler als bei dicken (> 8o ym) Haaren derselben Person. Der
Grund konnte in der Auspragung der porosen Medulla liegen, die bei dicken Haarfasern einen
grofleren Querschnitt im Verhaltnis zur Gesamtflache aufweist, als bei diinnen. Das fiihrt zu einer
Destabilisierung des Haarcortex gegeniiber mechanischen Beanspruchungen. Die Entnahmere-
gion der Haarfasern (occipital oder frontoparietal) hat dagegen keinen Einfluss auf den E-Modul.
In Tab. (2.6) sind die Werte fiir diinne und dicke Fasern dargestellt.

2.4.1.2 FlieBbereich

Beim Uberschreiten der HookEschen Grenze bei & ~2 % fithren bereits kleine Spannungszunah-
men zu iiberproportional grofien Langendnderungen (ca. 30 %), oder anders ausgedriickt: das
Material reagiert bei weiterer Dehnung nicht mehr durch die antagonistische Erh6hung der ma-
terialinternen Spannungen, sondern beginnt sich plastisch zu Verformen. Es ist lediglich noch ein
geringer Spannungsanstieg zu verzeichnen, das Material fingt an zu fliefen. Aus diesem Grund
wird dieser Bereich auch als FliefSbereich bezeichnet.

Auf molekularer Ebene vollzieht sich der Ubergang des Keratins vom a-helikalen in den B-
gefalteten Zustand [Feughelman, 1973]. Die Dehnungen sind vollstindig reversibel, wenn man
Haarfasern unter Wasser hélt oder ihnen einen langeren Erholungszeitraum einrdaumt. Ruetsch
und Weigmann [Ruetsch & Weigmann, 1996] konnten zeigen, dass solche extremen Belastun-
gen trotz der Wiederherstellung der mechanischen Eigenschaften zu irreversibler Schiadigung
der Cuticula fithren und damit die These bestitigen, dass die Cuticula keinen Beitrag zur zur
Zugfestigkeit von Haaren leistet. Im Bereich grofier Dehnungen fithren Scherkrifte in den du-
Beren Haarschichten zum Abheben der cuticuldren Schuppen. Es ist zu vermuten, dass dadurch
der Reibungskoeffizient beeinflusst wird. Im nassen Zustand ist der E-Modul des Cortex etwa 20
mal grof3er als der Modul der Cuticula. Bei der Torsion dagegen hat die Cuticula einen nicht zu
vernachldssigenden Einfluss.



2.4 Mechanische Eigenschaften

Tabelle 2.6: Durchschnittswerte fiir E, bei diinnen und
Probe

< >8
dicken Haaren, 23 °C, 45 % rel. LF; cf. [Nikiforidis et al., 1993]. /0 pm o 4m

[10° N/cm?]  [10° N/cm?]

1 3,44 1,70
2 4,89 2,00
3 4,22 1,70
4 4,44 1,70
5 4,22 2,55
6 6,44 2,44
7 4,00 2,22
8 5,40 2,33
9 4,67 2,55
10 5,55 2,89
1 4,44 1,70
12, 4,20 1,80
13 5,55 2,50
14 3,89 2,55
15 3,55 2,44
x 4,59 2,20

Durch Tests konnte gezeigt werden, dass die Arbeit, die zum Ausreifien eines Haares aufge-
bracht werden muss, ndherungsweise der Hooktschen Grenze entspricht [Robbins, 2002]. Die
Konsequenz von zu grofien Zugkriften ist das Versagen der Haarwurzel, noch lange bevor Ma-
terialermiidung eintritt.

Uber die obere Grenze (FlieBpunkt) des Fliefbereiches hinaus dndert sich die Linge des Haa-
res wieder langsamer. Die Spannungen sind hier wieder proportional zu den Dehnungen. Das
Verhalten ist hier, wie im HookEschen Bereich, in etwa linearelastisch. Die Steigung der Kurve
wird durch den E-Modul Eg des Nachfliebereiches beschrieben. Das Verhiltnis der Steigungen
der drei Bereiche betragt etwa 100:1:10 [Feughelman, 1982]. Beanspruchungen tiber die Bruch-
dehnung hinaus fithren zu einem schlagartigen Materialversagen.

2.4.2 Rheologische Eigenschaften

Die Rheologie beschiftigt sich traditionell mit dem Verformungsverhalten von Materie. Gerade
in dieser Hinsicht ist das Verhalten vieler biologischer Materialien irgendwo zwischen denen ei-
nes elastischen Festkorpers und denen einer viskosen Fliissigkeit anzusiedeln. Ersterer speichert
bei Deformation die Energie, die durch die Arbeit duflerer Krifte verrichtet wird und stellt bei
Entlastung seinen Ausgangszustand, seine urspriingliche Form, exakt wieder her. Eine viskose
Flissigkeit auf der anderen Seite verliert ihre Form unter Belastung unwiederbringlich. Die durch
eine bestimmte Dehnung in einer Faser verursachten Spannungen bzw. die durch eine bestimmte
Spannung verursachte Dehnungen hiangen auch von der Dauer der Belastung und der mechani-
schen Historie, also allen vorausgegangenen Belastungen ab. D.h., erfolgt die Beanspruchung der
Faser iiber eine bestimmte Dauer, bspw. mit einer konstanten Dehnung, verformt sich das Mate-

17



2 Eigenschaften von Humanhaar

rial plastisch, es fangt an zu kriechen. Diese Verformungen sind in der Regel reversibel. Entlastet
man die Faser, findet man einen instantanen Abfall der Spannungen bzw. Dehnungen auf einen
bestimmten Wert, d.h., eine teilweise Wiederherstellung des Ausgangszustandes. Dariiber hin-
aus erfolgt die Relaxation des Materials als Funktion von der Zeit. Dieser Vorgang wird durch die
so genannte Ralaxationsfunktion G(t) beschrieben, die sich als materialabhingige Kenngrofie
darstellt. Kriechen und Relaxation sind damit zwei genau entgegengesetzte Vorginge.

Basis fiir die Beschreibung dieser Art von Deformationen bildet die lineare Theorie der Visko-
elastizitét, die im Wesentlichen in BoLTZMANNS Superpositionsprinzip ihren Niederschlag findet.

Die im Kriechexperiment bspw. durch Vorgabe einer Rechteckspannung (o(t) = 0o, f < t < t,
o(t) = 0 sonst) in der Probe auftretenden Dehnungen lassen sich im Wesentlichen in drei An-
teile &), €2 und &3 zergliedern: ¢, €, sind die unmittelbare elastische bzw. die verzdgerte Defor-
mation; &3 hingegen ist der NEwToNsche Fluss, also genau der Anteil der Deformation, der dem
NEewTONschen Viskosititsgesetz fiir viskose Fliissigkeiten folgt. Dabei sind alle drei Anteile exakt
proportional zur aufgebrachten Spannung. Das Belastungsprogramm definiert hier eine Kriech-
komplianz J(t), die nur von der Zeit abhéngt: £(t)/o = J(t) = J1 + J» + J3, wobei die J; den ¢; ent-
sprechen. Die unmittelbare elastische Deformation ist zeitunabhéngig, wahrend der verzogerte
Anteil von der Zeit abhéngt. Beide Anteile sind vollstindig reversibel, z.B. wenn die Probe entlas-
tet wird. Der rein viskose Anteil hingegen ist nicht reversibel und macht das Verhalten hochgradig
nicht linear. In der Regel tritt der NEwTONsche Fluss von starren Polymeren nicht bei gewohnli-
chen Temperaturen auf, weil ihre Viskositit zu grof3 ist. Selbst in Fllen, in denen geringe viskose
Anteile auftreten konnen, bspw. bei linear amorphen Polymeren oberhalb der Glassiibergang-
stemperatur, werden sie in der Regel von den elastischen Anteilen dominiert. Kristalline Struk-
turen hingegen haben keine viskosen Komponenten. Im Interesse der Einfachheit der Theorie
werden also in der linearen Viskoelastizitit alle viskosen Terme vernachlassigt.

Im Relaxationsexperiment wird die Entwicklung der Spannung gemessen, wiahrend man die
Dehnungen der Probe konstant hilt. Die Ralaxationsfunktion ist G(t) = o/e. Wenn keine vis-
kosen Verformungen (Fluss) auftreten, strebt der Relaxationsmodul gegen einen endlichen Wert,
wohingegen er bei Auftreten viskoser Anteile in hinreichend langen Zeitrdumen ganz auf null ab-
fallen kann. Fiir den ersten Fall erhélt man dann den Gleichgewichtsmodul G, nach unendlicher
Zeitdauer.

Die genannten Zusammenhdnge lassen sich auch in formaler Form darstellen. Das Superpo-
sitionsprinzip von BOLTZMANN ist eine mathematische Ausdrucksform der linearen Viskoelas-
tizitit. BoLTZMANN hat vorgeschlagen, dass (i) das Kriechverhalten eine Funktion der gesamten
mechanischen Vorgeschichte der Probe ist, dass (ii) jeder Belastungsschritt einen unabhéngigen
Beitrag zur endgiiltigen Deformation leistet und dass (iii) diese endgiiltige Deformation durch
Aufaddieren aller Anteile erhalten wird.

Gegeben sei ein einfaches Belastungsprogramm mit den inkrementellen Spannungen Aoy,
Ao0y,..., Aoy, die zu den Zeiten 1y, 13,..., T, wirken, Abb. (2.5). Nach dem Superpositionsprin-
zip nimmt die Kriechfunktion dann zum Zeitpunkt t den Wert

e(t)=AaJ(t-1)+AcJ(t-12) +... + Ag, J(t - 11) (2.1)

an, wobei man J(t — 7) als Kriechkomplianzfunktion bezeichnet. Der Beitrag jedes einzelnen
Belastungsschrittes besteht also aus dem Produkt eines Spannungsinkrementes und einer zeit-
abhdngigen Funktion, der Kriechkomplianzfunktion, die wiederum nur von dem Zeitintervall
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Abbildung 2.5: Qualitatives Kriechverhalten von linear viskoelastischen Materialien.

zwischen Einsetzen des Spannungsinkrementes und dem Augenblick, zu dem das Kriechen ge-
messen wird, abhdngt. Das ldsst sich generalisieren,

e(t) = f_; J(t - 1) do(t). (2.2)

Das Superpositionsprinzip nach BoLTzMANN definiert also eine Integralgleichung und wird in-
folgedessen auch als Integralreprisentation der linearen Viskoelastizitit bezeichnet.

Den unmittelbaren elastischen Anteil zieht man vor das Integral, wiahrend der verbleibende
Term unter dem Integral in mathematisch korrekter Form geschrieben wird, was auf das DuHaA-
MEL-Integral fiihrt,

s(t):[Giu] /_;](t—r)d(;—(;)dr. (2.3)

Die untere Integrationsgrenze ist —oco, weil nach dem BorLTzMANN-Prinzip alle vorangehende
Elemente der Belastungsgeschichte Beriicksichtigung finden miissen. Im einfachsten Fall wird
das Integral einfach durch die diskrete Summe der unterschiedlichen Antwortterme aufgefasst.
Betrachten wir bspw. die ersten zwei Schritte unseres Programms in Abb. (2.5). Zum Zeitpunkt
t = 1 erfolgt die Aufgabe eines Belastungsinkrementes der Grofie Aoy, zum Zeitpunkt ¢ = 7, ein
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weiteres Inkrement der Gréle Ag,. Die dadurch initiierten Dehnungen sind & = AayJ(t — 11)
und & = Aoy J(t — 72) bzw. die Gesamtdehnung ¢(t) die Summe aus beiden, &(t) = & + €.
Die zusitzliche durch den zweiten Belastungsschritt verursachte Dehnung e.(t — 7,) ist damit
genauso grof3, als wenn die Zuladung ohne Vorbelastung zum selben Zeitpunkt 7, erfolgt wire.
Das ist eine direkte Konsequenz des Superpositionsprinzips.

Betrachten wir weiterhin die Spannungsinkremente Ao, und Aogs, die zum Zeitpunkt 7, bzw.
73 einsetzen und die sich anschlieflende Spannungsreduktion um Ac¢y zum Zeitpunkt 74. Der
Verlauf der Dehnungsfunktion, wenn t gof3er als 7y ist, ergibt sich durch Addition der Einzelan-
teile &5 = AO’zl(t - Tz), & = AO’3](t - T3) und &4 = —04](t - T4). Die Erholungsfunktion
&(t — 14) (der Index r steht hier fiir recovery) ist die Differenz zwischen dem durch die An-
fangsspannungen Ao, und Aoz ausgelosten Kriechen ohne Beriicksichtigung des Spannungsab-
falls o4 (gestrichelt fortgesetzte Linie im Diagramm) und der eigentlichen gemessenen Antwort,
&(t-14) = AoxJ(t—12)+A03 ] (t—13) - [AcJ(t—12) +Aos J(t—13) — Aoy ] (t—14) ] = Aoy J(t—74).
Hieraus wird deutlich, dass sowohl die Kriechfunktion als auch die Erholungsfunktion die glei-
chen Werte annehmen. Das ist eine weitere direkte Konsequenz des Superpositionsprinzips.

Das Entspannungsverhalten kann man analog zum Kriechverhalten durch das Superpositions-
prinzip ausdriicken. Bspw. hitte man fiir die Serie von inkrementell wirkenden Dehnungen Agy,
Agy,..., Agy, die zu den Zeitpunkten 71, 72,..., T, einsetzen, eine resultierende Gesamtspannung
im Material, von

n
o(t) = AeG(t - 1) + AeyG(t = 13) + -+ + Mgy G(t = 7,) = Y AgiG(t - 17). (2.4)

i=1
G(t - 1) ist die schon bekannte Relaxationsfunktion. In integraler Form, nach Extraktion des
unmittelbaren Anteils an der Spannungsfunktion und Einfithrung des Gleichgewichtmoduls G,

o(e, t) = [Ge] f_; G(t-1) dz(:) dr. (2.5)

Der Kriechvorgang und die Entspannung wirken also genau entgegengesetzt zueinander und des-
halb lasst sich diese Beziehung auch formalisieren zu

/t](t—r)dG(T) dr=1. (2.6)
0 d

T

Das Integral iiber das Produkt aus Kriechkomplianzfunktion und der zeitlichen Anderung der
Relaxationsfunktion muss also konstant bleiben oder nach einer Normierung der Definitionen
von J(7) und G(7) gleich dem Einselement sein. Die Grof3e der Anfangsbelastung entscheidet,
wie schnell die Relaxationsfunktion G(¢) ihren Gleichgewichtswert erreicht. Bei sehr hohen An-
fangsbelastungen kann sich die Dauer der Abnahme iiber viele Stunden erstrecken. Das hiangt
u.a. von der Art des Gewebes bzw. seiner Dehnbarkeit ab.

Chapman [Chapman, 1973] hat das Relaxationsverhalten von Wollfasern bei kleinen Biegede-
formationen (0,5-4,0 %) hinsichtlich der Fragestellung untersucht, inwieweit sich das Erholungs-
verhalten unter Anwendung der Theorie der linearen Viskoelastizitit beschreiben ldsst. Den rheo-
logischen Eigenschaften wihrend der Biegung kommt im Bereich der Textilindustrie eine beson-
dere Bedeutung zu, da sie das Trageverhalten von Kleidung (Faltenwurf, Flexibilitit etc.) mafigeb-
lich bestimmen. Uber die Frage, ob das Biegeverhalten aufgrund von Daten aus Dehnungsversu-
chen ausreichend beschrieben werden kann, herrscht in der Fachwelt eine geteilte Meinung. Die
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Abbildung 2.6: Relaxationskurven von Merino-Wolle. Als Standardsetting wurde eine Anfangsdehnung
von 2 % und eine Relaxationsdauer von 10 min bei 20 °C und 65 % rel. LF festgelegt. Die Kurven
zeigen die Entwicklung des Relaxationsmoduls bei Variation der einzelnen physikalischen Qualitéten a)
Anfangsdehnung, b) rel. LF und c) Temperatur, wobei die anderen GréBen konstant gehalten werden,
[Chapman, 1973].

wiahrend der Biegung auftretenden Dehnungen sind inhomogen. Die Spannungen nehmen bei
Wollfasern fiir Dehnungen < 4 % linear mit der Zeit ab, wenn sie gegen die log. Zeit aufgetragen
werden. Bei grofieren Dehnungen weisen die Kurven eine Kriimmung auf. Der Relaxationsmo-
dul® bei 1 % Dehnung und 1 min Relaxationszeit liegt bei 4,0-10° N/cm?. Die lineare Theorie der
Viskoelastizitdt setzt voraus, dass die mechanischen Eigenschaften wie die Relaxationsfunktion
G(t) invariant beziiglich der Zeit sind. Dies trifft bei Wolle fiir kleine Dehnungen (< 1 %) zu. Die
Erholungskurven (Abb. (2.6)), also der zeitliche Riickgang der Dehnungen nach dem Absetzen
der Spannungen, sind im Bereich bis 1 % in etwa identisch. Mit zunehmender Dehnung kommt
es zu bleibenden Verformungen (viskose Anteile).

Tragt man die nach Absetzen der Dehnung verbleibende Deformation fiir unterschiedliche Re-
laxationszeiten gegen die log. Zeit auf, erhélt man eine Kurvenschar, deren einzelne Kurven sich
durch verschieben entlang der Zeitachse zu einer Mastererholungskurve komponieren lassen, vgl.
Abb. (2.7). Daraus kann gefolgert werden, dass die Relaxationszeiten von Wolle innerhalb eines
Zeitintervalls von 0,1-1000 min eine fast konstante Verteilungsfunktion haben.

Die mechanischen Eigenschaften von Keratin dndern sich allerdings im Verlaufe der Zeit, sie
unterliegen einem Alterungsprozess. Dieses Phanomen ist von Textilien her bekannt: sie zeigen
ein deutlich verbessertes Erholungsverhalten in Bezug auf Faltenwurf, wenn sie vor entsprechen-
den Tests iiber einen ldngeren Zeitraum unter konstanten Umgebungsbedingungen gelagert wer-
den. Das entspricht einem kontrollierten Alterungsprozess. Je linger die Textilien so gelagert
werden, desto besser sind auch ihre Erholungseigenschaften. Durchnissen, gekoppelt mit einer
anschlieflenden Trocknung, also ein ,,Entaltern” des Materials, hat den temporaren Verlust der
verbesserten Eigenschaften zur Folge, die sich jedoch im Verlaufe der Zeit wieder einstellen. Wah-
rend des Alterungsprozesses nimmt die Steifigkeit von Wollfasern zu, die Fahigkeit zur Stressrela-
xation hingegen ab, Chapman [Chapman, 1975]. Diese Anderungen sind besonders markant bei

?Spannung geteilt durch die Dehnung, bei der die Probe gehalten wird, ausgedriickt als Funktion der Zeit.
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Abbildung 2.7: Erholungskurven fiir Merino-Wolle. a) Verbleibende Deformation in Abhdngigkeit von
der Zeit fiir unterschiedliche Biegedehnungen; b) Verbleibende Deformation in Abhdngigkeit von der
Zeit fiir unterschiedliche Relaxationszeiten; c) Mastererholungskurve, durch Verschiebung der einzelnen
Teilkurven von b); nach [Chapman, 1973].

Torsion. Entsprechende Anderungen wurden auch in Bezug auf Biegedeformationen beobachtet.
Chapman [Chapman, 1975] hat die Anderung des rheologischen Verhaltens von Keratin wih-
rend eines mehrere Jahre andauernden kontrollierten Alterungsprozesses untersucht. Die Alte-
rung beobachtet man bei Raumtemperatur bevorzugt iiber die Anderung des E-Moduls, der sich
linear mit dem Logarithmus der Alterungszeit dndert. Bei hoheren Temperaturen lauft der Pro-
zess schneller ab. Der Alterung liegt eine molekulare Entspannung des Keratinsystems zugrunde,
die bei konstanten Umgebungsbedingungen so lange lauft, bis die mechanischen Parameter einen
konstanten Wert annehmen. Werden die Umgebungsbedingungen gedndert, strebt der Entspan-
nungsprozess einen Gleichgewichtszustand an, der mit den neuen Bedingungen kompatibel ist.

Zur Erhebung quantitativer Ergebnisse werden dann folgende Versuchsreihen durchgefiihrt.
Die hoch gealterten Fasern beansprucht man nach einer einstiindigen Konditionierung durch
Biegung bis zur einer 1 %-Dehnung und ldsst den sofort einsetzenden Relaxationsvorgang fiir 1
(10, 100, 1000) Minuten gewéhren, um die Faser anschlieflend aus dieser Deformation zu entlas-
sen. Man wiederholt diese Versuchsreihe, allerdings mit dem Unterschied, dass die Faser jetzt vor
jedem Relaxationsvorgang durch Behandlung mit Wasser zunichst ,,entaltert” und anschliefend
10 (100, 1000) Minuten bei kontrollierten Bedingungen konditioniert (,,gealtert”) wird.

Der Relaxationmodul verlduft beim Auftragen gegen die logarithmische Zeit in etwa linear bis
zu einer Relaxationsdauer von 100 min. Man findet zudem eine fast konstante Verschiebung der
Relaxationsfunktion um etwa 0,3 N/cm? nach oben pro Alterungsklasse (10, 100, 1000 min bzw.
hochgealterte Fasern). Damit ist G(#) nicht nur von der Relaxationszeit, sondern auch von der
Alterungszeit des Keratinsystems selbst abhdngig und folglich eine der Grundvoraussetzungen
fiir linear viskoelastisches Verhalten, nimlich die der zeitlichen Invarianz der mechanischen Ei-
genschaften, nicht mehr erfiillt.

Die Erholung von einer vorausgegangenen Deformation wird ausgedriickt durch den verblei-
benden prozentualen Anteil an der urspriinglichen Dehnung (1 %). Da der Relaxationsmodul,
wie oben beschrieben, mit der Alterungszeit variiert, verhalt sich Keratin nicht linear viskoelas-
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2.4 Mechanische Eigenschaften

tisch. Dennoch stimmen im Falle hochgealterter Fasern die empirischen Werte sehr gut mit der
Vorhersage durch das BoLtzmaNNsche Superpositionsprinzip tiberein, und zwar fiir alle vier Re-
laxationszeiten. Signifikante Abweichungen treten besonders dann auf, wenn die Relaxationszeit
mindestens von derselben Ordnung ist, wie die Alterungsdauer. Fiir die Fille, in denen die Rela-
xationszeit die Alterungszeit tiberschreitet, schlagt Chapman [Chapman, 1975] eine modifizierte
Superposition der Form

o(t) =) Ae; G(tart - 1)
i=0

vor. G(ta, t—7;) hingt neben der Relaxationszeit ¢ auch von der Alterungszeit t4 (oder absoluten
Zeit) ab.

Die absolute Zeit fungiert hier als Selektor, der immer die zur Alterungsdauer passende Rela-
xationsfunktion auswahlt. In [Chapman, 1975] sind Kurven fiir 10, 100, 1000 Minuten und hoch-
gealterte Fasern angegeben, vgl. Abb. (2.7). Fiir andere Zeiten benutzt man zweckmassigerweise
ein geeignetes logarithmisches Inter-Extrapolationsverfahren. Analog dazu kann auch eine Kom-
plianzfunktion J(t4, t — 7;) angegeben werden.

Der Anstieg der Umgebungstemperatur kann den Prozess der Alterung wesentlich beschleu-
nigen. Werte iiber 50 °C fithren nach wenigen Stunden bereits zu Alterungserscheinungen, die
sonst erst nach Jahren erreicht werden [Rigby et al., 1974].

Im Zusammenhang mit der Angabe von Werten fiir die verschiedenen Moduli findet man
in der Literatur hdufig die folgenden Ausdriicke fiir den Wassergehalt in einer Probe, die einer
exakten Definition folgen.

 Moisture regain (Feuchtigkeitsaufnahme) oder einfach nur Regain R: Das ist das Verhéltnis
des Anteils an absorbiertem Wasser in der Probe zur Masse der Trockenprobe.

Masse des absorbierten Wassers
= x 100. (2.7)
Masse der Trockenprobe

 Moisture content (Feuchtigkeitsgehalt) M: Das ist das Verhiltnis des Anteils an absorbier-
tem Wasser in der Probe zur Masse der ungetrockneten Probe.

Masse des absorbierten Wassers

= x 100. 2.8
Masse der ungetrockneten Probe 28)

Trockenprobe bedeutet, dass das gesamte physikalisch gebundene Wasser durch entsprechende
Mafinahmen, bspw. Trocknung im Ofen oder unter Verwendung eines Trocknungsmittels (P, Os),
aus der Probe entfernt wurde. Zwischen der Feuchtigkeitsaufnahme und dem Feuchtigkeitsgehalt
besteht die einfache Beziehung
R
1+

=
100

Tao und Postle [Tao & Postle, 1989a] haben ein Modell zur Abschitzung des viskoelasti-
schen Verhaltens von Keratinkompositen entwickelt. Solche Komposite setzen sich aus zwei
oder mehreren unterschiedlichen Phasen zusammen, die jede fiir sich genommen als Konti-
nuum angesehen werden kann und die iiber ihre Oberfliche miteinander verbunden sind, vgl.
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[Feughelman, 1959]. Keratin kann als natiirliches, faserverstirktes Komposit mit kristallinen,
wasserundurchlissigen Mikrofibrillen angesehen werden, die in eine amorphe, wasserdurchlés-
sige Matrix eingebettet sind. Wenn die Anordnung der Filamente in der Matrix einer zuflligen
Verteilung folgt oder ein hexagonales Gitter bildet, ist das Komposit transversal isotrop.

Auf der Basis des statischen Korrespondenzprinzips wurden die longitudinalen und transver-
salen mechanischen Eigenschaften fiir Keratinkomposite mit viskoelastischen Filamenten und
isotrop viskoelastischer Matrix analysiert und fiir unterschiedliche Feuchtigkeitsaufnahmen be-
rechnet. Die Ergebnisse decken sich sehr gut mit experimentellen Messungen an Wollfasern. Die
Anfangswerte fiir den effektiven, also auf das Gesamtkomposit bezogenen, longitudinalen Zug-
bzw. Schubrelaxationsmodul (Ezo bzw. Gr) bewegen sich zwischen 6,7-10° N/cm? in der Tro-
ckenprobe und 2,0-10> N/cm? bei maximaler Feuchtigkeitsaufnahme. Fiir den Torsionsrelaxati-
onsmodul betragen sie 1,70-0,12:10°> N/cm?. Die Zunahme des Wasseranteils bewirkt ein Absin-
ken der Anfangswerte Ezo und Gyg auf 2,0 bzw. 0,12:10° N/cm?. Die finalen Werte E; .., gemes-
sen zu dem Zeitpunkt, an dem die zeitlichen Anderungen des Relaxationsmoduls vernachlissig-
bar klein werden, konnen als konstant angesehen werden. Der Wert des Schubrelaxationsmoduls
GLoo betrigt unabhingig vom Wassergehalt immer o. Das Verhiltnis E/G beschreibt den Grad
der Anisotropie. Zu Belastungsbeginn ist die Anisotropie am kleinsten, Abb. (2.8).

Basierend auf denselben Prinzipien haben Tao und Postle [Tao & Postle, 1989b] ein Modell
tiir die thermale bzw. hygrale Viskoelastizitit der Keratinfaser formuliert. Das Quellen der Ma-
trix infolge Feuchtigkeitsaufnahme bzw. die thermische Ausdehnung werden durch die mechani-
schen und themalen/hygralen Eigenschaften der Kompositkonstituenten ausgedriickt. Der ther-
male Ausdehnungskoeffizient liegt bei 5,18-107%/°C.

Nikiforidis et al. [Nikiforidis et al., 1992, Nikiforidis et al., 1993] haben die Zugeigenschaften
von Haaren unter Beriicksichtigung des viskoelastischen Verhaltens mit einer speziell konstru-
ierten Maschine bestimmt. Die Spannungen hiangen von der Dehnungshistorie ab und kénnen
bei linearem Verlauf in einen zeitabhéngigen und einen zeitunabhingigen Anteil untergliedert
werden

(e, t)=T(e)+ fot Tle(t- T)]ag—(:) dr.

T(¢) ist die Spannungsantwort des Materials infolge eines Einheitsprungs in der Dehnung, G(7)
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Abbildung 2.9: Verlauf des elas- 3 T T T
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ist die normalisierte Relaxationsfunktion mit G(0) = 1. Im Bereich groler Dehnungen zeigen
biologische Materialien aber in der Regel kein lineares Verhalten mehr. In diesem Fall kann die
Spannung experimentell durch eine schrittweise Erh6hung der Dehnung um jeweils 1 % mit ei-
ner anschlieflenden hinreichend langen Relaxationsphase approximiert werden. Die Dehnungen
haben quasi instantan zu erfolgen. Es gilt

o(e, t):i{Ti(s)+'/:i Tie(ti - 1)) 25 4y

i1 ot

mit £y = 0. G;(7) ist die Relaxationsfunktion in jedem Schritt und kann vereinfacht durch eine
Exponentialfunktion G(7) = A;e("%™) dargestellt werden. Die Summe der Integrale ist der zeit-
abhingige Anteil K(¢, t) und T(¢) der zeitunabhingige Anteil der Spannungen. Der Verlauf der
beiden Anteile ist in Abb. (2.9) abgebildet.

Ein alternativer Ansatz zur Messung des Kriech- bzw. Relaxationsverhaltens ist das Aufbringen
wechselnder Dehnungen bspw. mittels entsprechender Vibrationsvorrichtungen, bei gleichzeiti-
ger Messung der resultierenden Spannungen. Sobald ein dynamisches Gleichgewicht erreicht ist,
dndern sich Spannungen und Dehnungen sinusférmig. Die Dehnungen folgen den Spannungen
mit einer bestimmten zeitlichen Verzégerung. Diese Phasenverschiebung § kann genau angege-
ben werden, wenn man die Entwicklung der Spannungen bzw. der Dehnungen in Abhéngigkeit
von der Kreisfrequenz w und der Zeit t schreibt, 0 = gy sin wt + §, € = ¢ sin wt; mittels Additi-
onstheorem hat man ¢ = 0y sin wt cos § + 0y cos wt sin §. Aus der letzten Gleichung geht hervor,
dass sich die Spannung aus zwei Anteilen zusammensetzt: einen in Phase verlaufenden Beitrag
der Grofle oy cos § und einen gegenphasig zur Dehnung verlaufenden der Grofie oy sin d. Die
Spannungs-Dehnungsbeziehung kann besser durch die Gleichung o = £(G; sin wt + £, G; cos wt
beschrieben werden, mit den beiden Moduln G; = gy/¢ cos 6 und G, = 0y/ € sin 8. Es ist deshalb
nahe liegend, die komplexe Darstellung des Moduls G* = G + iG; bzw. tan § = G,/G; zu wih-
len. Der in Phase verlaufenden Realteil G; wird als Speichermodul bezeichnet, weil er die Energie
angibt, die in der Faser gespeichert wird. Der gegenphasig verlaufende Imaginirteil G, hinge-
gen wird als Verlustmodul bezeichnet, weil er den Grad der bei Dehnung dissipierten Energie
angibt, der die interne Viskositdt der Haarfaser beschreibt. Den Energieverlust pro Spannungs-
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Dehnungszyklus erhilt man aus folgender Beziehung,

27/ w
AE = wey /; (G1 sin wt cos wt + G, cos’ wt) dt = 7TG2£(2). (2.9)

In den meisten Fillen ist der Verlustmodul G, klein im Vergleich zu Gy, so dass G; ~ G” ist.
Ublicherweise definiert man das dynamische mechanische Verhalten einer Faser durch den Mo-
dul G = G* und den Phasenwinkel tan § = G;/G;. Fiir hinreichend kleine G, gilt die Naherung
0 ~ tan d. Die Phasenverschiebung selbst ist ein Maf} fiir die interne Dampfung oder Viskositit
der Faser.

Huck und Baddiel [Huck & Baddiel, 1971] haben den G-Modul mittels der Methode des os-
zillierenden Stabes fiir kleine Dehnungen (im Bereich von 1-2 %) bestimmt. Fiir unbehandelte
Haarfasern liegen die Werte fiir G; und G, bei 4,10:10° N/cm? (+ 0,66) bzw. 0,177:10°> N/cm?
(25 °C, 75 % rel. LF). Der Unterschied betrégt hier gerade einmal eine Gréflenordnung. Generell
korreliert der Verlustmodul G, mit dem Schwefelgehalt der Haarkeratine, G; dagegen nicht. Ein
Einfluss von Substanzen fiir das Haarsetting auf G; bzw. G; ist statistisch nicht nachweisbar (vgl.
[Huck & Baddiel, 1971], Tab. II).

Dynamische Tests, bspw. unter Einsatz von Vibrationsapparaturen haben gegeniiber den klassi-
schen (statischen) Zugversuchen den Vorteil, dass sie den in vivo auftretenden Belastung mensch-
licher Haare, bspw. durch Kopfbewegungen, Kimmen oder Tragen von Kopfbedeckungen, we-
sentlich naher kommen. Denn die zeitlichen Skalen, in denen man sich hier bewegt, liegen in der
Groflenordnung von einer Sekunde oder weniger. Auch die auftretenden Dehnungen betragen
maximal 1-2 % und bleiben damit im linearelastischen Bereich.

Da Relaxation und Kriechen zwei genau entgegengesetzte Prozesse sind, wie weiter oben be-
reits angedeutet wurde, kann man in Analogie zum komplexen Modul G* auch eine komplexe
Komplianz J* = J; — i/, einfithren. Beide Groflen stehen tiber G* =1/]* in Beziehung.

2.4.3 Hysterese mechanischer Parameter

Der klassische Zugversuch ist eine quasi-statische Testmethode, die das Verhalten von Haa-
ren eindimensional beschreibt. Natiirliche Belastungssituationen, die bspw. beim Kimmen oder
Biirsten von Haaren auftreten, lassen sich besser in dynamischen Tests durch eine Sequenz von
Lastspielen simulieren, bei denen in vorgegebenen zeitlichen Abstinden genau definierte Be- und
Entlastungszyklen aufeinander folgen. Die Pfade fiir Be- und Entlastung im Diagramm sind nicht
identisch, da ein Teil der Energie infolge interner Reibung (interne Viskositat der Keratin-Matrix)
dissipiert. Sie liegen vielmehr auf den beiden Seiten einer frei verschieblichen Geraden, die man in
einem bestimmten Winkel gegen die Abszissenachse in das Diagramm eintragt und beschreiben
damit eine Hysteresiskurve. Wahrend die Hysteresisschleifen zu Beginn des Lastspielprogramms
nicht identisch sind, stabilisieren sie sich bei zyklischer Wiederholung des Vorganges und konver-
gieren gegen ihre Endform. Das Material ist dann konditioniert. Der Einfluss der Dehnungsrate
auf die Form der Hysteresisschleifen ist vernachlassigbar.

Untersuchungen der oben genannten Art liegen nur fiir Woll- bzw. Haarfasern in aquatischen
Systemen vor. Eine Besonderheit aquatischer Systeme besteht darin, dass selbst grofie Dehnungen
der Faser von 30 % und mehr vollstindig reversibel sind. D.h., hier laufen die Hysteresiskurven
in den Nullpunkt zuriick, Abb. (2.10).
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Abbildung 2.10: Typischer Verlauf der T T
Hysteresiskurve von Woll- und Haarfasern '
in Wasser, [Deem & Rieger, 1968]. :
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Unter Wasser zeigen Wollfasern bei Dehnungsraten von 100 %/min einen geringfiigig gréfieren
Wiederstand als bei 0,1 %/min [Feughelman, 1973]. Das bedeutet, dass der Einfluss der Dehnungs-
rate auf die Hystrersiseigenschaften gering ist. Dies deckt sich mit der Beobachtung [Fung, 1993],
dass eine Variation der Belastungsrate zumindest fiir lebendes Gewebe ohne grofleren Einfluss
auf die Hysteresisschleife bleibt. Eine Steigerung der Rate um das 1000-fache fiihrt lediglich zu
einer 1-2 %-igen Zunahme der Belastungsantwort.

Haufiges Wiederholung des Belastungs/Entlastungsvorganges fiihrt zu einer fortschreitende
Abnahme der Spannungen [Feughelman, 1973]. Ein vollstindiger Belastungszyklus (20 % Deh-
nung) wird bei 0,1 %/min in mehr als 6 h durchlaufen.

Deem und Rieger [Deem & Rieger, 1968] haben solche Versuche an chemisch modifizierten
Haarfasern fiir grofe Dehnungen (¢ = 30 %) durchgefiihrt (in Wasser). Die Form des Entlas-
tungsastes der Hysteresiskurve lasst sich sowohl durch die Temperatur als auch durch die Art
der chemischen Modifikation wesentlich beeinflussen. Der Belastungsast zeigt dagegen lediglich
geringe Formédnderungstendenzen bei Variation der besagten Parameter.

Das Hysteresisverhiltnis (Dehnungs- zu Wiederherstellungsarbeit bei 20 oder 30 % Dehnung)
ist ein charakteristischer Parameter der Keratinfaser. Chemische Modifikationen, wie sie z.B.
beim Bleichen oder bei der Dauerwelle auftreten, fithren zu einem veranderten Hysteresisverhalt-
nis. Das Verhiltnis ist innerhalb eines bestimmten Bereiches proportional zur Temperatur. Der
lineare Verlauf der Hysteresisverhiltnis-Temperatur-Kurve zeigt einen Knick bei etwa 45 °C (An-
derung der Steigung). Die Steigung des Bereiches vor dem Ubergangspunkt @ndert sich bei Mo-
difikation von Disulfidbindungen, die des Bereiches danach unterliegt der Beeinflussung durch
andere Bindungsarten.

2.4.4 Einfluss von Feuchtigkeit

Haare sind extrem hygroskopisch, sie enthalten ca. 15 Gew.-% Eigenfeuchte. In feuchtem Klima
lassen sie sich um bis zu 100 % ihrer Ursprungslinge dehnen, unter Normalbedingungen im-
merhin noch um etwa 50 %. Ohne duf8ere Krafteinwirkung dndert sich ihre Lange bei 100 % rel.
Luftfeuchte um ca. 2 % [Kassenbeck, 1999]. Der Wassergehalt bei Sattigung betragt ca. 30 %, vgl.
[Menkart et al., 1966]. Die Feuchtigkeitsaufnahme fithrt zu einem Anschwellen des Durchmes-
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Abbildung 2.11: Links: Feuchtigkeitshysterese; die Anderung des Gewichts folgt bei der Absorption/
Desorption unterschiedlichen Pfaden, [Robbins, 2002]. Rechts: Anderung des Gewichts, Durchmessers und
der Ldnge einer Keratinfaser in Abhdngigkeit von dqr rel. Luftfeuchte (Isothermen, 25 °C), [Robbins, 2002]

sers um bis zu 16 %. Der Feuchtigkeitsgehalt von Haaren ist abhingig von der rel. Luftfeuchte.

Seit langem bekannt ist das Phanomen der Feuchtigkeitshysterese bei Haaren, vgl. Abb. (2.11),
links. Der Wassergehalt im Gleichgewichtszustand ist bei abnehmender relativer Luftfeuch-
te immer etwas grofSer als bei Zunahme derselben [Feughelman, 1997]. In Abb. (2.11) (rechts)
sind die Isothermen der Feuchtigkeitsinderung dargestellt. Beziiglich Absorption und Desorp-
tion bestehen geringe rassische Unterschiede, die sich im Bereich von ca. 1 % bewegen
[Menkart et al., 1966].

Uber den Zusammenhang von E-Modul und Luftfeuchte liegen lediglich Untersuchungen an
Wollfasern vor (Merino). Ein dhnlicher Zusammenhang fiir Haare kann postuliert werden, da
(i) die Dehnbarkeit von Haaren ebenfalls mit zunehmender rel. Luftfeuchte steigt und der E-
Modul dagegen abnimmt, (ii) die quantitative Wasserbindefahigkeit von Wolle und Haaren in
Abhangigkeit von der rel. Luftfeuchte identisch sind [Robbins, 2002].

Luftfeuchte beeinflusst die mechanischen Eigenschaften von Humanhaar in erheblichem Ma-
e. Locken, die mit Wasser gesetzt werden, so genannte Wasserwellocken, zeigen je nach Umge-
bungsbedingungen unterschiedliche Haltbarkeit, vgl. z.B. [Feughelman, 1997]. Der Einfluss der
Luftfeuchte wird in der Regel tiber den Haltbarkeitsindex quantifiziert. Der Index Icr (engl.: curl
retention) ist das Verhaltnis der Lingendifferenz der ungewickelten Haarlocke und der gewickel-
ten nach einer bestimmten Inkubationszeit (3 h) bei bekannter Luftfeuchte zur Lange im unge-
wickelten Zustand,
Lo —-Ls
I
Zwischen Icg und dem E-Modul, gemessen bei unterschiedlichen rel. Luftfeuchten, besteht ein
linearer Zusammenhang [Breuer, 1972]. Dasselbe gilt fiir die Beziehung zwischen Icr und der
Kraft, die zum Herbeifithren einer 10 %-igen Dehnung aufgebracht werden muss (bei unter-
schiedlicher rel. Luftfeuchte, vgl. Abb. (2.12)).

Die Haltbarkeit von Wasserwellocken kann durch entsprechende Pflegeprodukte wesentlich

Icr =
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2.4 Mechanische Eigenschaften

Abbildung 2.12: Entwicklung des Haltbarkeitsindex von 80
wasser-gesetzten, unbehandelten Haarlocken in Abhdn- 3
gigkeit von der rel. Luftfeuchte, [Breuer, 1972].
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erhoht werden.

Der Effekt der Wasseraufnahme kann iiber molekulare Modelle des Keratins verstanden wer-
den. Das géngigste Modell ist das des Polyelektrolyt-Gels. Es fasst Haar als Netzwerk von Polyme-
ren mit a-helikaler kristalliner oder amorpher Struktur auf. Uniaxiale Belastungen iiberfithren
die Molekiile vom kristallinen in den ungeordneten Zustand. Sofern keine Uberdehnung vorliegt,
nimmt das Netzwerk bei Entlastung wieder eine stabile Form durch Reformation der kristallinen
Bereiche an. Die Polymerketten sind {iber Disulfidbriicken miteinander verbunden und nehmen
damit feste Positionen ein. Nach dem Aufbrechen dieser Bindungen lassen sich die Molekiile
frei gegeneinander verschieben. Bei der Aufnahme von Wasser — es wird chemisch gebunden -
verschiebt sich das Gleichgewicht zwischen den kristallinen und den amorphen Regionen. Al-
le Prozesse, die mit dem Ubergang vom kristallinen in den amorphen Zustand gekoppelt sind
(z.B. die Dehnung), werden demnach durch die Aufnahme von Wasser bzw. durch die Luftfeuch-
te beeinflusst. Breuer [Breuer, 1972] hat eine Gleichung basierend auf der thermodynamischen
Theorie des Schmelzverhaltens von Polymeren vorgeschlagen, iiber die sich die Reaktionskraft in
einer gedehnten Haarfaser im Gleichgewichtszustand bestimmen ldsst,

AH® T RT 1+ Kja
f= 1- +— log( ), (2.10)
AL 12) " AL °\1+ Kya

mit T¢ = AH®/AS®, wobei AH®, AS° und AL die Differenzen der partiellen molaren Wérmen
(~20,0]J/g), der Entropien und der Langen (~ 0,7 cm/g) der Aminoséurereste in der kristallinen
und der amorphen wasserfreien Konformation sind. Ts und T§ sind die Schwundtemperaturen
des Haares bei gegebener Luftfeuchte und bei Abwesenheit von Wasser, K (0,34 mol™) sowie K,
(0,29 mol™!) sind die Reaktionskonstanten des Wassers bei Bindung an den Aminoséurerest im
kristallinen bzw. amorphen Zustand; a ist die Aktivitdt des Wassers. Dieser Ausdruck erklart die
auftretenden Krifte gewissermaflen auf molekularer Ebene.

Bis zu einer Dehnung von ca. 1-2 % ist das mechanische Verhalten der Keratinfaser in etwa
linear viskoelastisch. Der Anstieg der Steifigkeit bei Riickgang des Wassergehaltes ist zeitabhén-
gig. Das Verhalten der Faser kann idealisiert durch ein System aus parallel geschalteter Feder
und Feder-Dampfer-Element beschrieben werden, vgl. [Feughelman, 1982]. Die Feder leistet da-
bei einen Beitrag von 1,410°> N/cm? (in Wasser) zur Steifigkeit. Die Viskositit des Dampfungs-
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2 Eigenschaften von Humanhaar

elementes hangt von der Feuchtigkeit ab. Feughelman [Feughelman, 1959] zieht zur Erklarung
ein Zwei-Phasen Modell heran. Es setzt sich aus einer wasserundurchldssigen Phase aus zylin-
drischen Stiaben und der umschlieflenden wasserdurchldssigen Matrix-Phase zusammen. Nach
Schitzungen leisten Matrix und Mikrofibrillen im Keratin je einen Beitrag von 0,2:10° N/cm? bzw.
1,2:10° N/cm? zur Gesamtsteifigkeit. Curiskis und Feughelman [Feugelmann & Curiskis, 1983]
haben das Konzept des Zwei-Phasen Modells mittels der Finite-Elemente-Methode fiir unter-
schiedliche Volumenverhiltnisse von Filament und Matrix untersucht. Die Keratin-Matrix zeigt
mit steigendem Wassergehalt zunehmend anisotropes Verhalten. Exakte Berechnungen fordern
die zusitzliche Beriicksichtigung der transversalen Material-Eigenschaften. Fiir die Poisson-Zahl
scheint 0,49 ein realistischer Wert.

2.4.5 Einfluss von Fluiden

Es ist eine bekannte Tatsache, dass sich Haare nach zu schneller Entspannung von einer vorausge-
henden Belastung, z.B. nach dem Hairstyling, schlaff anfiihlen. Dariiber hinaus kann auch durch
Ole und aquatische Systeme Einfluss auf die mechanischen Eigenschaften von Haarfasern ge-
nommen werden. Die Vorginge sind im Sinne einer mechanischen Konditionierung aufzufassen
und im Bereich der Haarpflege durchaus erwiinscht. Bei kleinen Dehnungen (< 1 %), bei denen
die Haarfasern viskoelastisches Verhalten zeigen, findet man Anderungen im Dehnungs- bzw.
Relaxationverhalten nach Immersion der Fasern in bzw. Entnahme aus bestimmten Fluiden.

Das Relaxationsverhalten nach Immersion in Olen bspw., ist abhidngig von der Konditionie-
rungsvorgeschichte des Ols bzw. der Haarfaser. Wurde das Ol bei einer geringeren Luftfeuch-
te als die Haarfaser konditioniert, zeigen sich Langenkontraktionen und Zunahmen der Kraft
(overshoot), die zum Halten einer 1 %-igen Dehnung aufgebracht werden muss (Fjy). Diese er-
reicht relativ schnell ihr Maximum und fallt anschlieflend langsam auf das Ausgangsniveau ab
[Gamez-Garcia, 1993]. Wurde das Haar dagegen bei einer geringeren Luftfeuchte als das Ol kondi-
tioniert, findet man Langenzunahmen und einen Riickgang von Fyo, (undershoot), vgl. Abb. (2.13).
Dieses Phdnomen ldsst sich auch in unterschiedlichen Salzlsungen beobachten, mit dem Unter-
schied, dass (i) ein Maximum deutlich schneller erreicht wird und (ii) Fje nicht mit der Zeit
abfillt, solange die Faser in der Loésung gehalten wird. Nach der Entnahme fillt Fy, innerhalb
weniger Minuten um etwa 85 % ab. In einer zweiten, lang andauernden Phase, die sich iiber meh-
rere Stunden erstrecken kann und die von der Luftfeuchte beeinflusst wird, vollzieht sich der
Riickgang auf das Ausgangsniveau. Der Ubergangspunkt von der schnellen zur langsamen Pha-
se der Wiederherstellung lisst sich physikalisch als Ubergang von der Fickschen zur viskoelas-
tischen Diffusion deuten. Dieser undershoot-Effekt ist aus der Wollforschung wohlbekannt, vgl.
[Rigby et al., 1974].

Von Interesse ist in diesem Zusammenhang der Index der Relaxation, also die Anderung der
Kraft, die zum Halten einer konstanten Dehnung (1 %) nach einer bestimmte Zeitspanne noch
aufgebracht werden muss. Der Index erreicht seinen Gleichgewichtszustand deutlich spéter als
Fio. Diese zeitliche Differenz ist die Ursache fiir die gute Frisierbarkeit von Haaren nach ein bis
zwei Stunden Trockenzeit.
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Abbildung 2.13: Overschoot/Undershoot-Effekt bei Immersion von Haarfasern nach Relaxation in
unterschiedlichen Fluiden. (1) In Ol, bei geringerer rel. LF konditioniert als die Faser; (2) Ol, bei héherer rel.
LF konditioniert als die Faser; (3) Nach Immersion und Entnahme aus der Salzlésung (senkrechter Strich),
[Gamez-Garcia, 1993].

2.4.6 Einfluss der Temperatur

Die Ergebnisse des klassischen Zugversuchs zeigen eine deutliche Abhédngigkeit von der Tempe-
ratur. Der Verlauf der Spannungs-Dehnungskurve wird mit steigender Temperatur flacher. Tragt
man die Steigungen des HookEeschen Bereichs fiir unterschiedliche Messungen gegen die Tempe-
ratur auf, zeigt die Kurve bei o °C und 75 °C einen Knick, vgl. Abb. (2.14) und [Sakai et al., 2000].

Die Uberginge vom HooxkEschen zum Fliebereich, sowie vom Fliebereich zum Nach-
FliefSbereich sind ebenfalls temperaturabhidngig und weisen Steigungsédnderungen bei o °C bzw.
80 °C auf.

Nagase et al. [Nagase et al., 2000] haben ein Modell zur Erkldrung der wichtigsten physikali-
schen Eigenschaften von Haaren entwickelt, das aus zwei Komponenten mit je zwei Zustinden
besteht. Der Ubergang vom einen zum anderen Zustand ist gekennzeichnet durch eine charakte-
ristische, stark vom Wassergehalt abhéngige Transitionstemperatur. Sie betrdgt in einem wissri-
gen Medium fiir die eine Komponente etwa 70 °C (hohe Tch) und fiir die andere etwa o °C (tiefe
T'). Die Werte verschieben sich bei zunehmendem Feuchtigkeitsgehalt nach oben.

Oberhalb dieser Temperaturen sind beide Komponenten plastisch, unterhalb fest und elastisch.
Zu den strukturellen Bestandteilen der T"-Komponente zihlen Makrofibrillen und Exocuticu-
la, zu denen der T'-Komponente der Zellmembrankomplex, die Endocuticula und die Matrix.
Die hohe Ubergangstemperatur lisst sich mit der grolen Anzahl an Disulfidbindungen erkléren.
Die Matrix, wie auch die Exocuticula, bestehen dagegen aus nicht keratinartigen Proteinen und
bestimmten Lipiden mit deutlich weniger S-S Bindungen.

Auf physikalischer Ebene scheint ein Wechsel vom Gel zum Sol als Art des Ubergangs wahr-
scheinlich. Im T”-Bereich liegen iiberwiegend Disulfid-Bindungen, im Bereich der T! vorwie-
gend Wasserstoftbriicken- bzw. ionische Bindungen vor. Mit zunehmender Temperatur werden
einige der Bindungen aufgebrochen und das Polymernetz geht in einen leicht verformbaren Zu-
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2T Abbildung 2.14: Abhdingigkeit des E-Moduls von der Tem-
3 peratur, [Sakai et al., 2000].
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stand iiber. In diesem Zustand ist das Eindiffundieren von chemischen Substraten stark erleich-
tert. Der Ubergang ist reversibel.

Das Modell fiir die mechanischen Eigenschaften von Haaren kann vereinfachend als System
aus parallel geschalteten Federn und Dampferelementen aufgefasst werden. Die T!-Komponente
wird durch ein einzelnes Dampferelement abgebildet, da keine elastischen Anteile beobachtet
wurden. Federn reprisentieren T"-Komponenten, die a-Helices in den Mikrofibrillen bilden das
MaxweLL-Element, vgl. Abb. (2.15).

Bei Temperaturen unterhalb T' sind im HookEschen Bereich alle drei Elemente an der Ver-
formung beteiligt. Bei Uberschreitung dieses Ubergangspunktes fillt der Einzeldimpfer weg, da
die T'-Komponente in den viskosen Sol-Zustand iibergeht. Fiir T > T fillt auch die Feder weg
und das weitere Verhalten wird durch das MAXwELL-Element («-Helices) bestimmt. Dieses Mo-
dell bezieht, im Gegensatz zum Ansatz von Feughelman [Feughelman, 1959], den mechanischen
Beitrag der Substanz zwischen den Makrofibrillen und der Endocuticula mit in die Betrachtung
ein.

Das Settingverhiltnis bei der Herstellung von Wasserwellocken (tiefe Relaxationstemperatur)
ist stark von der Behandlungstemperatur abhingig. Liegt diese oberhalb von T", ist infolge der
Plastizitit beider Komponenten eine bleibende Verformung méglich. Bei Werten unterhalb von
T! ist der Zustand elastisch, eine bleibende Verformung wird verhindert. Im Bereich zwischen
den beiden Ubergangstemperaturen liegen lediglich die strukturellen Elemente der T im plas-
tischen Zustand vor, die der T" bleiben elastisch. Die Stabilitit ist mittelmafig und bleibt bei
Werten < T ungefihr konstant. Der Einfluss der Relaxationstemperatur besteht darin, dass die
Deformation gleichsam eingefroren wird. Liegt sie iiber T, ist der Zustand plastisch und nur die
T!-Komponente ist fiir die Formgebung verantwortlich.

Relaxation von Wasserwellocken in unterschiedlichen Losungsmitteln zeigen, dass der Wert
der Dielektrizitatskonstante € tiber die Haltbarkeit entscheidet. e<20 fiithrt zu besserer Haltbarkeit
infolge einer Anhebung von T'.

Der Wert von T/ hingt stark vom Feuchtigkeitsgehalt der Haare ab. Bei nassen Haaren sinkt er
in der Regel unter Raumtemperatur, so dass ein Setting bequem maglich ist. Nach dem Trocknen
steigt er wieder und die Form bleibt erhalten. Aufgrund dieses Effektes verlieren Lockenwickler-
frisuren bei steigender Luftfeuchte schnell ihre Form.
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Abbildung 2.15: Strukturelles Modell fiir die mechanischen Eigenschaften von Haaren,
[Nagase et al., 2000]. Die Feder reprdsentiert die T!-Komponenten, das Déimpferelement die T'-
Komponenten, das kombinierte Feder-Dédmpfer-Element die a-Helices in den Mikrofibrillen. Die Aktivierung
der drei Elemente ist von der Temperatur abhdngig.

Chemische Substanzen wie Fiarbemittel konnen mit steigender Temperatur einfacher in die
Haarstrukturen diffundieren. Der Diffusionskoeffizient steigt mit dem Erreichen von T,

2.4.7 Biegung

Die Biegung der Haarfaser stellt eine wichtige Deformationsgrofe dar. Dabei entsteht im dufe-
ren Bereich der Kriimmung eine Zone maximaler Dehnung, die zur Kriimmungsinnenseite hin
iiber die neutrale Faser in die Kompressionszone {ibergeht. Die neutrale Faser verlduft durch die
Schwerpunkte der Querschnitte. Der vom Haar der Biegung entgegengebrachte Widerstand ist
die Biegesteifigkeit Egl, wobei I das Flichentrigheitsmoment darstellt (I, = [, x* dA, x ist der Ab-
stand von der neutralen Faser). Vom Standpunkt der Elastizitatstheorie her lassen sich Dehnung
und Kontraktion beim ideal elastischen Material durch den E-Modul beschreiben. Die Biegung
kann im Bereich kleiner Verformungen in Analogie zur Biegung von Stiben vereinfacht durch
eine Differentialgleichung vierter Ordnung beschrieben werden,

d*x d*y
EL—-Q,=0, EL—= - =0,
2 14 Q 1354 Qy
wobei dF
Q = _E)

also die Anderung der Kraft entlang des Stabachse im deformierten und z die Stabachse im un-
deformierten Zustand ist. I; bzw. I, sind die Hauptflachentragheitsmomente, die Richtungen von
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Tabelle 2.7: Steifigkeit der Haarfasern von Personen unter-

e . 1 . W
Zugehdrigkeit Iz/ h Il/ h schiedlicher ethnischer Zugehdérigkeiten, [Swift, 1995].

West-Europder (w) 2,09 1,00

Chinesen 1,51 2,85
Inder 1,95 1,83
Afrikaner 2,82 1,32

x bzw. y fallen mit den Hauptragheitsachsen zusammen. Kleine Verformung heift in diesem Zu-
sammenhang, dass die Ableitung der Tangente dT/d! entlang des Stabes klein ist.

Haarfasern neigen zu viskoser Verformung und verfiigen keineswegs iiber einen homogenen
Querschnitt, so dass der Modul der Biegung in der Regel vom E-Modul, der aus Zugversuchen
bekannt ist, abweicht.

Aufgrund der elliptischen Querschnittsgeometrie zeigt das Haar in Richtung der beiden
Hauptachsen unterschiedliche Biegesteifigkeiten. Die Flachentragheitsmomente berechnen sich
dabei zu

Il=l~7'[‘a‘b3, Izzi-n~a3~b,
wobei a und b der grofie bzw. der kleine Halbmesser der Ellipse sind. Die Biegung findet bevor-
zugt in Richtung des kleinen Halbmessers statt. Eine Vergrofierung des grofen Halbmessers um
25 % hitte einen Anstieg der Biegesteifigkeit um 25 %, eine Zunahme des kleinen Halbmessers
um denselben Wert fast eine Verdopplung der Steifigkeit zur Folge.

Mit den in Tab. (2.2) gegebenen Haardurchmessern unterschiedlicher ethnischer Zugehorig-
keiten errechnet man als Verhaltnis I, /I; Werte zwischen 1,5 und 2,8, vgl. Tab. (2.7). Bei afrikani-
schen Haarfasern kann die Biegesteifigkeit in der Richtung des groflen Halbmessers folglich bis
zu dreimal so grof3 sein, wie senkrecht dazu. Ob sich dieser theoretische Aspekt in irgendeiner
Weise auf das makroskopische Erscheinungsbild auswirkt, lasst sich nicht beurteilen. Allerdings
scheinen sich Parameter wie Geometrie und Biegesteifigkeit durchaus in der Haarmechanik be-
merkbar zu machen. Von Swift [Swift, 1995] wird in diesem Zusammenhang auf das Syndrom
nicht kdmmbarer Haare verwiesen, bei dem man einen dreieckige Querschnittsgeometrie als Ur-
sache annimmt. Das Verhiltnis der Biegesteifigkeiten von Dreieck zu Ellipse betrigt etwa 1,20a/b.
Das Phanomen kann aber nicht alleine aus dieser Tatsache heraus erklart werden.

Interessanterweise wird der Cuticula im Gegensatz zum Zugverhalten ein Einfluss auf das Bie-
geverhalten zugesprochen, der sich anteilsmaf3ig zwischen 40 % und 50 % bewegen kann. Es ist
davon auszugehen, dass Agenzien, welche die cuticulédre Struktur zu beeinflussen vermagen, da-
mit indirekt auch das Biegeverhalten beeinflussen.

Scott und Robbins [Scott & Robbins, 1978] haben eine spezielle Methode zur Messung des Bie-
geverhaltens von Haaren entwickelt. An den Enden des einzelnen Haares werden Gewichte von
0,1 g fixiert und das Haar anschliefSend iiber einem Haken ausbalanciert. Uber den sich einstel-
lenden Abstand d der beiden Schenkel kann der E-Modul zu

_71-T-d2
Ee=—"p

ermittelt werden, wobei T die an den Enden ausgetibte Kraft ist. Diese Methode liefert naherungs-
weise die gleichen Werte wie der klassische Zugversuch (vgl. Tab. (2.8)), solange ein kreis-runder
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Tabelle 2.8: E-Modul aus Biege-
und Zugversuchen unter An-
nahme eines kreisrunden Quer-

Probe lin. Dichte Ep Eg Eg/Es
[pg/cm] [10° N/cm?]  [10° N/cm?] [-]

schnitts, 60 % rel. LF, 75 °F. K K 99,50 4,23 3,68 1,15
= Sid-Koreanisches Haar; H, L = L
Y 94,90 3,54 3,82 0,93
weibl., kaukasisch, 15bzw. 12 Jah- K 89,20 429 3,43 1,25
re, [Scott & Robbins, 1978]. ’ ’ ’ ’
L 71,80 4,25 3,83 1,11
H 69,20 4,11 3,75 1,10
L 67,70 3,35 3,96 0,85
L 54,60 3,60 4,12 0,88
L 52,90 4,69 3,98 1,18
H 52,60 3,74 4,03 0,93
H 42,30 3,23 4,21 0,77
L 34,40 2,89 4,33 0,67
H 31,30 3,58 3,59 1,00
x 63,40 3,79 3,89 0,97
Ax 13,90 6,70

Querschnitt angenommen wird. Der Abstand d der Schenkel ist direkt proportional zur Steigung
des HookEeschen Bereiches. Auf der Basis der Werte aus [Scott & Robbins, 1978] (Abb. 5) wur-
de Eg fiir drei Fasern von unterschiedlicher linearer Dichte berechnet. Der Verlauf von Ep bei
steigender Luftfeuchte ist in Abb. (2.16) dargestellt.

Die Biegesteifigkeit nimmt mit steigender Luftfeuchte ab. Dickere Fasern zeigen eine grofiere
Sensitivitéit gegeniiber Anderungen der Luftfeuchte.

2.4.8 Torsion

Haare erfahren bei natiirlicher Beanspruchung durch Wind, Kdémmen, Biirsten etc. neben Bie-
gung, auch eine Verdrehung oder Torsion des Faserquerschnitts. Dauerwelle oder der Einsatz
von Lockenwicklern verleiht Haarstrdhnen eine Spiralform. Die Beanspruchung von Haarlocken
durch externe Krifte, bspw. Gravitation, fithrt zu einer Verformung, bei der neben Biegung dann
auch eine Verdrehung des Faserquerschnitts auftritt. Der Widerstand, den der Querschnitt der
Verdrehung entgegensetzt, wird als Torsionssteifigkeit bezeichnet. Die Starrheit hingegen ist das
Drehmoment, dass erforderlich ist, um eine Umdrehung pro cm Linge herbeizufithren. Diese
Grof3e spielt eine wichtige Rolle in der Kosmetikindustrie. Messverfahren zur Bestimmung des
Torsionsverhaltens von textilen Fasern basieren auf dem Prinzip des Torsionspendels. Eine Last
am Ende der Faser oszilliert mit der Periode T und definiert den Torsions- oder Schubmodul
durch

128711

G-= NPT (2.11)
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ST Abbildung 2.16: Anderung des E-Moduls der Biegung Eg
3 bei Fasern unterschiedlicher linearer Dichte, berechnet auf
NE 4l i der Basis der Werte aus [Scott & Robbins, 1978].
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Dabei ist | die Lange, d der Durchmesser der Faser, I das Tragheitsmoment des Pendels. Daraus
ermittelt man den Widerstand gegen Verdrehen, die so genannte Starrheit T, als

8-m-1-1
I'= — (2.12)
Starrheit und Torsionsmodul stehen iber den Querschnitt A der Faser durch
r
G= Y (2.13)

in Beziehung. Da die Amplitude der Torsionsschwingung mit der Zeit abnimmt, fithrt man das

logarithmische Dekrement
s=lm® (2.14)
noay
als weitere charakteristische Grofle ein. Dabei ist n die Anzahl der Oszillationen, a; und a, die
Amplitude der ersten bzw. letzten Oszillation. Diese Grofie beschreibt die Torsionselastizitat der
Faser. Je grofier die Ddmpfung, desto weniger elastisch ist die Faser bzw. desto grofler die interne
Viskositat. Fiir § = 0 liegt ein ideal elastisches Verhalten vor. Man kann in Analogie zur Biegung
den Modul G’ einfithren, der den Torsionsverlust eines Systems beschreibt. Er steht mit dem
logarithmischen Dekrement iiber G’ = §G /7 in Beziehung. In Tab. (2.9) sind Standardwerte fiir
den E-Modul und den Torsionsmodul aufgefiihrt.
Feuchtigkeit beeinflusst die Torsionseigenschaften in stirkerem Maf3e als die Dehnungseigen-
schaften. Wahrend der E-Modul der Dehnung lediglich um den Faktor 2 abnimmt, verzeichnet
man beim Torsionsmodul bereits eine Abnahme um den Faktor 4, wenn die rel. Luftfeuchte von

5 2 Tabelle 2.9: Dehnungs-, Biegungs- und Torsionsmodul
Modul [10” Nfem"]  Eesoo/Eroo von Haaren bei 60-65 % rel. Luftfeuchte, in 10° N/cm?

Eg 3,89 2,62 [Robbins, 2002].
Ep 3,79 2,40
G 0,89 4,10
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Tabelle 2.10: Werte des Torsions.mo'- Behandlung G Teso/Tio00s S
duls von Haaren nach unterschiedli- 5 2

cher mechanischer bzw. chemischer Be- [10” N/em] [-] [-]
handlung bei 65 % rel. Luftfeuchte, in Unbehandelt 1,02 0,26 0,40
10° N/cm? [Wolfram & Albrecht, 1985]. Gebleicht

1,05 0,14 0,44
Gefarbt (blond) 1,07 0,23 0,42
Gefarbt (schwarz) 1,08 0,23 0,45
Dauerwelle 1,01 0,09 0,56
Relaxed 0,91 0,06 0,65

65 % auf 100 % ansteigt, vgl. [Bogaty, 1967]. Das logarithmische Dekrement zeigt eine deutliche
Zunahme bei steigender Luftfeuchte. Das macht es verstandlich, dass Haare sich im nassen Zu-
stand leichter frisieren lassen und ihren Zustand nach dem Trocknen beibehalten. Feuchtigkeit
macht Haare plastisch formbar, so dass ihnen mit Lockenwicklern eine neue Form verliehen wer-
den kann. Im trockenen Zustand nimmt die Steifigkeit der Haarfaser ihren urspriinglichen Wert
an. Das Setting ohne Verwendung chemischer Substanzen fiihrt zu Frisuren, die ihre Form bei
steigender Luftfeuchte schnell wieder verlieren. Einige Werte nach diversen Behandlungen sind
in Tab. (2.10) angegeben.

Bei dauergewelltem oder chemisch reduziertem Haar findet man bei Luftfeuchten unterhalb
von 90 % eine geringfiigig erhohte, oberhalb davon eine etwas kleinere Steifigkeit, als bei nicht
modifiziertem Haar, vgl. Abb. (2.17), links. Zudem ist die plastische Formbarkeit etwas grofier, als
vor einer solchen Behandlung.

Phillips [Phillips, 1987] hat den Einfluss des Alterungsprozesses auf die Torsionseigenschaften
von Wollfasern untersucht. Unter dem Alterungsprozess versteht man die zeitliche Entwicklung
der mechanischen Eigenschaften von Keratinfasern nach dem Entfernen aus einer wassergeséttig-
ten Umgebung oder einem Wasserbad. Die anschlief}ende Konditionierung bei definierter Luft-
feuchte ist ein dynamischer Prozess, bei dem sich allmihlich der Gleichgewichtswassergehalt ein-
stellt. Das ist dann der Fall, wenn die Verdunstungsrate mit der Absorptionsrate im Gleichgewicht
steht. Der Begriff der Alterung rithrt daher, dass die mechanischen Eigenschaften von Keratin-
fasern, die unter konstanten Bedingungen gehalten werden, iiber lange Zeitrdume (im Bereich
von Monaten) einer stetigen Anderung unterliegen. Ein Durchnissen der Faser hat die Wieder-
herstellung ihrer urspriinglichen Eigenschaften zur Folge. Mit dem Alterungsprozess ist u.a. eine
Abnahme der Ddmpfung gegeniiber dynamischer Beanspruchung auf Torsion bzw. eine Zunah-
me der Starrheit verbunden. Dieser Prozess kann sich unter ungestorten Bedingungen tiber Jahre
erstrecken, allerdings mit immer kleiner werdender Abnahmerate, vgl. Abb. (2.17), rechts.

Die Plausibilitit der angegebenen Werte lasst sich iiber den Zusammenhang zwischen Tor-
sionsmodul und E-Modul G = E/[2(1 + v)] Uberpriifen. Dabei ist v die Porsson-Zahl
[Fung, 1993]. Mit den Werten aus Tab. (2.9) findet man kaum Ubereinstimmungen. Feughelman
[Feughelman, 1959] wendet diese Beziehung mit v = 0,35-0,5 auf Wolle an. Der Torsionsmodul
sollte folglich etwa G = E/3 betragen, was bei Wolle zumindest fiir trockene Fasern mit einer
Toleranz von ~ 10 % zutriftt.

Anders als bei der Zugbelastung, leisten die dufleren Schichten der Cuticula einen we-
sentlichen Beitrag zur Torsionssteifigkeit. Uber die Veranderung der Torsionseigenschaften
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Abbildung 2.17: Links: Anderung des Torsionsmoduls in Abhcingigkeit von der rel. Luftfeuchte bei Haaren
mit und ohne Dauerwelle, [Bogaty, 1967]. Rechts: Anderung der Torsionseigenschaften von Wolle in
Abhdngigkeit von der Zeit. Starrheit T und logarithmisches Dekrement §. Bei 30 °C, 65 % rel. Luftfeuchte,
[Phillips, 1987].

kann auf etwaige Schidigungen der Cuticula geschlossen werden. Wolfram und Albrecht
[Wolfram & Albrecht, 1985] geben fiir den Torsionsmodul im nassen Zustand einen Wert von
0,18-10° N/cm? an. Der Torsionsmodul fiir die Cuticula (nass) kann nach folgender Formel abge-
schitzt werden,
G- dg - GCort : df

dy - dy
d; ist der Durchmesser des Faserkerns, ohne Cuticula und d, der Gesamtdurchmesser. Gcort

ist der Torsionsmodul des Cortex (0,24-:10° N/cm?). Daraus berechnet sich der Wert Gey zu
0,012:10° N/cm?.

Geut =

2.4.9 Reibung

An den Beriihrflichen von Koérpern treten Krifte dissipativen Charakters auf, die Reibungskrifte.
Wihrend die mikroskopischen Mechanismen an den Interaktionsflichen zweier Koérper nach wie
vor weitgehend unverstanden sind — man postuliert hier mit lokal plastischen Verformungen ein-
hergehende Ausbildung von chemischen Bindungen, zu deren Uberwindung dann Scherkrifte
notwendig sind - beschreiben phanomenologische Gesetze, wie jenes von CouLoMB, das durch-
schnittliche mechanische Verhalten an der Kontaktfliche rein approximativ.

Die CouLomBsche Reibungskraft, die der Bewegung eines Kérpers auf einer festen Unterlage
ohne Schmiermittel (Trockenreibung) entgegenwirkt, ist gegeben durch

Fr = pk - Fn,

wobei Fy die Kraft normal zur Kontaktflache darstellt. Der Korper haftet hingegen, solange die
Kraft die folgende Bedingung erfiillt,

Fr < Us - Fy.
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Dabei ist pg der Koeffizient der Haftreibung und ux der Gleitreibungskoeflizient. Diese Beiwerte
setzen die zum Einleiten bzw. Aufrechterhalten der Bewegung erforderliche Kraft mit der An-
presskraft in Beziehung. Es gilt: g > ux. Das heif’t, dass die Kraft, die den Korper in Bewegung
setzt, grofler ist, als jene die sich seiner Bewegung, wenn sie einmal in Gang gekommen ist, entge-
gensetzt. Das fiihrt zu den bekannten ,,stotternden” Bewegungsabldufen von Korpern, die bspw.
an einer Feder {iber eine raue Unterlage gezogen werden.

Bei Anwesenheit von Schmiermitteln gilt das Gesetz der CouLomB-Reibung nicht. Ausnah-
men bilden die Fille, in denen die Substanzen gleichméfig iiber die Reibungsflédchen verteilt sind.
Morton und Hearle weisen darauf hin [Morton & Hearle, 1997], dass Schmiermittel nur einen ge-
ringen Einfluss auf die Reibung zwischen Fasern haben und den Reibungskoeftizienten selten um
mehr als 0,2 reduzieren. Feuchtigkeit bspw. infolge Luftfeuchte, sowie die Anpresskraft zwischen
zwei Beriihrflichen tiben deutlichen Einfluss auf das Reibungsverhalten aus. Der Theorie nach
sollte der Reibungskoeffizient unabhingig von der Grofe der Belastung normal zur Reibungsfla-
che sein. In der Praxis zeigen sich aber gerade im Bereich kleiner Belastungen bei der Faserrei-
bung deutliche Zunahmen von pg. Ein weiterer Punkt ist die oft vereinfachend angenommene
Unabhingigkeit des Reibungsbeiwertes von der Gleitgeschwindigkeit. Morton und Hearle weisen
darauf hin [Morton & Hearle, 1997], dass diese Annahme genau genommen nur fiir kleine Ge-
schwindigkeiten im Bereich von 2-9o cm/min zuléssig ist. Bei hoheren Geschwindigkeiten muss
mit einer dramatischen Zunahme des Reibungskoeffizienten gerechnet werden. Wir werden spé-
ter im Zusammenhang mit der Modellierung von Reibung CouLoMBs Gesetz noch genauer un-
tersuchen.

Bei der Beriihrung zweier gekreuzter Fasern bildet sich an der Kontaktstelle eine kreisformige
Abplattung aus, deren Durchmesser dy mit der Anpresskraft iber den empirischen Ausdruck

Fy o< dij
in Beziehung steht. Daraus lasst sich fiir den Reibungskoefhizienten die Gleichung
us = Fr/Ey = kF %240

ableiten, wobei k eine Konstante ist, vgl. [Morton & Hearle, 1997].

Die experimentelle Ermittlung von Reibungskriften bei Berithrung von Haaren mit Materia-
lien gestaltet sich einfacher als zwischen Haaren untereinander. Der Koeffizient der kinetischen
Reibung kann nach [Robbins, 2002] oder [Morton & Hearle, 1997] durch Spannungsmessungen
an einer Haarfaser, die man tiber einen Dorn mit Kreisquerschnitt und definierter Dicke laufen
lasst und an deren Ende eine kleine Zugkraft T, ausgeiibt wird, ndherungsweise durch Anwen-
dung von AMONTONSs Gesetz bestimmt werden zu

—llnT2
AMK_H r1—v1

0 ist der Winkel des beriihrenden Bogensegmentes in Radiant und T; bzw. T5 sind die Zugspan-
nungen, die man vor und nach dem Passieren des Dorns misst. Bei kleinem Reibungskoeffizienten
andert sich das Verhiltnis T,/T; bei einem Kontaktwinkel von /2 bis 47 (zwei volle Umwick-
lungen) nur unwesentlich. Die Exponentialfunktion macht sich jedoch mit steigendem Reibungs-
beiwert nachteilig bemerkbar. Die abgehende Zugspannung T, steigt exponentiell, was bspw. bei
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Material Richtung Us UK
Behandlung # trocken nass trocken nass
Haar/Haar 1 0,15 0,340
unbehandelt 1 0,250
Dauerwelle 2x 1 0,310
+Bleichen 1 0,490
ABS gewaschen 1 0,30 0,350
+Pflegespiilung 1 0,20 0,260
+ABS gewaschen 1x 1 0,16 0,190
+ABS gewaschen 3x 1 0,29 0,360
Haar/Hartgummi 2 0,19 0,380
Shampoo 1 0,425

2 0,546
Pflegespiilung 1 0,293

2 0,475
Haar/Nylon 1 0,14 0,220
Haar/Aluminium 1 0,12 0,180
Haar/Polyethylen 1 0,22 0,290
Haar/Glas 1 1,400
Wolle/Wolle 1 0,13 0,11

2 0,61 0,38

3 0,21 0,15
Wolle/Rayon 1 0,11 0,09

2 0,39 0,35
Wolle auf Nylon 1 0,26 0,21

2 0,43 0,35

Tabelle 2.11: Statischer us und dynamischer Reibungskoeffizient u fiir die Interaktion von trockenen und
nassen Haaren mit unterschiedlichen Materialien. Dabei haben die Richtungswerte die folgende Bedeu-
tung: 1— Bewegung mit den Schuppen, 2— Bewegung gegen die Schuppen und 3— gleiche Faserrichtung
(bei Faser-Faser Reibung), vgl. [Schwartz & Knowles, 1963, Morton & Hearle, 1997, Robbins, 2002].

Garnen, die in Textilverarbeitungsmaschinen tiber Spulen abgewickelt werden, zu Materialver-
sagen fiithren kann.

In Tab. (2.11) sind einige Reibungsbeiwerte fiir Keratinfasern bei der Interaktion mit unter-
schiedlichen Materialien aufgefiihrt.

Die Ermittlung des statischen Reibungskoeffizienten pg kann tiber den Gleitwinkel einer klei-
nen Haarschlaufe bestimmt werden, die auf zwei parallelen Haarfasern aufgesetzt und durch eine
Druckkraft belastet wird. Hier gilt, F = A - S, mit der Kontaktfliche A und der Scherfestigkeit S
der berithrenden Materialien.
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Abbildung 2.18: Der Differential Friction Effect beschreibt das Phdnomen der Richtungsabhdingigkeit der
Reibung bei Haaren. Hier kénnen prinzipiell fiinf Fdille unterschieden werden, [Schwartz & Knowles, 1963].

Die Reibung zwischen den Haarfasern ist bedingt durch die morphologische Struktur der
Haaroberfliche anisotrop, also von der Richtung abhingig. Dieses Phanomen wird als Differen-
tial Friction Effect bezeichnet und ist seit langem bekannt, vgl. [Adams et al., 1990]. Schwartz
und Knowles [Schwartz & Knowles, 1963] unterscheiden beziiglich der relativen Reibungsrich-
tung von Haarfasern untereinander fiinf Falle, vgl. Abb. (2.18). Fall (1) zeigt die Reibung zweier
paralleler, aber gegensitzlich gerichteter Haarfasern. Die Relativbewegung verlaufe antiparallel
zur Wachstumsrichtung, also mit den Schuppen. Fall (2) zeigt die gleiche Ausgangssituation, wie
im ersten Fall. Allerdings verlaufe die Bewegungsrichtung jetzt parallel zur Wachstumsrichtung,
also gegen die Schuppen. Diese blockieren, so dass die Reibung offensichtlich grof3er sein muss,
als im ersten Fall. Fall (3) zeigt zwei parallele, jedoch gleich gerichtete Fasern. Die Relativbewe-
gung ist hier unerheblich, denn es reiben nur die Schuppen jeweils einer Haarfaser. Die Reibung
liegt irgendwo zwischen denen aus Fall (1) und Fall (2). Fall (4) und (5) zeigen die zwei moglichen
Bewegungsrichtungen zweier senkrecht zueinander stehender Haarfasern. Fiir beide Fille setzt
man unterschiedliche Reibungsbeiwerte an, weil die Bewegung einmal mit und einmal gegen die
Schuppen erfolgen kann. Alle Reibungstfille lassen sich auf diese fiinf Diagramme zuriickfiithren.
Jede dazwischenliegende Bewegung kann in die Hauptrichtungen zerlegt werden.

Dass die Reibung in Fall (2) am grofiten ist, folgt nicht notwendigerweise aus einer ober-
flachlichen Betrachtung der Skizzen, sondern ist vielmehr die Konsequenz einer genauen
Analyse der lokalen Kontaktverhidltnisse unter Beachtung von Kontaktwinkelhdufigkeiten und
der Grofle der Kontaktflichen. Eine detailierte Analyse findet man in Morton und Hearle
[Morton & Hearle, 1997].

Die Richtungsabhingigkeit der Reibung kann durch Shampoos und Pflegespiilungen beein-
flusst werden, vgl. siehe Tab. (2.11). Der Effekt von Shampoos ist oftmals kumulativ, so dass mehr-
faches Waschen zu einer schrittweisen Beeinflussung der Reibungsbeiwerte fithrt. Den Effekt ei-
ner solchen sukzessiven Behandlung kann man in Tab. (2.11) sehen. Die Bildung natiirlicher Fette
setzt die Reibung herab. Talg fiillt die Zwischenrdume benachbarter Schuppen der Cuticula aus, so
dass die Rauigkeit abnimmt [Corcuff et al., 1993]. Generell wird die Reibung mit zunehmendem
Faserdurchmesser grofler. Anderungen der rel. Luftfeuchte, der Temperatur sowie das Bleichen
oder die Dauerwelle beeinflussen das Reibungsverhalten von Haaren mehr oder weniger stark.
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2.4.10 Elektrostatische Effekte

Mechanische Belastungen, die mit dem Zusammenpressen von Haarfasern einhergehen, fithren
infolge unterschiedlicher Elektronenaffinititen zu Ladungstrennungen und folglich zur Ausbil-
dung von Reibungs- bzw. Piezoelektrizitit. Wie schnell die Ladungen abgebaut werden, hangt
vom elektrischen Widerstand ab. Haare begiinstigen infolge ihres hohen elektrischen Widerstan-
des die Ausbildung elektrostatischer Ladungen. Die Konsequenz ist das so genannte Flyaway Hair,
das man besonders gut bei frisch gewaschenem Haar beobachten kann. Hierbei spielt der Haar-
typ eine wichtige Rolle. Je glatter das Haar, desto grof3er ist die Tendenz zum Abstehen der Fasern.
Mit zunehmender Welligkeit hindern sich die Fasern durch den hoheren Grad der Verflechtung
gegenseitig am Austreten aus den Haarschichten [Robbins, 2002].

Die Richtungsabhingigkeit der Reibung hat einen interessanten Effekt zur Folge. Zieht man
aus einem Biindel gleich orientierter Haare eine einzelne Faser heraus, so bildet sich auf der Faser
entweder eine positive oder eine negative Ladung aus, je nachdem, ob die Faser am unteren Ende
oder an der Spitze herausgezogen wird. Ist die Faser den anderen entgegengerichtet, bildet sich
keine Ladung aus.

Die Zunahme der Luftfeuchte geht mit der Abnahme des elektrischen Widerstandes bzw. einer
Zunahme der Leitfahigkeit einher. Der Widerstand von Haaren betragt bei 85 % rel. Luftfeuchte
etwa R=1,0-1,710" Q. Feuchtes Haar zeigt eine deutlich geringere Tendenz zur Ladungsausbil-
dung. Da das Haarkeratin stark hygroskopisch ist, kann der Widerstand durch die Elektrolyt-
konzentration beeinflusst werden. Shampoos oder Pflegespiilungen verringern zum einen den
elektrischen Widerstand, zum anderen die Reibung, so dass weniger Kimmarbeit geleistet wer-
den muss und infolge dessen weniger Ladung aufgebaut wird. Bei Widerstinden unterhalb von
R=10® Q verteilt sich die Ladung zudem besser iiber die Haaroberfliche. Temperaturinderungen
zeigen ahnliche Wirkungen, ein Anstieg der Temperatur um 10 °C fiithrt zu einer Abnahme des
Widerstandes um das Fiinffache.

2.4.11 Kosmetische Behandlung

Typische kosmetische Behandlungen der Haare umfassen das Kimmen und Biirsten, das Blei-
chen, Féirben, die Dauerwelle, das Waschen mit Shampoos und Pflegespiilungen, sowie die Ap-
plikation von Haarsprays, Haarlacken, Haargelen oder anderen Pflegeprodukten. Der Einfluss auf
die physikalischen Eigenschaften, insbesondere die mechanischen, ist unterschiedlich stark aus-
geprégt. Die Erforschung der Wirkung von Kosmetika auf Haut und Haar stehen im Mittelpunkt
des Interesses der kosmetischen Industrie und sind von daher eingehend untersucht worden.

2.4.11.1 Kdmmen und Biirsten

Robbins und Reich [Robbins & Reich, 1986] haben den Einfluss globaler Haareigenschaften auf
die Kémmbarkeit von Haaren untersucht. Diese kann als Funktion von statischer und dynami-
scher Reibung (F*, F Ky, Steifigkeit (S), Welligkeit (C), Durchmesser (d) und elektrischer Ladung
(Q) aufgefasst werden,

K=f(F, F5 s, C, d, Q).
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Abbildung 2.19: Verlauf der Kimmbkraft Maximalkraft
mit Maxium im Bereich der Haarspitzen, |- _______________________. aximaikratt
[Yinetal., 1976].

Kraft——

Abstand vom Haaransatz —»

Adhasive Effekte, die iiber gewohnliche Reibung hinausgehen, bleiben hier unberiicksichtigt. Das
Kiammverhalten kann durch die zu tiberwindende Maximalkraft bzw. die zu verrichtende Ar-
beit charakterisiert werden. Die Kimmbarkeit bei Haaren kaukasischen oder orientalischen Ur-
sprungs ist im nassen Zustand grofler als im trockenen. Bei krausen Haaren verhélt es sich um-
gekehrt. Afrikanisches Haar ist infolge seines in axialer Richtung stindig wechselnden Durch-
messers und seiner starken Torsion etwa fiinfmal schwerer zu kimmen, als kaukasisches Haar
[Kassenbeck, 1999]. Haupteinflussfaktoren sind dabei die Faserkrimmung und die Reibung. Gré-
B3ere Steifigkeit fiihrt zu besserer Kimmbarkeit. Der Durchmesser hat hingegen keinen nennens-
werten Einfluss auf Maximalkraft und Arbeit. Der Einfluss einer Behandlung auf die Kimmbar-
keit ldsst sich durch einen linearen Ausdruck abschitzen [Robbins & Reich, 1986],

K=-N;-FF-N, - FF-N;-Q-N;-C+ny-S+n,-d.

Dabei sind die N; Konstanten. Der Beitrag der Grofen mit kleinem #; zur Kimmbarkeit ist ge-
ring. Beim Kdmmen oder Biirsten der Haare ist der grof3te Widerstand im Bereich der Spitzen zu
tiberwinden, vgl. Abb. (2.19).

Bedingt durch Witterungseinfliisse weisen die Fasern im Bereich der Spitzen die grofite Rauig-
keit auf. In solchen Bereichen stehen mitunter bis zu 30 einzelne Fasern in Kontakt [Swift, 1997].
Es kommt zur Ausbildung von Haarfilzen. Bei langsam ansteigenden Kdmmkriften gleiten die
Haare tibereinander hinweg. Bei grofier ruckartiger Belastung dagegen stellen sich die Fasern teil-
weise senkrecht und werden {ibereinander hinweg gebogen. In dieser Konfiguration erfihrt die
Faser eine Scherbeanspruchung in axialer Richtung, die sich parabolisch tiber den kleinen Halb-
messer verteilt. An der dufleren Enden des Halbmessers verschwinden die Scherspannungen, in
der Ebene des grofien Halbmessers werden sie dagegen maximal. IThr Wert wird grofier, wenn der
kleine Halbmesser oder die Kriimmung zunehmen. Bei andauernder Belastung wird die Ausbil-
dung von Haarsplif8 begiinstigt, der sich in Richtung Haarspitze fortpflanzt. Das Herabsetzen des
Reibungsbeiwertes der Haare durch Applikation von schmierenden Substanzen oder die Erho-
hung der Plastizidt durch Feuchtigkeit konnen die Auswirkungen solcher Scherbeanspruchungen
vermindern.

Die Kraft, die beim Biirsten der Haare aufgewendet werden muss, nimmt offensichtlich mit der
Faserdicke zu [Yin et al., 1976]. Diese Beobachtung widerspricht der Theorie. Demnach sollten
infolge der zunehmenden Biegesteifigkeit die von den Zahnen des Kammes oder der Biirste aus-
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geiibten Belastungen zu einer Spreizung oder zu einem Auseinanderdriicken der Fasern fiihren,
welche der Ursache vorweglauft. Die aufzubringende Kraft sollte also mit zunehmender Dicke
der Haare kleiner werden. Kleine Unebenheiten mit einer Amplitude in der Groéflenordnung des
Faserdurchmessers konnten hier eine Rolle spielen. Auflerdem nimmt mit der Faserdicke auch
die Reibung zu, wie weiter oben bereits angedeutet wurde.

2.4.11.2 Glatten der Haare

Glatten der Haare kann als Gegenteil des Dauerwellprozesses angesehen werden. Das Ziel ist die
Entfernung der Wellen aus dem Haar.

Generell kann man dauerhaftes Glatten nur durch eine Superkontraktion um mindestens 5 %
der Ursprungslange erreichen. Dafiir eignen sich Agenzien, die eine solche Superkontraktion zu
induzieren in der Lage sind. Sie sind in der Regel stark alkalisch (pH >13) oder enthalten LiCl
und entfalten dadurch eine starke Quellwirkung [Wong et al., 1994]. Legt man z.B. lockige Haare
in 1N NaOH ein, strecken sie sich ohne duflere Krafteinwirkung. Das radiale Quellen der Kera-
tinfasern im alkalischen Milieu fiihrt zu einer wesentlichen Vergréflerung der Kurvenradien und
damit zu einer temporéren Glattung. Folgt eine Superkontraktion um ca. 5 % der Ausgangslan-
ge, so bleibt die Glattung dauerhaft. Eine dauerhafte Glattung kann auch durch eine Dehnung
der Fasern in kochendem Wasser um ca. 20 % ihrer Ausgangslidnge erreicht werden. Glattungs-
effekte infolge Hitzeeinwirkung, bspw. durch Lockenwickler, sind hingegen nur von temporirer
Dauer, wenn sie nicht mit einer Superkontraktion einhergehen. Diese findet ihre Ursache auf
molekularer Ebene in Anderungen der Sekundirstruktur des Keratins. Diese Anderungen sind
nicht reversibel. D.h., dass dauerhaft geglattete Fasern nach Einlegen in Wasser nicht mehr ihre
urspriingliche Form annehmen.

2.4.11.3 Haarsprays

Unter Verwendung von Haarsprays bzw. Festigern kann die Struktur des Haarkorpers fixiert wer-
den. Die Haltbarkeit hingt u.a. ab von der Partikelgrof3e, der Flie3fahigkeit der Klebstoffe und
von der Art der Bindung, die sich zwischen den Fasern ausbildet. Die Glasiibergangstemperatur
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2.4 Mechanische Eigenschaften

Tabelle 2.12: Haltbarkeit von Haarsprayverbindungen unterschied-

licher Klassen, gerundet, gerundet nach [Wickett et al., 1992]. UHH Klasse Maximalkraft [N]

= ultra-high hold, HH = hard-to-hold, RH = regular-hold und LH = UHH 0,35 - 0,40

light-hold HH 0,25 - 0,30
RH 0,20 - 0,25
LH 0,10

des Harzes und seine Viskositit sind wichtige Einflussgrofen zur Bestimmung der Adhisions-
krafte. Experimentell ldsst sich die Starke solcher Bindungen in Zugversuchen ermitteln. Man
durchschneidet eine an der Berithrungsstelle verklebte Haarschlaufe (ca. 2 cm) und belastet an-
schliefend bis zum Versagen der Klebestelle auf Zug [Wickett et al., 1992]. In der Regel tritt ein
adhdsives Versagen eher ein, als ein kohisives. D.h., dass eine grofSere Tendenz zur Ablosung der
Faseroberfldche vom Klebstoff besteht, als zum Bruch des Klebstoffkorpers selber. Die Grofle der
Oberfldche hat Einfluss auf die Festigkeit der Bindung. Handelsiibliche Produkte lassen sich nach
der Haltbarkeit klassifizieren: ultra-high hold (UHH), hard-to-hold (HH), regular-hold (RH) und
light-hold (LH). In der Regel korrespondieren die Bezeichnungen mit der Stirke der von den Pro-
dukten ausgebildeten Verbindungen. Die Stiarke hingt stark von den Inhaltsstoften der Produkte
ab. Acrylpolymere weisen die grofite Festigkeiten bei 40 % rel. Luftfeuchte auf, vgl. Abb. (2.20).
Einige typische Durchschnittswerte sind in Tab. (2.12) zu finden.

Die meisten Haasprays werden klebrig, sobald das Losungsmittel verdampft ist. Die Zunahme
der Steifigkeit ist proportional zur Viskositit der Polymerlosung und zur aufgetragenen Gesamt-
menge und nimmt direkt nach der Applikation im Vergleich zum unbehandelten Haar um 30-
50% zu. Dieser Initialeffekt kann auch eine Folge der Kapillarkrifte sein, die zwischen den Fasern
herrschen, solange das Losungsmittel noch fliissig ist.

Je hoher das Molekulargewicht des Polymers, desto grofer die Steifigkeit, die sich einstellt
[Jachowicz & Yao, 1996]. Aber auch dieser Zusammenhang ist von der rel. Luftfeuchte abhangig.
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3 Mechanische Modelle fiir Fasern

3.1 Einleitung

Die Modellierung schlanker, insbesondere torsionssteifer Strukturen ist in den letzten Jah-
ren in das Blickfeld des computergraphischen Interesses geriickt. Kabel, Schlduche, Katheter
oder Haare bleiben den etablierten Masse-Feder-Systemen weitestgehend verschlossen, sol-
len sie mechanisch korrekt modelliert werden. Kontinuumsmechanische Ansitze, welche die
Deformation solcher Strukturen unter Einwirkung duflerer Krifte beschreiben, wurden be-
reits von KIRCHHOFF [Kirchhoft, 1859] und spéter durch die Briidder CossERAT vorgestellt, vgl.
[Cosserat & Cosserat, 1907b, Cosserat & Cosserat, 1907a, Cosserat & Cosserat, 1908]. Die Grun-
didee ist dabei die Ausstattung der Struktur mit einem lokalen Koordinatensystem. Dieser lokale
,»Direktor-Ansatz” erlaubt eine akkurate Modellierung lokaler Deformationen wie Scherung, Bie-
gung und Verdrehung. Materialeigenschaften lassen sich durch die in der Kontinuumsmechanik
typischen konstituierenden Gleichungen elegant in den theoretischen Rahmen einbetten. Linear-
oder viskoelastisches Verhalten sind dann nur mehr eine Frage des Materialgesetzes.

3.1.1 Diskrete und kontinuierliche Modelle

Bei der Modellierung von Fasern gibt es traditionell zwei Sichtweisen: die der diskreten kine-
matischen Kette und die kontinuierliche. Die Bewegung der einzelnen Glieder folgt den NEw-
TON-EULER-Gleichungen (bzw. dem zweiten NEwTONschen Gesetz' im Falle von Punktmassen).
Gelenkbedingungen zwischen den Kettengliedern diskreter Modelle werden iiblicherweise durch
die Addition von Korrekturkriften und Momenten erzwungen. Richtung und Betrag folgen dabei
aus der Annahme abstrakter Federn (,,schwache Bedingung”) zwischen den Gliedern oder durch
Applikation des LAGRANGE-Multiplikatoransatzes (,,starke Bedingung”). Bei reduzierten Koor-
dinatendarstellungen kann die Nullbeschleunigung, die den Zusammenhalt der Kérper gewahr-
leistet, auf der Basis des aus der Robotik stammenden Featherstone-Algorithmus direkt berechnet
werden, vgl. [Mirtich, 1996].

Torsionsdeformationen und die Abbildung von Materialeigenschaften bleiben bei Masse-
Feder-Systemen ein ad-hoc-Ansatz.

Bei der kontinuierlichen Sichtweise hingegen wird die Deformation der Faser durch ein System
von Differentialgleichungen beschrieben. Beispiele hierfiir sind die CosseraT-Theorie und die
Theorie der Gelenktrager.

Primitive Masse-Feder-Systeme fanden bereits 1988 zur Simulation von Wiirmern und Schlan-
gen durch Miller Verwendung, vgl. [Miller, 1988]. In einer der ersten Publikation auf dem Gebiet
der Haarsimulation durch Rosenblum et al. [Rosenblum et al., 1991], schlagen die Autoren ein

'Lex secunda: Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum lineam rectam qua vis
illa imprimitur.
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3 Mechanische Modelle fiir Fasern

Masse-Feder-Modell zur Darstellung einzelner Haarfasern bzw. Haarstrahnen vor. Die Verwen-
dung solcher Modelle finden wir auch in [Plante et al., 2001, Plante et al., 2002]. In ihrem Bei-
trag ersetzen Byoungwon et al. [Choe et al., 2005] die Punktmassen durch starre Korper, womit
zusitzlich Orientierungen fiir die Messungen lokaler Deformationen zur Verfiigung stehen. In
dem Beitrag von Hadap und Thalmann [Hadap & Magnenat-Thalmann, 2001] bzw. Chang et al.
[Chang et al., 2002] werden Fasern auf der Basis des Featherstone-Algorithmus berechnet. Anjyo
et al. [Anjyo et al., 1992] fassen die Faser als Kontinuum auf und beschreiben ihre Deformati-
on auf der Basis des Gelenktragermodells, das durch zwei gewo6hnliche Differentialgleichungen
vierter Ordnung definiert ist. Dieser Ansatz wurde von Daldegan et al. [Daldegan et al., 1993],
Kurihara et al. [Kurihara et al., 1994] und Ward et al. [Ward et al., 2002] recycelt. Die Einfithrung
des Begriffes der CosseraT-Theorie in den Bereich der Computergraphik erfolgte mit dem Bei-
trag von Pai [Pai, 2002]. Allerdings beschranken sich seine Betrachtungen nur auf den statischen
Fall. Die ersten dynamischen Ansitze sind das Superhelixmodell [Bertails et al., 2006], die geo-
metrisch exakten dynamischen Splines [Theetten et al., 2007] und die CosseraT-Rod-Elemente
[Spillmann & Teschner, 2007], welche die Theorie COsSERAT-Stabe auf der Basis des LAGRANGE-
Formalismus phdanomenologisch nachbilden.

3.1.2 Herleitung von Bewegungsgleichungen

Eine Frage, die sich an dieser Stelle unmittelbar stellt, ist jene nach der Gewinnung der Bewe-
gungsgleichungen fiir den kontinuierlichen Fall.

Mechanische Probleme lassen sich oftmals einfacher durch die Anwendung des Energie- oder
Impulsbegriffs ausdriicken, als durch Krifte. Dadurch gelangt man zur LAGRANGEschen Mecha-
nik, die in diesem Sinne eine Neuformulierung der klassischen Mechanik darstellt. Hier unter-
sucht man den Konfigurationsraum eines Systems, indem man die Zustdnde bzw. ihre Energien
durch eine minimale Menge von unabhéngigen Systemparametern, den reduzierten Koordina-
ten, bzw. deren Zeitableitungen oder Geschwindigkeiten, ausdriickt. Die reduzierten Koordina-
ten miissen nicht notwendig mit den kartesischen Koordinaten zusammenfallen, sie miissen das
System nur eindeutig beschreiben.

Verwandt mit dem LAGRANGE-Ansatz ist die HamirTonNsche Mechanik, die wir ausge-
hend vom LAGRANGE-Formalismus auf dem Wege der Variablentransformation (LEGENDRE-
Transformation) erreichen. Hierbei wird durch Substitution der generalisierten Geschwindigkei-
ten durch generalisierte Impulse der Phasenraum des Systems betrachtet, der oft tiefe Einblicke
in die mathematische Struktur des zugrunde liegenden Problems zulésst. Beide Ansitze, der nach
LAGRANGE und der nach HAMILTON erlauben die systematische Herleitung der Bewegungsdiffe-
rentialgleichungen komplexer Systeme, die der Anschauung oftmals nur schwer zuginglich sind.
Ersterer Fall liefert n Gleichungen zweiter Ordnung, letzterer hingegen 2n Gleichungen erster
Ordnung, die kanonischen Gleichungen.

Der LAGRANGE-Ansatz hat sich mittlerweile als robustes Handwerkszeug im Bereich der Com-
putergrafik etabliert. Gelingt es, kinetische und potentielle Energie fiir das System in Form einer
Funktion aufzustellen, folgen die Bewegungsgleichungen direkt durch die festen Differentiations-
regeln des LAGRANGE-Formalismus. Vor diesem Hintergrund ist es verstidndlich, dass die beiden
,»vollstandigsten” bisher im Bereich der Computergrafik eingefithrten Modelle zur Simulation
von Fasern, diesem Ansatz folgen. Wir werden dem Superhelixmodell [Bertails et al., 2006], so-
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3.2 Spezielle Theorie der Cosserat-Stdbe

wie den CosseErAT-Rod-Elementen [Spillmann & Teschner, 2007] in den néchsten Abschnitten
einige Aufmerksamkeit schenken. Der LAGRANGE-Formalismus ist im Anhang Abs. (A.2) be-
schrieben.

Eine Alternative zum LAGRANGEschen Ansatz stellt die Kontinuumsmechanik dar. Sie befasst
sich mit dem mechanischen Verhalten und der Kinematik von Materialien. Zur Modellierung
des makroskopischen Verhaltens, wird fiir den Korper eine kontinuierliche zeitliche und raum-
liche Masseverteilung angenommen. Das Kontinuum lésst sich in beliebig kleine Elemente zer-
legen, denen man dieselben Eigenschaften zuordnet, wie dem makroskopischen Material. Fiir
den Grenzfall unendlich kleiner Raumelemente lassen sich physikalische Groflen wie Impuls
und Energie hinreichend genau annédhern. Folgende Grundkomponenten sind fiir die Theorie
entscheidend: die Untersuchung der Bewegung und der Verformung (Kinematik), die Untersu-
chung der Spannungen, die im Kontinuum auftreten durch Einwirkung von Kriften und Mo-
menten und die mathematische Beschreibung der physikalischen Gesetzmafligkeiten, welche die
Bewegung des Kontinuums bestimmen. Die Kinematik selbst ist dabei Folge von oder bewirkt
Spannungen.

Die spezielle Theorie der CosSErAT-Stdbe, auf die wir die Simulation der Fasern stiitzen, ist
ein Beispiel fiir einen kontinuumsmechanischen Ansatz.

3.2 Spezielle Theorie der Cosserat-Stabe

Im vorliegenden Abschnitt soll die spezielle Theorie der CosSERAT-Stibe herausgearbeitet wer-
den, wobei wir im Wesentlichen Antman [Antman, 1995] folgen. Diese Theorie kann als ,,Haupt-
theorie” zur Deformationsberechnung an langen diinnen Strukturen angesehen werden. Die klas-
sische KiIRcHHOFEsche Stabtheorie ist als spezielle Instanz mit besonderen Materialbedingungen
enthalten.

Vier Arten der Deformation konnen bei einer Faser unterschieden werden; Biegung, Torsi-
on, Dehnung und Scherung. Die spezielle CosserAT-Theorie der Stabe ist eine eindimensionale,
geometrisch exakte Theorie, die auf der Erhaltung des linearen und des Drehimpulses basiert. Im
Gegensatz dazu stehen bspw. die kontinuumsmechanischen Modelle, die den dreidimensionalen
Blickpunkt wéhlen und die Kinematik einzelner Materialpunkte im Kontinuum analysieren.

Wir definieren eine Faser als Gebiet um die Raumkurve r(s) : [s1,s2] = R, wobei s die Bo-
genldnge sei. Der Bogenlangeparameter s indiziert denjenigen Materialquerschnitt des Korpers,
dessen Punkte in der Ebene senkrecht zur Kurve an der Stelle s liegen. Wenn wir annehmen, dass
die Kurve glatt ist und durch die Zentren der einzelnen Querschnitte stof3t, dann bildet sie die
Mittellinie der Faser. Die Dynamik einer Faser oder des speziellen CosSERAT-Stabes kann durch
drei vektorwertige Funktionen r(s, t) : [s1,52] x R = R’ und dy;5,(s, t) : [s1,52] x R = R’ be-
schrieben werden, wobei die beiden Vektoren d; ; € R? senkrecht aufeinander stehen (ledz =0)
und die Ebene des Materialquerschnitts an der Stelle s aufspannen, vgl. Abb. (3.1). Damit be-
schreiben sie gleichzeitig die Konfiguration zweier orthogonaler Materialbinder des Stabes zum
Zeitpunkt t. Die Konfiguration C(s, t) der Mittellinie ist zu jedem Zeitpunkt ¢ durch das Tri-
pel C(s,t) = {r(s,t),di(s, t),dz(s, t)} eindeutig festgelegt. Fiir die nun folgende mechanische
Theorie ist es sinnvoll, die Deformation auf eine Referenzkonfiguration der Faser zu beziehen,
die durch das Tripel C°(s) = {r°(s),d;(s),d5(s)} charakterisiert sei. Wir statten die Mittellinie
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3 Mechanische Modelle fiir Fasern

Abbildung 3.1: Die Vektoren d, , ; bilden ein rechtshéindiges, orthogonales Koordinatensystem an jedem
Punkt der Kurve. Dabei spannen d, ; den lokalen Materialquerschnitt auf, d; bildet die Tangente an die
Kurve. Solange wir Scherdeformationen vernachldssigen, steht die Tangente immer senkrecht auf dem
Materialquerschnitt.

der Faser mit einer rechtshindigen, orthonormalen Basis {d;,d,d;} € R3 aus. Damit gilt fir
den dritten Vektor ds := d; x d,. Aus der Existenz dieser Basis folgt die Existenz entsprechender
vektorwertiger Funktionen w(s, t) und (s, t), so dass die Kinematik des Querschnitts durch
folgende zwei Gleichungen beschrieben werden kann,

2dk = (s, t) x dy, (3.1)
os
%dk = w(s,t) x dg. (3.2)

Wir indizieren die Ableitung einer Funktion beziiglich des Bogenlangeparameters s bzw. der Zeit
t, sofern uns Platzgriinde dazu zwingen, mit (-)’ = 3/ds und (-) = 3/t, andernfalls schreiben wir
die Ableitungen voll aus. Weiterhin bezeichnen wir x als DARBoUX-Vektor und w als Twistvek-
tor. Dieser Vektoren selbst werden auf die orthonormale Basis {d; } bezogen, so dass man deren
Komponenten in der folgenden Form schreiben kann,

k=Kdy, o= widy. (3.3)

Die Kinematik der Mittellinie sei durch r’ = v, dy gegeben. Die Komponenten von k = {x;, k2, k3 }
und v = {v},v,,v3} sind die so genannten Verzerrungen. Dabei geben x; und «, die Biegung
bzgl. der beiden Hauptachsen d; und d; des Querschnitts an, x3 die Torsion, also die Verdrehung
um die Achse d;. Die Komponenten von v hingegen driicken den Grad der Scherung bzw. die
Dehnung der Faser aus. Damit ist die Konfiguration C(s, t) durch die beiden Funktionen k und
v eindeutig beschrieben.

Sowohl die zeitliche als auch die réumliche Entwicklung der Funktionen dy;,, missen auf
dieselbe lokale Basis fithren. Deshalb fordern wir die Kompatibilitéit der Basis {d; } durch

0 (0 0 (0
a(adk)—a(adk)’ (3-4)

0 0
ﬁ(wdk) :g(a)xdk), (3:5)

bzw.
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3.2 Spezielle Theorie der Cosserat-Stdbe

woraus wir durch einige algebraische Manipulationen die Kompatibilitatsgleichung der Form

_:_t+wa (3.6)

erhalten.
Damit die Orientierung der Mittellinie erhalten bleibt, fordern wir weiterhin, dass

d
V3 = d3Ta—r > 0. (3.7)
s

Damit konnen dann zwei pathologische Fille in der Konfiguration der Mittellinie ausgeschlossen
werden: a) Ein lokaler Kollaps der Faser, weil das Verhéltnis aus der lokalen Lange im deformier-
ten und jener im Referenzzustand nicht null werden kann, |d;r| > 0; b) Totale Scherung, bei
welcher der Querschnitt tangential zur Mittellinie liegt.

Ausgeriistet mit den Grundlagen fiir die Kinematik der Mittellinie, konnen wir uns jetzt den
Bewegungsgleichungen durch eine Gleichgewichtsbetrachtung an der Faser widmen.

3.2.1 Gleichgewichtsbedingungen

Seien 51 < a < b < s;. Wir schneiden die Faser an der Stelle [a,b] auf und ermitteln die
Schnittgroflen. Das Teilsegment [s;, a) bt eine Kontaktkraft —n™(a,¢) und ein Kontaktmo-
ment —r(a,t) xn (a,t) — m (a,t) bzgl. des Ursprungs 0 der Faser auf das Teilsegment [a, b]
aus. Das Teilsegment (b, s;| hingegen tibt eine Kontaktkraft n (b, t) und ein Kontaktmoment
r(b,t) x n*(b,t) + m* (b, t) bzgl. des Ursprungs 0 der Faser auf das Teilsegment [a, b] aus.
m* (s, t) ist das resultierende Kontaktmoment. Die Kontaktkraft n*(-, #) und das Kontaktmo-
ment m* (-, t) hangen lediglich vom Querschnitt zwischen den beiden Teilsegmenten ab. Die Re-
sultierenden am Querschnitt infolge von Korperkriften f(s, t) und Momenten (s, t), angegeben
pro Einheitslinge, werden hier in ihrer integralen Form angegeben,

£(a,b, t) = / "85, 1) ds, (3.8)
n(a,b,t) = /;b [r(s, t) xf(s, t) +1(s, t)] ds. (3.9)

In Analogie zum linearen Impuls eines Partikels, p = mv, kann man den Impuls des Teilsegmentes
[a, b] ausdriicken durch die Geschwindigkeit der Mittellinie 0,r und die des Querschnitts d,d; +
atd2>

p(a,b,t) = f ’ [P(5)A()aux(s, £) + p(s)1(s)Dudi(s, 1) + p(s) () duda(s, )| ds. (3.10)

Im selben Sinne lésst sich der Drehimpuls fiir das Teilsegment [a, b] aus der Position r und d; +d,
mit den Geschwindigkeiten o,r und 9d,d; + 9,d; herleiten,

L(a,b,t) = /;b{p(s)l(s, Hw(s,t) +p(s)A(s)r(s,t) x dix(s, t)
+1(s,t) x [p(s)L1(s)0di (s, 1) + p(s)I2(s)0:da(s, )] (3.11)
—0ix(s,t) x [p(s)L(s)di(s, t) + p(s)L2(s)da(s, t)]}ds,
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mit dem Trégheitstensor I = diag(I;, I3, I3).

Ferner fiihrt die Forderung nach der Gleichheit des Kraftstofies, der infolge aller Krifte tiber
das Zeitintervall [0, 7] auf das Teilsegment [a, s|, mit s; < a < s < s, einwirkt, und der Anderung
des linearen Impulses bzgl. desselben Zeitintervalls, auf folgende Gleichung fiir die Impulserhal-
tung am System,

fOT [n*(s,£) —n(a,1)] dt + /Orf(a,s,t) dt
= /:{p(a)A(a) [0x(0,7) = 0¢x(0,0)] + p(0)1(0) [0¢di(0, T) — 0;d1(0,0)] (3.12)
+p(0)D(0) [0, (0, 7) - 9,d(0,0)] } do.

Auch hier kann eine entsprechende Beziehung fiir die Erhaltung des Drehimpulses bzgl. des Ur-
sprungs 0 angegeben werden,

/OT [m* (s, £) —m~(a, ) + (s, ) xn* (s, £) —r(a, £) x 0~ (a, £)] dt
+ ](;T n(a,s, t)dt
_ / {dp(0)1(0, (0, 1) + x(0, 1) x p(0) A(0)drx(a, 1) (313)
+r(o,t) x [p(G)Il(a)atdl(a, t) +p(0)(0)dda(o, t)]
= 3r(0,1) % [p(0)1(0)di(0, ) + p(0)La(0)da(a, 1)} da[;

Die Grenzen miissen jetzt lediglich auf a = s; und s = s, verschoben werden. Wegen der Kon-
tinuitat von n* gilt n*(a, t) = lim,_,, n* (s, t) und Analoges fiir m*, so dass die Bezeichnungen
+ entfallen. Die Differentiation bzgl. s und 7 fithrt uns schliefllich auf die finale Form der Bewe-
gungsgleichungen der speziellen Theorie der CossERAT-Stibe,

on 0%r 82d1 82d2
i f=pA— + pl— 4 pl,—2, .
5s TTPAGa PR TP (314)
und
o P} 0? 0
a—l? + a—z xn+1=(phd; + plhd;) x a—t; +PE(I“’)- (3.15)

Die Biege- bzw. Torsionsmomente m := (m;, m;, m3), sowie die Scherkrifte bzw. Spannung n :=
(ny, ny, n3) werden beziiglich der Basis dy, ausgedriickt, also my = m - d und n; = n - dy.

Das finale System gekoppelter, partieller Differentialgleichungen (PDE), welches die zeitliche
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3.2 Spezielle Theorie der Cosserat-Stdbe

Entwicklung der Konfiguration einer Faser beschreibt, nimmt damit die folgende Form an,

od
8_tk =w x dg, (3.16)
oKk oJw
§=g—1€xw, (3.17)
2 ()3 (i) -
at\as) " as\at ) >
%(plw) = %—T + % xn+1, (3.19)
d’r on
pAﬁ =5 +f. (3.20)

Im Prinzip ldsst sich das PDE-System beziiglich der Basis {dy } zerlegen. Wenn wir berticksich-
tigen, dass die Differentiation einer Grofle q bzgl. des lokalen Systems folgenden Kreuzprodukt-
term mitfuhrt,

) G)
e = — + w X 5 3.21
( ot e} \0f/{a} Ao o)
) (3
2 = — + w X s 22
( 95 ey \os)qay I 622
erhalten wir ein dquivalentes Gleichungssystem in lokalen Koordinaten,
% = a_w -—wWXK (3.23)
ot os ’ 2
K N PO -
at\3s) " as \at ot o >4
%(plw):%+xxm+§xn—wx(plw)+l, (3.25)
2
pA%:g—?+x><n—wx(pA%)+f. (3.26)
(3.27)

Der Vorteil liegt in der Entkopplung des PDE-Systems von den Kinematikgleichungen Gl. (3.1)
und Gl (3.2). Antman [Antman, 1995] weist in diesem Zusammenhang darauf hin, dass diese Ent-
kopplung zum Verlust von geometrischen Informationen fithren kann, die an die Basisvektoren
{dy} gekoppelt sind, und damit u.U. zum Verlust der Giiltigkeit der Invarianz der konstituieren-
den Gleichungen unter Starrkorpertransformation, vgl. Abs. (3.2.2). Der Verlust der Invarianz
kann signifikante numerische Probleme nach sich ziehen, vereinfacht jedoch auf der anderen
Seite den Losungsprozess ganz erheblich.

3.2.2 Konstituierende Gleichungen

Um die Theorie abzurunden, benétigen wir Funktionen, die es uns erlauben, eine Beziehung zwi-
schen den Deformationen k bzw. v und denen im Material wirkenden Momenten m bzw. Kraften
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n herzustellen. Durch ein solches Werkstoffgesetz kann man dann erreichen, dass sich die Faser
wie Gummi oder Metall o0.4. verhilt. Die Faser wird als elastisch bezeichnet, wenn Funktionen
und h existieren, so dass gilt

m(s,t) = (k(s,t),v(s,t),s), n(s,t)=n(k(s, t),v(s, t),s). (3.28)

Der gemeinsame Wertebereich von ri und i sind diejenigen k und v, die Bedingung Gl. (3.7)
erfiillen. Wir bezeichnen die Faser als hyperelastisch, wenn eine Funktion W : R® x R3 x R = R
existiert, so dass fiir die Ableitung dieser Funktion nach den Verzerrungen gilt,

m(k,v,s) = %W(k,v,s), n(k,v,s)= aivW(k,v,s). (3.29)

W ist die Verzerrungsenergiefunktion. Ferner bezeichnen wir die Faser als viskoelastisch, falls
Funktionen rm und f existieren, die auch von den Zeitableitungen der Verzerrungen k und v
abhdngen,

m(s, t) = (k(s,t),v(s, t),dik(s, t),0v(s, t),s),

n(s,t) =n(k(s,t),v(s,t),0:u(s, t),d¢k(s, £),s). (3.30)

Neben den oben genannten Werkstoftgesetzen konnen die Funktionen auch von der Historie
abhéngen, also k(s, t — 7) fir 7 > 0.

Die Verzerrungen k und v bestimmen die Konfiguration der Faser bis auf eine Starrkérper-
transformation (Rotation und Translation). Man kann zeigen, dass die Verzerrungen und ihre
Zeitableitungen, die Verzerrungsgeschwindigkeiten, invariant bzgl. der Starrkorpertransformati-
on sind und deshalb auch nur Aussagen iiber die Konfigurationsédnderungen einer Faser zulassen,
vgl. Antman [Antman, 1995].

Ferner ist das PDE-System GI. (3.16) bis Gl. (3.20) hyperbolisch, falls die Monotoniebedingung
in Form der positiven Definitheit |A| > 0 der Matrix

__[ori/ok ori/ov
B ( 9n/ok aﬁ/av) (331
erfiillt ist und rih und n differenzierbare Funktionen sind. Falls rih und n nicht differenzierbar
sind, fordern wir, dass die Werkstoffgesetze auf einer kompakten Untermenge N (s) ¢ M(s) des
gemeinsamen Wertebereichs von r und fi einheitlich monoton sind. Mit ; = (k;,v;,s) und
Ari = iy — iy, Ak = k; — ky bzw. Af = Ay — Ay, Av = vy — v, existiert fiir alle Paare (kj, v;) und
(k2,v2) € N(s) eine Zahl ¢(N (s)) > 0, so dass gilt,

(ArAk + ARAV) > c(N(s)) (AkT Ak + AvT Av). (3.32)

Die beiden Bedingungen werden als starke Elliptizititsbedingung bezeichnet, weil sie garantieren,
dass der stationdre Teil der Bewegungsgleichungen, der von den Werkstoffgesetzen abhéngt, stark
elliptisch ist. Stationdr bedeutet, dass man die Zeitabhdngigkeit der Gleichungen fallen lasst. Falls
rh und  differenzierbare Funktionen sind, folgt die Aquivalenz beider Bedingungen unmittelbar.
Unter der starken Elliptizititsbedingung lassen sich die konstituierenden Gleichungen eindeutig
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nach k bzw. v auflésen, wobei die Funktionen R(m, n,s) bzw. v(m, n,s) stetig differenzierbare
Funktionen sind, falls die Matrix

B (ak/am 8k/8n) (3:33)

du/om  9u/on

positiv-definit ist.

Auf der anderen Seite ist fiir die theoretische Untersuchung der Frage nach der Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen bei Gleichgewichtsproblemen, die typische Instabilititsmuster wie
Buckling umfassen, bereits die schwache Elliptizitatsbedingung ausreichend, die lediglich fordert,
dass die Werkstoffgesetze auf M (s) monoton sind, also (AmAk + AfAv) > 0.

Materialien, deren Elastizitdtseigenschaften nicht von der Richtung abhéngen, bezeichnen wir
als isotrop (z.B. Metall oder Gummi), jene mit bevorzugter Richtung hingegen als anisotrop (z.B.
Holz, Muskeln, Komposite). Als Sonderfall der Anisotropie muss die transversale Isotropie gel-
ten, weil bei Materialien mit dieser Eigenschaft keine Kopplung zwischen Scherdeformation und
Dehnung vorliegt und die Elastizitatseigenschaften invariant bzgl. Rotation um die Vorzugsrich-
tung sind. Hemitropie hingegen bezeichnet die Eigenschaft, dass fiir jedes Kraftsystem, das am
Material angreift, die resultierenden Deformationen unabhéngig von der Orientierung sind. Als
Beispiel sei ein Seil angefiihrt, das aus helikal umeinander gewundenen Fasern besteht. Auf Be-
anspruchung durch ein in axialer Richtung wirkendes Drehmoment reagiert das Seil mit einer
Straffung oder einer Losung der Fasern, je nach der Drehrichtung des Momentes. Das Material
ist also transversal hemitrop aber nicht transversal isotrop.

Diese Begriffe lassen sich auch mathematisch formulieren. Sei A eine geeignete orthogonale
Transformation mit det (A) = 1, welche die Richtung d; unverédndert lésst, also

Ay Ap O
A = A21 A22 0]. (334)
0 0 1

Dann hat die Faser die Eigenschaft der tansversalen Hemitropie genau dann, wenn gilt,
m(A-k,A-v,s)=A-m(k,v,s). (3.35)

Die Richtung d; wird nicht beachtet, weil sie keinen Beitrag zum Begriff der Isotropie leistet. Eine
hyperelastische Faser mit der Verzerrungsenergiefunktion W (k, v, s) ist transversal isotrop, falls
gilt,

W(k,v,s) = W(det(A)-A-k,A-v,s), (3.36)

wobei det (A) = +1.

Eine Faser bezeichnen wir als uniform, falls a) die Materialeigenschaften und b) die Quer-
schnittsfliche nicht vom Bogenlangeparameter s abhéngen. Fiir die numerischen Losungsansatze
werden wir in der Regel Uniformitdt annehmen, weil sich die Bewegungsgleichungen vereinfa-
chen. Uniformitit fordert zudem, dass die Anderung der Kriimmung bei Fasern, die der Mono-
toniebedingung Gl. (3.31) geniigen, in der Referenzkonfiguration verschwindet, d;k°(s) = 0. Die
Menge der moglichen Referenzkonfigurationen wird damit auf die initial gerade Faser, den Ring
und die Helix mit konstanter Kriimmung und Torsion reduziert. Das impliziert aber auf der ande-
ren Seite, dass wir fiir alle anderen Anfangskonfigurationen Uniformitdt gar nicht fordern diirfen.
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Sei k(s,0) eine stetige differenzierbare Funktion, v(s,0) = const, und die Referenzkonfiguration
natiirlich, d.h.,

m(k°(s),v°(s)) =0, Vs, (3.37)
so dass -
a—r: (K°(5,v°(s))) - 9:k°(s) = 0, Vs, (3.38)

Wegen Gl. (3.31) ist driv/ ok reguldar und damit gilt mit Gl. (3.38) sofort d;k°(s) = 0.

3.2.3 Darstellung der lokalen Basis

Zur Darstellung der lokalen Basis wird in der Regel ein anderer Zugang gewihlt, als die direkte
Verwendung der drei Basisvektoren {d; }. Der Grund dafiir liegt in der Zahl der Zwangsbedin-
gungen, die dem System auferlegt werden miissten, damit die Basis ein Element der SO(3) ist.
Das miindet in der Orthogonalititsbedingung d'd, = 0 und der Einheitsbedingung |dy,| = L.
Der dritte Vektor muss nicht explizit angegeben werden, sondern ergibt sich als d3 := d; x d,.

Wir wollen uns im Folgenden wegen ihrer Einfachheit auf EULER-Winkel konzentrieren. Die
lokale Basis kann dann durch drei EULER-Winkel (¢, 0, y) ausgedriickt werden, d.h., d; :=
d;(¢,0,v). Sei {e;} ein ortsfestes, orthonormales Koordinatensystem im R?. Fiir die lokale Basis
schreiben wir dann

{di} ={ec} R, (3:39)
mit der Rotationsmatrix R := R(¢, 6, v),

cos¢pcosfcosy —singsiny —cosdpcosOsiny —singcosy cos¢psind
R:=|sin¢cosOcosy +cos¢psiny —singcosOsiny +cospcosy singsinf |. (3.40)
—sin 0 cos ¢ sin 0 sin y cos 0

Die Rotationsmatrix R kann durch die geometrische Betrachtung dreier nacheinander ausge-
fithrter Rotationen um drei Achsen, jeweils um die drei Winkel (¢, 6, ), hergeleitet werden. In
Bezug auf EULER-Winkel gibt es mehrere Konventionen: Wir verwenden die ,,y-Konvention’, in-
dem wir zuerst um e; mit Prazessionswinkel ¢, dann um die resultierende neue y-Achse €} mit
Nutationswinkel 6 und anschlieflend wieder um die z-Achse €} mit Spin y drehen. Jede der drei
Rotationen liefert eine Matrix, deren Konkatenation auf die obige Darstellung von R fithrt. Dabei
ist zu beachten, dass R nicht unabhingig von der Reihenfolge der Rotationen ist.

Wenn wir fiir das ortsfeste System die Einheitsmatrix wéhlen, ist {d;} = R. Da die Spalten
der Rotationsmatrix R ein orthogonales System bilden, ist der Zwang der Orthogonalitit durch
die Verwendung von EULER-Winkeln automatisch erfiillt. EULER-Winkel haben allerdings den
Nachteil, dass sie eine polare Singularitdt in das System einfithren, den so genannten GIMBAL-
Lock. Solange jedes lokale System direkt auf das ortsfeste (globale) Koordinatensystem bezogen
wird, kann das zu erheblichen Problemen fithren. Mit der Wahl einer lokalen Darstellung, d.h.,
wir driicken die lokalen Systeme jeweils in Bezug auf ihren direkten Vorgédnger aus, kann das
Problem zwar nicht eliminiert, aber wesentlich entschérft werden, weil die lokalen Deformatio-
nen in der Regel klein sind, so dass die kritischen Winkelkonfigurationen, die den GimBAL-Lock
verursachen, nicht auftreten.
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Wir formen die Kinematikgleichung GI. (3.1) um und erhalten x = dj x 9;dy. Wir driicken jetzt
den Kriimmungsvektor & durch die EULER-Winkel aus. Dazu differenziert man Gl. (3.39) bzgl. s
und erhalt

0 0
g{dk} = {ex} R (3.41)

Aus der Kinematikgleichung Gl. (3.1) folgt unmittelbar

2 {a =k {d)

=i {ex} {di}, (3.42)
was wir in Gl (3.39) einsetzen und nach & auflosen,
5 0

i=RT a_R' (3.43)
s

« ist die schief-symmetrische Matrixdarstellung des Kriimmungsvektors . Die Drehmatrix R ist
bekannt und kann analytisch differenziert werden, so dass wir die Komponenten von x direkt in
EuLER-Winkeln ausdriicken konnen,

dé . d¢ .
K| = T siny — I sin 0 cos v, (3.44)
dé d¢ . .
Ky = T cosy + I sin @ sin y, (3.45)
K3 = c(li_f + C(li—f cos 6. (3.46)

Im selben Sinne lassen sich auch die Komponenten des Twistvektors w darstellen.

Die aus der Verwendung von EULER-Winkeln resultierenden Singularititsprobleme lassen
sich durch alternative Darstellung der SO(3) umgehen, z.B. EULER-Parameter oder Quater-
nione. Quaternione sind eine Singularititen-freie, vierdimensionale zwei-zu-eins Parametrisie-
rung der SO(3). EULER-Parameter oder Einheitsquaternione werden durch ein vier-Tupel q =
(q1>q2> 43, q4) T von reellen Zahlen reprisentiert, das der folgenden Bedingung geniigt,

C=qgi+p+q+q5=1 (3.47)

Quaternione bilden eine 4-dimensionale, assoziative Algebra {iber den reellen Zahlen. Der Ein-
heitsquaternion ist eine Rotation mit der normierten Drehachse Q = Q je; und dem Drehwinkel
6 zugeordnet, so dass q; = Q) sin (6/2) mit j =1,2,3 und g4 = cos (6/2). Damit erfiillt sie Bedin-
gung Gl. (3.47). Die Rotationsmatrix R(q) stellt sich wie folgt dar [Dichmann & Maddocks, 1996],

G-B-GB+q  2Aqde—q939s)  2(q1g3 + 4294)
Ri=| 2(qiq2+q394) —q7+95— 45+ 4q4 %@@—@%% : (3.48)
2(q193 — q294)  2(q194+ q293)  —qi — 95+ 45 + 43

Die Komponenten des Vektors & erhalten wir nach derselben Vorgehensweise wie im Falle der
EuLER-Winkel,
2 0

= — B.q—q. )
Kj q7q 95,4 (3.49)
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Hierbei sind die B i schief-symmetrische (4 x 4)-Matrizen, die wir wie folgt definieren,

0 0 0 1 0 0 -1 0 01 0 0
0 0 1 0 00 0 1 10 0 0

Bi=lo 100 B7l1 0 o of B7|o 0o o 1 (3.50)
1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0

Durch die Antisymmetrie dieser Matrizen und die Bedingung Gl. (3.47) bilden die Vektoren
{B jq} fiir j=1,2,3 zusammen mit q eine orthogonale Basis im R*.

3.2.4 Zwangsbedingungen

In der Regel benétigen wir nicht das volle Spektrum an Deformationen, wie Biegung, Torsion,
Scherung und Dehnung. Das hat zwei Griinde; a) auf der einen Seite vereinfacht sich die Hand-
habung der Bewegungsgleichungen, wenn wir bestimmte Deformationen vernachléssigen; b) auf
der anderen Seite hat sich gezeigt, dass manche Vereinfachungen fiir bestimmte Klassen von De-
formationen eine ausreichende Néherung darstellen. Bspw. sind Scherung und Dehnung unter
Einwirkung einer Terminallast typischerweise klein. Um Scherdeformationen und Dehnung der
Faser zu verhindern, muss folgende Bedingung erfiillt sein,

v=(0,0,1), (3.51)

unabhingig von der Belastung bzw. den Momente m und Kréften n, die in der Faser vorherr-
schen. Das bedeutet, dass der Vektor v die Einheitstangente an die Kurve r(s, t) bildet, weil
dsr = v = (0,0,1) 7. Er steht in diesem Fall orthogonal auf dem Materialquerschnitt. Diese Art
der Beschrinkung nennen wir konstitutiv. Es ist dann eine weitere Gleichung der Form

m =(k(s, t),s) (3.52)

tiir die Momente notwendig, die in diesem Fall allerdings nicht mehr von den internen Kriften
n(s, t) abhingen. Die Funktion n(s, t) darf dabei jeden Wert annehmen, der Bedingung Gl. (3.51)
geniigt. Gl (3.51) und Gl. (3.52) bilden zusammen ein System von konstituierenden Gleichungen
fiir nicht scher- und dehnbare Fasern. Durch die Einfithrung einer Abhéngigkeit von der Resul-
tante n(s, t) lasst sich Gl. (3.52) generalisieren. Fiir elastische Fasern, die keinerlei Einschrankun-
gen hinsichtlich der Deformierbarkeit unterliegen, erhélt man das folgende System von Werk-
stoffgleichungen,

v=v(k(s,t),n(s, t),s), (3.53)
m =m(k(s,t),n(s, t),s). (3.54)

Bedingung Gl. (3.51) bildet den Grenzfall v — (0, 0,1) fir Materialien mit dieser Art von Werk-
stoffgesetzen. n(s, t) unterliegt dabei keinerlei Einschrankungen, ganz wie es das Prinzip der Vir-
tuellen Arbeiten fordert. Im Grenzfall v — (0,0,1) reduziert sich bei hyperelastischen Fasern
Gl. (3.54) zu Gl. (3.52), vgl. [Antman, 1995].

In allen Fillen ist n eine grundlegende Unbekannte. Die Bedingung Gl. (3.51) ist dann notwen-
dig, damit fiir jede Unbekannte eine korrespondierende Gleichung existiert.

Restriktionen der Art Gl. (3.51) lassen sich also iiber die Werkstoffgesetze bequem in den vor-
gestellte Rahmen integrieren.
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3.2.5 Theorie von Kirchhoff

Im Prinzip lassen sich auch die klassischen Theorien, wie die von KircHHOFF [Kirchhoff, 1859],
Timoshenko[Timoshenko, 1921] oder EULER-BERNOULLI [Bernoulli, 1728] aus dem dargestellten
Framework ableiten. Die Theorie von KiRcHHOFF [Kirchhoff, 1859] nimmt in dieser Hinsicht eine
Sonderstellung ein, da sie auf der Annahme einer nicht scherbaren bzw. nicht dehnbaren elasti-
schen Faser basiert und damit Bedingung Gl. (3.51) erfillt. Zusitzlich haben wir ein Werkstoft-
gesetz der Form

m =1(x(s,t),s) =K(s) Ax(s, t) = K(s)(x(s, t) = k°(s)), (3.55)

welches die Faser als elastisch charakterisiert und im Prinzip nichts anderes darstellt, als das klas-
sische Hooxksche Gesetz, mit der Steifigkeitsmatrix K(s),

EII(S) 0 0
K(s)=| © EL(s) o |. (3.56)
0 0 Gu(s)

Ausgeschrieben erhalten wir fiir das Moment entlang der Faser

m(s, t) = Ell(S) (K1 - Kf) d1 + EIz(S) (K2 - K;) d2 + Gﬂ(S) (K3 - K;) d3. (357)

3.2.6 Bewegungsgleichungen der Faser

Was sind nun die Konsequenzen der Unscherbarkeit bzw. der Nichtdehnbarkeit in Form von
Gl. (3.51)? Die Tangente féllt nun mit der Richtung d; zusammen, die wir als zum Materialquer-
schnitt orthogonal stehend definiert haben, 0 (s, t) = d3(s, t). In unserem numerischen Ansatz
zur Losung der dynamischen CossErRAT-Gleichungen erzwingen wir diese Bedingung explizit
durch Einfithrung einer weiteren partiellen Differentialgleichung. Wegen der Kontinuitétsbedin-

gung
d (0 Jd (0
3 (5e70) = 5 (7o) o9

erhalten wir

% (%r(s, t)) = %da(& t),
= a)(S, t) X d3(S, t)

(3-59)

Die zeitliche Anderung der Tangente in Bezug auf die lokale Basis muss verschwinden (vgl.
Gl. (3.24)),

% (%r(s, t)) + K X %r(s, t) =w(s, t) xds(s, t). (3.60)

Wir fithren an dieser Stelle die Mittelliniengeschwindigkeit v = d;x(s, t) ein. Unter Einbezug der
Materialgesetze konnen wir das finale PDE-System angeben, welches die Dynamik einer nicht
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scherbaren und nicht dehnbaren Faser beschreibt. Dieses System bildet gleichzeitig die Grund-
lage fiir die folgende Diskussion numerischer Losungsstrategien fiir die stationdren sowie insta-
tiondren CossERAT-Gleichungen. Wir schreiben das System in Komponentendarstellung,

pAdvy = dsny + Kanz — K31 — pA (wa03 — W3V2) + f, (3.61a)
pAOv; = dsny + K3ny — K113 — pA (w301 — w103) + fo, (3.61b)
pAdv3 = dsnz + KNy — Koty — pA (w103 — way) + [, (3.61¢)
pLi0iwy = 0smy + kam3 — kK3my — 1y — pwaws (I + I3) + 1, (3.62a)
pIzath = ast + K3my — K13 + N — pwi1ws3 (Il + I3) + lz, (362b)
pI30:w3 = 0sm3 + kymy — kamy — pwywy (I + 1) + 15, (3.62¢)
iK1 = dsw1 — W2K3 + W3K2, (3.63a)

01Ky = 05w — W3K] + W1K3, (3.63b)

01K3 = Jsw3 — WKy + WK, (3.63¢)

0 = 0,01 + KaU3 — K303 — W2, (3.64a)

0 = 0,vy + K3V — K103 + W1, (3.64b)

0 = 0,v3 + K1U2 — Ky V1. (3.64¢)

Dabei gilt nach Gl. (3.55) bei nicht uniformen Fasern mit variablen Materialeigenschaften entlang
der Faser,

osm = J;K(x — k°) + K(9sx — 95k°). (3.65)

Bei konstanten Materialeigenschaften vereinfacht sich der Ausdruck zu K(9;x — 0sx°). Die obi-
gen Gleichungen schreibt man in der kompakteren Standardnotation fiir strukturmechanische
Probleme als

Mox(s, t) + Koyx(s, t) + A(s, t) = 0, (3.66)
wobei x € R'2 der Zustandsvektor der Faser ist, mit x(s,t) = {v(s, 1), w(s, t),x(s, t),n(s, t)}T,
der Massematrix M = diag(pA, pA, pA, pl,, ply, pI3, 1, 1,1, 0, 0, 0) und der Steifigkeitsmatrix

K= adiag(Es, E3, K, E3), mit K entsprechend Gl. (3.55). Eine gewisse Vorsicht ist geboten, da die
Massematrix keinen vollen Rang hat; die Zeitableitung von n existiert nicht. Alle verbleibenden
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Terme sammeln wir in A(s, t),

Kons3 — kanp — pA (w03 — w302) + fi
k31 — K1z — pA (w301 — w103) + fo
K1ny — ka1 — pA (0102 — W) + f3
Kams — K3y — Ny — pwaws (L +I3) +
K3mp — Kim3 + N — pw1w3 (11 + 13) + 12
Kimy — komy — pwwy (L + L) + 13
—WyK3 + W3K)
—w3K] + W1K3
—W1Ky + WKy
KoUs — K3V — W)
K3U1 — K1U3 + Wy
K1V — KUy

A(s,t) = (3.67)

An dieser Stelle bleibt anzumerken, dass die Nichtdehnbarkeitsbedingung unter numerischen
Gesichtspunkten als kritisch angesehen werden muss, da sie das PDE-System ,,versteift”. Sie tiber-
nimmt die Rolle einer unendlich steifen Feder, so dass fiir die numerische Integration der Einsatz
impliziter Verfahren unumgénglich ist.

3.2.7 Allgemeine Theorien

Die spezielle CossErAT-Theorie der Stibe, die wir in den vorangegangenen Abschnitten disku-
tiert haben, beschreibt die Deformation einer Faser anhand der drei vektorwertigen Funktionen
r(s,t), di(s, t) und d, (s, t), wobei die beiden letzten den Querschnitt an der Stelle r(s,-) auf-
spannen. Sie muss jedoch wegen der Beschrankung auf nur zwei Basisvektoren, auf welche die
physikalischen Qualititen bezogen werden, und der Orthogonalititsforderung als eingeschrank-
te Version der allgemeinen CosseraT-Theorie gelten. Gibt man letztere Bedingung auf, fithrt das
auf die vollstandige 2-Direktor CosserAT-Theorie, die eine Generalisierung des Spezialfalls dar-
stellt. Scherung und Dehnung lassen sich damit einfacher beschreiben.

Eine allgemeine Theorie muss nicht notwendig auf zwei Basisvektoren beschrinkt bleiben. Im
Grunde genommen lassen sich fiir jede zusitzliche dreidimensionale Grofle des Querschnitts
weitere Vektoren hinzufiigen. Das Hauptproblem besteht jetzt allerdings darin, dass durch den
Wegfall der Orthogonalitdt auch kein DARBOUX-Vektor ¥ mehr existiert, dem eine so zentrale
Rolle in der speziellen CosseraT-Theorie zugedacht war, so dass sich die notwendigen Gleichun-
gen zur Beschreibung des Deformationsvorganges nicht einfach in Analogie zur speziellen Theo-
rie herleiten lassen. Um das vollstdndige System von Bewegungsgleichungen herzuleiten, ist dann
entweder der Apparat der dreidimensionalen Kontinuumsmechanik zu bemiihen oder man ge-
winnt die Gleichungen im Kontext des Prinzips der virtuellen Arbeiten. Letzteres entspricht bei
konservativen Systemen der Anwendung des HAMILTON-Prinzips. Der grosse Vorteil der spe-
ziellen CossERAT-Theorie ist in diesem Zusammenhang darin zu sehen, dass die physikalische
Bedeutung der Basisgrofien n und m der Intuition leicht zugénglich sind, wohingegen die aus
der Anwendung physikalischer Prinzipien wie dem der virtuellen Arbeiten resultierenden Glei-
chungen sich oft der Anschauung entziehen.
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Wir denken, dass die eindimensionale CosseraT-Theorie, die wir in den vorangegangenen Ab-
schnitten vorgestellt haben, ein addquates Instrumentarium zur Bewdltigung des vorliegenden
Problems, nimlich der akkuraten physikalisch basierten Simulation von Humanhaar darstellt.
Um Vorwinde zu entkriften, die KIRcHHOFF-Theorie konne doch im genannten Kontext dassel-
be leisten, zumal der hier betrachtete Sonderfall einer nicht scherbaren und nicht dehnbaren Faser
der speziellen CossERAT-Theorie genau equivalent dazu sei, mochten wir anfithren, dass wir uns
mit der Wahl dieses Rahmens die Moglichkeit der Modellierung von nicht linearen Effekten wie
bspw. viskoelastischem Verhalten, sowie Scherdeformationen offenhalten. Diese Phdnomene sind
durch Wahl geeigneter Werkstoftgesetze leicht einzuarbeiten. Bspw. konnte Schuricht in seinem
Beitrag zeigen [Schuricht, 1998], dass die Moglichkeit zur Scherdeformationen im Zusammen-
hang mit Kontaktphdnomenen einen wesentlichen Einfluss auf die Kontakgeometrie hat. Die Re-
levanz solcher Effekte auf das Gesamterscheinungsbild einer Ansammlung von Haarfasern kann
nicht von vornherein ausgeschlossen werden.

Historisch gehen die ersten Formulierungsversuche solcher physikalischer Theorien zuriick
auf Jacob BERNOULLI [Bernoulli, 1694]. In seiner Curvatura Laminae Elasticae beschreibt er
die planare Deformation eines elastischen Stabes durch Betrachtung des Momentengleichge-
wichtes unter Einbeziehung eines nicht linearen Werkstoffgesetzes. Euler [Euler, 1771a] hat die
klassische lineare Beziehung zwischen Biegemoment und Anderung in der Kriimmung einge-
fihrt. Dazu nahm er an, dass die Dehnung bei der Biegung linear tiber dem Querschnitt va-
riiere und Hooks Gesetz folge. Ein Werkstoffgesetz fand er durch Integration der Momente
tiber den Stabquerschnitt. In seiner endgiiltigen Form, dem BERNOULLI-EULERschen Biegege-
setz, wurde es dann von Daniel BERNOULLI [Bernoullj, 1728] verdffentlicht. Spéter fiihrte Eu-
LER auch die Idee der Scherdeformationen im Kontext seiner vollstaindigen Theorie zur Behand-
lung dynamisch-planarer Probleme ein [Euler, 1771b], [Euler, 1774]. Die erste geometrisch ex-
akte Theorie, welche die rdumliche Deformation zu beschreiben in der Lage war, ist jene von
KircHHOFF [Kirchhoff, 1859], auch bekannt als KircHHOFFsche kinetische Analogie, die u.a.
durch CrLEBscH [Clebsch, 1862] und LovEe [Love, 1893] Verbesserung erfuhr. Eine Generalisie-
rung zur speziellen CossErRAT-Theorie der Stibe erfolgte dann 1907 durch die Briidder Cossk-
RAT [Cosserat & Cosserat, 1907b] unter Anwendung von Prinzipien der Variationsrechnung. Es
folgten eine ganze Reihe von Weiterentwicklungen bzw. Neuansitzen. Eine zusammenfassende
Darstellung finden wir schliefllich bei Antman [Antman, 1995].

3.2.8 Verwandte Ansatze

Wir gehen an dieser Stelle kurz auf einen der neueren Ansitze zur Simulation von Fasern ein,
das so genannte Superhelixmodell [Bertails et al., 2006]*. Der Name findet seinen Ursprung in
der Tatsache, dass die Mittelliniengeometrie der Faser durch Helices mit stiickweise konstanter
Kriimmung und Torsion approximiert wird. An den Ubergangsstellen sind sowohl die Funktion
der Mittellinie als auch die Orientierung stetig differenzierbar.

In diesem Modell werden nicht die CosseraT-Gleichungen direkt integriert, sondern man
bedient sich zur Herleitung der Bewegungsgleichungen des LAGRANGE-Formalismus, vgl.
Abs. (A.2). Mit den generalisierten Koordinaten q(s, t) seien der DARBOUX-Vektor k¥ = (s, t)

*Der Begriff der Superhelix stammt urspriinglich aus der Molekularbiologie und bezeichnet dort eine helikale Struk-
tur mit aufmodulierter Helix.
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und die Mittellinie r = r(s, t) von nun an Funktionen von s und q, also ¥ = ¥(s,q) und r = r(s, q).
Die kinetische bzw. potentielle Energie T'und U und das Dissipationspotential Y infolge mate-
rialinterner Reibung der Faser sind dann durch folgende Ausdriicke gegeben,

1 L
1(0.0:9.1) = 5pA [ 0’ (s,q) ds, (3.68)
1 L o 1 L .
U(q, t):z/(; Ax’ (s,q)K(s)Ak(s,q) ds—EpA’/; g r(s,q)ds, (3.69)
1l 1 I 1l 70k
Y(q, t):E'/Z) ok’ (s,q)D"(s)0:x(s,q) ds+£/0 0:q D”(s)0:qds. (3.70)

Sie folgen direkt aus der Anschauung. K(s) ist die Steifigkeitsmatrix, die hier Diagonalform an-
nimmt; DO)(s) sind die Matrizen fiir interne und externe Ddmpfung. Ak = (& —x°) ist die Diffe-
renz aus aktueller Krimmung und der Anfangskriimmung der Faser. Die lineare Dichte p(s) A(s)
kann als konstant angenommen werden, so dass auch K nicht von s abhéngt; d;x = /At sei die
zeitliche Anderung der Kriimmung und g der Gravitationsvektor. Da am System nicht konserva-
tive Krifte angreifen, z.B. Q = Q(s, t) infolge Kollision mit anderen Kérpern, benétigt man noch
die generalisierten Krifte A = A(q, t),

L
Alq.t) = - fo J(5,, )Q(s, £) ds. (3.71)

Hierbeiist J(s, q, t) = 0r(s, q)/0q die Jacobimatrix, die alle Krifte auf die Richtungen der genera-
lisierten Koordinaten projiziert (diese werden in der Regel in kartesischen Koordinaten angege-
ben). Ausgehend von Gl. (A.s5) fiir dissipative Systeme konnen die oben abgeleiteten Energie- und
Kraftterme jetzt eingesetzt und die Bewegungsgleichungen fiir die Faser hergeleitet werden. Sie
folgen damit direkt aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Die resultierenden Gleichungen sind
einer analytischen Losung nicht mehr zugénglich, so dass auf numerische Methoden zuriickge-
griffen werden muss. Man tiberfithrt Gl. (A.5) durch einige algebraische Manipulationen in die
Matrixform fiir lineare Probleme der Strukturdynamik (vgl. Gl (3.136)),

Moq(s, t) + Da:q(s, t) + Kdsq(s,t) + A(q,t) = 0. (3.72)

Numerische Losungsverfahren fordern eine rdumliche und zeitliche Diskretisierung von
Gl. (3.72). Zur raumlichen Diskretisierung unterteilt man die Faser in N Segmente s; mit nicht
notwendig gleicher Lange, aber konstanter Kriimmung. Eine der wesentlichen Ideen des Super-
helixmodells ist die Einbindung einer Auswahlfunktion fiir die Krimmung, in der Form

1, fallsses;

N
k(s,q) = Z;%(t)ai(s)’ mit 0;(s) = { (3.73)

0 sonst.

Die Funktion ¢(s) nimmt den Wert eins an, falls der Funktionsparameter s im Intervall s, s*]
liegt, andernfalls den Wert null. D.h., es wird die konstante Kriimmung des i’ten Segments ausge-
wihlt, solange sich der Parameter s in dem zugehorigen Intervall bewegt. Diese Art der Darstel-
lung mag auf den ersten Blick etwas seltsam anmuten, hat aber den Vorteil, dass dieser Ausdruck
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direkt in die oben hergeleiteten Gleichungen eingesetzt und in symbolischer Form weiterverar-
beitet werden kann. Mit diesem Ausdruck wird Gl. (3.72) in die semidiskrete Form tuberfiithrt. Fiir
die zeitliche Diskretisierung kann man den klassischen NEwMARK-Integrator verwenden oder
das systematischere a-Verfahren, vgl. Abs. (3.4.1).

Weiterhin gelten dr = fOL ds(s, t) ds und 9,d; = & x d3, wobei die Komponenten von « auf die
lokale Basis {d; (s, t) } bezogen werden. Mit Gl. (3.162) und GL. (3.73) lasst sich daraus ein expliziter
Losungsausdruck fir r(s, q) ableiten, auf dessen Angabe wir an dieser Stelle verzichten.

Die numerische Integration liefert den Vektor der generalisierten Koordinaten q(s, t), die den
Kriimmungen entsprechen. Die Kurve zum Zeitpunkt ¢ folgt direkt mit dem Losungsausdruck
fur r(s, q).

Die Nichtdehnbarkeitsbedingung, die zu den bekannten Steifigkeitsproblemen wihrend des
numerischen Integrationsprozesses fiihrt, ist durch die reduzierte Koordinatendarstellung impli-
zit erfillt. Allerdings bleibt das Gleichungssystem steif.

So vorteilhaft die Idee mit der Approximation durch Segmente mit stiickweise konstanter
Krimmung und anschlielender expliziter Integration der kinematischen Gleichungen auch
scheinen mag, sie birgt das Problem, dass sie auf Umwegen zu einer dicht besetzten Massema-
trix fiihrt. Diese ist eine direkte Folge der reduzierten Koordinatendarstellung. Eine Alternative
besteht darin, die Nichtdehnbarkeitsbedingung als Zwang mit in das System zu integrieren, und
dafiir die Systemkoordinaten zu maximieren. Die Rechenaufwand beim Lésen der Bewegungs-
gleichungen ist quadratisch in der Zahl der Segmente, O(N?). Die raumliche Auflésung der Kur-
ve muss infolgedessen immer auf sehr grobe Gitter beschrinkt bleiben. Das kann zu Problemen
tithren, wenn Interaktionskrifte infolge Kollision oder elektrostatischer Natur zwischen den Git-
terpunkten aufgebracht werden miissen. Die adaptive Verfeinerung kann dann zu indiskutablen
Rechenzeiten fithren. Diese Probleme werden mit dem von uns propagierten Losungsverfahren,
das auf dem generalisierten a-Verfahren beruht, eliminiert.

Einen anderen Weg beschreiten die Autoren der CosserAT-Rod-Elemente Methode, vgl.
[Spillmann & Teschner, 2007]. Obwohl der Begriff bereits durch Cao et al. [Cao et al., 2006] vor-
belegt ist, wird er hier fiir ein vollig anderes Verfahren umdefiniert, das ganz analog zum Super-
helixmodell auf der Anwendung des LAGRANGE-Formalismus beruht. Drei Hauptunterschiede
seien hier aufgezeigt: a) die Autoren verwenden zu Parametrisierung der Rotationen Quaternio-
nen und greifen dabei auf Vorarbeiten von Dichmann [Dichmann, 1994] zuriick; b) Dehnungen
der Faser sind erlaubt, Scherungen hingegen nicht. Damit entledigt man sich elegant der Steifig-
keitsprobleme, die beim Verhindern der longitudinalen Dehnungen entstehen; ¢) Die Nichtscher-
barkeitsbedingung wird hier unter Verwendung von LAGRANGE-Multiplikatoren erzwungen. Die
Definitionen der Energieterme (kinetische, potentielle und Dissipation) sind im Wesentlichen
mit denen aus dem vorangegangenen Abschnitt identisch, miissen hier also nicht wiederholt wer-
den. Die Zwangskrifte an den Knoten hingegen fordern unsere besondere Aufmerksamkeit und
wir wollen deren Herleitung hier kurz angeben. Die Nichtscherbarkeitsbedingungldsst sich durch
eine Zwangsbedingung der Form

C= d;(s)asr”.u (s)-1=0 (3.74)

ausdriicken, wobei d,r|.|(s) die Einheitstangente an der Stelle s und d; der Einheitsvektor ortho-
gonal zum Querschnitt der Faser ist. Das Einbeziehen von Orientierungen in die Energieterme
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fihrt aulerdem zu der Forderung, dass die Darstellung Element der SO(3) ist. Bei der Verwen-
dung von Quaternionen ist dadurch eine zusitzliche Zwangsbedingung der Form C, = |p[? =1
notwendig. Interessanterweise konnten Healey und Mehta [Healey & Mehta, 2003] in diesem Zu-
sammenhang zeigen, dass - zumindest fiir die statischen Gleichungen - durch Anwendung des
LjapuNovschen Zentraltheorems das System so erweitert werden kann, dass bei Einhaltung der
Einheitsbedingung auf dem Rand des Integrationsgebietes, diese automatisch an jeder Stelle da-
zwischen erfiillt ist.
Wenn man den Vektor der Zwangsbedingungen als

9C/dq; = (9C,/3q» . .., 9C,/9q;) "

definiert, nehmen die LAGRANGEschen Gleichungen die folgende finale Form an,

{L}atq,q + AT?)—E =Q (3.75)
wobei A die schon bekannten LAGRANGE-Multiplikatoren in vektorieller Notation darstellen.
Die generalisierten Koordinaten sind dann gegeben als q = {r,72,73; p1, P2, P3, pa}. Auf der
Basis der Energieterme kann man durch Integration tiber die Linge eines Elementes diskrete
Energien berechnen. Dazu macht man die Approximation dsr; ~ (r; — ri_1)/ As? und o;p; ~
2(pi — pi1)/(AsY,, + As?), wobei As? = ¢ — ¥ || die Anfangslinge zwischen den Knoten (i)
und (i — 1) darstellt. Da die Verschiebungen nur an den Knoten gegeben sind, wahlt man, wie
in der Finite-Elemente-Methode iiblich, Formfunktionen zur Approximation der Schnittgréf3en
auf dem Gebiet dazwischen. Diese fallen hier vergleichsweise einfach aus, weil lediglich zwischen
zwei Knoten linear zu interpolieren ist. Eine konstante Formfunktion der Artb(o) = (a;+a;_1)/2,
sowohl fiir die Position r als auch fiir die Orientierung p, ist nach Meinung der Autoren voéllig
ausreichend. Durch Einsetzen dieser diskreten Energieterme in Gl. (3.75) erhdlt man die Bewe-
gungsgleichungen fiir das CosseraT-Element. Um die Gesamtdeformation der Faser zu berech-
nen, sind alle Elementgleichungen simultan zu I6sen. Leider weichen die Autoren aus Performan-
cegriinden von ihrem eingangs beschriebenen Konzept ab, die Nichtscherbarkeit der Faser durch
Zwangsbedingungen in den LAGRANGE-Formalismus zu integrieren und wechseln stattdessen zu
einer Energiefunktion der Form

c

L
£=1 fo [d] ()3t () ~1]° ds (3.76)

tiber, die sich in den Term der potentiellen Energie integriert. Dabei ist ¢ eine beliebige Feder-
konstante. Mit solchen physikalisch nicht zu rechtfertigenden Faktoren degeneriert das Modell
wieder zum ad-hoc-Ansatz. Die Autoren rechtfertigen diese Entscheidung mit ihrem Ziel eines
lediglich physikalisch plausiblen Verhaltens der Struktur. Und in der Tat, Beispiele der Autoren
zeigen, dass das Modell an einer Art ,,Wackelpudding”-Verhalten leidet.

3.3 Losung der statischen Cosserat-Gleichungen

Im Folgenden entwickeln wir Losungsverfahren fiir die statischen KircHHOFF-Gleichungen.
Diese besitzen fiir bestimmte Fille eine geschlossene Losung, und zwar in Form JacoBischer
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elliptischer Funktionen. Dazu machen wir von der Analogie zwischen den statischen KircH-
HOFF-Gleichungen und unter bestimmten Bedingungen integrierbaren Starrkérpersystemen Ge-
brauch. Integrierbar bedeutet in diesem Zusammenhang, dass sich die Lésungen der Bewegungs-
gleichungen auf bekannte Funktionen oder Integrale zuriickfiihren lassen, bspw. die besagten el-
liptische Funktionen.

Wir werden zeigen, wie man diese Losungen herleiten und fiir die Modellierung von langen,
diinnen Strukturen wie Fasern oder Schlduchen in CAD-Systemen im Bereich der Computergra-
phik nutzen kann. Inbesondere konzentrieren wir uns auf Randwertprobleme.

3.3.1 Symbolische Losung

Allgemein gilt, dass die statischen Gleichgewichtsbedingungen einer Faser, welche die Unifor-
mitétseigenschaft besitzt, d.h., bei der sowohl die Anfangskriimmungen x° = 0 als auch die
Abhingigkeit der Biege- bzw. Torsionssteifigkeit vom Parameter s verschwinden, zu den Eu-
LER-PorssoNschen-Bewegungsgleichungen eines Starrkorpers dquivalent sind, der sich, an einem
Punkt frei drehbar gelagert, im Gravitationsfeld bewegt. Aus diesem Grund wird die statische
KircHHOFF-Theorie auch als KIRcHHOFFsche kinetische Analogie bezeichnet. Fiir bestimmte
Falle, z.B., wenn zwei der drei Haupttragheitsmomente identisch sind, lassen sich die Bewegungs-
gleichungen in geschlossener Form durch Jacosi-Elliptische Funktionen ausdriicken.

Wir betrachten zundchst einen Starrkorper im Gravitationsfeld, der an einem beliebigen Punkt
befestigt ist, so dass die Achse vom Schwerpunkt zum Befestigungspunkt mit einer der drei
Haupttragheitsachsen zusammenfillt. Zusatzlich fordern wir Symmetrie bzgl. dieser Achse. D.h.,
dass die Tragheitsmomente senkrecht dazu identisch sein miissen. Das einfachste Beispiel ist
der symmetrische oder LAGRANGEsche Drehkreisel. In diesem Fall sind die EULER-PO1SSON-
Gleichungen, welche die Bewegung dieses Korpers beschreiben, dquivalent zu den statischen
KircHHOFF-Gleichungen. Wir kénnen dann Korrespondenzen zwischen den Variablen bei-
der Systeme von Bewegungsgleichungen definieren. Bspw. findet der DArRBOUX-Vektor « seine
Entsprechung in der Winkelgeschwindigkeit w des Starrkorpers, der Kurvenparameter s ent-
spricht der Zeit, das Moment m dem Drehimpuls L, die Tangente d; dem Einheitsvektor vom
Schwerpunkt zum Befestigungspunkt, usw. Eine Zusammenstellung aller Korrespondenzen ist
in Tab. (3.1) gegeben. Aus der Symmetrieforderung resultiert die Gleichheit der Biegesteifigkeiten
bzgl. der beiden Hautpachsen d; und d,. Das entspricht gerade dem Fall einer Faser mit Kreis-
querschnitt, der als LAGRANGE-Fall bekannt ist. Ein weiterer berithmter integrierbarer Fall, der
auf die russische Mathematikerin Sofja KowALEwsKkAJA zuriickgeht und fiir dessen Entdeckung
sie 1888 den BORDIN-Preis der Pariser Akademie der Wissenschaften erhielt, ist jener, bei dem
das Tragheitsmoment entlang einer vom Fixpunkt ausgehenden Achse genau halb so grof3 ist,
wie jene senkrecht dazu, also 213 = I; = I, und bei dem der Schwerpunkt genau in der von I; und
I, aufgespannten Ebene liegt. Allerdings nimmt die PoissoN-Zahl unter diesen Voraussetzungen
negative Werte an. Das entspricht einem Material, das sich bei Kompression senkrecht zur Belas-
tungsachse zusammenzieht, auf Dehnung dagegen mit einer Volumenvergroflerung reagiert. Ein
solches Verhalten ist in der Regel bei natiirlichen Materialien nicht zu beobachten. Ein drittes inte-
grierbares System bildet der Starrkérper im freien Fall (EuLER-Fall). Da in den Korrespondenzen
die Resultante n einer Kraft mit der Richtung der Gravitation aber entgegengesetztem Vorzei-
chen entspricht, der Korper sich aber andererseits im freien Fall befindet, muss die Resultante
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Symbol Bedeutung Faser Bedeutung Starrkoérper

s Kurvenparameter Zeit

{d;} Koordinatensystem entlang der Faser  korperfestes Koordinatensystem

d; Einheitstangente Einheitsvektor vom Fixpunkt zum
Schwerpunkt

K Darboux-Vektor Vektor der Winkelgeschwindigkeit

n Spannung Gewichtskraft (mit negativem Vorzei-
chen)

m Drehmoment Drehimpuls

EL, Biegesteifigkeit in Richtung der Quer- Haupttragheitsmomente orthogonal

schnittshauptachsen zud;

Gu Torsionssteifigkeit Haupttragheitsmoment entlang ds

a Verhaltnis der Biegesteifigkeiten Verhaltnis der Haupttragheitsmo-
mente orthogonal zu d;

b skalierte Torsionssteifigkeit skaliertes Haupttragheitsmoment
entlang d;

Tabelle 3.1: Korrespondenzen zwischen der Faser der Kirchoffschen kinetischen Analogie und dem starren
Kérper.

verschwinden. Die Losungen solcher Systeme beschreiben Helices [Nizette & Goriely, 1999].

3.3.1.1 Symbolische Integration

Zur Herleitung der Losung fiir den LAGRANGE-Fall, I} = I, schreiben wir die statischen KircH-
HOFF-Gleichungen in einer ,,abgespeckten” Form, ohne extern wirkende Krifte und Momente,

dn

— =0, .

i (3.77)
d—m +d;xn=0. (3.78)
ds

Das Materialgesetz Gl. (3.57) dividiert man wegen I; = I, durch EI und erhilt mit b = Gu/EI die
skalierte Form der Momentengleichung GL. (3.55),

m = (x;—x;)dy + (k2 —x5) da + b (k3 — x5 ) d3. (3.79)
Kehrbaum und Maddocks [Kehrbaum & Maddocks, 1997] zufolge muss die Initialkrimmung x°
nicht zwingend verschwinden. In der Analogie entsprache das der Winkelgeschwindigkeit einer
im Kreisel aufgehdngten Schwungmasse relativ zur Kreiselgeschwindigkeit. Aus GI. (3.77) folgt
durch Integration, dass die Kraft konstant sein muss. In der KIRCHHOFE-Analogie entspricht die
Kraft entlang der Verbindungsachse zwischen Fixpunkt und Schwerpunkt gerade dem Eigenge-
wicht des Korpers —mg (mit negativem Vorzeichen). Als Kraftrichtung wéhlen wir die globale
z-Achse e, und erhalten durch Projektion auf e,, n = ne;, woraus durch Einsetzen in Gl (3.78)
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und erneute Projektion auf e, die Beziehung

e, im +n(d3xe;)e, = imz =0. (3.80)
ds _ ds
0

folgt. Hierbei nutzt man die Tatsache, dass e, nicht vom Parameter s abhédngt. d,m, entspricht der
Vertikalkomponente des Drehimpulses des Drehkreisels und bildet ein erstes Integral. Im selben
Sinne liefert eine Projektion von Gl. (3.78) auf die lokale Tangente d3 ein weiteres erstes Integral,

ds im +(d3xn)d; = im3 =0, (3.81)
ds -~ ds
0
das ein konstantes Torsionsmoment beschreibt. Beim Drehkreisel entspricht m3 gerade dem An-
teil des Drehmomentes in Richtung der Drehachse. Ein weiteres erstes Integral stellt die HAMIL-
TON-Funktion H oder Energiedichte (Biege- und Dehnungsenergie) der Faser bzw. die Gesamt-
energie des Kreisels (kinetische und potentielle Energie) dar, die durch

H = %mx +nd; (3.82)

gegeben ist.

In Abschnitt Abs. (3.2.3) haben wir die Darstellung der Basisvektoren {d;} durch EULER-
Winkel diskutiert. Auf der Basis von EULER-Winkeln driicken wir jetzt die globale Z-Achse aus,
und zwar in Abhéngigkeit von der lokalen Basis {d; },

e.(0,y) =sin 0 (sinyd, — cosyd, ) + cos 0d;. (3.83)

Auf den ersten Blick scheint e, von s abhidngig zu sein. Da e, per Definition fix ist, muss der
Ausdruck fiir alle s einen konstanten Wert annehmen, e, ist ein erstes Integral.

Unter Verwendung von Gl. (3.44) bis Gl. (3.46), Gl. (3.79) und GL. (3.83) lassen sich die ersten
Integrale in ihrer endgiiltigen Form angeben,

_d¢ 1) cos dy
my = % [1+ (b—-1)cos 9] +bds cos 0, (3.84)
m3:b(i—(fc056+((11—f), (3.85)
1[(do\* (de\*  ,, m?
%_E[(E) +(a) sin 6+7 +ncos@. (3.86)

Diese Gleichungen liefern, nach den unbekannten EULER-Winkeln aufgel6st, das folgende System
von Differentialgleichungen erster Ordnung,

d_¢_mz—m3z

, .8
ds 1-22 (87
dy _m3—myz 1
w Gy .
dz\? 2 2
(E) =2n(h-z)(1-2°) - (m; - m3z)*, (3.89)
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mit den Hilfsvariablen z = cos 6 und

1 m?
h:;(H—z—;). (3.90)

Es wurde eingangs bereits darauf hingewiesen, dass wir nur die Félle mit n # 0 betrachten, so
dass der Ausdruck fiir h stets definiert ist.

Wir werden jetzt zeigen, wie man auf geschlossene Losungsformeln fiir alle drei EULER-Winkel
kommt. ,,Geschlossen” bedeutet lediglich, dass ein Integral durch ein bekanntes anderes ersetzt
werden kann. Elliptische Integrale besitzen generell keine explizite Losung, sondern miissen nu-
merisch ausgewertet werden. Der Vorteil geschlossener Losungsausdriicke ist primar darin zu
sehen, dass sie es uns erlauben, die Gleichungen in symbolischer Form weiterzuverarbeiten. Das
Integral iber ein elliptisches Integral kann oftmals durch ein anderes ersetzt werden.

Beim Betrachten der rechten Seite von Gl. (3.89) fdllt zundchst auf, dass sie als kubisches Poly-
nom in z mit den Wurzeln {zy, 2, z3 } geschrieben werden kann,

dz\?
(a) =2n(z-2z)(z22-2) (23 - 2) (3.91)
=2+ 2t + 3z + ca, (3.92)
mit den Koeffizienten
{2n,-2nh — m3, -2n + 2m,ms,2nh - m>} . (3.93)

Wir werden zj, z, und z3 hier nicht als Funktionen von m,, m3 und h ausdriicken, sondern die
Waurzeln selbst als erste Integrale auffassen, von denen die verbleibenden Grof3en abhiangen. Fiir
kubische Polynome gibt es geschlossene Losungsformeln, vgl. Abs. (A.3). Eine numerische Aus-
wertung ist deshalb nicht notwendig. Falls die Konstanten ¢y, . . ., c4 reell sind, sind auch die Wur-
zeln reell. Der komplexe Fall wird hier nicht betrachtet.

Der Wertebereich von z;, z; und z3 lédsst sich abschétzen. Fiir n > 0 und z - +o0o geht die
rechte Seite gegen +oo, so dass eine der Wurzeln im Intervall [1, +oo| liegen muss. Weiterhin
fordern wir, dass (dz/ds)? > 0 fiir alle z im Intervall [-1,1] liegt, damit der Winkel 6 reelle Werte
annimmt. Daraus folgt sofort, dass die beiden anderen Wurzeln zwischen -1 und 1 liegen. Die
Wurzeln werden so sortiert, dass ihre Werte die folgende Bedingung erfiillen,

-1<z1<z, <1< zs. (3.94)

Wir sind nun in der Lage, eine Losung fiir Gl. (3.89) anzugeben. Diese Gleichung hat die allge-
meine Form

2
(L) -a-ma-1), 6595

Es ist bekannt, dass die JacoBische elliptische Funktion sn(x, k) eine Losung von GL. (3.95) dar-
stellt. Die Integration von GL. (3.89) nach dem Parameter z liefert deshalb

z:z1+(zz—zl)sn2 [A-(s+s0), k], (3.96)

69
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mit dem Modul k € [0,1] und der Konstanten A, die wie folgt definiert sind,

Zy— Z Z3— Z
ko JRma s [mzma) (3.97)
Z3 — 21 2

Das dieses tatsachlich eine Losung von Gl. (3.89) ist, lasst sich leicht durch Einsetzen tiberpriifen,
bspw. mittels eines Computeralgebraprogamms wie Maple. Die Funktion sn(-, k) hat die Eigen-
schaft, dass sie fiir k = 0 auf die Sinusfunktion, sn(-,0) = sin(+), und fiir k = 1 auf den Tangens
Hyperbolicus, sn(-,1) = tanh(-), reduziert wird. Nach der Definition fiir den Modul k ist sein
Wert genau dann null, wenn die erste und zweite Wurzel gleich sind, z; = z,. Hingegen nimmt
er den Wert 1 an, wenn z; = z3 ist. Der einzige gemeinsame Wert, den z, und z3 annehmen kon-
nen, ist nach Gl. (3.94) 1. Es bleibt zu untersuchen, fiir welche Konstellationen von {n, ms, m,}
die Fille z; = z; bzw. z; = z3 = 1 eintreten. Das Besondere an diesen Spezialfillen ist, dass das
Quadrat der Sinusfunktion bzw. des Tangens Hyperbolicus analytisch integrierbar ist und bei
der endgiiltigen Integration zu einfachen Ausdriicken mit transzendenten Funktionen fithrt. Der
Bereich der Faser muss dann nicht diskretisiert werden, wodurch mit einem nicht unerheblichen
Geschwindigkeitszuwachs bei der Bestimmung ihrer Mittelliniengeometrie zu rechnen ist.
Wichtig ist fiir uns die Integrationskonstante s¢. Fiir ihre Bestimmung brauchen wir die Um-
kehrfunktion des Losungsausdrucks Gl. (3.96) an der Stelle s = 0 und erhalten durch Umformung,

Z0 — 21

7 =sn(Asp, k) = (3.98)

0
“n-7
wobei zg = z(0) = cos 8y = cos 0(0). Oy ist eine Konstante, die den Wert des Winkels 6 an der
Stelle 0, also am Anfang der Faser angibt. Wenn wir diesen Winkel einfach auf null setzen, fallen
nach der ,,y-Konvention” die beiden verbleibenden Rotationen zusammen, weil die Achse e; mit
der Achse e} zusammenfallt. Der Drehwinkel um ej; ist dann (¢ + y). Die Integrationskonstante
so kann jetzt in der folgenden Form angegeben werden,

1
S0 = XF (n,k), (3.99)

wobei wir mit der Funktion F(x, k) ein unvollstindiges elliptisches Integral der ersten Art vorliegen
haben, mit der folgenden formalen Definition,

x 1
F(x,k) = / dt, t=sin®. (3.100)
O ) Jemaen
Weil die Werte der Funktion sn(-) im Intervall [0, 1] liegen, folgt daraus mit Gl. (3.89) unmittelbar,
dass sich 6 periodisch zwischen arccos z; und arccos z, bewegen muss. Wahrend einer Periode

wird die periodische Distanz 2As zuriickgelegt, die sich direkt aus dem vollstindigen elliptischen
Integral der ersten Art K(k) ableiten lasst als

2As = %K(k). (3.101)

In der vollstindigen Form dieses Integrals nimmt der erste Parameter den Wert 1 oder 7/2 an, je
nach Art der Darstellung, vgl. Abs. (A.5).
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3.3 Ldsung der statischen Cosserat-Gleichungen

Bei der Berechnung des Winkels 6 ist eine gewisse Vorsicht geboten: Nur fiir den Parametersatz
z1 # —lund z; # list z(s) eine bijektive Funktion und wir diirfen 6 = arccos z annehmen. Fir
alle anderen Fille untersucht man das Verhalten der Ableitung d6/d¢ im Bereich der Stelle —1
oder 1. Fiir den Sonderfall z; # -1, z, = 1 und z3 = 1 bleibt cos 6 unterhalb seiner Extremwerte
{-1,1}, so dass wir auch hier 0 = arccos z wihlen. In den beiden Extremfillen z € {-1,1} bleibt
der Limes der Ableitung erhalten und signalisiert einen Vorzeichenwechsel, und zwar von 6 — 7
im einen und 6 im anderen Fall. Auch wenn die Annahme nicht immer gerechtfertigt erscheint,
wollen wir im Folgenden postulieren, dass andere mogliche kritische Parameterkonstellationen
nicht auftreten.

Wir konnen uns jetzt den verbleibenden EULER-Winkeln Gl. (3.87) und Gl. (3.88) zuwenden,
da zu ihrer Bestimmung die Funktion z(s) bekannt sein muss. Die Gleichungen lassen sich durch
Umformen in die folgenden Ausdriicke tiberfithren,

%_&(L+L)+@( 11 ) (102)
ds 2 \1+z 1-z) 2 \1+z 1-2z)° 3.
dy ms(l 1) mz(l 1) (1 )

v _msf 1 m; ~ oy |
ds 2 \1+z 1-2)" 2 \1vz 1-2)"\b ms (3.103)

Wir setzen unsere Losung fiir z(s), Gl. (3.96), ein und erhalten nach einigen algebraischen Ma-
nipulationen,

d m, + ms 1
£¢(S) - 2(1+z) {1— casn?[A- (S+50),k]}+
ms; — ms 1
2(1-z) {l—chHZ[A.(SJrSO),k]}’ (3.104)
d ms + m, 1
EV/(S) - 2(1+z) {1— casn?[A- (S+50),k]}+
ms — my 1 1
2(31 -21) {1— cpsn2[A- (s +s9), k] } ' (5 - 1) M- (3.105)

Die Konstanten ¢, ; definieren wir als ¢, = (21 — 22)/(1+ z1) und ¢; = (22 — z1)/(1 — z1). Diese
Formen sind vollig identisch mit Gl. (3.87) und Gl. (3.88), wie sich leicht durch Nachrechnen
tiberpriifen lasst.

Mit diesen Definitionen erhalten wir schliefllich die folgenden Integrale fiir die beiden EULER-
Winkel ¢(s) und y(s),

06)= S o i srﬂ[»l(o+ a0y k] 4"

;n(i::; o 1—chsn2[)t-1(a+go),k] do, (3.106)
V=5 ke A

;8:::; 0 12 Cbsnz[l.l(a+00)’k] do + (é —1) mss. (3.107)
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Hierbei nutzen wir die Tatsache, dass m3 ein erstes Integral ist und damit nicht vom Parameter
s abhédngt. Ein Blick in den Abramowitz und Stegun [Abramowitz & Stegun, 1970] offenbart uns
sofort, dass sich Integrale des Typs [ (1 - csn®(s, k))'ds durch ein unvollstindiges elliptisches
Integral der dritten Art ausdriicken lassen, womit wir die endgiiltigen geschlossenen Losungsaus-
driicke fir ¢(s) und y(s) erhalten,

¢(s) = 2(1 ) H(s cask) + m I1(s, cp, k), (3.108)
my 1
v(s )— ( z) “TI(s, ca,k)+mﬂ(s,cb,k)+(g—l) mss. (3.109)

I1(s, n, k) ist ein elliptisches Integral der dritten Art, wobei wir, um den Parameter s verwenden
zu konnen (anstatt des Winkels oder dem Sinus des Winkels, wie sonst {iblich), die Parameter-
transformation s = F(®, k) durchfithren. F(®, k) ist das schon bekannte elliptische Integral der
ersten Art. Fiir @ = 77/2 erhalten wir As = F(7/2, k) = K(k), die semiperiodische Distanz wih-
rend eines Umlaufs von 0. Daraus ldsst sich die Winkeldnderung A¢ bzw. Ay fiir die Dauer einer
Periode wie folgt ermitteln,

Ap = ¢(As) = ﬁ > TI(As, car k) + (I—Z:; I1(As, ¢y, k) (3.110)
mg z 1
Ay =y(As) = m TT(As, ¢, k) + ﬁ II(As, cp, k) + (E - 1) mj3 As. (3.111)

Dassich 6, wie oben angedeutet, periodisch zwischen arccos z; und arccos z, bewegt, ergeben sich
folgende Konsequenzen fiir die Bereichsgrenzen in den Integralen Gl. (3.106) und Gl. (3.107). Man
integriert von z; bis z; bzw. im Intervall [0, s mod N(2As)], wobei 2As genau die periodische
Distanz von 0 ist, oder direkt als Integral ausgedriickt,

smod N(24s) d

8(s) =N (289) + [ —-9(0)do, Gn2)
smod N(2As)
v(s) =N (2Ay) + /(; e i1//(0) do + (% - 1) mss. (3.113)

N ist die Anzahl der vollen Perioden. Diese Ausdriicke beschreiben die lokale Basis entlang der
Faser durch Gl. (3.40) als Funktion von s.

Sind die Funktionen fiir die EULER-Winkel erst einmal bekannt, kann daraus die Geometrie der
Mittellinie r(s) rekonstruiert werden. Es gibt dazu verschiedene Moglichkeiten. Am einfachsten
ist, wegen dr/ds = ds, die direkte Integration der Tangentenfunktion (dritte Spalte von Gl. (3.40)),
als r(s) = J; d3(0) do. Das liefert drei Integrale fiir die drei Koordinaten,

X(s)=Xo+ /: cos¢(o)sinf(o)do, (3.114)
Y(s)=Yo + /: sin¢(o)sin6(o) do, (3.115)
Z(s)=Zy+ /(;S cosf(o)do, (3.116)
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3.3 Ldsung der statischen Cosserat-Gleichungen

mit r(s) = {X(s),Y(s),Z(s)} und r(0) = {Xo, Yo, Zo }.

Offenbar werden fiir die Rekonstruktion der Mittellinie nur die Funktionen ¢ und 6 benétigt.
Zur Berechnung des vollstindigen lokalen Koordinatensystems brauchen wir auch den dritten
Winkel y. Das dritte Integral kann durch Einsetzen von Gl. (3.96) in Gl. (3.116) vereinfacht wer-
den,

2(s) = Zo+ 715 + (22— 21) fo sn® [+ (s + o), k] ds. (3117)

Auch hier ldsst uns der Abramowitz und Stegun [Abramowitz & Stegun, 1970] nicht im Stich. Die
Quadrate der Jacosischen elliptischen Funktionen lassen sich integrieren und man erhalt

Z(s)=Zo+zs+(z2—z1) —E(s) +s. (3.118)

3.3.1.2 Randwertproblemloser

Was haben wir bis jetzt erreicht? Wir sind jetzt in der Lage, den statischen Gleichgewichtszustand
bzw. die Gleichgewichtskonfiguration einer Faser mit definierten Materialeigenschaften durch
Auswertung elliptischer Funktionen und anschlieflender partieller numerischer Integration zu
bestimmen. Partiell bedeutet hier, dass sich lediglich die dritte Koordinatenfunktion Z(s) durch
einmaliges Auswerten einer elliptischen Funktion an beliebigen Stellen s; berechnen ldsst; fiir die
beiden verbleibenden Koordinaten muss mittels eines numerischen Integrationsverfahrens, wie
bspw. der Gauss-Quadratur, das Integral iiber der elliptischen Funktion ausgewertet werden.

Das entspricht dem Losen eines Anfangswertproblems bei bekannten Startwerten und Sys-
temkonstanten n, ms, m;, zo und 6. Die einzelnen Gréflen werden in der folgenden Reihenfolge
berechnet:

1. Wahl von n, ms, m,, zo und 6(’), wobei die letzten beiden als Integrationskonstanten zu se-
hen sind und nicht als erste Integrale. Der Grund fiir die Wahl von 6 anstelle des ersten
Integrals  liegt darin, dass  nur bestimmte Werte annehmen darf, wohingegen 6; € R
keinerlei Beschrankungen hinsichtlich des zuldssigen Wertebereichs unterliegt, was beson-
ders den Einsatz numerischer Optimierungsverfahren vereinfacht.

2. Berechnung der HamirToN-Funktion H = H(zo, 8;), Gl. (3.82), und daraus der Hilfsva-
riablen h, GL. (3.90).

3. Berechnung der Wurzeln {zy, z;, z3 } mittels #, n, ms, m, durch Auswertung des Polynoms
Gl. (3.92) mittels der Formeln im Anhang, Abs. (A.3).

4. Berechnung der Integrationskonstante sy mittels Gl. (3.99)

5. Auswertung der elliptischen Funktionen an beliebigen Stellen s; der Kurve:

a) Falls nur die Koordinaten des Endpunktes gesucht werden, berechnen wir A¢, As und
werten anschlieflend die Integrale Gl. (3.96) und Gl. (3.112) aus;

b) falls neben der Tangente auch eine weitere Koordinatenachse benétigt wird (d; oder
d,), muss auch Gl. (3.113) ausgewertet werden.

6. Integration der Tangentenfunktion durch Auswertung der Integrale Gl. (3.114), Gl. (3.115),
Gl. (3.116) an beliebigen Stellen s;.
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7. Die Achsen d; oder d; erhélt man durch Auswertung von Gl. (3.40) fiir beliebige s;.
Damit konnen wir die folgenden Fragestellungen bearbeiten.

Problem 3.3.1 Unter der Annahme, dass die Position r(0) und die Orientierung { ¢, 6y, yo} am
Anfangspunkt der Faser gegeben sind, suchen wir einen Parametersatz x* = {n, ms, m,, 0} € R*,
der diejenige Konfiguration der Faser beschreibt, bei der

1. der Endpunkt der Faser mit einem gegebenen Zielpunkt p; iibereinstimmt;

2. die Richtung der Tangente d3(1) am Ende der Faser mit einer Zielrichtung T, zusammentallt.

Solche Probleme entstehen regelméfliig in CAD-Applikationen fiir die Konstruktion von Indus-
trieanlagen, bei denen Anlagenteile {iber Schlduche miteinander verbunden werden sollen. Das
hier vorgestellte Modell erlaubt es uns dann, nicht nur die Konfiguration vorherzusagen, die ein
Schlauch mit gegebener Linge einnehmen wird, sondern dient auch gleichzeitig als Dimensio-
nierungshilfe.

Die oben angefithrten Aufgabenstellungen fiihren uns mathematisch auf ein Zwei-Punkt-
Randwertproblem (BVP) mit den Randbedingungen

{£(0),d(12(0) = f (0, 60, w0),x(1) = 1}, (3.119)
{1'(0)’ d15,(0) = f(o, 00, v0),x(I) = prds(1) = T,}. (3.120)

Die Frage lautet also, welche Werte fiir die Systemkonstanten {n, ms, m;, 63} gewéhlt werden
miissen, um die Randbedingung am Ende der Faser (s = /) zu erfiillen. Zusitzlich formulieren wir
die folgende Nebenbedingung fiir die Systemkonstante #, um den Singuldrpunkt zu vermeiden:
n>0.

Im ersten Problemfall suchen wir den Losungsvektor x*, der den Abstand zwischen dem End-
punkt r(/) und dem Zielpunkt p; minimiert,

RB,
RB,

x* :r(1) = pel| = min.

Diesem Sachverhalt werden wir durch die folgende Definition der Zielfunktion f : R — R*
gerecht,

A) = [x(1) - pe]*. (3.121)
Im zweiten Fall soll zusatzlich die Richtung der Tangente am Ende der Faser mit der Vorgabe T}

ubereinstimmen, oder
x* 1 |ds(I) = Ty|| = min.

Wir erweitern deshalb Zielfunktion GI. (3.121) wie folgt,
fo(x) = [e(D) = pe|* + [ds (1) - T2 (3.122)

Das fiihrt uns auf das folgende Optimierungsproblem,
x* =argmin|r(l) - p|*>, n>0, (3.123)
xe()

wobei Q € R* ein zulissiger Bereich des R* darstellt. Fiir die Lésung des Optimierungsproblems
bietet sich dann der Einsatz eines globalen Optimierungsverfahrens an.
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3.3.1.3 Numerische Beispiele

Die zur Beschreibung der analytischen Losung notwendigen Ausdriicke leitet man mit einem
Computeralgebraprogramm her, bspw. Maple. Solche Programme sind in der Lage, daraus opti-
mierten Quellcode zu generieren, der sich leicht in einen bereits bestehenden Softwarerahmen in-
tegrieren ldsst. Fiir die Losung des ,,Anfangswertproblems” sind lediglich die Jacosi-Elliptischen
Funktionen, sowie die Funktionen Gl. (3.114), Gl. (3.115) und Gl. (3.116) numerisch zu integrieren.

Abb. (3.2) zeigt einige typische Beispielkonfigurationen, die man als Losungen des Anfangs-
wertproblems mit dem vorgestellten analytischen Ansatz erhalt.

]

Abbildung 3.2: Reguldre Konfigurationen, die man bei der Vorwdrtsrechnung mit dem analytischen
Ansatz erhdlt. Sie entsprechen den Kurven, welche die Extremitdt des Lagrangeschen Kreisels unter
gleichen Bedingungen auf die Oberficiche der Einheitskugel zeichnen wiirde.

Wenden wir uns nun den Randwertproblemen zu. Als Testfall generieren wir zunéchst eine
Konfiguration, hier mit den beliebig gewdhlten Parametern {n = 1,0;m3 = 2,0;m, = 1,1;6; =
1,0}. Die Koordinaten des Endpunktes stellen den zu matchenden Zielpunkt dar. Damit haben
wir sicher gestellt, dass fiir den Zielpunkt ein giiltiger Parametersatz existiert. Das Optimierungs-
verfahren startet man bei einer zufélligen Pertubation dieser Anfangswerte.

Die Bestimmung der gesuchten Parameter auf der Basis des Powellverfahrens oder konjugier-
ter Richtungen erweist sich als problematisch, da diese Ansitze regelmiaflig in lokalen Minima
steckenbleiben. Als in dieser Hinsicht deutlich robuster erweist sich ein ,,simuliertes Ausglithen”
(engl.: simulated Annealing). Das Verfahren findet fiir den Testfall bei zufallig gewdhlten Start-
parametern und nach hinreichend langer Suchdauer (etwa 1.300 Iterationen) eine Losung, vgl.
Abb. (3.3). Allerdings entspricht das Resultat — ganz den Erwartungen gemaf} — den typischen
schleifen-dhnlichen Konfigurationen, welche die Extremitit des analogen LAGRANGE-Kreisels bei
seiner Bewegung auf die Oberfldche der Einheitskugel zeichnen wiirde, vgl. 3.4. Die Konfigura-
tion hat damit wenig Ahnlichkeit zur Form eines zwischen zwei Punkten eingespannten elasti-
schen Schlauches, die man intuitiv erwarten wiirde. Hierbei gilt es jedoch zu beachten, dass keine
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Abbildung 3.3: Ldsung des BVPs mittels des Simulated Annealing Ansatzes. Die Abszisse zeigt die Anzahl
der Schmelz- und Ausgliihzyklen. Jeder Ausgliihzyklus hat 100 Iterationen. Die Schrittweite betréigt 0,001.
Die Ordinate zeigt den Abstand des Endpunktes vom Zielpunkt.

Gravitation auf das Elastikum einwirkt.

Der Grund fiir die fehlende Ahnlichkeit liegt auf der Hand: da wir keinerlei Anforderungen
an die Funktionsparameter beziiglich des zuldssigen Wertebereichs gestellt haben, neigt das Ver-
fahren zur Wahl unangemessen grof3er Krifte und Momente, die beim realen Experiment bereits
zum Materialversagen fithren wiirden. In der Folge nehmen die Kriimmungsfunktion bzw. die
Biegeenergie extreme Werte an. Wir kénnen dem entgegenwirken, indem wir die Biegeenergie
mit in der Optimierungsprozess einbeziehen. Dazu addiert man einen weiteren Term &g in der
Energiefunktion, der die Losung in Richtung méglichst minimal gekriimmter Konfigurationen
zwingt. Die Biegeenergie & ist das Integral tiber eine geeignete Energiefunktion W (s), in der
Regel eine quadratische Form, die wir wie folgt definieren,

W(k(s)) = %AKT(S)KNAK(S) e b, (3.124)

1
2

wobei Ky die normierte Steifigkeitsmatrix mit den Eintriagen Ky = diag (1,1, b) ist. Daraus folgt
mit Gl. (3.44) bis Gl. (3.46),

2 2
W(s) = %[(ﬁsiny/— i—fsinecosw) + (%COSVI*‘ i—fsin@sinw) +

ds ds (3.125)
12
(d—w + de cos 6)2 o
ds ds ’
und fiir die Biegeenergie schlieSlich
1 s
Ep(s) = 5 / W(o)do. (3.126)
0
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Abbildung 3.4: Stab der Ldnge 25 cm. Links: Das linke Bild zeigt das Ergebnis des Optimierungsprozesses
ohne Einbezug der Biegeenergie. Rechts: Das Resultat des Optimierungsprozesses. Die Kriimmung ist
minimal und der Zielpunkt wird mit einer Genauigkeit von 0,03 cm getroffen. Die gelbe Kugel bzw. der
gelbe Pfeil entsprechen der Zielposition bzw. Zieltangente.

Die Zielfunktion wird entsprechend angepasst zu,

x* = argmin [x(1) - pi|* + e€5(s), n>0. (3.127)
x€Q)

Wir geben hier fiir die Biegeenergie g lediglich die Abhéngigkeit vom Parameter s an, wobei klar
sein sollte, dass sie indirekt auch eine Funktion von den Systemkonstanten {n, m3, m,, 0} ist. &
hingegen ist eine ,,magische” Konstante, fiir die wir in unseren Beispielen ¢ = 1, 8 angenommen
haben. Sie reguliert den Einfluss der Biegeenergie auf das Gesamtergebnis.

Das Resultat des Optimierungsprozesses unter Einbezug der Biegeenergie ist in Abb. (3.4) dar-
gestellt. Die Konfiguration ist offensichtlich glatt, und die Krimmung entlang des Stabes fallt
minimal aus. Der Zielpunkt wird mit einer Genauigkeit von 0,03 cm getroffen. Wir kénnen an
dieser Stelle allerdings sofort den Nachteil des analytischen Verfahrens sehen: Der Schlauch soll-
te infolge Eigengewichts an der Ansatzstelle nach unten gebogen werden. Die Beriicksichtigung
gravitativer Effekte erfordert jedoch asymmetrische Losungen, die im analytischen Ansatz von
vornherein ausgeschlossen sind. Krifte wirken hier nur an den Endpunkten. Jede Kraft zwischen
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den Endpunkten induziert eine Stérung im Verlauf der Losungskurve. Will man solche Effekte
modellieren, sind mehrere solcher ,,KiRcHHOFE-Stab-Elemente” aneinander zu reihen und ent-
sprechende Kompatibilitiatsbedingungen an den Knoten zu formulieren. Ob sich der Aufwand
lohnt, ist jedoch fraglich. In den folgenden Abschnitten stellen wir rein numerische Ansétze vor,
die auf einer Diskretisierung der CosseErAT-Gleichungen beruhen.

In einem néchsten Schritt wollen wir nun auch die Tangente in den Optimierungsprozess mit
einbeziehen. Dazu suchen wir das Minimum der Funktion Gl. (3.122), die ebenfalls um den Bie-
geenergieterm erweitert wird. Das Resultat nach ca. 1.500 Iterationen simulierten Ausglithens ist
in Abb. (3.5) dargestellt. Die Position wird mit einer Genauigkeit von 0,3 cm getroffen, die Tan-

Abbildung 3.5: Erweiterung der Randbedingungen auf Orientierungsvorgaben am Zielpunkt. Solche
Randwerte bereiten dem Verfahren offensichtlich mehr Probleme. Der Zielpunkt wird mit einer Genauigkeit
von 0,3 cm, die Tangente hingegen nur mit 0,3 rad getroffen.

gente hingegen nur mit 0,3 rad. Die Losung ist damit unbefriedigend. Zum tieferen Verstindnis
der Probleme, die der Einbezug der Orientierung in den Optimierungsprozess offenbar aufwirft,
kann Abb. (3.6) beitragen. Dargestellt sind die Potentialfunktionen Gl. (3.121) bzw. Gl. (3.122). Auf
den beiden Abszissenachsen sind die beiden Momente m3 und m, abgetragen, auf der Hochachse
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hingegen der Wert der Potentialfunktion ohne bzw. mit Tangente (obere bzw. untere Reihe), fiir
drei feste Werte von 7, bei konstantem 6. Im ersten Fall zeigt sich der Funktionsverlauf unspek-
takuldr, allerdings mit einer deutlichen Stérung, die sich mit steigender Kraft n auf der Bodendia-
gonale durch das Basin bewegt. Die Diagonale indiziert dabei die Stellen, an denen m3 = m_. Dort
verschwindet eines der Integrale in Gl. (3.106) bzw. Gl. (3.107) und die Losung zeigt einen Sprung,
im untersuchten Fall offensichtlich naher zum Zielpunkt hin. Sobald wir die Tangente mit einbe-
ziehen, weist die Potentialfliche neben einer starken Faltung einen Wirbel auf, dessen Zentrum
offenbar mit der wandernden ,,Stérungspyramide” koinzidiert. Diese extremen Wechsel von Mi-
nima und Maxima, die stark gekriimmt verlaufende Téler ausformen, fithren zu Irritationen bei
der Suche des Optimums, besonders mit Verfahren, die sich am lokalen Gefille der Funktion
orientieren.

Abb. (3.7) zeigt dieselbe Funktion, allerdings in einer Flichendarstellung, fiir drei Wertetripel
{n, m3, m;}. Auch hier werden die Manifestation der Stérung in Form eines Sprungs bzw. der
starke Wechsel von Minima und Maxima deutlich.

Auf der anderen Seite kann das Randwertproblem auch mittels des NEwTON-Verfahrens
gelost werden. Wenn wir die Minimierungsfunktion Gl (3.121) benutzen, miissen
wir nach den Groflen n,ms, m,, 66 und s ableiten, so dass die JacoBi-Matrix durch
{0f/on,df|dms,0f [om,,df[d6],0f/0s} gegeben ist. Auch zu ihrer Herleitung bietet
sich der Einsatz eines Computeralgebraprogramms an. Es hat sich allerdings herausgestellt, dass
das NEwToN-Verfahren bei der Suche nach einer Losung in der Regel keine Konvergenz zeigt
(die global konvergente Strategie des ,,gedimpften” NEwTON-Verfahrens mit eingeschlossen).
Der Grund dafiir mag in den eben diskutierten Unstetigkeiten der Funktion liegen.

Wir folgern also, dass der hier vorgestellte semianalytische Randwertproblemldser sich durch-
aus fir einfache Randbedingungen, wie bspw. die Vorgabe eines Zielpunktes eignet. Die inter-
essanteren Problemklassen jedoch, welche die Orientierung mit einbeziehen, lassen sich momen-
tan nicht mit der erforderlichen Genauigkeit in vertretbarer Zeit 16sen. Hier sei auf alternative
Ansitze verwiesen, wie bspw. dem von Healey und Mehta [Healey & Mehta, 2003], der sich der
Methode der orthogonalen Kollokation bedient.

3.3.2 Numerischer Losungsansatz

Ein alternativer Ansatz zur Behandlung der statischen CosserAT-Gleichungen besteht in der An-
wendung eines numerischen Integrationsverfahrens als Teil einer Shooting- oder Relaxationspro-
zedur. Shootingverfahren l9sen eine Folge von Anfangswertproblemen durch wiederholtes An-
wenden des Integrationsverfahrens auf die Differentialgleichungen. Dabei wird in jeder Iteration
versucht, den Abstand zu den gewdhlten Randbedingungen mittels einer Nullstellensuche, iiber-
wiegend auf der Basis des NEwTON-Verfahrens, zu minimieren. Ein solches einfaches Shooting-
verfahren haben wir schon im vorangegangenen Abschnitt auf der Basis der analytischen Losung
der statischen Form der KiRcHHOFE-Gleichungen entwickelt. Die weiter oben eingefiihrte Ent-
kopplung der Kinematikgleichungen von den Gleichgewichtsbedingungen hat in Bezug auf die
stationdren Gleichungen eine weitreichende Konsequenz. Sowohl bei der Kraft-, als auch bei der
Momentengleichung sind die Randwerte auf derselben Seite bekannt und auf der anderen Seite
unbekannt. Aus dem urspriinglichen Randwertproblem werden nun zwei aufeinander folgend
zu losende Anfangswertprobleme. Wie sieht dass bei den dynamischen Gleichungen aus? Nach
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Abbildung 3.6: Die Bilder zeigen eine Héhendarstellung der Potentialfunktion in Abhdngigkeit von m,
und mj3 (auf dem Intervall [0;5]) fiir konstante Werte von n (von links nach rechts: n = {0,001;2,5;5,0};
0; = const.). In der oberen Reihe betrachten wir nur das Positionsmatching, in der unteren Reihe dagegen
Position und Tangente. Der Einbezug der Orientierung fiihrt offenbar zu einer extremen Faltung der
Potentialfiéiche.

der Entkopplung degeneriert der Behandlungsprozess der Kinematikgleichungen zum Angfangs-
wertproblem. Die verbleibenden vier Gleichungen haben Randwertvorgaben auf beiden Seiten.
Die Variablen (v, w, x,n) bleiben voneinander abhingig, so dass sie durch Losen eines Rand-
wertproblems bestimmt werden miissen, vgl. Abb. (3.8).

Der erste Beitrag im Bereich der Computergraphik diesbeziiglich wurde von Pai 2002 vor-
gestellt, vgl. [Pai, 2002]. Pai ermittelt die Gleichgewichtskonfiguration der Faser durch den lo-
gisch aus der Entkopplung folgenden ,,Zwei-Phasen-Integrationsprozess”. Die Gleichgewichtsbe-
dingungen werden mittels des expliziten EULER-Verfahrens integriert. Das fiihrt auf die folgende
diskrete Form der Kraft- bzw. Krimmungsfunktion,

n;,_; =n; +As;1(n; xx; — ;) (3.128)

ki1 = (K, —&7)+x; + As,-_lK_l{[K(K,- - xf)] xK;+n; xd; — l,-}, (3.129)

wobei man die Krifte bzw. Krimmungen vom Ende zum Anfang propagiert, wie man leicht
an der Indizierung ausmachen kann. Die Kinematikgleichung hingegen 16st man anschlieflend
durch Anwendung der RODRIGUES-Formel, welche die Rotationen durch eine Reihenentwicklung
linearisiert, vgl. Abs. (3.4.5). Der normierte Kriimmungsvektor &(s) wird dabei als Drehachse in-
terpretiert, um welche die Koordinatensysteme entlang der Faser rotieren. Die neuen von den
Kriften und Kriimmungen abhidngigen Orientierungen ergeben sich dann durch Propagation
vom Anfang zum Ende der Faser. Die Funktion der Mittellinie r(s) folgt aus der Integration der
Tangentenfunktion.

Das Hauptproblem bei der direkten Verwendung dieses Ansatzes zur Ermittlung der Gleich-
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Abbildung 3.7: Die Bilder zeigen eine Fldchendarstellung der Potentialfunktion in Abhdngigkeit von
m,, mz und n (auf dem Intervall [0;5] fiir m, und ms bzw. ]0;5] fiir n) an den Stellen (von links nach
rechts): {0,001;0;0}, {2,5;2,5;2,5} und {5,0;5,0;5,0}. In der oberen Reihe betrachten wir nur das
Positionsmatching, in der unteren Reihe dagegen Position und Tangente.

gewichtskonfiguration infolge duflerer Lasten besteht in der Tatsache, dass alle Groflen auf die
lokalen Basen bezogen werden. Infolgedessen werden Krifte zu Folgelasten, weil sie von der Kon-
figuration der Faser abhéngen. Zur Veranschaulichung der Auswirkungen einer Folgelast auf die
Form eines elastischen Stabes stellen wir uns diesen in einer vertikalen Startposition vor. Auf
ihn wirke eine Terminallast senkrecht zur Stabachse ein. Intuitiv erwartet man eine Konfigura-
tion, bei der die Mittellinie des Stabes maximal parallel zur Richtung der Kraft verlauft. Wenn
die Kraft aber auf das lokale Koordinatensystem des Endpunktes bezogen wird und damit immer
senkrecht zur Stabachse bleibt, erfolgt die Deformation iiber die vertikale Konfiguration hinaus
zu einem Halbkreis, vgl. Abb. (3.9). Erhoht man den Betrag der Last weiter, geht der Halbkreis
in eine s-Form iiber, usw. Jeder Umschlag auf die gegeniiberliegende Seite erzeugt einen neuen
,»Buckel” in der Konfiguration.

Folgelasten haben durchaus Anwendungsgebiete, bspw. bei der Simulation eines Garten-
schlauchs, der Wasser ausstof3t. Hier bleibt die Reaktionskraft stets tangential zur Stabachse am
Endpunkt. Auch bei der Deformation der Wirbelsdule infolge der Lasten, die durch das Kranium
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Dynamisch Statisch
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Abbildung 3.8: Die Behandlung der dynamischen Cosserat-Gleichungen fiihrt auf ein Randwertproblem,
das durchdie Entkopplung von den Kinematikgleichungen vereinfacht werden kann. Der Behandlungspro-
zess der statischen Gleichungen degeneriert dagegen, bedingt durch die Entkopplung, zu zwei aufeinander
folgenden Anfangswertproblemen. Die Randwerte der gekoppelten Kraft-Momenten-Gleichungen sind
auf derselben Seite bekannt. Wir gehen hierbei von Standardrandbedingungen aus: Faser an der Stelle
s = 0 fest eingespannt und Kraft- und Moment- bzw. Kriimmungsvorgabe an der Stelle s = L. Die griinen
Markierungen indizieren bekannte, die blauen unbekannte Gré3en.

auf sie ausgetibt werden, liegt ein Folgelastproblem vor.

Pai [Pai, 2002] verwendet den Ansatz zur schnellen numerischen Abschdtzung der Jacosi-
Matrix in Verbindung mit Standardlsern fiir Randwertprobleme, um die Konfiguration des Sta-
bes bei Vorgabe der Position bzw. Orientierung des Endpunktes zu berechnen. In diesem Fall
reichen bereits kleine Lasten aus und der Einfluss der Transformation in die lokalen Systeme
bleibt vernachldssigbar.

Wir werden im Folgenden einen Ansatz vorstellen, der die Ermittlung der Faserkonfiguration
auf ein Optimierungsproblem zuriickfiihrt. Lasten werden dabei stets in Bezug auf das globale
System behandelt, so dass die oben diskutierten Probleme nicht auftreten kénnen. Ein solches
Modell bietet sich insbesondere fiir die Behandlung grofler Krifte an, wie sie bspw. bei der Simu-
lation elektrostatischer Effekte zwischen Haarfasern auftreten.

3.3.2.1 Energie der Faser

Unser Losungsansatz fiir die statischen KIRcHHOFF-Gleichungen basiert auf der Minimierung
des Energiefunktionals der Faser. Das erlaubt die Verwendung von Belastungen, die zwischen
den Endpunkten der Faser angreifen. Gesucht wird dabei eine approximative Losung der Kriim-
mungsfunktion «*(s), welche die energieminimierende Konfiguration der Faser unter Beriick-
sichtigung aller duferen Lasten beschreibt. Der geometrische Ansatz von Wakamatsu und Hirai
[Wakamatsu & Hirai, 2004] ist unserem sehr dhnlich. Dieser basiert auf der Diffentialgeometrie
der Kurven, die mit einem rechtshandigen Orthonormalsystem ausgestattet sind. Die Parame-
trisierung der Rotationen erfolgt auf der Basis globaler EULER-Winkel. Diese sind, wie wir im
Zusammenhang mit der analytischen Losung bereits gesehen haben, Funktionen der Bogenlin-
ge und konnen durch eine Linearkombination addquater Basisfunktionen approximiert werden
(Rirz-Ansatz). Entsprechende Gewichtungskoeffizienten ergeben sich durch das Losen eines un-
beschrankten Optimierungsproblems, bei dem die interne Energie des Stabes minimiert wird.
Die Wahl geeigneter Basisfunktionen ist jedoch kein triviales Problem, da sie die durch die Eu-
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3.3 Ldsung der statischen Cosserat-Gleichungen

Abbildung 3.9: Sequenz einer Stabdeformation infolge einer termi-
nalen Folgelast mit zunehmender Gré3e. Die Richtung der Terminal-
kraft bleibt immer senkrecht zur Mittellinie des Stabes.

LER-Winkel induzierten Singularitdten handhaben miissen. Aus dem oben Gesagten wissen wir
jedoch schon, dass damit ein geeigneter Approximant fiir die JacoBischen elliptischen Funktio-
nen gesucht wird. Die mit dem Ansatz von Wakamatsu und Hirai [Wakamatsu & Hirai, 2004]
erzielten Berechnungszeiten sind selbst fiir einfachste Probleme, wie dem geraden Stab im Gravi-
tationsfeld, vergleichsweise lang. Unser Ansatz operiert dagegen direkt auf den diskreten Daten.
Das zu minimierende Energiefunktional der Faser ist durch die Summe der gespeicherten in-
neren Energie &, der potentiellen Energie £ infolge von Korperkriften und der Arbeit aller
externen Belastungen, die am Stab angreifen, in der Form

{Er=E-Ep-W} —s min (3.130)

gegeben. Die negativen Vorzeichen in Gl. (3.130) sind durch die Tatsache begriindet, dass duflere
Krifte dem System Energie zufithren.

Wir postulieren fiir die hyperelastische Faser die Existenz einer Verzerrungsenergiefunktion
W(v,k,s), mitn = 0W/dv und m = 0W/0x. Die elastische Energie ergibt sich dann als Integral
iber das gesamte Gebiet Q,

Eg= /Q W(x)ds. (3.131)

Die gespeicherte Energie ist als Differenz aus der aktuellen Konfiguration und der Referenzkon-
figuration gegeben, W (C®(x) — C°(x)). Wenn wir fiir die Verzerrungsenergiefunktion den be-
kannten Ansatz

W(x(s)) = %AKT(S)KNAK(S) = % (ki + x5+ bK3), (3.132)

wihlen, ergeben sich die konstituierenden Gleichungen als Ableitungen dieser Funktion. Die
Verzerrungsenergiefunktion nimmt ihr globales Minimum notwendig in der Referenzkonfigu-
ration ein. Folglich ist diese ungespannt. v liefert keinen Beitrag zur Gesamtenergie, weil wir
Unscherbarkeit und Nichtdehnbarkeit der Faser annehmen. Die K;;’s sind Materialkonstanten,
wobei Ky = Ell, Ky = Elp, K33 = Gy, und K;; = 0 fiir i # j. E und G sind Materialparame-
ter, auch bekannt als Younasche Zahl bzw. Torsions- oder Schubmodul. Die Grof3en I, bzw. p
stellen die entsprechenden Flachentrigheitsmomente des Querschnitts dar. Die Achsen d; bzw.
d, werden so gewihlt, dass sie mit den Haupttragheitsachsen I; bzw. I, des Querschnitts zusam-
menfallen. Die Geometrie des Faserquerschnitts kann beliebige Formen annehmen. Wir miissen
uns hier also nicht auf den Kreisquerschnitt beschrianken, wie etwa bei der analytischen Losung
des LAGRANGEschen Falls.
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Auf die Abhéngigkeit der Materialeigenschaften des Keratins von der Luftfeuchte bzw. der Tem-
peratur wurde bereits ausfiihrlich eingegangen, vgl. Abs. (2.4.4) und Abs. (2.4.6). Die Befunde
bieten eine einfache Méglichkeit zur Integration von Umweltbedingungen in das mechanische
Modell. Die Werte der Materialparameter konnen dann bei gegebener Luftfeuchte bzw. Tempe-
ratur den entsprechenden Diagrammen durch Interpolation entnommen werden.

Die potentielle Energie infolge von Korperkriften wie Gravitation, ist durch die Beziehung

&a=lgl [ p()AE)T()gyds, (3139

gegeben, wobei p(s) A(s) das Gewicht der Faser pro Einheitslinge und g.| den Kraftfeldeinheits-
vektor darstellt.

Bei grofien Kriften sind diese in Bezug auf das globale System zu behandeln, um das oben
diskutierte Problem der Folgelasten zu umgehen. Grof3e Krifte treten bspw. bei der Interaktion
elektrisch geladener Fasern auf.

Die durch eine externe Kraft f verrichtete Arbeit ist durch W = f - r gegeben. Hierbei tragen
nur Verschiebungen in Richtung der Kraft zur Gesamtenergie bei. Der Ansatzpunkt der Kraft
bzw. seine Verschiebung werden durch die Integration der Kinematikgleichung erhalten. Prinzi-
piell kann f jede Art von Kraft reprasentieren, CouLoMB-, Kontakt- oder Addsionskrifte, etc. Die
durch die Summe der dufleren Krifte geleistete Gesamtarbeit ist durch

W=> f;-or; (3.134)
i
gegeben.

3.3.2.2 Diskretisierung

Die zu minimierende Energiefunktion ist durch Gl. (3.130) gegeben. Gesucht ist also ein Mini-
mierer x¥* dieses Variationsproblems, welches denjenigen Zustand der Faser beschreibt, bei dem
die externen Krifte infolge Gravitation oder CoLuLoMB-, Kontakt- oder Adhdsionskriften mit
den materialinternen Spannungen im Gleichgewicht stehen,

k" = argmin {ST(K)}Z. (3.135)
keR3N
Da jede Kraft eine lokale Stérung induziert, diskretisieren wir das gesamte Gebiet.

Zur Auffindung des Minimierers benutzen wir einen Loser, der auf der Methode der konju-
gierten Richtungen basiert. Die Dimension des zu 16senden Optimierungsproblems hingt von
der Diskretisierung ab, weil die lokalen Verdrehungen an jedem Knoten durch den Vektor ; ge-
geben sind. Die JacoBI-Matrix 0€r/0dx des Energiefunktionals ldsst sich effizient mittels finiter
Vorwirtsdifferenzen approximieren. Wir beschrianken uns in den folgenden Beispielen auf den
Einsatz einer dquidistanten Diskretisierung, mit einer festen Auflosung von 3 Knoten/cm. Bei
einer Faser der Lange 30 cm hat der gesuchte Losungsvektor 300 Dimensionen.

In jeder Iteration ist aus dem aktuellen Losungsvektor x* die aktuelle Konfiguration C(x*) =
{r(x"),d;(«*),ds(x*)} , d.h., die Positionen und Orientierungen entlang der Faser, durch Inte-
gration der Kinematikgleichung zu ermitteln. Dazu kann man prinzipiell auf das Verfahren aus
Abs. (3.4.5) zuriickgreifen.
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3.3.2.3 Numerische Beispiele

Abbildung 3.10: Fasern unter Einwirkung externer Lasten. Das linke Bild zeigt die Deformation eines ho-
rizontalen Stabes bei Einwirkung einer vertikalen Terminallast, die bzgl. des globalen Koordinatensystems
wirkt. Das Problem der Folgelasten ist offenbar behoben.

Abb. (3.10) zeigt die auf der Basis des vorgestellten Verfahrens ermittelten Konfigurationen von
Fasern ohne Anfangskriimmung. Im linken Bild ist die Deformation eines horizontalen Stabes
unter Einwirkung einer vertikalen Terminallast dargestellt, die bzgl. des globalen Koordinaten-
systems wirkt. Das Problem der Folgelasten ist dadurch behoben. Einige Beispiele von Fasern
mit unterschiedlichen Anfangskriimmungen unter Einfluss der Gravitation illustriert Abb. (3.11).
Der Ansatz eignet sich auch zum Lsen von Randwertproblemen, bspw. auf der Basis von Positi-
onsvorgaben. Abb. (3.12) zeigt das Ergebnis des Optimierungsprozesses fiir den Fall einer 50 cm
langen gewundenen Faser unter Einfluss der Gravitation. Die Faser soll sich moglichst dicht an
die beiden Vorgabepunkte anschmiegen.

Die Berechnung der Losungen bei 100 Segmenten benoétigt auf einem Intel Pentium M mit
1,86 GHz an die 100 ms. Wir ersparen uns an dieser Stelle die Prasentation weiterer Beispiele bzw.
eine breitere Diskussion und verweisen auf den Abschnitt tiber die Elektrostatikberechnung auf
Haaren, bei dem dieses Modell zum Einsatz kommt.
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Abbildung 3.11: Fasern mit unterschiedlichen Anfangskriimmungen x° im Gravitationsfeld. Die Konfi-
gurationen entsprechen den Minimalenergiekurven.

\

3.4 Losung der dynamischen Cosserat-Gleichungen

Die dynamischen CosserAT-Gleichungen stellen recht hohe Anforderungen an potentielle nu-
merische Losungsverfahren. Das PDE-System, welches das dynamische Verhalten einer nicht
dehnbaren Faser beschreibt, ist ein kanonisches Beispiel fiir ein steifes Differentialgleichungs-
system. Die Zwangsbedingung, die einer longitudinalen Deformation entgegenwirkt, erfiillt die
Funktion einer unendlich steifen Feder. Ihre Wirkung auf die Losung kann man sich anhand ei-
ner Kugel veranschaulichen, die an einer Feder mit definierter Steifigkeit befestigt ist und unter
Einwirkung der Gravitation eine ungedampfte vertikale Schwingung vollfithrt. Erhoht man die
Steifigkeit der Feder, wird die Auslenkung der Schwingung kleiner, ihre Frequenz dagegen grofer.
Im Grenzfall einer unendlich groflen Federkonstante degeneriert die Feder zum unelastischen
Stab, der die Kugel mit der Aufhdngung starr verbindet. Die Frequenz ist dann theoretisch un-
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— %]
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Abbildung 3.12: Randwertproblem: Stab der Lédnge 50 cm mit Anfangskriimmung unter Einfluss der
Gravitation. Der Stab soll sich méglichst dicht an die beiden Vorgabepunkte anschmiegen.

endlich grof8. Da der Begriff eines starren Korpers aber lediglich ein Modell ist, findet man auch
hier ein Resonanzverhalten mit endlicher Frequenz. Auf die Losung iibertragen bedeutet das,
dass ihre niederfrequenten Anteile, welche die globale Deformation der Faser beschreiben, von
einem hochfrequenten Anteil iberlagert werden. Da explizite Integratoren sich an der kleinsten
Schwingung orientieren, wiirde die Schrittweite beim numerischen Losungsprozess extrem klein
ausfallen. Implizite Verfahren dagegen mitteln zwischen der neuen und der aktuellen Losung und
Filtern auf diese Weise hochfrequente Anteile aus der Losung. Wir greifen deshalb zur raumlichen
und zeitlichen Integration der dynamischen CosserAT-Gleichungen auf ein Verfahren aus dem
Bereich der Strukturmechanik zuriick, das sich durch besonders interessante Eigenschaften aus-
zeichnet. Das Generalisierte a-Verfahren von Chung und Hulbert [Chung & Hulbert, 1993] ist ein
implizites finites Differenzenschema mit Koeffizientenmittelung und Genauigkeit zweiter Ord-
nung. Zwei weitere Eigenschaften zeichnen dieses Verfahren aus: 1.) Es bietet eine steuerbare nu-
merische Dampfung und 2.) es ist, zumindest unter theoretischen Gesichtspunkten, unbeschrinkt
stabil. Erstere Eigenschaft bedeutet, dass die durch das implizite Schema induzierte numerische
Déampfung des Systems steuerbar ist. Damit kann eine kontrolliert gedimpfte Schwingung des
System auf rein numerischem Wege erreicht werden. Das schlief3t die Integration einer zusatzli-
chen geschwindigkeitsabhangigen Dampfungsfunktion f(w, v) in die Systemgleichungen nicht
aus.

Die zweite Eigenschaft hingegen garantiert eine stabile Losung, unabhéngig von der Wahl der
zeitlichen und raumlichen Schrittweiten. An praktischen Beispielen ldsst sich zeigen, dass diese
Aussagen auch in der Praxis noch Giiltigkeit besitzen.

Das generalisierte a-Verfahren wurde bereits erfolgreich zur Simulation von Untersee-
kabeln [Gobat, 2000, Gobat & Grosenbaugh, 2001, Gobat et al., 2002] und DNA-Molekiilen
[Goyal et al., 2003, Goyal et al., 2005, Goyal, 2006] im Bereich des Mechanical Engineering ein-
gesetzt. Das Verfahren von Goyal et al. [Goyal et al., 2003, Goyal et al., 2005, Goyal, 2006] basiert
ebenfalls auf den dynamischen KiRcHHOFE-Gleichungen. Der numerische Losungsansatz ent-
spricht allerdings einem Shootingverfahren und unterscheidet sich damit von unserem Ansatz.
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3.4.1 Generalisiertes Alpha-Verfahren

Im Jahre 1993 haben Chung und Hulbert [Chung & Hulbert, 1993] das Generalisierte «-Verfahren
als neues Integrationsverfahren fiir Probleme aus dem Bereich der Strukturdynamik vorgestellt.
Es zeichnet sich primér durch eine kontrollierbare numerische Dissipation storender hochfre-
quenter Anteile in der numerischen Losung strukturdynamischer Probleme aus. Solche treten
bspw. bei Einsatz der Finite-Elemente-Methode bei zu grober rdaumlicher Auflésung der hoch-
frequenten Zustdnde auf. Solche Verfahren verbessern i.d.R. auch das Konvergenzverhalten von
iterativen Losungsstrategien fiir nicht lineare Probleme.

Die Idee der Einfithrung einer kontrollierbaren numerischen Dampfung in den Integrations-
prozess ist nicht neu und fand u.a. Verwirklichung im «-HHT [Hilber et al., 1977] oder WBZ-«-
Verfahren [Wood et al., 1981]. Das Ziel bei der Entwicklung solcher Verfahren besteht darin, die
Diampfung hochfrequenter Anteile zu maximieren und gleichzeitig die wichtigen niederfrequen-
ten Anteile zu erhalten. Beim a-Verfahren ist dieses Verhaltnis optimal, d.h., fiir eine vorgegebene
Diampfung der hochfrequenten Anteile wird die Dampfung der niederfrequenten Anteile mini-
mal.

Zur Erlduterung des Verfahrens beginnen wir mit der Standardgleichung fiir lineare Probleme
der Strukturdynamik,

Mx(t) + Dx(t) + Kx(t) + A(t) =0, (3.136)

wobei M, D und K die Masse-, Dampfungs- bzw. Steifigkeitsmatrix darstellen. x(¢) ist der Ver-
schiebungsvektor, dessen erste und zweite Zeitableitung hier als Geschwindigkeit bzw. Beschleu-
nigung auftreten. Der Vektor A(t) beschreibt die externen Krifte, die zum Zeitpunkt t auf das
System einwirken. Gesucht werden Funktionen x(¢), v(¢) = x(¢) und a(t) = (), die Gleichung
Gl (3.136) fur alle ¢ € [0, ty] erfiillen, wobei die Anfangsbedingungen x(0) = x und v(0) = v,
gelten. In seiner Grundform schreiben wir das Integrationsschema wie folgt,

Ma; ,, + Dvlﬂxf + le—ocf + A(tlﬂx}~) =0, (3.137)

mit der Ersetzungsregel (+)1—o = (1— a)(:); + a(-);—1 und den Approximationen

1
X; =Xj1+ Atv,-,l + Atz [(E - ﬁ) a1+ [)’a,-] s (3138)
vi=vi+At[(1-y)a;_1 +ya;]. (3.139)

Q> Ofy Y und f sind Integrationskoeflizienten. Wir ersparen es uns an dieser Stelle, die Gleichun-
gen voll zu expandieren.

Die Aktualisierungschemata der Positionen und Geschwindigkeiten zum Zeitpunkt i entspre-
chen damit denen des klassischen NEwMARK-Integrators. Das gesamte Integrationsschema re-
sultiert in einem monoton wachsenden maximalem Positions- und Geschwindigkeitsfehler.

3.4.2 Stabilitdtsanalyse

Im Folgenden untersuchen wir die Stabilitdt des a-Verfahrens mittels der voN NEUMANNschen
Stabilitatsanalyse und folgen dabei im Wesentlichen Gobat [Gobat, 2000].
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Die Stabilitdt eines numerischen Verfahrens kann fiir die folgende lineare, homogene Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung,

y+wy=0, (3.140)

auch bekannt als DaHLQUISTsche Testgleichung, mit der Anfangsbedingung y(0) = y, analy-
siert werden, indem man das zu untersuchende Verfahren darauf anwendet. Mit dem «-Verfahren
und der generalisierten Trapezregel fiir die Approximation von y' erhilt man das folgende Glei-
chungssystem,

(1-a)y' +ay +w[(1-B)y + By =0, (3.141)
-y +y T e At[yy + (1-y)y ] = 0. (3.142)

Das Gleichungssystem lésst sich in Matrixform schreiben. Durch Auflésen von Gl. (3.141) und
Gl. (3.142) nach yi bzw. )'/i und Gleichsetzen erhilt man sofort,

i i—-1
YAl
[ 5 ] [ f ] , (3.143)

wobei A die so genannte Verstarkungsmatrix darstellt, die hier wie folgt definiert ist,

A:l[(l—cx)—yﬁﬂ (1-y-a)At ]
D ~w —a—(1-y)a-pQ |’

mit D= (1-a) +p(1-)Q und Q = wAt.

Zu einer Aussage Uber die Stabilitdt gelangen wir jetzt durch Betrachtung der Eigenwerte A;
bzw. des Spektralradius p(A) = max (|1;]) der Verstarkungsmatrix. Letzterer bestimmt das An-
wachsen oder Abfallen der Losung von einem Zeitschritt zum ndchsten. Das Verfahren bleibt
stabil, falls der Spektralradius p(A) < 1ist. Fiir p > 1 wichst die Losung von einem Zeitschritt
zum ndchsten und das Verfahren wird instabil. Fiir das a-Verfahren ergeben sich die folgenden
Eigenwerte A;,

(3.144)

/\1,2=—% [2a+(1—ﬁ—y+2yﬁ)9—li\/6], (3.145)

wobei Q = [y(y +2-2)+ (B - 1)2] Q% +2(2a - B+ y —2)Q + List. Daraus leiten wir ab, dass
das Verfahren stabil bleibt, falls fiir beliebige Q gilt,
1

a< -, B<

1 >1 (3.146)
—y> =, 1
2 2 Y 2 314

Die Anforderung an ein Verfahren zweiter Ordnung folgt direkt aus Gl (3.141) und Gl. (3.142),

wenn diese fiir zwei aufeinander folgende Zeitschritte (Mehrschrittverfahren) formuliert und an-
schlieflend in eine TAYLOR-Reihe entwickelt werden. Es ergibt sich,

1
06—/5+)’=§~ (3.147)

Hier stellt sich die Frage, wie der Zusammenhang zwischen einem gewtiinschten Dissipationsgrad
im hochfrequenten Bereich und den drei Faktoren der a-Methode («, 3, y) hergestellt werden
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kann. Der Spektralradius selbst ist ein Maf3 fiir den Grad der numerischen Dissipation. Je klei-
ner der Spektralradius, desto grofier ist die numerische Dampfung. Damit die niederfrequenten
Anteile von der Dampfung im hochfrequenten Bereich unbeeinflusst bleiben, fordern wir, dass
der Spektralradius im niederfrequenten Bereich etwa bei eins liegt und gleichméfig abfallt, wenn
Q = wAt zunimmt, vgl. Chung und Hulbert [Chung & Hulbert, 1993]. D.h., hochfrequentes Rau-
schen wird durch einen fiir QO — oo monoton fallenden Spektralradius kontrolliert. Diese Anfor-
derung an die Glattheit beschrankt den zuldssigen Bereich der Eigenwerte der Verstarkungsma-
trix und reduziert das a-Verfahren auf eine Einparametermethode, die nur von dem Eigenwert
A% abhdngt. Dieser Wert bestimmt den Anteil der Dissipation im hochfrequenten Bereich, wor-
aus sich die drei Faktoren des Verfahrens fiir das Problem erster Ordnung dann wie folgt herleiten
lassen. Fiir ) = 0 sind die beiden Eigenwerte A, , der Verstairkungsmatrix reell, werden dann fiir
Q. < Q oberhalb eines Grenzwertes ). komplex Konjugierte, um anschlieflend fiir Q — oo wie-
der reelle Werte anzunehmen. Im Grenzfall Q — oo gilt A7° = /(S -1) und A5° = (y - 1)/y.
Die monoton fallende Eigenschaft des Spektralradius wird erreicht, indem die kritische Frequenz
der zweiten Verzweigung, also vom Komplexen zuriick zum Reellen ins Unendliche verschoben
wird, d.h., A75 = A*°. Damit wird die zweite Verzweigung verhindert. Wegen A7 = A*° und mit
der Bedingung fiir die Genauigkeit zweiter Ordnung erhalten wir dann schlief3lich,

A 1 “_3/1°°+1 (3.148)
P A T T ST 314

B=

Daraus resultiert also ein Verfahren von der Genauigkeit zweiter Ordnung, das nur noch von dem
Eigenwert 1> abhéngt. Der Parameter A*° € [-1, 0] wird negativ gewahlt, so dass «, 3,y € [1,0]

Durch eine geeignete Wahl der Parameter «, f und y konnen eine ganze Reihe bekannter In-
tegratoren aus dem a-Verfahren abgeleitet werden, bspw. die Box-Methode (a = 1/2, f = 1/2,
y = 1/2), das Ruckwirts-Differenzen-Verfahren (a = 0, § = 0, y = 1) oder das WBZ-a-Verfahren
(0, f=0,y=1/2- ).

Das PDE-System, das wir hier betrachten, unterscheidet sich grundlegend von der einfachen
DanLqQuisT-Testgleichung und von daher lassen sich diese Auswahlregeln nicht einfach auf den
CosserAT-Fall tibertragen. Momentan ist keine Strategie bekannt, die eine systematische Wahl
der Koeflizienten zuldsst. Sie sind problemabhéngig und damit an die jeweiligen Testfélle anzu-
passen. Allerdings zeigen unsere Erfahrungen, dass einerseits die sinnvollen Wertebereiche von
Problemfall zu Problemfall nur geringen Schwankungen unterworfen sind und dass sich anderer-
seits iiber die auf der Basis der Stabilitdtsanalyse hergeleiteten Auswahlregeln oftmals akzeptable
Einstiegswerte finden lassen.

3.4.3 Diskretisierung der Bewegungsgleichungen

Wir wenden nun das a-Verfahren auf die CosseraT-Gleichungen an, sowohl zur zeitlichen als
auch zur rdumlichen Diskretisierung. Die Ersetzungsregel ist also zweimal in Folge anzuwenden,
einmal fiir den Zeitparameter t und einmal fiir den raumlichen Parameter s.

Die Koeflizienten der zeitlichen Diskretisierung werden mit dem Index (), die der riumlichen
mit () gekennzeichnet. Wir diskretisieren Gl. (3.66) zunichst wie folgt in der Zeit,

Ml—azatxl—at + Kl—ﬁtasxl—ﬁt + AP = 0, (3.149)
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mit (-)17¢ = (1-¢€)(-)" + e(-)""". Hierbei sind «; und B; Parameter zur Mittlung der Masse bzw.
der Steifigkeit iiber zwei aufeinander folgende Zeitschritte. Ein expliziter Ddmpfungsterm, wie in
Gl. (3.136), wird nicht mitgefiihrt.

Wir erhalten unter Anwendung der Ersetzungsregel die folgende semidiskrete Gleichung,

[(1 - (Xt)Mi + (XtMi_l] [(1 - oct)atxi + (xtatxi_l]
+ [(1 - ‘Bt)Ki + /_;tKiil] [(1 - ﬁt)asxi + ﬁtasxifl]
+ [(1 - ﬁt)Ai + /3tAi_1] =0. (3.150)
Es ist sinnvoll, die Masse- und Steifigkeitsmatrix als zeitlich konstant anzunehmen, so dass die
Mittelung entfillt. Das scheint gerechtfertigt, weil die Faser bei der Deformation weder ihre Masse
noch ihren Querschnitt dndert. Die Biege- und Torsionssteifigkeit hingegen sind in der Regel von
der Historie abhdngig. Solche nicht linearen Effekte sollen hier aber vernachldssigt werden, weil

eine der Grundannahmen ja die eines hyperelastischen Stabes war.
Unter diesen Voraussetzungen vereinfachen sich die Gleichungen dann entsprechend zu,

M[(l - (Xt)atxi + octatxi_l] + K[(l - ‘Bt)asxi + ﬂtasxi_l]
+ [(1 —BA + ﬂtAi_l] =0. (3.151)

Diese Gleichung wird dann durch eine anschlieffende raumliche Diskretisierung in die vollstin-
dig diskrete Form der dreidimensionalen CosseRAT-Gleichungen iiberfiihrt,

M[(1- ) 3|, + odixiy, | + K[(1- B)ex]_p + Brdex| |
+ [(1 - ﬁt)A{_ﬁs + ﬂtA{:;;s] =0. (3.152)

Dazu wendet man dieselbe Termersetzungsregel wie oben an, nur mit der Bogenlédnge s als Dis-
kretisierungsparameter, also ()1 = (1-€)(-); +€(+) j-1 und erhilt die finale Form des diskreten
Gleichungssystems,

M{(1-a)[(1- as)atx;- + ocsatx;_l] + o (1- “s)atX;-_l . ‘Xsatxj':”}
+K{(1- ) [(1- B)osx} + Bosxi | + B[ (1- Bo)dsx " + BoosxiT} ]}
+{(1= B[ = B)AS+ BAT ]+ B[ (1= BOAT + BAT]} =0, (3353)

Auch hier nehmen wir vereinfachend an, dass die Masse und die Steifigkeit vom Diskretisie-
rungsparameter s unabhingig sind. Eine entsprechende Mittelung iiber aufeinander folgende
Zeitschritte entfallt also.

Die Approximation der zeitlichen und raumlichen Ableitungen von x, d;x und 9d;x erfolgt auf
der Basis der Trapezregel. Man erhilt dann die folgenden Gleichungen, die dem klassischen NE-
WMARK-Schema ahneln,

. 1 . . .

dx' = >y (x' —x") - At(1-yr)ax], (3.154)
1

0sX; = m (xj - xj,l) - As(1- ys)atxj,l]. (3.155)
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Die Wahl der impliziten Trapezregel ist optimal, weil es nach der zweiten DaAHLQUIST-Testbarriere
kein A-stabiles Verfahren hoherer Ordnung als zwei und mit einer besseren Fehlerkonstante als
1/12 geben kann.

Die Trapezregel setzt man in Gl. (3.153) ein und erhélt die folgende, etwas unhandliche Glei-
chung,

1 i iy (- Yt) i-1
M{(l—oct)(l—ocs)[m(xj—xj ) . L 0x; ]

Loy iy (=p0)
s(1- L-xi 0,x
rost at)[ytm(x"l x7) - ye o ]

+ [(1 - ocg)atxj-’l + ocsatx}ﬂ}
1 P i (L=ys) . i
x|

- i 1- s i
( ; 1_ini) _ ( y)’ )asxji]

+K{<1—/3t><1—fss>[

B~ /35)[

+ B [(1- Br)oex] 1+/3t8x;-:”}
+(1_/3t)[(1_ﬁS)A§+/35 ]+ﬁt[(l_ﬁs +/3$Al 1] 0. (3.156)

Unbekannt sind dabei die Groflen x' und A’, wobei A’ = f(x') eine Funktion des Zustandsvek-
tors x' ist. Alle anderen Grofen sind aus den vorangegangenen Zeitschritten, sowie den Anfangs-
und Randbedingungen bekannt.

Wir losen nach x' und A’ auf, wobei die Gesamtheit aller Terme auf der rechten Seite mit
H, = Hk(x X; _,) bezeichnet wird,

{(1— a)(1- ocs)[ N (I‘Vf)atx;‘.l]

(- l .
+(x5(1—(xt)[y e i_‘_( yyt)atxj i] - o [(l—ocs)atx +ocsatxj_”}

i— i— (1_ S) i— i—
e (xih—xi1) + y—syasxj_} ~ BoBrasxit

=B [(1- BOAT + BAT]] = Hy, (3.57)

+K{ﬁ (l_ﬁs)[
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mit der unbekannten linken Seite

(-a)-w)  (-p0-B) ] ,
R T et N ERAC SRV ATY

N [aS(ylt;;xt)M 3 (1- /—”;S)ils— ﬁs)K] X;'—l +By(1- /St)Aj-_l

(1= Be) (1= Bs) (1 - s
Ys

+ [ﬂs(l - B) - )] Kasxj'—l =Hi. (3.158)

Die Terme lassen sich entsprechend ihrer Abhingigkeiten von x; und x;_, zusammenfassen zu,

Q;EQQ;&QMg+u.ﬁ>a—m>( Kx+A)

ytAt
A(x".)
as(1-ar) o (1-B) i ;
+ W - (1-B: )[ Kx;_ ﬁsAj-l]
B(X;_l)
+ [ﬁs(l _py - LB ;/35)(1 = 2e) ] Ko,xj_, = Hy. (3.159)

¢

Wir erhalten eine nicht lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung der Form,
Fk(x;:,x;_l) =A (x;) +B (x;-_l) + (Kasx;-_l -H; =0. (3.160)

Die Funktionen A(xj.) und B(x;.il) sind nicht linear in x; und X§,1~ Die Gesamtheit aller Glei-

chungen resultiert in einem nicht linearen Gleichungssystem, F : RN*12 > RIN"DX12 der Form,

Fl A(Xz) +B(X1)+CK85X1—
,7:()() _ F:z _ A (X3) +B (Xz) + (KaSXZ - H2 -0 (3.161)

Fno1 A (xn-1) + B (xn-1) + (Kdsxn-1 — Hy_1

Die Funktionen F; bilden vom R?** in den R ab. Bei N Knoten entspricht das 12(N — 1) Glei-
chungen fiir 12N Unbekannte.

Die k-te Gleichung ist durch den Vektor x; mit der Vorgangergleichung k — 1 gekoppelt. Diese
Gleichungen miissen simultan gelost werden, damit sich die Einfliisse an den hinteren Knoten auf
die Knoten vorne auswirken kénnen. Das ist insbesondere bei Einsatz eines Shooting-Verfahrens
zu beriicksichtigen.

Abb. (3.13) verdeutlicht, welche Knoteninformationen fiir die Ermittlung der Gréf8en am Kno-
ten (i, j) bekannt sein miissen. Neben den zeitlich-rdumlichen Vorgingern gehen auch die Werte
(i, j) mit in die Berechnung ein, da das Verfahren impliziter Natur ist.

93



3 Mechanische Modelle fiir Fasern

) S N S N W S W S
::z& O O l O O ()—é ;—()—@
-®—@—@—»<'):|—<>—<>—<>~E oo
— 71 B
j@ © © I © © @—ii

(] @ @ @ @ ‘_éi

1 JAf i N

Abbildung 3.13: Gitter mit Anfangs- (schwarze Punkte) und Randbedingungen (gekreuzte Punkte). Die
Pfeile, die zum Knoten (t, j) verweisen, verdeutlichen, welche Knoten fiir die Berechnung von xjt. bendtigt

werden. Man beachte, dass die Werte am Knoten x§ selbst auch in die Berechnung eingehen, da die
Formulierung impliziter Natur ist.

3.4.4 Randbedingungen

Wie oben bereits angedeutet, stehen bei N Knoten 12(N — 1) Gleichungen fiir die 12N unbe-
kannten Knotengrofien zur Verfiigung. Um das Gleichungssystem zu vervollstindigen, bedarf es
weiterer 12 Gleichungen. Diese sind gegeben durch die Randbedingungen an den Stellen (s = 0)
und (s=L).

An der Stelle (s = 0) geben wir im Standardfall die Position, sowie die Orientierung vor,
BCo = {r(0,-),d1(0,-),d2(0,-) }. Wegen der koordinatenfreien Formulierung driicken wir die-
se Forderung durch die lineare bzw. Winkelgeschwindigkeit an der Stelle (s = 0) aus, BCy =
{v(0,+), w(0,-) }. Diese nehmen einen bestimmten Wert v(0,-) = F¥(0, ) bzw. w(0, -) = F*(0,-)
an, wobei die vektorwertigen Funktionen F¥(0,-) = 0 und F“(0,-) = 0 fiir alle ¢ den Wert null
annehmen, falls die Faser fest eingespannt ist. Bei beweglichen Lagern dagegen liefern sie einen
von null verschiedenen Wert. Soll eine Randbedingung in Form einer Beschleunigung vorgege-
ben werden, miissen wir zusétzlich die Ableitungen der Funktionen 0,F = a betrachten.

An der Stelle (s = L) sind die Kraft und das Drehmoment zu spezifizieren, BC;, =
{m(L,-),n(L,-)}. Das driickt man durch die beiden Variablen n und x als BC; =
{k(L,-),n(L,)} aus. Mit dem Materialgesetz Gl. (3.55) folgt sofort x(L,-) = K'm(L,-) +°(L),
mit m(L,-) = I(L,-). Da fir n kein dquivalentes Materialgesetz existiert und wir infolgedessen
jeden Wert annehmen diirfen, der Bedingung Gl. (3.51) geniigt, setzen wir n(L,-) = f(L,-).

Die Integration alternativer Randbedingungen bereitet keinerlei Probleme. Soll bspw. die Faser
mit einer konstanten Rate A entlang der globalen Z-Achse gedehnt werden, wéhlt man die Rand-
bedingung an der Stelle (s = L) zu BC; = {Ad;3, Ady3, Ad33,0,0,0}. Anderungen der Orientie-
rung sind damit ausgeschlossen. Wir werden diesen Fall bei der Vorstellung der numerischen
Beispiele betrachten.

Mit der Definition von sechs Randbedingungen auf jeder Seite der Faser stehen jetzt 12N Glei-
chungen fiir 12N unbekannte Knotengrofien zur Verfiigung. Es gilt zu beachten, dass die Knoten-
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groflen beziiglich des lokalen Koordinatensystems angegeben werden und die Randbedingungen
infolgedessen bei der Verwendung iterativer Losungsstrategien in jedem Iterationsschritt ange-
passt, d.h., in das lokale System des Endpunktes (s = L) transformiert werden miissen.

3.4.5 Integration der Kinematikgleichungen

Bei der Herleitung des PDE-Systems haben wir die Kinematikgleichungen aus Griinden der
Komplexititsreduktion vom PDE-System entkoppelt. Die separate Integration von Gl. (3.2) und
GL (3.1) liefert ein Matrixexponential d} = eXp(G;‘*)d};’l, mit (6,&) = (|w|At, @/|w|) bzw.
(|x|As,#%/|%|), das durch die RoDRIGUES-Formel,

exp(@é) :E3+sin9«~f+(1—c056)2 3 (3.162)

approximiert werden kann. Das Matrixexponential ist orthogonal und erfiillt det (exp (6&)) =1,
wahrt also die Eigenschaften der SO(3). Es wird im Sinne einer inkrementellen Anderung der
Orientierungen interpretiert, welche an die Rotationsmatrizen anmultipliziert, die neuen Ori-
entierungen an jedem Knoten liefert, vgl. [Simo & Vu-Quoc, 1988]. Das Matrixexponential stellt
genau genommen nur dann eine Lésung der Kinematikgleichungen dar, wenn die Spinoren @
und # nicht explizit von der Zeit abhédngen. Weil sich aber sowohl w, als auch « innerhalb eines
Zeitschrittes andern konnen, miissen beide Grofien tiber das Zeitintervall At bzw. tiber die Seg-
mentlinge As gemittelt werden. Das fithrt auf @ = (@’ + w'™) /2 (fiir & gilt Entsprechendes). Die
Drehachse 0& interpretieren wir damit implizit als Integral tiber den DarBoUX-Vektor w bzw.
Twistvektor «,

faxial (f) = /HM w(t)dt. (3.163)
t

o und « stehen iiber die Kinematikgleichungen mit der Anderung der Orientierung in Bezie-
hung und miissen als Konsequenz aus der Kompatibilititsforderung im Rahmen einer gewissen
numerischen Toleranz zum selben Ergebnis fithren. Damit folgt fiir die Aktualisierung der Ori-
entierungen

i_ il
Rj =exp (05)R;. (3.164)

3.4.6 Rekonstruktion der Mittellinie

Die Mittellinie r(s,¢) folgt in unserem Fall aus der Zwangsbedingung Gl. (3.51), dsr(s, ) =
ds(s, t). Da die Tangente mit der Normalen des Querschnitts zusammenfillt, reicht eine Inte-
gration der Tangentenfunktion ds(s, t), wie bei der analytischen Losung, aus. Auf der anderen
Seite kann die Geschwindigkeitsfunktion auch direkt integriert werden, weil die Nichtdehnbar-
keitsbedingung Gl. (3.51) garantiert, dass die neuen Geschwindigkeiten die Zwangsbedingungen
erfiilllen. Das steht im Gegensatz zu anderen Verfahren, bspw. dem Super-Helix-Modell, bei dem
diese Bedingung implizit durch Interpretation des Paares (9;r(s, t),x)' als Twist oder Schrau-
benbewegung erfiillt ist. Damit folgt fiir die Aktualisierung der Positionen

r;- = r;-_l + At(R;v;- + R;_lvj_l)/z. (3.165)
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3.4.7 Relaxationsverfahren

Als numerisches Losungsverfahren fiir Systeme nicht linearer Gleichungen wie das aus Gl. (3.161),
bietet sich das NEwTON-Verfahren wegen seiner Einfachheit an. Daraus konnen wir ein einfaches
Relaxationsverfahren herleiten. Dazu linearisiert man die Funktionen A und B aus Gl. (3.160) im
Bereich der aktuellen Losung x* durch Entwicklung in eine TAYLOR-Reihe, die nach dem zweiten
Glied abbricht und erhilt dann Ausdriicke fir A* (x]*) und B*(x7_;),

P .
A* (xj*) =A (x;) + QA(XJ*) (x} - xj) , (3.166)
j
* * * a * i *
B (xj_l) =B (xj_l) + pea B(xj_l) (x;-_l - xj_l) . (3.167)
-1

Wir konnen deshalb alle Terme, die von x* abhéngen, separieren. Man erhilt ein lineares Glei-
chungssystem der Form

Fp(xj,xj,)=A" (x;) +B” (x}f_l) +(Kosx;_; —Hy =0, (3.168)

das sich mit Standardverfahren losen lasst. Das entspricht genau der Strategie des NEWTON-
Verfahrens. Bei der Iteration wird eine Folge von Approximationen x* generiert, bis das Residuum
‘R der Funktion einen bestimmten Toleranzwert unterschreitet,

S N ]‘l(xk)}"(xk). (3.169)

Die Iteration startet mit einer geschitzten Losung (x*)°. Hierbei hat es sich als sinnvoll erwiesen,
den Zustandsvektor vom letzten Zeitschritt zu wihlen ((x*)° = x'™1), da wir berechtigterweise
annehmen konnen, dass die gesuchte Losung - zumindest im instationdren Fall - dem aktuellen
Zustand sehr dhnlich ist (zeitliche Kohérenz der Losung). Das gilt natiirlich nicht, wenn lediglich
der statische Gleichgewichtszustand berechnet werden soll, der sich stark vom Ausgangszustand
unterscheiden kann.

Das Residuum der Funktion Gl. (3.160) ist

R(x},x;1) = A (x]) + B (x}_;) + (Kogxj_; — Hy. (3.170)

Als Abbruchkriterium wiéhlt man |R| < e. In jeder Iteration berechnen wir d,x* und d;x* durch
Auswertung von Gl. (3.154) und Gl. (3.155). Hierbei ist zu beachten, dass im ersten Schritt, also
zum Zeitpunkt ¢ = 0, der Vektor x' ! nicht bekannt ist. In diesem Fall verwenden wir die original
Gleichungen und 16sen diese nach 9d;x auf,

9x=-M" (Kox+ A). (3.171)

Da fiir d;n keine Gleichung existiert, ist die Massematrix singuldr und das Bilden der Inverse
nicht moglich. Die Gleichungen fiir (9;v, 0;w, d;x) konnen einzeln extrahiert werden, fiir o;n
wihlen den Startwert d;n = 0.

Unter der Annahme, dass die erforderlichen Gleichungen richtig eingegeben wurden, lauft der
eigentliche Relaxationsalgorithmus wie folgt ab, vgl. Alg. (1). Gegeben seien p* (oder «, f3, y),
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05k und asxg. Daraus berechnet man die Integrationskoeflizienten, sowie die Ableitungen o;«°,
9,xo und 9,x°. Diese Berechnungen sind nur im ersten Zeitschritt durchzufiihren. 0,x° erhilt
man unter Verwendung von Gl. (3.171), weil 9,x' ! im ersten Zeitschritt nicht bekannt ist. atng
wird zu null gewihlt, da keine entsprechende Gleichung fiir die Zeitableitung von 9;nJ existiert.

In der anschlieBenden NEwTON-Iteration erfolgt die Bestimmung eines Losungsvektors x’ fiir
das Funktionensystem Gl. (3.161). In jeder Iteration ist dazu die JacoB1-Matrix aufzustellen und
die inkrementelle Anderung 6x des Vektors durch Losen eines diinn besetzten Gleichungssystems
zu bestimmen. Um nicht iber den Losungspunkt hinauszuschieflen, addieren wir nicht das ganze
Inkrement, sondern multiplizieren mit einem Relaxationsparameter y € [0,1]. Dieser ist so zu
wihlen, dass die Funktion F(x* + u&x) einen minimalen Wert annimmt. Wir werten an dieser
Stelle die AM1jo-Bedingung

F(x* + pox) < F(x) + 1pudx" vF(x), (3.172)

mit ; = 10~* aus. Solange diese Bedingung nicht erfiillt ist, setzt man y := /2, wobei bei 1 gestartet
wird. Diese Backtracking-Technik fithrt zu einem deutlich verbesserten Konvergenzverhalten. Sie
globalisiert das NEwToN-Verfahren, das dadurch auch fiir Startwerte, die zu weit von der Losung
entfernt sind (was bei zu groflen Kriften, die am System wirken, immer der Fall ist), zumindest
auf ein lokales Minimum hin konvergiert.

Mit dem aktuellen Losungsvektor x* bzw. den daraus extrahierten lokalen Winkelgeschwin-
digkeiten w* und Kriimmungen «* integrieren wir zunichst die kinematischen Gleichungen wie
oben beschrieben und erhalten die aktuellen Koordinatensysteme an den einzelnen Knoten. Die
Krifte und Momente, die am System wirken, werden dann in die lokalen Knotenkoordinaten-
systeme transformiert und die ebenfalls von der Winkelgeschwindigkeit abhéngigen Randbedin-
gungen aktualisiert. Sie sind dagegen unabhéngig von den Koordinaten der Knoten, so dass eine
Aktualisierung derselben erst nach Erreichen der Konvergenz notwendig ist. Bei Erweiterung
auf geometrische Randbedingungen, bspw. bei Verwendung von Punkt-zu-Punkt Bedingungen,
erfolgt die Neuberechnung innerhalb der Iterationsschleife. Krifte und Momente werden iiber
einen Zeitschritt als konstant angenommen, um ein Springen der Losung zu verhindern.

Der Pseudocode fiir den Relaxationsalgorithmus ist in Alg. (1) angegeben. Die hierin verwen-
deten Bezeichnung X stellt den reduzierten, d.h., von den Randbedingungen bereinigten Zu-
standsvektor dar, X = {x;\BC¢,x3,..., Xy-1,Xxy\BC }. Das Ein- bzw. Ausblenden der Randbe-
dingungen leistet die Funktion & : RN*2 » RIN-DX12 bz ijhre Umkehrfunktion x = 871(x).

Da eine direkte Implementierung der angegebenen Gleichungen in einer Programmiersprache
wie C++ ein aufwindiges und fehleranfalliges Unterfangen darstellt, empfiehlt sich der Einsatz
eines Computeralgebraprogramms, bspw. Maple. Der Quellcode fiir die Auswertung der linken
Seite von Gl. (3.161) bzw. die JacoB1-Matrix ldsst sich damit problemlos und fehlerfrei innerhalb
kurzer Zeit generieren. Dazu ist lediglich Gl. (3.160) einzugeben, unter Verwendung der Appro-
ximationen Gl. (3.154) bzw. Gl. (3.155), und bzgl. der Variablen x; und x;_; zu differenzieren. Der
resultierende symbolische Ausdruck kann in optimierten Quellcode tibersetzt und in Form einer
Unterfunktion in einen bestehenden Softwarerahmen integriert werden.

Zur Berechnung des Losungsvektors mittels des NEwToN-Verfahrens brauchen wir die JacosI-
Matrix J = 0F/0x bzw. deren Inverse. Da jedes Fy in Gl. (3.161) von x; und X;q abhdngt, miissen
lediglich die komponentenweisen Ableitungen der Funktionen bzgl. dieser beiden Grofien gebil-
det werden. Daraus erhélt man die einzelnen Untermatrizen der globalen Matrix J zu (hier nur
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Algorithmus 1 : Relaxationsverfahren zur Losung der diskreten dynamischen COSSERAT-
Gleichungen. F(x) ist die linke Seite des diskretisierten Systems Gl. (3.161).

Data:i, At,x L ri L, R fi 1 ¢
Result: x', r', R’

1: if i =0then

b {a,B,y} < compCoefficients(p>)
3 | x' <« updateBC(x')

4 0sk° < compDxDs(«°, 95k, As, )
5; 9:x! < com prDs(xi, asxé, As,y)
6: 0;x' « —-M7'(Ko,x' + A)

7: end

8 x' 1« x';0,x' 1« 0,x'; 9ix' ! « 9;x!
9 k<0

10: while | F(x")| > e do

| £ < B8(x)

122 | J < OF,/oxk
13: | 0% « sparseSolve{J8x = - F(x')}
14: p < compOptimalMu()

15 | % e xR 4 ok
16 | xi < BTN(EFT)
17| R*! < updateOrientations(x’,, As)

18 | {£,1}F1 « ARFH(F 11K

19: | x' < updateBC(x},)

20 | 9;x' < compDxDt(x’,x'7}, At, y)
210 | 9xh « ~K{(Max' + AY)

22: 9sx' < compDxDs(x', 9;x}, As, y)
23: k<k+1

24: end

25: r' < updatePositions(x’, As)

26 {f,1}71 < {f,1}/
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Beziiglich der ersten und zweiten Ableitung dy F; und oy, ,Fx-_; ist einige Vorsicht geboten,
da wir auf jedem der beiden Zustandsvektoren sechs Randbedingungen vorgegeben haben.
Uns interessieren hier nur die Ableitungen bzgl. der freien Variablen, nicht hingegen jene bzgl.
der Randbedingungen. Unter Verwendung von Standardbedingungen ergibt sich fiir oy F; =
(0F1/0vy, OF;/0w;) bzw. fiir dx, ,Fn_1 = (0FN_1/0%N-1, 0FN_1/0nN_;). Die erste und die letz-
te Untermatrix von J haben folglich die Dimension 12 x 6, alle anderen Untermatrizen 12 x 12.
Die globale JacoB1-Matrix hat damit tridiagonale Blockstruktur, ist weder symmetrisch, noch
diagonaldominant und von der Dimension [(N —1) x 12]?, vgl. Abb. (3.14). Die gesuchte Inverse
J~! berechnet man durch Losen eines iterativen Gleichungssystems der Art Jox = F(x). Auf-
grund der Struktur von J bietet sich eine Gauss-Elimination an, vgl. [Press et al., 2002]. Wegen
der fehlenden Diagonaldominanz sind iterative Ansdtze wie das GAuss-SEIDEL-Verfahren nicht
geeignet.

3.4.8 Alternative Verfahren

Vom NeEwTON-Verfahren existiert eine Reihe von Derivaten, die teilweise ohne lokale Ableitun-
gen oder die Berechnung der inversen JacoBi-Matrix auskommen, kubisches Konvergenzver-
halten aufweisen, oder Optimierungsstrategien mit der Iteration kombinieren, vgl. z.B. hybrd
in MINPACK, [Mor¢ et al., 1980]. Ein alternativer Ansatz zum NEwTON-Verfahren sind die tensor-
basierten Verfahren, vgl. [Bouaricha & Schnabel, 1994]. Die Iteration basiert hier auf einem qua-
dratischen Modell. Das erweist sich besonders dann als vorteilhaft, wenn die JacoBi-Matrix im
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Bereich der Losung singuldr oder schlecht konditioniert ist. Solche Modelle haben einen grofleren
Informationsbedarf als die klassische Linearisierung, bei einem lediglich moderat gesteigertem
Berechnungsaufwand von < O(n*/?).

Im Prinzip ist es auch méglich, die Gl (3.161) als multiobjektives Optimierungsproble-
men aufzufassen, dass bspw. mittels evolutiondrer Algorithmen behandelt werden kann, vgl.
[Grosan et al., 2006]. Es hat sich aber gezeigt, dass die meisten der hier angefiihrten Verfahren
nur fiir vergleichsweise niedrig dimensionale Gleichungssysteme ausgelegt sind, wobei der Be-
rechnungsaufwand recht hoch ausfillt. Diskretisierungen mit 100 oder mehr Knoten und in der
Folge Gleichungssysteme mit mehr als 1.200 Gleichungen sind in unserem Fall keine Ausnahme,
so dass die Wahl des global konvergenten NEwTON-Verfahrens als optimal zu bewerten ist.

Der Vollstindigkeit halber soll hier auch ein alternatives Integrationsverfahren nicht uner-
wihnt bleiben, dass bereits erfolgreich zur Simulation von Unterseekabeln eingesetzt worden ist,
wenn auch nicht auf der Basis der CosserAT-Gleichungen, vgl. [Gobat, 2000]. Die so genannte
Box-Methode ist ein Finite-Differenzen-Schema mit Genauigkeit zweiter Ordnung (im Gegensatz
zur Rickwirts-Differenzen Methode, die sehr dhnlich aussieht), da eine zeitliche und raumliche
Mittelung der Werte an benachbarten Punkten erfolgt, die dann an den Halbgitterpunkten an-
gewendet wird. D.h., an jedem Halbgitterpunkt erfolgt die Mittelung der Werte iiber alle vier
Nachbarn. Unter der Annahme einer zeitlich konstanten Massematrix sowie konstanter Steifig-
keit entlang s erhalten wir dann

i i-1 i i-1
A_tM [xj -X; FX g+ Xj~1]

+ AisK [x; - xj-_l + x;-*l + x}:}] + [A; + A;_l + A}‘fl + A;-j] =0. (3.174)
Numerische Ddmpfung ist mit diesem Verfahren nicht méglich. Zur Stabilititsanalyse zieht man
das voN NEUMANNSsche-Verfahren heran. Fiir die Eigenwerte ergeben sich 1, = (2-Q)/(2+ Q)
und A, = —1. Das bedeutet, dass der Spektralradius einen konstanten Wert von eins annimmt und
das Verfahren unter theoretischen Gesichtspunkten fiir alle ) stabil bleibt, vgl. [Gobat, 2000].
In der Praxis zeigt sich jedoch ein anderes Bild. Die hochfrequenten Anteile der Losung oszil-
lieren mit jedem Zeitschritt, ein Phanomen, das als CRANK-NICHOLSON-Rauschen bekannt ist.
Auflerdem bereitet die rdumliche Diskretisierung in der Regel Probleme, weil die hochfrequenten
Anteile zu schlecht aufgel6st sind und damit zu falschen Ergebnissen fithren.

3.4.9 Numerische Beispiele

Der mit Maple generierte Quellcode wurde in unsere Simulationsplattform Rapunzel integriert
und verschiedene numerische Tests gefahren. In den folgenden Testféllen bestehen die Fasern
aus jeweils 100 Segmenten.

Unser Relaxationsalgorithmus konvergiert durchschnittlich innerhalb von 14 Iterationen. Die
zum Erreichen der Konvergenz bendtigte Zeit betragt durchschnittlich etwa 135 ms, gemessen
auf einem Laptop mit Intel Pentium M (Centrino), 1,86 GHz und 1 GB RAM unter Verwendung
von Standardrandbedingungen, wie oben beschrieben. Die Schrittweite betrdgt At = 1/30 Sek. in
allen Beispielen, wobei « = 0,3, 3=0und y =0, 7.
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Abbildung 3.15: Sinusférmiger, vorgespannter Stab, der unter Einwirkung der Gravitation aus seiner
horizontalen Anfangslage entlassen wird. Die Form bleibt unter Deformation erhalten.

3.4.9.1 Stab unter Gravitation

Das erste Beispiel zeigt einen einseitig eingespannten, sinusfdrmigen, vorgespannten Stab, der aus
seiner horizontalen Anfangslage unter Einwirkung der Gravitation entlassen wird, vgl. Abb. (3.15).
Die Bewegung ist ungeddmpft. Dieses Experiment zeigt klar, dass eine etwaige Vorkriimmung des
Stabes unter Deformation erhalten bleibt. In diesem Fall treten lediglich Biegedeformationen auf,
so dass &1, k5 + 0 und x3 = 0.

3.4.9.2 Helix mit Terminallast

Im zweiten Beispiel betrachten wir eine helikale Faser der Lange 30 cm unter Einwirkung einer
zeitlich veranderlichen Belastung am Endpunkt, vgl. Abb. (3.16). Die Faser hat eine hohe mate-
rialinterne Dampfung. Das wird durch Setzen der Integrationskoeflizienten auf « = 0,4, f = 0
und y = 1, 0 erreicht. Das Drehmoment fiihrt je nach Drehrichtung entweder zu einer Verengung
oder Aufweitung, die Kraft hingegen zu einer Kompression oder Streckung der Spirale. In bei-
den Fillen tritt eine Torsion des Querschnitts auf, d.h., k3 # 0. Genau diese Verdrehung um den
Faserquerschnitt ist einer direkten Modellierung auf der Basis von Masse-Feder-Systemen nicht
zugénglich.

3.4.9.3 Gerader Stab mit Drehmoment

Das Beispiel zeigt das Deformationsverhalten eines initial geraden, horizontalen Stabes, der Linge
45 cm, unter Einwirkung eines zeitlich veranderlichen Drehmomentes, das am Ende desselben
wirkt, vgl. Abb. (3.17). Nur das Drehmoment kann in dem initial geraden Stab Schlaufen erzeugen.

3.4.9.4 Vorgespannte Spiralfeder

In diesem Beispiel demonstrieren wir das Oszillationsverhalten einer helikalen Keratinfaser, die
durch eine am Endpunkt angreifende, parallel zur Spiralachse wirkende Kraft, die nach o,1 Sek.
aussetzt, angeregt wird. Abb. (3.18) zeigt die Entwicklung der Z-Koordinate der Endpunktge-
schwindigkeit iiber die Zeit. Nach Anregung findet der Endpunkt innerhalb von 0,05 Sek. seine
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Abbildung 3.16: Helikaler Stab unter Einwirkung eines am Endpunkt angreifenden Drehmomentes mit
Wirkungsrichtung parallel zur Stabachse (obere Reihe). Helikaler Stab unter Einwirkung einer Endpunktlast
in Richtung der Stabachse (untere Reihe).

Gleichgewichtslage. Die Oszillationsfrequenz liegt bei etwa 160 Hz. Die von der Theorie vorher-
gesagte unbedingte numerische Stabilitdt bei frei wahlbarer Schrittweite kann hier experimentell
iiberpriift werden. Dazu wurden in einem Experiment die rdumlichen Schrittweiten von 100 auf
6 Segmente verringert und in einem zweiten Experiment die zeitlichen von At = 107> bis auf
At =10 Sek. erh6ht, vgl. Abb. (3.19).

Interessanterweise bleibt der Algorithmus stabil, unabhingig, welche zeitlich-raumlichen
Schrittweiten wir dabei wéhlen. Diese Resultate belegen eindrucksvoll, dass die Eigenschaft der
unbeschrinkten Stabilitat, die das Generalisierte a-Verfahren fiir sich in Anspruch nimmt, nicht
nur in der Theorie, sondern auch in der Praxis giiltig ist, die richtige Wahl der Integrationskoet-
fizienten vorausgesetzt.

3.4.9.5 Buckling

Das Buckling-Verhalten einer schlanken Struktur ist eines der kanonischen Testfille in der Stab-
mechanik. Deshalb zeigen wir in einem weiteren Experiment, dass unser Modell ebenfalls in der
Lage ist, diese Bifurkation im Verlauf der Losung des zugrunde liegenden PDE-Systems zu be-
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Abbildung 3.17: Gerader Stab mit zeitlich verdinderlichem Drehmoment am Endpunkt.

wiltigen. Zur Induktion des ,,Uberschlags” werden die Enden des Stabes entlang der Stabachse
aufeinander zu bewegt, unter gleichzeitiger Applikation eines konstanten axialen Drehmomentes.
Damit der Stab aus der urspriinglichen Lage ausschlagen kann, muss zu Beginn des Simulations-
prozesses der Knickfall durch Aufbringen einer mittig und orthogonal zu Stabachse wirkenden
Kraft induziert werden. Die Bewegung des Stabes beschleunigt, je ndher die Losung an den Be-
furkationspunkt kommt, vgl. Abb. (3.20). Das erste Bild der unteren Reihe zeigt den Kollaps der
Faser. An diesem Punkt schldgt die Konfiguration in die Schleifenform um.

3.4.9.6 Faseranordnung unter Zugbelastung

In diesem Beispiel demonstrieren wir die einfache Integrierbarkeit alternativer Randbedingungen
am Beispiel einer Haarstrdhne der Lange 25 cm, die aus einer deformierbaren Leitfaser und 180
interpolierten Fasern besteht. Die Leitfaser wird mit einer konstanten Geschwindigkeit am End-
punkt um 30 % der urspriinglichen Linge in Z-Richtung auseinander gezogen, vgl. Abb. (3.21).
Dieser Effekt ist dem der kraftgesteuerten Simulation, bspw. bei einer Haarstrahne unter Einwir-
kung der Gravitation, sehr dhnlich. In diesem Fall wird der Endpunkt allerdings auf eine Linie
parallel zur Richtung der Gravitation gezwungen. Die Randbedingungen an der Stelle s = L sind
dafiir wie folgt anzupassen: BCy = {v, w} = {Adi3, Ad3, Ad33,0,0,0}, wobei die Elongationsge-

Abbildung 3.18: Entwicklung der Z-Koordinate der Endpunktgeschwindigkeit der Spiralfeder in den
unterschiedlichen Phasen des Belastungsspiels: Anregung durch konstante Kraft in Z-Richtung und
Entlassen aus dem Zustand nach 0,1 Sek. Dauer.
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Abbildung 3.19: Demonstration der Stabilitétseigenschaften des generalisierten a-Verfahrens anhand
unterschiedlicher rdumlicher Schrittweiten (100, 50, 25 und 12 Segmente).

schwindigkeit zu A = -2, 0 gewahlt wird. Die Faser entldsst man anschlief3end aus dieser gespann-
ten Lage. Das erreichen wir, indem die Randbedingungen am Ende der Faser auf die Standardbe-
dingungen zuriickgesetzt werden. Die Faser schnellt mit hoher Geschwindigkeit zuriick, tiber die
Anfangslage hinaus, um sich anschliefSend in einer endlichen Anzahl von Schwingspielen wie-
der auf die Ausgangskonfiguration einzupendeln. Das Beispiel demonstriert eindrucksvoll, dass
unser Losungsansatz auch fiir grofle Beschleunigungen, die wihrend des Zuriickschnappens auf-
treten, stabil bleibt.

3.4.9.7 Faseranordnung unter Gravitation

In diesem Beispiel betrachten wir dieselbe Haarstrdhne, wie im vorhergehenden Fall, allerdings
unter Einwirkung der Gravitation. Wie wirkt sich nun die Wahl der Integrationsparameter auf das
Diampfungsverhalten aus? Abb. (3.22) zeigt die Entwicklung der kinetischen Energie und damit
das Dampfungsverhalten in Abhangigkeit von der Wahl der Koeffizienten « und y, wobei wir 8 in
allen Fillen zu null wahlen. Die Bewegung der Faseransammlung ist in Abb. (3.23) an mehreren
charakteristischen Positionen dargestellt. Die Ansammlung streckt sich unter Einwirkung der
Gravitation, um dann mehrere geddmpfte Schwingungen zur vollfithren. Wie schnell sie dabei
zur Ruhe kommt, hingt von der numerischen Dampfung ab.

3.4.9.8 Faseranordnung unter Bewegung des Lagers

Auch die Integration von geschwindigkeitsabhdngigen Randbedingungen auf der Seite der Auf-
hingung einer Anordnung ist problemlos moglich. Abb. (3.24) illustriert dies. Der Aufhingungs-
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Abbildung 3.20: Kanonisches Beispiel in der Stabmechanik: Buckling.

punkt bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit auf einem Bogensegment mit dem Winkel
45° und einem Radius von 30 cm auf und ab. Das Modell bleibt auch hier stabil.

3.4.10 Diskussion

Im vorliegenden Kapitel haben wir unterschiedliche numerische Losungsansitze fiir die stati-
schen und dynamischen CosserRAT-Gleichungen vorgestellt. Inbesondere im Hinblick auf die dy-
namischen CossERAT-Gleichungen konnten wir, basierend auf dem generalisierten a-Verfahren,
einen Relaxationsmechanismus entwickeln, der sich durch eine beeindruckende numerische Ro-
bustheit auszeichnet. Unser Ansatz unterscheidet sich damit von allen bisher im Bereich der
Computergraphik vorgestellten Verfahren zur Simulation von langen, diinnen Strukturen. Bei
der Wahl geeigneter Integrationskoeffizienten sind zeitlich-raumliche Schrittweiten nahezu be-
liebiger Grofle moglich. Es sollte allerdings nicht vergessen werden, dass zu grofie Schrittweiten
zu einer Tiefpassfilterung der Losung fithren, bei der wichtige hoherfrequente Anteile verloren
gehen. Dariiber hinaus sind wir in der Lage, die numerische Dampfung, die sich bei Anwendung
impliziter Integrationsverfahren nicht vermeiden lasst, durch die Wahl der Parameter gezielt zu
steuern. Die Theorie garantiert uns ein optimales Verhiltnis zwischen den konservierten nieder-
frequenten und den dissipierten hochfrequenten Anteilen der Losung.
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Abbildung 3.21: Eine Faseransammlung bestehend aus 180 einzelnen Fasern wird mit konstanter Rate
auseinander gezogen und anschlieSend aus der gespannten Lage entlassen. Die untere Reihe zeigt das
Zuriickschnappen der Ansammlung. In dieser Phase treten grol3e Beschleunigungen auf.
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Abbildung 3.22: Entwicklung der ki-
netischen Energie bzw. Ddmpfungs-
verhalten einer Keratinfaser in Ab-
hdngigkeit von der Wahl der Inte-
grationskoeffizienten « und y, wobei
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Auch in dieser Hinsicht ist der Ansatz einzigartig. Es gibt zudem keinen Grund, der gegen eine
Regelung des Systemverhaltens {iber die numerische Dampfung spricht, zumal man bei alter-
nativer Mitfithrung eines expliziten Dampfungsterms mit empirisch nur schwer bestimmbaren
Groflen hantieren muss. In beiden Fallen ist ein gewisses Fingerspitzengefiihl im Hinblick auf die
Eichung des Dampfungsverhaltens erforderlich.

Dariiber hinaus konnten wir an einem der kanonischen Beispiele fiir steife PDE-Systeme
schlechthin, eindrucksvoll zeigen, wie derartige Probleme durch Anwendung entsprechender,
teilweise im Bereich der Computergraphik unbekannter Verfahren, entschérft werden konnen,
ohne dabei etwa die ursdchlichen Faktoren aufzuweichen oder ganz zu eliminieren. Fasern mit
hoher Zugfestigkeit, wie sie mit Haarfasern gegeben sind, stellen damit kein Problem mehr dar.
Das steht im Gegensatz zu ,,Konkurrenzverfahren”, die ad-hoc-Federn durch die Hintertiir wie-
der einfithren und dem Modell den Stempel eines ,,iiberelastischen” Masse-Feder-Systems auf-
driicken.

An dieser Stelle sollen die wesentlichen Unterschiede im Vergleich zu zwei aktuellen ,,Konkur-
renzmodellen’, dem Superhelixmodell [Bertails et al., 2006] und den CosserAT-Rod-Elementen
[Spillmann & Teschner, 2007], aufgezeigt werden.

Unser Ansatz beruht auf der speziellen Theorie der CosseraT-Stibe. Auch wenn andere
Verfahren, wie das Superhelixmodell [Bertails et al., 2006] oder die CosserRAT-Rod-Elemente
[Spillmann & Teschner, 2007] dies fiir sich in Anspruch nehmen, sollte beachtet werden, dass bei-
de Verfahren nichts weiter als eine phdnomenologische Neuformulierung des ,,Faserproblems”
auf der Basis der LAGRANGEschen Mechanik darstellen. Sie sind als solche keineswegs weniger
tiir die anstehenden Aufgaben geeignet, stellen damit allerdings hochstens eine Approximation
der dynamischen CosseraT-Gleichungen dar.

Ein weiterer wichtiger Aspekt betriftt die hohe Zugfestigkeit von Haarfasern. Der hier vor-
gestellte Ansatz erreicht die Dehnungsresistenz durch eine entsprechende Zwangsbedingung in
Form einer zusitzlichen Differentialgleichung. Es wurde weiter oben darauf hingewiesen, dass ei-
ne hohe Resistenz gegen Deformationen jeglicher Art, sei es Biegung, Torsion, Dehnung, etc., in
der Modellvorstellung durch die steife Feder symbolisiert wird. Im Hinblick auf den Losungspro-
zess des zugrunde liegenden PDE-Systems bedeutet das eine Induktion hochfrequenter Schwin-
gungen, die dann in den wichtigen niederfrequenten Anteil der Losung einkoppeln und diese
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Abbildung 3.23: Faseransammlung bestehend aus 180 einzelnen Fasern unter Einwirkung der Gravita-
tion. Die Dynamik wurde auf der Basis unseres Ansatzes berechnet.
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Abbildung 3.24: Faseranordnung unter Gravitation. Der Aufhdngungspunkt bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit auf einem Bogensegment mit dem Winkel 45° und einem Radius von 30 cm auf und ab.
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teilweise unbrauchbar machen. Die hochfrequenten Anteile konnen wir durch das eingesetzte -
Verfahren kontrolliert herausfiltern, so dass das Hauptproblem steifer Differentialgleichungssys-
teme, die unbrauchbar kleinen Schrittweiten oder Instabilitit der Losung, nicht mehr auftreten.
Dass das nicht nur Theorie ist, haben wir oben in praktischen Beispielen gezeigt, in denen die
temporalen und rdumlichen Schrittweiten unrealistisch grofl gewédhlt wurden, ohne dass Einbu-
Ben hinsichtlich der Stabilitdt zu verzeichnen waren.

Im Superhelixmodell [Bertails et al., 2006] ist die Nichtdehnbarkeitsforderung implizit durch
die Wahl einer reduzierten Koordinatendarstellung erfiillt. Allerdings fithren auch diese For-
mulierungen bekanntermafien auf steife Differentialgleichungssysteme. Steifigkeitsprobleme hin-
sichtlich der rdumlichen Auflésung werden hier offenbar durch die geschickte Wahl einer Dis-
kretisierung auf der Basis von helikalen Segmenten mit stiickweise konstanter Kriimmung und
Torsion innerhalb gewisser Grenzen abgefangen.

Bei den CosseraT-Rod-Elementen [Spillmann & Teschner, 2007] existiert keine solche Nicht-
dehnbarkeitsbedingung. Dehnung und Stauchung sind also zulissig, Scherung hingegen nicht,
so dass sich dieser Ansatz nicht fiir unsere Zwecke eignet. Der Nachteil der CosseraT-Rod-
Elemente besteht allerdings in der Wahl der Reprasentation der Orientierungen durch Quater-
nione. Die Forderung nach der Einheitslainge muss dem System als zusétzlicher Zwang auferlegt
werden. Die hier verwendeten Exponential-Maps haben den Vorteil, dass sie selbst Elemente der
SO(3) darstellen.

Im Gegensatz zu existierenden Ansitzen, die auf der Anwendung einfacher LAGRANGE-
Mechanik beruhen, 16sen wir die bestimmenden partiellen Differentialgleichungen unter An-
wendung des generalisierten a-Verfahrens direkt. In diesem Sinne kann unser Ansatz als erster
Versuch verstanden werden, das Problem in seiner ureigenen Form zu l6sen. In Kombination mit
geeigneten Kontaktmodellen, die sich elegant in den Rahmen der partiellen Differentialgleichun-
gen integrieren lasst, bspw. durch eine Reformulierung im Sinne von Maf3differentialinklusionen,
scheint eine exakte Modellierung all jener Effekte moglich, die bei der Faser-Faser-Interaktion ei-
ne Rolle spielen. Dariiber hinaus ist eine Ubertragung des Verfahrens auf andere Anwendungsge-
biete steifer Differentialgleichungen, wie bspw. das der Kleidermodellierung, méglich und sinn-
voll.

110



4 Elektrostatik auf Haaren

4.1 Einleitung

Im Folgenden stellen wir einen Ansatz zur Untersuchung elektrostatischer Phanomene auf
menschlichen Haaren oder in Faseransammlungen vor, der auf der Berechnung paarweiser Cou-
LoMB-Fernfeldinteraktionen zwischen punktformigen iiber die Fasern verteilten Ladungstragern
basiert. Das Modell integriert sich ideal in das Gesamtkonzept der speziellen Theorie der Cos-
SERAT-Stdbe, kann aber mit beliebigen mechanischen Stabmodellen kombiniert werden. Ferner
untersuchen wir den Einfluss von Umweltbedingungen wie Temperatur und Luftfeuchte auf die
Ladungsauswirkungen in Haaransammlungen.

Zur Untersuchung elektrostatischer Effekte sind Strihnen-basierte Modelle ungeeignet. Die
physikalischen Prozesse spielen sich hier auf der Ebene einzelner Fasern ab, so dass der Einsatz
eines faserbasierten Modelles sinnvoll erscheint.

Bis jetzt wurde diese Schicht eher vernachléssigt. Einige wenige Beitrage, die sich dieser Pro-
blematik eher beildufig annehmen, bspw. im Hinblick auf den Einfluss von Wasser und Haar-
pflegeprodukten auf Haaransammlungen, wurden vorgestellt, vgl. bspw. [Ward et al., 2004]. Die
Verfahren haben aber einen stark approximativen Charakter. Andere prominente Effekte, die sich
bspw. durch auf die Haaroberfldche aufgebrachte Ladung ergeben, waren bisher noch nicht Ge-
genstand von Untersuchungen.

In ihrer extremen Form sind die Effekte des Ladungsauftrags auf Haare aus dem Physikunter-
richt bekannt: Ein Proband legt beide Hande auf die metallische Hiille eines VAN-DE-GRAAFE-
Generators. Ein Plastik- oder Gummiband wird tiber einen Motor oder manuell angetriebene
Walzen an einer Art Drahtbiirste vorbeigefiihrt, die an der Metallhiille befestigt ist, und indu-
ziert dadurch eine Ladung auf deren Oberflache. Dieser Effekt ist auch als Triboelektrizitét be-
kannt. Die Ladung geht durch Beriihren der Metalloberfliche auf die Oberfliche des Probanden
uber. Bei trockenen, sauberen und nicht zu stark aneinander haftenden Haarfasern nehmen diese
den grofitmoglichen Abstand zueinander ein. Die Fasern folgen den Fluf3linien des elektrischen
Feldes. Im Extremfall kommt es dann zum bekannten ,,Struwwelpetereffekt’, vgl. Abb. (4.1).

Auch in weniger extremen Fillen konnen die Auswirkungen statischer Ladung sichtbaren Ein-
fluss auf das Gesamterscheinungsbild haben, inbesondere das Volumen des Haarkorpers. Auch
Kédmmen und Biirsten verursacht statische Elektrizitat auf der Haaroberfldche und trigt zu ei-
ner Anderung des Gesamthaarvolumens in sehr subtiler, aber doch sichtbarer Weise bei. Da die
Anteile an der Gesamtladung, die durch mechanische Belastungen wie Kimmen und Biirsten in-
duziert werden, nicht empirisch quantifiziert werden konnen, sind Modelle erforderlich, die den
gesteigerten Genauigkeitsanspriichen gentigen.

In diesem Zusammenhang scheint der faserbasierte CoOSSERAT-Ansatz geeignet, da er sich ideal
mit der Technik der Multipolentwicklung von tiber die Haaroberflache verteilten Punktladungen
kombinieren ldsst.
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4 Elektrostatik auf Haaren

Abbildung 4.1: Beriihmter Versuch: Die
Testperson lddt sich an einem Van-de-
Graaff-Generator elektrisch auf. Die Haare
stellen sich in der Folge entlang der Feldlini-
en des sich ausbildenden elektrischen Feldes
auf (Quelle: American Museum of Science &
Energy).

4.2 Berechnung elektrostatischer Einfliisse

Die Kraft, die zwischen zwei Punktladungen an den Positionen x; und x, wirkt, wird durch das
klassische CouLomBsche Gesetz beschrieben’,

e lag-g 2225 ) '
co (‘11 92 % —x? (4.1)

Bei mehreren Partikeln ergeben sich die CoLoumMs-Interaktionen aus dem Superpositionsprin-
zip, das auch bei elektrostatischen Feldern seine Giiltigkeit behilt,

n X,'—X'
fC:CO- Z |:q,q]—] ] (42)

3
L) i =]

Das Hauptproblem bei der Berechnung des elektrostatischen Feldes besteht offensichtlich darin,
dass alle wechselseitigen Interaktionen einer Menge von Punktladungen in Betracht gezogen wer-
den miissen, selbst dann, wenn einzelne Quellen weit voneinander entfernt sind. Die Komplexitat
ist quadratisch in der Anzahl der Partikel. Dieser Sachverhalt ist als N-Korperproblem bekannt.
Modelle, die Einfliisse weit entfernter Ursachen beriicksichtigen, werden i.d.R. als Fernfeldmodelle
bezeichnet.

Probleme, welche die Interaktion mehrerer Korper zum Gegenstand haben, sind in der Com-
putergraphik wohlbekannt, insbesondere im Zusammenhang mit der Kollisionserkennung. Al-
lerdings sollte dies nicht mit dem klassischen N-Korperproblem verwechselt werden, weil sich der
Wirkungsbereich der Korper nicht iiber groflere Distanzen erstreckt, sondern lokal beschriankt

'Die Konstante ¢y hingt von der Wahl der Einheiten ab und ist gleich 1 im cgs-System.
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ist. Kollisionen und die aus ihnen folgenden Antworten sind lokale Phanomene. Wir diirfen des-
halb nicht erwarten, dass die Losung zur Beschleunigung der Berechnung paarweiser COouLOMB-
Interaktionen allein in der Anwendung wohlbekannter Beschleunigungsstrukturen aus der Kol-
lisionserkennung, wie Raum- oder Korpersubdivision, besteht. Solche Techniken erlauben uns,
den Wirkungsradius einzuschranken und uns auflokale Interaktionen zu konzentrieren. Das Ein-
fache Abschneiden von Fernfeldinteraktionen oberhalb einer vorgegebenen Distanz kann zu ei-
nem unphysikalischen Verhalten fiihren, wie durch Darden et al. [Darden et al., 1993] eindrucks-
voll in Kristallwachstumsexperimenten gezeigt werden konnte.

Was wir benoétigen, ist eine Technik zur Approximation der Fernfeldinteraktionen, denn intui-
tiv sollte der Einfluss zweier benachbarter Korper auf einen weit entfernten dritten sehr dhnlich
sein. Das Missing Link, mit dem wir genau das erreichen, ist in der Physik als Multipolentwicklung
bekannt.

4.3 Fernfeldapproximation durch Multipolentwicklung

Zum besseren Verstandnis des Konzepts der Multipolentwicklung des elektrostatischen Poten-
tials nehmen wir eine Ladung g an der Position x, € R>. Das Potential in der Umgebung des
Partikels ist dann durch ®(x) = 1/7 gegeben, wobei 7 = |x — x¢| der Abstand zum Partikel ist.
Die Multipolentwicklung ist eine Reihenentwicklung, welche das Potential @ (x) in Abhédngigkeit
vom Abstand r zum Ursprung ausdriickt. Die Einfithrung von Kugelkoordinaten x = (7,0, ¢)
und x¢ = (79, 0o, @o), fithrt direkt auf einen Ausdruck mit LEGENDRE-Polynomen,

o0

O =1/F =) rg/r"'Py(cosy), (4.3)
n=0

wobei y der Winkel zwischen x¢ und x ist. Dieser Sachverhalt kann wiederum durch eine be-
stimmte Klasse von Funktionen ausgedriickt werden, die als Kugelflichenfunktionen (engl.: sphe-
rical harmonics) bekannt sind. Diese bilden eine Menge von orthogonalen Losungen der zugrun-
de liegenden LaPLACE-Gleichung V2® = 0, wenn das Problem durch Kugelkoordinaten parame-

trisiert wird.
Im Folgenden erweitern wir die Untersuchung auf k Punktladungen der Stérke g;, die inner-
halb einer Kugel mit dem Radius R an den Positionen x; = (7;, 0;, ¢;) mit i = 1..k lokalisiert sind,
vgl. Abb. (4.2). Das Potential an jedem Punkt x = (r, 6, ) aulerhalb der Kugel ist gegeben durch

<D(X)—Z Z i V' (6.9), (4.4)

n=0 m=—n

wobei gilt,
k

M;T:Zqi'r?'Yn_m(ei)(Pi): (4'5)

i=1
das Moment der Entwicklung darstellt, durch das die Verteilung der Ladungen innerhalb der
Kugel bertcksichtigt wird. Y,"(6, ¢) sind die Kugelflichenpolynome vom Gerade »n und sind
wie folgt definiert,

Y, (6, 9) = En N ;mB'P ml(cos ) e™?, (4.6)
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4 Elektrostatik auf Haaren

Abbildung 4.2: Links: Die dulBere Multipolentwicklung driickt das Potential ®(x) aul3erhalb einer
Kugel mit Radius R infolge aller Partikel innerhalb der Kugel aus. Rechts: Die innere oder lokale
Multipolentwicklung hingegen, drtickt das Potential ®(x) an einem Punkt x innerhalb der Kugel infolge
aller Ladungen aul3erhalb derselben aus.

wobei P (x) die assoziierten LEGENDRE-Polynome sind.

Diese Gleichungen sind nur giiltig, wenn eine ausreichende Separierung der Partikel gegeben
ist. Dariiber hinaus ist es von entscheidender Wichtigkeit, dass man alle Nahfeldinteraktionen
weiterhin explizit berechnet, weil die gegebenen Approximationen bei kleinen Abstinden nicht
mehr konvergieren. Nur wenn die Distanz r eines Partikels grof ist im Vergleich zum Radius
der umgebenden Kugel, » >> R, fiir die eine Multipolentwicklung durchgefiihrt werden soll,
approximieren wir die CoLouMB-Interaktionen mit allen Partikeln innerhalb der Kugel durch
Auswertung einer endlichen Anzahl von p Termen der Multipolentwicklung. Die Gesamtkraft,
die auf einen Partikel einwirkt, setzt sich aus dem Anteil fiir die Nahfeld- (nf) und dem fiir die
Fernfeldinteraktionen (ff) zusammen, fy = f, it f frt f..:, wobei ext externe Interaktionskrafte
infolge Gravitation, Kollision, etc. indiziert.

In Analogie zur dufleren Multipolentwicklung lasst sich auch eine innere oder lokale Entwick-
lung angeben. Nehmen wir dazu an, dass die k Ladungen der Stirke g; auflerhalb der Kugel mit
dem Radius R an den Stellen x; = (r;, 60;, ¢;) lokalisiert sind. Das Potential an jedem Punkt
x = (7,0, ¢) innerhalb der Kugel ist jetzt gegeben durch

O(x) =3 > Ly-v"(6,9) ", (4.7)
n=0 m=—n
wobei
k M0, .
L™ = Zq . Yn (el’gol)'

8
n ~ 1 T':./H—l (4 )

Bei der numerischen Auswertung muss die unendliche Summe in der Potentialfunktion durch
eine endliche mit p Termen ersetzt werden. Die Fehlerabschdtzung fiir die duflere Entwicklung
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Abbildung 4.3: Potentialfeld ei-
ner Faseranordnung, berechnet
aufeinem 1283-Gitter.

ist dann bei p > 1 durch die Beziehung

‘Q)(x) - Cb(x)‘ = (4.9)
o n qu - p n MT . Zf: |Qi| R p+1
V;m;n el v, (6,9) - r;)m;n il Y, (60,9)| < (ﬁ) (?) (4.10)

gegeben. Das zugehorige elektrostatische Feld wird durch den Gradienten des Potentials,
E=-V®(x) = -0D/0x;, (4.11)

eindeutig beschrieben. Aus dem elektrostatischen Feld erhalten wir die auf jeden Partikel einwir-
kenden Ladungskrifte in der Form F = q - E. Das Beispiel eines Potentialfeldes, das auf der Basis
unseres Ansatzes fiir eine computergenerierte Haarstrahne berechnet wurde, ist in Abb. (4.3) dar-
gestellt.

4.3.1 Abtastung des elektrostatischen Feldes

Die Multipolentwicklung wurde fiir Punktladungen hergeleitet und prinzipiell kann man
das auch fiir andere Primtive wie Zylinder oder Tori wiederholen. Das ist i.d.R. bei ande-
ren Geometrien recht aufwendig und normalerweise auch nicht kompatibel mit Standard-
Multipolbibliotheken. Zur Approximation der Oberflichenladungen eines diinnen generalisier-
ten Zylinders gegebener Lange wird jede Faser mit (negativen) Punktladungen ausgestattet. Zur
Approximation der Fernfeldinteraktionen aller Partikel berechnet man die Multipolentwicklung
des Potentials. Daraus ergeben sich die CouLomBs-Krifte, die auf die einzelnen Partikeln wirken,
als Gradient der Potentialfunktion.

Zunichst ist unklar, welcher Wert fiir die Partikeldichte pp zu wéhlen ist. Die CouLomB-Krifte
an jedem Partikel setzen sich aus einem tangentialen und einem Anteil normal zur Faser zu-
sammen. Der tangentiale Anteil bewirkt eine Verschiebung der Partikel entlang der Faser, bis
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Abbildung 4.4: Links: Translation der Multipolentwicklung. Mitte: Konversion der Multipol- in eine lokale
Entwicklung. Rechts: Translation einer lokalen Entwicklung.

ein Gleichgewichtszustand erreicht ist. In der Realitdt wiirde sich dieser Einfluss mit Lichtge-
schwindigkeit ausbreiten. Die Umverteilung der Ladungen macht die Neuberechnung der Cou-
LoMB-Interaktionen notwendig, solange, bis die Partikelverteilung gegen ein stabiles Gleichge-
wicht konvergiert. Diese Vorgehensweise scheint bei steigenden Partikelzahlen nicht praktikabel.
Fiir unsere Zwecke wihlen wir deshalb eine konstante Verteilungsdichte. Dieser Wert fallt nicht
notwendigerweise mit der Knotendichte des diskreten COSSERAT-Stabes zusammen und ist da-
mit unabhangig von der zugrunde liegenden Diskretisierung der Fasern. Damit die Positionen
der Partikel auch noch nach der Deformation der Fasern giiltig sind, werden sie anhand des Bo-
genldngeparameters s angegeben. Bei Positionierung eines Partikels zwischen zwei Knoten wird
linear zwischen den Koordinaten interpoliert.

4.4 Schnelles Multipolverfahren (FMM)

Zur Losung des N-Korperproblems wurden im Bereich der Physik eine Reihe von Ansit-
zen vorgestellt. Diese Verfahren kombinieren Standardraum- oder Objektunterteilungsverfah-
ren wie Okt-Baume oder Hiillkdrperhierarchien fiir die Partitionierung des Berechnungs-
raumes mit der Multipolentwicklung. Der baumbasierte Algorithmus von Barnes und Hut
[Barnes & Hut, 1986] findet seinen Ursprung in der Astrophysik und berechnet die paarwei-
sen Gravitationswechselwirkungen zwischen den Sternen einer Galaxie in O(nlogn) Zeit. Das
schnelle Multipolverfahren (engl.: Fast Multipole Method (FMM)) von Greengard and Rokh-
lin [Greengard & Rokhlin, 1987] ist eine der erfolgreichsten Ansitze, da sie auf der Analyse
der paarweisen Interaktionen von Punktladungen basiert und a priori Fehlerschranken zulésst.
Der Berechnungsaufwand wird hier durch die Einfithrung lokaler Entwicklungen auf O(n)
gedriickt. Der Hauptunterschied zwischen der FMM und dem Ansatz von Barnes und Hut
[Barnes & Hut, 1986] besteht darin, dass ersterer mit Potentialen operiert, wohingegen der von
Barnes und Hut Krifte berechnet. Unsere Elektrostatikberechnungen basieren auf der FMM. Da-
zu erstellen wir zundchst einen Oktalbaum iiber der Menge der Ladungspartikel, die mit einer
vorgegebenen Dichte pp iiber die Fasern verteilt seien. An den Bléttern des Baumes werden die
Multipolentwicklungen direkt aus allen darin enthaltenen Partikeln bzw. deren Positionen und
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Starken ermittelt. Die Berechnung des Potentials erfolgt dann in zwei Schritten: dem Aufwérts-
pass, bei dem die Multipolentwicklungen aller Zellen akkumuliert werden, und dem Abwirtspass,
bei dem die Potentiale fiir jeden Partikel innerhalb einer Zelle infolge aller Partikel auf3erhalb
derselben berechnet werden. Die Berechnung der Nahfeldeinfliisse erfolgt nebenlaufig, weil sie
lediglich von den unmittelbar benachbarten Partikeln in benachbarten Zellen des Oktalbaumes
abhangt. Zur Propagation der Multipolentwicklungen sind spezielle analytische Mechanismen
notwendig, vgl. Abb. (4.4).

1. Translation der Multipolentwicklung. Durch Einfithrung eines linearen Operators gelingt
die Verschiebung einer um den Punkt x4 gebildeten Multipolentwicklung auf einen be-
liebigen Punkt x5. Sei ®4(x — x4) die Entwicklung, die den Fernfeldeinfluss aller Parti-
kel innerhalb einer Kugel mit Radius R und Zentrum x4 = (74,04, ¢4) an jedem Punkt
x = (1,0, ¢) auflerhalb der Kugel ausdriickt, wie durch Gl. (4.4) gegeben. Dann gilt fur
jeden Punkt x auflerhalb einer Kugel mit Radius R + r4 und Zentrum im Ursprung das
Potential ®5(x) mit den Koefhzienten (M) . Die Koeffizienten (M) 4 und (M)}')p der
beiden Funktion ®4(x — x4) und ®p(x) hingen voneinander ab und definieren den li-
nearen Operator L1y, so dass (M) = Lra (M])') a. Dieser Operator konvertiert also
die Koeffizienten (M) 4 der einen Multipolentwicklung in die der anderen, (M) 5. Wir
verzichten an dieser Stelle bewusst auf die Angabe des linearen Operators.

2. Translation der lokalen Entwicklung. Sei ® o(x — x4 ) eine endliche lokale Entwicklung um
den Punkt x4 = (74, 04, ¢4), wie durch GL. (4.7) gegeben. Die Funktion kann durch Wahl
geeigneter Koeffizienten (M) g auf den Ursprung verschoben werden, ®(x). Dabei wird
der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten durch den linearen Operator L ausge-
driickt, mit (M,T)B =L (M;T)A

3. Konversion der Multipolentwicklung in eine lokale Entwicklung. Sei @ 4 (x—x4 ) die Multipol-
entwicklung um den Punkt x4 = (74, 04, ¢4) infolge aller Partikel innerhalb einer Kugel
Kx, mit Radius R und Zentrum x4, wobei r4 > 2R. Dann konvergiert die Multipolentwick-
lung @ 4(x —x4) (vgl. Gl (4.4)) innerhalb einer Kugel Ky mit dem Radius R und Zentrum
im Ursprung. Weiterhin gilt fiir jeden Punktx = (7, 6, ¢) mit r < R die innere Entwicklung
®p(x) mit den Koeflizienten (M) infolge aller Partikel in Kx,, vgl. Gl (4.7). Auch hier
existiert ein linearer Operator Lk, so dass (M})')p = L1y (M) a. D.h., durch Anwen-
dung dieses Operators lassen sich die Koefhizienten der lokalen Entwicklung aus denen der
Multipolentwicklung ermitteln. Die Multipolentwicklung um x4 wird also in eine lokale
Entwicklung um den Ursprung iiberfiihrt.

Die analytische Mechanismen lassen sich durch fundamentale Theoreme der Theorie der Kugel-
flichenfunktionen rechtfertigen. Der interessierte Leser sei auf die Originalarbeit von Greengard
und Rokhlin [Greengard & Rokhlin, 1987] verwiesen.

4.4.1 Interaktionslisten

Zum besseren Verstindnis der einzelnen Berechnungsschritte einer O(n log n)-Prozedur fithren
wir zunichst die Begriffe des nachsten Nachbarn einer Zelle, den der Wohlsepariertheit von Zel-
len und die Interaktionsliste ein. Zwei Zellen des Oktalbaumes sind ndchste Nachbarn, wenn sie
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Abbildung 4.5: Zum Problem der Interaktionslisten: Jede Zelle i hiilt eine Interaktionsliste vor, die genau
diejenigen von i wohlseparierten Zellen enthdlt, die Kinder der nédchsten Nachbarn des Vaters von i
sind. Die aktuelle Zelle ist rot markiert, ihre ndchsten Nachbarn blau und die wohlseparierten Zellen der
Interaktionsliste gelb.

dieselbe Rekursionstiefe haben und sich mindestens einen Eckpunkt teilen. Zwei Zellen sind hin-
gegen wohlsepariert, wenn sie nicht nichste Nachbarn sind. Jede Zelle i verfiigt iiber eine Interak-
tionsliste, welche genau diejenigen von i wohlseparierten Zellen enthdlt, die Kinder der néchsten
Nachbarn des Vaters von i sind, vgl. Abb. (4.5). Die Interaktionsliste enthdlt maximal 189 Zel-
len, wie man leicht nachrechnen kann. Die Auswertung einer Multipolentwicklung kann nur fiir
wohlseparierte Zellen erfolgen, wegen fehlender Konvergenz hingegen nicht zwischen néchsten
Nachbarn. Alle Zellen auflerhalb der néchsten Nachbarn des Vaters werden auf der jeweils {iber-
geordneten Ebene behandelt. Die Multipolentwicklung erfolgt fiir alle Zellen einer Ebene tiber
alle darin enthaltenen Partikel, ihre Auswertung hingegen fiir alle Zellen in der entsprechenden
Interaktionsliste.

Offenbar muss beim Ansatz mit Interaktionslisten auf jeder Ebene auf alle Partikel genau ein-
mal zugegriffen werden, was bei einer gleichférmigen Verteilung und log N Leveln auf O(nlogn)
Aufwand fithrt. Es scheint gerechtfertigt, diesen Aufwand auch fiir praktische Verteilungen an-
zunehmen.

Zur Reduktion der Laufzeitkomplexitit auf O(n) bedient sich die FMM der oben bereits einge-
fithrten Translation bzw. Konversion der Multipolentwicklung. Die Translation erlaubt uns eine
direkte Berechnung der dufleren Entwicklung einer Zelle durch den Zusammenschluss (merge)
der Beitrage ihrer Kinder. Umgekehrt kann durch die Translation aus der inneren Entwicklung
einer Zelle die ihrer Kinder ermittelt werden. Ein direkter Zugriff auf alle Partikel ist nicht mehr
notwendig.

Damit lassen sich die einzelnen Schritte wie folgt zusammenfassen. Im Aufwirtspass erfolgt
die Berechnung der Entwicklungen aller Zellen durch Zusammenschluss der Kindentwicklungen
(Translation der Multipolentwicklung). Lediglich an den Bléttern ist eine direkte Berechnung aus
den Partikeln notwendig. Im Abwirtspass werden die Multipolentwicklungen der aktuellen Zelle
bzgl. der Zentren aller Zellen in der Interaktionsliste in eine lokale Entwicklung konvertiert (Kon-
version der Multipolentwicklung in eine lokale Entwicklung). Diese driickt das Potential aller
Partikel der aktuellen Zelle infolge aller Zellen auflerhalb ihrer nachsten Nachbarn aus. In einem
zweiten Abwirtspass werden diese lokalen Expansionen auf die Level der Kindzellen verschoben
und zu deren lokalen Entwicklungen addiert (Translation der lokalen Entwicklung). Durch die-
sen Mechanismus propagiert man die lokalen Expansionen bis auf die Blattebenen des Baumes.
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Nur diese Entwicklungen, also jene auf dem untersten Level, miissen ausgewertet werden, um das
Potential der einzelnen Partikel zu erhalten.

Die Gesamtzahl der benétigten Operationen belauft sich auf 189(n/s) p* + 2np?* + 27ns, wobei
s die durchschnittliche Anzahl an Partikeln pro Blattknoten und p die Anzahl auszuwertender
Terme in der Multipolentwicklung darstellt. Zur Erreichung einer gewiinschten Genauigkeit €
sind p = log ;;1/e Terme auszuwerten. Die Berechnungskosten fiir die lokale Entwicklung pro
Zelle belaufen sich auf 189(n/s)p* Operationen, lassen sich aber auf 189(n/s)3p> reduzieren,
wenn das lokale Koordinatensystem so gedreht wird, dass die z-Achse mit dem Verbindungs-
vektor zwischen Quell- und Zielbox zusammenfillt. Die Entwicklung wird dann entlang dieser
Achse verschoben und anschliefend wieder auf das Ursprungssystem zuriickgedreht.

4.4.2 Interaktion zwischen Partikeln und Oberflache

Die Kopfoberfliche, oder die Objektoberfliche im Allgemeinen, iibt einen Einfluss auf die Fa-
sern aus, da sie selbst eine Ladung tréagt. Die abstoflenden Krifte zwischen der Kopfoberfliche
und den Fasern, die sich infolge der gleichnamigen Ladungen einstellen, fungieren als eine Art
Kollisionsantwortkraft, da sie das Eindringen der Fasern in das Objekt verhindern.

Zur schnellen Berechnung der Interaktionen ermitteln wir fiir die Objektoberfliche S eine
implizite, lineare Approximation oder Distanzfeld ®g : R* — R, so dass

Dg(x) := miél{Hx—qH}, vVxeR’. (4.12)
qe

Genau genommen gilt das CouLomBsche Gesetz nur fiir punktformige Ladungstriger ohne
raumliche Ausdehnung, aber wir wenden es in diesem Zusammenhang auch auf die Berechnung
der Krifte zwischen Partikeln und der Objektoberfliche an. Die Partikel in der Umgebung der
Oberfliche erfahren eine abstoflende Kraft, die mit 1/r* abnimmt. Die Kraft ist dann gegeben
durch
|91 - |1Qs|  VPs(x)
o Ives&)|

wobei V®g(x) der Gradient der impliziten Funktion an der Stelle x und r,, der kleinste Abstand
vonx zu S ist. Qg gibt die Oberflichenladung an, mit ;- Qg > 0. Diese Bedingung besagt, dass die
beiden Ladung gleiche Vorzeichen haben und sich infolgedessen abstofien. Die implizite Approxi-
mation wird mit der Charakteristikenmethode berechnet, vgl. Abs. (7.2). Die einzelnen Distanzen
werden werden an der Knoten eines kartesischen Gitters gespeichert. Der Abstand eines Punk-
tes an der Position x ldsst sich durch trilineare Interpolation der Werte an den Eckpunkten der
Zellen berechnen, in welcher der Punkt liegt. Der Gradient hingegen ergibt sich durch Approxi-
mation mittels finiter Differenzen. Der Gesamtaufwand fiir die Berechnung der Approximation
aller CouLomB-Interaktionen ist demnach linear in der Anzahl der Segmente.

Das Auftreten singuldrer Krifte kann nur verhindert werden, wenn alle Ladungstréger wohl-
separiert sind, d.h., keine Ladungstrager aufeinander liegen.

£5(x) = (4.13)

4.4.3 Randbedingungen

Randbedingungen infolge in das elektrostatische Feld eingefiihrter Objekte bediirfen einer spezi-
ellen Behandlung, weil die Wirkungslinie zweier Partikel sich mit einer solchen Objektberandung
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4 Elektrostatik auf Haaren

Abbildung 4.6: Zum Problem der Randbedingungen: Interaktion
der Wirkunsglinie zweier Partikel auf gegentiberliegenden Seiten des
Kopfes mit der Kopfoberfliche.

schneiden kann. In unserem Fall wird der Rand durch die Oberfldche eines Kopfmodells gebil-
det. Esisti.d.R. nicht moglich, solche Randbedingungen mit Standardmultipolbibliotheken unter
Aufrechterhaltung des O(n) Schemas zu handhaben, da die Multipolentwicklungen auf der Basis
einzelner Zellen berechnet werden. Prinzipiell konnen solche Interaktionen direkt berechnet und
anschlieflend von der Gesamtladung der betroffenen Partikel subtrahiert werden. Vereinfachend
wollen wir jedoch annehmen, dass die induzierten Berechnungsfehler klein sind, da lediglich
Partikel direkt an der Kopfoberfliche betroffen sind, vgl. Abb. (4.6). Das dadurch im Bereich der
Haarwurzel induzierte Biegemoment ist vernachlassigbar. Wegen der quadratisch mit dem Ab-
stand abnehmenden Krifte sind auch die Auswirkungen zwischen Partikeln mit grofiem Abstand
zueinander vernachlissigbar.

4.5 Numerische Beispiele

Zur Uberpriifung unseres Ansatzes wurden unterschiedliche Experimente durchgefithrt. Zur
Ladungsberechnung kam die frei erhiltliche C-Bibliothek DPMTA [Rankin, 2002] zum Ein-
satz. Hierbei wurde ausschliellich vom Einzelprozessormodus Gebrauch gemacht, obwohl die
DPMTA-Bibliothek ihre Stirken besonders beim Einsatz in parallelen Umgebungen ausspielt.
Zur Senkung des Speicherbedarfs wurde der Bibliotheksquellcode voll in unsere Simulationsum-
gebung Rapunzel integriert, so dass sich alle Berechnung direkt auf den internen Datenstrukturen
von Rapunzel durchfiihren lassen. Als Hardware diente ein Pentium IV, 2.4 GHz mit 2 GB RAM.
Im Einzelnen betrachten wir die folgenden beiden Testfille:

1. Eine vorgekriimmte Faseranordnung bestehend aus 300 Einzelfasern der Lange 30 cm, zu
je 100 Segmenten. Die Faserenden sind gleichmaf3ig iiber einen elliptischen Querschnitt
mit einer Dichte von 200 Fasern/cm? verteilt.

2. Als komplexeres Beispiel dient eine computergenerierte Frisur aus iiber 65 K einzelnen
Fasern, die eine Hilfte eines menschlichen Kopfmodells bedeckt.

Die Anfangskonfigurationen wurden auf der Basis unseres COSSERAT-Ansatzes generiert. Die

geometrischen Eigenschaften entsprechen den realen, bei Humanhaaren auftretenden Werten.
Der Algorithmus verteilt zunachst Ladungspartikel mit einer gewiinschten Ladungsdichte tiber

die Fasern und berechnet anschlieflend die CouLoMB-Interaktionen mittels der FMM. In einem
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zweiten Schritt folgen alle Interaktionen zwischen den Partikeln und der Kopfoberfliche durch
Auswertung des Distanzfeldes. Auf der Basis dieser Krifte kann dann eine Neuberechnung der
Faserkonfigurationen durch Losen eines unbeschriankten Optimierungsproblems erfolgen, wie
in Abs. (3.3.2.1) erldutert. Der Pseudocode ist in Alg. (2) dargestellt. Die Ladungstrégerdichte be-

Algorithmus 2 : Berechnung der Konfiguration C* aus einer gegebenen Anordnung C~ in-
folge CouLomB-Interaktion zwischen den Fasern nach Aufbringen einer Ladung Q. S ist die
Kopfoberfliche in Form eines Dreiecksnetzes, n die Anzahl der Simulationsschritte, T die
Temperatur, RH die Luftfeuchte und pp die Ladungspartikeldichte. M ist eine Menge von
Materialparametern.

Data:C~,S,Q, n, pp, T, RH

Result : Neue Konfiguration C* der Anordnung

qij < 0

: @y < cCOMPPOTENTIALFIELD(S)

M :=(E,G,p,Ad) < LookupPMEcHPRrOPS(T, RH)
: forh:1-mndo

Xij < COMPPARTICLEDISTRIBUTION(C™, pp)

dq < compSTEP(Q, h)

qij < qij + dq

fs <~ COMPFMM(Xij, qu)

dij < @g(xij)

10 | £ < |qijl - [Qsl/d}; - Vs (xi) /| VOs (xij) |

11: Fijzfz-c]?-i-fisj-i-ffft

12 C" + comPEQUILIBRIUMCONFIGURATION(C™, F;j, g, M)
13: end

A A S o

0o ®

tragt konstant pp = 330 Partikel/cm. Die Simulationstemperatur betrug bei allen Tests 25 °C, bei
veridnderlicher Luftfeuchte (65 %-100 %). Die Linienladungsdichte ist -7,7-10~*. Die Simulations-
ergebnisse sind in Abb. (4.7), Abb. (4.8) und Abb. (4.9) dargestellt.

Abb. (4.7) und Abb. (4.8) zeigen die finale Konfiguration nach Aufbringen der Ladung auf die
vorgekriimmte Faseranordnung bei einer Luftfeuchte von 65 % bzw. 100 %. Infolge des erhohten
Eigengewichtes bzw. der verringerten Steifigkeit der Faser bei 100 % Luftfeuchte fallt der Effekt
des Ladungsauftrags deutlich geringer aus. Dariiber hinaus fithrt das erhéhte Eigengewicht zu
einer Verringerung der Kriimmung, die Faser verliert infolgedessen ihre Form. Dieser Effekt ist
auch bei realen Haaren zu beobachten.

Die Ergebnisse fiir das Halbkopfmodell nach Ladungsauftrag sind in Abb. (4.9) dargestellt. Die
Endkonfiguration entspricht den Erwartungen. Fiir den Ladungsauftrag gibt es prinzipiell zwei
Moglichkeiten:

1. Der volle Ladungsbetrag wird in einem einzigen Schritt aufgebracht, oder

2. der Ladungsbetrag wird iiber n Schritte verteilt, um den Aufbau des elektrostatischen Fel-
des zu simulieren. Dafiir wird ein logarithmisch abnehmender Ladungsbetrag angenom-
men.
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T=25°C, LF=65% T=25°C, LF=100%

Abbildung 4.7: Die Bilder zeigen die Ergebnisse unseres Ansatzes fiir die Elektrostatikberechnung auf
Humanhaaren. Links: Vorgekriimmte Faseranordnung bestehend aus 300 Einzelfasern der Lénge 30 cm zu
je 100 Segmenten. Mitte: Nach der Applikation einer Ladung (T=25 °C, RH=65 %). Rechts: Nach Anheben
der Luftfeuchte auf 100 %. Infolge der Gewichtszunahme bzw. der Abnahme der Steifigkeitsparameter
neigen die Fasern zum Verlust ihrer Form, ein Effekt, der auch bei realen Haaren zu beobachten ist.
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A

Abbildung 4.8: Das Bild zeigt die vorgekriimmte Faseranordnung bei T=25 °C und RH=65 % (bei selber
Ladung), jedoch ohne den Effekt der Gravitation.
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4 Elektrostatik auf Haaren

Abbildung 4.9: Die Bilder zeigen die Ergebnisse unseres Ansatzes flir die Elektrostatikberechnung auf
Humanhaaren beim Halbkopfmodell bestehend aus 65 K Fasern gleicher Lédnge (100 Segmente pro Faser),
vor und nach Applikation einer Ladung auf der Kopfoberfldiche und den Haarfasern.

Beide Strategien fithren zu vollig unterschiedlichen Ergebnissen. Die Applikation des vollen La-
dungsbetrages in einem einzigen Schritt bewirkt nicht dieselbe Endkonfiguration, wie das Auf-
bringen {iber mehrere aufeinander folgende Schritte. Im ersten Fall ergibt sich eine asymmetri-
sche Kraftverteilung, mit grofleren Kraftbeitragen auf den dufSeren Fasern der Anordnung. Im
zweiten Fall konvergiert das System jedoch gegen eine symmetrische Konfiguration. Der Grund
dafiir liegt darin, dass Asymmetrien in der Kraftverteilung in den folgenden Integrationsschrit-
ten der CossErRAT-Gleichungen numerisch geglittet werden. Der Integrationsprozess fungiert als
Filter. Zudem gilt es zu beachten, dass jeder Integrationsschritt einen weiteren numerischen Feh-
ler induziert. Dariiber hinaus ist, wie in Abs. (3.3.2.1) dargelegt, zur Bestimmung der Gleichge-
wichtskonfiguration das Losen eines unbeschriankten Optimierungsproblems notwendig. Dieser
Optimierungsprozess lenkt die Systemenergie in Richtung eines Minimums und solche Minima
entsprechen bekanntermafSen symmetrischen Systemzustanden.

Auf der Basis dieser Berechnungen lassen sich die elektrischen Feldstirken der Anordnung
auswerten, die durch die Beziehung E = F/q gegeben sind. Zum Vergleich mit real auftretenden
Feldstirken bedienen wir uns einer der wenigen Publikationen, die sich mit solchen Messungen
an menschlichen Haaren befassen. Dabei handelt es sich um ein US Patent zur Reduktion stati-
scher Elektrizitdt mittels spezieller Haarkonditionierer [Patel, 1988]. Die Effektivitat solcher Kon-
ditionierer quantifizieren die Autoren an einer Gruppe von Haarstrdhnen, die durch s50-maliges
Kdmmen mit einem Gummikamm elektrisch geladen wurden. Der Sensor eines Feldmeters er-
mittelt die Stirken in einem Abstand von 12 cm von der Oberfliche der Strahne. Die Werte ran-
gieren zwischen 20 kV/m und 120 kV/m und korrespondieren mit denen aus unseren Berech-
nungen, die im Bereich von etwa 13 kV/m liegen. Dariiber hinaus wurde die Anzahl der Terme
in der Multipolentwicklung systematisch variiert und die Auswirkung auf die Rechengenauigkeit
gemessen. Wie aus Abb. (4.10) leicht zu ersehen ist, steigt die Berechnungszeit in etwa quadratisch
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Abbildung 4.10: Berechnungszeiten (in Sek.) der 40 . 107"
Fast-Multipole-Method bei verinderlicher Anzahl K . ° .
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mit der Anzahl der ausgewerteten Terme. Die Kurve zeigt die mittlere Richtungsabweichung von
der exakten Losung basierend auf dem naiven Ansatz einer direkten Interaktionsauswertung. Die
Winkel sind iiber alle Partikel der Anordnung gemittelt. Die Abweichung liegt bei 1072 rad bei
zwei Termen und fillt auf 10~ rad bei 30 Termen ab. Die grofite beobachtete Abweichung von
der exakten Kraft betrdgt 0,3 %. Das stimmt mit dem fiir zwei Terme vorhergesagten Fehler von
37P/2 {iberein. Schlussendlich belegen unsere Untersuchungen, dass die Benutzung von mehr als
zwei Termen fiir die Multipolentwicklung keine sichtbaren Auswirkungen auf die Konfiguratio-
nen der hier getesteten Beispiele hat. Der Grund dafiir mag darin liegen, dass die geringfiigigen
Schwankungen in den Kraftamplituden bzw. Richtungen bei Auswertung einer gréfieren Anzahl
an Termen durch den Integrations- bzw. Optimierungsprozess gegléttet werden.

Mit dem vorgestellten Modell konnten die Méglichkeiten der faserbasierten Haarsimulati-
on am Beispiel der Elektrostatikberechnung an Humanhaaren aufzeigt werden. Die CouLOMB-
Interaktionen lassen sich durch Kopplung einer Multipolentwicklung tiber auf den Fasern ver-
teilten Punktladungen und einem statischen CosseraT-Modell effizient berechnen. Auf der Ba-
sis dieses Modells scheint eine Vorhersage der durch Kimmen und Biirsten in Faseranordnungen
induzierten Ladungen moglich. Eine numerische Untersuchung der Frage, wie grof3 der Anteil ei-
ner so induzierten Ladung bzw. der durch die mechanische Belastungen verursachten plastischen
Deformation an der Anderung des Volumenkérpers ist, scheint ebenfalls in greifbare Nihe ge-
rickt.
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5 Rekonstruktion von Frisuren aus groben
Oberflacheninformationen

Im folgenden Kapitel stellen wir einen neuen Ansatz fiir die Rekonstruktion von expliziten Frisur-
modellen aus groben Oberfldcheninformationen vor, wie sie bspw. nach der Laserabtastung von
Skulpturen vorliegen. Unser Ansatz basiert auf einem Shapematchingalgorithmus, der einzelne
Leitfasern unter Beachtung bestimmter Randbedingungen und zusétzlicher Haardichteinforma-
tionen in ein vorgegebenes Volumen einpasst. Die Basis bildet ein mechanisches Stabmodell, das
durch die speziellen Theorie der COSSERAT-Stédbe beschrieben wird. Solche Modelle konnen zur
effizienten Simulation der Deformation einzelner Fasern in aufeinander folgenden Bearbeitungs-
schritten herangezogen werden.

5.1 Einleitung

Das Erzeugen realistisch aussehender, expliziter Frisuren stellt ein weitgehend ungeldstes Pro-
blem im Bereich der Computergraphik dar. Standardansitze erfordern immer noch einen nicht
unerheblichen manuellen Einsatz, da mindestens die Hauptflussrichtungen von Frisuren anhand
von Leitkurven vorgegeben werden miissen. Wihrend das Problem der Rekonstruktion loka-
ler Haargeometrien aus Sequenzen von Photographien jiingst angegangen worden ist, fand die
Generierung von Frisuren aus groben Oberflacheninformationen in bereits existierenden Arbei-
ten noch keine Beachtung. Solche Oberfldchendaten kénnen bspw. dem Laserabtastungsvorgang
von Skulpturen entstammen (vgl. hierzu [Levoy, 1999]). Die Rander der zu erzeugenden Frisuren
werden zum einen durch die Kopfoberfliche bzw. die Region des Haaransatzes und zum anderen
durch die Grenzen des Haarvolumenkdorpers gebildet. Moglichkeiten zur Generierung plausibler
Frisuren unter Beachtung eben solcher Randbedingungen sind von grofiem Interesse, bspw. im
Kontext virtueller Altertumsprojekte. Die Ergebnisse eines Frisurenrekonstruktionsversuchs auf
der Basis der Oberflichendaten einer Beethovenbiiste aus dem Bonner Beethovenhaus unter An-
wendung des hier vorgestellten Algorithmus, ist in Abb. (5.1) dargestellt.

Der Ansatz ist voll automatisiert. Vom Benutzer ist lediglich eine handvoll Parameter zu spe-
zifizieren. Interaktionen manueller Natur sind hingegen nicht erforderlich. Die notwendige De-
formation einzelner Fasern im Rahmen des Einpassungsvorganges in das Zielvolumen soll auch
hier durch ein statisches CosseraT-Modell beschrieben werden.

5.2 Verwandte Ansatze

In den letzten Jahren wurden einigen Ansétze fiir das Problem der Frisurengenerierung im All-
gemeinen vorgestellt. Lee et al. [Lee et al., 2002] haben in diesem Rahmen ein System zur in-
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Abbildung 5.1: Ergebnisse eines Frisurenrekonstruktionsversuchs auf der Basis der Oberflédchendaten
einer Beethovenbiliste aus dem Bonner Beethovenhaus unter Anwendung des hier vorgestellten Algorith-
mus. Das Gesamtresultat nach Aufsetzen der rekonstruierten Beethovenfrisur auf ein Kopfmodell ohne
und mit Texturierung.

teraktiven Manipulation computergenerierter Frisuren mittels eines Motion-Tracking-Gerites
entwickelt. Der Ansatz von Hadap und Thalmann [Hadap & Magnenat-Thalmann, 2000] fasst
Haargeometrien als idealisierte Stromung viskoser Fluide auf. Quellen werden entlang der Kopf-
oberfliche positioniert und die Stromlinien so am Eintreten in die Peripherie gehindert. Aller-
dings konnen selbst hohe Quelldichten keine Interaktionsfreiheit der generierten Frisuren ga-
rantieren. Dieser Ansatz ist mit unserem insofern verwand, als wir lineare Approximationen der
Objektberandungen auf kartesischen Gittern verwenden, um sowohl das Problem des Eindrin-
gens von Fasern in die Peripherie als auch deren Durchdringung untereinander zu vermeiden.
Dariiber hinaus bleibt der Ansatz von Hadap und Thalmann, bedingt durch die Stromungsana-
logie, auf Kurvengeometrien mit weichen Verldufen und kleinen Kriimmungen beschrinkt. Yu
[Yu, 2001] verfolgt mit seiner Arbeit einen dhnlichen Ansatz unter Ausnutzung der Analogie von
»natiirlichen” Vektorfeldern und dem zumindest bei oberflachlicher Betrachtung glatt verlaufen-
den Fluss natiirlicher Haare. Prozedural generierte Vektorfeldprimitive konnen dann zu kom-
plexen Frisuren iiberlagert werden. Die Methode von Xu und Yang [Xu & Yang, 2001] basiert
hingegen auf der manuellen Anordnung von Haarclustern, die durch das wiederholte Anwenden
von Elementaroperationen bis zur vollstaindigen Frisur multipliziert werden. Im gleichen Lichte
erscheint der Beitrag von Kim und Neumann [Kim & Neumann, 2002]. Deren Multiresolution-
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Haarmodellierungssystem liegt erneut das Clusterparadigma zugrunde. Eine ganze Frisur stellt
sich dann als Ergebnis einer Serie von Kopier-, Einfiige-, Vedrehungs- und Verschiebeoperatio-
nen dar. Dariiber hinaus lassen sich einzelne Cluster bis zum Erreichen der gewiinschten Detail-
genaugkeit individuell nachbearbeiten. Besondere Wiirdigung verdient die Arbeit von Choe und
Ko [Choe & Ko, 2005] im Hinblick auf die beeindruckenden Ergebnisse, die sich damit erzielen
lassen. Thr Haarmodellierungswerkzeug basiert, ahnlich dem unsrigen, auf einem pseudophysi-
kalischen Modell, in dem Kraft- und Dichtefelder die Basis fiir die Anndherung physikalischer
Einfliisse wie Gravitation und Haar-Haar-Interaktion bilden. Die Faseranordnung wird als Kon-
tinuum aufgefasst, dessen lokale Dichtefunktion ein Maf3 fiir die regionale Kollisionswahrschein-
lichkeit darstellt. Orte hoher Dichte signalisieren dem Anpassungsalgorithmus bereits belegte Be-
reiche, so dass folgende Fasern durch Aufbringen addquater Krifte aus dem verbotenen Bereich
gedriickt werden konnen. Berechnet man solche Dichtefelder auf kartesischen Gittern, lassen sich
auch die Gradienten der Dichtefunktion bestimmen. Dieser gibt Aufschluss dariiber, in welche
Richtung eine einzupassende Leitfaser verschoben werden muss, um in eine Region geringerer
Dichte zu gelangen.

In Choe und Kos Ansatz definiert ein dreidimensionales Kraftfeld ®(x) mit x € .4 und
A= {xeR3x; < x; < x4, 1 < X2 < yu, 2 < x3 < 2, } die einzuhaltenden Flussrichtungen infolge
Stylingoperationen oder Gravitation an jedem Punkt des Raumes. Die Biegewinkel zwischen den
Segmenten einer weniggliedrigen kinematischen Kette werden dann in einem Optimierungspro-
zess so gewdahlt, dass sie sich, entsprechend der Steifigkeit ihrer Gelenke, moglichst entlang des
Kraftfeldes ausrichten. Beschrieben wird das durch die Funktion

doy d

U(d) = [(@(x)+c-m)-m] - max, (5.1)

in der d und d, die Richtungsvektoren des Segmentes sind, und zwar in der aktuellen Lage bzw. in
Anfangslage, also wenn der Biegewinkel Null ist. ¢ ist eine beliebige Steifigkeitskonstante. Diese
Funktion nimmt genau dann ihr Maximum ein, wenn das Segment sich parallel zum lokalen Fluss
stellt und die Segmentrichtung der Ruhelage entspricht. Es wird die Segmentrichtung gesucht,
welche die Funktion /(d) maximiert,

d* = argmax U(d). (5.2)

deR3

Réumliche Zwinge infolge von Stylingoperationen lassen sich auf lokale Vektorfeldprimitive
®c(x) mit x € A" ¢ A reduzieren, die in Form einer konvexen Kombination a®(x) + (1 —
a)®¢(x) mit dem Kraftfeld zu superponieren sind. Ein Beispiel fiir ein solches Vektorfeldpri-
mitiv ist bspw. die lokale Vorgabe der Fliefirichtung durch eine Trajektorie und einen Einfluss-
radius, innerhalb dessen die Richtungen tangential zur Trajektorie verlaufen. Durch Einfithrung
eines Dichtefeldes kann vor Einbau von Segmenten mit Wirkungsradius gepriift werden, ob die
lokale Dichte zuziiglich der durch das neue Segment verursachten Anderung einen Vorgabewert
tiberschreitet. In solchen Fillen ist der Biegewinkel in Richtung des lokalen Dichtefeldgradienten
zu modifizieren.

Alle genannten Ansétze haben gemeinsam, dass Frisuren manuell unter zur Hilfenahme von
interaktiven Werkzeugen erstellt werden miissen. Auf der anderen Seite steht der Computer Vi-
sion Ansatz, dessen primdres Ziel, die vollautomatische Rekonstruktion von Frisuren aus Pho-
tos, in den letzten Jahren in den Mittelpunkt des Interesses geriickt ist. Haider und Kaneko
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[Haider & Kaneko, 2000] haben bspw. Algorithmen fiir die Rekonstruktion des Haarvolumens
aus einer Sequenz von Videobildern von Patienten entwickelt. Ein haarloses, dreidimensionales
Kopfmodell aus dem CT-Scanner dient zur Registrierung der Kameraparameter. Nach anschlie-
lender Segmentierung der Haarregion in den Bildern und Registrierung der Kamerapositionen
kann ein dreidimensionales Haarvolumen errechnet werden. Die extrahierten Haartexturen aus
dem Segmentierungsprozess lassen sich dann auf die Oberfliche des Volumens aufbringen. Die-
ser Ansatz ist rein volumetrisch, es werden keine Haarfasern generiert. Die Methode von Paris et
al. [Paris et al., 2004] ist hingegen in der Lage, aus einer Serie von unter kontrollierten Beleuch-
tungsbedingungen aufgenommenen Bildern von Frisuren durch die systematische Anwendung
einer Kaskade von Filteroperationen dreidimensionale, explizite Haarmodelle zu erzeugen. Die
Filteroperationen liefern Orientierungsinformationen fiir die einzelnen Pixel eines Bildes. Die-
se Richtungsinformationen, die visuelle Hiille des Haarvolumens und zusitzliche Informationen
wie Kamerapositionen bilden die Datenbasis fiir den Rekonstruktionsalgorithmus. Die beeindru-
ckensten Resultate konnten bis jetzt von Wei et al. [Wei et al., 2005] erzielt werden. Nur eine Folge
von Bildern, die im Gegensatz zum Ansatz von Paris et al. [Paris et al., 2004] unter unkontrollier-
ten Beleuchtungsbedingungen aufgenommen werden konnen, ist notwendig. Die zur expliziten
Generierung von Fasern notwendigen Orientierungen ergeben sich durch Triangulation von Ori-
entierungsinformationen aus unterschiedlichen Perspektiven. Die Kopfoberflache wird durch ei-
ne Offsetfliche aus der visuellen Hiille generiert. Diese Ansétze erfordern zur Rekonstruktion
lokale Orientierungsinformationen, die bei Oberfldchenabtastungen i.d.R. nicht verfiigbar sind.
Mit der Oberflache liegt lediglich die visuelle Hiille vor.

5.3 Der Algorithmus

Die Eingabespezifikation unseres Algorithmus erfordert die Bereitstellung der Kopfoberflache
Ss in Form eines Dreiecksnetzes und zusitzlich die Berandung oder visuelle Hiille Sy des zu-
geordneten Haarvolumens, vgl. Abb. (5.2). Ausgehend von einem Oberfldchenscan einer Skulp-
tur besteht also die grundlegende Aufgabe zunichst in der Zerlegung des Skulpturvolumens in
die notwendigen Eingabedaten. Nach Extraktion der Haaroberfliche aus dem Skulpturvolumen
bleibt ein zu fiillendes Loch. Uber die Kopfoberfliche ist i.d.R. nichts bekannt und entsprechend
schwierig gestaltet sich diese Aufgabe. Eine Moglichkeit besteht darin, die Kopfoberflache durch
eine Offsetflidche aus der Berandung zu approximieren und anschlieflend zu glatten. Dieses Vor-
gehen liefert bestenfalls eine sehr grobe Anndherung. Die Unsicherheit beziiglich der realen Ver-
héltnisse unter dem Haarvolumen bleibt aber weiter bestehen. Ein vielversprechender Ansatz ist
die Suche nach dhnlichen haarlosen Kopfmodellen in einem grofSen Datenbestand und anschlie-
Bender Subtraktion vom Skulpturvolumen zwecks Gewinnung der Haaroberflache bzw. des Hin-
terkopfes. Dieser Ansatz weist starke Ahnlichkeiten zu dem Morphable Head Models von Blanz
and Vetter [Blanz & Vetter, 1999] auf.

Momentan haben wir keine voll automatisierte Losung fiir dieses Teilproblem im globalen
Haarrekonstruktionsprozess anzubieten. Fiir unsere Beispiele wurden nicht vorhandene Daten
vielmehr semimanuell erzeugt. Der gesamte Preprocessingschritt ist deshalb im Folgenden als
Blackbox aufzufassen.

Auf der Basis der Berandung, die durch die Kopfoberfliche und die Oberfldche des Haarvo-
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5.3 Der Algorithmus

BLACK BOX OPTIMIZER

Zerlegung Generierung

Abbildung 5.2: Die Kopfoberfliche und die Oberfldche des Haarvolumens bilden die Eingabedaten fiir
den Rekonstruktionsalgorithmus. Die Extraktion dieser Informationen aus der Oberfiéiche eingescannter
Skulpturen ist nicht Gegenstand des Algorithmus und wird hier als Blackbox betrachtet.

lumens gebildet wird, 16sen wir ein Optimierungsproblem, um optimale Kraft-Moment-Paare
zu finden, die Fasern in eine optimale Konfiguration deformieren, entsprechend ihrer Abstande
von den Berandungen und unter Einbeziehung lokaler Dichteinformationen. Auf der technischen
Seite erfolgt die Losung eines uneingeschrankten Optimierungsproblems, indem alle notwendi-
gen Bedingungen in Form schwacher Nebenbedingungen formuliert und in eine eindimensiona-
len Zielfunktion kollabiert werden. Da wir von einem leeren Volumen ausgehen, werden zunéchst
so genannte Vorableithaare erzeugt, welche die Hauptflussrichtungen grob fiir eine anschlief}ende
Generierung der Hauptleithaare abbilden. Nach diesem Optimierungsprozess werden auf der Ba-
sis dieser Hauptleithaare mittels eines geeigneten Algorithmus Strahnen generiert. Wir bezeich-
nen das von der Kopfoberfliche und dem Haarvolumen eingeschlossene Volumen als zuldssige
Region. Der Ubergang zwischen zulissiger und unzuléssiger oder verbotener Region ist glatt.

In den folgenden Abschnitten erfolgt eine detaillierte Besprechung der einzelnen Komponen-
ten unseres Systems.

5.3.1 Reprasentation von Randbedingungen

Ein zentrales Problem fiir den Algorithmus ist die effiziente Darstellung der Gebietsberandung,
die aus der Oberfliche des Kopfes bzw. der des Haarvolumens gebildet wird, so dass Haare mog-
lichst einfach am Austreten aus der zuldssigen Region gehindert werden konnen. Hier, wie bei
dhnlich gelagerten Problemen in dieser Arbeit auch, bedienen wir uns einer impliziten, linearen
Approximation oder eines Distanzfeldes ®g der Flaichen Ss und Sp. Diese ist eine reellwertige
Funktion @y : R? - R, so dass

@s(x) = min {|x - q[}, Vx< . (53

Diese Approximation wird auf einem kartesischen Gitter berechnet. Da die Dreiecksnetzdarstel-
lungen der beiden Oberfliachen nicht notwendig geschlossen oder zusammenhéangend sein muss,
wird lediglich eine Distanzhiille mit vordefinierter Dicke berechnet.

5.3.2 Parametrisierung der Wachstumsregion

Vor der Generierung von Frisuren sind zunédchst die Wachstumsregion der Haare bzw. deren
Dichten, die Auswuchsrichtungen und die Haarldngen in Abhingigkeit von der Position auf der
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5 Rekonstruktion von Frisuren aus groben Oberfldcheninformationen

Kopfoberflache zu spezifizieren. Die Angabe dieser Informationen soll moglichst unabhangig von
der Diskretisierung der Kopfoberfldche erfolgen. Dazu fithrt man zweckmifligerweise eine Pa-
rametrisierung des in Frage kommenden Bereiches durch. Die Parametrisierung der diskreti-
sierten Kopfoberfliche Sy erfolgt durch eine konformale Abbildung C : R*> — R?, vgl. Floater
[Floater, 1997], so dass alle Dreiecke moglichst verzerrungsfrei bzw. winkeltreu auf die Ebene pro-
jiziert werden. Die Parametrisierung garantiert uns eine eins-zu-eins Abbildung. Die Abbildung
des Parameterbereiches auf dem Einheitskreis scheint uns besonders sinnvoll. Sind die Dreiecke
erst einmal auf die Ebene tibertragen, lassen sich alle notwendigen Informationen in Form ei-
ner Textur, hier ein einfaches Grauwertbild, welches die Dichte an jedem Pixel durch einen Wert
zwischen o und 255 darstellt, auf die zweidimensionale Darstellung der Kopfoberflache tibertra-
gen. Die Parametrisierung liefert die Transformationen fiir die Abbildung der Dreiecke vom drei-
in den zweidimensionalen Bereich. Durch Invertierung lassen sich folglich die Koordinaten der
Texturpixel in die dreidimensionale Darstellung zuriickrechnen. Diese Koordinaten bilden die
Poren der Kopthaut. Grauwertbilder lassen sich mittels einfacher Bildbearbeitungsprogramme
erstellen und manipulieren.

Sei M € R® ein Dreiecksnetz und M’ € R? das parametrisierte Gegenstiick. Dann ist jedem
Dreieck 7 = {p1, p2,p3} € M im dreidimensionalen Raum genau ein korrespondierendes 7’ =
{p}> P’ P3} € M’ in der Parameterebene zugeordnet. Die Menge der Dreiecke {7’} definiert also
ein ebenes Dreiecksnetz M’ € R?. Die Abbildung zwischen beiden Darstellungen ist bijektiv.
Die Korrespondenz der Punkte von 7 und 7’ definiert eine affine Abbildung P : 7 — 7/, deren
Dehnung durch die Eigenwerte des Metriktensors §(7') = \/(A2,4, + A2,,,)/2 der konformalen
Abbildung M — M’ beschrieben wird.

Bei der Parametrisierung, wie bspw. bei Floater [Floater, 1997] beschrieben, werden die Rand-
knoten des Netzes M auf denen von M’ abgebildet, die ein Polygon in der Parameterebene
aufspannen, eine Nichtgeschlossenheit des Netzes ist also Voraussetzung. Alle inneren Knoten
nehmen Positionen innerhalb des Polygons ein, so dass der folgende Energieausdruck minimal
wird,

UM') = [Z Zij (pk - P})zl — min. (5.4)
i

Der Index k bezeichnet alle direkten Nachbarn des Knotens j auf M. Das Netz wird also als Sys-
tem von durch Federn elastisch verbundenen Massepunkten aufgefasst, deren elastische Gesam-
tenergie in der ,,optimalen” Position minimal ist. Die Position eines jeden Knoten ist die konvexe
Summe p; = > ;w;;p; aller seiner Nachbarn mit };w;; = 1. So gesehen, garantiert dieser An-
satz fiir alle vom Knoten j ausgehenden Dreiecke Uberschneidungsfreiheit. Die Positionen aller
Knoten bestimmt man durch Losen des folgenden linearen Gleichungssystems,

Wp=u (5.5)

W e R™" ist die Gewichtungsmatrix, die alle Kantengewichte w;; > 0 = i # j A p; € 7; festlegt.
Falls die Berandung von M’ ein konvexes Polygon bildet, ist die Losung von Gl. (5.5) eine giil-
tige Parametrisierung von M. Allerdings beinhaltet das nicht auch notwendigerweise eine lokal
optimale Losung im Sinne moglichst kleiner lokaler Verzerrungen. Nach [Yoshizawa et al., 2004]
kann durch Einfithrung eines geeigneten Dehnungsmafles §(p?) die lokale Dehnung gemessen
und anschlieend durch Anderung der Gewichte in der Form w] i = Wij /8 neu verteilt werden.
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Ein geeignetes Dehnungsmaf erhalt man bspw. unter Einbeziehung des Flicheninhaltes aller zu
einem Punkt benachbarter Dreiecke in der Form

Zj:{j|Pi€Tj} A(1;) - 0(7})?
X j={jlpser;y A(Ti)

8(pi) = , (5.6)

wobei A(7;) der Flacheninhalt des Dreiecks ist.

Zunichst fithrt man also die formerhaltende Parametrisierung durch, um anschlieflend die
lokalen Verzerrungen schrittweise durch Losen von Gl (5.5) mit neu berechneten Gewichten
zu entspannen. Man bricht ab, wenn die Anderung der Gesamtverzerrung Y. 6(p}) von einem
Schritt des Relaxationsprozesses zum nachsten unter einen gewiinschten Wert fallt.

Fiir unsere Zwecke greifen wir auf die Implementierung von [Yoshizawa et al., 2004] zurtick,
die uns hinsichtlich ihrer Integrierbarkeit in unseren Simulationscode angemessen erscheint.

Die Haardichte-, Wachstumsrichtungs- und Haarlangenverteilungen werden durch ein Grau-
wertbild kodiert, das dann auf die zweidimensionale Flache abgebildet wird. Leider liegen in
der Literatur nur wenige empirische Befunde iiber echte Verteilungen der Wachstumsrichtun-
gen auf dem Kopf vor. Aus unseren eigenen Beobachtungen wissen wir jedoch, dass die Haare
der Temporal- bzw. Occipitalregion des Kopfes eher in tangentialer Richtung zur Oberfliche als
normal dazu auswachsen. Dieser Befund ist nicht unwesentlich, da seine Beriicksichtigung die
Erstellung realistischerer Frisuren erlaubt, wie unsere Ergebnisse klar zeigen.

5.3.3 Leithaargenerierung

Auf der Basis des weiter oben vorgestellten CosseRAT-Modells und mittels der linearen Approxi-
mation der Grenzflaichen kann nun ein Algorithmus entwickelt werden, der die Leithaare inner-
halb der zuldssigen Region hélt und dabei dem durch die Vorableithaare festgelegten Fluss folgt.
Wir definieren dazu die terminale Endlast #;, = {f,1;}, die an einer Faser an der Stelle s = L
angreift. Gesucht ist diejenige terminale Endlast #;, welche eine spiter noch zu bestimmende
Zielfunktion minimiert. Folglich ist unser Optimierungsproblem sechsdimensional.

An dieser Stelle mochte man sich Fragen, aus welchem Grunde ein terminales Kraft-Moment-
Paar fiir die Losung des Einpassungsproblems von Fasern in die vorgegebenen Begrenzungen
ausreichend ist. Der Grund ist offensichtlich: die Verwendung eines Kraft-Moment-Paares er-
laubt uns die Modellierung beliebiger Faserkonfigurationen, Helices fiir Locken eingeschlossen.
Eine terminale Kraft hingegen vermag die Faser lediglich in die Form eines Bogens zu tiberfiihren.
Die zusitzliche Beriicksichtung eines terminalen Drehmomentes erweitert das Spektrum mog-
licher Konfigurationen. Prinzipiell ist die Einbeziehung intermedidrer Lasten, die also zwischen
den Endpunkten wirken, ebenso moglich. Die Dimension des Optimierungsproblems wird da-
durch allerdings vergrofiert. Eine direkte Kontrolle der Biegewinkel, wie in [Choe & Ko, 2005]
vorgeschlagen wurde, kann im Gegensatz zum Einsatz eines Stabmodells keinen kontinuierlichen
Verlauf der Fasergeometrie garantieren.

Generierung der Vorableithaare: Die Generierung von Vorableithaaren erfolgt nach dem fol-
genden Schema: Zunichst werden die Ansatzpunkte mit einer geringen Dichte von einem Punkt
pro cm oder weniger iiber die Wachstumsregion verteilt, vgl. Abs. (5.3.2). Anschlieflend werden
initial gerade Leithaare mit der fiir den jeweiligen Ansatzpunkt vorgegebenen Linge in Richtung
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der zugehorigen Wachstumsrichtungsvektoren (an diesem Punkt der Wachstumsregion) gedreht.
Ausgehend von dieser Anfangsposition wird eine terminale Endlast iterativ erhoht, bis die gesam-
te Faser bis zu einer vorgegebenen Tiefe unter die Begrenzung des Haarvolumens taucht. Die Kraft
wirkt dabei normal zur Stabachse und liegt in der Ebene, die durch die Normale des Dreiecks, auf
welcher der Ansatzpunkt liegt, und die dort vorgegebene Wachstumsrichtung aufgespannt wird.
Die Wahl der Eintauchtiefe erfolgt so, dass die frontalen Haare ndher an der Oberflidche des Haar-
volumens liegen, und dann mit abnehmender geodatischer Hohe der Ansatzpunkte zunimmt.
Untere Haarschichten werden also in Richtung Kopfoberfliche dirigiert, wohingegen die obe-
ren naher zur Haaroberfliche tendieren. Die maximal mogliche Eintauchtiefe erhélt man durch
Superposition der beiden Distanzfelder, dem der Kopfoberfliche und dem der Haarvolumeno-
berfliche.

Generierung der Hauptleithaare: Fiir die Erzeugung der Hauptleihaare 16sen wir ein sechsdi-
mensionales Optimierungsproblem. Die zu minimierende Zielfunktion ist eine gewichtete Sum-
me von n Termen, von denen jeder einen bestimmten Aspekt des zugrunde liegenden Problems
steuert. Die Zielfunktion ist gegeben durch

f(n):Zwi-}',- — min, (5.7)
i=1

wobei F; : R3 » R skalarwertige Funktionen und w; € R entsprechende Gewichte mit )’ w; = 1
sind.

Der Erste Term F; steht fiir die Richtungsentsprechung der zu generierenden Leitfaser und
ihren direkt benachbarten Vorableitfasern. Sie wird wie folgt ausgedriickt,

1 r r
F = 1-(—&, ¢ ))ds. (5.8)
: fo( (rr'c A

Die Richtungskorrespondenz an der Stelle s wird durch den Cosinus des Winkels ¢(s) zwischen
den lokalen Tangenten (erste Ableitung der Kurvenfunktion t’(s)) von Leit- und Vorableitfaser,
ri;(s) bzw. r-(s), gemessen. Die Funktion folgt also (1 - cos ¢(s)). D.h., dass bei Parallelitit der
lokalen Tangenten die Funktion den Wert o, bei Orthogonalitit 1 und bei antiparallelem Verlauf
den Wert -1 annimmt. Die Funktion wird fiir eine verdnderliche Anzahl von Vorableitfasern in
der Nachbarschaft der aktuellen Faser ausgewertet. Es hat sich gezeigt, dass drei Vorableitfasern
ausreichen. Der Beitrag jeder Vorableitfaser wird mit dem Abstand ihres Basispunktes zum Ba-
sispunkt der Leitfaser auf der Kopfoberfliche gewichtet. Das fithrt zu glatteren Ubergéngen. An
dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass hier r'(s) = ds(s).

Der zweite Term F, der Zielfunktion bewertet die Ahnlichkeit der aktuellen Faser mit den
umgebenden Vorableitfasern. Sie ist definiert als

F = Uol (sz)ds]; . (5.9)

Die lokale Biegung und Torsion driicken dabei die Ahnlichkeit zweier Fasern aus. Die Grofien
sind durch den DarRBOUX-Vektor x gegeben. Der Vektor Ak = x; — k¢ beschreibt die Verdre-
hungsdifferenz von Vorableit- und aktueller Faser. Da zwei Fasern unterschiedliche Langen haben
konnen, vergleichen wir die normalisierten Kurven, so dass s € [0,1].
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5.3 Der Algorithmus

Der dritte Term F3 der Zielfunktion behandelt das Problem der Durchdringung der Grenzfla-
chen durch die Fasern und ist gegeben durch

|d|, falls d < 0,
Fs=
cqg +1|d|, fallsd>0.

(5.10)

Wie bereits erwédhnt, wird die Berandung durch die Kopf- und die Haaroberfldche gebildet. Wir
berechnen den Abstand jedes Punktes zu der Berandung mittels ihrer Distanzfelder. Wie aus der
Definition von Fj3 ersichtlich ist, wird das Austreten aus der Berandung durch Addition eines
Strafzuschlags c; hirter betraft, als das Annédhern der Fasern an die Berandung von innerhalb des
Volumens. Die Funktion wird fiir beide Flachen ausgewertet, die Kopf- und die Haaroberflache.

Die Beitrédge der einzelnen Funktionen ldsst sich bequem durch die Gewichtungsparameter w;
steuern. Je grofSer bspw. der Einfluss des Ahnlichkeitsterms ist, desto besser fillt die Angleichung
der Hauptleitfasern an die Form der entsprechenden Leitfasern aus.

Bei jeder Hauptleitfaser starten wir den Optimierungsprozess von einer geraden Konfiguration
(x° = 0) in Richtung der entsprechenden Auswachsrichtung.

5.3.4 Einsatz lokaler Dichteinformationen

Zur Behandlung von Haar-Haar-Interaktionen und zur Ausrichtung des Gesamtprozesses hin auf
eine homogenere Verteilung der Fasern innerhalb der zuldssigen Region, beziehen wir auch lo-
kale Dichteinformationen mit ein. Fiir diese Zwecke wird iterativ ein Dichtefeld aufgebaut, dass
die lokale Dichte an jedem Punkt der zuldssigen Region approximiert. Die Erzeugung erfolgt auf
einem kartesischen Gitter. Falls die lokale Dichte innerhalb der Region, die eine Leitfaser und ih-
re Strihne, die in einem abschlieflenden Interpolationsprozess iiber jeder Hauptleitfaser erzeugt
wird, voraussichtlich besetzen wird, einen bestimmten Toleranzwert iiberschreitet, beaufschlagen
wir den Energiewert mit einem hohen Strafzuschlag. Wenn eine Hauptleitfaser ihre finale Positi-
on einnimmt, werden alle Dichten innerhalb einer zylindrischen Region um die Faser angepasst.
Zwei unterschiedliche Dichtemodelle sind moglich:

« Binires Belegungsmodell (BBM): Dieses Modell weist allen Voxeln, die eine Strihne be-
legt, den Wert 1 zu. Eine hohe Auflésung des Dichtefeldes ist Voraussetzung dafiir, dass
diejenigen Regionen, die nur von einem Segment ausgefiillt werden, méglichst klein blei-
ben. Wir werden diesem Modell durch die Addition eines weiteren Terms zur Zielfunktion
gerecht,

]:fBM:cBOM-Z(?(si). (5.11)

Die Funktion ¢ evaluiert zu 1, falls das Segment s; einen belegten Voxel schneidet, sonst
zu o. D.h,, dass fiir jedes Segment der Faser, die einen belegten Voxel schneidet, der Wert
cgpm addiert wird. Zur Bestimmung der Belegung benutzen wir einen einfachen Voxeli-
sierungsalgorithmus, der die Uberschneidung mit Gitterzellen mittels des Separating-Axis-
Tests (SAT, vgl. [Gottschalk et al., 1996]) detektiert. Dafiir wird jedes Segment des generali-
sierten Zylinders (Kegelstumpf) der Strahne in einen orientierten Quader eingebettet. Der
SAT kann dann fiir alle Voxel innerhalb des achsenparallelen Quaders des Kegelstumpfs
und dem orientierten Quader ausgefiihrt werden.
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« Kontinuierliches Dichtemodell (KDM): Fiir das zweite Modell berechnen wir ein skalares

Dichtefeld @, : R? ~ R auf einem rechtwinkligen Gitter. Fiir jede Faser ermitteln wir da-
zu alle Faser-Voxel-Uberschneidungen mittels eines Voxel-Traversierungsalgorithmus. Die
lokale Dichte eines Voxel wird genau um das Verhiltnis der im Voxel liegenden Segment-
linge und der Zelldiagonale erhoht. Die Idee besteht darin, die Faser in Richtung gleicher
Dichte zu zwingen. Dafiir muss der Dichtegradient V®, entlang der Leitkurve berechnet
werden. Der entsprechende zur Zielfunktion zu addierende Term ist

]

L r, 2
ffDM = CP . [) (Vd)p, > ds. (5'12)

Falls die Richtung der lokalen Tangente parallel zum Gradienten verlduft, wird der Ener-
glewert mit ¢, - | V®, |* beaufschlagt. Falls die Tangente orthogonal zum Dichtegradienten
verlauft, ist der Zuschlag o, weil die lokale Richtung der Faser in optimaler Ausrichtung,
also tangential zu einer Dichtedquipotentialfliche verlauft. Der Gradient des Dichtefeldes
wird hier durch zentrale finite Differenzen approximiert. Das Vorgehen ist dasselbe wie bei
der Gewinnung der Informationen aus Distanzfeldern.

Zum Vergleich des Homogenitétsgrades vor und nach der Einbeziehung der Dichtefunk-
tion haben wir fiir beide Fille ein Dichtehistogramm berechnet, das im Abschnitt iiber die
Ergebnisse zu finden ist.

5.3.5 Finaler Schnitt und Strahneninterpolation

Zur Erzeugung der endgiiltigen Frisur aus der Menge der Hauptleithaare setzen wir einen ein-
fachen Strahnengenerator ein. Die Gruppierung der Haare lasst sich dadurch rechtfertigen, dass
reale Haare unter natiirlichen Bedingungen zur Ausformung von Strihnen tendieren. Alle Leit-
fasern, die nach Abschluss des Optimierungsprozesses die Berandung penetrieren, werden am
ersten Austrittspunkt aus der Hiille abgeschnitten. Die Penetration tritt vorzugsweise in der Oc-
cipitalregion auf, weil hier der Abstand von den Ansitzen auf der Kopfoberfliche zur Berandung

Abbildung 5.3: Die beiden Referenzhaaroberfiiichen und die von unserem Ansatz daraus generierten
Frisuren. Links: Kugelférmige Oberfldche vom Scan einer Beethovenbiiste und die daraus rekonstruierte
Frisur. Rechts: Eine mit der Software Poser™ exportierte, gerade Oberficiche einer Langhaarfrisur und das
daraus rekonstruierte Modell.
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Abbildung 5.4: Das Bild zeigt die Uberlagerung der visuellen Hiille der Haaroberfléiche und der
rekonstruierten Frisur aus unterschiedlichen Perspektiven (Obere Reihe: Beethovenoberflidche; Untere
Reihe: Poseroberfldiche). Die Bilder verdeutlichen eindrucksvoll die strukturerhaltenden Eigenschaften

unseres Verfahrens. Leere Bereiche innerhalb der visuellen Hiille haben ihre Ursache in einer zu geringen
Haarléinge.

sehr klein ausfdllt. Zur Auffindung des ersten Segmentes, das die Berandung durchdringt, benut-
zen wir unseren Distanzfeldansatz. Falls die Lange einer Faser auferhalb des Volumens einen be-
stimmten Toleranzwert {iberschreitet, bevor sie erneut in das Volumen eintritt, erfolgt der Schnitt
am ersten Segment, das die Berandung durchdringt. Ausgehend von der Form des Hauptleithaa-
res generiert ein Strahneninterpolationsalgorithmus eine Anzahl zusétzlicher Fasern innerhalb
einer zylindrischen Region um die Leitfaser. Diese Region wird durch einen generalisierten Zy-
linder mit verdnderlichem Radius entlang der Faser geformt. Unser Ansatz diesbeziiglich ist sehr
ahnlich zu dem aus [Choe & Ko, 2005], aber erlaubt den Interpolanten zusétzlich ein Winden um
die Leitfaser.

5.4 Numerische Beispiele

Die Effizienz unseres Ansatzes zeigen wir anhand zweier Frisuren, die mit unterschiedlichen
Haaroberflachen auf der Basis verdnderlicher Parametersitze erhalten wurden. Dabei betrach-
ten wir die folgenden beiden Testfalle:

1. Ein kugelférmiges Volumen aus dem Oberfldchenscan einer Beethoven-Skulptur und
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2. ein gerades Volumen, das mit der Software Poser™ exportiert wurde,

vgl. Abb. (5.3).

Beide Haarstile bedecken eine Hilfte eines menschlichen Kopfmodells. Die Resultate sind aus
unterschiedlichen Perspektiven zusammen mit den visuellen Hiillen in Abb. (5.4) dargestellt.

Die Faseranzahl betrigt 9o K beim ersten und 6o K beim zweiten Modell. Die Anzahl der
Hauptleitfasern zum Abtasten der Hauptflussrichtungen betrug 3 K. Die zur Generierung der
Gesamtfrisur benétigte Zeit betrug auf einem Pentium IV mit 2.2 GHz etwa 2,5 Min. beim ersten
und 1,5 Min. beim zweiten Modell. Abb. (5.4) zeigt deutlich, dass unser Algorithmus in der Lage
ist, alle strukturellen Eigenheiten, die durch das Volumen diktiert werden, akkurat abzubilden.
Leere Regionen innerhalb des Haarvolumens haben ihre Ursache in unzureichender Haarldnge,
ein Problem, das im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter vertieft werden soll. Abb. (5.5) zeigt die
beiden Referenzfrisuren aus unterschiedlichen Perspektiven und verdeutlicht zudem den Einfluss
des Ahnlichkeitsterms sowie den Effekt einer groleren Haarlinge auf das Resultat. Das Haare
nicht unwesentlich zum Gesamterscheinungsbild digitaler Avatare beitragen, verdeutlicht hinge-
gen Abb. (5.1).

Der Einfluss der beiden Dichtemodelle KDM und BBM auf die Endresultate, bei verinderli-
chen Werten der Gewichtungsparameter, ist mit Abb. (5.5) (untere Reihe) klar herausgearbeitet.
Diese Beispiele verdeutlichen, dass ein zunehmender Anteil der Frisur ein strahnigeres Aussehen
verleiht. Dariiber hinaus ist die Verteilung belegter Voxel homogener mit dem KDM oder BBM
Modell, als ohne Beriicksichtigung von Dichteinformationen, vgl. Abb. (5.6).

Die Effizienz unseres Ansatzes hinsichtlich der Verhinderung des Eindringens von Fasern in
den Kopfraum ist mit Abb. (5.7) nachgewiesen. Diese zeigt einen Schnitt durch das Kopfmodell
mit Frisur entlang der mittleren Sagittalebene. Im Inneren des Kopfmodells sind keine Fasern zu
beobachten.

5.5 Diskussion

Im vorangegangenen Kapitel haben wir ein neues, vollautomatisches Verfahren zur Erzeugung
realistischer, expliziter Frisuren aus groben Oberflachendaten, wie sie bspw. nach der Laserabtas-
tung von Skulpturen vorliegen, vorgestellt. Dieses Modell kann zur Generierung von Anfangswer-
ten fiir eine sich anschliefSende physikalisch basierte Simulation der Haardynamik herangezogen
werden. Einige Fragen bleiben allerdings weiterhin unbeantwortet, z.B. jene nach einer sinnvollen
Abschitzung der Haarldngen, sowie der Hauptflussrichtungen direkt aus der Oberflichenstruk-
tur. Eine Losung dieser Probleme wiirde die Zahl der durch den Benutzer zu handhabenden Pa-
rameter weiter reduzieren.
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5.5 Diskussion

Abbildung 5.5: Die Referenzbeispiele aus unterschiedlichen Perspektiven. 1) und 2): Die aus dem
Beethovenvolumen hervorgegangene Frisur aus unterschiedlichen Ansichten. 3): Dieses Modell wurde mit
einem gréBBeren Gewichtungsparameter fiir den Ahnlichkeitsterm und gréBeren Haarléiingen erhalten.
Die Frisur wirkt insgesamt gegldttet. 4) und 5): Die aus dem Poservolumen hervorgegangene Frisur aus
unterschiedlichen Ansichten. 6) Dasselbe Modell mit vergréBerten Haarldngen. 7), 8) und 9): Die mit
dem Poservolumen erzeugte Frisur: Die Beitrige des KDM wurden hier verdndert. Eine Vergréf3erung des
Beitrages des Dichtekontrollterms resultiert in einem strdhnigeren Gesamteindruck.
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5 Rekonstruktion von Frisuren aus groben Oberfldcheninformationen

cells —
cells —

1 50 1 50

Abbildung 5.6: Histogramm der Dichteverteilung, mit dem KDM (links) und ohne Einbeziehung eines
Dichtemodells (rechts). Abszisse: Anzahl der Segmente (1-50) pro Zelle. Ordinate: Anzahl der Zellen.
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Abbildung 5.7: Links: Mehrere Schnitte durch das Modell. Rechts: Das Bild zeigt die Haardichteverteilung
innerhalbdes Haarvolumens aufderBasis des KDM. Der Schnitterfolgte entlang der mittleren Sagittalebene.
Man beachte, dass die Haardichte homogen im Bereich des Haarvolumens und null innerhalb des Kopfes
ist.
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6 Photorealistische Darstellung von
Faseransammlungen

Alle in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten Algorithmen operieren auf abstrakten Kur-
venreprasentationen. Die Kluft zwischen abstrakter Reprasentation und photorealistische Dar-
stellung wird tiberbriickt durch die physikalisch motivierte Simulation des Lichttransportes an
der Faser unter wohl definierten Beleuchtungsbedingungen.

6.1 Einleitung

Die Zahl der Beitrige auf dem Gebiet der photorealistischen Darstellung von Faseransammlun-
gen ist iiberschaubar. Neben Kajiyas und Kays [Kajiya & Kay, 1989] phdnomenologischem An-
satz - ein lineares Highlight senkrecht zum Verlauf der Fasern - und den Deep Shadowmaps von
Lokovic und Veach [Lokovic & Veach, 2000] hat sich besonders das Fernfeldmodell von Mar-
schner et al. [Marschner et al., 2003] hervorgetan, das man zurecht als Meilenstein auf diesem
Gebiet bezeichnen kann. Das Konzept beruht hier, unter Annahme hinreichend weit entfernter
Lichtquellen bzw. Betrachter, auf der konsequenten Analyse des Strahlengangs an der Haarfaser.
Die Theorie der Lichtstreuung an dielektrischen Zylindern mit ideal glatter Oberflache rechtfer-
tigt eine getrennte Betrachtung der Streuanteile normal zur Faser und senkrecht dazu. Normal-
streuung, auch azimuthale Streuung, lasst sich dann auf Basis der Theorie dielektrischer Kreise
abhandeln. Die longitudinale Streuung hingegen beschrénkt sich, zumindest der Theorie nach,
auf den spekularen Kegel. Allerdings erfahrt dieses Prinzip bei Haarfasern eine Aufweichung,

Abbildung 6.1:
Nahaufnahme blonder
Haare. Bei den hellen
Bereichen handelt es sich
um Kaustiken (©Universitdt
Bonn).
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6 Photorealistische Darstellung von Faseransammlungen
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die ihre Ursache in den morphologischen Eigenheiten der Haarkeratinstruktur findet, zum einen
in der Cuticula bzw. der typisch geschuppten Oberfliche und zum anderen in der Inhomoge-
nitdt der Haarmatrix selbst. Diese bewirkt eine Verschiebung oder Verzerrung des spekularen
Streukegels. Marschner et al. [Marschner et al., 2003] werden diesem Umstand durch Substitu-
tion des §-Funktionenmodells mit skalierbaren, energieerhaltenden Einheitsintegralen gerecht.
Neben dem wird ein praktisches Modell zur Handhabung von Kaustiken (vgl. Abb. (6.1)) und
elliptischer Querschnitte entwickelt.

Nicht weniger beachtenswert sind die Beitrdge von Zinke [Zinke & Weber, 2007],
[Zinke, 2008] auf diesem Gebiet, der die Theorie der Lichtstreuung an Haaren auf ein so-
lides mathematisches Fundament stellt.

Das im Folgenden vorgestellte Nahfeldmodell ist im Wesentlichen eine Generalisierung des
Ansatzes von Marschner et al. [Marschner et al., 2003]. Deshalb rekapitulieren wir in den nach-
folgenden Abschnitten in stark geraffter Form alle wesentlichen Merkmale dieses Ansatzes, ver-
wenden dabei aber eine an unser Problem angepasste Notation und stellen einige Fehler richtig.
Zudem zeigen wir die Bedeutung der indirekten Beleuchtung fiir die photorealistische Darstel-
lung heller Haartypen auf.

6.2 Streuphanomene bei Haarfasern

Die systematische Untersuchung der Lichtstreuung an natiirlichen Haarfasern hat gezeigt, dass
sich die morphologischen Eigenheiten des Haarkeratins offenbar auch im Streuverhalten mani-
festieren.

Die Bestimmung der Streueigenschaften von Haarfasern erfolgt unter Anwendung goniopho-
tometrischer Techniken [Stamm et al., 1977a]. Hierbei wird die Faser in einer planaren Anord-
nung unter einem bestimmten Winkel beleuchtet und die Intensitét des reflektierten Lichtes als
Funktion des Winkels gemessen. Das Maximum dieser Funktion ist der spekulare Anteil der Re-
flexion. Ein gewisser Teil des Lichtes, der diffuse Anteil, wird dagegen in unterschiedliche Rich-
tungen gestreut. Ursachen fiir die Streuung sind die Rauhigkeit der Haaroberfliche sowie Inho-
mogenititen der Haarmatrix.

Goniophotometrische Untersuchungen [Stamm et al., 1977a, Stamm et al., 1977b,
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6.2 Streuphdnomene bei Haarfasern

Abbildung 6.3: Schematisierter Ldngsschnitt durch
eine Haarfaser mit Strahlengdngen (A: Ansatz, S:
Spitze).

Guiolet et al., 1987, Bustard & Smith, 1990, Reich & Robbins, 1993] an einzelnen Haarfasern
haben gezeigt, dass das Maximum der spekularen Reflexion bei natiirlichen Haare um etwa
6 ° gegeniiber dem von Kunstfasern verschoben ist, wenn solche Fasern in axialer Richtung
(Ansatz-Spitze) in einen bestimmten Einfallswinkel (hier 30 © gemessen gegen die Lotrechte)
angestrahlt werden, vgl. Abb. (6.2). Das ist zunéchst erstaunlich, weil die Theorie fiir Einfalls-
und Ausfallswinkel gleiche Werte vorhersagt. Der Grund fiir die Verschiebung liegt in den
morphologischen Gegebenheiten des Haarkeratins. Die geschuppte Struktur der Cuticula
induziert eine mehr oder weniger regelmafSige Oberflichenrauhigkeit. Die Schuppen schliefSen
einen Winkel von etwa 3 ° mit der Haarachse ein. Dieser Winkel variiert entlang der Haarachse,
mit leicht abnehmender Tendenz zur Spitze hin [Guiolet et al., 1987].

Interessanterweise lasst sich ein weiteres lokales Intensitdtsmaximum, dessen Wert von der
Haarfarbe abhéngt, etwa 16 ° rechts des globalen Maximums lokalisieren [Stamm et al., 1977b].
Bei braunen Haaren fillt dieses Maximum, bedingt durch die grofiere Absorption, kleiner aus,
als bei blonden Haaren. Bei schwarzen Haaren existiert in der Regel kein zweites Maximum.
Beim Beleuchten der Haarfaser in entgegengesetzter Richtung (Spitze-Ansatz) ist das Maximum
der Streufunktion erwartungsgemaf um 6 ° (hier 36 °) in die entgegengesetzte Richtung ver-
schoben. Der Kurvenverlauf ist quasi gespiegelt, die Intensitidten weichen leicht voneinander ab
[Stamm et al., 1977b].

Die Farbe des spekularen Anteils ist weif3, die des diffusen Maximums entspricht der Haar-
farbe [Stamm et al., 1977a]. Die spekulare Reflexion ist ein Oberflichenphdnomen, wihrend die
diffusen Anteile der Reflexion von der inneren Struktur bzw. von der Haarfarbe abhdngen. Wer-
den Haare in einer Schicht exakt parallel angeordnet, wird der diffuse Anteil der Reflexion
fiir diese Anordnung minimal. In diesem Zusammenhang taucht in der kosmetischen Litera-
tur immer wieder der Begriff des Haarglanzes (engl.: luster) auf. Glanzendes Haar ist aus Sicht
des Konsumenten eine der wiinschenswertesten kosmetischen Eigenschaften. Um so verstind-
licher sind die Bemithungen der kosmetischen Industrie, die physikalischen Ursachen des Pha-
nomens zu verstehen und zu quantifizieren. Allgemein gilt, dass der Glanz mit zunehmendem
spiegelnden Anteil grofler und mit zunehmendem diffusen Anteil kleiner wird. Robbins und
Reich [Reich & Robbins, 1993] schlagen folgende Beziehung zur Ermittlung des Haarglanzes vor:
L =S8/DW(1/2). D ist der Wert der diffusen Reflexion, der durch Abtrennen der Basisreflexion
aus der Gesamtkurve erhalten wird'. S ist das Integral der spiegelnden Reflexion ohne den diffu-
sen Anteil, W(1/2) ist die Breite des Maximumpeaks bei halber Intensitit. Diese Gleichung gilt
nur, solange ein diffuser Anteil vorhanden ist. Das ist bei Haaren strukturell bedingt immer der
Fall.

"Verbindung der Streulichtintensititen bei 0 ° und 75°
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6 Photorealistische Darstellung von Faseransammlungen

Abbildung 6.4: Zur Einfiihrung des Inkli-
nationswinkels 0 bzw. des Azimuthalwin-

Die Messungen von [Stamm et al., 1977a] beschrianken sich allerdings auf koplanare Fille, in
denen Lichtquelle, Detektor und Haarfaser in einer Ebene liegen. Zudem bleibt der Winkel der
Lichtquelle fix. Marschner et al. [Marschner et al., 2003] haben diese Messungen auf das volle
Spektrum moglicher Raumrichtungen erweitert. Neben der Tatsache, dass die Messungen von
[Stamm et al., 1977a] bestétigt werden, findet man auch eine starke Vorwdrtsstreukomponente,
die riickwirtig angeleuchtete Haare mit hellen Pigmenten sehr hell erscheinen ldsst. Dariiber hin-
aus lasst sich feststellen, dass das von der Haarfarbe abhingige Intensititsmaximum zwei helle
Glanzpunkt einschlielt, deren Ortlichkeiten vom Einfallswinkel abhingen. Je geringer der mit
der Faserachse eingeschlossene Winkel ist, desto néher liegen diese Punkte an der Einfallsebene.

6.3 Fernfeldmodaell fiir Haare

Der Verlauf des Lichtstrahls kann nach Stamm et al. [Stamm et al., 1977a] durch ein stark ver-
einfachtes Modell beschrieben werden, vgl. Abb. (6.3). Bei jedem Auftreffen auf die Grenzschicht
wird ein Teil des einfallenden Lichtes reflektiert und ein anderer passiert die Grenzschicht (Trans-
mission) unter Anderung seiner Richtung. Drei charakteristische Streukomponenten lassen sich
anhand des vom Lichtstrahl zuriickgelegten Weges unterscheiden: 1) R: Einfache Reflexion an der
Oberfliche; 2) TT: Eintritt in das Medium (1. Transmission), Austritt aus dem Medium (2. Trans-
mission); 3) TRT: Eintritt in das Medium (1. Transmission), interne Reflexion, Austritt aus dem
Medium (2. Transmission). Der Anteil des an der Grenzschicht reflektierten bzw. transmittierten
Lichtes kann iiber die FRESNELschen Formeln abgeschitzt werden. Die Richtungsdnderung des
Strahls beim Passieren der Grenzschicht zwischen zwei Medien unterschiedlicher Brechzahl folgt
aus dem bekannten Gesetz von SNELLIUS zu n1/n, = siny/ sin & und betragt fiir Luft #; ~ 1.0 und
tiir Keratin n, ~ 1, 55. Die Winkel a« bzw. y messen den Winkel des einfallenden bzw. gebrochenen
Strahls gegen das Lot.

6.3.1 Die Streufunktion

Sinn der Streufunktion ist die Vorhersagbarkeit der in eine bestimmte Raumrichtung von der
Faser abgestrahlten und damit mess- oder wahrnehmbaren Lichtintensitit unter bekannten Be-
leuchtungsbedingungen. Zur Herleitung der Streufunktion ist die Wahl eines festen, hier ortho-
normalen, Bezugssystems (d;, d;, d3) auf der Faser sinnvoll, vgl. Abb. (6.4). Dabei spannen d,
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6.3 Fernfeldmodell fiir Haare

Abbildung 6.5: Biindel paralleler Strahlen werden am
perfekten dielektrischen Zylinder in Form eines Kegels
gestreut.

und d, die Normalebene auf und ds entspreche der Tangente. Die Richtung des einfallenden
Strahls sei, unter Verwendung von Kugelkoordinaten, x; = (0;, ¢;) und die des austretenden
Strahls x, = (0,, ¢). 0 misst die Inklination in Bezug auf die Normalebene (0 liege in der Nor-
malebene, 77/2 entspreche der Tangente) und ¢ ist der Azimuthalwinkel, der um die Haarachse
dreht (0 entspreche dy, /2 entspreche d,). Neben dem werden folgende Winkeldefinitionen ge-
braucht: Differenzwinkel 6, = (6, — 6;)/2, relativer Azimuthalwinkel Ag = ¢, — ¢;, Halbwinkel
0, =(0;i+6,)/2und ¢, = (¢i + ¢)/2.

Auf der Basis dieser Definitionen fithrt man in Analogie zur BRDF fiir Flichen eine bidirek-
tionale Streufunktion
dL,(x,)

S(Xi’ Xr) - dE,’(Xi)

(6.1)

fir Fasern ein. dE;(x;) ist die differentielle Kurvenbestrahlungsstirke (Leistung pro d!) und
dL,(x,) die differentielle Kurvenintensitét (Energie pro d/, also ein infinitesimaler Energiefluss),
die von der Faser gestreut wird. Differentiell bedeutet, dass sich die Groflen auf ein infinitesi-
mal diinnes Faserscheibchen der Dicke d/ beziehen. Die Bestrahlungsstérke ist proportional zur
Leuchtdichte, dE;(x;) = 2RL;(x;) cos 0;dx;. Aufintegrieren iiber alle einfallenden Richtungen
der Kugel liefert die gesuchte Kurvenintensitit an der Stelle (6., ¢,),

+ +
Li(0r90) = 2R [ " [ 7 8(61,9561,91)Li(01, 91) cos 6, d0sd (62)

Gesucht ist die vierdimensionale Streufunktion S(6;, ¢;; 6, ¢,). Beachtet man die symmetri-
schen Verhiltnisse am Zylinder, lasst sich S als Produkt lediglich zweier zweidimensionaler Funk-
tionen ausdriicken: Eine von ¢ abhdngige Normalkomponente N und einen von 6 abhdngigen
Longitudinalanteil M. Diese Faktorisierung lasst sich aus der Theorie der Streuung an perfekt
glatten Zylindern rechtfertigen. Folgende zwei Beobachtungen sind dabei von elementarer Be-
deutung. 1) Ein unter dem Winkel 90 — 6; zur Zylinderachse eintretender Strahl verlasst diesen
unter demselben Winkel, unabhingig von der Anzahl an Brechungen und Reflexionen, die er im
Innern des Zylinders erfihrt. Deshalb beschreiben die Streurichtungen eines Biindels paralleler
Strahlen mit Einfallsrichtung x; die Oberfliche eines Kegels, dessen Zentrum auf der Zylinder-
achse liegt und der die Richtung —x; einschlief3t, vgl. Abb. (6.5). Das gestreute Licht wird also nur
dann wahrgenommen, wenn fiir den Augstrahl gilt, 6, = -0;.
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6 Photorealistische Darstellung von Faseransammlungen

Abbildung 6.6: Komponenten der Streufunktion, R, TT
und TRT am dielektrischen Kreis.

2) Die Analyse des von ¢, abhidngigen Streuanteils vereinfacht sich durch Projektion der einfal-
lenden bzw. ausgehenden Richtungen auf die Normalebene. Nach Bravais behilt das Brechungs-
gesetz von SNELLIUS seine Giiltigkeit, wenn man die Brechzahl n des Mediums durch eine ent-
sprechend modifizierte Version n’(n, 8) > n ersetzt. Durch die azimuthale Unabhingigkeit von
n' reicht die Betrachtung des zweidimensionalen Falles vollig zur Beschreibung des dreidimen-
sionalen Problems aus.

Die vorldufige Streufunktion als Produkt des Anteils N normal und des Anteils M longitudinal
zur Faser ist deshalb

S0, 91301, 9r) = M(0:,0,)N(n'(8a)s 9i» ¢r)/ cos 04°, (6.3)

mit der longitudinalen Streufunktion M = §(6, + 0;). Der Ausdruck fiir die Normalkomponente
N selbst folgt wegen Beobachtung 2) aus einer weitergehenden Analyse der Lichtstreuung am
dielektrischen Kreis, vgl. Abb. (6.4). Man beachte, dass N wegen der alleinigen Abhéngigkeit vom
relativen Azimuthalwinkel Ag = ¢, — @; eindimensional ist. Der Faktor cos 6, folgt unmittelbar
aus der projektiven Natur der Normalkomponente.

6.3.2 Normalstreuung - Streuung am dielektrischen Kreis

Wir entwickeln im Folgenden den Ausdruck der Normalstreuung am dielektrischen Kreis. Sei
h €] —1,1] der Abstand eines einfallenden Strahls vom Mittelpunkt des Kreises, vgl. Abb. (6.6).
Der Winkel des einfallenden Strahls, gemessen gegen den Radiusvektor am Auftreffpunkt, sei
siny; = h, der des gebrochenen Strahls n’ siny; = h. Der Differenzwinkel zwischen ausgehender
und einfallender Richtung A¢ = ¢, — ¢; folgt daraus,

Ap(p,h) =2py; =2y + pm

. (h .
= 2parcsin (—,) —2arcsin h + p, (6.4)
n

wie man leicht anhand von Abb. (6.4) nachvollziehen kann; p gibt die Anzahl der inneren Pfad-
segmente an, wobei fiir die einzelnen Komponenten gilt: R: p =0, TT: p = 1 und TRT: p = 2. Um-
gekehrt lassen sich die Pfade {p,} = h(p, A¢p), die zur Streuung in einer bestimmten Richtung
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6.3 Fernfeldmodell fiir Haare

A¢* beitragen, durch eine Nullstellensuche in der Funktion A¢(p, h) — Ag™* = 0 bestimmen. Fiir
die R- und TT-Komponente existiert genau eine, fiir die TRT-Komponente hingegen eine oder
drei Nullstellen bzw. interne Pfade. Der Ubergang von einer zu drei Nullstellen tritt genau bei
dAg/dh = 0 bzw. h* = (4 — (n’)?)/3 auf. Aus der Symmetrie des Ausdrucks folgt die Existenz
zweier symmetrischer Extrema.

Wenn man annimmt, dass ein Strahl der Dicke dh nach Reflexion an oder Austritt aus der
Faser mit dem Winkel dA¢ divergiert, vgl. Abb. (6.4), folgt die Intensitit des gestreuten Lichtes
unter der Bestrahlungsstirke E(h) aus der Funktion A¢(p, k) als

1 d -
Lp.) = () T(pi ) | dg(p )| ECh), (65
oder fiir die Streuung am dielektrischen Kreis
1
S(p,h) = SA(ph) T(p, h) D(p, h), (6.6)

mit D(p,h) = |d(Ap(p,h))/dh|™". An der Stelle dAgp/dh = 0 nimmt die Intensititsverteilung
unendlich grofle Werte an. Wegen der Symmetrie der Nullstelle gibt es genau zwei solche Sin-
gularitdten, so genannte Kaustiken, welche sich in Form zweier heller Glanzpunkte manifestie-
ren. Mit steigendem Einfallswinkel 0; riicken diese immer niher an die Normalebene heran, um
schliefSlich bei Erreichen eines Grenzwertes von zwei durch die Brechzahl n’(#, 0) zu koinzidie-
ren.

Genau genommen erfihrt der Lichstrahl bei der Interaktion mit der Grenzschicht und beim
Durchlaufen des Mediums auch eine Intensitatsabschwachung. Unter Beachtung der FRESNEL-
Reflektion, die den jeweils an der Grenzfliche reflektierten Anteil des Lichtes angibt, hat man
folgende Terme fiir die Abschwiachung anzusetzen?,

A(0,h) = F(n,y:), (6.7)
A(p.h) = (1=F(n,y:)) (1= F(1/n,y:)) F(1/n, ye )P~ (6.8)

Fiir die TT-Komponente sind zwei Transmissionsterme (1 — F(n,y)) bzw. (1 - F(1/n,y)) an-
zusetzen, bei der zweiten Transmission jedoch mit reziproker Brechzahl, weil vom Medium mit
hoherer spezifischer Dichte in das mit geringerer Dichte gebrochen wird. Der Ausdruck fiir die
TRT-Komponente enthilt zusatzlich einen Term F(1/#n,y;), welcher der internen Reflektion an
der Riickwand der Faser gerecht wird.

Unter Annahme einer exponentiell mit der im Medium zuriickgelegten Wegstrecke abklingen-
den Abschwichungsfunktion

p

h 2
T(p,h) = exp (—=aasp(h))? =exp| —20,R\| 1- (;) , (6.9)

mit der Pfadsegmentlange sp;(h) = 2R\/1 - (h/n’)? 3 und dem Abschwichungskoeffizienten a,,,
bleiben auch die volumetrischen Streueffekte nicht linger unberticksichtigt. Was hier zunachst

*Die Angaben in [Marschner et al., 2003] diesbeziiglich sind nicht korrekt.
*Die Angabe in [Marschner et al., 2003] muss korrekt lauten: \/2 + 2 cos (2y;). Das ldsst sich zum o.a. Ausdruck
vereinfachen.
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6 Photorealistische Darstellung von Faseransammlungen

nur fiir den zweidimensionalen Fall gilt, also wenn der Winkel des einfallenden Strahls gegen
die Normalebene null ist, darf nach dem Gesetz von Bravais auch auf den dreidimensiona-
len Fall angewendet werden, wenn Brechzahlen und Abschwichungskoeflizienten eine entspre-
chende Modifikation erfahren. Dazu substituiert man in Gl. (6.8) alle FREsNEL-Terme F(n,-)
und F(1/n,-) durch die generalisierten Formen F(n',n”,-) bzw. F(1/n’,1/n",-), mit n'(0;) =
\V/n2 —sin? 0;/ cos 0; und n"(0;) = n*cos® 0;/\/n? — sin® 6;. Im selben Sinne modifiziert man
0, in Gl (6.9) durch Multiplikation mit der Verldngerung der Wegstrecke um 1/ sin 6; im dreidi-
mensionalen Fall, o/ = g,/ sin 0;.
Die analytischen Ausdriicke fiir die Normalstreuung nehmen damit die folgende Form an,

N(Ag) = > Ny(p,Ap), (6.10)
p
N
Ny(p,Ag) = % Z_;A(p»pr(p, A@)) T(p, pr(p> A9)) D(p, pr(ps A9)), (6.11)

wobei p,(p, Ap*) die r-te Nullstelle der Funktion Ag(p, h) an der Stelle Ap* ist und N = 3, falls
p=2undn’ <2, sonst N =1.

Die Kaustiken der TRT-Komponente erzeugen an der Stelle ¢. der Streufunktion eine Singu-
laritét, so dass eine Auswertung der entsprechenden Formel alleine nicht ausreichend ist. Die
Kaustiken sind vielmehr zu entfernen und durch eine angemessene Funktion zu ersetzen, so dass
die Energie erhalten bleibt.

Die Ausdriicke fiir die Normalstreuung gelten genau genommen nur fiir kreisrunde Quer-
schnitte. Allerdings ist der Einfluss selbst geringer Exzentrizitit auf die TRT-Komponente nicht
vernachldssigbar. Die Herleitung dquivalenter Formeln fiir elliptische Querschnitte isti.d.R. nicht
moglich. Marschner et al. [Marschner et al., 2003] schlagen deshalb eine entsprechende Anpas-
sung der Brechzahl vor. Wenn ¢, an einer der Hauptachsen der Ellipse ausgerichtet ist, folgt die
Anderung der TRT-Komponente in etwa n = 2(n — 1)a® — n + 2. Fiir alle Werte dazwischen
interpoliert man sinusférmig,

W (pn) = 5 ((nf +n3) + cos (21 (a7 = ). (6.12)

mit n} = 2(n —1)/a® — n + 2, wobei a die Exzentrizitit darstellt. Die modifizierte Brechzahl n’
berechnet man dann fiir die TRT-Komponente aus n*.

6.3.3 Einfluss der Cuticula - Longitudinale Streuung

Zur Erweiterung des Modells ideal glatter Zylinder bzw. zur Berticksichtigung aller Effekte, die
zu einer Abweichung vom idealen Verhalten fiihren, wie Oberflichenrauheit und Inhomogeni-
tat des Mediums, werden longitudinale Streufunktionen hergeleitet. Die mit Gl. (6.3) eingefiihrte
longitudinale Streufunktion M driickt die Dirac-Funktion §(6; + 6,) aus, welche die Streuung
auf den Modellfall oder spekularen Kegel (6; = —0,) beschrinkt. Dieses Prinzip wird in der Praxis
durch die Inhomogenitit des Mediums und volumetrische Streuung aufgeweicht. Fiir die Funk-
tion M, setzt man dann vereinfachend eine GAuss-Normalverteilung g(, x) mit der Standard-
abweichung 8 und Mittelpunkt an der Stelle 6, an.
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6.4 Entwurfeines Nahfeldmodells

Abbildung 6.7: Das Bild verdeutlicht den Effekt
eines Nahfeldmodells bei Nahaufnahmen. Das-
selbe Bild wurde dazu einmal mit dem Fernfeld-
modell nach Marschner [Marschner et al., 2003]
und dem Nahfeldansatz berechnet. Ganz of-
fensichtlich fehlen alle Details in der Fernfeld-
darstellung, die Farbe bleibt konstant liber den
Querschnitt.

A

Zudem bedingt die Cuticula durch ihre Struktur eine Anderung der Interaktionswinkel an der
Grenzschicht. Bei der R-Komponente finden wir infolgedessen eine Verschiebung um 2« in Rich-
tung Ansatz, bei der TT-Komponente um maximal 2« und bei der TRT-Komponente um mehr als
20 zur Spitze hin, vgl. Abb. (6.3). Die Abhéngigkeit der Verschiebungen von 6; und A¢ wird hier
vernachléssigt. Den Einfluss der Cuticula approximiert man durch die Verschiebung der Nor-
malverteilungsfunktion um den Winkel «, so dass wir folgende Ausdriicke fiir die longitudinale
Streuung erhalten,

Mp(eh) = g(/))p$ O - “p)- (6.13)

Daraus folgt die eigentliche Fernfeldstreufunktion fiir die Lichstreuung an Fasern mit nicht
glatter Oberflache, moderat elliptischem Querschnitt und hinreichend weit entferntem Betrach-
ter bzw. hinreichend weit entfernter Lichtquelle zu

S(¢i>0i, 91, 0:) = MR (04)Nr(n' (n,04), Ap)/ cos® 04+
Mrr(0,)NTT(n' (n,04), Ap)/ cos” 6+ (6.14)
M1rT(0,)N1rT (' (n* (91), 04), Ap)/ cos® O,.

6.4 Entwurf eines Nahfeldmodells

Der Ansatz von Marschner et al. [Marschner et al., 2003] betrachtet die vom Querschnitt gestreu-
te Intensitit als von der lokalen Fasergeometrie unabhédngig. Das manifestiert sich einer konstan-
ten Farbe tiber den Querschnitt, vgl. Abb. (6.7). Fiir einen hinreichend weit entfernten Betrachter
mag die Annahme gerechtfertigt sein. Fiir unsere Beispiele benotigen wir jedoch oft Nahaufnah-
men von Faseransammlungen, um bspw. lokale Kontaktverhaltnisse zu verdeutlichen. In solchen
Fdllen ist die Annahme eines weit entfernten Betrachters nicht mehr zulédssig. Deshalb skizzieren
wir im Folgenden den ersten Versuch eines addquaten Nahfeldmodells, das in einem spéteren
Beitrag von Zinke [Zinke & Weber, 2007] eine mathematische Fundierung erhalten hat.
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6 Photorealistische Darstellung von Faseransammlungen

Abbildung 6.8: Schematische Zeichnung zum Nahfeldmo-
dell. Die Parametrisierung erfolgt am Umkreis des lokalen
Faserquerschnitts.

Bei der Entwicklung des Nahfeldmodells folgen wir im Wesentlichen dem oben vorgestellten
und bereits an unsere Notation angepassten Ansatz von Marschner et al. [Marschner et al., 2003].
D.h., dass sich auch die Streufunktion fiir das Nahfeldmodell als Superposition der Produkte aus
Normal- und Longitudinalanteil der drei Hauptstreukomponenten formulieren ldsst. Normal-
und Longitudinalanteil bediirfen allerdings einer Anpassung an die neue Problemstellung.

Im Nahfeldmodell beriicksichtigen wir die lokale Fasergeometrie durch Parametrisierung der
Ein- und Austrittsorte des Lichtstrahls am Umbkreis. Neben dem Parameter h; = h fithren wir
dazu h, €] - 1,1] ein, der den Abstand des austretenden Strahls vom Mittelpunkt des Umkreises
angibt. Die im Medium entlang der Faserachse zuriickgelegte Wegstrecke sei As = s, — s;, vgl.
ADbD. (6.5). Die Streufunktion fiir das Nahfeldmodell ist demnach siebendimensional,

dLr(Xr’ he, Sr)

S(Xiahhxrahr,AS): dE(X h. S')'

(6.15)

Nach dem LamBERTschen Kosinusgesetz fiir diffuse Flachen ist die Bestrahlungsstéirke propor-
tional zum Kosinus des Einfallswinkels,

dE,'(Xi, I’li,S,') = L,‘(Xi, I’li,S,') CoS ([J,'(Qi, Pis hi))dhids,-. (6.16)

Aufintegrieren iber alle Dimensionen liefert die gesuchte Leuchtdichte

+7T +7T +1 Sy
Lr(er’ (D h}”st’) = ZR/ / / / S(6i> (Phhia 07’) Prs hr’ AS)
-7 -7 -1 Si
Li(0i, iy hi,si) cos (4i(0;, 9i, hi)) dOide;dh;ds;.  (6.17)

Wihrend die Parametrisierung am Umkreis stattfindet, wird die eingeschlossene lokale Faser-
geometrie durch eine spezifische Funktion y;(8;, ¢;, h;) beriicksichtigt. Der Einfachheit halber
wiahlen wir hier den Kreisquerschnitt, mit

cos i =cosyjcosl; =/1- h% cos 0;. (6.18)

Ein Strahl der Dicke dh; divergiert nach der Interaktion mit der Grenzschicht in ein Biindel von
Strahlen der Dicke dh,, vgl. Abb. (6.8). Wenn man die Approximation dh, ~ dA¢ zuldsst, erhalt
man fiir die Strahldichte

-1 -1

dh, = D(p, h;). (6.19)

dh;

d

—Ap(p, hi)

DNF(p, hishy) ~
(p ) an.

~
~
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6.4 Entwurfeines Nahfeldmodells

Die Streufunktion kann auch beim Nahfeldmodell als Superposition der ersten drei Streukom-
ponenten dargestellt werden. Die Normalanteile setzen sich neben den schon bekannten Termen
fir die Strahldichte, die FRESNEL-Reflektion und die Abschwichung zusitzlich aus zwei Delta-
funktionen der Art §(h; +h,) und 8(¢, — ¢; — Ap(p, h)) zusammen. Die Normalkomponente ist
also nur dann von Null verschieden, wenn ein- und ausfallender Strahl denselben Abstand zum
Mittelpunkt des Umkreises haben und der Differenzwinkel Ag gleich Ag(p, h) ist,

1 N
Np(p, Ag, hi, hy) = 2 Z_;A(p,pr(z?, Ap)) T(p, p:(p, Ap)) D(p, p:r(p, A9))
8(hi+hy) 6(¢r — @i = Ap(p, hi)). (6.20)

Wie bereits oben angedeutet, wird das Prinzip der §-Funktionen durch Inhomogenititen des
Mediums aufgeweicht, so dass diese durch entsprechende grofienerhaltende Einheitsintegrale wie
bspw. der Gauss-Funktion ersetzt werden miissen. Die Kaustiken der TRT-Komponente entfernt
man mit der von Marschner et al. [Marschner et al., 2003] vorgestellten Methode.

Die longitudinalen Streufunktionen M miissen um einen Term zur Beriicksichtung der Weg-
strecke As, die der Strahl im Innern des Zylinders zuriicklegt, erganzt werden. Ihr Beitrag ist nur
dann von Null verschieden, wenn fiir den Punkt s; auf der Zylinderachse gilt,

Sy R
Si=4s;+ sytanO;sgnf; TT (6.21)
sp+2sytanf,sgn6;  TRT,

mit der Absorptionslinge sy (h) = 2R\/1 - (h/n’)?. Die vollstindigen Ausdriicke fiir die longi-
tudinalen Streufunktionen sind demnach,

Mg(h) = 8(8; + 6,)8(As) /67, (6.22)

M1 (h) =8(0; + 0,)8(As + 2R\/1- (h/n’)*tan 0, sgn 6;) /67, (6.23)
Mrrr(h) = 8(0; + 6,)0(As + 4R\/1— (h/n’)? tan 6, sgn 6;)/6>. (6.24)

Auch hier ersetzen wir alle §-Funktionen durch entsprechende Gaussverteilungen. Den Winkel
0; in M substituiert man durch 6.

6.4.1 Einfluss indirekter Beleuchtung

Zur Darstellung heller Haartypen wie hellem Braun, Rot oder Blond ist die Simulation der direk-
ten Beleuchtung alleine nicht ausreichend. Besonders blondes Haar zeichnet sich dadurch aus,
dass das an den Fasern gestreute Licht andere Fasern illuminiert. Dieses Phanomen der Mehr-
fachstreuung bezeichnet man als indirekte Beleuchtung, weil Fasern indirekt zu aktiven Licht-
quellen werden. In diesen Fillen scheint die Annahme einer hinreichend weit entfernten Licht-
quelle nicht mehr gerechtfertigt, so dass der Einsatz eines addquaten Nahfeldmodells bessere Er-
gebnisse erwarten lasst. Die erforderliche Ordnung der Mehrfachstreuung hiangt primar von der
Artder Pigmente in den Haaren bzw. von den Absorptionseigenschaften (Haarfarbe) ab. Den Ein-
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6 Photorealistische Darstellung von Faseransammlungen

Abbildung 6.9: Links: Die Strdhne wurde mit dem Nahfeldmodell unter Beachtung der Haar-Haar-
Streuung bis zur Ordnung vier berechnet. Rechts: Dieselbe Stréihne, allerdings ohne Haar-Haar-Streuung.

fluss der indirekten Beleuchtung bei blondem Haar wird besonders in Abb. (6.9) deutlich. Das lin-
ke Bild wurde mit dem Nahfeldmodell unter Beachtung der Mehrfachstreuung bis zur Ordnung
vier, das rechte hingegen ohne Mehrfachstreuung berechnet. Der Leser moge sich sein eigenes
Urteil bilden. Wie sich die Haarfarbe mit der Ordnung der Mehrfachstreuung entwickelt, zeigt
hingegen Abb. (6.10). Die Streuung erster Ordnung, also das Einbeziehen von einmalig an den
Fasern gestreutem Licht in den Illuminationsprozess, bringt den Sprung von nicht identifizier-
barer, dunkel wirkender Haarfarbe zum Blond. Die Simulation der Streuung hoherer Ordnung
zeitigt dann weitere wahrnehmbare, wenn auch deutlich abgeschwichte Aufhellungseffekte und
zwar bis zur Ordnung drei oder vier. Abb. (6.11) verdeutlicht den Einfluss der Mehrfachstreuung
an einer komplexen Frisur.

6.5 Diskussion

Im vorliegenden Kapitel wurde ein systematischer Streuformalismus fiir die Lichtstreuung an Hu-
manhaar entwickelt und die Signifikanz der Mehrfachstreuung bei der Darstellung primar heller
Haartypen aufgezeigt. Unser Nahfeldansatz stellt damit eine Generalisierung des Fernfeldmodells
von Marschner et al. [Marschner et al., 2003] dar. Neben der hochwertigen Detaildarstellung bei
Nahaufnahmen erlaubt unser Ansatz die Verwendung nahezu beliebiger Faserquerschnitte.
Eine der Basiseinsichten unserer Untersuchungen ist, dass die Art des erforderlichen Rende-
ringmodells von der darzustellenden Haarfarbe abhiangt. Wahrend fiir schwarzes Haar Kajiyas
und Kays [Kajiya & Kay, 1989] phdanomenologischer Ansatz befriedigende Ergebnisse liefert, ist
tiir die photorealistische Darstellung brauner Haare bereits eine detailierte Analyse des Licht-
transportes an der Haarfaser unumganglich, vgl. Marschner et al. [Marschner et al., 2003]. Helle
Haartypen, und hier insbesondere helles Blond, sind erst unter Beriicksichtigung der Mehrfach-
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6.5 Diskussion

Abbildung 6.10: Einfluss der Ordnung der Mehrfachstreuung auf die Haarfarbe, Ordnung 0 bis 3.

streuung realisierbar. Dadurch ist jedoch noch nichts tiber die Umsetzung des letzten Faktors
gesagt. Unterschiedliche Ansitze sind denkbar. Wahrend fiir die Realisierung der Mehrfachstreu-
ung durch Monte-Carlo Path Tracing selbst bei Einsatz von Importance Sampling noch ein recht
hoher Preis zu zahlen ist, beschreiten aktuelle Ansétze, welche die Signifikanz der Mehrfach-
streuung bei Haaren erkannt haben, neue Wege, z.B. durch Einsatz von volumetrischem Photo-
nenmapping [Moon & Marschner, 2006], [Zinke & Weber, 2006] oder Kugelflichenfunktionen
[Moon et al., 2008] zur Abschitzung der indirekten Beleuchtung aus einer bestimmten Richtung.
Allerdings konnten Zinke et al. [Zinke et al., 2008] zeigen, dass sich der Einfluss der indirekten
Beleuchtung sehr effizient statistisch abschétzen ldsst. Unter Einsatz moderner Graphikhardware
ist die Berechnung der Mehrfachstreuung dann selbst bei komplexen Frisurmodellen miihelos in
Echtzeit moglich.

Abbildung 6.11: Darstellung einer komplexen Frisur (Beethoven) mit dem Nahfeldmodell, mit (links) und
ohne (rechts) Mehrfachstreuung.
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7 Kollisionserkennung fiir 1D-Strukturen

7.1 Einleitung

Bei der physikalisch basierten Simulation von Objekten sehen wir uns unweigerlich mit einer im-
manenten Eigenschaft der Natur konfrontiert: Zwei Materiepunkte kénnen nicht zur selben Zeit
denselben Ort besetzen. Ist diese Eigenschaft in der Natur quasi von selbst erfiillt, muss sie auf
dem Computer mit teilweise nicht unerheblichem Aufwand erzwungen werden. Dieses Gebiet
wird in der physikalisch basierten Simulation, einem Teilgebiet der Computergrafik, als Kollisi-
onsbehandlung bezeichnet.

Die Kollisionserkennung ist ein integraler Bestandteil dieses Prozesses bei der physikalisch ba-
sierten Simulation. Bei der Simulation komplexer Faseranordnungen mit hoher Packungsdichte
tun sich zwei Hauptprobleme auf: die Fasern konnen miteinander in Wechselwirkung treten oder
mit Objekten der Umgebung. Beide Aspekte erfordern unterschiedliche Ansétze zur Erkennung
etwaiger Kollisionen. Fiir die Interaktion der Fasern untereinander setzen wir Hiillkdrperhierar-
chien ein, fiir die Faser-Umgebungs-Kollisionen hingegen Distanzfelder.

Faseranordnungen mit hoher Packungsdichte liegen mit Haarstrahnen oder Kabelbiindeln vor.
Eine Faser oder Filament ist eine eindimensionale deformierbare Struktur und kann durch eine
verbundene Abfolge von Zylindern mit Polkappen reprasentiert werden, die wir als Segmente
bezeichnen. Der Durchmesser ist eine Funktion der Bogenldnge. Thm kommt bei der Kollisions-
erkennung eine gewichtige Rolle zu, obwohl er im Vergleich zur Linge der Struktur vernachlds-
sigbar erscheint.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von Kollisionen innerhalb dicht gepackter Faseran-
ordnungen ist sehr hoch (sonst konnten solche Strukturen ihre Volumen nicht aufrechterhalten).

7.2 Detektion von Faser-Umgebungs-Kollisionen

Fiir die schnelle Kollisionserkennung von Korpern mit einer nicht deformierbaren Umgebung
eignen sich Distanzfelder besonders gut. Distanzfelder haben im Bereich der Computergraphik
eine weite Verbreitung gefunden, u.a. fiir die Objektmetamorphose [Breen et al., 2001], zur be-
schleunigten Darstellung von Volumendaten, zur Bewegungsplanung und zur Abschitzung der
Eindringtiefe bei der Kollision von Objekten im Bereich der physikalisch basierten Simulation
[Fisher & Lin, 2001].

Zur Berechnung von Distanzfeldern existieren Standardverfahren. Jones und Satherley
[Jones & Satherley, 2001] setzen Distanztransformationen ein, um voxelisierte Minimalflichen®

"Entspricht der Minimalmenge an voxelisierten Informationen, die zur Rekonstruktion der Isofliche o notwendig
sind.
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7 Kollisionserkennung fiir 1D-Strukturen

durch das Volumen zu propagieren. Von Sethian [Sethian, 1999] wurde bereits 1999 die Klas-
se der so genannten Level-Set-Methoden im Bereich der Computergraphik eingefiihrt, die eine
Analogie zwischen dem Propagationsproblem und einer sich ausbreitenden Wellenfront herstel-
len und den Ausbreitungsvorgang durch ein System partieller Differentialgleichungen beschrei-
ben. Voxelisierte Minimalflichen dienen als Anfangswerte fiir Level-Set-basierte Fast-Marching-
Methoden, welche die Differentialgleichungen auf einem Gitter numerisch 1osen.

7.2.1 Distanzfelder
Das Distanzfeld einer Fldche S ist eine skalare Abbildung

®:R’—R,
mit der Eigenschaft, dass
®(p) =min[p—ql, VpeR’. (71

Sie liefert fiir beliebige Punkte p € R® im Raum den kleinsten Abstand zur Fliche S zuriick.
Der Nachteil einer punktbasierten Definition offenbart sich unmittelbar. Da wir nur den Abstand
zwischen Punkten und einer Fliche messen kénnen, miissen nicht punktartige Objekte, die auf
Kollision zu testen sind, punktuell abgetastet werden.

Des Weiteren fiihrt man fiir geschlossene Flichen S eine binire Funktion sgn : R* — {-1,1}
ein, die durch ihr Vorzeichen die Lage des Punktes, innen oder auflen, indiziert,

1, falls p auf3erhalb,

sgn(p) =
gn(p) {—1, falls p innerhalb.

Zusammen mit Gl (7.1) erhalten wir ein vorzeichenbehaftetes Distanzfeld. Das Konzept der Vor-
zeichenfunktion macht nur Sinn, wenn die Fliache geschlossen ist. Wir konnen diese Definition
aufweichen, indem der Begrift des Innen und Auflens an den Gradienten V® des Distanzfeldes
gekoppelt wird,

1, falls (p—q)"vV®(q) >0,

g (p) = {_1, falls (p - q)TV®(q) <O0.

Dazu miissen wir lediglich fordern, dass der Gradient in der Umgebung von q existiert. Liegt die
Flache in diskreter Form vor, bspw. in Form eines Dreiecksnetzes, so lassen sich approximative
Normalen immer berechnen. Die einzige Forderung ist die nach der Stetigkeit des Vektorfeldes
V®. Das setzt voraus, dass das Dreiecksnetz orientiert ist.

Der Gradient am Punkte q wird in der Regel bei der Berechnung einer Kollisionsantwort be-
notigt, weil er in die Richtung weist, in welche die Auflosung zu erfolgen hat, um ein weiteres
Eindringen in das Objekt zu verhindern. Der Gradient folgt bspw. direkt aus der Anwendung
finiter Vorwirtsdifferenzen als

O(q+Ax) - D(q) P(q+Ay)-0(q) P(q+Az)- q>(q)}
As ’ As ’ As ’

vo(q) = {

mit der Schrittweite As und Ax = (Ax,0,0) T usw.
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7.2 Detektion von Faser-Umgebungs-Kollisionen

Abbildung 7.1: Voronoi-Regionen der Dreiecke V1, Kanten Vg und Punkte V. Die Voronoi-Regionen
werden durch den Schnitt mehrere Halbrdume gebildet und sind unbegrenzt. Fiir die Berechnung des
Distanzfeldes beschneidet man sie in einer bestimmten Héhe.

Der Aufwand zur Bestimmung der Distanz zwischen einem Punkt und der Oberfldche hiangt
offenbar von der Art der Implementierung der Distanzfunktion zusammen. Ein etabliertes Ver-
fahren, von dem auch wir Gebrauch machen werden, ist die Vorabberechnung eines diskreten
Distanzfeldes durch Abtastung der Oberflichenabstinde von den Punkten eines kartesischen Git-
ters aus. Fiir jeden beliebigen Punkt innerhalb dieses Gitters folgt die Distanz zur Oberfldche des
Korpers durch trilineare Interpolation der Distanzen an den acht Gitterpunkten der Zelle, in wel-
cher der Punkt lokalisiert ist.

7.2.2 Charakteristikenmethode

Der Vorteil des Verfahrens liegt in der Moglichkeit, den Hauptaufwand auf das Preprocessing
des punktuell abgetasteten Distanzfeldes zu verlegen. Die Abtastung erfolgt unter Anwendung
der Charakteristikenmethode. Neben der Orientierung des Netzes werden auch Nachbarschafts-
informationen benétigt.

Wenn die Oberfldche in Form eines Dreiecksnetzes vorliegt, werden dazu alle Dreiecke, Kanten
und Punkte desselben traversiert und der Abstand jedes dieser Features zu denen am néchsten ge-
legenen Gitterpunkten berechnet. Zur Reduktion des Aufwandes kann man die Suche der néachs-
ten Punkte auf die VoroNoI-Regionen der jeweiligen Features reduzieren. Die VorRONOI-Region
des Features X; ist die Menge der Punkte, die ndher an X; liegen, als an allen anderen Features des
Dreiecksnetzes. Die Konstruktion der VoroNo1-Regionen fiir die Dreiecke, Kanten und Punkte
gestaltet sich denkbar einfach. Fiir ein Dreieck ist sie als unendlich ausgedehntes Prisma definiert,
dessen Querschnitt durch die Dreiecksfliche gebildet wird. Die VoroNoOI-Region einer Kante hat
die Form eines Keils und die des Punktes die Form eines diskreten Kegels, vgl. Abb. (7.1). Die
Voronoi-Regionen werden normal zum jeweiligen Feature ab einer bestimmten Hohe +¢ be-
schnitten. e definiert damit die Dicke des Distanzgiirtels. Die Berechnung von Abstianden erfolgt
nur fiir diejenigen Gitterpunkte, die innerhalb des Distanzgiirtels liegen.

Sei T; = {p1, p2, p3} das aktuelle Dreieck mit der Normalen n; und den Kanten e; = (p, —
p)/l-l> e2=(ps = p2)/|-|- €3 = (p1 — p3)/|-|. Dann kann die VoroNoI1-Region bzw. das Prisma
von T; als Menge aller Punkte beschrieben werden, die folgende Bedingungen erfiillen,

Vi(T,’,S) = {q € ]R3 —-&£< nT(q_ Pl) <EAN /\dg(q—Pﬁ) > 0} , (7.2)
B
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mit den Seitenflichennormalen dg = (n; xeg)/|-||. Alle Normalen sind hier nach innen gerichtet.
Um alle Punkte des Gitters kj € Vr, zu finden, berechne man die achsenparallele Integerboun-
dingbox von V. auf dem Gitter, traversiere alle Gitterpunkte innerhalb der Box und priife per
Halbraumtest (implizit mit der Definition nach Gl. (7.2) gegeben) auf Zugehorigkeit zur Voro-
NorI-Region V7. Falls der aktuelle Punkt k; innerhalb derselben liegt, ist der Abstand zur Drei-
ecksflache elementargeometrlsch zu bestlmmen und mit dem entsprechenden Vorzeichen verse-
hen, am betreffenden Gitterpunkt zu speichern. Das Verfahren entspricht damit einem primiti-
ven Scankonvertierungsalgorithmus. Ein etwas effizienteres Vorgehen bei der Scankonvertierung
unter Einbezug von Graphikhardware findet man in [Breen et al., 2001] und [Mauch, 2003].

Mit den VoroNo1-Regionen Vi und Vy; der Kanten bzw. Punkte verfdhrt man genauso. Zur
Berechnung der Kantenregionen bedarf es zusitzlich der Normale des benachbarten Dreiecks.
Die Region wird nicht einfach gerade abgeschnitten, sondern mit einem Dach versehen, dessen
Grat parallel zur Kante E; = {p;, p2} mit der Richtung e; = (p, — p1)/|-| und der Hohe en,
verlduft. Vi definieren wir entsprechend als

Vi, (Ei,e) = {qe R*|lo<el (q-p1) < [p2-pifA

A d}(q -p)>0A A d-ﬁr(q -pi-éne) > 0}, (73)
p={1.2} p={3:4}
mit dy = (e; x m)/[-[ und d = (nz x &;)/|-|, ne = (m +n2)/-, ds = ~(m +n.)/[| und
dy = —(nz +n.)/[ .
Fiir die Punktregion sind die Normalen aller inzidenten Dreiecke notwendig. Vy, definieren
wir entsprechend als

Vy.(pire) = {q eR’

/\eg(q—Pi)>0/\/\dg(q—Pi-8nv)>0}, (7.4)
B B

mit den Kantenrichtungsvektoren ez = (Tg N Tg,y)/||-[|, so dass eg zum Punkt p; zeigt, den Kan-
tennormalen n,, = (ng + ng,;)/|-|, den Deckflichennormalen dg = —(n,, + n,)/|-| und der
Vertexnormalen n, = 3 g ng/| .

Kanten und Punkt-VoroNoI-Regionen existieren nur an ,,konvexen” Features. Eine Kante, die
auflen konvex ist, ist innen konkav und umgekehrt. Bei innenseitig konvexen Kanten, miissen
tiir die Berechnung der Regionen die Normalen der angrenzenden Dreiecke umgedreht werden.
Dasselbe gilt fiir Punktregionen.

Bei benachbarten, nicht koplanaren Dreiecken durchdringen sich die Voronoi-Regionen
auf der konkaven Seite notwendigerweise. Einen Sonderfall bilden aulerdem Sattelpunkte, al-
so Punkte, an denen mindestens zwei Kanten oberhalb und zwei unterhalb der von der Punkt-
normalen aufgespannten Ebene liegen. Auch die VoroNo1-Regionen der entsprechenden Kanten
durchdringen sich hier. Eine Punkt-VoroNo1-Region existiert in diesem Fall auf keiner Seite der
Ebene, weil jeder Punkt infolge der gegenseitigen Durchdringung von Dreiecks- und Kanten-
VoronoI-Regionen immer niher an einem dieser Features liegt, als am gemeinsamen Punkt.
Man kann die Durchdringungen bei der Generierung der Regionen mit ins Kalkiil ziehen, um
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Abbildung 7.2: Die Segmente der Fasern wer-
den bei der Kollisionserkennung gegen die Um-
gebung punktweise abgetastet.

den Aufwand weiter zu reduzieren. Die Zahl der zu scannenden Punkte verringert sich dadurch.
Eine Uberschneidung von Vorono1-Regionen stellt auf der anderen Seite kein Problem dar, weil
die Punkte innerhalb des Schnittbereiches gegen die erzeugenden Features getestet und dem, mit
dem kleinsten Abstand zugeordnet werden.

Mit kartesischen Gittern st6f3t man bei einer grofSen Zahl hoch aufgeloster Objekte schnell an
die Grenzen des Speicherplatzes. Da wir nur an Abstinden innerhalb eines vorgegebenen Di-
stanzgiirtels interessiert sind, ist alternativen Methoden wie Oktalbdumen klar der Vorzug zu
geben, weil hier je nach Anforderungen lokal adaptiv verfeinert werden kann. Auch sehr fein tes-
selierte Objekte kdnnen sich bei Verwendung von Gittern u.U. als problematisch erweisen, weil
zur Abtastung die Auflosung des gesamten Gitters erhoht werden muss.

Es wurde weiter oben schon darauf hingewiesen, dass die Kollisionserkennung von Objek-
ten mittels skalarer Distanzfelder ein punktuelles Abtasten derselben notwendig macht. Liegt die
Geometrie eines Objektes in Form eines Dreiecksnetzes vor, kann man alle Punkte in die Di-
stanzfunktion einsetzen, um das Minimum zu bestimmen. Ein solches vorgehen ist ohne eine
vorgeschaltete ,,broad phase” zur Eingrenzung potentieller Kandidaten nicht sehr effizient. Im
vorliegenden Fall haben wir es mit sehr diinnen Segmenten zu tun, welche die Geometrie der
Fasern approximieren. In unserer Implementierung tasten wir die Mittellinie eines jeden Seg-
mentes mit einer vom Benutzer zu spezifizierenden Abtastrate ab und addieren zusitzlich zur
Approximation der Segmentdicke den halben Radius dazu, vgl. Abb. (7.2).

7.3 Detektion von Faser-Faser-Kollisionen

Das Ziel dieses Abschnittes ist der systematische Vergleich unterschiedlicher Arten von Hiill-
korperhierarchien hinsichtlich ihrer Eignung und Performance bei der Erkennung von Selbst-
kollisionen im Kontext der faserbasierten Simulation komplexer Anordnungen. Der Begrift der
Selbstkollision umfasst sowohl die Kollisionen der Fasern untereinander, als auch die Kollision
einer Faser mit sich selbst. Solange man die Glieder einer Kette als unabhingige Entitaten be-
trachtet (Segmentsuppe), mag hier kein Unterschied bestehen. Sobald wir eine Faser als eindi-
mensionales Kontinuum auffassen, zwischen dessen Punkten gewisse kinematische Gesetzma-
Bigkeiten herrschen, ergeben sich neue Moglichkeiten fiir die Erkennung von Selbstkollisionen
in solchen Strukturen. Deshalb konzentrieren wir uns neben den konventionellen raumlich an-
gepassten auch auf die topologiebasierten Hiillkdrperhierarchien, die unter bestimmten Voraus-
setzungen eine schnelle Kollisionserkennung und Aktualisierung erméglichen.

Im Zusammenhang mit den konventionellen Hiillkérperhierarchien stellen wir zudem das
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Konzept der parametrischen k-DOPs auf der Basis von GRASSMANN-Raumen vor, der die sys-
tematische Generierung von Normalenrichtungen fiir beliebige k und damit eine empirische Be-
stimmung optimaler k-Werte fiir die Kollisionserkennung mittels DOP-Hierarchien erlaubt.

7.3.1 Raumlich und topologisch angepasste Hierarchien

Fir die Kollisionserkennung in einer Menge von Objekten unterscheidet man zwei Haupt-
ansitze: Partionierung des Raumes, bspw. durch Gitter, kd-Baume, BSP-Baume, Oct-Biaume
auf der einen Seite und Hierarchien von Hiillkérpern [Ericson, 2005] auf der anderen. Im
Kontext der Haarsimulation finden zur Kollisionserkennung zwischen den einzelnen Fasern
oder Clustern expliziter Haarmodelle, sofern man diese nicht vollig ignoriert, bevorzugt
Raumpartionierungsverfahren in Form von Voxelgittern oder Oktalbdumen Verwendung, vgl.
Hadap and Thalmann [Hadap & Magnenat-Thalmann, 2001], Anjyo et al. [Anjyo et al., 1992],
Plante et al. [Plante et al, 2001, Plante et al,, 2002], Chang et al. [Changetal., 2002], Ward
et al. [Ward et al., 2003] sowie Bando et al. [Bando et al,, 2003]. Diese zeigen gute Leistung,
wobei die Speicheranforderungen allerdings recht hoch ausfallen kénnen. Bei dynamisch
verformbaren Objekten werden die teuren Aktualisierungsstrategien der Raumpartitionie-
rung schnell zum Flaschenhals. Hier bieten sich hierarchische Objektreprisentationen mittels
Hiillkorperhierarchien an [Gottschalk et al., 1996, van den Bergen, 1997, Klosowski et al., 1998,
Larsson & Akenine-Moller, 2001, Bridson et al.,, 2002], die traditionell die raumliche Nachbar-
schaft atomarer Einheiten der Objektoberfliche, z.B. Dreiecke, abbilden. Da diese Nachbarschaft
zeitlich veranderlich ist, koppeln neuere Ansitze fiir die Detektion von Kollisionen in deformier-
baren Materialien eine hierarchische Objektreprisentation an ,,Invarianten”, wie die Topologie.
Die Verwendung von Hiillkdrperhierarchien, die tiber der topologischen Struktur der zugrunde
liegenden Geometrie aufgebaut sind, hat einige Vorteile gegeniiber traditionellen Ansitzen. Zum
einen beinhaltet die topologische Nachbarschaft zweier atomarer Einheiten immer auch deren
raumliche Nachbarschaft. Umgekehrt sind zwei rdumlich benachbarte atomare Einheiten nicht
notwendigerweise auch topologische Nachbarn. Dieser Fall liegt z.B. vor, wenn die beiden Enden
einer Faser sich beriihren.

Zum anderen dndert sich die rdumliche Nachbarschaft der Primitive {iber die Zeit, wenn das
Objekt deformiert wird. Die topologische Struktur hingegen kann sich nicht dndern. Eine Aus-
nahme bildet Materialfraktur, die wir hier aber nicht betrachten.

Zur Reduktion des Aktualisierungsaufwandes versucht man in der Regel, die Struktur einer
raumlich angepassten Hierarchie durch Anpassung der Hiillkorper an die neuen Positionen der
atomarer Einheiten iiber mehrere Zeitschritte aufrechtzuerhalten. Die Rechtfertigung fiir diese so
genannten ,,tragen” Aktualisierungsstrategien entspringt der Annahme einer zeitlichen Koharenz
aufeinander folgender Zustande. Zurecht weisen Lotan et al. [Lotan et al., 2002] darauf hin, dass
bereits kleine lokale Anderungen in eindimensionalen Strukturen grofle globale Deformationen
nach sich ziehen konnen. Bei der Monte Carlo Simulation von Proteinmolekiilen wird eine rando-
misierte Folge von Gelenkwinkeldnderungen erzeugt, die akzeptiert werden, wenn sie das System
in einen energetisch giinstigeren Zustand iiberfithren. Andernfalls, und dazu zahlen auch Selbst-
kollisionen des Molekiils, wird die Anderung verworfen. Unter diesen Voraussetzungen ist die
Annahme zeitlicher Kohdrenz nicht mehr aufrechtzuerhalten, so dass ,,trage” Aktualisierungs-
trategien die Hierarchie in einen ungiiltigen Zustand iiberfithren konnen, der eine quadratische
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Abbildung 7.3: Topologisch angepasste Hierarchien: direkt H r,, (rechts) und indirekt einschlieSende H.r,
(links) Hierarchie einer Faser. Bei einer Hr, schlieBen die Hiillkérper die kanonische Teilkette direkt ein.

Anzahl an Kollisionstests nach sich zieht. Zeitliche Kohédrenz kénnen wir fiir unsere Fasern for-
dern, wenn die bestimmenden Gleichungen dynamisch sind und fiir eine Folge kleiner zeitlicher
Anderungen geldst werden.

Als Schliisselbeitrag auf diesem Gebiet, muss die Arbeit von Guibas et al. [Guibas et al., 2002]
iber die Selbstkollisionserkennung in eindimensionalen, deformierbaren Strukturen mittels ei-
ner topologiebasierten Kugelhierarchie gelten. Dabei handelt es sich um einen balancierten Binér-
baum, dessen Blitter atomare Teile der Struktur, hier kugelformige Kettenglieder, umschlielen.
An jedem inneren Knoten wird die minimale umhiillende Kugel der kanonischen Teilkette vor-
gehalten, vgl. Abb. (7.3). Im Gegensatz zu den konventionellen raumlich angepassten Hierarchien
bilden die eingeschlossenen Primitive ein zusammenhangendes Teilstiick der Gesamtstruktur.

Diese Art von Hierarchie, bei der Kugeln an den Knoten die zugehorige Teilgeometrie an den
Bléttern des Teilbaumes minimal umschlief3en, wird als wrapped oder direkt einhiillende Hierar-
chie (H,) bezeichnet. Auf der anderen Seite steht die layered oder indirekt einhiillende Hierarchie
(Hr,), bei welcher die Kugeln an jedem Knoten jene der beiden Kindknoten minimal umschlie-
len. Die aus dem unterschiedlichen Anschmiegegrad notwendig resultierenden Grofienunter-
schiede konnen quantifiziert werden: Der Radius der Kugel am Wurzelknoten der Hr, betragt
hochstens das \/h + 1-Fache des Kugelradius an der Wurzel der 7 1,,, wobei h = [log n| die Hohe
des balancierten Bindrbaumes darstellt, vgl. [Guibas et al., 2002].

Lotan et al. [Lotan et al,, 2002] verwenden topologisch angepasste Hierarchien orientierter
Quader fiir die Kollisionserkennung bei der Monte Carlo Simulation langer Proteinmolekiile.
Besonders eindrucksvoll sind hier die Kosten der Aktualisierung von O(klog 7 ), wobei k die
Zahl der Freiheitsgrade darstellt. Diese werden durch den Einsatz einer separaten Transforma-
tionshierarchie erreicht. Insbesondere die Anderungen von nur einem Freiheitsgrad fithren auf
Aktualisierungskosten von O(logn).

In dem Beitrag von Brown et al. [Brown et al., 2003] findet man eine Anpassung topologie-
basierter Hierarchien an die Bediirfnisse der Simulation des Knotenbildungsprozesses in Seilen.
James und Pai [James & Pai, 2004] haben mit der Einfithrung des Bounded Deformation Trees
(BD-Baum) die Idee der topologischen Anpassung auf polygonale Modelle iibertragen.

Dieses Konzept ldsst sich im Prinzip auf andere Hiillkdrpergeometrien erweitern.
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7.3.2 Subquadratische Kollisionserkennung

Der topologisch basierte Ansatz ist auch unter theoretischen Gesichtspunkten interessant, denn
auf der Basis topologischer Hierarchien kann der Beweis erbracht werden, dass der Aufwand
tir die Kollisionserkennung in kinematischen Ketten, die bestimmten Einschrinkungen un-
terliegen, im R> eine subquadratische obere Schranke von O(n*?) hat [Guibas et al., 2002,
Lotan et al., 2002]. Dabei macht es keinen Unterschied, ob die Hierarchie vom direkt oder indi-
rekt einhiillenden Typ ist [Bereg, 2004]. Ein &hnlicher Beweis wurde von Halperin and Overmars
bereits 1994 [Halperin & Overmars, 1994] fiir deformierbare Kugelketten gefiihrt, bei der die Zahl
der Kugeln, die beliebige anderen Kugeln tiberlappen, durch eine Konstante beschrénkt ist. Sie
konnten zeigen, dass in diesem Fall die Detektion der Selbstkollisionen in O(n) Zeit moglich ist.
Als Beispiel fiir Strukturen mit einer solchen inhérenten Eigenschaft wéren hier Molekiilmodelle
(Kalottenmodelle) zu nennen.

In topologisch angepassten OBB-Hierarchien betragt die maximale Anzahl moglicher iiber-
lappender Boxen ®(n*/?), [Lotan et al., 2002], so dass die Kollisionserkennung hier im schlech-
testen Fall ©(n*/?) Zeit benétigt.

Alle Beweise machen die folgenden Annahmen: Eine Kette bestehe aus einer Folge B =
{By,By,---, B, } von n (geschlossenen) Kugeln im R?. Nur benachbarte Kugeln tiberschneiden
sich und keine Kugel ist vollstindig in einer anderen enthalten. Daraus lassen sich die folgenden
zwei Bedingungen ableiten.

1. Uniformitit: Es existiert eine Konstante p > 1, so dass das Verhiltnis der Radien zweier
beliebiger Kugeln im Intervall [1/p, p] liegt.

2. Konnektivitdt: Zwei beliebige aufeinander folgende Kugeln haben einen Punkt gemein-
sam.

7.3.3 Hierarchieaufbau

In unseren Tests betrachten wir die folgenden drei Klassen von Hierarchien:

1. Die kanonische Form der Hiillkdrperhierarchie, die wir im Folgenden als rdumlich ange-
passte Hierarchie (Hg) bezeichnen.

2. Die topologisch basierte Hierarchie vom ,,wrapped” Typ [Guibas et al., 2002], im Folgen-
den direkt einhiillende Hierarchie (Hr, ).

3. Die topologisch basierte Hierarchie vom ,layered” Typ [Guibas etal, 2002,
Lotan et al,, 2002], im Folgenden indirekt einhiillende Hierarchie (Hr,).

All drei Klassen konnen mit unterschiedlichen Hiillkérpern instanziert werden. Inbesonde-
re konzentrieren wir uns auf AABBs, OBBs, k-DOPs und Kugeln. Die Hierarchien vom
direkten Typ unterliegen einigen Einschrankungen, die spater diskutiert werden. Dane-
ben existieren andere Hiillkdrpertypen, wie bspw. Quantized Orientation Slabs (QuOSPO’s)
[Taosong, 1999], Shells [Krishnan et al., 1998b, Krishnan etal., 1998a], Pie Slices (Tetraeder)
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[Barequet et al., 1996], Zylinder [Bereg, 2004], Zonotopes (Minkowski Summe von Linienseg-
menten) [Guibas et al., 2003], etc., die unsere Aufmerksamkeit verdienen wiirden, die aber eher
von untergeordneter Bedeutung sind.

Riumlich angepasste Hierarchie: Die 7y wird fiir jeden Hiillkorpertyp in einem Top-down-
Prozess konstruiert. Dazu nimmt man eine raumliche Subdivision der Segmentmenge in kleiner
werdende Teilmengen vor, bis diese nur noch ein einzelnes Segment enthalten. Das raumlich zu
unterteilende Gebiet bildet das minimal einschlieflende Volumen (MEV) des jeweiligen Hiill-
korpertyps iiber der betrachteten Teilmenge der Segmente. Dieses wird am zugehorigen Knoten
der Hierarchie gespeichert. Das Hauptproblem dabei ist die Wahl einer geeigneten Teilungsebene
bzw. eines Teilungspunktes, welche zu einem moglichst balancierten Bindrbaum fithren. Als Heu-
ristik wahlen wir den Mittelpunkt der lingsten Achse eines Hiillkérpers bzw. die Ebene senkrecht
dazu. Der Aufbau des Binirbaums kann dann im ungiinstigsten Fall O(n?) Zeit beanspruchen,
z.B. dann, wenn die Segmente schlecht verteilt sind (bspw. aufeinander liegen), wohingegen bei
einer homogenen Verteilung, die wir annehmen, mit O(nlogn) Aufwand zu rechnen ist. Falls
diese Medianteilungsstrategie entlang der lingsten Achse versagt, wihlen wir nacheinander die
zweit bzw. dritt lingste Achse. Bei bestimmten Segmentkonfigurationen mag die Medianteilungs-
strategie versagen, bspw. wenn die Segmente parallel und ihre Mittelpunkte auf einer Geraden
orthogonal zu den Segmentachsen liegen. In diesem Fall ergibt sich der Teilungspunkt durch
Projektion des Gesamtschwerpunktes der aktuellen Teilmenge auf die erst (zweit, dritt) langste
Achse. Diese Strategie kann nur dann versagen, falls die Schwerpunkte zweier Segmente aufein-
ander fallen.

Topologisch angepasste Hierarchie: Die topologisch angepassten Hierarchien, Hr, und Hr,,
erfordern zwei unterschiedliche Strategien zum Aufbau eines balancierten Bindrbaums. Ganz in
Analogie zur Hp konnen wir bei der Hr,, verfahren. Die Konstruktion des Baumes erfolgt in ei-
nem Top-down-Prozess, bei dem die Faser rekursiv in zwei gleich grofe Teile separiert wird.
Firr jede dieser Teilketten berechnet man das MEV bzw. die aufspannende Basis, vgl. hierzu
Abs. (7.3.4). Die Basis besteht aus 1 bis m MEVs an den Bldttern des Bindrbaums, wobei m je
nach Hullkorpertyp variiert. Bei Kugeln als MEV haben wir 1-4 Basiskugeln, welche das MEV an
jedem Knoten aufspannen. Der tatsdchliche Aufwand fiir die Konstruktion der Hierarchie hdngt
vom Umstand ab, ob ein effizienter Algorithmus zur Berechnung des MEV iiber einer Menge von
Hiillkdpern desselben Typs existiert. Fiir Kugeln ist dieses Problem nichttrivial. Wir werden auf
diese Zusammenhinge bei der Diskussion der einzelnen Hiillkorpertypen néher eingehen.

Die Hr, hingegen wird in einem Bottom-up-Prozess konstruiert. Dabei berechnen wir an
den Bldttern des Bindrbaums die MEVs der einzelnen Segmente der Faser und arbeiten uns
durch paarweise Vereinigung der MEVs an den Kindknoten bis zur Wurzel hoch. Da ein an-
ders gearteter Bottom-up-Konstruktionsprozess hier nicht vorstellbar ist, pragen Lotan et al.
[Lotan et al., 2002] fiir die Ausrichtung der Hiillkérper an den atomaren Einheiten der Kette die
Bezeichnung ,,chain-aligned”, also entlang der Kette ausgerichtet.

Die Anzahl Blattknoten entspricht der Anzahl der Segmente in der Faser. Der Baum ist min-
destens eins-balanciert und falls die Gesamtzahl an Segmenten eine Potenz von Zwei darstellt,
perfekt balanciert.

Eine Pseudotopologie: Wihrend die Hr direkt {iber einer komplexen Faseranordnung aufge-
baut werden kann, weil nur die raumliche Néhe ihrer atomaren Einheiten - hier gebildet durch
die Segmente der Fasern - Beriicksichtigung findet, sind wir bei der Konstruktion der Hr, bzw.
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Abbildung 7.4: Zur Konstruktion
einer Hr, bzw. Hr, iber der Fa-
seranordnung werden alle Fasern
durch einen ,yvirtuellen Faden”
zur Gesamtfaser verbunden.

‘H 1, an die Topologie der Fasern gebunden. Auf der Basis der Hr,,/H 1, zweier Fasern lassen sich
die Selbstkollisionen innerhalb der Fasern bzw. die Kollisionen zwischen ihnen detektieren. Weil
in diesem Sinne keine globale ,,Gesamttopologie” iiber die gesamte Anordnung definiert ist — die
Fasern konnen sich unabhéngig von einander bewegen — muss fiir jede Faser eine eigene Hier-
archie erzeugt und diese dann gegen alle anderen auf Kollision getestet werden. Die eindimen-
sionale Struktur der Fasern schliefit die Anwendung von Standardverfahren fiir die so genannte
,,Broad Phase” zur Reduktion des damit verbundenen quadratischen Aufwandes von vornherein
aus.

Wir nehmen uns hier die Freiheit, eine ,,Pseudotopologie” oder eine ,,Gesamtfaser” einzufiih-
ren und definieren diese als Folge von Fasern, die an ihren Endpunkten paarweise verbunden
sind und zwar in der Form, dass das letzte Segment der Faser i mit dem letzten der Faser i + 1
und das erste der Faser i + 1 mit dem ersten der Faser i + 2 usw. verbunden ist. Die Gesamtfaser
ergibt sich quasi durch ,,Einfddeln” eines virtuellen Fadens durch alle Fasern. Wir bauen dann
den Hierarchiebaum #p iiber dieser Folge auf, vgl. Abb. (7.4).

Dieses Vorgehen scheint beliebig. Wenn man aber bedenkt, dass (1) benachbarte Fasern dhnli-
che geometrische Eigenschaften wie Lénge etc. haben, (2) die Fasern in einer Strdhne in der Regel
durch Krifte adhdsiver Natur aneinander haften und bei Deformation nicht beliebig weit ausein-
ander scheren und (3) ,,trage” Aktualisierungstechniken wie das Refitting einer Hg ebenfalls zu
beliebigen falschen Zustidnden fiihren kann, scheint diese Vorgehensweise fiir einen Vergleichs-
test akzeptabel.

In diesem Sinne erfiillt die Gesamtfaser die Uniformitétsbedingung. Der Konnektivititsanfor-
derung geniigt sie hingegen nur indirekt.
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7.3.4 Kombinatorische Beschreibung von Hiillkorpern

Wihrend die MEVs einer Hr immer durch ihre Koordinaten dargestellt werden, bietet sich bei
der Hr,/Hr, die Moglichkeit, die kinematischen Beziehungen zwischen den atomaren Einheiten
zu nutzen. Weil die MEV's immer zusammenhdngende Teilstiicke einer Faser einschliefSen, gibt
es eine minimale Menge atomarer Einheiten oder Basis-MEV's auf dem kanonischen Teilstiick,
welche die Ausdehnung des MEV:s festlegen. An den Knoten der Hierarchie hilt man dann ei-
ne entsprechende Liste der Basis-MEVs an den Blittern der Hierarchie vor, welche das Volumen
aufspannen. Der Vorteil liegt auf der Hand. Unter Deformation bleibt die Basis stabil oder es tritt
ein Wechsel derselben ein, bei dem atomare Einheiten der kanonischen Teilfaser aus dem MEV
austreten bzw. andere dafiir eintreten. Die aktuelle Basis am Knoten u zum Zeitpunkt ¢ bezeich-
nen wir mit B},. Die maximale Zahl der Basis-MEVs hingt dabei von der Art des verwendeten
Hillkorpertyps ab.

7.3.5 Hierarchiebasierte Kollisionserkennung

Gegeben seien die Hierarchiebdume Hp, und Hp,. Zum Auffinden aller Kollisionen wird eine
simultane Top-down-Traversierung oder Tiefensuche durchgefiihrt. Das bedeutet, dass die Hiill-
korper, beginnend mit den Wurzelknoten der beiden Baume, paarweise auf Uberlappung unter-
sucht werden. Falls eine solche vorliegt, hilt man einen der beiden Knoten fest und testet gegen
die Hiillkorper an den Kindknoten des anderen. Diese Suche setzt man solange fort, bis ein Blatt-
knoten erreicht ist, wobei in diesem Fall direkt auf Schnitt mit der atomaren Einheit zu testen
ist. Kann zwischen zwei Hiillkrpern keine Uberlappung festgestellt werden, ist eine Kollision
mit atomaren Einheiten an den Blattknoten dieses Teilbaums ausgeschlossen und man fahrt mit
einem anderen Knoten fort, vgl. Alg. (3).

Die Entscheidungsregel, welche den bei Schnitt zweier Hilllkorper weiter zu traversierenden
Teilbaum bestimmt, wird gemeinhin als Split- oder Balancierungsheuristik bezeichnet. Ublicher-
weise fallt die Wahl auf den Knoten, an dem der Hiillkorper mit dem grofieren Volumen hingt.
Bei der Hr,/H 1, ist hier eine Umdeutung in dem Sinne erforderlich, dass die Wahl auf den Kno-
ten mit den meisten Basis-MEVs fallt. Im speziellen Fall der Kugel-# 7, garantiert diese Heuristik
eine subquadratische Laufzeit [Guibas et al., 2002].

Bei der Selbstkollisionsauffindung in einer einzelnen Faser geht man in analoger Weise vor.
Da hier nur ein Hierarchiebaum vorliegt, werden der jeweils linke und rechte Teilbaum an der
Wurzel des Baumes H g rekursiv auf Uberlappungen untersucht.

Beim Kollisionserkennungsprozess werden typischerweise zwei Phasen unterschieden: Die
Broad Phase und die Narrow Phase. In der ersten Phase sollen weit voneinander entfernte Ob-
jekte aus dem Erkennungsprozess ausgeschlossen werden. Das wird durch so genannte Sweep
and Prune Strategien erreicht [Cohen et al., 1995, Coming & Staadt, 2006]. Es ist davon auszu-
gehen, dass durch Umbhiillen einer einzelnen Faser einer dicht gepackten Anordnung, auch eine
grofle Zahl weiterer Fasern zumindest teilweise im selben Hiillkorper liegt. Der Standardansatz
tiir Sweep and Prune, wie er bspw. in I-Collide [Cohen et al., 1995] verfolgt wird, scheidet deshalb
aus. Es bleibt nurmehr, die Gesamtzahl der Segmente als mehr oder weniger in Nachbarschaft
stehend zu betrachten und deshalb auf eine gesonderte Broad-Phase zu verzichten.
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Algorithmus 3 : Erkennung von Selbstkollisionen in der Faseranordnung auf der Basis des
Hierarchiebaums Hp. s, und s, stehen fiir die Segmente s an den Blattknoten u und v. Die
Funktion adj(s) ermittelt die unmittelbaren Nachbarsegmente von s auf der Faser von s. [, ,
bzw. r,, , sind die linken bzw. rechten Kinder der inneren Knoten u bzw. v.

Data : Hierarchiebaum Hp
Result : Kollisionsliste C

1: Q< {(p.p)}

2: while Q + @ do

3 (u,v) < PopPFRONT(Q)

4; if C,nC, # @ then

5: if leaf (u) A leaf(v) then

6 if (sy € {sy,adj(sy)}) A (s, N's, # @) then

7 | PusuBACK(C, (su,5y))

8

9

end

: else if u =SpriT(u,v) then
10: PusuBack(Q, (1,,v))
1 PusHBACK(Q, (74, v))
12: else
13: PusHBACk(Q, (u,1,))
14: PusuBAck(Q, (u, 1))
15: end
16: end
17: end
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7.3.6 Aufrechterhaltung einer Hierarchie

Vor jeder Kollisionsabfrage muss die Giiltigkeit der Hierarchie sichergestellt werden. Die zwei
Hierarchietypen Hr,/Hr, erfordern unterschiedliche Strategien zur Aufrechterhaltung ihrer
Giiltigkeit. Bei der Hr, folgen wir der einfachen Bottom-up-Strategie, die weiter oben beschrie-
ben wurde und traversieren in Nebenreihenfolge (engl.: post-order) unter Aktualisierung der
Hiillkorper. An den Blattern werden die Hillkorper an die Positionen der Segmente ange-
passt. Alle anderen Hiillkérper folgen dann durch eine Vereinigungsoperation aus den beiden
Hiillkérpern an den Kindknoten. Bei der Hr, sind die Dinge etwas komplizierter. Vor jeder

Algorithmus 4 : Top-down-Verifikationskaskade (CASCADEVERIFICATION(u)).

Data : Giiltiger Knoten u, dessen Nachkommen bereits verifiziert wurden.
Result : Aktualisierte Basis B!

1: Cr(t) < MEV(B!)

2: Q <~ {lu, Tu}

3: while Q #+ @ do

4 v < Por(Q)

5: if C,(t) €C;;(t) then
6: if leaf(v) then

7: | B." < Uppate(u, B!)
8: else

o PusH(Q, ;)
10: PusH(Q,7,)
11 end

12: end

13: end

Kollisionsabfrage wird die Korrektheit der Hierarchie bzw. die kombinatorischen Beschreibun-
gen ihrer Hiillkorper durch eine Verifikationskaskade (engl.: cascade verification) validiert, vgl.
[Guibas et al., 2002]. Dazu traversiert man den Baum in Bottom-up-Richtung und priift an jedem
Knoten u, ob die Basis B!, vom letzten Zeitschritt noch aktuell ist. Das ist genau dann der Fall,
wenn die Hiillkérper an den Blittern des aktuellen Teilbaums im Hiillkérper C; des aktuellen
Knotens u enthalten sind, vgl. Alg. (4). Das ldsst sich direkt oder indirekt testen, indem man den
aktuellen Teilbaum in Top-down-Richtung traversiert und priift, ob der Kifig C, am aktuellen
Knoten v eine Teilmenge von C,; ist. Falls nicht, setzt man die Priifung mit den Kindknoten fort.
Handelt es sich um einen Blattknoten, bedeutet das, dass B # B! und eine Aktualisierung der
kombinatorischen Beschreibung erforderlich ist.

Die urspriinglich fiir die Kugel-H 1, entwickelte Verifikationskaskade, ist direkt auf andere
Hiillkorperhierarchien iibertragbar. Voraussetzung ist dabei lediglich eine kombinatorische Be-
schreibung der Hiillkorper. Das wirft sofort die Frage nach den Vorteilen einer solchen Aktua-
lisierungsstrategie auf. Die Verifikationskaskade benétigt im schlechtesten Fall ®(nlogn) Zeit,
wohingegen die einfache Bottom-up-Aktualisierung immer linear ist, bei kleiner Konstante. Zu-
dem wiirde der Einsatz dieses Verfahrens die Speicherung der kombinatorischen Beschreibung
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der Kifige an den inneren Knoten notwendig machen.

Bei der Hy hingegen ist eine vollstindige Aktualisierung recht teuer, weil sie eine rekursive
Neupartitionierung der Segmente notwendig macht. Eine als ,,trage” Aktualisierungstechnik be-
kannte Refittingstrategie verfahrt analog zur Bottom-up-Strategie bei der H,. Hier gilt es zu
beachten, dass ein blofles Refitting aus o.a. Griinden zu vollig korrupten Hierarchiezustinden
fithren kann. Eine fillige Neupartitionierung lasst sich nicht dauerhaft umgehen. Die vereinheit-

Algorithmus 5 : Aktualisierung. Traversierung in Post-Order

Data : Hierarchiebaum H}
Result : Aktualisierter Hierarchiebaum HE’I

1 Q< {(p.1)}

2: while Q # @ do

3 {u,i} «Por(Q)

4 if (i =3) then

5: if leaf (1) then

6 ‘ UprpATE(C,(s4))

7 elseif Hp € {#Hr1,,Hr} then
8 | Cu < MerGE(Cy,,Cr,)
9: else if Hp=Hr, then

10: ‘ CASCADEVERIFICATION ()
1 end

12: else

13: | Pusu(Q, (u,i+1))

14: end

15: if (i =1) A (Nleaf(u)) then

16: PusH(Q, (ry,1))

17: PusH(Q, (I,,1))

18: end

19: end

lichte Aktualisierung ist in Alg. (5) dargestellt.

7.3.7 Hullkorper

Ein wichtiges Designkriterium fiir Hierarchien zur Kollisionserkennung ist die Wahl geeigneter
Hillkorper fiir eine optimale Faserabdeckung. Wir besprechen hier kurz die vier wichtigsten Ty-
pen im Hinblick auf ihre Eignung fiir die Hr, Hr, bzw. Hr,, vgl. Abb. (7.5). Zudem zeigen wir
eine Methode zur Parametrisierung von k-DOPs auf.

7.3.7.1 Achsenparallele Quader (AABBs)

Achsenparallele Quader (engl.: axis aligned bounding boxes (AABBs)), finden wegen ihrer Ein-
fachheit weiten Einsatz, werden aber i.d.R. durch die effizienteren orientierten Quader (engl.:
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Abbildung 7.5: Die unterschiedlichen Hiillkérper, die wir in Kombination mit den drei Hierarchietypen
‘Hr, Hr1, bzw. H 1, verwenden: Kugeln, achsenparallele Quader, k-DOPs und orientierte Quader.

oriented bounding boxes (OBBs)), abgewertet. Die Berechnung der AABB eines einzelnen Seg-
mentes gestaltet sich einfach: man nimmt die beiden Endpunkte, sortiert deren Koordinaten nach
der Grof3e, so dass die erste die linke untere Ecke bzw. die zweite die rechte obere Ecke der Box
im kartesischen Koordinatensystem reprasentiert und vergroflert die Box in alle sechs Koordi-
natenrichtungen um den Radius. Der letzte Schritt rechtfertigt sich aus der Tatsache, dass wir
den Zylindern zur Vereinfachung der Berechnung Polkappen verpassen. In Summe sind also le-
diglich sechs skalare Werte abzuspeichern. Die Seitenflichen der AABB sind immer parallel in
Bezug auf das modelleigene Koordinatensystem. Oft existieren in Faseranordnungen bevorzugte
globale Richtungen, bspw. wenn alle Fasern parallel zu einer Achse verlaufen. Je paralleler ein
Segment zu einer Koordinatenrichtung ausgerichtet ist, desto kleiner fallt das Volumen der Box
aus.

Im Hinblick auf die beiden Hierarchietypen Hr, und Hr, finden wir eine Besonderheit bei
der Verwendung von AABBs, der wir durch das folgenden Lemma Ausdruck verleihen,

Lemma7.3.1 Sei S = {s1, 2, .., sn} eine Folge von Segmenten und M =
{MEV,, MEV,, ..., MEV,} mit MEV; = MEV(s;) die zugehorige Folge von minimal ein-
schlieenden Volumina. Dann gilt fiir beliebige Teilfolgen s; j € S mit1< i < j < n, dass MEV (s; ;)
=MEV (MEV (s;x), MEV (5k+1’j)), wobei s; ;. und sy, ; beliebige Teilfolgen von s; j miti <k < j
sind, falls MEV eine AABB ist.

Das heif3t, dass die AABB-H 1, und die AABB-"H 1, identisch sind, vgl. Abb. (7.6). Der aufwen-
dige Top-down-Konstruktionsprozess der H 1, kann durch den einfachen Bottom-up-Ansatz er-
setzt werden. Der Aufwand fiir die Konstruktion ist damit linear in der Anzahl der Segmente.
Man beachte, dass die versteckten Konstanten sehr klein sind. Eine kombinatorische Beschrei-
bung auf der Basis von AABBs erfordert maximal sechs AABBs.

7.3.7.2 Diskret orientierte Polyeder (k-DOPs)

Wihrend AABBs und Kugeln die einzelnen Segmente der Fasern schlecht approximieren, fithrt
der Einsatz der interessanteren k-DOPS (diskret orientierter Polyeder, engl.: discrete oriented po-
Iytope) mit k > 3 zu enger anliegenden Hiillkérpern und damit zu einer beschleunigten Kollisi-
onserkennung.
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Abbildung 7.6: Hiillkdrper der
AABB-Hy, (links) bzw. Kugel-
‘Hr, (rechts) einer Faser im
Vergleich. Man beachte, dass
die MEVs bei der Kugel-Hr,
aus den libergeordneten MEVs
herausragen.

Ein DOP ist ein konvexer Polyeder und entspricht der Schnittmenge von k Halbraumen, vgl.
Abb. (7.5). Jeder Halbraum wird durch eine zugehorige Einheitsnormale n; € R* und einen Skalar
d; € R definiert,

Hi={peRp'n; <d;}. (75)

Gewohnlich werden paarweise gegeniiberliegende Halbraumebenen n; i/, = —n; gewahlt oder
so genannte Slabs, so dass wir den k-DOP mathematisch definieren als,

k

NHi={peR’p'n;<d;}, i=1.k (7.6)

i=1
Damit sind fiir den Kollisionstest zwischen zwei k-DOPs k/2 Intervall-Uberlappungstests notig.
Das Konzept der orientierten Slaps wurde urspriinglich von Kay und Kajiya [Kajiya & Kay, 1989]
tiir Renderingzwecke entwickelt und spéter von Klosowski et al. [Klosowski et al., 1998] auf das
Problem der Kollisionserkennung zwischen nicht deformierbaren polygonalen Modellen ange-
passt. In ihrem Beitrag konzentrieren sie sich auf die Standardfille mit k/2 Richtungen und
k = {6,14,18,26}.

Im Gegensatz zu existierenden Ansitzen, die sich auf Standardwerte fiir k beschranken, sind
wir an der Frage interessiert, ob fiir die Kollisionserkennung in Faseranordnungen ein optimales
k existiert. Eine sinnvolle Wahl der Richtungen einer variablen Anzahl von Normalen ist kein
einfaches Problem und fiihrt uns auf das Gebiet GRassmaNNscher Packungsprobleme.

7.3.7.2.1 Parametrische DOPs: Die Bestimmung einer definierten Anzahl von Normalen-
richtungen ist eng verwandt mit dem Problem, Punkte auf der Oberfliche einer Kugel so zu vertei-
len, dass je zwei Punkte sich gegeniiberliegen. Ein nahe liegender Ansatz ist die Durchfiihrung ei-
ner physikalisch basierten Simulation, welche die Abstande zwischen N Punkten auf der Kugelo-
berfliche minimiert. Die Bedingungen werden dann bspw. durch Einfiihren riickstoflender Kréf-
te erzwungen. Ein dhnliches Problem wurde von [Taosong, 1999] in Verbindung mit dem Quan-
tisierungsproblem im Orientierungsraum bei QuOSPO-Hierarchien * angegangen. Man sucht
dabei eine Menge von Normalen, welche die Uberschneidungswahrscheinlichkeit der einhiillen-
den Polyeder in zwei gegebenen Hierarchien direkt nach dem Tumblingprozess® minimiert. Diese

*Quantized Orientation Slabs with Primary Orientation
*Im Tumblingprozess werden zwei Mengen von Normalen, welche die Polyeder zweier DOP-Hierarchien definieren,
aufeinander abgebildet, was normalerweise zu wesentlich grofieren Hiillkrpern fiihrt, als eine Neuberechnung.
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Wahrscheinlichkeit ist schwer zu berechnen, weil sie sowohl von der zugrunde liegenden Geome-
trie als auch von deren Position abhingt. Das kann durch Einfiihrung eines geeigneten Ahnlich-
keitsmaf3es umgangen werden, welches durch die Winkel zwischen den Normalen definiert wird.
Die Losung des Quantisierungsproblems ist eine Menge von N gleichmassig* iiber die Oberfla-
che der Einheitskugel verteilten Punkten, vgl. [Rusin, 2001]. Taosong [Taosong, 1999] tesseliert
dazu die Kugeloberfldche durch Subdivision eines Oktaeders mit anschlieflender Projektion der
Dreiecksschwerpunkte auf die Kugeloberflache. Dieses Vorgehen geniigt nicht unseren Anforde-
rungen, wonach die Punkte antipodisch sein miissen. Dariiber hinaus ist die durch das Subdivisi-
onsverfahren erhaltene Anzahl an Punkten durch 8 - 4" vorgegeben, wobei #n die Rekursionstiefe
darstellt. Wir mochten eine beliebige Anzahl von antipodischen Punkten generieren, so dass die
Strahlen, die durch sie definiert werden, den grofitmoglichen Abstand zueinander einnehmen.
Ein dhnliche Frage wurde von Conway et al. [Conway et al., 1996] in einer formaleren Art gestellt:
Wie miissen N von n-dimensionalen Unterrdumen des m-dimensionalen EukLipischen Raum-
es angeordnet werden, so dass jeder die grofitmogliche Distanz zu allen anderen Unterrdumen
einnimmt.

Mathematisch kann das Problem mittels GRassMANN-Rédumen ausgedriickt werden. Der
GRASSMANN-Raum G(m, n) ist die Menge aller n-dimensionalen Unterrdume des reellen Eu-
KLIDischen m-dimensionalen Raumes R™. Er bildet eine kompakte RIEMANN-Mannigfaltigkeit
der Dimension n(m — n). Hier interessieren wir uns insbesondere fiir den GRASSMANN-Raum
G(3,1), d.h., die Menge aller Geraden im dreidimensionalen EukLipischen Raum. Gemif§ Con-
way et al. [Conway et al., 1996] wird die optimale Packung durch die minimierende chordale Di-
stanz definiert.

Seien P, Q € G(m, n) n-Ebenen. Weiterhin seien 0, € [0, /2], i € [1, ..., n] die Hauptwinkel
zwischen zwei Ebenen, die wie folgt definiert werden konnen,

cos 0; = max max uv = u;v;, (77)
ueP veQ
mit i = 1,...,n. Die Vektoren u; und v; werden als Hauptvektoren bezeichnet, die zum Paar P

und Q gehoren. Weiterhin gilt, uu = vv =1, uu;j = 0,vv; =0, (1< j<i-1).
Dann ist die chordale Distanz gegeben durch,

d.(P, Q) = (Zn: sin? Gi)z . (7.8)
i=1

Im Gegensatz zu anderen Abstandsmaflen ist das Quadrat der chordalen Distanz tiberall diffe-
renzierbar.

Das fiithrt zu folgender Definition des Packungsproblems: Gegeben seien N n-dimensionale
Unterraume des R, die gepackt werden sollen. Gesucht ist eine Menge von Ebenen P, ..., Py €
G(m, n) mit der grofitmoglichen chordalen Distanz min;. ; d.(P;, P;) zwischen beliebigen Paa-
ren von Ebenen. Das Problem ist wohl definiert, weil G(m, n) kompakt ist.

Dieses Problem wurde von Conway et al. [Conway et al., 1996] als Optimierungsproblem neu
formuliert. Mittels eines Musteroptimierers wurden fiir einen groflen Wertebereich von (m, n)

*Der Begriff ist hier intuitiv zu fassen.
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mutmafllich optimale Packungen generiert. Eine grof8e Datenbank ist unter [Sloane, 2005] zu fin-
den. Sie dient als Basis fiir unseren k-DOP Test. Der Hauptvorteil dieses Optimierungsansatzes
besteht darin, dass Qualitidtsmetriken, wie bspw. der Winkel zwischen den Unterraumen, direkt
als Optimierungskriterium eingeht, wohingegen bei einer physikalisch basierten Simulation die
Abstandsbedingungen zwischen den Punkten indirekt {iber Strafkrifte erzwungen werden miis-
sen, vgl. [Molino et al., 2003].

7.3.7.2.2 Teilungsebenen: Beider Konstruktion einer DOP-Hp, stellt sich die Frage nach ei-
ner geeigneten Teilungsebene. Dieses Problem wurde von Klosowski et al. [Klosowski et al., 1998]
ausfithrlich diskutiert. In ihrer Arbeit experimentieren sie mit unterschiedlichen Teilungsstrate-
gien. Jedoch verwenden wir im Folgenden keine dieser Techniken, sondern wihlen die Teilungs-
achsen aus der Menge der k/2 Normalen des k-DOPs. Dazu werden die Achsen in Bezug auf die
Dicke des jeweiligen Slabs der Grofle nach sortiert. Das erfordert die Sortierung von k/2 reel-
len Werten, was in O(klog k) geschehen kann. Der Teilungspunkt liegt dann auf halber Distanz
zwischen den zwei Ebenen, die den Slab auf gegeniiberliegenden Seiten begrenzen. Seine Koor-
dinaten sind durch 1/2 - n;(max; + min ;) gegeben, mit 0 < i < k/2. Zur Berechnung der Grofle
des DOPs bzw. der Absténde aller durch die DOP-Normalen definierten Ebenen zum Ursprung
in Abhdngigkeit vom eingebetteten Zylinder stellen wir eine Distanzfunktion dpc (P, C) auf. Sei
C ein Zylinder der Linge r mit Polkappen, den Endpunkten p; bzw. p, und der Zylinderachse
a = py — p1- Der minimal méogliche Abstand einer Ebene P zum Zylinder ist r. Liegt die Ebene
parallel zum Zylinder (n]a = 0), beriihren sich beide entlang eines Liniensegmentes, andern-
falls haben beide einen Punkt p; auf den Polkappen gemeinsam. Der Punkt ist gegeben durch
Py = py2 + rn. Die Wahl des Punktes p; oder p, hingt dabei vom Vorzeichen des Kosinus von
Zylinderachse und Ebenennormale n; ab,

> 0, P2
niTa =0, P1V P2 (79)
< O, P1-

Die Projektion des Ortsvektors p;, auf die Ebenennormale n; entspricht genau dem gesuchten
Abstand d; vom Ursprung. Damit haben wir die Normalen der Ebenen und ihre Abstinde vom
Ursprung fiir unseren parametrischen DOP-Ansatz festgelegt.

Auch bei DOPs machen wir die schon von den AABBs bekannte Beobachtung, dass DOP-H 1,
und DOP-H r, identisch sind. Das Lemma kann auf DOPs und schliefilich auf konvexe Polyeder
erweitert werden. Wir schliefSen also daraus, dass, wenn in der Hierarchie konvexe Polyeder mit
global festen Richtungen eingesetzt werden, Hr, und H, identisch sind.

7.3.7.3 Orientierte Quader (OBBs)

Orientierte Quader haben im Bereich der Kollisionserkennung weiten Einsatz gefunden
[Barequet et al., 1996, Gottschalk et al., 1996, Lahanas et al., 2000], da sie i.d.R. gute Approxima-
tionen der zugrunde liegenden Geometrie bei vergleichsweise moderaten Kosten liefern. Sie sind
erstmals von Barequet et al. [Barequet et al., 1996] als Instanzen des allgemeinen Boxtrees® ein-

’Bottom-up konstruierter Bindrbaum, dessen Blitter die atomaren Einheiten eines Dreiecksnetzes einhiillen.
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gefithrt worden. Gottschalk et al. [Gottschalk et al., 1996] benutzen eine top-down konstruier-
te OBB-Hp fiir die Kollisionserkennung zwischen polygonalen Modellen. Der Hauptnachteil
von OBB-Hierarchien ist in den Kollisionserkennungszeiten zu sehen, die selbst bei Einsatz des
schnellen Separating-Axis-Tests (SAT) um etwa eine Groéfienordnung hoher liegen, als bei der kon-
ventionellen AABB-Hg. Im Gegensatz zu den DOPs existiert eine OBB-H 1, , weil es keine global
festen Richtungen gibt.

Problematisch ist die Berechnung von optimalen OBBs. Der Aufwand dafiir ist nach O’Rourke
[O’Rourke, 1985] kubisch in der Anzahl der Punkte. Die Idee von O’Rourkes (’)(n3 )-Algorithmus
besteht in der Anwendung des Rotating-Caliper-Prinzips auf die konvexe Hiille einer Punktmen-
ge im R3. Diese konvexe Hiille formt einen Polyeder. Nach dem Theorem von O’Rourke miissen
nun genau zwei Kanten des eingeschriebenen Polyeders in den Ebenen zweier benachbarter Sei-
tenflaichen der minimalen einschlieflenden Box liegen. Es werden alle moglichen Paare von Kan-
ten durchprobiert und fiir jedes Paar eine dreidimensionale Variante von Toussaints Rotating-
Caliper angewendet, um die Box mit dem minimalen Volumen zu finden. Der Vorgang kann
vereinfacht werden, wenn man die Koinzidenz mit einer Seitenfliche der Box lediglich fiir eine
Kante des Polyeders fordert. Der Aufwand reduziert sich damit auf O(n?).

Barequet und HarPeled [Barequet & Har-Peled, 1999] bieten eine (1 + ¢)-Approximation, die
in linearer Zeit O(n + 1/e*°) berechnet werden kann. Bei einer nur 10 %-igen Approximation
tallt die Konstante allerdings bereits merklich ins Gewicht.

Lahanas et al. [Lahanas et al., 2000] haben eine Methode basierend auf Powell’s Optimierungs-
verfahren vorgeschlagen. Das Ziel ist dabei eine Menge von optimalen Winkeln (6;, 0}, 63) zu
finden, welche die Volumenfunktion V (0, 0y, 83) der OBB durch Rotation der Geometrie um
die Achsen eines festen Koordinatensystems minimiert. Alternativ kann man die Orientierung
auch aus der Berechnung des minimal einschlieflenden Ellipsoids ableiten.

7.3.7.3.1 Zur Qualitdit von PCA-Boxen: Ein gingiges Verfahren, von dem auch wir
Gebrauch machen werden, ist die Ermittlung einer approximativen OBB auf der Basis einer
Principal-Component-Analysis (PCA).

Sei P = {r}, ..., 1, } eine Punktmenge im R mit dem Schwerpunkt x. Die Varianz der Punkt-
menge in der Einheitsrichtung d € R? ist

n

var(P,d) = ! S (P -x,d)% (7.10)

i=1

S

Es existieren orthogonale Hauptrichtungen {d;,d;, ds}, in welchen die Varianz maximal wird.
Diese Hauptrichtungen sind die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix C € R**?. Es gilt also

var(P,d) = (C-d,d), (7.11)
mit der symmetrischen Kovarianzmatrix

C,'j= %Z(rik_di)(rjk_dj)- (7.12)

i=1
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Die Rangfolge der Hauptachsen richtet sich nach der Grofle der zugehorigen Eigenwerte
{A1, A2, A3}. Diese lassen sich ganz einfach aus dem charakteristischen Polynom der Kovarianz-
matrix bestimmen. Das fiihrt auf ein kubisches Polynom mit bekanntem analytischem Losungs-
ausdruck, vgl. Abs. (A.3).

Eine Untersuchung iiber die Qualitit von PCA-Boxen im Allgemeinen wurde von Dimitrov et
al. [Dimitrov et al., 2007] vorgelegt. Offenbar ist das Verhaltnis der Volumina von PCA-Box zu
optimal einschliefender Box einer gegebenen Punktmenge P im R* nach unten durch 4, nach
oben hingegen durch den Faktor 7,72 beschrankt. Um stérende Einfliisse der Punkteverteilung
auf die Ergebnisse der PCA zu verhindern, wurden diese Schranken auf der Basis der konve-
xen Hiille convh(P) ermittelt. Die PCA-Box liefert also ein mindestens viermal so grofies, aber
hochstens achtfaches Volumen des optimalen Pendants.

7.3.7.3.2 Aufbau von OBB-Hierarchien: Wihrend man beim Top-Down-Aufbau
einer OBB-Hp bzw. OBB-Hp, im Wesentlichen dem Ansatz von Gottschalk et al.
[Gottschalk et al., 1996] folgen kann, unterscheiden wir bei der OBB-Hr, drei Ebenen mit
unterschiedlichen Konstruktionsansétzen.

Auf der Blattebene folgen die OBBs direkt aus der lokalen Geometrie und Orientierung der
Segmente. Auf der zweiten Ebene kombinieren wir die Segmente paarweise entlang der Faser. Das
von ihnen aufgespannte Dreieck hat mindestens eine Seite mit dem minimal umschliefSenden
Rechteck gemeinsam, vgl. Theorem von Freeman und Shapira [Freeman & Shapira, 1975]. Die
Hohe der Box folgt dann aus der Dicke der Segmente. Terminalsegmente ohne Partner werden
mit dem Terminalsegment der nichsten Faser verrechnet.

Die Hiillkdrper an den Knoten aller dariiber liegenden Ebenen der OBB-H 7, erhalten wir
durch eine PCA auf der Basis der acht Eckpunkte ihrer beiden Kindboxen. Das Volumen betrigt
damit das Vier- bis Achtfache der minimalen Box.

Die Basis fiir die kombinatorische Beschreibung eines MEV's einer OBB-H 1, besteht aus ma-
ximal sechs OBBs.

7.3.7.4 Kugeln

Kugelhierarchien konnen wegen ihrer Einfachheit als kanonisches Beispiel fir Hillkorper-
Hierarchien angesehen werden [Quinlan, 1994, Palmer & Grimsdale, 1995]. Allerdings passen
sich Kugeln nicht sehr gut an die Geometrie der Segmente an, was unabhéngig von der Orientie-
rung der Segmente zu iiberfliissigen Uberschneidungen fiihrt, vgl. Abb. (7.6).

Das Problem, die minimal umschlieffende Kugel einer Menge von Kugeln zu berech-
nen ist nichttrivial und kann auf der Basis des deterministischen Algorithmus von Megiddo

A Tabelle 7.1: Abkiirzungen fiir die
Hiillkrper He Hr, Hierarchietypen. ’
Achsenparalleler Quader (AABB) AS - AL
Diskret orientierter Polyeder (k-DOP) DS - DL
Orientierter Quader (OBB) 0OS OwW OL
Kugel SS Sw  SL
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Abbildung 7.7: Testkandidaten
fiir den Performancetest mit un-
terschiedlichen Hierarchietypen.
Von links nach rechts, die Re-
ferenznamen der Anordnungen,
die Anzahl der Fasern, die Ge-
samtzahl der Segmente und
die Anzahl impliziter Kollisionen:
Tuch (0,5 k; 1,3 M; 17 M); Haar-
ball (0,7 k; 26 k; 1,5 M); Locke
(2,5k; 246 k; 24 k); Tress I+11 (0,1 k;
200 k; 1,75 k)/(0,5 k; 1 M; 23 k),
Filament Soup (10 k; 1 M; 70 k),
im Einheitswiirfel generierte Zu-
fallsfasern; Longish (39 k; 2,1 M;
459 k); Charming (49 k; 2,4 M;
542 k); Windy (60 k; 3 M; 1,78 M);
Curly (47 k; 4,7 M; 1,89 M).

[Megiddo, 1982] oder dem randomisierten Algorithmus von [Welzl, 1991], angegangen werden,
beide mit erwarteter linearer Laufzeit. Eine Kugel-H 1, lisst sich in O(nlogn) Zeit aufbauen.
Hier ist jedoch zu beachten, dass der Algorithmus von Welzl eine grofie Konstante der Ordnung
O(4 - &) birgt, wobei § gleich k + 1 und k die Dimension des Raumes ist, in dem die Hierarchie
berechnet werden soll. Fiir den dreidimensionalen Raum wird die Konstante offensichtlich grofi.
Die Basis bei der kombinatorischen Beschreibung umfasst maximal vier Kugeln.

7.4 Peformancevergleich

Im Rahmen unserer Untersuchungen haben wir alle drei Hierarchievarianten in Kombination mit
unterschiedlichen Hillkorpern implementiert und in unser interaktives Fasersimulationssystem
Rapunzel integriert. Im Folgenden benutzen wir fiir die einzelnen Hierarchietypen nachstehende
Abkiirzungen, vgl. Tab. (7.1).

Die Laufzeiten wurden fiir komplexe statische und dynamische Szenen ermittelt. Die Perfor-
mancetests erfolgten auf einem Pentium IV, 2,4 GHz. Folgende Testfélle wurden dabei im Einzel-
nen untersucht:

1. Statischer Faserbiindeltest: Als Grundlage dient eine Faseranordnungen vom Typ Tress I,
vgl. Abb. (7.7). Die Zahl der Fasern wird in diesem Test von 50 auf 1000 erhoht, bei 100
Segmenten pro Faser und konstanter Lange.

2. Dynamischer Faseranordnungstest: Um die Stabilitat der Hierarchien unter dynamischen
Bedingungen zu testen, fahren wir zwei Experimente:
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Abbildung 7.8: Ein Schnappschuss des Rapunzel Fasersimulationssystems bei der Durchfiihrung eines
dynamischen Faserblindeltests. Links: Interaktive Deformation einer Leitfaser des simulierten Faserbiindels.
Kollidierende Segmente sind rot markiert. Mitte: Darstellung der Htillkérper, hier AABBs. Rechts: Simuliertes
dynamisches Faserbliindel.
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« Wir applizieren eine kontrollierte Folge von Kraft-Moment-Paaren am Endpunkt je-

der Faser eines Biindels. Wir benutzen dazu vorab aufgezeichnete Kraft-Moment-
Trajektorien einer interaktiv deformierten Leitfaser, deren Werte dann mit einer klei-
nen Zufallsvariation an den Endpunkten der tibrigen Fasern appliziert werden. Das
Biindel besteht aus 150 Fasern mit je 100 Segmenten. Ausgehend von einer geraden
Anfangskonfiguration, d.h., die Fasern sind parallel zur Z-Achse, wird das Biindel
dann in 100 Simulationsschritten in eine Schleifenform gebracht, wobei die Zeiten
tiir die Kollisionserkennung und die Aufrechterhaltung der Hierarchien gemessen
werden, vgl. Abb. (7.8). Die Berechnung der Faserdeformation basiert auf der nume-
rischen Losung der statischen CosserAT-Gleichungen.

Im zweiten Experiment untersuchen wir die Entwicklung der Kollisionserkennungs-
zeiten nach Anwendung unterschiedlicher Aktualisierungsstrategien: Refitting einer
AS, Neuberechnung des Optimums einer AS und Bottom-up-Aktualisierung einer
AL, wahrend der dynamischen Simulation einer Faseranordnung unter Einwirkung
der Gravitation.

3. Statischer Faseranordnungstest: In diesem Test messen wir die Zeiten fiir den Aufbau,
die Aktualisierung/Aufrechterhaltung sowie die Kollisionserkennung fiir verschiedene
komplexe Faseranordnungen. Die Testkandidaten sind in Abb. (7.7) abgebildet. Weiter-
hin betrachten wir die Zeiten fiir das Auffinden der ersten Kollision, gemittelt iiber
1.000 Versuche. Die Wurzeln der Fasern in den Anordnungen sind mit einer Dichte von
325 Punkten/cm? verteilt. Das entspricht in etwa der gemessenen durchschnittlichen Haar-
dichte auf der menschlichen Kopfhaut.

. Parametrischer DOP-Test: Auf der Basis unseres parametrischen k-DOP Ansatzes bestim-
men wir ein moglichst optimales k fiir ausgewahlte Modelle.
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Abbildung 7.9: AL und SW im Vergleich: Laufzeiten fiir den Aufbau der Hierarchie, die Aktualisierung
und die Kollisionserkennung in einer statischen Faseranordnung in Abhdngigkeit von der Anzahl der
Segmente.

7.4.1 Statischer Faserbiindeltest

Im statischen Faserbiindeltest wurden die Laufzeiten fiir den Aufbau, die Aktualisierung und
die Kollisionserkennung der AL bzw. der SW miteinander verglichen. Die Messergebnisse der
statischen Testanordnung bei verdnderlicher Segmentanzahl sind in Abb. (7.9) dargestellt. Die
Kosten fiir den Aufbau und die Aktualisierung der AL hingen linear von der Zahl der Segmen-
te in der Anordnung ab, vgl. Abb. (7.9). Kollisionserkennung auf der Basis der AL ist deutlich
schneller, als mit der SW, wie Abb. (7.9) zu entnehmen ist. Der Grund dafiir ist die schlechte
Approximation der Segmente durch Kugeln. Die Diagramme fiir die Aktualisierungskosten so-
wie die Verifikationskaskade der SW zeigen Kostenspitzen fiir bestimmte Gesamtsegmentzahlen.
Fiir diese extremen Oszillationen muss der randomisierte Algorithmus von Welzl [Welzl, 1991]
zur Berechnung der minimal einschlieflenden Kugeln in der Implementierung von Gértner
[Gartner & Schonherr, 1997] verantwortlich gemacht werden. Insbesondere benétigt der Algo-
rithmus mehr Zeit fiir die Ermittlung des MEV von 55 k als von 95 k Segmenten, vgl. Abb. (7.9).

Aktualisierungen der AL sind sehr schnell moglich (vgl. Abb. (7.9)), da die Bottom-up-Technik
nur linear von der Anzahl der Segmente abhéngt, bei kleiner Konstante. Fiir die aus 1 k einzelnen
Fasern bestehende Haarstrahne aus Abb. (7.10) mit insgesamt 2 M Segmenten nimmt die Aktua-
lisierung lediglich 300 ms in Anspruch. Die Erkennung der tiber 2 k impliziten Kollisionen in
dieser Anordnung benétigt 1,7 Sek. Bei Verdopplung der Segmentanzahl in der Haarstrdhne auf
2 k, benotigte die Aktualisierung die erwarteten 600 ms, die Erkennung von 8o k impliziten Kol-
lisionen hingegen 4,3 Sek. mit der AL. Das Auffinden aller 550 k Kollisionen im Modell Charming
bendtigt 100 Sek., mit der Kugelhierarchie hingegen mehr als 30 Min.

7.4.2 Dynamischer Faseranordnungstest

Im dynamischen Faseranordnungstest auf der Basis der AL, konnen wir eine starke Korrelation
zwischen der Anzahl der Kollisionen, die in jedem Simulationsschritt erkannt wurden, und den
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Vi

Abbildung 7.10: Komplexe Faseranordnung.
Kollisionsbereiche sind rot dargestellt.

korrespondierenden Erkennungszeiten feststellen. Die Ergebnisse des dynamischen Tests sind in
Abb. (7.11) dargestellt. Der Erkennungsprozess ist outputsensitiv. Je mehr Kollisionen gefunden
werden, desto ofter muss der Kollisionsbaum bis zu den Blittern traversiert werden. Bei sehr
schlechter Abdeckung der Segmentgeometrie, wie bspw. durch Kugeln, lassen sich viele Schnitt-
tests zur Feststellung einer Nichtkollision auf der Segment-Segment-Ebene nicht umgehen. Die
Aktualisierungszeiten sind linear abhéngig von der Segmentzahl und bilden eine konstante Ba-
sislinie (Fluktuationen sind durch das Operationssystem verursacht).

Der Vergleich der Entwicklung der Kollisionserkennungszeiten bei der AABB-#Hy nach (a)
einer Aktualisierung auf der Basis der Refittingstrategie und (b) einer vollstaindigen Neuberech-
nung des Optimums, zeigt, dass sich die Erkennungszeiten im Fall (a) mit fortschreitender Simu-
lationsdauer zunehmend verschlechtern, vgl. Abb. (7.12). Der Unterschied ist bis zum sechzigsten
Simulationschritt vernachléssigbar, steigt aber bis zum Ende auf das Vierfache an. Dem gegen-
tiber steht der Aufwand fiir das Refitting, das mit durchschnittlich 16 ms nur etwa 1/12 des Neube-
rechnungsaufwandes betrigt. Allerdings kann die Zeiteinsparung durch das Refitting die rapide
zunehmenden Kollisionserkennungszeiten ab Schritt 206 nicht mehr abfangen. Die Kombination
der Refittingstrategie mit einer gelegentlichen Neuberechnungen sollte hier Abhilfe schaffen.

Auf der anderen Seite steht die AABB-H 7,, mit einem vernachldssigbaren Aufwand von nur
16 ms fiir die Bottom-up-Aktualisierung und Kollisionserkennungszeiten, die nur etwa 15 ms
schlechter sind, als die der optimalen AABB-#g. Unter dem Gesichtspunkt der Gesamtkosten
schneidet sie etwa um den Faktor 2 bis 2,5 besser ab, als die optimale AABB-H .

7.4.3 Statischer Faseranordnungstest

Die Aktualisierungskosten sind, wie Abb. (7.13) zu entnehmen, fiir die riumlich angepassten Hier-
archien (Aufbau des Baumes ist hier mit eingeschlossen) durchweg grof3er, als fiir die topologisch
angepassten Varianten. Diese Kosten werden hauptséchlich durch den raumlichen Subdivisions-
prozess verursacht. In Bezug auf die Kollisionserkennung hingegen sind die rdumlich angepassten
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Abbildung 7.11: Laufzeiten fiir Aktualisierung und Kollisionserkennung mit der AABB-Hr, bei einer
dynamischen Testszene (150 Fasern zu je 100 Segmenten werden aus dem geraden Zustand zu einer
Schleife deformiert). Die dritte Kurve zeigt die Anzahl der pro Simulationsschritt erkannten Kollisionen.

Hierarchien in den meisten Fallen um Grof3enordnungen schneller, vgl. Abb. (7.13). Interessanter-
weise gibt es auch hier Ausnahmen: Die DL liefert fiir das Tuch geringfiigig bessere Zeiten, als die
DS. Im Falle einer topologisch angepassten Hierarchie wird die meiste Zeit in die Uberlappungs-
tests investiert. Der Suchpfad zum Auffinden von Kollisionen ist offenbar um einiges ldnger als
bei den rdumlich angepassten Hierarchien. Die raumliche Subdivision fiithrt zu wohlseparierten
Hiillkdrpern bei vergleichsweise hohen Investitionskosten, wohingegen der schnellere Bottom-
up-Aufbauprozess entlang der an den Endpunkten verbundenen Filamente deutlich mehr initiale
Uberlappungen verursacht. Die resultierenden Hiillkorper sind infolgedessen nicht annéhernd so
gut separiert. Ausschlaggebend ist hierbei die Art der Anordnung. Faseranordnungen ohne er-
kennbare Ordnung, bei der die Endpunkte der Fasern dariiber hinaus beliebig verkniipft werden,
tithren dann auch zu mehr oder weniger beliebigen bzw. schlecht separierten Hiillkorpern. Einige
Beispiele, wie die Filamentsuppe (AS:AL=1:43) oder die Ganzkopfmodelle (~1:10) untermauern
diese Aussage. Anders hingegen, wenn eine solche globale Ordnung erkennbar ist, wie bspw. bei
Modell Tress I. Dort betragt das Verhiltnis AS:AL nur noch 1:1,7, fiir DS:DL=1:1.

Die unterschiedlichen Zeiten bei der Kollisionsauffindung sind damit iiberwiegend durch die
unterschiedliche Anzahl an durchgefiihrten Uberlappungstests begriindet, vgl. Abb. (7.14). Die
Zahl der tatsichlich auf Uberschneidung getesteten Segmente ist bei beiden Varianten fast iden-
tisch, wihrend sich die Anzahl der Hiillkorpertests auf dem untersten Niveau um bis zu einer
Groflenordnung unterscheidet. Die Anzahl tiberlappender Hiillkorper sind bei den topologisch
angepassten Hierarchien ebenfalls grofSer.

Auch bei der Untersuchung des Verhaltens beim Auffinden der ersten Kollision schneidet die
rdumlich angepasste Hierarchie besser ab, vgl. Abb. (7.13), unten.

Pro Kollisionserkennungszyklus miissen Kosten sowohl fiir die Aktualisierung, als auch fiir
die Kollisionserkennung selbst berticksichtigt werden. Unter dem Aspekt der Gesamtkosten also
schneiden die topologischen Hierarchien in einigen Fillen interessanterweise sogar besser ab.
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Abbildung 7.12: Entwicklung der Kollisionserkennungszeiten nach Anwendung unterschiedlicher Ak-
tualisierungsstrategien. Betrachtet werden das Refitting und die Neuberechnung des Optimums einer
AABB-H g, sowie die Bottom-up-Aktualisierung einer AABB-H. r,.

Bei Modell Tress I aus Abb. (7.10) bspw. ist die rdumlich angepasste der topologischen Vari-
ante iiberlegen, vgl. Abb. (7.14), links. Bei dem komplexeren Beispiel des Ganzkopfmodells wird
der zeitliche Aufwand fiir die Aktualisierung der raumlichen Hierarchie jedoch so grofi, dass
die topologische Variante trotz einer erheblich hoheren Anzahl an Uberlappungstests unter dem
Aspekt der Gesamtkosten deutlich besser abschneidet. Man macht zudem die Beobachtung, dass
sich der Abstand zwischen topologischer und rdumlicher Variante um so mehr relativiert, je klei-
ner die Modelle werden. Bei der AL haben wir mit einem alternativen Aktualisierungsschema
experimentiert, welches aber in allen Fillen wegen grofier Uberlappungen bereits auf den unters-
ten Hierarchieniveaus durchweg schlecht abschneidet, bis zu einer Gréf3enordnung langsamer.

Eine interessante Beobachtung, die wir mit OBB-Hierarchien im Allgemeinen machen konn-
ten, ist, dass ein vorgeschalteter Uberlappungstest auf der Basis von SAT immer zeitliche Vorteile
bringt, obwohl der direkte Uberschneidungstest zwischen zwei Zylindern weniger arithmetische
Operationen benétigt und das Volumenverhiltnis zwischen einer eng anliegenden OBB und dem
Zylinder gerade mal 10/7 betrigt. Diese Erkenntnis kann einige Anhaltspunkte bzgl. der Effizi-
enz von hybriden Hierarchien geben, die unterschiedliche Hiillkérper auf den einzelnen Niveaus
einsetzen. Der OBB ist hier auf der Blattebene dem Zylinder der Vorzug zu geben.

Abb. (7.14), rechts, zeigt die durchschnittliche Entwicklung der Hiillkdrpervolumina iiber die
Niveaus unterschiedlicher Hierarchietypen, die tiber Modell Locke aufgebaut wurden. Die Volu-
mina der H r,-Hierarchien sind dabei geringfiigig grofier, als bei den H 1, - oder Hr-Hierarchien.
Inbesondere die Bottom-up-Konstruktion von orientierten Boxen erweist sich als problematisch,
weil die Volumina exponentiell mit dem Niveau anwachsen. Die orientierte Box am Wurzelkno-
ten der Hierarchie unterscheidet sich von seinem Pendant in der Kugelhierarchie um fiinf Gro-
enordnungen.

180



log. Zeit Sek.

log. Zeit Sek.

log. Zeit Sek.

1072

10°

102

O Tuch

[ Haarball
O Locke
[ Tress
M Tress Il
M Soup
M Longish
W Charm
M Wirdy
M St

7.4 Peformancevergleich

AL AS DL DS SL SW SS oL ow
Hierarchietyp

AL AS DL DS SL SW SS oL ow 0S
Hierarchietyp

AL AS DL DS SL Sw SS oL ow (O

Hierarchietyp

Abbildung 7.13: Zeitmessungen fiir unterschiedliche Testmodelle und Hierarchietypen. Oben: Gemessene
Zeiten fiir die Aufrechterhaltung bzw. Aktualisierung; Mitte: Zeiten zur Erkennung aller Kollisionen,; Unten:
Zeiten zur Erkennung der ersten Kollision.
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Abbildung 7.14: Links: Aktualisierungs- sowie Erkennungszeiten fiir Modell Tress I; Mitte: Die korrespon-
dierende Anzahl an Hiillkérperschnitttests, Hiillkbrperiiberschneidungen, sowie Segmenttests. Rechts:
Entwicklung des durchschnittlichen Hiillkbrpervolumens (iber die einzelnen Hierarchieniveaus bei unter-
schiedlichen Hierarchietypen (Modell Locke).

7.4.4 Parametrischer DOP-Test

Der parametrische DOP-Test wurde mit Modell Locke und einer DOP-H r, durchgefiihrt, wobei
die Anzahl der Normalen schrittweise von 6 auf 200 erhoht wurde.

Die Normalenrichtungen wurden dabei nach der Methode aus Abs. (7.3.7.2) ermittelt. Keine
der generierten Normalenrichtungen fallen mit den globalen Richtungen zusammen, d.h., sie
haben keine zwei Nullkomponenten. Daher sind die Aktualisierungszeiten fiir den automatisch
generierten 6-DOP geringfiigig schlechter, als bei der konventionellen AABB-Hr,.

Die Resultate sind in Abb. (7.15) zusammengefasst und zeigen, dass die Anzahl auf Uberschnei-
dung untersuchter und die tatsichliche Zahl sich iiberschneidender Hiillkorper, sowie die der
getesteten Primitive mit zunehmendem k abnehmen. Trotzdem liegt das Minimum der Erken-
nungszeiten offensichtlich im Intervall [6,200] bei k = 20. Man beachte, dass die Aktualisierungs-
zeiten monoton mit k anwachsen. In Abb. (7.15) sind die Erkennungszeiten fiir unterschiedliche
Modelle im Intervall [6,60] dargestellt. Das Minimum hingt offenbar von der Geometrie ab. In
den meisten Fillen existiert jedoch kein eindeutig identifizierbares Minimum. Jenes ist vielmehr
liber einen weiten Wertebereich von k ,,verschmiert”. So ist bspw. die Kurve der Zeiten bei der
Filamentsuppe selbst bei k = 60 noch abnehmend.

7.5 Diskussion

Im vorangegangenen Kapitel haben wir unterschiedliche Arten von Hiillkdrperhierarchien iiber
Modellen unterschiedlicher Komplexitét hinsichtlich ihrer Machbarkeit und Performance unter-
sucht. Dabei hat sich gezeigt, dass die klassische, raumlich angepasste AABB-Hierarchie (AABB-
Hp) das optimale Verhiltnis von Speicherbedarf und Laufzeitverhalten aufweist. In besonde-
ren Fillen, je nach Art der Geometrie, ldsst sich der Einsatz topologisch angepasster AABB-
Hierarchien (AABB-H 1, oder AABB-H,) auf der Basis von k-DOPs und AABBs rechtfertigen.
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Abbildung 7.15: Links: Ergebnisse des k-DOP-Tests fiir Modell Locke. Kollisionserkennungs- und Aktua-
lisierungszeiten; Anzahl der Uberlappungstests, Hiillkérperiiberschneidungen und Segmentschnitttests.
Man beachte das Minimum der Erkennungszeiten bei stdndig abnehmender Anzahl an Schnitttests.
Rechts: Kollisionserkennungszeiten von unterschiedlichen Modellen. Das Minimum hédngt offenbar von
der Geometrie ab. In den meisten Fdllen ist eine eindeutige Identifizierung des Minimums nicht méglich.

OBB-Hierarchien hingegen zeigen zwar eine optimale Packung der Fasergeometrie. Deutliche
LaufzeiteinbufSen durch aufwendige Schnitttests, die eine Verlangsamung von bis zu einer Gré-
lenordnung gegeniiber der AABB-Hierarchie bewirken, heben diesen Vorteil wieder auf. Die
hier vorgestellte Parametrisierung von k-DOPs auf der Basis von GRASSMANN-Rdumen erlaubt
uns empirische Test fiir verdnderliche k zu fahren. Solche Tests liefern nicht nur optimale Werte
fiir k in der momentanen sequentiellen Implementierung, sondern zeigen, dass in potentieller
zukiinftiger hardwareunterstiitzter Kollisionserkennung selbst grofiere Werte fiir k optimal sein
koénnen. k-DOPs haben allerdings den Nachteil, dass die Zahl der Normalen, bei der das Laufzeit-
optimum auftritt, bei groflen Modellen (hohen Segmentzahlen) zu einem nicht mehr vertretba-
ren Speichermehraufwand fithrt. Wahrend in der momentanen sequentiellen Implementierung
die Performance von AABBs und k-DOPs sehr dhnlich ist, macht das Potential hinsichtlich Par-
allelisierung den parametrischen DOP-Ansatz zum vielversprechendsten Kandidaten in dieser
Richtung.

Mit den gegeben Testszenarien konnten wir dariiber hinaus zeigen, dass Kollisionserkennung
in dicht gepackten Faseranordnungen auf Standard-PCs mit vertretbarem Aufwand selbst bei
komplexen Frisuren moglich ist. Damit muss die allgemeine Auffassung, eine faserbasierte Haar-
simulation miisse notwendig an der Komplexitit der Kollisionserkennung scheitern, zumindest
in diesem Bereich des Gesamtprozesses von Simulation, Kollisionsbehandlung und Visualisie-
rung aufgeben werden.

7.6 Kontinuierliche Kollisionserkennung

Die diskreten Kollisionserkennungsverfahren, die wir hier vorgestellt haben, machen lediglich
Momentanaufnahmen des Systemzustands zu diskreten Zeitpunkten der Simulation. Das Pro-
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Abbildung 7.16: Sind die beiden Fasernim Verlau-
fe eines Zeitschritts At getunnelt? Die Frage kann
beialleiniger Betrachtung diskreter Zustdnde nicht
beantwortet werden.

blem dabei ist, dass sie keine Informationen dariiber liefern, ob das System zwischen diesen Zeit-
punkten physikalisch unzulédssige Zustinde angenommen hat. Wenn sich ein Partikel mit der
Geschwindigkeit v auf eine Wand der Dicke § zu bewegt, dann wird er, sofern der Zeitschritt
zwischen zwei Kollisionsbehandlungen zu grof8 gewéhlt ist, die Wand passieren. Die Wand stellt
in diesem Sinne einen Energiewall dar, der vom Partikel ,,durchtunnelt” wird . Physikalisch ge-
sehen, muss der Partikel die Wand, von der er eigentlich hitte abprallen sollen, irgendwann zwi-
schen den beiden Zeitpunkten passiert haben, vgl. Abb. (7.16).

Abhilfe schaftt die Betrachtung der Raumzeittrajektorien der Objekte. Unter der Annahme ei-
ner konstanten Geschwindigkeit (lineare und Winkelgeschwindigkeit) vollfiihrt ein starrer Kor-
per eine schraubenartige Bewegung, wobei seine Berandung eine komplexe Figur mit gekriimm-
ten Flachen beschreibt. Der Schnitt der Raumzeittrajektorien zweier Kérper indiziert eine mog-
liche Kollision. Da sich die Korper nicht notwendig zum selben Zeitpunkt im Schnittbereich
der Trajektorien aufgehalten haben miissen, bringt erst eine Nullstellensuche in den Polyno-
men, welche die Bewegung zwischen den Zeitschritten charakterisieren, endgiiltige Sicherheit
(Backtracking in der Zeit). Potentielle Kandidaten fiir solche Untersuchungen findet man, indem
die Hiillkorper einer Hierarchie so erweitert, dass sie auch den Korper an seiner neuen Position
einschlieflen, und dann den bekannten hierarchiebasierten Kollisionstest durchfiihrt, vgl. bspw.
[Bridson et al., 2002].

Der Aufwand, der mit solchen kontinuierlichen Kollisionserkennungsverfahren verbunden
ist, sollte nicht unterschatzt werden. Zur Vereinfachung der Schnittkérperbestimmung sind die

Die Wahl des Begriffes des Durchtunnelns erfolgt in Anlehnung an den aus der Physik bekannten Tunneleffekt, bei
dem Teilchen einen Potentialwall von einem Moment zum Néchsten passieren, etwas, das von der Theorie her
unmoglich erscheint.
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7.6 Kontinuierliche Kollisionserkennung

Raumzeittrajektorien in der Regel erst zu triangulieren [Redon et al., 2004]. Bei mehreren mog-
licherweise kollidierenden Korpern ist die Nullstellensuche keineswegs trivial. Wir beschranken
uns daher in unseren Simulationen zunachst auf den Einsatz diskreter Kollisionserkennungsver-
fahren in Kombination mit einer sorgféltigen Abstimmung von Schrittweiten, Geschwindigkei-
ten, sowie Objektradien aufeinander.
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Im Zusammenhang mit der Kollisionserkennung wurde bereits darauf hingewiesen, dass die im-
manente Eigenschaft der Natur, nach der sich zwei Materiepunkte nicht zum selben Zeitpunkt
am selben Ort aufhalten konnen, auf dem Computer explizit erzwungen werden muss. Deshalb
soll die Behandlung oder Auflosung detektierter Kollisionen den Gegenstand des vorliegenden
Kapitels bilden. Eine korrekte Kollisionsbehandlung bei der Interaktion einzelner Fasern ist der
Schliissel zur Volumenerhaltung in komplexen Faseranordnungen.

8.1 Verfahren zur Kollisionsbehandlung

Wir geben zunichst eine kurze Ubersicht iiber die im Bereich der Computergraphik eta-
blierte Verfahren und leiten anschlieflend iiber zur Klasse der fiir die Kontaktsimulation in
komplexen Faseranordnungen eingesetzten Zeitschrittverfahren. Wir rekapitulieren dazu die
grundlegenden Ideen Moreaus zur Behandlung von Systemen mit einseitigen Zwangsbedingun-
gen, orientieren uns dabei aber primir an dem ausgezeichneten Werk von Monteiro Marques
[Monteiro Marques, 1993]. Die Effizienz des in diesem Rahmen entwickelten Zeitschrittverfah-
rens zur Kollisionsbehandlung demonstrieren wir anhand von komplexen Beispielen.

8.1.1 Strafkrafte und Anordnungsoptimierung

Unter den Verfahren zur Verhinderung von Durchdringungen haben sich besonders die klas-
sischen Strafkraftverfahren wegen ihrer Einfachheit hervorgetan. Drohende Kollisionen werden
durch das Aufbringen einer abstofSenden Kraft in Richtung der Kollisionsnormalen verhindert.
Der Betrag folgt irgendeinem Abstandsgesetz. Es wird fiir die Dauer der Kollision quasi eine
temporire Feder zwischen den kollidierenden Korpern etabliert. Die Federkonstanten sind zur
Abwendung von Kollisionen i.d.R. sehr grof8 zu wihlen, was zu den tiblichen numerischen Pro-
blemen steifer Differentialgleichungen fiihrt, wie kleine Schrittweiten oder fehlende Konvergenz.
Strategien, wie das Einbringen einer stabilisierenden kiinstlichen Ddmpfung konnen dann zu pa-
thologischen Anderungen des Systemverhaltens fithren. Da, wo ,,physikalisch plausible” Ergeb-
nisse in Bezug auf kleine Durchdringungen vertretbar sind, wie bspw. in Computerspielen, lasst
sich dieses Problem durch den Einsatz weicher Federn umgehen. Es bleibt jedoch prinzipiell un-
klar, wie die Federkonstanten angemessen zu wéhlen sind. Sie sind abstrakte Begriffe und in die-
sem Sinne nicht messbar. Was fiir den einen Zweck angemessen ist, mag im anderen Fall nicht zu
den gewiinschten Ergebnissen fithren. Mirtich [Mirtich, 1996] weist in diesem Zusammenhang
darauf hin, dass gerade bei der Verwendung von diskreten Verfahren zur Kollisionserkennung,
Korper bereits tief ineinander eingedrungen sind, wenn eine solche Kollision gemeldet wird. Die
dann zur Aufhebung dieses Fehlzustandes notwendigen Krafte sind grof3er, als beim kontinuierli-
chen System, was zu numerischen Problemen fithren kann. Wihrend die Richtung der Kollisions-
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Abbildung 8.1: Anordnungsoptimierung zur Abschdtzung von Kollisionsantwortkrdften. Das System
wird um At in der Zeit vorwdrts entwickelt. Aus den Durchdringungen berechne man durch Ldsen eines
geeigneten Programmierungsproblems eine Menge minimaler Verdrehungen bzw. Verriickungen, die
notwendig sind, um den Kdrper aus der misslichen Lage zu befreien. Sie lassen sich dann in dquivalente
Kréifte und Drehmomente transformieren und vor der Integration aufbringen, um den Kérper durch
Integration des Systems in die gewlinschte Lage zu bringen.

kraft eindeutig durch die Stofinormale festgelegt ist, bereitet ihre Skalierung offenbar Probleme.
Einer der Hauptgriinde dafiir ist wohl, dass man das genaue Ziel, also die Frage danach, wo der
Korper nach der Abstoflung iiberhaupt hin soll, nicht beriicksichtigt. Damit bleibt die Beschrén-
kung der Antwortkraft nach oben willkiirlich. Aus diesem Grund besteht eine einfache Strategie
zur Wahl einer geeigneten Skalierung der Kollisionsantwortkraft bzw. zur Uberbriickung von
Stabilitdtsproblemen in der vorausschauenden Behandlung von Systemfehlzustinden. Man ent-
wickelt den Systemzustand um ein definiertes Intervall At in der Zeit fort und untersucht auf
mogliche Kollisionen. Sind Durchdringungen aufgetreten, sucht man fiir den aktuellen geome-
trischen Zustand eine Menge minimaler Verriickungen, sowohl translatorischer, als auch rotato-
rischer Art, welche, angewandt auf die Systemmitglieder, diesen Zustand gerade auflosen, indem
sie das System in eine durchdringungsfreie Konfiguration tiberfithren. Die Verriickungen lassen
sich in dquivalente Krifte transformieren, welche nach der Integration des Systemzustandes ge-
nau die durchdringungsfreie Konfiguration liefern, vgl. Abb. (8.1). Verfahren zur Projektion auf
zuléssige Positionen basieren in der Regel auf der Losung komplexer Programmierungsprobleme,
vgl. [Schmidl, 2002] und [Spillmann & Teschner, 2008]. Im Rahmen der physikalisch basierten
Simulation fordert man eine gewisse Kontinuitit der Bewegungsabliufe. Bei Verfahren, die pri-
mar auf der der Losung von Programmierungsproblemen basieren, kann eine zeitliche Kohérenz
nicht garantiert werden. Das Paradigma der ,,physikalisch plausiblen Losung” kommt hier nur
teilweise zum Tragen, da lokal korrektes Verhalten, wie elastisches Abprallen, durch die Projek-
tion kompensiert wird. Offene Fragen, wie die nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losun-
gen unter Einbeziehung von Reibungseffekten lassen sich zudem nicht ohne weiteres beantwor-
ten. Unter dem Gesichtspunkt des Berechnungsaufwandes muss das wegen seiner vermeintlichen
Einfachheit so beliebte Verfahren der Kollisionsantwortkrifte als ausgesprochen kostenintensiv
gelten.
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8.1.2 Analytische Methoden

Eine zweite grofle Klasse von Verfahren sind die analytischen oder auch exakten Methoden. Zwi-
schen der Normalbeschleunigung und der Normalkraft an der Kontaktstelle besteht eine kom-
plementére Beziehung: Entweder beschleunigen die Korper von einander weg, dann muss die
Normalkraft notwendig verschwinden; oder die Kérper stehen in Kontakt, dann muss die relative
Normalbeschleunigung notwendig verschwinden und eine entsprechende Kontaktkraft wirken.
Diese komplementdre Beziehung fithrt mathematisch ausformuliert auf eine Problemklasse, die
auch als Linear Complementarity Problem (LCP) bekannt ist. Mit der relativen Normalbeschleu-
nigung u, der Normalkraft f an den Kontaktstellen, sowie der von der momentanen Kontaktkon-
figuration abhingigen Matrix M und dem Vektor b ist ein LCP mathematisch gegeben durch

1= Mf—b,
Lcp={" " (8.1)
O<ulf>0.

Es sind nur Normalkrifte bzw. relative Normalbeschleunigungen zuldssig, welche die Korper
voneinander wegbeschleunigen. Ersetzt man die relative Normalbeschleunigung in GI. (8.1)
durch die Licken- oder Gapfunktion & > 0, die genau dann von Null verschiedene Wer-
te annimmt, wenn die Korper voneinander wohlsepariert sind, wird die komplementére Be-
ziehung zwischen Liickenfunktion und Kontaktkraft als SiNoRINI-Bedingung bezeichnet, vgl.
[Pfeiffer & Glocker, 1996].

LCPsin der Starrkorpersimulation wurden zuerst von Lotstedt [Lotstedt, 1984], spater von Bar-
aff [Baraff, 1989] untersucht. Man kann zeigen, dass fiir Systeme ohne Reibung Gl. (8.1) immer
eine eindeutige Losung hat. Das LCP ist dann konvex und die Berechnung einer Losung in erwar-
teter polynomialer Laufzeit moglich. Im Gegensatz dazu kénnen Existenz und Eindeutigkeit der
Losung bei reibungsbehafteten Systemen lediglich fiir hinreichend kleine Reibungsbeiwerte ga-
rantiert werden [Pang & Trinkle, 1996]. Kontaktprobleme mit Reibung fithren auf nicht-konvexe
LCPs. Das Auffinden entsprechender Krifte unter Gleitreibung an den Kontakpunkten ist NP-
Schwer [Baraff, 1991]. Baraft hat durch gesonderte Behandlung einzelner Kontakte mit impulsiven
Kriften einen Losungsansatz auf der Basis des Lemke-Algorithmus vorgestellt.

LCPs haben mittlerweile auch Eingang in den Bereich der Haarsimulation gefunden
[Hadap, 2006]. Allerdings beschrinkt sich das Modell auf die Simulation ganzer Haarstrahnen.
Die Zahl der Kontakte ist in allen Fillen eher als klein zu betrachten, so dass der relativ hohe
Berechnungsaufwand fiir entsprechende Losungen vertretbar erscheint. Die Zahl potentieller si-
multaner Kontakte in den hier untersuchten Faseranordnungen hingegen lasst die Behandlung
in Form eines LCPs unpraktisch erscheinen. Dabei ist weniger die Dauer des eigentlichen L6-
sungsprozesses, als vielmehr die algorithmische Unbestimmtheit der Losung selbst das Problem.
Mirtich [Mirtich, 1996] nennt hier den symmetrischen Tisch auf vier Beinen als Beispiel, bei
dem unter idealen Verhiltnissen die Kontaktkraft an allen vier Auflagepunkten identisch sein
muss. Auf der anderen Seite ist die Zahl der Kraftkonfigurationen, welche die Anforderungen
von GI. (8.1) erfiillen, in diesem Fall unendlich grof8. Das Problem wird ungleich komplizierter
bei Einbezug von Reibung. Hier existieren mehrere Losungen, die vollig unterschiedliche Be-
schleunigungen zur Folge haben konnen. Zeitliche Kohédrenz wire hier also gleichbedeutend mit
Kontaktkohérenz, und ihr Einsatz zum beschleunigten Auffinden einer Losung damit nur einge-
schrankt moglich. So elegant die Formulierung als LCP auch auf den ersten Blick erscheinen mag,
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so viele Probleme wirft sie doch auf, die sie fiir die Simulation von komplexen Faseranordnun-
gen mit tausenden von reibungsbehafteten dreidimensionalen Kontakten ungeeignet erscheinen
lasst.

8.1.3 Impulsbasierte Techniken

Eine weitere grofe Klasse von Verfahren zur Kollisionsbehandlung bilden die impuls- oder ge-
schwindigkeitsbasierten Verfahren, vgl. [Hahn, 1988], [Mirtich, 1996]. Da Kollisionskréfte in der
realen Welt iiber einen in Bezug auf die Wirkungsentfaltung von Tragheitskréften vernachlés-
sigbar kurzen Zeitraum wirken und ihre Grofle auf der anderen Seite nicht beschrénkt ist, kann
man das zeitliche Integral iiber die Kollisionskraft, den so genannten Kraftstof$ betrachten. Die-
ser beschreibt die instantane Impulsdnderung infolge einer iiber ein infinitesimales Zeitintervall
wirkenden Kraft beliebiger Grofie. Die Geschwindigkeitsanderung des Korpers entspricht gerade
dem Kraftstof3 geteilt durch seine Masse. Er wirkt in Richtung der Kollisionsnormalen und sein
Betrag folgt direkt aus der Relativgeschwindigkeit am Beriihrpunkt zweier Kérper [Mason, 2001].
Wir werden an anderer Stelle noch néher darauf eingehen.

Die Behandlung von Kontakten auf der Basis von Geschwindigkeiten hat enorme Vorteile ge-
gentiber den kraftbasierten oder analytischen Methoden. Mirtich [Mirtich, 1996] nennt hier u.a.
eine fehlende Abhingigkeit von der Kontaktkohirenz, Robustheit, Erweiterbarkeit auf gelenkig
verbundene Starrkorper, fehlende Kontaktdegeneriertheit im Gegensatz zu den analytischen Me-
thoden.

8.1.4 Projektive Verfahren fiir komplexe Kontaktsituationen

Ein Problem, mit dem wir uns bei der hier anstehenden Aufgabe der Simulation von komple-
xen Faseranordnungen konfrontiert sehen, ist die hohe Zahl von einander abhangiger simulta-
ner Kontakte. Im Gegensatz zu den im Bereich der Computergraphik etablierten Methoden zur
Kollisionsbehandlung, die primar auf der Applikation von Strafkriften, der Anordnungsoptimie-
rung, impulsbasierten oder rein analytischen Techniken basieren, liegt hier das Hauptaugenmerk
auf der Kombination von projektiven Methoden mit dem Konzept und damit den Vorziigen ei-
ner impulsbasierten Simulation. Die Verhinderung von Durchdringungen erfolgt dabei durch
Etablierung einer Menge einseitiger Zwangsbedingungen und folgt damit in gewisser Weise den
analytischen Methoden. Diese Menge von Zwangsbedingungen spannt den Bereich zuldssiger
Systemreaktionen auf. Die Ermittlung von Postkollisionszustinden erfolgt durch Projektionen
auf solche zuldssigen Bereiche. Durch eine mathematisch fundierte Beschreibung des Stof3vor-
gangs mittels konvexer Analysis lassen sich die Systemreaktionen in den Geschwindigkeitsraum
einbetten.

Die mathematische Behandlung von Systemen mit reibungsbehafteten Mehrfachkontakten fin-
det ihr Fundament in der Theorie so genannter Differentialinklusionen. Wesentliche Beitréige
gehen dabei auf Schatzman [Schatzman, 1973], Moreau [Moreau, 1988] und Monteiro Marques
[Monteiro Marques, 1993] zuriick. Differentialinklusionen sind - einfach ausgedriickt — Verall-
gemeinerungen von Differentialgleichungen, mit mengenwertiger Funktion auf der rechten Seite
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und im einfachsten Fall von der Form
% € F(x,t). (8.2)

Die Werte von F(x, t) sind geschlossene konvexe Mengen. Man fordert zudem, dass der Graph
{(x,y)|y € F(x,t)} von F(x,t) eine geschlossene Menge bildet. Die Verwendung der Form
Gl. (8.2) ist dabei essentiell fiir die Entwicklung von numerischen Losungsverfahren fiir Diffe-
rentialgleichungen mit unstetiger rechter Seite. Herkdmmliche Ansitze tun sich schwer mit der
Instabilitdt numerischer Trajektorien im unmittelbaren Bereich der Unstetigkeiten. Die mathe-
matische Theorie solcher Inklusionen soll im Folgenden nur insoweit gestreift werden, als sie fiir
das weitergehende Verstindnis der Behandlung von Kollisionen unter Beachtung von Reibung
notwendig ist.

Die mathematisch fundierte Beschreibung des Kollisionsprozesses auf der Basis der Theorie
der Differentialinklusionen erlaubt Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
fiir das Problem simultaner Kontakte, solange man sich dabei, unter gewissen vereinfachenden
Annahmen, auf Systeme ohne Reibung beschrankt.

Eines der ersten Verfahren, das auf Differentialinklusionen basiert, ist die von Moreau einge-
tithrte Contact Dynamics Method [Moreau, 1988], die spéter zur Non-Smooth Contact Dynamics
Method [Jean, 1999] erweitert wurde. Diese Verfahren haben sich im Bereich des Ingenieurwesens
bei der Simulation hochkomplexer Systeme, mit zehntausenden von reibungsbehafteten simul-
tanen dreidimensionalen Kontakten, wie sie bspw. typisch fiir die Granulat- oder Schiittgutsi-
mulation sind, bewahrt und sollen deshalb die Grundlage fiir die Kontaktbehandlung in dicht
gepackten Faseranordnungen bilden.

8.1.4.1 Zeitschrittverfahren

Beinahe untrennbar verbunden mit dem Begrift der Differentialinklusionen fiir nicht glatte me-
chanische Systeme sind die so genannten Zeitschrittverfahren (engl.: time-stepping schemes), die
in ihrer klassischen Form von Moreau eingefithrt worden sind. Die Systemdynamik wird zu-
ndchst durch eine Orts- und eine Geschwindigkeitsfunktion auf einem endlichen Zeitintervall
[0, T] ausgedriickt. Die Tatsache, dass Korper einander nicht durchdringen kénnen, erlegt dem
System gewisse Zwénge auf, die in den klassischen Modellen der Kontaktbehandlung durch eine
endliche Menge von Ungleichungen Ausdruck finden. Es sind eben jene Zwangsbedingungen, die
fir die Unstetigkeit der Systemvariablen verantwortlich zeichnen. Das Zeitschrittverfahren hand-
habt diese Zwinge auf der Ebene der Geschwindigkeiten. Wenn diese fiir (fast) alle Zeitpunkte
auf dem Intervall [0, T] innerhalb eines bestimmten Kegels liegen, ist die Giiltigkeit der Unglei-
chungen, welche die Systemzwiénge ausdriicken, iiber die Dauer des Zeitintervalls gesichert.

Die Beziehung zwischen der lokalen Kinematik an den Kontaktstellen und den dort auftreten-
den Kriften wird durch ein Kontaktgesetz beschrieben. Auch das klassische CouLomBsche Ge-
setz fiir trockene Reibung lésst sich in einer solchen Form ausdriicken. Im Kontext der durch die
Systemzwinge induzierten Unstetigkeiten muss die Systemgeschwindigkeit als Funktion der Zeit
mit beschrinkter Variation aufgefasst werden. Infolgedessen ist sie nicht mehr differenzierbar
im klassischen Sinne, sondern ihre Zeitableitung, die normalerweise der Systembeschleunigung
entspricht, wird zum R"-wertigen Maf3 auf dem Intervall [0, T'], mit punktuellen Atomen im
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Augenblick der Kollisionen. Das eigentliche Zeitschrittverfahren entsteht durch Integration der
beiden Systemvariablen der Differentialinklusion auf einem Intervall [¢;, t]. Das liefert die neue
Geschwindigkeit bzw. die neue Position der Systemmitglieder. Das Integral iiber die Kontakt-
kraft, der Kraftstof$, das unweigerlich durch den Integrationsvorgang entsteht, bedarf zur seiner
Evaluierung einer entsprechenden modifizierten Form des Kontaktgesetzes, das die Beziehung
zwischen der relativen Kontaktgeschwindigkeit am Ende des Intervalls und dem Kraftstof3 her-
stellt. Moreau benutzt zur Integration ein implizites Verfahren. Das gewiéhrleistet auf der einen
Seite eine gewisse numerische Stabilitét, hat aber auf der anderen Seite den gravierenden Nach-
teil, dass ein hochgradig nichtlineares Gleichungssystem zu losen ist. Dieses kann z.B. mit dem
nicht linearen Gauss-Seidel-Verfahren in Angriff genommen werden.

Die Klasse der Zeitschrittverfahren bedient sich also der Diskretisierung der Systemdynamik,
einschlief3lich der Kontaktbedingungen, ohne dabei die Idee gewohnlicher Bewegungsgleichun-
gen, welche die Systembeschleunigungen mit den Kriften in Beziehung setzen, aufzugreifen.
Vielmehr erfahren die Differentiale hier eine Umdeutung im Sinne von Maflen. Die Integrati-
on des diskreten Gesamtsystems iiber ein fixes Zeitintervall liefert den neuen Systemzustand in
Form von Orts- bzw. Geschwindigkeitsinkrementen der Systemkomponenten. Die Unterschei-
dung zwischen Kriften impulsiver und nicht impulsiver Natur entfallt, weil lediglich zeitliche
Integrale iiber diese Krifte betrachtet werden. Der Begriff der Beschleunigungen verliert in die-
sem Kontext seine Bedeutung, und mit ihm das Problem beliebig grof3er, stolinduzierter Kraf-
te. Zeitschrittverfahren sind damit besonders geeignet fiir die Vorhersage der Systemdynamik
komplexer Systeme mit tausenden von simultanen Kontakten. Der Verzicht auf eine ereignis-
basierte Kollisionsbehandlung hat zur Folge, dass ein fiir das jeweilige Zeitintervall prognosti-
ziertes Systemverhalten maximal approximativ sein kann, und dass Durchdringungen von Koér-
pern bis zu einem bestimmten Grade nicht auszuschlieflen, ja vielmehr Bestandteil des Verfah-
rens sind. In gewissem Sinne kommt man damit der Realitét so genannter ,,starrer” Korper we-
sentlich néher, weil die Mitte des betrachteten Zeitintervalls der Phase maximaler Kompression
wiahrend des Stof3vorgangs entspricht. Dieser ,,Realismus” spiegelt sich in dem urpsriinglich von
Moreau [Moreau, 1988] fiir die Granulatsimulation entwickelten Zeitschrittverfahren wider. Der
erste Schritt besteht in der zeitlichen Vorwirtsintegration der Systemdynamik um einen halben
Zeitschritt. Die so erhaltenen Geschwindigkeiten und Positionen beschreiben den Zustand des
Systems zum Zeitpunkt maximaler Kompression, von dem ausgehend die Systemdynamik tiber
die zweite Halfte des Intervalls entwickelt wird, und zwar durch Projektion der Geschwindigkei-
ten auf die erlaubten Zustinde, die aus der Menge der unilateralen Zwangsbedingungen geformt
werden. Es ist notwendig, die Kollisionen zwischen den Kérpern in dieser maximal kompressi-
ven Phase zu detektieren, weil jede Kollision einen einseitigen Zwang induziert, der die Menge
erlaubter Zustidnde weiter einschrankt.

Den Zeitschrittverfahren steht die Klasse der ereignisgesteuerten (engl: event driven) Verfahren
gegeniiber. Das Integrationsgebiet wird als Vereinigung zunéchst unabhéngiger Teilintervalle auf-
gefasst, mit stetigen und folglich durch Standardintegratoren fiir ODE/DAE-Systeme handhab-
baren Bewegungsabldufen. Die Teilintervalle werden durch typischerweise kollisionsgetriggerte
Ereignisse voneinander separiert. Die ereignisgesteuerten Verfahren sind in diesem Sinne im Be-
reich der physikalisch basierten Simulation wohletabliert, wenn auch nicht unter diesem Namen
bekannt, vgl. Mirtich [Mirtich, 1996]. Ihre Abhingigkeit von individuellen Kollisionsereignissen
lasst sie fiir die Simulation komplexer Systeme mit tausenden von simultanen Kontakten, wie sie
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in komplexen Faseranordnungen vorliegen, eher ungeeignet erscheinen.

8.1.4.2 Phase maximaler Kompression

Eine Kollision zwischen zwei Korpern ist ein atomares Ereignis und sollte als solches modelliert
werden. Dabei ist das Verhalten von so genannten Starrkorpern vor, wahrend und nach einer Kol-
lisionen keineswegs starr, wie der Name suggerieren mag. An der Kontaktstelle treten vielmehr
lokale, teils elastische, teils plastische, also bleibende Deformationen auf.

Der Stofivorgang zwischen zwei Korpern teilt sich idealisiert in eine Phase der Kompressi-
on, in der eine Umwandlung von kinetischer- in Deformationsenergie stattfindet, sowie die dar-
auf folgende Dekompressionsphase, in der durch Riickverformung die Korper gleichsam wie-
der voneinander weggestoflen werden. Der Ubergang zwischen diesen beiden Phasen ist durch
ein Maximum an gespeicherter elastischer Energie gekennzeichnet. Welche Prozesse sich beim
Stoflvorgang genau abspielen bzw. fiir seine dissipative Natur verantwortlich zeichnen, konnte bis
heute nicht eindeutig geklart werden. Neuere Untersuchungen zeigen aber, dass neben lokal plas-
tischen Deformationen, elastische Vibrationen, iiblicherweise im Bereich von 100 Hz bis 1 kHz,
eine Rolle spielen [Stewart, 2000]. Unter diesen Umstanden sind genaue Vorhersagen zukiinftiger
Kollisionszeitpunkte nur schwer moglich, weil sie in der Gréflenordnung des Bruchteils solcher
Vibrationsdauern liegen miissten. Bei Geschwindigkeiten von bspw. 1 m/s liegen die Genauig-
keitsanforderungen dann bereits im Bereich von 0,1 mm.

Es wurde weiter oben bereits angedeutet, dass wir Moreau folgen, wenn wir die Kollisionen
zwischen den Fasern dicht gepackter Anordnungen zum Zeitpunkt der maximalen Kompressi-
on simultan auflésen. Das impliziert das Auftreten von Durchdringungen zwischen den Fasern
nach dem ersten Integrationshalbschritt, die als lokale Deformationen im Sinne des oben Gesag-
ten interpretiert werden miissen. In diesem Zustand sind die Systemgeschwindikeiten der Kérper
auf zuldssige Zustidnde zuriick zu projizieren. Dem lokalen Deformationsverhalten trigt man an
dieser Stelle durch ein addquates Stof3gesetz Rechnung. Hier haben sich die folgenden zwei Ansit-
ze bewidhrt. Das Stofiverhalten ldsst sich zum Einen durch Einfithrung eines Restitutionsfaktors
(zwischen o und 1) regeln, der das Verhéltnis zwischen der Geschwindigkeit vor und nach dem
Stof3 angibt und damit eine Modellierung zwischen voll elastisch und rein plastisch zulédsst. Die-
ser Ansatz ist bekannt als NEwToNsches Stofigesetz. Man betrachtet hier nur die Geschwindig-
keitsanteile in Richtung der Stofinormalen. Tangentialanteile miissen durch ein entsprechendes
Reibungsgesetz gehandhabt werden.

Auf der anderen Seite steht das Stofigesetz von PoissoN, das den Restitutionskoefhizienten
als Verhiltnis von Normalimpuls in der Dekompressionsphase und dem in der vorausgehen-
den Kompressionsphase definiert. Der Normalimpuls ist das Integral tiber die Normalkraft. Nach
keinem der beiden Ansitze kann eine Zunahme der Gesamtenergie ausgeschlossen werden, be-
sonders dann nicht, wenn Reibung eine Rolle spielt. Abhilfe schafft die Hypothese von Stronge
[Stronge, 1991], die den Koefhizienten mit dem Verhiltnis der in den beiden Phasen verrichteten
Arbeiten korreliert, also &2 = ~Wiekomp/ Wkomp- Das negative Vorzeichen tragt dem Sachver-
halt Rechnung, dass eine der beiden Energien negativ sein muss. Dieser Ansatz garantiert, dass
Normal- wie Tangentialkréfte immer dissipativen Charakter haben. Wir werden uns bei der Stof3-
modellierung jedoch auf den Ansatz von NEWTON verlassen.

An dieser Stelle sei noch auf den Unterschied zwischen den Begriffen ,,Kontakt” und ,,Kolli-
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sion” hingewiesen. Bei einer Kollision liegt der Abstand zwischen den beiden néchsten Punkten
auf den Réndern zweier Korper innerhalb eines Toleranzintervalls und die Relativgeschwindig-
keit der beiden Punkte, projiziert auf die Stofinormale, weist in negative Richtung. Bei Kontakten
hingegen ist die erste Bedingung erfiillt, aber die Relativgeschwindigkeit in Richtung der Stof3-
normalen muss verschwinden.

8.2 Systeme mit unilateralen Zwangsbedingungen

Im Folgenden beziehen wir unsere Betrachtungen auf hinreichend starre Kérper B := {q, Q}. Sei
dabei M = SE(3) der Konfigurationsraum und q(t) € M die aktuelle Konfiguration des Korpers
B zum Zeitpunkt t. Der Kérper schliefle einen nicht notwendigerweise konvexen Bereich Q c R?
des Raumes ein. Des Weiteren wollen wir den Kontaktpunkt auf der Berandung von 8 mit p € 9Q)
bezeichnen.

Wir folgen Monteiro Marques [Monteiro Marques, 1993], wenn wir a) vereinfachend anneh-
men, dass die Kérper durch Punkte im Raum reprasentiert werden und b) fiir die Herleitung der
Theorie der Mehrfachkontakte zunichst die Orientierung der Korper vernachléssigen, indem wir
den Konfigurationsraum auf den M = R® beschrinken. Der Einbezug der Orientierung bzw. der
Drehgrofien wie Drehmoment und Winkelgeschwindigkeit erfolgt dann in einem anschlieflen-
den Schritt unter Einfiihrung entsprechender mathematischer Operatoren.

Der Korper B unterliege einem unilateralen Zwang, einer Undurchdringbarkeitsbedingung,
die geometrisch durch eine Ungleichung der Form h(q(t)) > 0, beschrieben wird, wobei A :
M — R eine reellwertige Funktion ist. Der Zwang ist hier im Sinne einer Abstandsfunktion zu
verstehen, die genau dann von null verschiedene Werte annimmt, wenn der Korper von denen
durch sie definierten Hyperflachen wohlsepariert ist. Ein Kontakt liegt genau dann vor, wenn
h(q(t)) = 0 ist. Es ist zuléssig, das ,,> 0” gegen ein ,,< 0” einzutauschen. Der Funktion h(q(t))
kommt dann die Bedeutung einer ,,Liickenfunktion” (engl.: gap function) zu, welche die Eindring-
tiefe in Richtung der Hyperfldche misst. Fiir den allgemeinen Fall eines Kérpers mit n Zwéangen
indiziert man die einzelnen Bedingungen,

ha(q(t)) >0, a=1.n, (8.3)

woraus die die Menge aller fiir den Korper B zuldssigen Systemzustande als

D(t) = {q(t) e M : ho(q(t)) 2 0} (8.4)

folgt.

Anders ausgedriickt beschreibt Gl. (8.4) diejenigen Konfigurationen q(¢) € M des Korpers,
welche alle unilateralen Zwangsbedingungen erfiillen und den Kérper dadurch in einem durch-
dringungsfreien Zustand halten. Die Zwangsbedingungen definieren an der Stelle h(q(t)) = 0
die Begrenzungshyperflachen der durch Gl. (8.4) eingeschlossenen Region des Konfigurations-
raumes. Der hier der Einfachheit halber zum Punkt degenerierte Korper wird durch diese Flaichen
in dieser Region gleichsam eingeschlossen. Man kann sie in gewissem Sinne als irgendwelchen
Korper zugehorig interpretieren, wodurch B in seiner Bewegungsfreiheit eingeschrankt wird, vgl.
Abb. (8.2). Die Zahl solcher Hyperflachen kann sich im Bereich der Granulatsimulation auf die
Milliarden belaufen [Moreau, 2003]. Moreau bezeichnet dies als rdumliche Unstetigkeit.
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8.2 Systeme mit unilateralen Zwangsbedingungen

Abbildung 8.2: Zur Veranschaulichung des Be- (Lq/\

griffes unilateraler Zwangsbedingungen.

Wenn man von der Funktion h(q(t)) fordert, dass ihre erste Ableitung zumindest in der Nach-
barschaft von h(q(t)) = 0, also an der Kontaktstelle, existiert, steht der Gradient

Vha(q(t))
[Vha(q(t))]

orthogonal auf der durch h(q(t)) = 0 definierten Hyperfliche und bildet damit die Kontakt-
normale. Der Wert der Zwangsbedingung alleine lasst allerdings keine Aussagen tiber die Dau-
erhaftigkeit eines Kontakts zu. Weist seine Geschwindigkeit weg von der Hyperfliche, muss er
als transient gelten, denn er ist im Auflosen inbegriffen, bewegt sich also von der Hyperflache
weg. Die Geschwindigkeit u = dq/d¢ muss eine Komponente antiparallel zur Richtung der Kon-
taktnormalen besitzen, also in Richtung der Zwangsfldche weisen, damit ein Kontakt als persis-
tent oder aktiv identifiziert werden kann. Liegt die Geschwindigkeit dagegen in der Hyperfliche
selbst, bedeutet das nicht notwendigerweise, dass der Kontakt, den wir dann als ,,glatt” bezeich-
nen, dauerhaft ist. Aus algorithmischen Griinden werden wir diesen Fall, dessen Auftreten unter
numerischen Gesichtspunkten ohnehin als eher unwahrscheinlich anzusehen ist, trotzdem in die
Klasse persistenter Kontakte einordnen. Formal schreiben wir,

(8.5)

n,(q(1)) =

persistent < hy (q(t)) =0An)u; <0,
Kontakt := 4 transient < h, (q(t)) =0An]ug >0, (8.6)
gt < h(q(t)) =0 Anlu, =0,

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass u, beim starren Korper nicht mit dessen Geschwin-
digkeit korrespondiert, sondern der Geschwindigkeit am Kontaktpunkt p, entspricht. Sie ist be-
kanntermaflen als

Vg =Pa =0+ wXr, (8.7)

zu berechnen, wobei r, der Richtungsvektor vom Schwerpunkt des Korpers zum Kontaktpunkt

P« ist. Der Drehanteil in Richtung der StofSnormalen, w,, kann hier vernachlissigt werden.
Weiterhin ist zu beachten, dass die bisher als statisch angenommene Zwangsbedingung auch

beweglich sein kann, z.B., wenn sie durch die Berandung eines weiteren Korpers gebildet wird.

In diesem Fall entspricht u, der Relativgeschwindigkeit der beiden Kérper am Kontaktpunkt.
Auf dieser Basis ist die Gesamtmenge der Kontakte gegeben durch

U(t) ={q(t) e M: ha(q(t)) <0}, (8.8)

wohingegen die der aktiven Kontakte durch die folgende Aktivierungsmultifunktion A(t) be-
schrieben wird,

A(t) == {q(t) e M : ho(q(t)) <0 AN)uy <0}. (8.9)
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Mit Definition Gl. (8.8) werden all jene Fille eingeschlossen, in denen der Zwang bereits verletzt
ist. Das hat pragmatische Griinde, denn die Verletzung einer Bedingung kann nur durch die Me-
chanismen der Kollisionserkennung detektiert werden und diese ist notwendigerweise diskret.
Die Aktivierungsmultifunktion legt die zum Zeitpunkt ¢ aktiven Kontakte tiber die Persistenz-
bedingung fest. Man erspart sich dadurch die algorithmisch aufwendige Ermittlung von Post-
kollisionsgeschwindigkeiten fiir Zustinde, die sich ohnehin in einer der folgenden Zeitschritte
auflosen. Die Aktivierung transienter Kontakte hat keine Auswirkungen auf den Systemzustand.

Betrachten wir einen einzigen Kontakt, muss die Geschwindigkeit nach dem Stof3 offenbar dem
Tangentenhalbraum 7, (t) zur Menge zuldssiger Systemzustidnde gem. Gl. (8.4) angehoren, den
wir wie folgt definieren,

Ta(t) = {u* € T,M: (u*) Vha(q(t)) > 0}. (8.10)

Die Geschwindigkeit selbst ist Element des Tangentialraumes T, M von M. Bei Mehrfachkon-
takten legt jeder Kontakt der Menge U/(t) genau einen solchen Halbraum fest, so dass die Ge-
schwindigkeit nach dem Stof§ im Schnitt aller Tangentenhalbrdume 7,(¢), dem so genannten
Tangentenkegel 7 (q(t)) zur Menge zuldssiger Systemzustinde gem. GI. (8.4) im Punkt q liegen
muss,

N {u"eT,M:(u*)"Vhe(q(t)) 20} ,falls U(t)+@
T(q(t)) = { acd(®) (8.11)
M Jalls U(t) = @.

Definition GI. (8.11) gewéhrleistet, dass der Tangentenkegel auch bei leerer Kontaktmenge U/ (t) =
@ durch Zuweisung des gesamten Konfigurationsraumes eine sinnvolle Bedeutung erhalt. Der
Tangentenkegel ist konvex und bildet die Menge der kinematisch zulédssigen Rechts- oder Post-
kollisionsgeschwindigkeiten. Falls die Geschwindigkeit vor dem Stof8 bereits in 7, (t) liegt, ist sie,
solange wir den Fall ohne Reibung betrachten, bereits mit der Geschwindigkeit nach dem Stof3
identisch.

Wir wissen jetzt, dass die Menge moglicher Postkollisionsgeschwindigkeiten durch den Tan-
gentenkegel festgelegt wird. Da diese Menge unendlich grof$ ist, bedarf es einer geeigneten Selek-
tionsregel. Unter Annahme eines rein dissipativen bzw. inelastischen Stof3verhaltens, muss nach
Moreau [Moreau, 1988] die Geschwindigkeit auf der Berandung des Tangentenkegels, 07 (q(t))
gem. Gl (8.11), liegen. Sie entspricht dem proximalen Punkt der Linksgeschwindigkeit in der
Menge der kinematisch zulédssigen Rechtsgeschwindigkeiten. Das driicken wir durch die folgende
Projektion aus,

u’ = proj {uf,T(q(t))}, u’ € a7, (t). (8.12)

Gesucht ist der proximale Punkt u™ zu u™ auf dem Rand des Tangentenkegels. Die Suche nach
dem proximalen Punkt fithrt mathematisch auf ein konvexes Programmierungsproblem. Das be-
kannteste Losungsverfahren ist die Proximalpunktmethode, vgl. [Moreau, 1966]. Gl. (8.12) behalt
ihre Giiltigkeit selbst dann, wenn keine Kontakte vorliegen, also 2/ (t) = @. Der proximale Punkt
entspricht dann gerade der Linksgeschwindigkeit.

Aus Gl. (8.12) folgt weiterhin, dass ||u™ || < |u™| ist und damit

1 1
E+:Em[|u+|\2<E_:§mHu_H2. (8.13)
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8.2 Systeme mit unilateralen Zwangsbedingungen

Abbildung 8.3: Zur Ermittlung der Postkollisions-
geschwindigkeit. Sie entspricht gerade der Projek-
tion auf den Rand des Tangentenkegels. Der Tan-
gentenkegel ist die Schnittmenge der beiden durch
die Kollisionsnormalen definierten Halbréume.

Ein Teil der kinetischen Energie geht also durch den Stofivorgang (Projektion) verloren. Diese
Projektion ist maximal dissipativ. Bei einem einzigen Kontakt wiirde der Stofy den Korper zur
Ruhe bringen. Das entspricht dem ,,Okonomieprinzip”, nach dem aus der Menge der kinematisch
zuldssigen Rechtsgeschwindigkeiten die am néchsten liegende gewéhlt wird. Ein Beispiel soll dass
verdeutlichen.

Beispiel 8.2.1 Der Korper aus Abb. (8.3) stehe in persistentem Kontakt mit den beiden Hyperflichen
hi(q(t)) = 0 bzw. hy(q(t)) = 0. D.h., seine Geschwindigkeit besitze eine Komponente, die ihn oh-
ne Gegenwirkung beide Zwinge verletzen lassen wiirde. Der Tangentenkegel entspricht gerade dem
durch die beiden Flichen aufgespannten Kegel (der sichtbare Ausschnitt ist hier gestrichelt umran-
det). Wir tragen den Geschwindigkeitsvektor im Ursprung des Tangentenkegels an. Den proximalen
Punkt erhdlt man offensichtlich durch eine Projektion des Vektors auf h,(q(t)) = 0. Man beach-
te, dass, weil die Geschwindigkeit im negativen Tangentenkegel liegt, das Vorzeichen der Projektion
umzudrehen ist.

8.2.1 StoBe und Reaktionen in Lagrange-Systemen

Die Beziehungen zwischen den Geschwindigkeiten vor und nach einem Stof§ wurden im voran-
gegangenen Abschnitt hergeleitet. Hier wollen wir die Zusammenhénge zwischen den System-
geschwindigkeiten und den am System operierenden stoflartigen oder impulsiven Kréften naher
untersuchen. Als Ausgangsbasis dienen dabei die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen.

Fiir unser System gelten bei hinreichend glatten Bewegungen, d.h., bei zweimaliger Differen-
zierbarkeit der generalisierten Ortsfunktion q(t), die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen,

M(q)d =F(q,4,t) +C(q,q)q +¥(t), (8.14)

mit der Massematrix M(q), den Coriovris-Kriften C(q, q), sowie den kraftbasierten Standard-
termen F(q, g, t). Auf die rechte Seite von GL. (8.14) schreiben wir zudem die kollisionsinduzierte
Reaktionskraft

W(t) = va(t), (8.15)
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die offenbar im Gleichgewicht mit den Tragheitskraften sowie allen extern am Korper angreifen-
den Lasten stehen muss. Man beachte, dass die einzelnen Beitrdge in Gl. (8.15) beliebig grof3 sein
konnen. Da W (t) den unstetigen Teil der Gl. (8.14) reprisentiert, sind die Ableitungen nicht im
konventionellen Sinne zu verstehen, sondern miissen vielmehr als Distributionen aufgefasst wer-
den [Renouf et al.,, 2005]. Im Zusammenhang mit dem Begrift der Differentialinklusionen wird
néher auf die Verschiebung dieser Bedeutung eingegangen.

In der Perkussionstheorie bemiihen wir den Limes des Integrals tiber die Bewegungsgleichun-
gen Gl (8.14), und zwar fiir den Fall, dass die Dauer des Kollisionsprozesses gegen null geht,
t. — 0. Wir erhalten

lim Otc [M(a(t). )a(t) - Cla(t), a(t))a(t) ~F(aq(r), q(t), £) - ¥(r)]dt =0,  (8.16)

tc—0

und weiter

M(q(1), ) (4(t) - 4(0))
- lim [ [B(a(0),4(0), ) + C(a(0, 4(0)a(1) + ()] dr=0. (1)

Nicht impulsive Anteile unter dem Integral miissen verschwinden, wahrend Position und Mas-
sematrix tiber die infinitesimale Dauer des Stofles konstant sind. Wir nehmen im Folgenden die
Identitdt zwischen der Konfiguration des Korpers q(¢) und seinen generalisierten Koordinaten
q(t) an und notieren die Zeitableitung q(t) fortan als u(t).

Fiir die Linksgeschwindigkeit schreiben wir u™, fiir die Rechtsgeschwindigkeit, also jene genau
nach dem Stof3, u*. Wenn wir mit P den Limes des Integrals tiber die impulsiven Krifte v(t) bzw.
den Kraftstof§ bezeichnen, ergibt sich die Anderung der Geschwindigkeit eines Kérpers infolge
des Kraftstof3es in der folgenden kompakten Notation als

te
+ I _ . _
M(q(1))[u* (1) - u(1)] ;lt% /O V(1) dt] ZPe (8.18)
Im Falle eines einzigen (a = 1) perfekten, reibungslosen Kontaktes, erfahrt der Kérpers am kon-
taktierenden Punkt eine Reaktionskraft v(t) € T; M in Richtung der Normalen Vh(q(?)), von
unbekanntem Betrage,

JAeR: v(t)=AVh(q(t)), A>0. (8.19)

Notwendige Bedingung fiir das Auftreten der Reaktionskraft ist die Erfiillung der Persistenzkon-
dition. Setzen wir fiir M = E, dann erfiillt P die Gleichung

P=u'"(t)-u (t)=c-Vh(q), c¢>0. (8.20)

Das ist leicht einzusehen, wenn man sich vergegenwirtigt, dass nach Moreau oder dem Oko-
nomieprinzip der Stoff maximal dissipativ sein und damit der orthogonalen Projektion in
den Tangentenhalbraum 77(q) entsprechen muss, vgl. Gl. (8.12). Bei einem Kontakt gilt dann,
proj {u’,7(q)} = u” — [u” - Vh(q)/|Vh(q)|]. Auf einer abstrakteren Ebene ist aber fiir
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8.2 Systeme mit unilateralen Zwangsbedingungen

den Fall & = 1 die Normale Vh(q) nichts anderes als der nach auflen gerichtete Normalenke-
gel N7 (q(1))(u") zum Tangentenhalbraum 7 (q(t)) am Punkte u*(¢). Die Anderung der Ge-
schwindigkeit muss Element dieses Kegels sein und damit auch die Reaktionskraft auf den Stof,
Gl. (8.20), oder formaler

—(u'(t) —u (1)) € Np(qeeyy (u™ (1)),  u’(t) e T(q(t)). (8.21)

Fiir Einzelkontakte haben wir durch Gl. (8.21) die Aquivalenz zwischen der Projektion Gl. (8.12)
und der Normalreaktion anschaulich hergestellt. Bei mehreren simultanen Kontakten verteilt sich
die Gesamtreaktion iiber die einzelnen Beriihrpunkte. Auch hier gilt dann, dass die Gesamtreakti-
onskraft auf alle simultanen Stof3e bzw. die dadurch bewirkte Geschwindigkeitsainderung ein Ele-
ment des Normalenkegels zum Tangentenkegel ist, der dem Schnitt der durch die Stofinormalen
definierten Halbraume entspricht. Die Aquivalenz folgt hier nach Anwendung elementarer Aus-
sagen der konvexen Analysis. Formaler schreiben wir die folgende Definition. Der nach aufSen
gerichtete Normalenkegel zum Tangentenkegel am Punkte u” ist die Menge aller Geschwindig-
keiten u* € T, M, die folgende Bedingung erfiillen:

Nr(geey(u”) = {u* e TyM|VveT(q(t)): (v- u')Tu* < O}. (8.22)

Diese Definition ist duflerst unhandlich. Wegen GI. (8.19) erscheint der folgende Ausdruck an-
gebrachter. Demnach ist der Normalenkegel die konvexe Kombination der Beitrdge entlang aller
Kontaktnormalen,

N7 (a(t)) = { Z% )Aavha(q(t)), Ao > 0}- (8.23)
acA(t

Mit Gl. (8.15) und GI. (8.19) folgt daraus aber

Nr(qey (1) = 2 va(t) = ¥(2). (8.24)

Ob man iiber die Menge aller Kontakte oder lediglich iiber die der aktiven summiert, ist dabei
vollig unbedeutend, weil transiente Kontakte, wie weiter oben bereits angedeutet wurde, den Sys-
temzustand unverdndert lassen.

Die elementare Erkenntnis, die sich einstellt, ist die, dass der Normalenkegel gerade der kon-
vexen Summe der Reaktionskrifte entspricht. Anders ausgedriickt, hat sich mit dem Normalen-
kegel eine Moglichkeit zur Einbettung der Reaktionskrifte in den Raum der Geschwindigkeiten
aufgetan. Es ist genau diese Beziehung, die eine Vorhersage der Postkollisionsgeschwindigkeit
infolge der stoflartigen am System operierenden Krifte erlaubt und damit den Schliissel zu einer
rein impulsbasierten Behandlung von Kollisionen zwischen starren Korpern darstellt. Die Ge-
schwindigkeiten sind Elemente des Tangentialraumes T, M an den Konfigurationsraum, wih-
rend die Kréfte dem Kotangentialraum T,; M angehéren. Beide sind dual zueinander. Das heifit,
dass zwischen ihnen eine bijektive Abbildung existiert, welche die Reaktionskrifte in dquivalente
Geschwindigkeiten transformiert und umgekehrt,

M *
T, M —— T M (8.25)
Mfl
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Diese Abbildung entspricht nach Gl. (8.20) der Massematrix, weil sie die Geschwindigkeits-
dnderung und die Kraftstéf3e in Beziehung zueinander setzt. Im Beispiel zu Gl. (8.20) haben wir
sie vereinfachend mit der Identitdt gleichgesetzt. Ist also die Kraft in den Geschwindigkeitsraum
einzubetten, multipliziert man mit der Inversen der Massematrix und umgekehrt.

Weil die Gesamtheit der Reaktionskrifte genau der Summe der Terme in Gl. (8.14) entsprechen
muss, dabei ¥(¢) ausgenommen, muss diese im Normalenkegel liegen. Durch Umformung von
Gl. (8.14) wird das deutlich,

M(q)q - F(t,q,q) - C(q,9)q € N7(q(1))- (8.26)

Gleichungen dieser Art bezeichnen wir als Differentialinklusionen. Die in Erscheinung tretenden
Ableitungen erfahren jedoch noch einige Umdeutungen, die wir spéter besprechen.

8.2.2 Stof3gesetze

Die Gesamtimpulsinderung infolge aller Einzelreaktionen ist durch GI. (8.21) implizit gegeben.
Fiir weitere Berechnungen ist es oft von Vorteil, wenn man die Beitrage der einzelnen Kontakte
zumindest ndherungsweise kennt. Dazu ist die Gesamtimpulsdnderung auf die einzelnen Stof3-
normalen zu projizieren. Sie entspricht dabei gerade der Differenz der Geschwindigkeiten vor
und nach dem Stof$ multipliziert mit der Massematrix. An den Beriihrpunkten erhalten wir da-
mit folgende Einzelbeitréige,

Vo = [nIM(u+ - u‘)]na = (nIMAu)na. (8.27)

Die Reaktion, die durch Gl. (8.21) beschrieben wird, ist maximal dissipativ. D.h., dass der Kérper
bei nur einem Kontakt nach dem Stof3 kein elastisches Verhalten zeigt, weil die Normalkompo-
nente der Reaktion verschwindet. Das entspricht einem Klumpen Ton, der auf einer Tischplatte
aufschlagt. Das Verhalten ist vollig plastisch. Es wurde in diesem Zusammenhang eingangs schon
darauf hingewiesen, dass dem lokalen Deformationsverhalten durch ein addquates Stof3gesetz
Rechnung getragen wird. Eine geeignete kinetische Normalkomponente nach diesem vollig in-
elastischen Stof3 folgt bspw. aus dem Ansatz von NEwTON. Die Normalkomponente nach dem
Stof entspricht nach diesem empirischen Gesetz e-mal der negativen Normalkomponente vor
dem Stof3,

ul; = —euy. (8.28)

Der Restitutionskoeffizient & bestimmt den Grad der Elastizitit. Die Geschwindigkeit u ist als
solche nicht bekannt, weil sie sich bei simultanen Kontakten auf mehrere StofSnormalen verteilt.
Wir kennen allerdings die Normalreaktion bzw. die dazu dquivalente Geschwindigkeitsinderung

Au=u’"-u". (8.29)

Im Gegensatz zu uy hat Au wegen Gl. (8.21) schon das ,,richtige” Vorzeichen. Die Geschwindig-
keit nach dem Stof8 mit elastischem Anteil ist dann wie folgt definiert,

te=u" +eAu=(1+¢)u” —eu. (8.30)

An dieser Stelle sei angemerkt, dass der Korper infolge einer unverminderten tangentialen Kom-
ponente entlang der Tangentialebene gleitet. Die dazu notwendigen Reibungseffekte wurden bis-
her noch nicht beriicksichtigt.
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8.2.3 Differentialinklusionen

Non Smooth Dynamical Systems (NSDS) oder nicht glatte dynamische Systeme lassen sich durch
die Diskontinuitit der zeitlichen Entwicklung ihrer Bewegungsgleichungen charakterisieren. Fiir
unilaterale Kontaktphdanomene ist der so genannte Moreau Sweeping Prozess (MSP) erster Ord-
nung mathematisch gegeben durch die folgenden Gleichungen,

dq(t) - F(t,q(t))dt =1 eNg(y (q(t)), qeR", 1eR™, (8.31)

mit dem nach auflen gerichteten Normalenkegel A/ zur konvexen Menge zulassiger Systemzu-
stinde @(t) am Punkte q(¢) des HILBERT-Raumes. Thre Zeitabhangigkeit macht ®(¢) zu einer
»beweglichen” Menge (engl. moving set). Anschaulich beschreibt der zunédchst wenig intuitive Be-
griff des ,,Sweeping-Prozesses’, wie ein Partikel an der Stelle q(¢) innerhalb der durch die Funk-
tion ®(t) beschriebenen konvexen Menge von dieser gleichsam hinweggefegt wird, unter der
Bedingung, dass er zu jedem Zeitpunkt ein Element dieser Menge sein soll, q(¢) € @(¢t). Liegt
q(t) dabei im Inneren von ®(t), ist die Ableitung q(¢) = 0. Liegt q(¢) dagegen auf dem Rand
von ®(t), muss die Ableitung ¢(t) im Normalenkegel N (4 (q()) zur Menge ®(t) am Punkte
q(t) liegen. Falls ®(t) unstetig ist, kann in der Folge q(¢) auch unstetig sein. Tritt dieser Fall ein,
muss q(t*) — q(¢”) im Normalenkegel N4 (q(t)) liegen.

Der durch Gl. (8.31) definierte Sweeping Prozess erster Ordnung stellt eine so genannte Diffe-
rentialinklusion dar. Hierbei wird nicht, wie bei Differentialgleichungen, der linken Seite ein be-
stimmter Punkt zugeordnet, sondern diese soll vielmehr innerhalb einer bestimmten konvexen
Menge liegen. Eine Differentialinklusion stellt sich so gesehen als Verallgemeinerung des Konzep-
tes gewohnlicher Differentialgleichungen dar. Differentialinklusionen erscheinen typischerweise
im Kontext projektiver dynamischer Systeme, die wir in den vorangegangenen Abschnitten schon
kennengelernt haben, oder bei Systemen mit CouLoMB-Reibung, die noch folgen. In diesen Fal-
len zeigen die bestimmenden Differentialgleichungen eine diskontinuierliche rechte Seite. Kano-
nisches Beispiel ist der Block auf der schiefen Ebene. Unter Beachtung der Reibung finden wir im
analytischen Ausdruck eine Abhéngigkeit vom Vorzeichen der Geschwindigkeit.

Differentialinklusionen fiir sich genommen sind zunéchst noch kein Allheilmittel fiir Systeme,
die Stof3en ausgesetzt sind. Erst in Kombination mit dem Konzept stoflartiger Krifte fithren sie
uns auf den Begrift der Mafdifferentialinklusion. Der Sweeping-Prozess wurde von Moreau auf
LAGRANGE-Systeme mit unilateralen Zwangsbedingungen erweitert. Die Gleichung, die wir mit
Gl. (8.21) bereits kennengelernt haben und hier noch einmal in differentieller Form angeben,

~du e (g (u(t), u(t) € T(q), (8:32)

ist eine solche Maf3differentialinklusion. Wir haben sie als gew6hnliche Differentialinklusion ein-
gefiithrt, wobei die Ausdeutung zur Maf}differentialinklusion folgt. Der Ausdruck du ist das mit
der zweiten Ableitung von q(t) assoziierte Mafl und N7-(q) der Normalenkegel des Tangenten-
halbraumes zur Menge zuldssiger Systemzustinde. Diese Begriffe miissen wir hier nicht mehr
abstrakt fassen, weil sie in den vorangegangenen Abschnitten bereits eine Bedeutung erhalten
haben. In einer Maf3differentialinklusion besteht fiir die Funktion nicht die Notwendigkeit der
Beschrinktheit und die Geschwindigkeit muss keine absolut stetige Funktion sein, sondern man
fordert lediglich ihre beschrinkte Variation auf dem endlichen Intervall [0, T']. Das bedeutet, dass
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das Supremum

n-1

var(u, [0, T]) = sup {Z|u(ti+1) - u(ti)|} < +00 (8.33)
i=0

fir beliebige n und 0 < t) < #; < --- < t, < T endlich sein muss. In den klassischen LAGRAN-

Geschen Bewegungsgleichungen miissen wir die Differentiale der Ableitung d*q/d#* = du/dt

umdeuten,

M(q)du - [F(t, q,u) + C(q, u)u(t)]dt =W (t)dt € Ny g (u(t)). (8.34)

dt ist das LEBESGUE-Maf$ und du das der Geschwindigkeit u = q*(¢) zugeordnete STIELTJES-
Maf3, wobei die Geschwindigkeit als rechtsstetige Funktion lokal beschrinkter Variation in obigem
Sinne aufzufassen ist. Auch die LAGRANGE-Multiplikatoren in GL. (8.23) sind in diesem Sinne Ma-
e. Differentialinklusion Gl. (8.34) muss im Sinne von Differentialmafien erfillt sein. Wir fithren
zunéchst ein Vektormaf3, hier als Reaktionsmaf, ein

dE := ¥dt =M(q)du - [F(t, q,u) + C(q, u)u(t)]dt. (8.35)

Weiterhin sei du ein beliebiges nicht-negatives Maf3, beziiglich dessen sowohl dt, als auch du
absolut stetig sind, so dass d = t},dy und du = w},dy, mit den Dichten ¢, € L'([0, T], du, R) und
u; e L}([0, T],du, M). Es wird gefordert, dass

%:m - M(q)u () - [E(t.q.u) + C(q.wu(H)]£,(1) € Ny (u(t)),  (8:36)

fur du-fast alle t € [0, T] gilt. Da die rechte Seite ein Kegel ist, muss das nur fiir ein einziges Maf3
dy in den besagten Bedingungen gepriift werden. Im Falle einer Kollision hat du ein Atom an der
Stelle t.. du ist dann identisch mit dem Dirac-Maf3 §; , so dass t;(t) = 0 verschwinden muss
und wy,(¢) = du/dd;, =u*(t)-u (¢). Daraus folgt sofort die Aquivalenz zwischen Gl. (8.36) und
GL. (8.21). Der zweite Fall, den zu betrachten wir uns anschicken, ist jener, bei dem keine Kollisi-
on auftritt und folglich dem System kein Zwang auferlegt wird. Fiir diesen Fall gilt per Definition
GL. (8.11), dass der Tangentenkegel gleich dem Konfigurationsraum ist und in der Folge der Nor-
malenkegel zum Nullvektor degeneriert. Wir setzen dy = dt fiir die Dauer des kollisionsfreien
Intervalls und erhalten fiir das Reaktionsmafl dZ = 0, was uns wiederum auf die LAGRANGEschen
Bewegungsgleichungen fiihrt.

Die wichtigste Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt, ist jene nach der Existenz einer
Losung und falls eine solche existiert, ob sie eindeutig ist. Unter der Annahme, dass die Gradien-
ten der Zwangsbedingungen definiert sind, also Vh,(q(t)) # 0, und die in Gl. (8.34) auftretenden
Kraftfunktionen stetig und nach oben beschrénkt sind, also keine stoflartigen Anteile enthalten,
kann man fiir den hier betrachteten Multikontaktfall ohne Reibung das folgende zentrale Theo-
rem formulieren, vgl. [Monteiro Marques, 1993]:

Satz 8.2.1 Existenz einer Losung (Monteiro Marques): Seien qo € M die generalisierten Koordi-
naten eines Punktes und uy € T (qo) eine zuldssige Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0. Dann
existiert eine LIPSCHITZ-stetige Funktion q : [0, T] — M, mit q(0) = qo, so dass

q(t) =qo + /Otu(r)d'r, tel0,T],
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gilt, mit der Postkollisionsgeschwindigkeit u : [0, T| +~ T, M, rechtsstetig und von beschrinkter
Variation, welche die folgenden Bedingungen im Sinne von DifferentialmafSen erfiillt (s.o.):

(a) u(0) =up=q"(0),
(b) u(t)eT(q), tel0,T],
(¢) M(q)du - [F(t, q,u) +C(q, u)u(t)]dt € NT(q)(u(t)).

Die etwas ermiidende Beweisfithrung findet man in besagtem Buch. An dieser Stelle sei noch
einmal darauf hingewiesen, dass wir fiir unsere Betrachtungen den Korper zu einem Punkt de-
generiert haben.

Es existiert also eine Losung fiir den Multikontaktfall ohne Reibung, allerdings ist sie nicht
eindeutig. Fiir den Fall mit Reibung, den wir im Folgenden besprechen, kann die Existenz einer
Losung nur garantiert werden, wenn man sich auf einen einzigen Kontakt beschrankt. Auch hier
ist Eindeutigkeit nicht gegeben.

8.2.4 Diskretisierung

Zur numerischen Behandlung der Kollisionen in komplexen Faseranordnungen ist es notwendig,
die Maf3differentialinklusion Gl. (8.34) zu diskretisieren und auf dem Intervall At = (¢, t;41]
numerisch tiber die Zeit integriert. Unter Anwendung des Differentialmafles du(At) = u(#;41) —
u(t;) ~u'*! — u’ auf dem Zeitintervall At erhilt man

. . . tit1 tit1 i
M@ )" )= [TRqudes [T Clquu( ¥ (637
ti ti

. . tiv
qt=q + /; 1u(t) dt, (8.38)

vgl. [Acary & Brogliato, 2005]. Mittels des Theta-Verfahrens lassen sich die Integrale wie folgt
approximieren,

tis o o
/ "F(t,qu)dt = At [(1- 0)F(tis1,q" u'™) + 6F(t;,q',u')], (8.39)
ti
tiy . . . . . .
f 1 C(q,w)u(t)dt = At[(1-6)C(q", v )u"" + 6C(q',u')u'], (8.40)
gt =q +At [(1 -0+ Qui] , (8.41)

mit 6 € [1/2,1]. Fir 0 = 1 entspricht das gerade dem EuLER-Verfahren. Fir die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢t + At folgt damit

u =’ + M(q™) {At[(1- 0)F(ti1, g ') + 0F(t, 4", u)+
(1-6)C(q"™, u™u™ + 6C(q", u')u'| + ¥}, (8.42)
Die Pra- bzw. Postkollisionsgeschwindigkeiten u™ und u*, von denen bekannt ist, dass sie sich
um die Reaktion ¥ unterscheiden, folgen unmittelbar,
u =u' +AM(q") T [(1- 0)F* + 6F + (1-6)C* ™! + 6C'd'], (8.43)
u+ —u + M(qi+1)_l\yi+l. (844)
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Wir benutzen dabei die Approximation F' ~ F(t;,q’,u’), fiir C', F'*1, C'*! gilt Entsprechendes.
Falls q € SE(3), also nicht nur die Position, sondern auch die Orientierung des Korpers zu be-
riicksichtigen ist, wird der Rotationsanteil R’ wie in Abs. (3.4.5) beschrieben integriert.

8.3 Ein anisotropes Reibungsmodell fiir Keratinfasern

Im vorangegangenen Abschnitt wurde auf der Basis der konvexen Analysis die Mechanismen fiir
die Selektion geeigneter Normalreaktionen als Folge der Verletzung von Zwangsbedingungen in
Form von Kollisionen entwickelt. Die tangentialen Geschwindigkeitskomponenten, die Gleiten
entlang der Tangentialebenen verursachen, blieben bisher unberiicksichtigt. Fiir die Herleitung
einer angemessenen Tangentialreaktion nehmen wir an, dass jenes klassische CouLomBsche Rei-
bungsgesetz gilt, das jedem Punkt der Hyperfliche einen generalisierten Reibungskegel FC(r,)
zuweist.

Nach Couroms liegt die Haftreibungskraft eines ruhenden Korpers im Reibungskegel, den
man durch eine geometrische Ungleichung der folgenden Art beschreibt.

Juell =0 Jre]| < peffen]- (8.45)

Anders ausgedriickt, entspricht die zur Uberwindung des Haftzustandes notwendige Kraft min-
destens y mal der Anpresskraft, wobei y € R ein materialabhiangiger Parameter ist. Die Richtung
der Haftkraft muss offenbar der Summe der Tangentialkrifte, die am Korper angreifen, entge-
genwirken. Ist der Korper dagegen in Bewegung, d.h., ist die Relativgeschwindigkeit an der Kon-
taktstelle von null verschieden, tritt Gleitreibung auf, dem Betrage nach |r;|| = yr,| und der
Richtung nach der Relativgeschwindigkeit entgegenwirkend, oder formal,

u
[uel 0 re = =l = (8.46)
ue]

Das CouLomBsche Gesetz ist phanomenologischer Natur, weil es die komplexen und weitgehend
unverstandenen Wechselwirkungen an der Kontaktfliche approximativ beschreibt. Es zwingt die
Kontaktkraft in einen Kegel FC(r,) mit dem Offnungswinkel § = arctan y. Wenn der Kérper
gleitet, liegt die Kontaktkraft auf dem Mantel, beim Haften innerhalb des Kegels. Die Kontakt-
kraft weicht maximal um den Winkel § von der Kontaktnormalen ab. Der Reibungskegel wird so
gesehen durch die Menge aller Kontaktkrafte aufgespannt, deren tangentialer Anteil die Gleitrei-
bungsbedingung erfiillt, und beschreibt damit das Spektrum an méglichen Reaktionen auf eine
bestimmte Kontaktsituation.

Der Ubergang vom Haften zur Gleitreibung birgt einige Probleme im Hinblick auf die Stetigkeit
der Kraftfunktion. Der CouLoMB-Graph (vgl. [Pfeiffer & Glocker, 1996]) weist an der Stelle, an
der die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit verschwindet, notwendigerweise einen Sprung auf,
weil Gleiten erst oberhalb der Haftgrenze auftreten kann. Da die Starrheit von Objekten lediglich
eine Approximation ist, kann man CouLomBs Gesetz durch eine entsprechend glatte Funktion
ersetzen. Ein Block wiirde infolgedessen die Rampe mit einer Geschwindigkeit herabkriechen, die
in etwa proportional zur Tangentialkraft geteilt durch p||r, | wére. Bei Experimenten konnte ein
solches Kriechverhalten jedoch nicht beobachtet werden [Stewart, 2000]. Der Block verharrt bei
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8.3 Ein anisotropes Reibungsmodell fiir Keratinfasern

Abbildung 8.4: Reibungskegel und Reibungspyramide. Bei Haftreibung
liegt die Kraft im, bei Gleitreibung hingegen auf dem Mantel des Kegels.

einer solchen Anordnung vielmehr in der Ruhelage, bis die Tangentialkraft die durch das Cou-
LomBsche Gesetz vorhergesagte Grenze von p|r, | tiberschreitet. Neben der fehlenden Deckung
mit empirischen Ergebnissen, fithren solche Approximationen durch glatte Funktionen auch auf
Systeme steifer Differentialgleichungen und die damit verbundenen Probleme.

8.3.1 Der Reibungskegel

Das CouLoMBsche Gesetz erzwingt in der dargestellten Form ein isotropes Reibungsverhalten,
weil wir den Reibungskoeftizienten implizit fiir alle Richtungen als gleich angenommen haben. In
allgemeinerer Form wiirde man dem anisotropen Verhalten diverser Materialien durch Wahl un-
terschiedlicher Reibungsbeiwerte fiir die beiden Hauptrichtungen der Tangentialebene gerecht.
Wir kénnen den Reibungskegel dann durch die Wahl eines geeigneten lokalen Koordinaten-
systems entsprechend generalisieren. Die Tangentialebene am Kontaktpunkt « werde durch die
Richtungsvektoren {t;,,t;, } aufgespannt, die zusammen mit der Normalen ein rechtshandiges
orthonormales Koordinatensystem R, = {t;,, t;,,n,} definieren. Der Reibungskegel mit ellipti-
schem Querschnitt wird durch den folgenden analytischen Ausdruck beschrieben,

2 2
FC(n) = ceR3’c20,(i) +(2) Sc,z1 . (8.47)
HUn Ui,

Dieser Ausdruck enthilt mit y;, = p;, = u isotrope Reibung als Sonderfall. ¢ € R? ist die Kon-
taktkraft bzgl. des lokalen Systems R,. Der Anteil ¢, stellt die Normalreaktion oder im konven-
tionellen CourLoMsschen Sinne die Anpresskraft dar. Die Nichtlinearitit, die eine solche Darstel-
lung zwangsldufig induziert, umgeht man iiblicherweise durch die Wahl einer polygonalen Ap-
proximation des Reibungskegelquerschnitts. Fiir einen beliebigen, jedoch konvexen Querschnitt,
lege man m Richtungsvektoren dg € R? in der durch t; und t, aufgespannten Ebene fest, wel-
che die auf der Berandung des Querschnitts liegenden Eckpunkte des Polygons definieren, vgl.
Abb. (8.4). Der Reibungskegel wird dann durch eine m-seitige Pyramide dargestellt. Besonde-
re Anforderungen, wie bspw. die einer geraden Anzahl oder gleichméaflig verteilter Richtungen
wie in [Stewart, 2000], stellen wir nicht. Die Diskretisierung selbst muss notwendigerweise ein
anisotropes Verhalten induzieren, weil die innere Approximation des Kegelquerschnitts, die wir
hier wihlen, durch eine Folge von Sekanten, zwischen den Eckpunkten kleinere Reibungswerte
liefert, als durch die urspriingliche Geometrie festgelegt.
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Der skalierbare Querschnitt £ des diskreten Reibungskegels ist dann durch die folgende kon-
vexe Menge gegeben,

Lf(n) =co{0+ uglnldg, Be{l,...,m} |d;|5—n =0, [dg| =1, up > 0}. (8.48)

Zusitzlich gilt noch die Konvexitatsbedingung y;d; = wi_jpi_1di1+ Wi pindiy mitwi_j+wi >
1, wenn wir das Polygonzentrum in den Ursprung verlegen. Man beachte an dieser Stelle, dass bei
anisotropem Verhalten, spezifiziert durch einen nicht kreisrunden Querschnitt, eine Justage des-
selben auf der Materialoberfliche durch Rotation des lokalen Kontaktkoordinatensystems um
die Normale notwendig ist. In der Gliederkette bietet die Richtung der einzelnen Segmente eine
Orientierungsméglichkeit. Wir legen deshalb fest, dass t; mit der Achse des kontaktierende Seg-
mentes in Laufrichtung der Kette zusammenfallt, wenn der aktive Kontakt « auf einem Segment
liegt. Die Richtungen dg schreibt man als Spaltenvektoren der Generatormatrix D,

D:=(dy,...,d,), DeR™". (8.49)

Ferner stellt jede Linearkombination der aufspannenden Vektoren des diskreten Kegelquer-
schnitts

m
f(wl,...,wm):Zw/;dﬁ, 0<wg < pgcn, (8.50)
B=1

welche die Bedingung 3’5", wpg [up < cy erfiillt, eine zuldssige Reibungskraft dar. Wenn wir fiir

die Gewichte den Vektor w = (wy,...,w,)' € R™ und fiir die Reibungskoeffizienten in den
unterschiedlichen Richtungen den Vektor g = (3, .., ym)T > 0 € R™, ansetzen ldsst sich diese
Bedingung auch formulieren als

f(w) =Dwe Zc(cnn) =e'S'w<e,, (8.51)

wobei S = E,, u die Skalierungsmatrix, E,, € R™ die Einheitsmatrix und e = (1,...,1)T e R™
der Einheitsvektor ist. Aus diesen Definitionen folgt der diskrete Reibungskegel in der Form

ﬁ(n) = Co {Vw eR™:c,n+ Dw‘cn >0,w>0,e'S'w<c, } . (8.52)

Der Reibungskegel ist eine konvexe, mengenwertige Funktion. Man beachte, dass fiir yg = p der
Faktor 1/ aus der Matrix gezogen und auf die linke Seite der Ungleichung gebracht werden kann,
womit der klassische Fall isotroper Reibung wieder hergestellt ist.

8.3.2 Maximalleistungsungleichung

Wir haben bisher angenommen, dass bei bekannter Normalkraft diejenige Reibungskraft aus dem
Reibungskegel zu wihlen ist, deren Tangentialanteil der relativen Kontaktgeschwindigkeit genau
entgegen gerichtet ist. Diese zunachst physikalisch nicht zu rechtfertigende Heuristik entspricht
einem naiven anisotropen Reibungsmodell, bei dem in Abhingigkeit von der Richtung der Kon-
taktgeschwindigkeit unterschiedliche Reibungskoeftizienten die Reibungskraft in derselben Rich-
tung begrenzen.

Eine natiirliche Grundlage fiir physikalisch plausible Reibungsmodelle bilden energiebasierte
Ansitze. Die Tangentialreaktion sollte so gewahlt werden, dass sie der Bewegung den maximal
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Abbildung 8.5: Limitkurve. Wenn die Reibungskraft parallel zur Richtung der
relativen Kontaktpunktgeschwindigkeit gewdhlt wird, ist sie bei anisotropem
Verhalten nicht maximal dissipativ. Wir wéhlen deshalb die Kraft so, dass sie die
Verlustrate —fu maximiert. Das ist genau die Reibungskraft, die zu einem Punkt
der Kurve zeigt, bei dem die Normale in Richtung der Geschwindigkeit weist.

moglichen Widerstand entgegensetzt und damit die Rate der Energiedissipation iiber alle zulas-
sigen Reibungskrifte maximiert, vgl. [Erdmann, 1994]. Die Gesamtheit der zuldssigen Tangen-
tialreaktionen bildet bei bekannter Normalkraft eine konvexe Menge, die in den Raum der ge-
neralisierten Krifte eingebettet ist, und deren Zentrum wir im Ursprung desselben lokalisieren.
Die Berandung dieser Menge bezeichnen wir als Limitkurve £° [Goyal et al., 1991]. Die Selektion
einer geeigneten Reibungskraft auf der Grundlage der Maximierung der Energieverlustrate ist
dann formal gegeben durch,

el —fTu—> max, (8.53)

oder in Form eines dquivalenten Programmierungsproblems als

f = argmin {(f*)Tu}. (8.54)

frelc
Dabei seien u die relative Geschwindigkeit am Kontaktpunkt und f die Reibungskraft, die in-
nerhalb der konvexen Menge £¢ oder auf ihrer Berandung liege. Aus diesen Eigenschaften folgt
sofort fTu > (f*)Tu, V£* € £¢ und damit fiir beliebige Krifte f* € £ die so genannte Maximal-

leistungsungleichung,
(f—f*)T-uZO, Ve L6, (8.55)

Die relative Geschwindigkeit u am Kontaktpunkt liefert diejenige Reibungskraft, welche der Be-

wegung den grofitmoglichen Widerstand entgegensetzt', vgl. Abb. (8.5). Aus Gl. (8.55) folgt wei-
terhin, dass a) die Geschwindigkeit verschwindet, wenn die Kraft innerhalb der Kurve liegt und b)
die Geschwindigkeit senkrecht auf der Kurve steht, wo diese eine wohldefinierte Normale besitzt.
Die maximale Reibungskraft hat die Richtung, die vom innerhalb von L lokalisierten Ursprung
zum Punkt auf £° zeigt, dessen Normale parallel zur Richtung der Kontaktgeschwindigkeit ist
(vgl. auch Moreaus Definition des Begriffs eines Kontaktgesetzes, also der Beziehung zwischen
der lokalen Geschwindigkeit und der zugehoérigen Kontaktkraft, in [Moreau, 1994]).

In Fillen isotroper Reibung muss £ notwendigerweise Kreisform annehmen, so dass Ge-
schwindigkeit und maximale Reibungskraft immer parallel zueinander sind. Damit enthalt die
Maximalleistungsungleichung das klassische CouLomMBsche Reibungsmodell als Sonderfall.

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch erwéhnt, dass £ auch Regionen enthalten darf, an
denen die Kriimmung einen Sprung macht bzw. ganz verschwindet. Im ersten Fall konnen wir
einer Reibungskraft ein ganzes Spektrum an méglichen Geschwindigkeitsrichtungen zuordnen.
Im zweiten Fall verhilt es sich genau umgekehrt: hier liegt die mit der Geschwindigkeit normal
zur Kurve assoziierte Reibungskraft innerhalb eines Intervalls von Kriften.

Die Reibungskrifte an den Kontaktpunkten eines Korpers folgen mit der Maximalleistungsun-
gleichung direkt aus der Geschwindigkeit an diesen Punkten, solange wir voraussetzen, dass die

"Das Vorzeichen der Kraft ist negativ, weil sie der Bewegung entgegenwirkt.
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Normalkrifte bekannt sind und das zugrunde liegende Reibungsgesetz nicht von der Geschwin-
digkeit abhédngt. Dieser Formalismus ldsst sich direkt auf den starren Korper iibertragen. Die
Gesamtreibungskraft und die Geschwindigkeit eines kontaktierenden Korpers erfiillen die Maxi-
malleistungsungleichung auch in Bezug auf eine geschlossene konvexe Limitflache £°. Sie ist in
den Raum der Krifte, T; M, eingebettet und schliefit den Ursprung ein. Die Limitfliche folgt aus
dem Prinzip der virtuellen Arbeiten, wenn man die Giiltigkeit der Maximalleistungsungleichung
an allen Kontaktpunkten voraussetzt. Wir erhalten den folgenden Ausdruck,

F'U= Zf“ ‘u,, F'U*= Zf; Uy, (8.56)
o 24

wobei F = (f,1) den generalisierten Kraftvektor der am Korper angreifenden Krifte und U =
(v, w) die Geschwindigkeit des Korpers darstellt. Man beachte, dass die lokale Kontaktkinematik
des Korpers durch lediglich drei Freiheitsgerade beschrieben wird, das Gleiten entlang der lokalen
Tangentialebene und eine Drehung um die Kontaktnormale. Alle anderen Geschwindigkeitskom-
ponenten miissen notwendig verschwinden, weil sie andernfalls eine Verletzung der unilateralen
Zwinge an den Kontaktstellen nach sich ziehen wiirden. Durch einige Aquivalenzumformungen
erhalten wir aus Gl. (8.55) und Gl. (8.56)

(F-F)T-U>0. (8.57)

Dabei ist F die mit der aktuellen Gleitgeschwindigkeit assoziierte Reibungskraft und F* ist eine
beliebige Kraft, die sich durch Summation méglicher Reibungskrifte f* ergibt. Die Limitfliche
L° begrenzt die Menge moglicher Reibungskrifte infolge einer gegebenen Kontaktanordnung.
Sie liefert damit eine vollstindige Beschreibung der Beziehung zwischen der generalisierten Rei-
bungskraft F und der Geschwindigkeit U. In Analogie zur Limitkurve gelten die folgenden Ei-
genschaften: Falls F innerhalb von £° liegt, muss die Geschwindigkeit notwendig verschwinden.
Da, wo die Kriimmung der Limitfliche wohldefiniert ist, steht die Richtung der Geschwindig-
keit U senkrecht auf £°. Unstetigkeiten im Verlauf der Kriimmung sowie Bereiche konstanter
Kriimmung machen die Beziehung zwischen Reibungskraft und Geschwindigkeit an den entspre-
chenden Stellen mehrdeutig. Das bedeutet, dass einer Reibungskraft mehrere Geschwindigkeiten
zugeordnet sind bzw. fiir eine Geschwindigkeit mehrere , kompatible” Reibungskrifte existieren.
Wir wissen jetzt, welche Eigenschaften £° hat, insbesondere, dass die Gesamtreibungskraft ein
Element des von der Limitfliche eingeschlossenen Raumes sein muss. Wir wissen an dieser Stelle
jedoch noch nicht, wie sich die Limitflache fiir den kontaktierenden Koérper konstruieren lésst.
Zunichst ersetzt man dazu die Limitkurven an den einzelnen Kontaktpunkten des Kérpers durch
entsprechende Limitflichen. Das geschieht durch Einbettung der Limitkurven in den Raum der
generalisierten Krifte. Die Limitflache eines einzelnen Kontaktpunktes beschreibt die Menge der
moglichen generalisierten Reibungskrifte, die von diesem Kontaktpunkt erzeugt werden kon-
nen. Die Limitfliche £° fiir die am Korper angreifende generalisierte Gesamtreibungskraft ist die
konvexe Hiille der Minkowski-Summe der Limitflichen der einzelnen Kontaktpunkte,

L=t P L. (8.58)
acA(t)

Auch hier gilt, dass lediglich aktive Kontakte Beitrage zur Gesamtreibungskraft liefern. Es versteht
sich von selbst, dass die MiNkOowsKI-Summe nicht explizit berechnet werden muss, sondern in
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8.3 Ein anisotropes Reibungsmodell fiir Keratinfasern

Abbildung 8.6: Zur Veranschaulichung des anisotropen
Reibungsmodells fiir Humanhaar auf der Basis des
Limitkurvenkonzeptes.

Form einer Ungleichung in den Projektionsvorgang zur Ermittlung der Postkollisionsgeschwin-
digkeit eingeht.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass wir fiir die Kontaktstelle zwischen zwei Fasern
vereinfachend Punktformigkeit postulieren. Genau genommen findet aber eine gewisse plasti-
sche Verformung statt, die zu einer lokalen Abplattung der Faser fiithrt. Infolgedessen wire die
explizite Beriicksichtigung des Momentes beziiglich des lokalen Drehzentrums gerechtfertigt. Die
Limitkurve wire in diesem Fall durch eine Limitfliche mit Ellipsoidform zu ersetzen.

Die Maximalleistungsungleichung und das aus ihr gefolgerte Prinzip der Limitfliche stellt
so gesehen eine Verallgemeinerung des CouLomBschen Reibungsgesetzes hin auf generalisierte
Krifte dar und erméglicht die einfache Modellierung von anisotropem Reibungsverhalten realer
Materialien, vgl. Goyal et al. [Goyal et al., 1991]. In Abb. (8.6) ist die Anwendung des Konzeptes
auf Keratinfasern dargestellt. Die durch die Cuticula induzierte Anisotropie findet hier durch ei-
ne addquate Limitkurve Beriicksichtigung. Die Limitkurve wird in den Hauptrichtungen durch
die Reibungsbeiwerte, die im Kapitel iiber die mechanischen Eigenschaften angegeben sind, be-
stimmt.

8.3.3 Tangentialreaktion

Unser primires Anliegen war, die Tangentialreaktion, die dem Gleiten entlang der Tangential-
ebene entgegenwirkt, in Form eines dquivalenten Impulses auszudriicken. Uber die Beziehung
zwischen stoflartigen Kriften und denen durch sie bewirkten instantanen Geschwindigkeitsin-
derungen wurde weiter oben schon referiert.

Nach Moreau [Moreau, 1988] kann auch das klassische CouLomBsche Reibungsgesetz auf der
Basis der Geschwindigkeiten formuliert werden, wenn man den Tangentialimpuls als Differen-
tialinklusion schreibt [Monteiro Marques, 1993],

—ufe/\/}_.z(cnn)(qu -u). (8.59)

N FC(enm) (u* —u") ist der Normalenkegel zur Menge zuldssiger Tangentialreaktionen, die den
CouromBschen Reibungskegel aufspannen. Die Richtung von u* — u™ fallt bei einem einzelnen
Kontakt mit der Stofinormalen zusammen.

Bei Mehrfachkontakten zwischen starren Korpern ist die Menge zulédssiger Tangentialreaktio-
nen zu erweitern, weil anders, als bei Partikeln, auch die durch die lokalen Kontaktkrifte beziig-
lich des Rotationszentrums induzierten Drehmomente zu beriicksichtigen sind. Das entspricht
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einer Verallgemeinerung des CouLoMBschen Reibungskegels, wie sie mit dem Konzept der Li-
mitflachen bereits gegeben ist. Der Tangentialimpuls muss bei Mehrfachkontakten offenbar im
Schnitt von Tangentenkegel und Normalenkegel der Limitfliche liegen. Das ist leicht einzuse-
hen: Die Postkollisionsgeschwindigkeit liegt Moreaus Selektionsregel zufolge auf dem Rand des
Tangentenkegels (Okonomieprinzip). Wir diirfen infolgedessen nur Geschwindigkeiten dazu ad-
dieren, die selbst innerhalb des Tangentenkegels liegen. Da die Limitfldche i.d.R. nicht vollstindig
innerhalb des Tangentenkegels liegt, sondern diesen vielmehr iiberlappt, muss der Tangentialim-
puls innerhalb der Schnittmenge aus beiden liegen. Diese definieren wir als beschrinkten Rei-
bungsimpulsraum

R(q(1)) = T(q(t)) N Nesq(ry)(u" —u”). (8.60)

Den maximal dissipativen Reibungsimpuls erhalten wir nach Anwendung der Maximalleistungs-
ungleichung GI. (8.54) als Losung des folgenden Programmierungsproblems,

uf = argmin {(u*)Tu+}. (8.61)
u*eR(q(t))

Uber entsprechende Nebenbedingungen wird sichergestellt, dass der maximal dissipative Rei-
bungsimpuls im reduzierten Impulsraum R liegt, so dass das Programmierungsproblem die fol-
gende Form annimmt,

. T
u = argmin {u* u+},
u*eTpy M (8.62)
e

NB:VaeA:nlul>0AMu* el (vy).

Der Impuls liegt innerhalb der Limitfliche ZZ, falls die Projektion auf die aufspannenden Basis-
vektoren D, kleiner als das Produkt aus dem zugeordneten Reibungsbeiwert g, und der Nor-
malkraft | v, | ist,

D] Mu - | v, g, <O0. (8.63)

Damit muss eine Folge von CouLomBschen Ungleichungen erfiillt sein, die in Richtung der ein-
zelnen Basisvektoren durch die assoziierten Reibungsbeiwerte definiert werden.

Die tangentiale Geschwindigkeitsinderung infolge Reibung uf ist zur Geschwindigkeit aus der
ersten Projektion zu addieren. Damit erhalten wir die gesuchte Geschwindigkeit fiir das Mehr-
fachkontaktproblem als

utl = (1+&)u” +eu +ul, (8.64)

8.4 Das Zeitschrittverfahren

In Summe leiten wir den folgenden Algorithmus bzw. das folgende Zeitschrittverfahren zur Be-
rechnung der Geschwindigkeiten und Positionen zum Zeitpunkt t + At ab.

1. Entwicklung der Orts- bzw. Geschwindigkeitsfunktion um At/2 in die Zukunft (erster
Positions- bzw. Geschwindigkeitshalbschritt). Wir erhalten die Testposition q*? = q' +
At/2u’ und die Mittelpunktsgeschwindigkeit u’*'/2. Dieser Zustand entspricht der Phase
maximaler Kompression.
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2. Abschitzung der Kontaktmenge U/; durch Uberpriifung der unilateralen Zwénge
h, (qi+1/2) >0

an der Testposition. Dazu bedient man sich eines Kollisionserkennungsverfahrens. Stan-
dardverfahren liefern eine Liste kollidierender Paare mit zusitzlichen Kontaktinformatio-
nen, wie der Stofinormalen n und der Eindringtiefe d zuriick. Diese Informationen sind
unter Uberpriifung der Persistenzbedingung zunichst in die Menge aktiver Kontakte A;
pro Korper zu transformieren. Die Projektion der relativen Kontaktpunktgeschwindigkeit
auf die Stoffnormale muss auflerhalb des durch die Normale definierten Halbraums liegen.

3. Fir alle Kérper mit aktiver Kontaktmenge A; + @ berechne man eine zuldssige Geschwin-
digkeiten u'*!, so dass die durch die Kontakte auferlegten Zwinge nicht weiter verletzt wer-
den. Das geschieht, wie oben beschrieben, durch zwei aufeinander folgende Projektionen:
eine fiir den ,,Normalimpuls” und eine fiir den ,, Tangentialimpuls” infolge Reibung. Diese
Projektionen werden durch zwei quadratische Programmierungsprobleme ausgedriickt.

4. Falls fiir einen Korper Kontaktfreiheit besteht, A; = @&, berechne man die neue Geschwin-
digkeit u’*! durch Integration der Geschwindigkeitsfunktion um t + At/2 (zweiter Ge-
schwindigkeitshalbschritt).

5. Berechnung der neuen Positionen q'*! durch Integration der Geschwindigkeiten u’*! um

t + At/2 (zweiter Positionshalbschritt).

Der Pseudocode fiir das erweiterte Zeitschrittverfahren von Moreau ist in Alg. (6) dargestellt. Der
Algorithmus ist auf jeden Koérper B bzw. auf jedes Segment in der Faseranordnung anzuwenden.

8.4.1 Generalisierung auf SE(3)

Wihrend Moreau [Moreau, 1988] und vor allem Monteiro Marques [Monteiro Marques, 1993] ih-
re Betrachtungen auf Partikel mit linearer Geschwindigkeit beschranken, interessieren wir uns fiir
die Kontaktmodellierung von starren Korpern. Die Orientierung des Korpers hat aber wesent-
lichen Einfluss auf sein Kontaktverhalten. Die Ortsfunktion q, vormals Element des R?, gehort
durch Ausstattung des Korpers mit einem Koordinatensystem nun dem SE(3) an. Basierend auf
den Ideen Masons [Mason, 2001] haben Kaufman et al. [Kaufman et al., 2005] Moreaus Ansatz
auf den Konfigurationsraum SE(3) erweitert. D.h., dass neben Kontaktkriften auch Kontaktmo-
mente Beriicksichtigung finden. Generalisierte Krifte, die sich neben dem linearen Anteil auch
aus dem Drehmoment zusammensetzten, bezeichnen wir als Wrench, generalisierte Geschwin-
digkeiten hingegen als Twist (bei Mirtich findet die Terminologie spatial forces und spatial veloci-
ties Verwendung), hier als u = (v, w) . Beides sind also sechsdimensionale Vektoren. Interessan-
terweise existiert auch fiir die SE(3) der Begriff des Tangential- bzw. eines dualen Kotangenti-
alraumes. Twists gehoren dem ersten an, der auch als se(3) bezeichnet wird. Wrenches dagegen
sind Elemente des se*(3), dem Raum der generalisierten Krafte.

Um die Generalisierung auf starre Korper bzw. auf die SE(3) als Konfigurationsraum zu be-
riicksichtigen, ist nichts weiter zu tun, als die Kontaktnormale und das innere Produkt neu zu
definieren. Die Kontaktnormale enthilt nun neben der Richtung normal zur Zwangsfliche auch
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Algorithmus 6 : Zeitschrittverfahren zur Berechnung der neuen Positionen und Geschwin-
digkeiten zum Zeitpunkt ¢ + At.

Data : Korper I3, Massematrix M, Position qi, Geschwindigkeit u’, Zeitschritt At,

N

Restitutionskoeffizient ¢ € [0, 1]
Result : Position q'*!, Geschwindigkeit u’*!

. u” < u'"? < integrate(u’, F'*2, Fi, 1 At, 0)
L1 . . .
cq'7" « integrate(q’,u”%,u’, 3AL,0)

3: A < FindPersistentContacts(5)
4. if A+ @ then
u* = argmin |[u* —u |
5: u*eTy M
6: NB: VaeA:nlu* >0
7. Vo = [nIM(u+ - u‘)]na
u’ = argmin {u*Tu+}
8: u*eTy M
. T T
o 'NB.VoceA.nau;zO/\DaMu—HvaH <0
10: Ut =(1+e)u” +eu +uf
11: else
. .1 . c 1
12: ‘ u'™! « integrate(u’*z, F'*L F*2, 1AL, 6)
13: end
14: ¢! < integrate(q'*z, u'tl, uit2, 1AL, 0)
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8.4 Das Zeitschrittverfahren

eine Richtung, in der durch den Hebelarm r,, induzierte Drehimpulse infolge Kontakt aufzubrin-
gen sind,

_ (Vha,ta x Vhe)T
~ [(Vhasta x Vhe) |

« (8.65)
wobei r, der Richtungsvektor vom Schwerpunkt des Korpers zum Kontaktpunkt p, ist. Da SE(3)
ein ,,gekriimmter” Raum ist, muss der klassische Begriff der Orthogonalitit fallen gelassen wer-
den. Das ,konventionelle” Skalarprodukt, das die Projektion zweier Vektoren aufeinander be-
schreibt, verliert seine Giiltigkeit. Kaufman et al. [Kaufman et al., 2005] definieren in diesem Zu-
sammenhang eine so genannte kinetische, wenn auch beliebige Metrik fiir die SE(3), aus der das
innere Produkt zweier Vektoren durch Multiplikation mit der lokalen Massematrix folgt,

(a,b):=a'M(q)b, a,bese(3). (8.66)

Wenn fiir zwei Vektoren im se(3) Orthogonalitat nicht mehr angenommen werden kann, ist da-
mit auch die Definition fiir den Reibungskegel obsolet. Diesen hatten wir in seiner klassischen
Form weiter oben zwar formal eingefiihrt, aber in seiner Funktion durch das Konzept der Limit-
flache abgelost.

Neben den genannten Dingen wird auch von Kaufman et al. [Kaufman et al., 2005] eine Ein-
bettung von impulsiven Kriften in den Geschwindigkeitsraum durch Multiplikation mit der Mas-
sematrix durchgefiihrt.

Bisher hatten wir vernachléssigt, dass die vom System induzierten Zwinge nicht notwen-
digerweise statisch sein miissen, sondern sich selbst ,bewegen” konnen, also explizit von
der Zeit abhiangen. Dies miindete in einer Erweiterung des Ansatzes von Kaufman et al.
[Kaufman et al., 2005] um eine approximative Behandlung ,,beweglicher” Zwangsbedingungen.
Solche liegen vor, wenn die Zwangsflachen durch die Berandungen eines oder mehrerer sich be-
wegender Kollisionspartner gebildet werden. Die Normalgeschwindigkeit des Kontaktpunktes
muss nach dem Stofd mindestens so grof3 sein, wie die Normalgeschwindigkeit der Zwangsbedin-
gung selbst. Das gewdhrleistet, dass sich Kontaktpunkt und Zwangsbedingung nach dem Stof3
mindestens mit derselben Geschwindigkeit in Richtung der Zwangsnormalen bewegen, so dass
der Kontaktpunkt von der Zwangsfliche gleichsam vor sich hergeschoben wird. Im Prinzip wird
damit ein einfaches Stof3gesetz etabliert. Im Sinne der Impulserhaltung sollten dann zur Berech-
nung der erforderlichen Mindestnormalgeschwindigkeit die Massen der beiden Korper bertick-
sichtigt werden. Damit ist dann sichergestellt, dass bspw. eine sich bewegende Zwangsfliche einen
sehr tragen Korper nicht etwa aus der Ruhelage in Bewegung versetzen kann.

Kaufman et al. [Kaufman et al,, 2005] schlagen vor, die notwendige Normalkomponente vy,
die der Korper nach dem Stof3 mindestens haben muss, im Zustand der maximalen Kompressi-
on zu berechnen. Der Vorteil besteht darin, dass die Normalkomponente der relativen Kontakt-
punktgeschwindigkeit in dieser Phase verschwindet, weil die beiden Kontaktpunktgeschwindig-
keiten in Richtung der Normalen gleich grof3 sind, vgl. Mirtich [Mirtich, 1996]. Zieht man hinge-
gen die Geschwindigkeiten beider Korper nach dem Stof$ heran, muss man mit Gréflen rechnen,
die noch nicht bekannt sind. Die Projektionen miissten dann fiir alle Kérper simultan ausgefiihrt
werden. Das betrifft insbesondere die Geschwindigkeit des zweiten Korpers nach dem Stof3.

Die gesuchte Normalgeschwindigkeit am Kontaktpunkt erhdlt man durch eine Mittelung der
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beiden Geschwindigkeiten vor dem Stof8 mit den Massen der Korper,

-
Mq, (Vi + @; X tq;) + mg (vj+@jxrxg) | Vh,

uN = . (8.67)
M + Mg, | Vh|

Die Berechnung der Massen kann im Detail in Baraft und Witkin [Baraff & Witkin, 2003] nach-
gelesen werden und fiihrt auf folgende Beziehung,

1

. 8.68
o+ Tobay (Fa X Vha) TIT (1o x Vh) (868

My =

Damit ist die Bedingung fiir die Projektion auf den Tangentenkegel in Alg. (6) wie folgt zu erwei-
tern,
VaecA: nlu* > uy. (8.69)

8.5 Kollisionsantwort bei kinematischen Ketten

Im folgenden Abschnitt stellen wir ein iteratives Verfahren zur Kombination der impulsbasierten
Kollisionsantwort mit der Simulation kinematischer Ketten vor.

Die kontaktierende kinematische Kette kann unter Einfithrung entsprechender uni- bzw. bi-
lateraler Zwangsbedingungen vom Typ h(q(t)) > 0 bzw. g(q(t)) = 0 als LAGRANGE-System
formuliert werden,

M(q)4 =F(q,q,t) +'¥(q) + Y Avg(q(1)),
h(q(t))>0, heR (8.70)

g(q(t))=0, geR.

mit der Massematrix M(q), den externen Lasten F(q, q, t), den impulsiven Kriften ¥(q) und
den bilateralen Zwingen 7", AVg(q(t)). Gavrea et al. [Gavrea et al., 2008] nach besitzen sol-
che Systeme keine Losung im klassischen Sinne. Eine approximative Losung soll uns hier aber
reichen.

Die Idee besteht darin, dass wir das System Gl. (8.70) von den Gelenkzwingen bereinigen
und fiir jedes Segment der kinematischen Kette unter Beriicksichtigung aller Kontakte 16sen.
Damit folgen wir dem im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Zeitschrittverfahren. In ei-
nem zweiten Schritt werden durch einen noch zu beschreibenden Ansatz die Gelenkbedingungen
erzwungen. Da beide Prozess von einander entkoppelt sind, kann es zu partiell widersprechen-
den Systemzustinden kommen. Zur hinreichenden Befriedigung von Kontakt- und Gelenkbe-
dingungen iteriert man iiber beide Teilaspekte. Im Folgenden bleibt zu kliren, wie die Gelenk-
zwiénge selbst zu erfiillen sind. Es ist nahe liegend, die auf dem Geschwindigkeits-Impuls-Level
operierende Kontaktbehandlung um ein geeignetes Impuls-basiertes Schema zur Befriedigung
der Gelenkzwinge zu erweitern. Mirtich [Mirtich, 1996] hat in seiner Dissertation die Idee ei-
ner impulsbasierten Gelenkdarstellung verworfen. Die Zwangsbedingung miisste in so einem
Fall durch die Kollisionsbehandlung zwischen den Gelenkkomponenten aufrechterhalten wer-
den. Ein solches Vorgehen sei wegen des vergleichsweise hohen Aufwandes zu langsam. Diese
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Abbildung 8.7: Zur Notation bei Gliederketten.

Idee lasst sich aber durchaus in gering modifizierter Form umsetzen. Man berechnet dazu die
notwendigen Geschwindigkeitskorrekturen bzw. die dquivalenten Impulse oder Kraftstofle, die
vor der Integration der Systemvariablen an jedem Korper zu applizieren sind, damit die Gelenk-
zwénge nach der Integration erfiillt sind. Das wird sich in den wenigsten Fillen in analytischer
Form umsetzen lassen, sondern vielmehr iterativ zu erfolgen haben. Bei der Entwicklung eines
Impulskorrekturverfahrens konnen wir auf Vorarbeiten von Bender [Bender, 2007] und Wein-
stein et al. [Weinstein et al., 2006] zuriickgreifen.

8.5.1 Verfahren I: Impulskorrektur

Die instantane Anderung der Geschwindigkeit eines Korpers infolge des Kraftstoles P ist nach
Gl. (8.18) durch
Au=M(q)"'P (8.71)

gegeben. Dabei setzt sich der Vektor der Geschwindigkeitsinderungen Au = (Av, Aw) T aus der
Anderung der linearen bzw. der Winkelgeschwindigkeit des Kérpers zusammen. Der Vektor P
ist als rdumlicher Drehimpuls aufzufassen, mit den Komponenten

_[P)_ P _(Es O0\[p
P~ (£) (o ) =5 E)(E) 672

Hier gilt es zu beachten, dass neben dem reinen Drehimpuls L* auch der lineare Impuls p iiber
den Hebelarm des Angriffspunktes einen Anteil zum Gesamtdrehimpuls L beitragt.

Fir das Erzwingen der Gelenkbedingungen g(q) = 0 ist ein komplementires Kraftstofpaar
+P von unbekannter Grofle und Richtung an den beiden Koérpern By und B; links und rechts
vom Gelenk aufzubringen, vgl. Abb. (8.7). Die daraus resultierende Geschwindigkeitsinderung
Au nach Gl. (8.71) wird auf die aktuellen Geschwindigkeiten addiert,

ﬁ}; = u}'< + Au}‘< = u;; + (M;;)_lP;;. (8.73)

Wir setzen den Konfigurationsraum M = SO(3) und expandieren Gl. (8.73) fiir u € se(3) als

—~i i 1 i
U\ _ (o), (B O [Pk 8
(o) (@) (5 o) (2 79

Das System wird nach Applikation des Kraftstofles P probatorisch um At in der Zeit vorwirts
integriert und die Gelenkbedingung tiberpriift. Dieser Prozess ist dann gegebenenfalls fiir eine
Folge von Kraftstéfien P), ..., P} zu wiederholen, dabei immer ausgehend vom Systemzustand
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zum Zeitpunkt t;, bis die Zwange hinreichend genau erfiillt sind. Der auf diese Weise ermittelte
finale Korrekturkraftstoff wird auf die Systemgeschwindigkeiten zum Zeitpunkt ¢; addiert und
die ,,eigentliche” Integration des Systems vorgenommen. Das impliziert eine Konservierung des
Systemzustandes zum Zeitpunkt ¢;, da er fiir den iterativen Prozess immer wieder gebraucht wird.
Aus dieser Beschreibung wird sofort klar, dass es keinen kumulativen Fehler, wie bei anderen Ver-
fahren, bspw. der Gelenkdarstellung mittels LAGRANGE-Multiplikatoren, geben kann. Jede Ver-
letzung eines Zwanges hat einen addquaten Korrekturkraftstoff im nachsten Zeitschritt zur Folge.
Fehler aus einer vorangegangenen unzureichenden Riickprojektion auf den zuldssigen Bereich
kénnen in nachfolgenden Integrationsschritten korrigiert werden.

Ausgehend von den Geschwindigkeiten erhilt man die neuen Positionen q'*! durch Integra-
tion. Eine Uberpriifung der Qualitit des Korrekturkraftstofies erfolgt durch Einsetzen der Posi-
tionen in die Funktion g(q;'", q}™"). Solange diese nicht hinreichend kleine Werte annimmt, ist
eine weitere Modifikation des Korrekturkraftstof3es notwendig.

8.5.1.1 Gelenkbedingung

Die Funktion g(q) ist nichtlinear und entspricht in ihrer elementarsten Form einer Punkt-zu-
Punkt-Bedingung, welche die Koinzidenz zweier Punkte, i.d.R. auf unterschiedlichen Korpern
gelegen, fordert. Das ist die einfachste Form eines Gelenkes, mit drei rotatorischen Freiheitsgra-
den. Fiir andere Gelenktypen ist die bilaterale Zwangsbedingung entsprechend anzupassen. Wir
verwenden fiir das Erzwingen des Zusammenhalts zwischen den Segmenten einer Faser ein sol-
ches Punktgelenk.

Sei der m-te Anker- oder Gelenkpunkt des Korpers By durch den lokalen Vektor ay ,,, definiert,
vgl. Abb. (8.7). Der globale Richtungsvektor ry ,,, der vom Schwerpunkt x; zum Ankerpunkt
zeigt, folgt aus der Transformation

Tim = Riag . (8.75)

Die Richtung zwischen korrespondierenden Ankerpunkten auf den Kérpern By und B3; zum Zeit-
punkt ¢, ist folglich

i+1 i+l i+1_i+1 i+1 i+1_i+1 i+1
d,.1, (9% q ):[Rk a0 = (RMap), + x) )]

(8.76)
= [r;:’rln - r}j;l +x - x;“],
mit den Schwerpunktvektoren x;™! bzw. x;*! und der Linge
i+l i+l i+1 i+l
8kt (A1) = [k, (a5 417
(8.77)

= \/ (de, )+ (dy,, ) + (dsy, )

Unter Hinzugabe eines geeigneten Kraftstofles soll die Distanz verschwinden, bzw. die Zwangs-
bedingung, wie gefordert, den Wert Null annehmen. Dazu sind die Integrationsprozesse, welche
die notwendigen neuen Positionen und Orientierungen q'*! = {x'*!, R"*!} liefern, noch genauer

zu spezifizieren.
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8.5.1.2 Integration

Die Anderung des Schwerpunktes von Kérper By tiber das Zeitintervall At erhalten wir durch
Integration der Geschwindigkeit, etwa in der Art

Xt = xi 4 At(v'k . z%tkf;). (8.78)
Hier eignet sich grundsitzlich jedes Verfahren, auch ein implizites. Allerdings ist fiir die Kraftsto-
ermittlung nur eine relativ grobe Abschitzung der neuen Konfiguration des Kérpers notwendig.
Der Aufwand sollte deshalb so gering wie moglich ausfallen.

Die Richtungsvektoren vom Schwerpunkt zu den Gelenkpunkten dndern sich mit der Orien-
tierung des Korpers. Der neue Richtungsvektor zum Zeitpunkt t + At ist gegeben durch

Tom = AR, = AR R Ak = Ry ag . (8.79)

Dabei ist AR die inkrementelle Rotation, welche die Form eines Matrixexponentials annimmt.
Wir nihern die Orientierung eines Korpers zum Zeitpunkt ¢ + At durch den Ausdruck (vgl.
[Krysl & Endres, 2005])

o A N\ .
R = AR;{R}{:exp[At(d)}(+7d;{)]R;c (8.80)

an, wobei sich die Winkelbeschleunigung &} = (I%)™'I; direktaus den externen Momenten lund
dem inversen Tragheitstensor ergibt. Das Matrlxexponentlal approximiert man durch die bestens
bekannte RODRIGUES-Formel, vgl. Gl. (3.162).

An dieser Stelle sind wir soweit, dass wir die durch den Kraftstofy bewirkten Geschwindigkeits-
dnderungen direkt aufaddieren kdnnen. Man substituiert nun in Gl. (8.78) und GI. (8.80) die Ge-
schwindigkeiten durch ihre modifizierten Versionen v und w aus Gl. (8.74), setzt in Gl. (8.76) ein
und erhilt den folgenden Ausdruck,

. . COAE N\ .
£, (P*) = {exp [At (a); + (1)L + 7&;)]R;cak,m—

exp[At( — (1)L + Alg )]R’aln

xk+At[vk+_(pk )]
ool a2

wobei p} = p; und L} = L} ist. Entgegengesetzte Vorzeichen, die der Komplementaritit der Im-
pulse entspringen, sind schon in den Gleichungen beriicksichtigt. Man beachte zudem, dass der
Drehimpuls L die Summe aus reinem Drehimpuls L* und dem durch den linearen Impuls beziig-
lich des Schwerpunktes induzierten Anteil ist, also

(8.81)

Ly =L; + T X Pks (8.82)
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Neben der Koinzidenz der Gelenkpunkte macht es Sinn, die Kérper rechts und links vom Gelenk
in eine bestimmte gegenseitige Lage zu zwingen. Nach EULERs Theorem kann jede Drehung durch
eine Drehachse Q und einen korrespondierenden Winkel 8 ausgedriickt werden. Das entspricht
gerade der Inversen der Exponential-Map-Darstellung oder der Log-Funktion im SO(3). Sie ist
gegeben durch [Murray et al., 1994]

2cosf =trace(R) -1, Q= (R—RT), R # Es. (8.83)

2sin 6
Sei R;:ll (RI)TRI*! die relative Lage der beiden Systeme zueinander und R, die stationdre
Zielorientierung, beide ausgedriickt im System von Kérper By. Beide Orientierungen fallen zu-
sammen, wenn der Drehwinkel zur Rotation (Rl“)TR +,; verschwindet. Das ist genau dann der

Fall, wenn gilt, ‘
0=0< (R;])'R;, =Es. (8.84)

Zusammen mit Gl. (8.83) ergibt sich daraus die zweite Funktion zur Bestimmung des gesuchten
Kraftstofles,
At i
£21(P*) = trace {{{exp [At (a); 4 ()L + 7&;{)]11;{}

.
. A AT
exp [At (a); ()L 75‘;)]1{;} R,;l} 3-0.

Die Gelenkpunkte beschreiben nicht lineare Trajektorien. Mit f(P*) : R® R’ und f°(P*) :
R =R liegen zwei nicht lineare Funktionen vor. Das wird insbesondere ersichtlich, wenn man
die auftretenden Matrixexponentiale durch die RODRIGUES-Formel substituiert.

Gesucht ist eine gemeinsame Nullstelle P* = (p,L*)T beider Funktionen. Zu ihrer Bestim-
mung kollabiert man die beiden Funktionen in eine einzige,

(8.85)

F 1 (P*) = [, (P*) |2+ | fg, (P*)] = 0. (8.86)

Losungsstrategien fiir nichtlineare Gleichungssysteme wurden bereits im Abschnitt iber die Cos-
SERAT-Gleichungen besprochen, vgl. Abs. (3.4.7). Das NEwTON-Verfahren scheint ein geeigneter
Kandidat. Die unumgangliche Berechnung der JacoBi-Matrix fithrt man zweckmassigerweise in
symbolischer Form mit einem Computeralgebraprogramm durch, z.B. Maple.

8.5.1.3 Gleichungskopplung

Bisher haben wir unsere Betrachtungen auf paarweise gelenkig verbundene Starrkorper be-
schrankt. Am Korper wirken lediglich die Impulse des einen gemeinsamen Gelenkes. Wir er-
halten ein System von Gleichungen, die nicht gekoppelt sind. Jeder Korrekturimpuls infolge des
einen Gelenkes kann die Zwangsbedingung, die durch ein weiteres gestellt wird, verletzen. So
gesehen besteht die Notwendigkeit, iiber den Losungsvektor zu iterieren, bis alle Zwiange befrie-
digt sind. Der Ansatz ist damit sehr &hnlich zu dem von Weinstein et al. [Weinstein et al., 2006].
Wir konnen die fehlende Kopplung der Gleichungen vornehmen, indem wir an jedem Korper die
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8.5 Kollisionsantwort bei kinematischen Ketten

Auswirkung aller dort durch die Gelenke verursachten Korrekturimpulse betrachten. Dazu ist le-
diglich die Geschwindigkeitsdnderung infolge der Kraftstofie neu zu definieren. Der Impuls am
Korper By ist die Summe aller Korrekturimpulse. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass jedes Glied der
kinematischen Kette durch ein inwidrts gerichtetes Gelenk mit seinem Vorginger, und iiber ein
auswarts gerichtetes Gelenk mit seinem Nachfolger verbunden ist. Wir machen das im Folgen-
den durch die Verwendung der Indizes I bzw. A kenntlich. Daraus resultiert fiir die Anderung
der Geschwindigkeit des Gelenkpunktes r,, infolge der an beiden Gelenkpunkten r;, und ry,
applizierten Korrekturimpulse die folgende Beziehung,

* * * ~ i \— i i\ At
(P B3, P3,) = fesp [ (o + 1) 0, 1) 5
exp |At| @) - (IH)7'(L), - L f Al
p @;— (1) ( A, 1,)+ > 1Lt
1 ; At .
xk+At[vk+—((pAk p}k)+7f;<)]_

a2 ) 20)) o

Entsprechende Anderungen sind an den Gleichungen fiir die Koinzidenz von aktueller und Zie-
lorientierung durchzufiihren, was in folgender Beziehung resultiert,

(8.87)

Il
=

.
. . . . INEAS I
For(P P Pl = trace{{{exp |2t (@) + )@, -1 + 7&;)]11;}

.
S . AL AT
exp[At(a,; (@)L, - L) + 7&;)]11;} R,:J} ~3-0. (8.88)

Man kann dieses fiir die m Gelenke eines Korpers By, fortsetzen, indem die Summe > P4 — 3 P;
der Impulse in die Gleichungen eingesetzt wird. Hierbei sind lediglich die Vorzeichen zu be-
achten, da die Impulse in komplementarer Form auf die jeweiligen Opponenten einwirken. Als
Konvention legen wir fest, dass Impulse infolge inwirts, also zur Wurzel des Gelenkbaumes hin,
gerichteter Gelenke ein negatives und jene an den auswirts gerichteten Gelenken ein positives
Vorzeichen erhalten.

Man schreibt die Gleichungen fiir die m Gelenke der kinematischen Kette als Gesamtglei-
chungssystem der Form

Fi(0,P/,P})
R FZ(P*,P;,P;)
F(P) = : =0, (8.89)
Fn- I(Pm 2> m I’P;n)
Fn(P;,_,P;,0)

m-1°

und sieht sofort die Kopplung, die jetzt zwischen den Gleichungen durch die Einfithrung der
gemeinsamen an den inwirts bzw. auswdrts gerichteten Gelenken applizierten Impulse besteht.
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Dabei ist

P = (Pf, ... ,P:n)T e RO&*™ (8.90)

der globale Impulsvektor, der samtliche bilateralen Zwinge erfiillt. Die Funktion F(P*) : R >
R™ bildet in den R™ ab.

8.5.2 Verfahren ll: Linearisierter Ansatz

Die Formulierung iiber die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit bietet einen alternativen Zu-
gang zum Problem der Gelenkdarstellung. Bei der Kollision zweier Kérper By bzw. B; wirkt am
Kontaktpunkt eine beliebig grofle Kraft tiber eine infinitesimale Dauer. Das Integral tiber diese
impulsive Kraft, der Kraftstof$, wirkt mit demselben Betrag, aber entgegengesetzten Vorzeichen
auf beide Korper ein. Zur Befriedigung bilateraler Zwangsbedingung sucht man einen addquaten
Kraftstof$. Hier ist dann der Kraftstof8 nicht etwa die Folge eines Kontaktes, sondern es verhalt
sich vielmehr umgekehrt. Der Kontaktpunkt ist das Ziel eines solchen gesteuerten Kraftstof3es.

Die lineare Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes eines Korpers By, dessen Koordinaten
wir relativ zum Schwerpunkt desselben angeben, dndert sich mit

Avg, = Avy + Awy x 1y, . (8.91)

Zur Erinnerung: Avy und Awy (ohne Index «) sind die lineare- bzw. die Winkelgeschwindigkeit
des Korpers.

Man kann in Analogie dazu einen Ausdruck fiir die Anderung der Winkelgeschwindigkeit am
selben Punkt des Korpers angeben. Es kann offensichtlich nur der Anteil der Winkelgeschwin-
digkeit in Richtung des Vektors vom Schwerpunkt zum Punkt, ry_, einen Beitrag leisten, also

1
Awg, = —Z(Awkl’ka )k, - (8.92)
ek, |

Dieser Anteil mag bei der Darstellung von Kontakten keine Rolle spielen, bei der Modellierung
von Gelenken hingegen schon, weil er die Verdrehung um die Kontaktpunktachse beschreibt.
Nehmen wir als Beispiel zwei Zylinder, deren Achsen kollinear sind und die eine Anderung der
Winkelgeschwindigkeit, mit der sie um dieselbe rotieren, erfahren. Konzentriert man seine Be-
trachtungen lediglich auf die Anderung des linearen Geschwindigkeitsanteils, so wird man keine
Anderung bzgl. eines auf der Drehachse gelegenen Punktes feststellen, obwohl die Kérper in Be-
wegung sind. Die Beschreibung von Torsion ist ohne diesen Anteil offensichtlich nicht moglich.
Man schreibt die Anderung der Geschwindigkeit in Matrixform als

Aus = Avka 3 Avk+Awerka _ E; _f'ka Avy (8.93)
T\ dwy, ) T \ o Qe ), ) T\ 0 e J\Awy ) >

Wir schreiben die Projektion der Anderung der Winkelgeschwindigkeit auf die Drehpunktachse
als dyadisches Produkt rr’ Aw. Durch Einsetzen von GL. (8.72) in Gl (8.18) und anschlieflend in
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8.5 Kollisionsantwort bei kinematischen Ketten

Gl. (8.93) erhilt man schliefllich fiir den linearen Anteil
Avy, (t) = (—l)k_1 (Avg + Awy x 1y,)
= (-D)*! LP(t) + (L'L(1)) x rka)
my

- o Lp +fkaI;1L<t>) (894
my

- (-~ iEg,fkalzl)pm k=1{L2}.
My

Auf der anderen Seite haben wir fiir die Anderung der Winkelgeschwindigkeit

_ 1
Awy, (t) = (-1)F! W(Awkrka)rka)

= (-1)F! m((lilL(t))fku)fka)
) (8.95)

1
. T (-
= (-1)*! erarkalkll‘(t))

1
= (DN e L), k= {12},
Ik

Die relative Kontaktpunktgeschwindigkeit ist die Differenz der beiden Anderungen Auy, —
A, . oder in Matrixform

(m%{ + mil)E3 (fkalgl + i‘,ﬁll‘l) p(t)
Au(t) =

0 e T o I L(¢t
(mw RS AT A RO

(8.96)

=KP(1).

K ist die ,,Kollisionsmatrix”, konstant, nicht-singulir, positiv definit und nicht-symmetrisch, vgl.
[Mirtich, 1996]. In unserem Fall ist sie aufgrund der Beriicksichtigung des Einflusses von Dreh-
momenten notwendigerweise anders definiert, aber die genannten Eigenschaften behalten bis auf
die fehlende Symmetrie ihre Giiltigkeit, wie man in Analogie zum Beweis in [Mirtich, 1996] leicht
zeigen kann.

Die Eigenschaften der K-Matrix garantieren die Existenz ihrer Inversen, so dass bei bekannter
Relativgeschwindigkeit der beiden Gelenkpunkte ein dquivalenter Kraftstof§ in der Form P(¢) =
K 'Au(t) direkt aus Gl. (8.96) folgt. Auch hier fiithren wir eine Kopplung der Gleichungen durch
und stellen damit ein globales Gleichungssystem der Form

KP = AG, (8.97)
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fiir die gesamte kinematische Kette auf, mit der Gesamtkollisionsmatrix K

Kn Ko 0 0 e 0
= K; K K .
Re=| 9 Ko Ko Bu ; ° . (5.98)
0 0 0 Km—l,m—Z Km—l,m—l Km—l,m
o o0 o0 0 Kuma  Kom
mit einer Haupt- und zwei Nebendiagonalen und den Vektoren
— T x
P:=(P,...,P,) eR™™, (8.99)
T
AU = (Aul, et Aum) e R®M, (8.100)

Die Kollisionsmatrizen K;; auf der Hauptdiagonalen folgen der Definition Gl. (8.96). Wir ver-
zichten auf eine Herleitung der K;; mit i # j. Eine Orientierungshilfe diesbeziiglich ist in dem
dhnlichen gearteten Ansatz von Bender [Bender, 2007] zu finden.

Eine Losung von Gl. (8.97) ist nur moglich, wenn Au bekannt ist. Die Geschwindigkeitsande-
rung Au infolge des unbekannten Kraftstofles kann approximativ ermittelt werden, indem man
die Abstandsfunktion aus GL. (8.76) durch den Zeitschritt At teilt,

1 . .
Avy )~ Edkm:ln (q}{“,q}“ . (8.101)

Der Kraftstof$ soll also genau so grofS sein, dass die durch ihn bewirkte Geschwindigkeitsdnde-
rung die Liicke zwischen den Gelenkpunkten schlief8t. Awy ; hangt hingegen von der relativen
Orientierung der beiden Gelenkpartner ab und kann bspw. iiber den Winkel zwischen den Ach-
sen beider Systeme abgeschétzt werden.

8.5.3 Integration elastischen Verhaltens

Es hat sich gezeigt, dass ein Erzwingen der relativen Lage beider Gelenkpartner zu einem un-
angemessen starren Verhalten fithrt. Wir verwerfen deshalb den zweiten Term in GI. (8.86). Ein
biege- und torsionssteifes Verhalten der Faser wird durch den Einbau entsprechender Federn er-
zwungen. Die Anderungen Ax; bzw. Ak, der lokalen Biegungen «; und «, werden wie folgt iiber
einen Zeitschritt At approximiert,

Ak = % [(wf+1 + w;)Td{l —(wj+ w};)T d{l] , (8.102)
a = S (f + 0f) T, - (o} + 0}) " ] (8.103)

Die Anderung Axk; der relativen Verdrehung entlang der Faserachse oder Torsion am Gelenk-
punkt (m, n) pro Zeitschritt sei

Axz = % [(a)frl + wf)T dgl —(wj+ w};)T dgk] . (8.104)

Daraus folgt die lokale Biegung als ' = x’ + Ax — x°, mit der Anfangskriimmung «°. An je-
dem Gelenk wird ein zusétzliches komplementares Drehimpulspaar aufgebracht, das der lokalen
Verdrehung Ax entgegenwirkt. Die Berechnung erfolgt dabei in Analogie zu Gl. (3.57).

222



8.5 Kollisionsantwort bei kinematischen Ketten

8.5.4 Algorithmus

Es hat sich in Experimenten gezeigt, dass der erste Ansatz (Korrekturimpuls) unter numerischen
Gesichtspunkten einfacher zu handhaben ist, so dass wir bei der Darstellung kinematischen Ket-
ten ausschlieflich davon Gebrauch machen werden. Der Algorithmus zur Integration des Kon-
taktmodells mit dem Ansatz fiir kinematische Ketten sieht wie folgt aus, vgl. Alg. (7). In der

Algorithmus 7 : Harmonisierung der Zwénge. Kombiniertes Zeitschrittverfahren zur Berech-
nung der neuen Positionen und Geschwindigkeiten in einer Anordnung kinematischer Ket-
ten zum Zeitpunkt t + At unter Beriicksichtigung etwaiger Kollisionen.

Data : Anordnung ¢, ‘A t, &€
Result : Anordnung €'*!

1: for Ci e € do

2: P, <0

3 ?;{ <0

4 Q; < integrate(C,;, At)

5: while g(Q;) >edo

6 F < buildNLEQS(Q})

7 ﬁ,’: « soIveImpuIse{F(?Z) =0}
8 P, < compElasticity(Q;})

o Q; « applylmpulse(CL, P; +P})
10: Q) <« integrate(Q;, At)

1 end

12 | Cl < applylmpulse(C}, P} +P})

13: end

14 for i e € do

15 | Si{q"*, '™} < resolveContacts(S;, At) ; // Siehe Alg. (6)
16: end

ersten Schleife werden adaquate Korrekturimpulse zur Befriedigung der Gelenkbedingungen bei
der nachfolgenden Integration berechnet. Diese miissen innerhalb der zuldssigen Bereiche (Tan-
gentenkegel) liegen, sofern die durch das jeweilige Gelenk gekoppelten Segmente mit anderen
Korpern kollidieren. Das Zeitschrittverfahren zur Kollisionsauflosung fungiert in dieser Hinsicht
als nachgeschalteter Filter, der die Korrekturimpulskomponenten, die auflerhalb des zuldssigen
Bereiches liegen, entfernt. Die dadurch notwendigerweise bewirkte Verfalschung der Korrektur-
wirkung fiihrt dann zu einer erneuten, wenn auch geringen, Verletzung der Gelenkbedingung.
Solche Fehlzustande lassen sich wegen der gegenseitigen Abhédngigkeit nicht durch die isolierte
Betrachtung einzelner Segmente beheben, sondern nur dadurch, dass beide Aspekte kombiniert
werden. Eine direkte Umsetzung miindet allerdings in einem hochdimensionalen Programmie-
rungsproblem, dessen Dimension linear in der Anzahl der Gelenkbedingungen ist. Jeder Kontakt
induziert zusdtzlich eine nichtlineare Nebenbedingung. Gesucht ist der Vektor der Korrekturim-
pulse, der alle Gelenkbedingungen befriedigt. Bei kontaktierenden Segmenten muss er innerhalb
des Tangentenkegels liegen, ist allerdings nicht mehr notwendig maximal dissipativ. Zusitzlich
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wirkt eine dem Tangentialanteil entgegengerichtete Reibungskomponente. Wir verzichten an die-
ser Stelle bewusst auf eine tiefer gehende Betrachtung. Eine direkte Kombination des Kontaktan-
satzes mit dem CossERAT-Modell, die allerdings nicht mehr Gegenstand dieser Arbeit ist, scheint
hier sinnvoller und soll im Folgenden kurz skizziert werden.

8.5.5 Integration mit Cosserat-Modellen

Die oben vorgestellte spezielle Theorie der CosSERAT-Stdbe beschreibt die Faser als Kontinuum.
Es ist deshalb nahe liegend, die Kollisionsantwort direkt mit diesem Modell zu kombinieren. Die
einzige ,,Schnittstelle nach auflen” in den Bewegungsgleichungen stellen die extern angreifenden
Krifte und Momente dar. Die grundlegenden Probleme einer kraftbasierten Kollisionsantwort
wurden zu Beginn dieses Kapitels ausfiihrlich diskutiert und sollen an dieser Stelle nicht wieder-
holt werden. Erste Experimente bestatigen die Vorbehalte in wesentlichen Punkten. Interessanter
wire in diesem Zusammenhang die Behandlung auf der Basis von Kraftstof3en. In diesem Sin-
ne ldsst sich das vorgestellte Zeitschrittverfahren fiir die Verwendung mit CosseraT-Modellen
anpassen. Man integriert zunachst einen Halbschritt in die Zukunft, prift auf Kollisionen und
berechnet fiir kontaktierende Segmente die zuldssige Geschwindigkeit nach dem Stof3. Bei der
nachfolgenden Integration um einen weiteren Halbschritt, ist dann ein Randwertproblem mit
intermedidren Randbedingungen fiir die Geschwindigkeiten der kollidierenden Segmente zu 16-
sen. Die Entwicklung eines geeigneten numerischen Verfahrens steht noch aus.

Eleganter scheint uns jedoch die Erweiterung der CosseraT-Gleichungen um Terme fiir stof3-
artige Kriéfte. Durch eine Grenzwertbetrachtung (s.o.) erhdlt man Funktionen, welche die instan-
tanen Geschwindigkeitsdnderungen entlang der Faser infolge eines Kraftstof3es an beliebiger Stel-
le beschreiben. Nach Superposition dieser Anderungen mit dem aktuellen Zustand kann das Glei-
chungssystem in bekannter Weise gelost werden. Fiir den Einbezug von Reibung sind die Cos-
SERAT-Gleichungen allerdings im Kontext der Theorie der Differentialinklusionen zu erweitern.
Uber Existenz und Eindeutigkeit der Losung ist nichts bekannt. Erste, wenn auch primir theo-
retische Ausfiihrungen diesbeziiglich sind bei Schuricht [Schuricht, 1998] zu finden. Jedoch be-
schranken sich die Betrachtungen auf die zweidimensionalen, statischen CosserRAT-Gleichungen.
Die dort gewonnenen Erkenntnisse lassen sich also nicht notwendig auf das vorliegende Problem
tibertragen.

8.6 Numerische Beispiele

Alle in Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen wurden in das Fasersimulationssystem
Rapunzel (Universitit Bonn) implementiert. Dabei handelt es sich um eine tiber Konfigurati-
onsdateien gesteuerte prototypische Simulationsumgebung zur Berechnung des mechanischen
Verhaltens komplexer Faseranordnungen. Rapunzel ist mit einer Benutzerschnittstelle und ein-
fachen Moglichkeiten fiir das visuelle Debugging ausgestattet. Dariiber hinaus verfiigt die Simula-
tionsumgebung iiber Schnittstellen zu Modellierungswerkzeugen wie LighWave ™, POV-Ray ™,
sowie den hauseigenen Hochleistungsfaserrenderer LightSimulator.

Im Folgenden prasentieren wir einige Fallbeispiele, die wir durch Anwendung unseres Multi-
kontaktalgorithmus mittlerweile effizient behandeln kénnen. Dabei legen wir den Schwerpunkt
auf die Auswirkungen von Reibung und die Erhaltung des Haarvolumens. Die Simulationen bzw.
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Abbildung 8.8: Die Bedeutung der Reibung bei der Simulation von Humanhaar. Diese Bilder zeigen
die Dynamik einer Faseranordnung unter Einwirkung von Gravitation. Die Fasern kollidieren mit der
Oberfliiche einer Kugel, auf der sie liegen bleiben, wenn Reibungseffekte berlicksichtigt werden (obere
Reihe). Ohne Reibung teilt sich die Anordnung in zwei Portionen unterschiedlicher Gr68e, die je rechts und
links der Kugel herabfallen (untere Reihe). Dieser Spliteffekt von Haarstrdhnen kann mit leithaarbasierten
Modellen und anschlieSender Interpolation von Fasern nicht dargestellt werden.

Messungen wurden in der Regel auf einem Rechner mit Intel Pentium IV und 2 GB RAM ausge-
fihrt. Fiir die Fasern wurde durchgingig ein Querschnitt von 70 ym angenommen. Wir méchten
an dieser Stelle betonen, dass die Berechnungszeiten je nach Grad der Komplexitit der simulier-
ten Szenen recht hoch ausfallen konnen. Die Beschleunigung der Ausfithrung bspw. unter Aus-
nutzung von paralleler Hardware (z.B. NVIDIA Tesla™) stellt jedoch unter algorithmischen Ge-
sichtspunkten kein Problem dar. Die Ausfiihrungszeiten spielen aber momentan eine eher unter-
geordnete Rolle, weil das Hauptaugenmerk hier auf einer Demonstration der Machbarkeit einer
physikalisch faserbasierten Haarsimulation liegt.

8.6.1 Horizontale Anordnung auf Kugel

Als erstes Beispiel betrachten wir eine horizontale, einseitig fixierte Anordnung, bestehend aus
500 einzelnen Fasern der Lénge 30 cm, mit je 40 Segmenten. Die Anordnung bewegt sich un-
ter Einwirkung der Gravitation auf die Oberflidche einer Kugel zu, die unter der Mittellinie der
Faseranordnung zentriert ist, vgl. Abb. (8.8). Wir betrachten die Félle mit und ohne Reibung.

Die Simulationsergebnisse stehen nicht im Widerspruch zur Erfahrung oder Intuition. Die Be-
rechnung der Reibung verhindert ein Abrutschen der Fasern von der Kugeloberfliche. Das Aus-
blenden von Reibungseffekten fithrt zu einer dynamischen Teilung der Anordnung an der Ku-
geloberfliche, so dass ein Teil links, der andere rechts zur urspriinglichen Faserachse ausweicht.
Die Fahigkeit zur physikalisch basierten Darstellung dieses Spliteffektes zeichnet die expliziten
Modelle gegeniiber impliziten Ansdtzen aus.
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Abbildung 8.9: Diese Bildsequenz zeigt die Entwicklung der Dynamik einer Haarstrdhne, die auf der
Basis unseres Ansatzes berechnet wurde. Es findet eine Abwicklung der Anordnung unter Gravitation
statt, die mit einer Anndherung an die Kugeloberfliche einhergeht. Die bei der Beriihrung mit der
Oberfliche und zwischen den Fasern auftretenden Kollisionen werden detektiert und anschlieBend durch
Aufbringen eines reibungsbehafteten Antwortimpulses aufgeldst. Die korrekte Behandlung der Kollisionen
zwischen den Fasern ist ein Garant dafiir, dass das Volumen der auf der Oberfléche liegenden Anordnung
erhalten bleibt, weil es ein ,,Durchtunneln” der Fasern verhindert. Die Volumenkonstanz ist eines der
wichtigsten Eigenschaften fiir den globalen Realismus in der Haarsimulation. Typische Effekte, wie das
Abstehen einzelner Fasern tragen zu einer weiteren Verbesserung des visuellen Erscheinungsbildes bei. Die
Anordnung besteht aus 355 Einzelfasern bzw. 34.789 Segmenten.

8.6.2 Vertikale Anordnung auf Kugel

Als weiteres Beispiel, dass auch unter dsthetischen Gesichtspunkten interessant ist, betrachten wir
eine vertikale, in der Ausgangskonfiguration helikale, Anordnung bestehend aus 355 einzelnen
Fasern der Lange 30 cm, mit je 100 Segmenten, vgl. Abb. (8.9) und Abb. (8.10), im Folgenden als
Referenzszene bezeichnet. Die Fasern fallen unter Einwirkung der Gravitation auf die Oberflache
einer unterhalb der Anordnung positionierten Kugel.

Unter Einfluss der Gravitation findet eine Abwicklung der Anordnung statt. Die unteren En-
den der Fasern legen sich dabei sanft auf die Oberfliche der Kugel, wobei die Reibung ein weiteres
Abrutschen verhindert. Dieses Beispiel demonstriert eindrucksvoll, wie wichtig eine reibungsbe-
haftete Kollisionsauflosung zwischen den einzelnen Fasern fiir den globalen Realismus bei der
Simulation solcher Anordnungen ist. Die Fasern bleiben, bedingt durch die Reibung, aufeinan-
der liegen und formen ein stabiles Volumen aus. Die Volumenkonstanz belegt andererseits, dass
der Effekt des Durchtunnelns bei der gewéhlten Schrittweite von 1/1.000 Sek. weitestgehend eli-
miniert ist. Abb. (8.10) zeigt eine Nahaufnahme der Anordnung in ihrer Endlage nach wenigen
Sekunden Simulationszeit. Kompakte Bereiche aufeinander ruhender Fasern sind hier sehr gut
auszumachen.

8.6.3 Vertikale Anordnung auf Terrain

Als drittes Beispiel betrachten wir die vertikale Anordnung aus dem vorhergehenden Beispiel.
Unter Einwirkung der Gravitation fallen die Fasern auf konkave Bereiche eines darunter plat-
zierten Gelindemodells, vgl. Abb. (8.11). Auch hier werden Kollisionen zwischen den Fasern und
mit der Peripherie aufgeldst. Durch den Einsatz von Distanzfeldern sind auch in den konkaven
Bereichen des Gelaindemodells keine Durchdringungen auszumachen, vgl. Abb. (8.15).
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Abbildung 8.10: Dieses Bild zeigt eine Nahaufnahme der Anordnung in ihrer Endlage nach wenigen
Sekunden Simulationszeit. Der Effekt der konsequenten Kollisionsauflésung ist sehr gut zu sehen. Die

Fasern ruhen infolge der reibungsbehafteten und teilweise inelastischen Antwortimpulse aufeinander und
formen ein statischen Volumen aus.
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x

Abbildung 8.11: Dynamisches Verhalten einer Faseranordnung unter Einwirkung der Gravitation. Die
Fasern fallen auf konkave Bereiche eines darunter platzierten Geldndemodells. Kollisionen zwischen den
Fasern und mit der Peripherie werden aufgelGst.
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8.6.4 Horizontale Anordnung auf schiefer Ebene

Als viertes Beispiel betrachten wir eine horizontale, helikale Anordnung, bestehend aus 250 Ein-
zelfasern der Linge 30 cm, zu je 100 Segmenten, die sich unter Einwirkung der Gravitation auf ei-
ne unter ihr befindliche schiefe Ebene (Neigung 22,5°) zu bewegt, vgl. Abb. (8.12) und Abb. (8.13).

Die helikale Anordnung setzt mit den Extrempunkten auf der Ebene auf. An diesen Stiitzstel-
len findet eine Auffiacherung der Fasern statt. Der Reibungskoefhizient ist so gewahlt, dass ein
weitergehendes Abrutschen der Fasern verhindert wird.

8.6.5 Diskussion

Die Effizienz des Kollisionsantwortverfahrens lasst sich am einfachsten priifen, wenn wir Nahauf-
nahmen der Resultate einer visuellen Inspektion unterziehen, vgl. Abb. (8.14). Die erste Nahauf-
nahme zeigt die Anordnung im Bereich der fixierten Enden. Im Verlaufe der Simulation straffen
sich die Fasern der initial helikalen Anordnung im Bereich der Aufhangung, wodurch es zu einer
Kompaktion kommt. Diese Kompaktion, die ein mehr statisches Aufeinanderruhen der Fasern
bewirkt, muss durch entsprechende reibungsbehaftete Kollisionsantwortimpulse, die der Ten-
denz zu gegenseitigen Durchdringung entgegenwirken, aufrechterhalten werden. Das Bild zeigt
deutlich, dass dies hier besonders gut gelingt, weil die Fasern sich aufgrund des Schwungs in den
unteren Bereichen leicht umeinanderwickeln. Die Verwicklung erkennt man gut. Sie muss sich
also iiber mehrere Zeitschritte gebildet haben. Wie folgern also, dass die Auflésung der Kollision
ordnungsgemaf’ funktioniert.

Das zweite Bild, das in etwa dem mittleren Teil der Anordnung entnommen ist, zeigt klar er-
kennbare Faserschichten mit globalen Hauptrichtungen. Die Kriimmungen kommen hier durch
das Aufliegen der unteren Bereiche auf der Kugeloberfliche und der damit verbundenen Ent-
lastung in den mittleren Bereichen zustande. Die globale Ordnung zeigt eindrucksvoll, dass die
Kollisionsantwort den Prozess tiber die gesamte Simulationsdauer in eine physikalisch akzeptable
Richtung gelenkt hat.

Besonders interessant ist das Verhalten an der Kreuzungsstelle, an der sich der noch in der
Abwicklung befindliche Faserstrang tiber den bereits auf der Kugeloberfldche ruhenden legt. Die
oberen Fasern bilden ein klar differenziertes Faserbiindel, das auf den unteren Fasern ruht. Es
sind keine Unterwanderungen der unteren Schichten durch einzelne Fasern auszumachen, wie sie
etwa durch Einsacken infolge einer unzureichenden Kollisionsbehandlungsroutine zu erwarten
wiren. Auch das diirfen wir als weiteren Indikator dafiir werten, dass unser Zeitschrittverfahren
fir die Behandlung vieler simultaner Kontakte, wie sie typisch fiir solche Anordnungen sind,
angemessen ist.

Das untere Ende der Anordnung zeigt klar geordnete und infolge der Fasersteifigkeit nach au-
3en gerichtete Spitzen. Querschldger infolge schlechter Kollisionsauflosung sind auch hier nicht
auszumachen.

Die Behandlung von Kollisionen mit der Peripherie auf der Basis von Distanzfeldern erweist
sich ebenfalls als duflerst robust. Durchdringungen der Oberfldche oder andere Artefakte treten
nicht auf. Da der Hauptaufwand auf das Preprocessing verlegt wurde und Schnitttests zwischen
geometrischen Primitiven nicht notwendig sind, konnen die Abstidnde zu einer grofien Anzahl an
Punkten, mit denen wir die kinematischen Ketten abtasten, mit zeitlich vernachldssigbarem Auf-

229



8 Kollisionsantwort

Abbildung 8.12: Eine horizontale, helikale Faseranordnung fdllt unter Einwirkung der Gravitation auf
eine darunter platzierte schiefe Ebene (Teil I). Kollisionen zwischen den Fasern und zwischen den Fasern
und der Peripherie werden aufgelést.
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Abbildung 8.13: Eine horizontale, helikale Faseranordnung fdllt unter Einwirkung der Gravitation auf
eine darunter platzierte schiefe Ebene (Teil ll). Die Anordnung setzt mit den Extremstellen auf der Ebene
auf. Deutliche Abplattungen oder Auffdcherungen sind zu erkennen.
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Abbildung 8.14: Eine genaue Kollisionsbehandlung ist der Schliissel zu der so wichtigen Volumenerhal-
tung bei der Haarsimulation. Dieser Bilder zeigen Nahaufnahmen an unterschiedlichen Stellen derselben
Anordnung, die mit unserem Ansatz berechnet wurden. Die Szenen sind sehr komplex, mit vielen Kollisio-
nen, die perfekt aufgelést wurden. Die Fasern gleiten (ibereinander hinweg oder ruhen aufeinander. Die
untere Reihe zeigt Scans von realen Haaren zum Vergleich.
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wand bestimmt werden, im Gegensatz zur Erkennung von Kollisionen zwischen den Fasern. Bei
der hier gewihlten Segmentlinge erweist sich eine Uberpriifung der Endpunkte auf Eindringen
als ausreichend, um Kollisionen sicher abzuwenden. Eine Abtastung zwischen den Endpunkten
der Segmente ist nicht erforderlich.

Ein weiterer Vorteil bei der Verwendung von Distanzfeldern besteht in der Méglichkeit den
Level vorzugeben. Die Fasern liegen dann nicht auf der Oberfliche, sondern auf einer beliebigen
zu spezifizierenden Niveaufldche. Damit ldsst sich ein positiver Toleranzbereich festlegen, weil
es gerade im Bereich der Nullniveaufliche wegen des dort anstehenden Vorzeichenwechsel zu
numerischen Problemen kommen kann und bereits geringe numerische Abweichungen in den
Koordinaten das Eintauchen in das Volumen der Peripherie zur Folge haben kénnen. Solche Arte-
fakte machen sich dann bei Nahaufnahmen stérend bemerkbar. Wie zuverléssig sich Kollisionen
auch in konkaven Bereichen de Peripherie detektieren lassen, sei anhand von Abb. (8.15) verdeut-
licht. Die Fasern fallen durch Abwicklung unter Gravitation in eine stetige Kavitdt und bleiben
selbst im Bereich der hier stark gekriimmten Oberflache ohne Durchdringungen auf derselben
liegen.

8.6.5.1 Inelastische Stof3e

Allgemein scheint die Applikation unelastischer Antwortimpulse bei der Simulation besonders
angebracht, da ein elastisches Aufeinanderfedern auch bei realen Haaren nicht zu beobachten ist.
Wir setzen daher den Restitutionskoeffizienten in allen Fallen auf € = 0. Die teilweise fatalen Aus-
wirkungen einer teilelastischen Kollisionsantwort ist in Abb. (8.16) zu sehen. Nach iiber 20.000
Simulationsschritten und mehr als zwei Wochen Berechnungszeit, sprechen die Abbildungen eine
deutliche Sprache. Das System strebt keinem erkennbaren minimalen Energiezustand entgegen,
kommt nicht zur Ruhe. Die kinetische Energie des Systems scheint vielmehr auf einem konstan-
ten Niveau zu stagnieren, ein Phdnomen, das sich in einem unaufhaltsamen Flief}en der bereits
in einen vollig planaren Zustand iibergegangenen Faseranordnung manifestiert. Dieses Beispiel
konnte in dramatisch pragmatischer Weise die Grenzen des NEwTONschen Stofigesetzes, dessen
wir uns hier bedienen, aufzeigen. Danach ist ein Ansteigen der Systemenergie nicht grundsatzlich
auszuschlief3en. Die Ergriindung der genauen Ursachen fiir das katastrophale Systemverhalten sei
aber zukiinftigen Forschungsbemiithungen vorbehalten.

Ein weiteres, fast schon groteskes Beispiel der Auswirkungen einer stagnierenden Systemener-
gie ist in Abb. (8.17) zu sehen. Die Fasern fallen zundchst unter dem Einfluss der Gravitation,
wie erwartet, auf die Oberfldche der Terrains, um sich dort leicht zu entspannen. Uber einen be-
stimmten Zeitpunkt hinaus geht ein energetischer Ruck durch das System, infolgedessen sich die
Fasern im weiteren Verlauf der Simulation bestidndig bergauf bewegen, um teilweise iiber den
Rand des Terrains hinauszuwandern und in die Tiefe zu stiirzen.

Kommen wir an dieser Stelle noch einmal auf Abb. (8.16) zuriick. Mit zunehmender Simula-
tionsdauer treten hier Durchdringungen auf, weil durch die elastische Komponente die diinnen
Fasern selbst innerhalb der mit 1/1.000 Sekunde recht klein bemessenen Schrittweite einander
durchtunneln. Ein solches Tunneln ldsst sich durch eine diskrete Kollisionserkennung, wie sie
tiir die Berechnung der hier vorgestellten Beispiele Verwendung fand, nicht feststellen. Hier sind
vielmehr die Mechanismen eines kontinuierlichen Ansatzes notwendig. In derselben Weise drin-
gen Fasern teilweise in die Peripherie ein, was in einigen Bildern deutlich zu erkennen ist. In
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Abbildung 8.15: Der Einsatz von Distanzfeldern bei der Kollisionserkennung zwischen den Fasern einer
Anordnung und der Peripherie erweist sich als duBerst robust. Die Fasern bleiben auf der gekriimmten
Oberfliche des Terrains liegen. Durchdringungen sind nicht zu beobachten.
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Abbildung 8.16: Die Bilder zeigen die Probleme, die mit der Applikation teilelastischer Antwortimpulse
verbunden sind. Die kinetische Energie des Systems stagniert auf einem bestimmten Niveau. Die Fasern
durchtunneln einander und dringen teilweise in die Ebene ein. Eine stabile Konfiguration kann nicht
ausgebildet werden. Der zeitliche Abstand zwischen den Bildern betrégt 3,3 Sek. (100 Frames oder 3.333
Simulationsschritte, von links nach rechts und oben nach unten).
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Abbildung 8.17: Das Bild zeigt die Probleme, die mit der Applikation teilelastischer Antwortimpulse
verbunden sind. Die kinetische Energie des Systems stagniert auf einem bestimmten Niveau. In der Folge
wandern die Fasern teilweise bergauf.
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der Folge kommt es dann partiell sogar zum Kettenabriss, ein sicherer Indikator fiir ein lokales
numerisches Desaster.

Tunneln lasst sich bei der hier eingesetzten diskreten Kollsionserkennung nur durch eine sehr
vorsichtige Wahl der Schrittweite verhindern. Es ist ein komplexes Zusammenspiel von Ge-
schwindigkeiten, ,,Objektdurchmessern” und der Schrittweite selbst, das hier durch eine geeig-
nete Wahl der Letzteren zu harmonisieren ist. Unsere Experimente haben gezeigt, dass man bei
einem Faserdurchmesser von 70 ym mit 1/1.000 Sekunde in allen vorgestellten Fillen, in denen
wir auf elastische Stof3e verzichten, auf der sicheren Seite liegt.

Der allgemeinen Auffassung, dass der Hauptteil des Berechnungsaufwandes bei der physika-
lisch basierten Simulation in die Kollisionserkennung flief8t, muss an dieser Stelle entschieden
widersprochen werden. Vielmehr hat sich gezeigt, dass der mit dem Auffinden von Kollisionen
verbundene zeitliche Aufwand in den hier betrachteten Féllen eher vernachléssigbar ist. Die meis-
te Zeit beansprucht die eigentliche numerische Berechnung von Gelenkkorrektur- und Antwor-
timpulsen, die i.d.R. iterativ erfolgt. Hinzu kommt, dass dieses Verfahren fiir jede Faser der An-
ordnung zu wiederholen ist. Dieser Befund bleibt selbst dann aktuell, wenn man die diskrete
durch eine kontinuierliche Kollisionserkennung austauschen wiirde, was aus den o.a. Griinden
als durchaus gerechtfertigt erscheint. Die Systemzeit miisste in solchen Fillen bis zum Zeitpunkt
des Auftretens der ersten Kollision zuriickgesetzt und die zeitaufwindigen numerischen Berech-
nungen u.U. mehrfach wiederholt werden.

Fiir die Berechnung eines einzigen Zeitschrittes hat man, je nach Anzahl der notwendigen Ite-
rationen, um die Gelenkkorrektur mit der Impulsantwort zu harmonisieren, von 0,5 bis zu drei
Minuten fiir die Referenzszene (,,Strdhne auf Kugel”) bei rein serieller Abarbeitung (eine Faser
nach der anderen) auf der oben genannten Hardware zu veranschlagen. Die Tatsache, dass die nu-
merische Integration der Fasern weitgehend unabhingig von einander abléuft, birgt jedoch ein
grofles Beschleunigungspotential, bspw. durch Parallelisierung. Bei serieller Bearbeitung ist fiir
eine Sequenz von fiinf Sekunden Dauer bereits eine Woche Berechnungszeit zu veranschlagen,
wenn man von zwei Minuten pro Zeitschritt ausgeht. Diese Zeitangaben sind starken Schwan-
kungen unterworfen, weil die Dauer fiir die Harmonisierung stark von der Zahl der Kollisionen
abhidngt, die bedingt durch den physikalisch basierten Kompaktionsprozess zu Beginn der Simu-
lation stark ansteigt, um dann in Abhangigkeit von der Systemdynamik zwischen dem Gleichge-
wichtszustand mehr oder weniger stark zu schwanken. Des Weiteren sollte man beachten, dass
oftmals ein mehrmaliger Neustart der Simulation unumganglich ist, um das notwendige manu-
elle Parameterfitting vorzunehmen. Die von einer auf eine andere Szene achtlos tibertragenen
Reibungswerte bspw., zeitigen dort selten denselben Effekt, konnen vielmehr zu numerischen
Problemen fiihren, welche die Berechnung extrem verlangsamen. Das hier vorgestellte Modell
enthélt noch zu viele ad-hoc Parameter, die nicht klar erkennen lassen, wie das System skaliert.

Ein solcher ad-hoc-Ansatz ist das hier eingefithrte Biegefedermodell, dass mit den typischen
Problemen bei der Wahl passender Steifigkeitsparameter aufwartet. Dass es aber durchaus seinen
Dienst zu vollster Zufriedenheit erfullt, davon kann man sich anhand von Abb. (8.18) uiberzeu-
gen. Die Biegefedern verleihen den Fasern eine gewisse Steifigkeit. In der ersten Szene wird der
Einfluss der Federn auf die Fasern beriicksichtigt, die infolgedessen stabile Schleifen ausformen.
Diese Schleifen verhindern, dass die Anordnungen einer planaren Endkonfiguration entgegen-
strebt. Des Weiteren stellen sie einen tiberwiegend glatten Kriimmungsverlauf der Fasern sicher.
In der zweiten Szene sind die Einfliisse dieser Federn ausgeblendet und die Fasern sinken unter
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Abbildung 8.18: Die Bilder zeigen die Simulation einer Faseranordnung mit aktivem bzw. inaktivem
Biegefedermodell. Der Unterschied ist offensichtlich: Ohne Aktivierung der Biegefedern nehmen die Fasern
eine zackige Form an. Die liberwiegende Anzahl von Faserschlaufen existiert nur fiir einen kurzen
Augenblick, bevor sie kollabieren. Bei aktivierten Biegefedern hingegen ist der Krimmungsverlauf entlang
der Fasern glatt. Schlaufen bleiben stabil, bis sie durch die Wucht kollidierender Segmente niedergerissen
werden.
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ihrem Eigengewicht in eine vollig unregelmafiige Form zusammen.

8.6.5.2 Reibungsanisotropie

Ein in den gangigen Modellen zur Simulation von Haaren in der Computergraphik eher stiefmiit-
terlich behandelter Aspekt ist der Einfluss der Reibung. Wie weiter oben bereits berichtet wurde,
zeigt sich bei den typischen Kimm- und Biirstversuchen der kosmetischen Industrie, dass u.a.
der Einfluss der Reibung auf das Haarvolumen ganz erheblich ist. Hier gilt die Heuristik, dass, je
grofler die Reibung zwischen den Fasern ausfallt, desto grofier das Volumen der Anordnung ist.
Neben diesen Faktoren spielen auch noch andere Einfliisse, wie bspw. die Steifigkeit der Fasern
eine Rolle, die wir an dieser Stelle nicht mit in die Untersuchung einbeziehen wollen. In diesem

Abbildung 8.19: Die Anordnung aus dem Referenzbeispiel zeigt frappante Unterschiede in Abhdingigkeit
vom eingesetzten Reibungsmodell (isotrop, anisotrop und ohne Reibung). Markante Stellen sind durch
ellipsoide Markierungen hervorgehoben.

Zusammenhang sind wir an der Frage interessiert, ob sich die seit langem bekannten Befunde der
kosmetischen Industrie durch eine numerische Simulation bestatigen lassen. Abb. (8.19) zeigt die
Ergebnisse einer solchen Simulation mit dem Referenzbeispiel. Alle drei Bilder entstammen der
Simulation nach ca. 0,7 Sekunden. Diese wurden unter denselben Bedingungen gefahren, jedoch
mit unterschiedlichen Reibungsmodellen. Im ersten Fall wahlen wir ein isotropes Modell, d.h.,
wir behandeln die Faser als Zylinder mit gleicher Oberflichenrauhigkeit in allen Richtungen und
ordnen ihr einen Reibungsbeiwert von y=0,47 zu. Im zweiten Fall wechseln wir zu einem aniso-
tropen Reibungsmodell. Dabei ordnen wir den Richtungen parallel, antiparallel, sowie orthogo-
nal zur Faserachse unterschiedliche Reibungsbeiwerte zu. Das geschieht unter Einbezug des oben
vorgestellten Konzepts der Limitkurven. Im dritten Fall verzichten wir auf die Reibung, d.h., die
Berechnung eines addquaten Reibungsimpulses unterbleibt.

Die Unterschiede fallen deutlich aus. Der anisotrope Fall zeigt weniger Auffdcherung im Be-
reich der Kreuzungsstelle gegeniiber dem isotropen Fall. Dariiber hinaus scheint das Volumen
etwas kleiner. Einzelne Fasern separieren sich klar vom Rest der Anordnung. Der Fall ohne Rei-
bung zeigt das kleinste Volumen. Durch die fehlende Reibung gleiten die auf der Kugeloberfliche
liegenden Fasern tibereinander hinweg und nehmen in ihrer Endposition weniger Raum ein, als
in den reibungsbehafteten Fillen. Diese Befunde lassen sich auch quantifizieren, wenn wir das
Volumen des einschlieflenden achsenparallelen Quaders betrachten, vgl. Tab. (8.1).
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Reibungsmodell Linge Breite Hohe Volumen Verh. isotr.

[cm]  [em] [em]  [em?] [%]
Isotrop 8,69 14,09 8,35 1022,39 0,99
Anisotrop 8,53 14,09 8,59 1032,41 1,00
Keine Reibung 8,12 13,98 8,24 935,38 0,91

Tabelle 8.1: Volumen des einschlieBenden achsenparallelen Quaders bei Verwendung von unterschiedli-
chen Reibungsmodellen. Die Befunde bestcitigen, was in der kosmetischen Industrie seit langem bekannt
ist: Reibung beeinflusst das Volumen.

8.6.5.3 Harmonisierung der Zwangsbedingungen

Bei der Harmonisierung der Zwangsbedingungen sind zwei sich einander partiell widersprechen-
de Projektionen iterativ in Ubereinstimmung zu bringen.

Das lokale Kontaktverhalten hangt davon ab, welche der beiden Projektion man zuerst aus-
tithrt. Beide haben Vor- bzw. Nachteile. Erfolgt die Behebung der Durchdringungen vor der Pro-
jektion zur Einhaltung der Gelenkzwinge, kommt es in der Folge zu einer erneuten Verletzung
der Kontaktbedingungen. Bei zwei aufeinander liegenden Fasern manifestiert sich diese Verlet-
zung in einem einem sukzessiven Durchsacken der oberen durch die untere Faser. Behebt man
dagegen die Durchdringungen erst nach der Erfiillung der Gelenkzwiange, driften die Segmente
der Fasern an den Gelenkpunkten wieder auseinander. Dieser Fehlzustand wird in der nach-
folgenden Iteration durch einen entsprechenden Korrekturimpuls behoben, der wiederum die
Durchdringung vergrofert, usw. Aus Sicht der Volumenerhaltung ist ein Durchsacken nicht ak-
zeptabel, weil stabile Kontakte einen der Stiitzpfeiler der Volumenerhaltung bei der faserbasierten
Haarsimulation darstellen. Aus diesem Grunde folgt unser Algorithmus bei der Harmonisierung
der Zwangsbedingungen stets Variante zwei.

In der Praxis hat sich zur Eingrenzung der durch Variante zwei verursachten Nebeneffekte die
Wahl hinreichend kleiner Schrittweiten bewéhrt. Mit At = 1/1.000 Sekunde liegt man hier auf der
sicheren Seite. Es hat sich zudem gezeigt, dass in allen hier vorgestellten numerischen Beispielen
bereits eine bis drei Iteration zur Harmonisierung ausreichend sind.

8.7 Ausblicke

In Rahmen dieser Arbeit haben wir ein parametrisches Modell zur Simulation von Faseranord-
nungen auf der Basis einzelner Fasern entwickelt. Fiir die Simulation des mechanischen Verhal-
tens der Einzelfaser wurden dabei unterschiedliche diskrete und kontinuumsmechanische Anst-
ze, hier insbesondere die spezielle Theorie der CossERAT-Stébe, besprochen und numerische Lo-
sungsverfahren entwickelt. Die Interaktionsmechanismen zwischen den Fasern werden durch ein
geeignetes Zeitschrittverfahren auf der Basis der Theorie der Differentialinklusionen abgebildet.
Die Effizienz unseres Ansatzes wurde an zahlreichen komplexen Beispielen demonstriert. Insbe-
sondere konnte gezeigt werden, dass eine konsequente Behandlung der Faser-Faser-Interaktionen
die Hauptkomponente zur Volumenerhaltung in solchen Anordnungen bildet. Erst die physika-
lisch korrekte, faserbasierte Geometriesimulation in Verbindung mit geeigneten Renderingver-
fahren erméglicht einen bis dato im Bereich der Haarsimulation einmaligen Realismus.
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Was bleibt also zu tun?

1. Bisher wurde die Kollisionsantwort lediglich in Kombination mit der impulsbasierten Dar-
stellung von kinematischen Ketten betrachtet. Der Nachteil liegt auf der Hand. Partiell sich
widersprechende Zwangsbedingungen uni- und bilateraler Natur, die durch Kontakte und
Gelenke induziert werden, erfordern eine iterative Harmonisierung, die bspw. bei Fasern,
die unter hohen Zugspannungen stehen, nicht gelingen will. Zur Projektion des globalen
Losungsvektors auf die Schnittmenge der durch die Zwangsbedingungen aufgespannten
zulédssigen Teilrdume bedarf es hingegen geeigneter Losungsstrategien fiir hochdimensio-
nale Optimierungsprobleme mit einer groflen Anzahl an nicht linearen Nebenbedingun-
gen. Zur Beseitigung dieser Probleme bietet sich der Einsatz eines implizit beschridnkten
Ansatzes, wie der speziellen Theorie der COSSERAT-Stdbe an, bei der die ,,bilateralen Zwén-
ge” bereits durch entsprechende Differentialgleichungen in kontinuierlicher Form Eingang
in das Gesamtsystem gefunden haben. Wie man mit den daraus notwendigerweise resultie-
renden Steifigkeitsproblemen fertig wird, haben wir im Rahmen dieser Arbeit ausfiihrlich
diskutiert. Im Hinblick auf die Einflechtung stoflartiger Krifte in die CosseraT-Theorie,
kann, wie weiter oben bereits angedeutet, vom Konzept der Differentialinklusionen Ge-
brauch gemacht werden. Die Ausarbeitung entsprechender Gleichungen wiirde allerdings
den Rahmen dieser Arbeit sprengen und bleibt damit der Zukunft vorbehalten.

2. Betrachtet man die klassische CouLomBsche Reibung, die hier auf den anisotropen Fall
generalisiert wurde, als Teilaspekt des Uberbegriffes der Adhision, ist die Erweiterung auf
andere Faser-Faser ,,Wechselwirkungen” makroskopischer Natur, wie bspw. das Zusam-
menkleben infolge von auf der Oberfliche haftenden Substanzen naheliegend. Wihrend
die generalisierte impulsbasierte CouLomMBsche Reibung lediglich der Tangentialgeschwin-
digkeit entgegenwirkt, beeinflusst die Adhésion im klassischen Sinne auch die Geschwin-
digkeit normal dazu. Eine entsprechende Erweiterung des projektiven Ansatzes scheint ge-
nerell moglich.

3. Die Beispiele, die zur Demonstration unseres Ansatzes vorgestellt wurden, diirfen mit
Recht als komplex bezeichnet werden. Zur Berechnung vollstindiger Frisuren ist eine Be-
schleunigung bestimmter Teilaspekte der Prozesskette jedoch sinnvoll. Die Integration der
Differentialgleichungen im Rahmen des Zeitschrittverfahrens ist fiir jede Faser einer An-
ordnung durchzufithren und kann wegen der Unabhingigkeit dieses Teilaspektes paralle-
lisiert werden. In diesem Kontext bietet sich der Einsatz entsprechender Graphikhardware
an (z.B. NVIDIA Tesla™).

Die systematische Erweiterung des Ansatzes im oben vorgeschlagenen Rahmen erméglicht die
simultane Betrachtung von Faser-Faser-Interaktionen, sowohl attraktiver (Wasser, Lipide, kos-
metische Produkte, etc.), als auch repulsiver (elektrostatische Krifte, Kollisionen) Natur. Unter
Beriicksichtigung der o.a. Aspekte scheint eine akkurate Berechnung des mechanischen Verhal-
tens komplexer Frisuren auf der Basis einzelner Fasern mit ,,vertretbarem” Aufwand bereits in
greifbare Néhe geriickt.
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A Anhang

A.1 Notation

Die Notation ist in den Tabellen Tab. (A.1), Tab. (A.2) und Tab. (A.3) zusammengefasst. Auf die
Angabe von Funktionsparametern oder Indices wurde dabei verzichtet.

Symbol Bedeutung

g Bilateraler Zwang im R3

h Unilateraler Zwang im R?

Vh Gradient des unilateralen Zwanges im R?

i, j, k, 1 Laufvariablen

k Modul

m Masse (pro Einheitslidnge)

ms Projektion internes Moment auf Tangente d3
my Projektion internes Moment auf globale Z-Achse
ng Projektion interne Kraft auf globale Z-Achse

t Zeit

At Zeitschrittweite

s Kurvenparameter

As Réumliche Schrittweite

L1 Linge, LAGRANGE-Funktion

z Substitution fiir cos 6

21, 22, 23 Reelle Wurzeln des kubischen Polynoms

A Querschnittsfliche

E E-Modul, YounGsche-Zahl, Energie

G Torsionsmodul, Schubmodul

H HamiLroN-Funktion

T Kinetischen Energie

U Potentielle Energie

w Energiefunktion (elastische Energie einer Faser)
I, L, 13 Hauptflachentragheitsmomente pro Einheitsldnge

&€
a5, &, B, Bts Ys» Pt
A

¢ 0,y
P
P
I

T

Restitutionskoeffizient

Beiwerte des generalisierten a-Verfahrens

Eigenwert, LAGRANGE-Multiplikator

EuLER-Winkel

Spektralradius

Lineare Dichte

Reibungsbeiwert, Relaxationsparameter, polares Flichentragheitsmo-
ment pro Einheitslange

Logarithmisches Dekrement

Tabelle A.1: Notation. Skalare.

A.2 Der Lagrange-Formalismus

Uber die Anwendung des LAGRANGE-Formalismus kommt man schnell zu den Bewegungsglei-
chungen selbst komplexer Systeme. Voraussetzung dafiir ist die Einfithrung von verallgemeiner-
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Symbol  Bedeutung

Beschleunigung, lokaler Vektor
Koordinatenachsen

Einheitsvektor

Externe Kraft

Gravitationsvektor

Externes Moment

Internes Moment

Normale, interne Kraft

Impuls

Transformation {x, R}, Quaternion
Generalisierte Koordinaten, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen
Ortsvektor

Raumliche Geschwindigkeit ({v, w})
Dehnung (Scherung und Extension)
Gewichtungsvektor

Kontaktpunkt, Zustandsvektor
DarBoux-Vektor, Biegung und Torsion
Initiale Biegung und Torsion
Winkelgeschwindigkeit, Twist-Vektor
Reaktionskraft

Gesamtreaktionskraft
Dissipationspotential

Kraftterme in Strukturdynamikgleichung
Drehachse

Déampfungsmatrix (Stabilitatsanalyse)
CoRrIoLIs-Matrix

Déampfungsmatrix, Generatormatrix
Einheitsmatrix R3*?

Tragheitstensor

Jacobimatrix

Steifigkeitsmatrix

Drehimpuls

Massematrix

Raumlicher Impuls ({p,L})
Generalisierte Krifte in LAGRANGE-Gleichung
Rotationsmatrix

Tangente

2
a:

HEORZEN A " HUOPD>RETERAKI<ETa0T B g —® "o s

Tabelle A.2: Notation. Vektoren und Matrizen.

ten Koordinaten q(t) = (qi(¢),...,q,(¢)), die den Systemzustand zu jedem Zeitpunkt ¢ ein-
deutig charakterisieren. Die generalisierten Koordinaten spannen den Konfigurationsraum des
Systems auf. Man definiert die so genannte LAGRANGE-Funktion als

L(q,4,t)=T(q,9,t) - U(q,1). (A1)

Hierin sind T und U die kinetische bzw. die potentielle Energie des Systems, ausgedriickt durch
seine verallgemeinerten Koordinaten. Die Bewegungs- oder LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art
nehmen die folgende Form an,

d 2 P)
——L(q,q,t) - —
TED (q9.9,1t) 30,

mit den verallgemeinerten Geschwindigkeiten g = (gy,...,§,). Nach Herleitung der Energie-
funktionen T und U ergeben sich durch Einsetzen und Differenzieren die Bewegungsgleichun-
gen als System gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die durch Integration zu

L(q,4,t) =0, (A.2)
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A.2 Der Lagrange-Formalismus

Symbol Bedeutung

A Menge aktiver Kontakte

B Starrkorper

c Konfiguration einer Faser

M Konfigurationsraum

N Normalenkegel

Lf Limitkurve

L? Limitfliche

T Zusammengesetzter Tangentenkegel

u Kontaktmenge

FC Reibungskegel

TyM Tangentialraum zum Konfigurationsraum
Ty M Kotangentialraum zum Konfigurationsraum
D Menge zuléssiger Systemzustande, Distanzfeld

sn, cn, dn Jacosische elliptische Funktionen
F(m/2,k)  unvollstindiges elliptisches Integral der ersten Art

E(¢,k) unvollstindiges elliptisches Integral der zweiten Art
I1(¢,n, k)  unvollstindiges elliptisches Integral der dritten Art
K(k) vollstandiges elliptisches Integral der ersten Art

d¢ Partielle Ableitung nach der Zeit

Os Partielle Ableitung nach dem Kurvenparameter s

] Zeitableitung einer Gréfie

o Ableitung einer Grofie nach dem Kurvenparameter s
o! Inverse

o' Transponierte

O Schief-symmetrische Matrixdarstellung eines Vektors

Tabelle A.3: Notation. Mengen, elliptische Integrale und andere.

l6sen sind. In Ausnahmefillen, u.a. bei sehr einfachen mechanischen Systemen, ist eine analyti-
schen Integration der Ausdriicke moglich.

Die LAGRANGE-Gleichungen selber lassen sich aus der Forderung rechtfertigen, dass das Wir-
kungsintegral § = ftlt2 L(q,q,t)dt der LAGRANGE-Funktion stationdr werden muss. Das ent-
spricht dem HamMiLTONschen Prinzip oder dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Danach ist jedes
mechanische System durch die LAGRANGE-Funktion bzw. durch seine generalisierten Koordi-
naten und Geschwindigkeiten eindeutig bestimmt. Die Bewegung des System zwischen zwei Zu-
stinden zu den Zeitpunkten #; und ¢, verlduft so, dass das Wirkungsintegral einen extremen Wert
annimmt.

Der LAGRANGE-Formalismus kann auf nicht konservative Systeme erweitert werden. Das
sind Systeme, in denen nicht ausschliefllich konservative Krifte wirken. Damit sind Potential-
krafte gemeint, wie bspw. die Gewichtskraft eines Korpers infolge Gravitation. In diesem Fall
werden die generalisierten Krifte Q;, die am System angreifen, auf die rechte Seite der La-
GRANGE-Gleichungen geschrieben. Auch eine Erweiterung auf Nebenbedingungen der Form
>i bi, (9> 9i, t)8q; ist durch Einfithrung von LAGRANGE-Multiplikatoren moglich. Auf der rech-
ten Seite erscheint ein weiterer Term der Form }:; A;by,, dessen Multiplikatoren dann bei der
Integration zu bestimmen sind.

Beispiel A.2.1 Wir geben im Folgenden ein einfaches Beispiel zum besseren Verstindnis an: den

Korper auf der schiefen Ebene mit der Neigung «. Als generalisierte Koordinate wdhlt man die Weg-
lange q, die der Korper auf der schiefen Ebene zuriicklegt. Wir fiihren zundchst eine Variablentrans-
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formation durch,
x(q) ={qcosa,0,qsina}.

Die kinetische und potentielle Energie des Systems bzw. die korrespondierende LAGRANGE-Funktion
sind dann

1
T(x,x%) = mez, U(x) = mgx,,

. . 1 .
L(9,4) = T(q,4) - U(q) = quz - mgqsina.

Durch Anwenden des LAGRANGE-Formalismus erhdlt man die folgende gewohnliche Differential-
gleichung erster Ordnung,

%q(r) = -gsina,

mit der bekannten analytischen Losung

1
q(t) = —Egt2 sina + dot + qo.

Auch die Reibung zwischen Korper und Unterlage kann beriicksichtigt werden. Dazu braucht man
die Normalkraft (N = mgcos «), die aber infolge der generalisierten Koordinatendarstellung nicht
direkt angegeben werden kann. Wir wenden das Prinzip der virtuellen Verriickungen zur Ermittlung
der generalisierten Krifte Qq, = dW/dq; an,
6W = [-sgn(q)uN] dq
= [-sgn(q)umgcos a] oq
Qq; = SW/éq;
= —sgn(q)umgcos a.

Beispiel A.2.2 Als weiteres Beispiel sollen die Bewegungsgleichungen fiir den symmetrischen Dreh-
kreisel hergeleitet werden. Alle GrofSen werden in Bezug auf ein korperfestes Koordinatensystem
angegeben. Als generalisierte Koordinaten wdhlt man die drei EULER-Winkel q; = {¢, 0, y}. Die
lokale Winkelgeschwindigkeit w in Abhdngigkeit von den EULER-Winkeln ist

sinfsiny cosy 0\ [¢
w=|sinfcosy —siny 0[|0].
cos 6 0 1) \y

Mit dem Tragheitstensor T = diag (L, I, I) und der Symmetriebedingung I, = I, kann die kineti-
sche Energie des Kreisels durch die EULER-Winkel bzw. ihre Zeitableitungen q; = {$, 0, v} ausge-
driickt werden.

T = leIw
2
= % [11 (¢sin03inw+ 9COSI//)2 +1 ((ﬁsin@cosy/— ésinw)2+
I (¢pcos 6+ w)z]
- % [11 (¢*sin® 0+ 0%) + I ($ cos 0 + 1//)2] :
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A.3 Berechnung der Wurzeln

Die Potentielle Energie ist U = U(¢, 0, v) = mgcos 0, so dass sich schliefSlich mit der LAGRANGE-
Funktion L(q,q) = T(q, q) — U(q) die folgenden Bewegungsgleichungen ergeben,

d, .. ; . 0
I [Ilgbsmze+13c056(¢c0s9+1//)] + a—(/)U:O,

Il(é—sin9c059<[>2) +I3gbsin6(¢c050+1]/) + a—an:O,

13% (¢cos@+¢)+%U:0.

Die Standardform der LAGRANGE-Funktion lasst sich sehr elegant auf dissipative Krifte er-
weitern, die von den generalisierten Geschwindigkeiten abhdngen. Im ersten Beispiel hatten
wir lediglich Gleitreibung betrachtet, die in den Term der generalisierten Kréfte aufgenommen
wird. Eine besondere Form der geschwindigkeitsabhdngigen Reibung wird durch die RAYLEIGH-
Dissipationsfunktion beschrieben,

Y 1 -
Y(a,4.) = 24 D(a,£)4 = 2 3 > Dij(a, £)did. (A3)
7

Man kann zeigen, dass die Ableitung der Dissipationsfunktion nach den generalisierten Ge-
schwindigkeiten folgende Form annimmt,

0 ) .
a—qY(q, q,t) = zDij(q, )4 = -Q;. (A.4)
! j

Dissipative Krifte werden in einem separaten Term auf die linke Seite der LAGRANGE-
Gleichungen geschrieben,

d o

0 0
__L ).)t __L ).)t _Y ).)t = i A'
TR (9,4,1) 30, (9.4 )+aq,» (9,9,1) = Q (A5)

wobei Q; jetzt ausschliefllich externe Krifte, z.B infolge Reibung oder Kollisionen beschreibt.

A.3 Berechnung der Wurzeln

Wir betrachten die rechte Seite der Gleichung

(%)zzm (z-2)(z2-2) (53— 2). (A.6)

Diese kann als kubisches Polynom der Form

3

P=qZ’+zt+cz+c (A7)
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ausgedriickt werden. Die Berechnung der Wurzeln {zj, 25, z3 } von P fithrt auf,

¢ €1
zZ1=-2 cos|—=-)-—,
! Qeos{3)=3
(:+27T C1
Zp=-2 cos - —,
2 Q 3 3
C-ZT[ C1
Z3 = —2\/_cos 3 — g,

Q ¢t -3¢,
9 bl
R 2(:13 —-9cicy +27¢3
54
{ = arccos

R
Vo

A.4 Analytische Jacobi-Matrizen fiir die a-Methode

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A1)
(A.12)

(A.13)

Im Folgenden geben wir die Jacos1-Untermatrizen oF/ ax;. an, die fiir das NEwTON-Verfahren
zur Losung der dynamischen CosserRAT-Gleichungen gebraucht werden. Auf die Angabe ent-

sprechender Matrizen fiir 0F/ 8x;._1 verzichten wir an dieser Stelle aus Platzgriinden.

_ (=B (=ps)
ys As

() (1) (x2))
(180 (1-B) ()’

9OF

0
0
0
vl 0
0

0

m(l-ap)(1-as)
vt At

(1-B0) (1B m(ws))
(80 (1B m(wy))
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(=B (1) (k=)'

_ (1=B)(=Bs)
ys As

(-0 (1) ()
0

S o o o o

(1) (1-pe)m(ws))

m(1=ap)(1-as)
vt At

(=) (=) m(wy)!

~(1-B0) (1= ()} ]

(1-80) (1) ()

_ (=) (=ps)
ys As

0
0
0
0
0

0
(1B (1B m(wy)!
(B0 (1B m ()]

m(1-a;)(1-as)
yt At

(A14)



2E _
dwl

oF

i,

oF

=
ow},

A.4 Analytische Jacobi-Matrizen fiir die a-Methode

0

(1=B) (-1+5)
0

_ (=B (=ps)
ys As

~(1-B0) (1) (<2))
(=61 (12 (x)!

4
penrt(i-ay) (1-as)
1/4 TA

—1/4 (1-B:) (1-Bs)pc 74(‘02);
0
0
(=B 1B Im(ve)]
(1=B0)(1=B)m(»,)]

(1-B1)(1-p5)
0
0
(l_ﬁt)(l_ﬁs)(’ﬁ);

_ (=B (-Bs)
ys As

_(l_ﬁt)(l_ﬁs)(Kx);
1/4 (1=B1) (1=Bs)pe w1t (wz)}

4
perr(l—ap)(1-ag)
1/4#

0

(1=B1) (=B Im(v2))
0

~(1=B0) (=) m(vs))

0

0

0
(1B (1B ()’

(l—ﬁt)(l—ﬁS)(Kx);-
_ (=B (-ps)
ys As

1/4 (I*ﬁt)(lfﬂS)(“’y)}Pc nrt
“1/4 (1=B) (1=P)pe mr (w:)

4
pemr-(I—ap)(1-as)
l/ZT

) (-BIm()]
(l_ﬂt)(l_ﬁs)m("x);
0

(A.s)

(A.16)

(Aay)
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OF

i
ok,

9E
Bké
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0
(1-B0) (=) (72!

(=B (1-B) (1))
(-ap)(1-as)
ye At

(-8 (1-B:) (@2))

(=B (=B (@))!
_En (=B (-Bs)
ys As

(1=0) (1=Bs) (= () EEL+ G () 1=() 1))
(1=B0) (=) (~EE2 () =(5); )+ ()11
0
(1-B0) (1) (n2))
~(1=B) (1=B:) (ny)}

(-4 (1-Be) (v2)!
0
(1) (1) (v’

~(1-Br) (1-B) (w2)!
(-ay)(-as)
vt At

(180 (1) (@5’

) (l_ﬁf)(l_ﬁ-‘)(_GH((Kz);-_(KE)j)‘F(KZ);Elz)

_EI (1-B¢)(1=Ps)
ys As

(1= (1=Bo) (= (ex) {EL+ED ()1 (x3),))
~(1=B0) (1=B:) (n2)!
0
(=) (1=Bo) (nx)'

(=) (1-B3) (v,)'
~(1-Be) (1=Bs) (72}
0
(1-B1) (1-B:) (@)}
~(1-B1) (1-B:) (@)
(1-ar) (1-as)
yt At

(1=B1) (1=B:) (= () Gu+EL ((x,) 1=(x5);))
(=) (1=Bo) (~En (k) =(x5) 1)+ (k) G

_Gu(=p1)(=ps)
ys As

(-8 (1-Bs) ()]
(1) (1) ()
0

(Aa8)

(Aag)

(A.20)



A.5 Elliptische Integrale und Jacobische elliptische Funktionen

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
oF 0 0 0
ont 0 (1-B) (1) 0
(1-B1) (-1+B5) 0 0
0 0 0
- =P Cobe) (=B (-Bs) ()} =(1=B1) (1=B:) (k)
~(-B) (B (k)y  —UEDEED (g (1-B0) (i)'
[ =B (-B) ()] ~(=B) (=B ()i - G=EDCR)

(A.21)

A.5 Elliptische Integrale und Jacobische elliptische Funktionen

Ausgehend von der Definition fiir das unvollstindige elliptische Integral der ersten Art,

Fok)= [T =2
0 \/1-k2sin’ ¢
mit dem Modul k € [0,1] und der Amplitude ¢,
¢ =amF(¢, k),
definiert man die JacoBischen elliptischen Funktionen sn, cn und dn wie folgt,

snF($, k) =sin g,
cnF(¢, k) =cos ¢,

dnF(¢, k) =+/1- k?sin® ¢.
Fiir k = 0 gilt,
snF(¢,0) =sinF($,0), cnF(¢$,0)=cosF(¢,0), dnF(¢$,0)=1,

fiir k = 1 hingegen,

snF(¢,1) =tanh F(¢,1), cnF(¢$,1) =sechF(¢,1), dnF(¢,1)=sech F(¢,1).

Fiir die Ableitungen nach dem Parameter ¢ gelten die folgenden Beziehungen,
%snFU/),k): cn F(¢,k)dnF(¢, k),
%an(@k):— snF(¢,k)dnF(¢,k),

% dn F(9, k) = —K’sn F(, k) cn F(9, k).

(A.22)

(A.23)

(A.24)
(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A31)
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Die elliptischen Integrale der zweiten und dritten Art folgen den Definitionen

E(¢,k) = / \/1- k%sin? godq), (A.32)

(¢, n, k) = : (A.33)

0 (1-nsin? (p) l—kzsm

Auf die vollstindigen Integrale der ersten, zweiten und dritten Art kommt man durch Setzen
von ¢ = m/2. Fur F(n/2, k) ist die Abkiirzung K(k) tblich. Oftmals tberfithrt man die el-
liptischen Integrale durch die Substitution u = sin¢ oder s = F(¢,k) in die vom Sinus der
Amplitude oder dem Kurvenparameter s abhingigen Formen. Wir verzichten an dieser Stelle
auf die Angabe der substituierten Formen und verweisen auf die einschldgige Literatur, vgl. z.B.
[Abramowitz & Stegun, 1970].

A.6 Definition der Raume

A.6.1 Spezielle Orthogonale Gruppe, SO(3)

Die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) oder Drehgruppe im R? ist die Menge aller linearen
Transformationen, welche die Lénge eines Vektors erhalten und die Eigenschaft erfiillen,

SO(3) = {R:ReR”, R'R=1detR=+1}. (A.34)

Dies entspricht der Menge aller Rotationen um den Ursprung des R>. Die Lie-Algebra der SO(3)
wird als so(3) bezeichnet und ist durch die Menge der schief-symmetrischen Matrizen der Form

0 -w, wy
w=w, 0 -wxl, (A.35)
—wy Wy 0

gegeben. Sie bildet einen Vektor w € R? auf einer Matrix @ € so(3) ab. Ferner gilt
[d)l, d)z] = 6)16)2 - d)zd)l. (A.36)

Dies entspricht gerade der Kreuzproduktoperation im R3, w; x w,, mit wy, w, € R3. Fiir beliebige
Vektoren p € R? ist die Multiplikation mit der schief-symmetrischen Matrixdarstellung von @
identisch mit der Kreuzproduktoperation im R*, @ p = w x p.

A.6.2 Spezielle Euklidische Gruppe, S£(3)

Die Spezielle Euklidische Gruppe SE(3) ist die Menge aller homogenen Starrkorpertransforma-
tionen im dreidimensionalen EukLipischen Raum R3,

SEB3) = {A:A [g‘ d] ReR>™ deR}R'R=1, detR—l} (A.37)

Man kann zeigen, dass S€(3) eine Mannigfaltigkeit und bei Matrixmultiplikation wie eine Grup-
pe zu behandeln ist. S€(3) ist eine L1E-Gruppe der Dimension sechs. Der Tangentenraum einer
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Lie-Gruppe hat die Struktur einer Lie-Algebra. Die Lie-Algebra der SE(3) wird als se(3) be-
zeichnet und ist wie folgt definiert,

se(3) = {[‘(l)) 11)] c@weR¥ peR o' = —(v} ) (A.38)

@ € s0(3) ist die schief-symmetrische Matrixdarstellung des Vektors w € R>.
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