Algorithmen f Gr Matchingprobleme In
speziellen Graphklassen

Dissertation

zur
Erlangung des Doktorgrades (Dr. rer. nat.)
der

Mathematisch-Naturwissenschatftlichen Fa&ult
der

Rheinischen Friedrich-Wilhelms-UnivergitBonn

vorgelegt von

Martin L ohnertz
aus

Wirselen

Bonn (September) 2009



Angefertigt mit Genehmigung der Mathematisch-Naturwissdaftlichen Fakuéit der
Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Univer&itBonn

1. Referent: Prof. Dr. N. Blum

2. Referent: Prof. Dr. M. Karpinski
Tag der Promotion: 3.2.2010
Erscheinungsjahr: 2010



\Vorwort

Seit mir im Rahmen des Bundeswettbewerbs Informatik Matghrimigjeme erstmals be-
gegneten, dort der gewichtete Fall als Subroutine des Algous von Christophides [4],
bin ich davon fasziniert, dass zu einem strukturell so eim&scheinenden Problem noch
nicht alle Fragen abschlie3end gaklwerden konnten. Diese Begeisterung begleitete
mich durch mein gesamtes Studium, beeinflusste meine Natieméhl “Diskrete Ma-
thematik” und die Wahl meines Diplomarbeitsthemas [26].

Somit war es nur nétlich, dass diese Problematik bei der Auswahl eines Farsgsthe-
mas sofort erste Wahl war. Ich bin von zwei Seiten an das Gebrangetreten: Einerseits
habe ich versucht, eigene schnellere Algorithm@ndlas allgemeine Problem zu finden,
aus dieser Bestrebung ist Teil Il entstanden. Anderersalis ich Forschungsergebnisse
meines Betreuers Prof. Dr. Blum zum allgemeinen Matching miesaen Verfahren ver-
bunden, um auf diese Weise dessen Arbeit auf diesem Gebsetameen. Diesiihrte zu
den Resultaten im Teil I.

Mein besonderer Dank gilt meinem Betreuer, Herrn Prof. Dr.nBlunserem Abtei-
lungsleiter Prof. Dr. Karpinski, sowie meinen Kollegen Brathias Hauptmann, Matt-
hias Kretschmer, Johannes Langguth, Hans-Hermann Lem@&u Peter Wegner, die
in fruchtbaren Diskussionen meine Arbeit bereicherten.

Diese Arbeit vidre nicht naglich gewesen ohne die Untdistung meiner Eltern Werner
und Lilli Anna Lohnertz, die mit grol3er Geduld meine Promotionszeit eetndgaben und
denen ich @ir ihre besindige Ermutigung danke.

Bonn, 23.9.2009
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfahrung

Das Matchingproblem ist ein klassisches Problem der Grathkerie. Ein gutes Beispiel
zur Veranschaulichung von Matchingproblemen ist eine Varanstaltung: In einem
Saal sind einige dnzer versammelt. Jeder gibt auf einem Fragebogen an, riaheve
der anderen Personen er gerne tanzénde. Nun soll eine iglichst grol3e Zahl von
Paaren gebildet werden (vgl. Abb. 1.1). In dem hier dardje=teBeispiel gehen wir

Winsche 0 0 0 o Paare
O OB
® v W\

Abbildung 1.1: Paarbildung bei Tanzveranstaltung

davon aus, dass jeweils ein Mann mit einer Frau tanzt. Diegdeaster nzer kann
also in zwei disjunkte Mengen (“&hner” und “Frauen”) zerlegt werden, so dass zu
jedem Paar jeweils ein Mann und eine Fraudeh. Diese besondere Situation werden
wir als das sogenannte “bipartite” “Matchingproblem” bieh@en. Die allgemein als
Matchingproblem bezeichnete Fragestellung sieht keideheoTrennung vor - sie
entspricht beispielsweise der Bildung von Arbeitsgruppesja zwei Personen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, Algorithmen zum schnellendém solcher paarweisen
Zuordnungen (“Matchings”) zu entwickeln.

Fragestellungen aus dem Umfeld des Matchings treten aucahireichen anderen
Anwendungen - z.B. in der automatischen Stundenplanarstglt als Teilprobleme
auf, so dass eine Beschleunigung der Verfahren zum FinderMatohings unmittel-
bare Auswirkungen auf viele andere Bereiche haiut treten in diesen Kontexten
Spezialélle des Matchingproblems auf, die effizienter agtlwerden knnen als das

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

allgemeine Problem. In dieser Arbeit werden wir uns inshdsce mit solchen Proble-
men auseinandersetzen, in denen viele verschiedésenigen raglich sind, und zeigen,
dass - der Anschauung entsprechend - in diesdlier-eine losung effizienter gefunden
werden kann.

1.2 Notation

Bei Bezigen auf &tze, Lemmata etc. die mehr als zwei Seiiderspringen, geben wir
die zugelrige Seitennummer in Form eines kleinen Indexes analish finden sich
Verzeichnisse am Ende dieser Arbeit.

Definitionen, die auf ein Kapitel besémkt sind, finden sich dort. Wir verwenden
ansonsten die in der Graphentheorie etablierten Notatiorgd. z.B. [3] oder [22]):

Ein Graph G = (V, E') besteht aus einer Menge vémotenV” und einer Menge von
Kanten E. Graphen Knnengerichtetoder ungerichtetsein. ImungerichtetenFall ist

jede Kante ein ungeordnetes Paar von Knoten, AIS0 . Bei einemgerichteten

2
Graphenist jede Kante ein geordnetes Paar von Knoten, alsc V' x V. Man stellt
eine Kante entsprechend als das Tupelv) dar, wobei manu als den “Schwanz”
undv als den “Kopf” der Kante bezeichnet. Will man Graphen zegifsth darstellen,
so verwendet manuf die Knoten zumeist Punkte undrfdie Kanten diese Punkte
verbindende Strecken bzw. im gerichteten Fall Pfeile vosh¥&anz” zum “Kopf”. Diese
anschauliche Darstellung wird auch in die Spradbernommen: Man sagt, dass eine
Kante zwei Knoten “verbindet”, bzw. im gerichteten Fall v@nem Knoten zum anderen
Knoten “fuhrt”. Zu einem gegebenen GraphénhbezeichnetF(G) seine Kanten- und

Abbildung 1.2: Zeichnerische Darstellung eines ungeeieht (a) und eines gerichteten
Graphen (b)

V(G) seine Knotenmenge. Wenn nicht anders angegeliereR wir die Kardinalét der
KnotenmengeV (G)| mit » und die der Kantenmend&'(G)| mit m ab.

Eine Kante heil3inzidentzu einem Knoten, wenn sie diesen mit einem anderen Knoten
verbindet (bzw. in Mengennotation: wenn sie diesen &@tjthZwei Knoten werden
adjazentgenannt, wenn es eine Kante gibt, die zu beiden inzidenBibt.es zu je zwei
Knoten lochstens eine Kante, die zu beiden inzident ist, heil3t depl@&infach Mengen
von paarweise nicht adjazenten Knoten werden uasablangige (Knoten-) Mengen
bezeichnet.

Ein Teilgrapheines Graphety ist ein GraphHd = (V/, E') mit V! C V. undE’ C E. Wir
schreiben vereinfachend C G. Ein Teilgraph heil3spannendwenn er alle Knoten des
Graphen enthlt, alsol” = V' gilt. Ein Teilgraph heil3induziert wenn bei fest ge@ahlten



1.2. NOTATION 3

Knoten des Teilgraphen alle Kanten zwischen diesen Knotsndam urspinglichen
Grapheriibernommen werden, aldt = {(u,v) € Elu,v € V'}.

Der Schnittzweier GrapherG N F' ergibt sich als Schnitt der jeweiligen Knoten- und
Kantenmengen. Er ist der@Bte gemeinsame Teilgraph beider Graphen.

Die Nachbarschaff'(v) eines Knotens ist die Menge der zu ihm adjazenten Knoten.
Der Grad §(v) eines Knotens ist die Zahl der zu diesem Knoten inzidenten Kanten,
im Fall einfacher Graphen gilt entsprechef\d) = |I'(v)|. Ein Graph heiRtegular,
wenn alle Knoten den gleichen Grad haben. Mi{t&) bezeichnen wir deMaximalgrad
des Graphens/ also A(G) := max,cy () d(v). Ist ein Teilgraph/ eines Grapheid/
gegeben, so bezeichngt(v) den Grad des Knotensin diesem Teilgraphen.

Ein Graph hei3bipartit, wenn sich seine Knotenmenge so in zwei nichtleere dispunkt
Teile A und B (z.B Tanzer und @nzerinnen) zerlegedRt, dass alle Kanten Knoten aus
A mit Knoten ausB verbinden, es also keine Kanten zwischen zwei Knoten/aader
zwei Knoten aus3 gibt. Wir bezeichnen die Menge aller ungerichteten Kantigmgine
Knotenmenged mit einer anderen Knotenmengdgeverbinden, alsA @ B := {{u,v} |

V x V,u € A,v € B}. Entsprechend giltifr ungerichtete bipartite GraphéhC A ® B
und fur gerichtete bipartite Graphein C A x BU B x A.

Ein Matchingin einem ungerichteten Graphen ist eine Menge von Kahfem der keine
zwei Kanten einen Knoten gemeinsam hablenw} N {z,y} = 0 V{v,w}, {z,y} € M.
Man sagt auch dass die Kanten eines Matchings @nabléngige Kantenmendalden.
Die GroRRer(M) eines Matchings ist seine Kardinalit

Ist ein Matching gegeben, so nennt man Knoten, die nichtrzer é{ante des Matchings
geloren,frei, und solche, die dazugéren, iberdeckt Analog bezeichnet man Kanten,
die nicht zum Matching gdiren, aldreie Kanterund die dazugetrigen Kanten aldlat-
chingkanten Bei einem gegebenen Matchidg in einem Graphert; ist die Zahl der
uberdeckten KnoteR|M | und die Zahl der freien Knotevi(G) — 2| M |.

Ein MatchingM heif3t

o perfekt wenn es jeden Knoteitberdeckt, alsJ, .\ {z,y} = V.

¢ nicht erweiterbaywenn es nicht rixglich ist, dem Matching weitere Kanten hinzu-
zufugen, es also kein Matchiny’ mit M ¢ M’, M # M’ gibt.

e maximal wenn es kein gif3eres Matchind/’, |M’| > | M| gibt.

a) b) <)

Abbildung 1.3: a) Ausgangsgraph, b) nicht erweiterbaretcMag, c) maximales Mat-
ching
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Man bezeichnet ein Matchingproblem mit einem zugrundehelgn bipartiten Graphen
auch aldipartites Matchingproblemansonsten als nichtbipartites oder allgemeines Mat-
chingproblem.

Ein Pfad ist eine Folge von Knotertvy,...,v,), bei der je zwei aufeinanderfolgen-
de Knoten adjazent sinv;,v;11) € E,i = 1,...,r — 1; er heil3teinfach wenn
die Knoten paarweise verschieden sind. Die Kanten des ®fade) sind die Kanten
{ei = (vi, viz1) iz, r—1, die die Knoten jeweils miteinander verbindéty,, ,, bezeich-
net den Teilpfad vorP, der bei Knoterv; beginnt und bei Knoten; endet. EinKreis

ist ein einfacher Pfad, bei dem Anfangs- und Endknoten iseimisind. Die lange eines
PfadesP = (vq,...v,) bezeichnen wir mit(P) := |[E(P)| =r — 1.

Ein alternierender Pfadu einem gegebenen Matchidg ist ein einfacher Pfad, der ab-
wechselnd Kanten aud/ und ausE\M enthalt. Er heil3tA/-augmentierendwenn er
dabei mit jeweils einer Kante aus\ M/, d.h. mit einer freien Kante beginnt und endet.
Wenn keine Unklarheiten baglich M bestehen, sprechen wir einfach von augmentie-
renden Pfaden.

Diese Pfade sindif die Konstruktion von Matching-Algorithmen von besoreteBe-
deutung. Nimmt man von den Kanten eines solchen Pfadde Kanten, die zu einem
Matching M gehbren, aus dem Pfad heraus uidtdie anderen Kanten des Pfadedidaf
in das Matching ein, so eélft man ein gbl3eres Matching/’ (vgl. Abb. 1.4). Der Rest
des Graphen bleibt unvamndert.

a b

Abbildung 1.4: Augmentierender Pfad / Augmentierung

Nach dieser sogenannté&ugmentierungpesteht das neue Matching’ also aus den
Kanten, die zum Pfad® und nicht zum Matchingl/ gelbren und aus den Kanten, die
zu M aber nicht zuP gelbren. Diese Menge bezeichnet man auch alsgiemetrische
Differenzvon M und P. Allgemeiner: SindA und B zwei Mengen, so bezeichnen wir
mit A @ B ihre symmetrische DifferengzA\ B) U (B\A) = (AU B)\(A N B).

Graphen werden oft zur Modellierung von Transportproblesiagesetzt. Im einfachsten
Modell geht man davon aus, dass Objekte ausgehend von eitathndtens (Quelle
Uber Pfade zu einem Zielknoter{Senkg transportiert werden sollen. Hierbei katiber
jede Kante nur eine begrenzte Menge an Objekten transpievéeden. Entsprechend de-
finiert man einNetzwerkN = (V, E, c¢) als einen gerichteten Graphen mit Knotenmenge
V' und Kantenmengé sowie mit einer Funktior : £ — R, der sogenannteiiapa-
zitat. Sinds undt zwei verschiedene Knoten ali§s so ist eins-t-Flusseine Abbildung

f: EF— R,, die die folgende Bedingungen @lit:
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e Aus jedem Knoten, auf3erundt, flie3t soviel hinaus, wie hineinflief3t.

e Keine Kante wirdiber inre Kapazit hinaus belastet.

Formal ausgedickt:

> flav) = ) flub) YeeV\{st} (1.1)
(a,v)EE (v,b)EE
fle) < cle) Vee E (1.2)

Die Gesamtsirke des Flusseg ist die Gibl3e des aus heraus und it hineinflie3enden

Flusses
Z f<87b): Z f(a7t>‘

(s,b)eE (at)eE

\ollstandig ausgelastete Kantemit f(e) = c(e) werden algesattigt bezeichnet. Kan-
ten mit f(e) > 0 sindflusstragend&anten. Istc(e) = 1 Ve € E, so spricht man auch
von einem Einheitskapaaitsnetzwerk.

Unter demldentifiziereneiner Knotenmeng®”’ C V mit sich selbst verstehen wir die
Operation, die diese Knoten durch einen einzelnen Knotegtarund diesen mit all den
Knoten verbindet, mit denen die Knoten ddsverbunden waren. Wir schreiben dies als

GV = (VU{ow \V),{(v,w) € E|v,wgV'}
U{(vyr,w) | " e V' (v, w) € E}
U{(w,vy:) | " € V' (w,0") € EY}))

Ein gerichteter Graph heif3chleifenfrei wenn es keine Kanten der Forfn, v) (sog.
Schleifen gibt.

Bei der Analyse von Laufzeiten werden wir wie allgeméipolich konstante Faktoren
vernachéssigen und entsprechend die approximativen Notatiomsetien, die wir hier
nach Blum [3] und Corman et al. [38] wiedergeben:

e f(n)€O(g(n)) & 3Ice Ry dngeN Vn>ng: f(n) <cg(n),d.h. f wachst
asymptotisch langsamer ajs

e f(n)eQgn) < IceRy IngeN Vn>ng: f(n) > cg(n),d.h. f wachst
asymtotisch schneller als

e f(n) €o(g(n)) ©@Vee Ry dngeIN Vn>ng: f(n) <cg(n),d.h. f wachst
asymtotisch deutlich langsamer gls

e f(n) cw(g(n)) ©Vee Ry TIngeN Vn>ng: f(n) > cg(n),d.h. f wachst
asymtotisch deutlich schneller ajs
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1.3 Einordnung

Wir geben hier nur einen sehr kurzétberblick und besclinken uns zumeist auf die
algorithmische Sichtweise.UF die zahlreichen algebraischen und strukturellen Eigen-
schaften von Matchings sei auf Lovasz und Plummer [28], Kaif[23] oder Schrijver
[37] verwiesen.

Die meisten Matching-Algorithmen basieren auf augmeetiden Pfaden. Wenn man
einen augmentierenden Pfad findet, kann das Matching &éegr werden, indem die
Kanten auf dem Pfad, die zum Matching geén, aus diesem entfernt werden, und die
Kanten, die nicht Bestandteil des Matchings sind, hinzigfefverden (vgl. Abb. 1.5).

Abbildung 1.5: Augmentierender Pfad

Das heil3t, solange es noch augmentierende Pfade gibt, kenNatching weiter ver-
groRert werden. Der Erfolg dieser Methode beruht darauf, @asls die Umkehrung gilt:

Satz 1.1 (Berge 1952Fin Matching M ist genau dann maximal, wenn es keinen aug-
mentierenden Pfad gibt.

Beweis:Offensichtlich kann es béglich eines maximalen Matchings keine
augmentierenden Pfade mehr geben.

Die Ruckrichtung wird durch einen Widerspruchsbeweis gezé&igtsei an-
genommen, das Matching ist nicht maximal. Es ist also zuergigass es
noch einen augmentierenden Pfad gibt.

Man betrachtet nun die symmetrische Differenz zwischen degebenen
Matching M und einem maximalen Matchind/’. Jeder Knoten kann ma-
ximal zu je einer Kante aus/ und einer Kante aus/’ inzident sein. Also

hat jeder Knoten éichstens Grad zwei. Der Graph, der aus den Kanten dieser
Differenz gebildet wird, besteht somit nur aus Pfaden unéigén. Kreise
missen zudem jeweils gleichviele Kanten adsund M’ enthalten, da keine
zwei Kanten aus/ (ebensal/’) zum selben Knoten inzident seidhknen.
Da|M’| > |M| muss es mindestens einen Pfad geben, der mehr Kanten aus
M' als ausM enthalt. Dies ist nur mdglich, wenn die erste und die letzte
Kante dieses Pfades a$’ sind. Dieser Pfad ist also ein augmentierender
Pfad. 0J

Algorithmische Verfahren zum dsen des bipartiten Problems wurden schon vor dem
zweiten Weltkrieg von Kinig und Egervary angedeutet [28] und finden sich bei Kuhn und
Hall (vgl. [37]): Um ein maximales Matching zu finden, bedirman mit einem belie-
bigen (zuélligen) Matching und ver@fiert dieses nach und nagher augmentierende
Pfade. Wir werden in Abschnitt 1.4ehen, dass esdglich ist, einen solchen Pfad in
O(m) zu finden. Da ein Matching maximal die &@3en haben kann, hat dieser einfachste
Algorithmus eine Laufzeit vod®(mn).

Die erste und wesentlichste Beschleuniguimgailgemeine bipartite Graphen gelang Di-
nic [8] 1970 bzw. Hopcroft und Karp [21] 1972:
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Satz 1.2 (Hopcroft, Karp 1972) In einem bipartiten Graphen kann ein Matching in Zeit
O(y/nm) gefunden werden.

Wir werden in Kapitel 1.4 genauer auf dieses Resultat eingehe

Die bisher genannten Algorithmen funktionieren nicht irdhtbipartiten Fall. In nichtbi-
partiten Graphen bereiten die sogenannterit&” Probleme. Dies sind spezielle Kreise
ungerader Bnge, die ein solcher Algorithmus unter bestimmten @mdén f@ir einen
augmentierenden Pfad haltedrinte, obwohl keiner vorhanden ist. Das folgende Beispiel
(Abb. 1.6) kann nur einen ersten obadhlichen Eindruck bémlich dieser Problematik

:\/ﬂ

Abbildung 1.6: Blite

Das nichtbipartite Problem wurde 1965 von Edmonds [9bgklder beobachtete, dass
man die Bliten so zu einem Knoten kontrahieren kann, dass der rasuitie Graph ge-
nau dann einen augmentierenden Pfad hat, wenn der Ausgapgsgnen besal3. Genau-
eres hierzu geben wir in Teil lan.

Erst viele Jahre syier gelang die Verallgemeinerung von Satz 1.2 auf nichthite Gra-
phen:

Satz 1.3 (Micali, Vazirani 1980) In einem nichtbipartiten Graphen kann ein Matching
in Zeit O(y/nm) gefunden werden.

Die Satze 1.2 und 1.3 bilden aus praktischer Sicht nach wie vorStatus Quo ir
Matching-Algorithmen.

Fur bipartite Graphen mit hoher Kantenzahl gelang Feder untivisini [11] durch das
Verwenden sogenannter Graph-Kompressionsverfahrenvesitere Verbesserung, auf
die wir ebenfalls in Kapitel,} austihrlich eingehen werden.

Satz 1.4 (Feder, Motwani 1980-1994)n einem bipartiten Graphen kann ein Matching

in (’)(\/ﬁmkﬁgn ) Schritten gefunden werden.

Wiederum war didJbertragung auf den nichtbipartiten Fall digahste naheliegende Fra-
gestellung. Erste Arggze im Jahr 1995 von Goldberg und Karzanov [18] wurden von
diesen 1998 teilweise revidiert [24], um dann 2002 ernedtiarverbesserter Form for-
muliert zu werden. Zwischenzeitlich hatten aber auch Jiskghund Freymuth-Bger
(2001) und Bhnertz (2001,2004) das gleiche Ergebnis erzietamkn:
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Satz 3.15, 4.35 (Jungnickel, Freymuth-Paeger 2001; Goldigg Karzanov 1995, 2002;
Lohnertz 2001,2004)
In einem GraphenG mit n Knoten undm Kanten kann ein Matching in Zeit

2n
m

O(\/ﬁm%) gefunden werden.

Es gab zu jeder Zeit Versuche, spezielle Graphklassen miifideeren, bei denen das
Finden von Matchings leichter @glich ist. Zu nennen sind hier regue Graphen [6]
planare Graphen [29], chordale Graphen [7] und insbesen@eaphen, die genau ein
maximales Matching enthalten [16]. Wiiden in Kapitel ||, dieser Liste einen weiteren
Fall hinzu, ramlich bipartite Graphen, die zahlreiche disjunkte MatgBienthalten:

Satz 6.1 (Lbhnertz 2002)In einem bipartiten Graphen, der®,/n disjunkte perfekte
Matchings enthlt, kann ein perfektes Matching in Z@t(@) gefunden werden.

1.4 Grundlegende Algorithmen

Unsere Algorithmen in beiden Teilen der Arbeit bauen aufAligorithmen von Hopcroft
und Karp[21] bzw. Dinic [8] auf. Diese stellen wir daher iredem Kapitel gesondert vor.
Bei einem durch den Satz von Berge (Satz)lrispirierten Vorgehen werden immer wie-
der neue augmentierende Pfade gesuidbgr die dann wiederum augmentiert wird. Hier
ergibt sich die Frage, ob es augmentierende Pfade gibtbéiesér geeignet” als andere
sind. Da das Augmentiereiber einen Pfad die Struktur der alternierenden Pfade im Gra
phen stark veindert, erscheint es sinnvollgglichst viele disjunkte Pfade zu findeiper

die dann in einem Schritt augmentiert wird, damit man mieeirbestimmten unvander-

ten Zustand des Grapheroglichst lange arbeiten kann. Eine hohe Zahl disjunkted®fa
impliziert aber, dass die einzelnen Pfade nicht zu lang di@ifen.

Es hat sich herausgestellt, dass esatibch vorteilhaft ist, die jeweilsikzesten aug-
mentierenden Pfade zuahlen. Der Beweis dieser Tatsache folgt aber einem anderen
Gedankengang, als die gerade angedeutete Herleitung:

Zunachst stellt sich die Frage, wieviele disjunkte augmeeatide Pfade edberhaupt ge-
ben kann. Dies Krt die folgende Erweiterung des Satzes:1.1

Lemma 1.5 SeiGG = (V, E) ein Graph und seie und M’ Matchings inG' mit | M| >
|M|. Dann entkilt der GraphG’ := (V, M & M') genau|M’| — |M| knotendisjunkte
Pfade, die in Bezug auf/ augmentierend sind.

Beweis:Da alle Knoten in(V, M @& M') hochstens zu einer Kante aus jeder
Menge inzident sind, ist jeder Knoten zadhstens zwei Kanten inzident, hat
also tochstens Grad. Der GraphG’ besteht also aus knotendisjunkten Pfa-
den und Kreisen geradeiahge. Da keine zwei Kanten ai$ oder M’ zum
selben Knoten inzident seirbknen, nissen die Kanten auf diesen Pfaden
und Kreisen abwechselnd (alternierend) atisind M’ sein. Es getrt also
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nur jede zweite Kante zii/. Nur Pfade, die mit einer Kante a$’ beginnen
und enden, &nnen mehr Kanten aud’ als aus\/ enthalten, und zwar genau
eine mehr. Daher muss g¥’| — | M| dieser Pfade geben. O

Korollar 1.6 SeiG ein Graph und seied/ und M’ Matchings inG mit |M'| > |M|.
Dann kann inG' eine Menge von knotendisjunktéfiraugmentierenden Pfaden konstru-
iert werden, die mindestens/’| — | M| Pfade enthlt.

Beweis:Die |M’| — |M | Pfade aus Lemma 1.5 bilden eine solche Menge mit
genau M’| — | M| Elementen. O

1.4.1 Der Algorithmus von Hopcroft und Karp

Der Algorithmus von Hopcroft und Karp versucht, jewailser Kirzeste augmentierende
Pfade zu augmentieren. Die entscheidende Eigenschafistvesgehens ist die, dass die
Lange der krzesten augmentierenden Pfade dabei (schwach) moneigh st

Satz 1.7 (Hopcroft, Karp) Augmentiert maniuber einen krzesten augmentierenden
Pfad P, so gibt es danach keinefikzeren augmentierenden Pfad.

Beweis: Sei P’ ein augmentierender Pfad limdich M @ E(P), also dem
Matching, das entsteht, wenn mahiber P augmentiert. Es séV := M &
E(P) & E(P') das Matching, das entsteht, wenn man auch ridwér P’
augmentiert. Dann istV| = |M| + 2 und es muB3 iV, M & N) genald
Korollar 1.5 zwei Pfade”, und P, geben, die in Bezug auf/ augmentierend
sind. Da fir & das Assoziativ- und das Kommutativgesetz gelten dnd
A = ) gilt, kann manN = M & E(P) & E(P’) umformen zuM & N =
M @& M ®E(P) ® E(P'). DaE(P) und E(P,) disjunkt in M @& N liegen

=0
und M & N = E(P) ® E(P') qilt, muB |E(P) & E(P")| > |E(P)| +
|E(P,)| gelten. Da abe und P, mindestens die &nge|P| haben, folgt
daraug§E(P) @ E(P')| > 2|E(P)|. Wegen

|[E(P) @& E(P)| = |E(P)|+ |E(F)| — [E(P) N E(P)|
= 2|E(P)| < |E(P)|+ [E(P)| = |E(P) N E(P)]
ergibt sich somitE(P')| > |E(P)|+|E(P)NE(P)|, d.h.|E(P')| > |B(P)].
0

Um einen Fortschritt zu garantieren, reicht diese schwadbeotonie noch nicht aus.
Es muss also sichergestellt werden, dass irgendwann almentierenden Pfade einer
bestimmten Bnge bearbeitet wurden.
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Satz 1.8 (Hopcroft, Karp 1973) Augmentiert mariiber eine nicht erweiterbare Menge
alternierender knotendisjunkter Pfade minimalé@mgeP, so sind alle augmentierenden
Pfade im resultierenden Graphedrger als die Pfade auB.

Beweis: Sei/ die Lange der Pfade i® und P’ ein augmentierender Pfad
mit Lange|P’| < [ bediglich M & (Jp.p E(P), also beiglich dem Mat-
ching, das nach Augmentierdiber alle Pfade au® entsteht. Sei aul3er-
demN = M & Upp E(P) & E(P'). Dann ist|N| = |[M| + |P| + 1
und es muss iV, M & N) somitt := |P| + 1 knotendisjunkte augmen-
tierende PfadeP,,... P, geben. Da analog zum Beweis von Lemma 1.7
M®N = Upep E(PYOE(P") gilt,muB|Upep E(P)DE(P)| > Y21, |P|
gelten. Daraus folgtJ .., £(P) ® E(F’)| > tl. Da die Pfade irP aber dis-
junkt waren und somit

U E@)e P =] EPE)+ EP) - EP)n ] EP)

pPeP pPeP pPeP

= (t— I+ |E(P)| - |E(P)n | BE(P)
pep

=t < (t—1)Il+|EP) - |EP)n | EP)
PeP

gilt, ergibt sich|E(P")| > I + |E(P") N Upep E(P)|. Somit kann|E(F’)|
wiederum nicht kleiner alssein. Ware die lange vonP’ aberl, dann niisste
|E(P") N Upep E(P)| = 0 sein. Dann varen P’ und die Pfade irP aber
kantendisjunkt. In diesem Fallimsen sie auch knotendisjunkt sein, da keine
zwei Kanten aug/ zum selben Knoten inzident seidhknen. Also Atte man
|P’| zu P hinzufugen knnen. Dies ist aber nichtdglich, da P eine nicht
erweiterbare Menge augmentierender Pfade war. O

Dies alleine ist noch nicht hinreichend, um einen schnefieklgorithmus zu konstru-
ieren, da es augmentierende Pfade dindenl, ..., n — 1 geben bnnte. Um die Zahl
dieser Suchphasen zu besitiken, bnnen wir nun Lemma 1,®insetzen, um die Zahl
der jeweils verbleibenden augmentierenden Pfade abatrssh

Wenn wir ¢ Schritte geral3 Satz 1.8 aughren, also jeweils nicht erweiterbare Mengen
augmentierender Pfade minimaleange suchen uniber diese augmentieren, erhalten
wir ein neues Matching/. Jeder)M -augmentierende Pfad mul3 einarige von minde-
stens- haben. Es kann aber in der symmetrischen Diffe(éha/© M) hochstens; kno-
tendisjunkte Pfade mit jeweils mindestertsnoten geben, da insgesamt mup ¢ Kno-
ten vorhanden sind. Nach Lemma Jk&ann also ein maximales Matchirdg’ hochstens
2 Kanten mehr haben als das Matchihg Um das gefundene Matching zu einem ma-
ximalen Matching zu ei@nzen, geiagt es also;: mal einen beliebigen augmentierenden
Pfad zu suchen.
Wie wir zeigen werden,&nnen sowohl eine nicht erweiterbare Menge von augmentiere
den Pfaden als auch ein einzelner augmentierender Pfadti®Ze) gefunden werden,
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so dass die Gesamtlaufzéit (cm + %m) betfagt. Dieser Ausdruck wird im Sinne der
O-Notation minimal fir ¢ := \/n, womit sich eine Laufzeit vod(\/nm) ergibt.

Um den Beweis von Satz 1.2bzuschlie3en muss noch gezeigt werden, dass eine nicht
erweiterbare Menge von augmentierenden Pfaden entsmict@etz 1.8 in Linearzeit
gefunden werden kann:

Lemma 1.9 Eine nicht erweiterbare Mengelkzester augmentierender Pfade kann in
bipartiten Graphen mitO(m) Operationen gefunden werden.

Beweis:Es miissen drei Probleme gest werden:

1. Bei der Pfadsuche inssen abwechselnd Kanten, die zum Matchingoget, und
Kanten, die nicht dazu géren, verwandt werden.

2. Es muss bestimmt werden, welche Kanten und Knoten zu eiiezesten augmen-
tierenden Pfad geiren konnen.

3. Es muss eine nicht erweiterbare Menge von Pfaden gefumeleten, die nur Kan-
ten verwendet, die im zweiten Schritt gefunden wurden.

zu 1.: Die Suche nach alternierenden Pfaden: Um das erste Problem zaden, geagt

im bipartiten Fall die Beobachtung, dass ein augmentiereRti stets in verschiede-
nen Partitionen beginnt und endet; wenn man in Partiistartet, gelangt man stets mit
einer freien Kante vorB nach A und mit einer Matchingkante vod nach B. Indem
man den Graphen richtet und jeweils freie Kanten v&mach A orientiert und Mat-
chingkanten umgekehrt (vgl. Abb. 1.7), kann man das ProldemFindens eines aug-
mentierenden Pfades in ein hérkmliches Erreichbarkeitsproblem in einem gerichteten
Graphen umwandeln. Hier stehen Tiefen- und Breitensuchke@sung dieses Problems
zur Verfugung (vgl. [3]).

Abbildung 1.7: Umwandlung in ein Erreichbarkeitsproblem

zu 2.: Die Bestimmung der Kanten, die auf einem krzesten Pfad liegen knnen:

Um die Lange einesikrzesten (augmentiernden) Pfades zu ermitteln, kann maBrai
tensuche (BFS) einsetzen. Mit dieser erzielt man noch eiregteren Nebeneffekt: Ord-
net man jedem Knoten diednge einesikrzesten Weges von einem freien Knoten zu ihm
Zu, so muss jede Kante auf eineiirkesten Pfad stets von einem Knoten mit Abstana
einem solchen mit Abstand- 1 fUhren. Somit kann man die Breitensuche auch einsetzen,
um alle Knoten und Kanten zu identifizieren, die auf eindireksten augmentierenden
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Pfad liegen, und die anderen Kanten entfernen.

Der so entstehende Graph ist (im gerichteten Sinn) kreisfeedie Absande auf jedem
Pfad monoton wachsen. Jeder Pfad von einem freien KnotBrzineinem freien Knoten
in A in diesem Graphen ist automatisch eiirzester augmentierender Pfad.

zu 3.: Die Bestimmung einer nicht erweiterbaren Menge von Pfaen: Um eine nicht
erweiterbare Menge von disjunkten Pfaden zu finden, ertfeam aus dem so konstru-
ierten Graphen so lange Pfade, bis keiner mehr vorhandddastheifl3t, man sucht einen
Pfad von einem freien Knoten iB zu einem freien Knoten in, speichert diesen, und
loscht dann alle seine Knoten und Kanten aus dem GraphenidDraeg Tiefensuche in

Zeit O(m) moglich, da nach demdschen eines Pfades zum Finden eines weiteren Pfades
nur bisher nicht untersuchte Kanten betrachtet werdiéssen:

Lemma 1.10 Wird bei einer Tiefensuche der erste gefundene Ftagklbscht, so muss
zum Auffinden weiterer Pfade keine bis zu diesem Punkt be&ttadkante s@ter noch-
mals betrachtet werden.

Beweis: Wir nehmen mit dem Ziel eines Widerspruchs an, dassr eine
bereits betrachtete Kantespater ein augmentierender Pf&dlaufen kdnnte.

e kann nicht zuP gehbren, da sie ansonsten gstht wurde. Gebrt sie aber
nicht zu P, so ist die Suchéibere erfolglos zuiickgekehrt. Dies ist aber
ebenfalls nicht raglich, da in diesem Fall voa ausiiber das verbleibende
Restsiick von P’ bereits vor dem Finden voR ein anderer Pfad gefunden
worden vare. Il

Wir konnen also nach dem Finden eines Pfades einfach erneutiefarsiiche von einem
anderen freien Knoten aus starten. Oiie

Korollar 1.11 Ein einzelner augmentierender Pfad kann ebenfall®imn) gefunden
werden.

1.4.2 Der Algorithmus von Dinic

Der Algorithmus von Dinic sucht nach maximalerug$en in Netzwerken. Wir werden
aber sehen,

1. dass man jedes bipartite Matchingproblem in ein Flusdpno transformieren
kann.

2. dass der Algorithmus von Din@hnliche Strategien anwendet wie der Algorithmus
von Hopcroft und Karp
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zu 1.: Transformation in ein Flussproblem: Sei G = (AUB, F) der betrachtete
Graph. Wirtbernehmen die Knoten undden eine Quelle und eine Senke hinzu.
Fur jede Kante{b,a},a € A,b € B in G wird eine gerichtete Kanté&, a) eingefigt.
Die Quelle wird mit allen Knoten aus und alle Knoten aus! werden mit der Senke
verbunden. Alle Kanten erhalten die Kaparit (vgl. Abb. 1.8).

Sei M ein maximales Matching in diesem Graphen. Setzt man deis Bluf§eder Kante
(b,a) € M aufl, ebensdf(s,b) und f(a,t) so erfalt man einen Fluss der GBe|A/|. Da-
mit muss ein maximaler Fluss mindestens dié®&|1/| haben. Andererseits kann jeder
Knoten nur von einer “Flusseinheit” passiert werden, s ahs flusstragenden Kanten
eines ganzzahligen Flusses zwischennd B stets aus unaldimgigen Kanten bestehen
und somit ein Matching bilden @ssen.

Abbildung 1.8: Umwandlung in ein Flussproblem

zu 2.: Losen des Flussproblems:
Satz 1.121In einem Netzwerk, in dem

1. alle Kanten Kapazit 1 haben und

2. jeder Knoten aul3er undt entweder Eingangsgrad oder Ausgangsgtduht,
kann ein maximaler ganzzahliger Fluss in Z&it,/nm) gefunden werden.

Beweisskizze Ausgehend von einem gegebenen Fluss versuchen wir, diesen
nach und nach zu ver@8ern. Weiterer Fluss kann nuber solche Kanten
geschickt werden, deren Kapaginoch nicht ausgelastet ist. Bei Kanten, die
bereits einen positiven Fluss tragen, kann dieser redwzerden. Dies kann
man sich auch als eineriRkfluss und somit als einen neuen Flibgr eine
entgegengesetzt gerichtete Kante vorstellen. Um heréoden, ob weiterer
Fluss von der Quelle zur Senke geschickt werden kann, mpssfgeerden,

ob uUber die eben beschriebenen Kanten noch ein Weg von dereQusell
Senke niglich ist. Hierzu definiert man das sogenametsdualeNetzwerk:

Definition 1.13 Zu einem gegebenen NetzweYk = (V, E,¢) und einem
Flussf : E — R, auf diesem Netzwerk definieren wir dasiduale Netz-
werkals N' = (V, E', ) mit (v,w) € E' falls f((v,w)) < ¢((v,w)) (noch
Kapazitit frei) oder f((w, v)) > 0 (noch Rickfluss raglich). In diesem Fall
seid((v,w)) == c((v,w)) — f((v,w)) + f((w,v)) die neue Kapazit.
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Es gilt eine analoge Version des Satzes von Berge 1.1:

Beobachtung 1.14Ein Fluss ist genau dann maximal, wenn es im residualen
Netzwerk keinen Pfad vamacht gibt.

Satz 1.7 samt Beweis lassen sich von augmentierenden PfatiBfade im
residualen Netzwerkibertragen. Diese Pfade werden wir im Flusskontext
ebenfalls als augmentierend bezeichnen.

Die Laufzeitanalyse entspricht weitgehend der beim Athponus von Hop-
croft und Karp. Es kann gezeigt werden, dass dimde eines ltrzesten
Pfades im residualen Netzwerk immer gleich bleibt odedlkethvird, wenn
man den Fluséiber einen Krzesten Pfad vergRert. Jeder Knoten idA U B
kann nur von einer Flusseinheit passiert werden, da jedetefnentweder
Eingangs- oder Ausgangsgradhat. Da die Hlisse also knotendisjunkte Pfa-
de bilden niissen, &3t sich Satz 1,%ebenfalls analog anwenden. D.h. man
augmentiert wiederuraber eine nicht erweiterbare Menge augmentierender
Pfade. Diese Mengen werden im Fluss-Kontexotkierende Rlissé ge-
nannt.

Um eine Menge Urzester Pfade im residualen Netzwerk zu finden, ordnen
wir zunachst jedem Knoten seinen Abstand zur Quelléd) zu. Dies kann
mittels BFS in ZeitO(m) geschehen. Danach entfernen wir alle Kanten, die
nicht von einem Knoten mititzu einem Knoten mitit+ 1 fuhren, da dies
wiederum eine notwendige Eigenschaiit Kanten auf einemikzesten Pfad

ist.

In dem so gewonneneageschichteten Netzwefinden wir mittels DFS eine
nicht erweiterbare Menge disjunktert-Pfade. Dies ist inO(m) moglich,

da jede Kante nur eine Flusseinheit tragen kann, also nuew@mm solchen
Pfad verwandt wird. Dann finden wir einen neuedlggren Fluss, indem wir
jeweils eine Flusseinhéiiber jeden gefundenen Pfad schicken. War der Fluss
vorher ganzzahlig, so ist er es auch nachher, da jeder Feusswr um+1
oder—1 geandert wird.

Da nun jeder augmentierende Pfad dénbe./n haben muss und jeder der
n Knoten nur von jeweils einem Pfad passiert werden kann, kammur noch
v/n Pfade geben. Diese weiteréH/n) augmentierenden Pfade lassen sich
mit DFS in ZeitO(m) pro Pfad finden. Qs11

Sowohl der Algorithmus von Hopcroft und Karp als auch derokithmus von Dinic
finden also inD(y/nm) Zeit ein maximales Matching in einem bipartiten Graphen.
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Kapitel 2

Einleitung

Im Jahr 1991 haben Feder und Motwani [11][12] die erste usldsieinzige Verbesse-
rung des Algorithmus von Hopcroft und Karp auf bipartite@hen erreicht: Sie ersetzen
vor dem eigentlichen Matching-Algorithmus volsidige Teilgraphen durch Teilgraphen
mit wesentlich weniger Kanten, die sich im Rahmen des Matgiilgorithmus wie die
urspiinglichen Teilgraphen verhalten. Da die Laufzeit der MatgrAlgorithmen we-
sentlich von der Zahl der Kanten &botgt, werden diese somit beschleunigt. (Mit diesem
Vorgehen konnten auch andere Algorithmen entsprechemessert werden.)

Man erfhalt durch diese Ersetzungen eine kleinere Rsentation des Graphen, aus der
man den ursfimglichen Graphen verlustfrei rekonstruierémhte. Dieses Vorgehen wird
daher auch als “Graphenkompression” bezeichnet.

Das Verfahren von Feder und Motwani reduziert die Zahl demtéta aufin 5 or - Auf
diese Weise konnten Feder und Motwani einen Algorithmustkareren, der in einem
GrapherG (V E) mlt |V| = n Knoten und E| = m Kanten ein maximales Matching

bestimmt.

Das Ausmal3 der Beschleunigung ist von der Dichte des Graphigngig, d.h. von
dem Verlaltnis zwischen Kantenzahl und Knotenzahl. In sehr dici&gaphen mit
m > kn* 0 < k < 1 erreicht das Verfahren m@(]@’g) eine Beschleunigung um einen
logarithmischen Faktor iF weniger dichte Graphen mit < n?7%,0 < § < 2 ist die

Laufzeit O (\/_m o8 =0 (ﬁm‘”"g”> mit der des Algorithmus von Hopcroft

log n logn

und Karp [21] identisch.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es, dieses auf bipartitepBea erfolgreich angewen-
dete Graphenkompressionsverfahren auf den nichtbipartiall zu Ubertragen. Wir

beschleunigen damit ei®(,/nm)-Matchingverfahren, konkret den Algorithmus von
Blum [2]. Auf diese Weise &nnen wir ein Matching auch im nichtbipartiten Fall in Zeit

O <\/_m T ) bestimmen.

Wir werden dabei wie folgt vorgehen:

17
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1. Wir beschreiben in Abschnitt 2.1,2len auf Graphenkompression basierenden Al-
gorithmus von Feder und Motwani [11] zum Finden von Matcking bipartiten
Fall.

2. Wir gehen in Abschnitt 2,2auf die besonderen Probleme des nichtbipartiten Falles
ein.

3. Wir erlautern in Abschnitt 2_3die Transformation des nichtbipartiten Problems in
ein bipartites Problem mit Nebenbedingungen.

4. Wir beschreiben zwei Algorithmen, die die komprimiertpdstite Repasentation
des Graphen nutzen, um ein Matching schnell zu bestimmere Algorithmus
erzeugt daraus wieder umgekehrt eine komprimierte niphtbte Form (Kapitel
3.»)- Der zweite Algorithmus arbeitet durchgehend mit der bifen Repasentation

(Kapitel 4,).

2.1 Der Algorithmus von Feder und Motwani

2.1.1 Uberblick

Die Grundlage des Algorithmus von Feder und Motwani [11Hist Beobachtung, dass
sich vollstindige bipartite Teilgraphen von Graphen in Bezug auf Matg#ilgorithmen
besonders einfach verhalten. Wir bezeichnen diese &otiggen Teilgraphen als “bipar-
tite Cliquen”.

Definition 2.1 SeiG = (V, E) ein Graph. Ein TeilgrapiC = (AUB, E() ist einebi-
partite Cliqueoder auchBiclique, wenn inC' alle Knoten ausA mit allen Knoten aus3
verbunden sind, dM ® B = Eo C E. Ist die genaue Gif3e der Clique von Interesse,
so setzen wit := |A| und 5 := | B| und sprechen von einéw, 3)-Clique

Bemerkung 2.2 Es ist damit nicht verlangt, das$ oder B in G unabléangige Mengen
sein niissen. Ebenso verlangt dies nicht, dassin induzierter Teilgraph sein muss.

Ein bipartite CligueC' = (AUB, E¢) hat die besondere Eigenschaft, dass es zu je zwei
gleichgro3en Teilmengen vaiund B A’ C Aund B’ C B |A'| = |B’| stets ein Mat-
ching gibt, das4’ und B’ Uiberdeckt: Solange es #f und B’ noch uriiberdeckte Knoten
gibt, gibt es stets eine Kante, die zwei davon verbindet. limzip gerugt es also zu wis-
sen, welche Knoten voA und B durch Kanten innerhalb der Clique verbunden werden
mussen. Es kann dann immer ein Matching konstruiert werdehgdasaiberdeckt.

Man konnte also die Kantenmengen der Cliqguen im Prinzip verigasigen:

Lemma 2.3 SeiG = (V, E) ein Graph und” = (AUB, E¢) eine bipartite Clique irG.
SeiM’ ein Matching inG’ = (V, E\ E¢), fur das

IM'| + min(|{a € A | a frei}|,|{b € B| b frei}|)

maximal ist. Dann gibt es ein maximales Matchingin G mit M’ C M.
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Beweis:Man kann)M’ als Matching inG um min(|{a € Ala frei}|,|{b €
B|b frei}|) Kanten zu einem Matchind/ verg©Rern: Sei 0.B.d.A ange-
nommen, das§{a € Ala frei}| < [{b € Blb frei}|. Dann kann man die
|{a € Ala frei}| uniberdeckten Knoten durch Kanten akis mit Knoten
ausB verbinden, da dort mindestens genausoviele Knotéerdeckt sind.

Um einzusehen, dasi/ bereits maximal ist, sed/, ein maximales Mat-
ching. Entfernt man die z& gelbrigen Kanten aud/,, so erlalt man ein
Matching M, in G' mit | M| + min(|{a € Ala frei}|, [{b € BJb frei}|) =
IM_ |. Aufgrund der Wahl von/’| gilt also

|M| = |M'| + min(|{a € Ala frei}|, [{b € BJb frei})| > |M|.

O

Da die Anwendung des Kompressionsverfahrens bei Flussgen anschaulicher dar-
stellbar ist, gehen wir vadlufig zu der in der Einleitung (Kapitel 1.4,Pbeschriebenen
Repiasentation des Matchingproblems als Flussprohieer: Wir wandeln einen bipar-
titen Graphen in ein gerichtetes Netzwerk um, indem wir €uelle s hinzufugen, die
wir mit allen Knoten aus3 verbinden, und eine Senkedie wir mit allen Knoten aust
verbinden. Wir richten die Kanten voniber B nachA und von dort nach. Alle Kanten
erhalten Kapazit 1. Wie wir in Kapitel 1.4.2, gesehen haben, bilden bei einem maxima-
len ganzzahligen Fluss die Kanten mit positivem Fluss zwéscl und B ein maximales
Matching.

Betrachtet man Eisse in bipartiten Graphen, so haben bipartite Cligiiea (AUB, E¢)
die Eigenschaft, dass es zu jeder Wahl von gleichgroRem&agen3’ C BundA' C A
moglich ist,| A’| = | B’| Flusseinheiten vo’ nachA’ zu schicken.

Die Idee von Feder und Motwani ist es nun, eine solche Cliguehdainen anderen
Teilgraphen zu ersetzen, der ebenfalls diese Eigenschgfaher aus weniger Kanten
besteht. Hierbei ist zu beachten, dass wir nur die Kantegmdar Clique durch eine an-
dere Struktur ersetzen. Die Knoten und deren inzidente,ratlet zur Clique getirenden
Kanten bleiben davon unkighrt.

a b c

Abbildung 2.1: Ersetzen einer Clique durch einen Stern ins$fall

Abb. 2.1 veranschaulicht, dass man die Kanten zwischen eiele Seiten einer Clique
(A’, B') - mit von B’ nach A’ gerichteten Kanten - durch einen “Stern” ersetzen kann,
ohne dass sich die Gf8e eines maximalen Flussasdert: Zu@achst ist klar, dass man den
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gesamten Fluss durch einen zentralen Knoten leitemte, wenn man die Kapaaten
der Kanten zu diesem Knoten hoch genuighiv (Schritt von a nach b). Im vorliegenden
Fall haben alle Knoten Eingangs- bzw. Ausgangsdram dass die Kapazten zum zen-
tralen Knoten wieder auf reduziert werden &nen, da ohnehin nicht mehr Flusiser
diese Kanten fliel3en kann (b nach c). Diese Reduktion wiederlambt es, eineriif den
Fall c gefundenen Fluss wieder auf Fall a zu transformiekésm verbindet paarweise
Knoten, die Fluss zum zentralen Knoten schicken, und spltieevon diesem Knoten
Fluss empfangen.

Es ist also mglich,

e die Kanten der bipartiten Clique durch diesen “Stern” zutzesg
¢ in dem so entstehenden Graphen einen maximalen Fluss Zonirest,

e und aus diesem Fluss einen maximalen Fluss im urgpichen Graphen zu rekon-
struieren.

Die Zahl der Kanten im Graphen wird durch diese Kompressiemingert, da eine
Clique mit|A’||B’| Kanten durch einen Graphen mit’| 4+ | B’| Kanten ersetzt werden
konnte.

Wir belassen es z@chst bei dieser anschaulichen Beschreibung des Ersevmungs
ganges, wir werden ihn formal exakt mit Definition j3.Beschreiben. Den jeweiligen
zentralen Knoten der Sterne werden wir entsprechendeadralknoterbezeichnen.

Bemerkung 2.4 Eine solche Ersetzung durch Sterne ist im Kontext alteeméer Pfade
nicht mbglich, da stets nur ein Pfad den zentralen Knoten des Sterssigren kann.

Zum Finden von Rissen in diesen Graphen wollen wir nun den Algorithmus vamdDi
[8] einsetzen.

Bei der Laufzeitanalyse dieses Algorithmus in Kapitel 1 4sthd wir davon ausgegan-
gen, dass esdthstens,/n augmentierende Pfade deamhge./n geben kann. Darauf
basierend konnten wir zeigen, dass - sobald es nur noch Rfediestens dieserdnge
gibt - das Matching in Zei©(,/nm) zu einem maximalen Matching veiidert werden
kann.

Die Zahl der verbleibenden augmentierenden Pfade konmggesalatzt werden, da jeder
Knoten Ein- oder Ausgangsgradatte, so dass jeder Knoten nur von jeweils einem aug-
mentierenden Pfad durchquert werden konnte. Dies ist raint mehr der Fall, da einige
Knoten ,ramlich die Zentralknoten der Sterne, nicht mehr Ein- odesgiaungsgrad ha-
ben.

Wie Feder und Motwani [11] gezeigt haben, funktioniert dasf&hren von Dinic aber
auch in diesem Fall ifO(y/nm). Es sind nie zwei Zentralknoten zueinander adjazent.
Damit besitzt zumindestens jeder zweite Knoten auf jedead Bbch die Eigenschatft,
Ein- oder Ausgangsgratlzu haben. Jeder augmentierende Pfad @erge,/n berbtigt
also mindestensgﬂ der Knoten, die nur von einer Flusseinheit passiert werdemén.
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Da es nach wie von Stiick davon gibt, kann esdichsten,/n augmentierende Pfade
dieser lange geben.

Um diese Ersetzung einer Clique zu einer Beschleunigung demrgen Algorithmus
auszubauen, ist es notwendig, eine ausreichend gro3e @ahtiglichst grol3en Cliquen
zu finden und zu ersetzen.

Definition 2.5 Eine bipartite Cliquenzerlegungines Graphen ist eine Menge von
bipartiten CliquenC = C},...,C. C G, so dass jedes € FE(G) fur genau ein
ie€{l,...,r} ZUuE(C;) gelbrt.

Als gleichzeitiges Mal3ifr Grofl3e und Zahl der Cliqueruhren wir den Begriff der Ge-
samtgbl3e ein:

Definition 2.6 Die GesamtgbRe||C||einer Cliqguenzerlegung ist die Summe der Ord-
nungen der Teilgraphen, al$i|| := > ... [V (C)].

Bemerkung 2.7 Ein Knoten kann in mehreren Cliquen enthalten sein und sontir-me
mals zur Gesamt@ifde beitragen.

Lemma 2.8 Ersetzt man ausgehend von einer Cliquenzerlegungt Gesamtgol3em*
die Kantenmengen der Cliquen durch stémfige Ersatzgraphen, so €ilt man einen
Graphen mitn* Kanten.

Beweis: Jeder Knoten edit fur jede Clique, zu der er gélht, eine Kante
zum (bzw. vom) Zentralknoten des entsprechenden Sternsbigtaachte ei-
ne {0, 1}-Matrix D mit |V/| Spalten undC| Zeilen, in der ein Eintragi, ;)
genau dann den Weit hat, wenn derte Knoten zurj-ten Clique gebrt.
Dann entspricht die gerade gegebene Beschreibung der kst einer
spaltenweisen Summierung und die Definition der Gesa@figeiner zeilen-
weisen Summierung.

Vi el icl V|

m =33 DGi.j) =33 Dii.j) = |lc]

i=1 j=1 j=1 i=1

O

Korollar 2.9 Ist ein bipartiter GraphG = (V, E') und eine Cliquenzerlegur@mit Ge-
samtgblRe m* gegeben, so kann ein maximales Matching in diesem Graph&mitn
O(y/nm*) gefunden werden.

Beweis:Man wandelt das Matchingproblem in ein Flussproblem um und e
setzt wie oben beschrieben die Cliquen durch Sterne. In deemtstande-
nen Graphen miO(m*) Kanten kann mittels des Algorithmus von Dinic ein
maximaler Fluss in Zei©(y/nm*) gefunden werden. DiegBt sich in Zeit
O(m) in ein maximales Matching it umwandeln. O
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2.1.2 Durchfiihrung der Graphenkompression

An dieser Stelle gsentieren wir das Graphen-Kompressionsverfahren voerRatt
Motwani [11], das Grundlage ihres Algorithmug fdas bipartite Matchingproblem ist.

Zunachst zeigen wir, dass eine hohe Kantenzahl hinreicherigh ¢sif dass der Graph
ausreichend grof3e Cliquen ealth Danach geben wir wieder, wie man eine solche findet
und entfernt. Wir zeigen dann, wie man dieses Finden unceEreh iterieren kann, um
letztendlich den Graphen in solche Cliquen und einen reldéinen Restgraphen zu
zerlegen.

Um der formalen Definition einer Cliquenzerlegung (vgl. Deiiom 2.6) zu entsprechen,
konnen die Kanten dieses Restgraphen dann noch als 1-KantgmeQlinterpretiert
werden. Wir nehmen an, das$| = |B| = n.

2.1.2.1 Die Existenz einer grof3en Clique

Der Algorithmus von Feder und Motwani findet Cliquen ungleiéfdiger GoRRe:

Definition 2.10 ([11]) Sei0 < 6 < 1 undk(n,m,d) := L“ﬂJ . Dann ist eined-Clique

2n2
m

eine(a, 3)-Clique mita = [n'~°] und3 = k(n,m, ).

Wir zeigen zui@chst, dass jeder bipartite Graplr fedesd eine §-Clique entlalt. Dies
erlaubt es uns sjer, den Parametérbeliebig zu vahlen. Der Beweis des Satzes liefert
zudem die Grundideaif den Algorithmus zum Finden ein&Clique:

Satz 2.11 (Feder, Motwani[11]) Jeder bipartite Graph hat einéClique.

Beweis: Der Beweis wird zuachst als reiner Existenzbeweis mit Abdargumenten
gefuhrt. Wir werden spter zeigen, wie sich daraus ein Konstruktionsverfahigref-
ned-Clique herleitendt.

Eine(a, 3)-Clique ist im Prinzip eine Teilmenge vab der GHRes, die aus Knoten be-
steht, die (mindesteng) gemeinsame Nachbarn ih haben. Wenn wir zeigendknen,
dass die durchschnittliche Zahl gemeinsamer Nachbarn Eidmengen der Gi3e 5
grol3er ist alsy, so kKdnnen wir sicher sein, dass mindestens eine dieser Mengereet-
sprechend groRe gemeinsame Nachbarschaft haben muss.

Aus algorithmischen @nden, die wir erst in Kapitel 2.1.2,2rlautern kbnnen, bestim-
men wir allerdings nicht den Durchschnitt der Nachbargshéd3etiber alle Teilmengen,
sondern sogdiber alle geordneten Teilmengen. Déalert nichts an der zugrundeliegen-
den Argumentation.

Hierzu seiz® definiert alsz(z — 1)(z — 2)---(z — k + 1), also die Zahl derk-
elementigen geordneten Teilmengen ein@lementigen Menge. Des Weiteren bezeich-
neBt .= K, ..., K,: die Menge dek elementigen geordneten Teilmengen v@mnd
(@;)i=1.., die Knoten ausi.
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Den Grad des-ten Knotend(a;) kiirzen wir mitd; ab. Dann kann die Existenz einer Teil-
menge vonB mit vielen gemeinsamen NachbarnAndurch doppelte Summatiaiber
eine{0, 1}- Matrix gezeigt werden: Seiif 1 <i <nundl < j < nk

M, . = 1 falls Kj Q F(az)
Y10 sonst.

D.h. es steht genau dann eihe Eintrag(s, j), wenn Knoteru; ein gemeinsamer Nach-
bar aller Knoten aus dgrten Teilmenge ist. So ist die Zahl der Einsen in einer Zede
Zahl der geordneten Teilmengen, di@hg in der Nachbarschaft vom; liegen. Die Zahl
der Einsen in einer Spalteist die Zahl von Knoten, in deren Nachbarschaft die die
Teilmenge liegt.

Sei die Gesamtzahl von Einsen in dieser Matrix @jit:= >, Z?il M, ; bezeichnet.

Fur einen Knotena; € A ergibt sichzg’i1 M;; = d(a)t =: d¥, da man aus den
d; := d(a;) Nachbarn voru; genau diese Zaht-elementiger geordneter Teilmengen
wahlen kann Summiert maiber alle Knoten, so edéft man wiederum die Gesamtsum-
me: Zz 1 z -
Die Summeuber d|e Zeilensummen ist gleich der Suminber die Spaltensummen. Somit
erhalt man die durchschnittliche Zahl von Knoten, in deren gesamer Nachbarschaft
eine geordnete Teilmenge liegt, indem man die Gesamtsurancé die Zahl der geord-
neten k-elementigen Teilmengen teilt:

Ck o Zz 1 df

nk nk

Um den Ausdrucky_: df in Abhangigkeit von der Gesamtkantenzahl abzasoén,
muss nun betrachtet werden, wie er sich - je nachdem wie dmelkaauf die Knoten
verteilt sind - verfalt.

Lemma 2.12 (Feder, Motwani[ll]) Bei konstanter Kantenzahl im Graphen =
>, d; nimmt der Ausdruck " sein Minimum an, wenn dié; alle gleich grof3
smd

zlz

Somit ergibt sichiir den Durchschnitt

Gy n(lz)*

Wegenk(n, m, ) < I‘HOg" < 22 und T2%" = log = n~° erkélt man als untere Grenze
O

2 =
2n lOg on2 2n2

fur den Durchschnitt

m m k —dlogn
C’;.C> (=) :n(m>k’>n1<m>1og£k:nl§
nk — n 2n2) — 2n?

Nach dem Schubfachprinzip muss aber mindestens eine Zsildlatrix mindestens so
viele Einsen enthalten wie dieser Durchschnitt. D.h. esagiie geordnete Teilmenge der
GroRek, die in der Nachbarschaft von mindesténs—] Knoten liegt. Oy
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2.1.2.2 Das Finden einer Clique

Im vorangegangenen Kapitel haben wir festgestellt, dadsr jbipartite Graph eineé-
Clique entlalt, da es mindestens eirtieelementige Teilmenge vol mit ausreichend
vielen gemeinsamen Nachbarn geben muss.

Fur einen Algorithmus, der die Cliquen explizit ersetzter,sgpnigt diese reine Exi-
stenzaussage ratich nicht, sondern eine solche Menge muss auch gefundezden.
Da ein vollsndiges Durchsuchen aller geordneteelementigen Teilmengen aus Zeit-
grunden nicht mglich ist, wirde sich die folgende Variante einer &iren Suche anbieten:
Man wahlt beliebig einen Knoteh € B und bestimmt mit den im vorangegangenen Ka-
pitel gezeigten Rechnungen, wie grof3 die durchschnittlggraeinsame Nachbarschaft
aller k-elementigen geordneten Teilmengen V®ist, dieb enthalten. Sei dieser We},.

Ist C;, groRer als der Durchschnitt aller Mengen, $gtfmanb in B’ ein und sucht ein
weiteres Element. Ansonsten weif3 man, dass der Durchs€hpitber alle Mengen, die
b nicht enthalten ausreichend grol3 sein muss, da der Gesamsdhnitt der Mittelwert
von C, undCy ist.

Leider kdnnten @ir diese Bestimmung voB’ dannO(n) dieser aufindigen Auswahl-
prozesse bditigt werden, wenn man gerade allig die Knoten zuletzt ausprobiert, die
tatsachlich die gesuchte Menge bilden. Feder und Motwani[lhghadaher das Auswahl-
verfahren so abgmdert, dass dieses im Prinzip &ier Suchéhnelnde Verfahren nicht
nur zur Suche der gesamten Menge, sondern auch zur Suclsegjedelnen Elementes
fur diese Menge verwandt wird.

Um das erste Elemeniif B’ zu finden, wird die Mengés in zwei gleichgroRe Mengen
zerlegt: By und B;. Damit erfalt man auch eine Zerlegung der Menge aller geordneten
k-elementigen Teilmengen vaB, BE, in zwei gleichgroRe Mengen: In die Mengen, die
als erstes Element ein Element alig haben und die Mengen, die als erstes Element
eins ausB; haben. kr eine dieser beiden Mengen von Teilmengen muss geltes, das
die durchschnittliche @f3e der gemeinsamen Nachbarschaften ihrer Teilmen@&egr
gleich dem Gesamtdurchschnitt ist. Ist dies 0.B.duk.B; der Fall, so zerlegt man diese
wieder in zwei MengerB,, und By; und wiederholt das Ganze so lange, bis die verblei-
bende Menge nur noch einen einzelnen Knaéteentralt. Dieser wird zum ersten Knoten
von B’. Danach beschnkt man sich auf die Mengen, die ndit anfangen und sucht
auf gleiche Weis#é, usw. Die den Elementen hierbei mehr oder weniger aufgezenmg
Reihenfolge ist der eigentliche Grund, warum hier mit geetdn Teilmengen gearbeitet
wird.

Um dieses Verfahren formal beschreiben Zinken, muss zuchst ein relativ grof3er
Aufwand an Definitionen betrieben werden. Es sei daher ztginachung angenommen,
dassn = 2" fur einr € IN.

Definition 2.13 Seiw € {0,1}=" eine birare Zeichenkette mitdnge kleiner gleichr.
Dann bezeichn&,, die Menge deb; € B, fur die gilt, dassw ein Prefix des Biarcodes
vons ist. Insbesondere ist z.B. die dem leeren Wadgeordnete MengB. = B.

d;., sei die Zahl der Nachbarn, die der Knotenc A in B, hat.

Definition 2.14 Die Verkrupfung zweier Strings stellen wir mit dem Operatot dar,
alsoa.b = ab.
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Definition 2.15 Fur U C A undC C B% bezeichne” (U, C) die Zahl der Einsen in der
durchU und(C definierten Untermatrix voi\/.

Definition 2.16 Wurde bereits bestimmt, dass die erst&bemente der gesuchten Menge
B’ die Knoten(by, ..., b;) sein sollen, so bezeichriig die MengeB\{b,...,b;}. A; sei
die Menge der. € A, so dasd,...,b, € ['(a).

Definition 2.17 Mit S, ,, sei die Menge derjenigen geordneteglementigen Teilmengen
von B bezeichnet, deren— 1 ersten Elementg,, . .. b;,_; sind und deren-tes Element in
B,, enthalten ist.

Der Algorithmus bestimmt nun nach und nach die Elemente dmngdB’. Durch jede
Wabhl eines weiteren Elements wird die Zahl der Mengen, dehrio Frage kommen,
verringert. Wir versuchen nun, die Wahl jeweils so zu tmeffdgass die durchschnittliche
Grolie einer gemeinsamen Nachbarschaft bei diesen Mengeestend so hoch bleibt,
wie dies vorher beim Gesamtdurchschnitt der Fall war.

Zu BeginnistC := £k = o ) dieser Mittelwert.

Jede Menge, ,, laf3t sich nun in die zwei gleichgro3en Mengen, , und .S, ,, ; zerle-
gen. Nach dem Schubfachprinzip mugséine der beiden der Mittelwert der Anzahl der
Einsen in der zugeirigen Teilmatrix mindestens genauso grof sein wiedfe Gesamt-
menge. Vihlt man also jeweils diejenige Erweiterung vondie zu der Menge mit dem
groBeren Wert korrespondiert, so althman schlieRlichifr |w| = r ein einzelnes Ele-
ment ausB, das man dann alg + 1)tes Element &hlen kann. Nach Iterationen dieses
Vorgehens ist somit eine Menge mit der gewschten Eigenschaft gefunden.
Voraussetzungiir dieses Vorgehen ist es, zu jedeomdw die GoReC' (A, S;.,) bestim-
men zu lbnnen. Zu diesem Zweck werden sogenannte “Nachbarschafted verwen-
det.

Definition 2.18 Ein “Nachbarschaftsbaum” zu einem Knotepist ein Birarbaum der
Tiefer, dessen Knoten in der Weise mit den Strimgs {0, 1}=" bezeichnet werden, dass
die beiden 8hne eines Knotens jeweils den String ihres Vatersangert um0 bzw 1
erhalten. Jedem Knoten zugeordnet sei der ijgst der angibt, wieviele der Knoten aus
B,, in der Nachbarschaft voa, alsoI'(q;), liegen.

Lemma 2.19 C(Ay, Stw) = Y0 ca, divo(di — 1)1

Beweis:Die Einsen in dieser SubmatriXdknen zeilenweise addiert werden.
Es geriigt also zu zeigen, dass die Zahl der Einsen in der Zeilexygieich
di(d; — 1)%=t ist. Die erstent — 1 Elemente jeder Menge sind gleich und
per Definition in der Nachbarschaft vanenthalten. Daste Element kommt
ausI'(a;) N By, woflr esd, ,, Moglichkeiten gibt. Die verbleibenden— ¢
Elemente Bnnen beliebig aus der Menge der 1 verbleibenden Nachbarn
gewahlt werden. Hierbei ist zu beachten, ddssbenso wie all€; ,, jedesmal
angepasst wird, wenn ein Elemeiit B’ gefunden wurde. O

Bemerkung 2.20 Der Werty~, ., d;.(d;— 1) =" kann in ZeitO(nk) berechnet werden,
wennd; ,, gegeben ist.
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Sobald ein weiteres Element vati bestimmt wurde, riassen die!; ,,-Werte neu bestimmt
werden. Dieser Vorgang wird auch als die “Aktualisierungachbarschaftélume” be-
zeichnet. Die einzigeAnderungen, die sich durch dieaeren Modifikationen des Al-
gorithmus @ir den nichtbipartiten Fall ergeben werden, betreffenedigsktualisieren der
Nachbarschaftgéiume. Wir stellen daher hier diesen Teil genauer dar:

Sobald ein Knotenifr B’ gefunden wurde, fissen vor derachsten Suche alle Nach-
barschaftshume an diese Vanderung angepalf3t werdetiirfeden Knoterd’ missen bei
jedem Nachbarschaftsbaum die Werte aller Knoten auf dedh Bé& mitB,, = {V'} en-
det, um jeweilsl verringert werden. Dies bétigt pro Baum eine Laufzeit vo@®(logn),
kann also bei insgesamtBaumen und: Aufrufen in O(kn log n) durchgeéihrt werden.

Algorithmus 1 Cliquenabspaltung nach [11]
1: procedure SPLIT(K)

2: Erzeuge Zeiget;,7 = 1,...,n zur Wurzeln des Nachbarschaftsbaums wpn
3: A=A
4: B, =B
5: for t := 1tok do
6: W =€
7: co = C(Ai, St we0)
8: c1 = C(As, Stper)
9: if ¢cg > ¢; then
10: w:=wel
11: else
12: w:=wel
13: end if
14: Aktualisiere die Zeiger der Nachbarscha#ismez; auf den Sohnw
15: if |w| < rthen
16: GOTO 7
17: end if
18: by ;= b mit B, = {V'}
19: Bii1 = B/\b;
20: Appr i ={u € Ay|by € T'(u)}
21: Aktualisiere die Nachbarschaf@ébme und setze die Zeiger wieder auf die
Wurzeln.

22: end for
23: ReturnA’ = Ay, B’ = {by, ... by}
24: end procedure

Satz 2.21 (Feder, Motwani 1991[11])Der Clique-Stripping Algorithmus bestimmt eine
5-Clique in ZeitO(nk*log n) und aktualisiert gleichzeitig die Nachbarschafisine. Die
erste Berechnung derdBme ist in der obigen Schranke nicht beksichtigt.

Beweis:Fur jedes dek zu bestimmenden Elemente mlsgn mal der Wert
vony_, . diw(di—1)E=" bestimmt werden, was Z&i(nk) kostet. Das Ak-
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tualisieren der Nachbarschafésbne beitigt daher insgesan®®(kn logn)
Schritte. OJ

2.1.3 Das Komprimieren von Graphen

Um einen Graphen zu komprimieren, wendet man den Cliquegstg Algorithmus so
oft an, bis die Gol3e der durch Satz 2.1 harantierten Cliquen so weit gesunken ist, daf3
ein weiteres Ersetzen keine Verbesserung mehr erzielt.

Zur Vorbereitung ist es zithst notwendig, die Nachbarschaftsine zu erzeugen.

Lemma 2.22 Die n Nachbarschaftsibume bnnen in Zeitn log n erzeugt werden.

Beweis: Jede Kantgu,b) der m Kanten tagt jeweils1 zu jedem Knoten
auf dem Pfad von der Wurzel des zgelbrenden Baumes, zu dem Kno-
ten mit Markierung{b} bei (s. z.B. das Pagmw,b13) in Abb. 2.2, darge-
stellt ist der Nachbarschaftsbaum vonT,,). Jeder dieser Pfade hahhge
log n. Wir kdnnen also mit Bumen anfangen, bei denen alle Werte Null sind
und erldhen fir jede Kante alle Werte auf dem zu@eigen Pfad unmi. So-
mit kdnnen die Blume durch sukzessives Btten der Knotenwerte in der
gewlnschten Zeit erzeugt werden. O

b16.

(b1

U

A

Abbildung 2.2: Nachbarschaftsbaum von Knoten

Nun kann mit Hilfe der Nachbarschaftalime der Clique-Stripping Algorithmus (Algo-
rithmus 2) angewandt werden. Zeile 10 ist notwendig, da @ehWarschaftsiume auch
fur einige Knoten géndert wurden, die gper nicht in die jeweilige Cligue aufgenommen
wurden. Dieses Ziicksetzen kann aber iiglich mit dem selben Zeitaufwand geschehen,
wie die vorangegangene Aktualisierung der Nachbarsdi#aftae.

Damit erfalt man das bereits zu Beginn exlante Resultat, zu dessen vadlistigem Be-
weis wir auf [11] verweisen:

Satz 2.23 (Feder, Motwani 1991[11])Sei GG ein bipartiter Graph mit2n Knoten und
m > n'~% Kanten. Dann partitioniert der Algorithmus 2 die Kanten in t@mdisjunkte

Cliquen mit einer GesamtgRe vorO (m) und beritigt hierzu ZeitO (mn’ log® n).
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Algorithmus 2 Cliquenpartitionierung nach [11]
17 :=0;
s n = |A|
m' = |E|
Berechne die Nachbarschafésime
while m’ > n?-9 do
t:=1+1
ko= | Slosn
log%ﬁf
Finde CliqueC; = (A;, B;) mit SPLIT(%)
E = f;\j4i X lgi
10: Setze die Nachbarschaftalme fir alle Knoten aul3er denen iy zurtick.
11:  m' = |F|
12: end while
13: Alle verbleibenden Kanten bleiben unangetastet (odhaten als (1,1)Cliquen)

N gk wn

Beweisskizze:
Der Algorithmus falt die angegebene Laufzeitschranke ein:

1. Wiein Lemma 2.22 gezeigtpknen die Nachbarschaftalme in Schritt
4in ZeitO(mlogn) erzeugt werden.

2. Jede Audihrung der Splitting-Routine bétigt O (nk’ log n) Zeit. Da-
bei werden mindesterign'—° Kanten entfernt. Verteilt man die Opera-

tionen auf die Kanten, so ergeben S@(M) = O(n’k'logn) C

nl=9k
O(n®log®n) Operationen pro Kante, da stets durchO(logn) be-
schiankt bleibt.

3. Es lonnen insgesamtithstensn Kanten entfernt werden, so dass die
Gesamtzeit iir das Ausiihren der Schleife durctd(mn’log®n) be-
schiankt ist.

Der Beweis der Kompressionsg erfolgt auf dem Weg, dass man beobach-
tet, dass jede entfernte Kante amortisiert durbesten% Kanten in
der komprimierten Darstellung ersetzt wird. Die Zahl der Bnde verblei-
benden, nicht von der Kompression erfassten Kanten @it —?). O

Bemerkung 2.24 Die bei der Kompressioilbrig gebliebenen Kanten werden dabei als
Cliguen mit nur einer Kante interpretiert. Dies steht nicht\Wderspruch zur Definition
der Cliquen.

Korollar 2.25 Mit Hilfe des Algorithmus “Partition” kann man in Zei©(mn® log* n)
zu einem Graphen G einen Graphéhmit V' (G') D V(G) konstruieren, der éichstens

(@] (m) Kanten hat und in dem zwei Knoterundw ausG genau dann durch einen

Pfad der lange lochstens 2 verbunden sind, wenn sié€;iadjazent waren.
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Beweis: Man ertalt G, indem man, wie in Kapitel 2.1,1beschrieben, die
Cliquen durch “Sterne” ersetzt. Entsprechend werden dielbeKompres-
sion Ubrig gebliebeneri-Kanten-Cliquen durch Pfade deéhge?2 ersetzt.
O

Wir kdnnen also ein Matching in einem Graphen schnell bestimmdam wir

a ~ w DN

den Graphen komprimieren,

den komprimierten Graphen in ein Netzwerk umwandeln,

in diesem mit dem Algorithmus von Dinic einen maximaleads|bestimmen,
diesen Fluss in den nicht komprimierten Grapheriekiiibertragen

und dessen flusstragende Kanten wieder als Matchingpietesren.

2.2 Eigenschaften Nichtbipartiter Graphen

Bevor wir beschreiben, wie sich das Graphenkompressioiadwen auf Matching-
Algorithmen fr nichtbipartite Grapheiibetragendf3t, stellen wir dar, welche zaitz-
lichen Schwierigkeiten im nichtbipartiten Fall auftretddazu betrachten wir z@chst,
welche Unterschiede zwischen bipartiten und nichtbifmrtGraphen bestehen.

In bipartiten Graphen haben alle Kreise eine gerade ZahKamten, da stets abwech-
selnd Knoten aus den beiden Partitionen benutzt werdessem. Es gilt sogar der Satz:

Satz 2.26 Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er keine Kreise ungerddinge
enthalt.

Beweis: Es bleibt, die Rickrichtung zu zeigen. Sei algé = (V, E) ein
Graph ohne Kreise ungeradeahge. Wir beweisen zéchst, dass alle Pfade
zwischen zwei beliebigen Knoten entweder ausschliellehade oder aus-
schlie3lich ungeradednge haben: Sei mit dem Ziel eines Widerspruchs an-
genommen, dasg undv’ ein Gegenbeispiel bilden mit zwei— v Pfaden

P, und P,. Dabei sei 0.B.d.A angenommen, ddsgerade [ange hat und>,
ungerade Bnge hat. Weiter nehmen wir an, dassndv so gevahlt wurden,
dass|P;| + | P»| minimal ist unter allen Gegenbeispielen.

HabenP; und P, nur«/ undv’ gemeinsam, so bilden sie zusammen einen
Kreis ungerader &nge im Widerspruch zur urdjprglichen Annahme. Ha-
ben P, und P, einen weiteren Knoten gemeinsam, so bildet eins der Paare
(u/, z) oder (v, z) ein Gegenbeispiel mitikzeren Pfadingen: Dies gilt, da
von P, . und P%|,, einer gerade und einer ungeradange haben muss,
wahrendP, |, . und P, |, , entweder beide gerade oder beide ungerategk
haben nissen.
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Wahlt man also einen beliebigen Knotere V, so zerdllt die Knotenmen-
ge eindeutig in eine Mengéa von Knoten, die zu: einen geraden Abstand
haben und in eine MengB von Knoten, die zw: einen ungeraden Abstand
haben. Um einzusehen, dass diese beiden Mengen diengetiten zwei Par-
titionen sind, ist zu zeigen, dass es keine Kanten innermatbA bzw B
gibt. Seien 0.B.d.Au1,a; € A zwei Knoten mit einer gemeinsamen Kante
(a1, as2). Dann gibt es vorr aus zua; nach Definition vonA einen Pfad ge-
rader Lange. Es gibt aber auch einen Pfgdgerader lange zui,. Benutzt
dieser(a,, as) nicht, so istP, o (as, a;) ein Pfad ungeraderdnge zw,. An-
sonsten ista,, a2) die letzte Kante vorP, zu a, und P, ohne diese Kante
ist ein Pfad ungeraderdnge zua,. Dann gibt es aber zwischenund a,
sowohl einen Pfad gerader als auch einen Pfad ungerauhgrel. Dies kann
nicht sein. OJ

Die Ursache iir das prinzipielle Scheitern algorithmischer Atie aus dem bipartiten
Bereich bei nichtbipartiten Graphen liegt entsprechendeinBehandlung von Kreisen
ungerader Ange. Sind auf einem solchen Kreis die Matchingkanten wi&khildung
2.3 verteilt, so kann einem nach augmentierenden Pfaddresden Algorithmus eine
solcher Pfad vorgéuscht viirden, obwohl keiner vorhanden ist. Die zweite Darstellung

Abbildung 2.3: Kreis ungeraderdnge und augmentierende Pfade

zeigt, wie dies geschehen kann. Die Pfeile deuten den Pfadesmalternierende Tie-
fensuche ifir einen augmentierenden Pfad haltémiite. Uber diesen Pfad kann nicht
augmentiert werden, da er die Kanateweimal enthlt.

Das dritte Bild belegt, dass sich das Problem nicht dadursén &3t, dass man die pro-
blematischen Knoten einfach als schon abgearbeitet ankiehesem Fall knnten ande-
re augmentierende Pfade, die eine solche Struktur von chdisgteniibersehen werden.
Derartige Strukturen werden wir aBlumenbezeichnen. Im Laufe der Zeit wurden ver-
schiedene Definitionenif diese Teilgraphen aufgestellt. Um nicht in Widerspruah z
diesen Definitionen zu geraten, werden wir zahst “einfache” Blumen und “einfache”
Blutendefinieren. Wenn wir siter von Blumen und Biten sprechen, so meinen wir -
falls nicht explizit ervédhnt- diese einfache Variante.

Definition 2.27 Eine einfache Blumast ein Kreis ungerader &nge2/ + 1, von dessen
Kanten/ Matchingkanten sind. Der eine Knoténder nicht von diesen Matchingkanten
Uberdeckt wird, istiber einen alternierenden Pfad mit einem freien Knoteerbunden.
Der Kreis wird aucheinfache Blitegenannt und der PfaB8tengelvgl. das linke Bild von
Abb. 2.4) b wird Basisder einfachen Rlte genannt.
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Bemerkung 2.28 Nicht jeder Kreis der Bnge2/ + 1 mit [ Matchingkanten ist eine ein-
fache Blite. Sie muss Teil einer einfachen Blume sein, d.h. ein 8temgss vorhanden
sein. Der Stengel kann digdhge0 haben, d.h. die Basis kann frei sein.

Die meisten Methoden zur Behandlung dieseart8&h basieren auf der Beobachtung, dass,
wann immer ein augmentierender Pfad eine einfacli¢eBlurchquert, es einen augmen-
tierenden Pfad gibt, der durch den Stengelaeftl Somit ver@lt sich der Kreis einer
Blute nach aul3en hin in Bezug auf die Existenz augmentiereridéde lurch die Bite
wie ein einzelner Knoten. Entsprechend kann er durch eiolehen ersetzt werden:

Definition 2.29 Das Schrumpfen einer einfacheni&é bezeichnet das ldentifizieren der
Knoten, die zu dem Kreis derié geldren, miteinander. Es bezeich& B den Gra-
phenG nach Schrumpfen der e B und vz denjenigen Knoten, der das Ergebnis der
Identifizierung ist (vgl. Abb. 2.4).

Sindvy, ..., vy die Knoten der Blte, so erhalten wir entsprechend:

V(G/B) == V\{Ul, . ,U21+1} U {UB}

und

E(G/B) = E\{{u,z} | {u,z} n{vy,..., v} # 0}
U {{u,vg} | {u,v;} € E;u e {v,..., 091} i=1,...,214+ 1}

\

Abbildung 2.4: Schrumpfen einer &k
Es bleibt also zu zeigen,

1. dass dieses Schrumpfen tatislich keine Auswirkungen auf die Existenz eines aug-
mentierenden Pfades hat.

2. dass es wglich ist, aus einem augmentierenden Pfad im GraghgB einen aug-
mentierenden Pfad i& zu erzeugen.

Ersteres liefert das folgende Lemma von Edmonds [9], dashieir nach Hochsétttler,
Kromberg und Moll [41] wiedergeben.

Hierzu erinnern wir zuachst an grundlegende Eigenschaften der symmetrischés Dif
renz von Matchings aus Kapitel 1.3



32 KAPITEL 2. EINLEITUNG

Lemma 2.30 SeienM und M’ zwei Matchings in einem GraphelWW = (V| E) mit
|M'| > |M|. SeiG" = (V,M & M")mit M & M’ = (M U M")\(M N M') der Graph,
der die symmetrische Differenz véh und M’ als Kantenmenge hat. Dann gilt:

1. InG’ hat jeder Knoten ichstens Grag, alsoA(G) < 2.
2. ' besteht aus Pfaden, Kreisen und isolierten Knoten.

3. Es gibt inG’ einen Pfad, der mit einer Kante aud’ beginnt und endet - also
beziglich M augmentierend ist.

Lemma 2.31 (Blossom Expansion Lemma,[9],[41]BeiG = (V, E) ein Graph,M ein
Matching inG, s,t € V freie Knoten und3 eine einfache Bite mit Basisy,. Seilv; ,,, ein
alternierender Pfad vor nachv, und W, ein augmentierender Pfad venmnacht. Sei
Mg die Menge der Matchingkanten, die nicht in deiit® liegen. Dann gibt es it/ B
einen)Mp augmentierenden Pfad vemacht.

Beweis:Der GraphG’ sei der Teilgraph voi:, der aus der Rite, dem Sten-
gel und dem Wed/V,, besteht. Wenn es in diesem Teilgraphen nach dem
Schrumpfen einen solchen Weg gibt, gibt es ihn auclins.

Fall 1: Der Pfad betritt (oder symmetrisch: \&Bl) die Blte erstmals durch
die Basis: In diesem Fall kann man ihn ab der Basis mit ddiwkStortset-
zen, das nach dem letztmaligen Verlassen dateBtum freien Knoteniirt.
Dieses 3ick beginnt mit einer freien Kante, die nach dem Schrumpémd
vom Basisknoten weghtrt.

Fall 2: Es sei daher angenommen, dass er digeBh zwei anderen Knoten
erstmals betritt bzw. enddfig verlaf3t (vgl. Abb. 2.5 a, die Pfeile geben den
Pfad an).

Man betrachte nun zwei Matchings in diesem Graphen:

1. M= Mo Ws.,- Bel diesem Matching sind, undt frei. Keine Mat-
chingkante verbindet die Bte mit anderen Knoten (Bild b).

2.M := M & W,, ist ein perfektes Matching i6” (vgl. Abb. 2.6 Bild c).

Es muss i/ ¢ M einen Pfad vom, nacht geben (d). Sei; derjenige Kno-
ten, an dem dieser Pfad dieitB¢ enddltig verlaldt; dav, zur Blute geldrt,
muss es einen solchen Knoten geliéf, ; sei das entstehende Teilsk die-
ses Pfades.

Da M keinen Knoten, der zur Bte geldrt, mit einem anderen Knoten ver-
bindet, mussV,, ; mit einer Kante aug/ beginnen und enden (d).

Nun betrachten wir den Graphé#/ B, der durch Schrumpfen der ik ent-
steht.

Da M keinen Knoten der Rite mit Knoten augs’ verbindet und)M nur
einen Knoten, amlich vy, mit anderen Knoten verbindetpknen wir bei-
de Matchings durch &schen der Kanten, die ganz in dei# liegen, nach
(' /B ubertragen. Wir bezeichnen das Ergebnis Mlg bzw. M. Es gilt
|Mp| = |Mp|, da gleichviele Matchingkanten hierbei entfernt wurdem. |
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Mpg sindvg undt frei. Da v, mit v, identifiziert wurde undV,, ; ein vy, t-
augmenierender Pfad war, 8t := Mz @ W,, . ein perfektes Matching in
G/B (vgl. Abb. 2.7, e). Daher muss3/p @ N einens — t Pfad enthalten (f),
der entsprechend i@/ B ein augmentierender Pfad ist. O

Abbildung 2.5: Beispiel zum Beweis von Lemma 2.31 Teil 1

C d ®
o —o—o I o —o—o
Vi t Vi t
Vo Vo
s s

Abbildung 2.6: Beispiel zum Beweis von Lemma 2.31 Teil 2

Hat man nun einen augmentierenden Piag dervg verwendet, inM g gefunden, so
kann man ihn wie folgt nacty ubertragen (vgl. Abb. 2.8):

Der Pfad mussg Uber den ursfimglichen Stengel betreten, da dies die einzige Matching-
Kante war, die in die Blte inG und somit inG/ B in v, fuhrte. Er verdsstvp Uber eine
nicht zuM z getbrige Kante(v,, u). Diese entspricht einer Kante;, v) in G. Da in einer
BlUte Matchingkanten und freie Kanten abwechselnd vorkommi es genau einen
alternierenden Pfad vom, zu v; in der Blite, der mit einer Matchingkante endetigf
man diesen Pfad anstelle vopin Py ein, so erlt man einen augmentierenden Pfad
inG.
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Abbildung 2.7: Beispiel zum Beweis von Lemma 2.31 Teil 3

Abbildung 2.8:Ubertragen eines augmentierenden Pfades¥oB nachG

2.3 Der nichtbipartite Fall als bipartites Problem mit Ne-
benbedingungen

Um das in Kapitel 2.1.]vorgestellte Kompressionsverfahren auch auf den nichtbipn
Fall Ubertragen zu&nnen, wollen wir das nichtbipartite Matchingproblem ajsaltites
Matchingproblem mit geeigneten Nebenbedingungen foeme.

Wir missen dann Elren, wie sich diese Nebenbedingungen auf den Kompressinws
auf den Matching-Algorithmus auswirken.

Zunachst werden wir zeigen, wie man die Suche nach einer soMkege in ein speziel-
les Erreichbarkeitsproblem umwandelt. Das Ergebnis didsevandlung wird ein bipar-
titer Graph sein. Danach wenden wir das Kompressionsvenfialon Feder und Motwani
[11] auf diesen Graphen an und diskutieren, wie sich dastiaigererwendenasst.
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2.3.1 Umwandlung in ein Erreichbarkeitsproblem

Im bipartiten Fall kann das Problem der Suche nach augeementen Pfaden in ein
Erreichbarkeitsproblem umgewandelt werden, indem a#leefr Kanten von3 nach A
und alle zum Matching géitenden Kanten vod nachB gerichtet werden. Dann gibt es
genau dann einen augmentierenden Pfad, wenn es einentgencRfad von einem freien
Knoten in B zu einem freien Knoten id gibt (vgl. Abschnitt 1.4.1). Im nichtbipartiten
Fall existiert eine solche Zerlegung nicht.

Um im nichtbipartiten Fall eine solche Zerlegung, die dercki¢el zwischen freien Kan-
ten und Matchingkanten erzwingtjkstlich zu erzeugen, ersetzt man jeden KnotenV
durch zwei Knoteno, A] und[v, B]. Jede Kant¢u, v) € E wird ersetzt durch zwei Kan-
ten:

([u, A], [v, B))und([v, A], [u, B]) falls (u,v) e M
([w, B], [v, A)und([v, B], [u, A]) falls (u,v) & M

Wir definieren deUbersichtlichkeit halberl := B und B := A, und nenneffw, X| den
Symmetriepartneron [v, X |. Bezeichnen wir den Knoten nur mit dem einem Buchstaben
u, SO bezeichnei dessen Symmetriepartner.

Der resultierende Grapfig ist bipartit und ein gerichteter Pfad korrespondiert ziegin
alternierenden Pfad i&', da man jeweils mit einer Matchingkante vdmachB gelangt
und mit einer freien Kante vo® nachA (vgl. Abb. 2.9,a,b,d, ¢, e, f ist ein augmentie-
render Pfad).

Abbildung 2.9: Umwandlung in ein bipartites Problem

Die besondere Problematik der Kreise ungeradarde bei nichtbipartiten Graphen sorgt
aber leider dair, dass Erreichbarkeit nur ein notwendiges Kriteritimeinen alternieren-
den Pfad ist. In Abbildung 2.10 is¥f, B|, e, 4], [¢, B], [b, A, [d, B], [¢c, A], le, B], [f, A]
ein Pfad von einen freien Knoten i zu einem freien Knoten inl. Dies ist aber kein
augmentierender Pfad. Es handelt sich erneut um eine baldte (vgl. Kapitel 2.2).
Das entscheidende Problem ist, dass die Knetgnund ¢ sowohl auf derA- als auch
auf der B-Seite besucht werden. Wirimsen also daf sorgen, dass ein Pfad niemals
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B A
a
a a
b d b b
c o c c

e e

f f

Abbildung 2.10: Besuch voj, A] und|c, B|

zwei Knoten[z, A] und [z, B] gleichzeitig enthalten kann, da dies einem Kreis ungerader
Lange inGG entspricht. Diesifhrt zur folgenden Definition:

Definition 2.32 Ein streng einfacher Pfad i&'5 ist ein gerichteter Pfad der weder einen
Knoten mehrfach en#tit, noch einen Knoten und dessen Symmetriepartneé#nth

Somit ergibt sich

Lemma 2.33 ([1]) Seienv undw freie Knoten inG. Es gibt genau dann einen augmen-
tierenden Pfad zwischen ihnen, wenn e&-in einen gerichteten streng einfachen Pfad
zwischerjv, B] und[w, A] (und damit auch zwisch€mw, B] und[v, A]) gibt.

Definition 2.34 Zwei Knotenmengefy und U’ heiRenstreng disjunktwennU weder
einen Knoten vol/’ noch den Symmetriepartner eines Knotens@usntralt.

2.3.2 Komprimieren des umgewandelten Graphen

Im vorangegangenen Kapitel haben wir gesehen, wie man mme@®rapherG und ei-
nem MatchingV/ einen bipartiten gerichteten Graph@p so erzeugt, dass esdgenau
dann einen augmentierenden Pfad gibt, wenn &S jreinen gerichteten Pfad gibt, der
gewisse Nebenbedingungenigitt

In diesem Kapitel wollen wir nun das Kompressionsverfahlwen Feder und Motwani
[11], das wir in seinen Grundmgen in Kapitel 2.1.1 vorgestellt haben, auf diesen Gra-
phen anwenden. Hierbei ergeben sich mehrere Probleme:

1. Das Verfahren arbeitet mit ungerichteten Graphen.

2. Im Rahmen des Algorithmus von Dinic [8] treten bis Zzyn verschiedene Mat-
chings auf und entsprechend gibt es auch ebensoviele vedscle Graphety' .
Da die Kompression aber bereits fast genausoviel Z&ir(n’ log>n), § < %) in
Anspruch nimmt, wie das Finden eines Matchings, kann siktrgo oft durch-
gefuhrt werden.
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3. Die Kompression kann die Symmetrie zérsn.

Wir werden in den folgenden Kapiteln (Kapitel, 3iInd Kapitel 4,) zwei verschiedene
Methoden vorstellen, um diese Probleme anzugehen.

Zunachst sammeln wir noch einige Eigenschaften vop, die wir spater benutzen
werden, und tragen noch einige Notationen nach, um uns dbliegten Terminologie
anzupassen.

1. Wenn es die Kantfv, X], [w, X]) gibt, dann gibt es auctw, X], [v, X]). Damit
ist G ein sogenannteschiefsymmetrischer Graph

Definition 2.35 Ein GraphG = (V, E) heildtschiefsymmetrischwenn es einen
Graphenautomorphismus ve# d.h. eine Abbildung : V' — V mit (u,v) € F <
(9(v),g(u)) € E, gibt, der fixpunktfrei {(u) # v Yu € V) und involutorisch
(9(g(u)) =u YueV)ist.

Im Fall vonGp ist g die Abbildung[u, X] — [u, X].

2. DaG keine Schleifen, also Kanten der Fo(m v) hat, entllt Gz keine Kanten
des Typg([v, X], [v, X]).

Definition 2.36 Ein beiiglich eines Automorphismyschiefsymmetrischer Graph
hei3tpaarfrei (beiglich g), wenn(v, g(v)) & E Vv € V gilt.

Proposition 2.37 In G enthalt keine Biclique gleichzeitig eine Kante und ihren Symme-
triepartner.

Beweis: Angenommen([a, X, [b, Y]) und ([b, Y], [a, X]) bilden solch ein

Paar, dann ri3te[a, X] mit [a, X| verbunden sein, da beide zur selben Clique
geloren. Dies widerspricht aber der Paarfreiheit. O



Kapitel 3

Explizite Kompression

3.1 Verringerung der Kantenzahl durch Ersetzen von
Teilgraphen

Die Laufzeit der meisten Matching-Algorithmeirgt wesentlich von der Zahl der Kan-
ten in dem betrachteten Graphen ab. Eirigghche Strategie, diese Algorithmen zu be-
schleunigen, ist es also, die Zahl der Kanten vorab zu rederzi Hierbei muss man si-
cherstellen, dass nach der Entfernung zumindestens eimal@s Matchingibrigbleibt
oder wiederhergestellt werden kann.

In Kapitel 2.1.1, haben wir gesehen, wie Feder und Motwani diese Stratégieiparti-

te Graphen realisiert haben: Sie haben bipartite Cliqueahdi8terne” ersetzt, die sich
im Matching-Kontext genauso verhalten, wie die jeweiligeq@¢. Hierzu mussten sie
das Matchingproblem za@chst in ein Flussproblem umwandeln, da ihr Vorgehen ins-
besondere von der Tatsache Gebrauch machte, dass mehgarerdgigrende Pfade im
“Flussmodell” durch einen Knoteriihren lonnen.

Im nichtbipartiten Fall ist eine einfach¢bertragung ins Flussmodell nicht mehogiich.
Ein Weg, dieses Problem zoden, ist die Einihrung eines erweiterten Flussmodells: Die
sogenannten schiefsymmetrischeadSke. Darauf basieren die Arbeiten von Goldberg und
Karzanov [17] und Freymuth-Paeger und Jungnickel [14].

Da die Algorithmen, die wir beschleunigen wollen, insbese also der Algorithmus
von Blum [1][2], auf augmentierenden Pfaden basieren, ist dieserUbergang zu
Flussen nicht raglich. Wir verwenden daher in diesem Kapitel an Stelle vBtetnen”
andere “Ersatzgraphen”, die, obwohl sie wenige Knoten maé® mehreren augmentie-
renden Pfaden im “Matchingsinn” erlauben, gleichzeitigathusie hindurchzuifhren.

Da wir im bipartiten Fall Teilgraphen mit aglichst vielen Kanten benutzt haben, er-
scheint es zuichst naheliegend, im nichtbipartiten Fall das Gleicheuny @lso mit den
vollstandigen Teilgraphen, den Cliquen, zu arbeiten. Leider ist &bin Verfahren be-
kannt, das in annehmbarer Zeit eine ausreichend gute Clifpeetieckung eines Graphen
liefern wurde.

Es ist aber auch in nichtbipartiten Grapheagtich, bipartite Teilgraphen zu finden. Hier-
bei ist zu beachten, dass die zur Kompression eingesetetigmaphen keine induzierten

38
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Teilgraphen sein iiissen. D.h. man muss in die Kantenmenge nicht alle Kantesthemn
den zugebrigen Knoten aufnehmen. Esave also z.B. raglich, eine Clique in zwei Teile
A und B aufzuteilen und alle Kanten aul3er denen, dlimit B verbinden, wegzulassen.
Auf diese Weise et man eine Biclique. Die dabei ignorierten Kanten @&m dann
spater entweder zu einer anderen grof3en Clique oder sie bilderi&anten-Clique.

In Kapitel 2.1.1, haben wir gesehen, wie man in bipartiten Graphen eine gedoli-
queruberdeckung findet. In Kapitel 2.3,haben wir gezeigt, wie man durch Zerlegen
jedes Knotens eines Graphert: in zwei Knoten|[v, A] und [v, B] eine bipartite Re-
prasentatiorGz eines nichtbipartiten Graphen erzeugen kann.

Wir zeigen nun, wie das Kompressionsverfahren von FederMotvani [11] - ange-
wandt auf diese bipartite ReisentatiorG ; - eine geeignet&berdeckung des ursjmg-
lichen Graphen mit Bicliquen liefern kann.

Um die inG g gefundenen Cliquen nachzuriick ibertragen zuénnen, ist es notwendig,
dass eine Kantéu,v) ausG eindeutig einer Clique zugeordnet werden kann. Es darf
also nicht der Fall sein, dagB, A, [v, B]) und([v, A], [u, B]) zu verschiedenen Cliquen
gelbren.

Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 3.1 Eine Cliquenzerlegung des GrapherGp heilst symmetrisch, weniirf
alle Kanten([u, X], [v, Y]) gilt, dass([u, X], [v, Y]) und([v, Y], [u, X]) zur gleichen Cli-
queC C C geloren.

Glucklicherweise verursacht die Eiitfrung dieser zi@gzlichen Bedingung keine Lauf-
zeitprobleme:

Lemma 3.2 (Goldberg, Karzanov 2003[17])Eine symmetrische Kompression kann in
der gleichen Zeit berechnet werden, wie eine nichtsymmbegisc

Beweis: Zum Verstindnis dieses Beweises ist eine genaue Kenntnis des
Clique-Stripping Algorithmus notwendig vgl. Seite 26.

Sobald man eine Clique gefunden hat und diese entfernt warth) knan so-
fort auch die Clique entfernen, die von den Symmetriepantder Kanten ge-
bildet wird. Dafu, X] und[u, X] nie in derselben Clique seirfdknen, niissen
diese beiden Cliquen disjunkt sein.

Das einzige Problem tritt bei der Behandlung der Nachbaftstidame auf:
Wahrend die gefundene Clique von der Fam—’, k) war, hat ihr schief-
symmetrisches Pendant die Foifia »'~°). Da diese Clique mitB n'~?
Knoten gemeinsam hat,iwde esnn'~°logn Operationen beitigen, alle
n Baume zu aktualisieren.

Wir haben aber bereits gesehen, dass dierBe, die zu Knoten géhnen, die
nicht in die Clique aufgenommen werden, nachher wieddrckgesetzt wer-
den missen. Die meisten dieser Operationen sind als@tipnrDa die sym-
metrische Cligque nicht gefunden werden muss, sondern albedsts gefun-
denen konstruiert werden kanniigsen die Nachbarschaféabne beiaglich
der symmetrischen Clique nicht bastig aktuell gehalten werden. Es ggn
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also, die Baume entsprechend anzupassen, wenn die symmetrische Clique
entfernt wird.

Zum Aktualisieren der Nachbarschaféslme beiiglich des Entfernens der
symmetrischen Clique @ssen ink Baumen jeweils insgesamt —° Pfade

der Langelogn verandert werden. Dies bétigt insgesamt eine Zeit von
kn'=%logn und wird somit von der Zeitifr das Aktualisieren der @ime

im Rahmen der Suche dominiert. OJ

Wir nehmen also im Folgenden stets an, dass eine symmetriGmmpression vorliegt.
Wir kdnnen uns nuiiberlegen, dass wir - ausgehend von den Paaren symmetridiche
guen inG'z - auch inG Bicliquen erhalten.

Lemma 3.3 Liegt symmetrische Kompression vor, so entsprechen zwieianaer sym-
metrische Cliquen itz einem vollsindigen bipartiten Teilgraphen im Ursprungsgra-
phenG.

Beweis:1. Aufgrund der Symmetrie regsentieren die Clique und ihr Sym-
metriepartner dieselben Knoten und Kanten im ursgtichen Graphen. D.h.
wenn die eine Clique die Kantéu, X|, (v, X]) enthélt, so enthlt die andere
([u, X], (v, X]).

2. Keine der Bicliquen inGg kann einen Knoten und seinen Symmetrie-
partner enthalten, da die beiden nach Konstruktion nicliéinander ver-
bunden sind. Diesibertégt sich auch auf die Kanten. e eine Biclique
([u, X], (v, X]) und([u, X], (v, X]) enthalten, so enthielte sie damit iildich
auch[u, X] und[u, X], was unndglich ist.

Uberttélgt man zwei symmetrische Bicliquérg; und C'z, ausG g nachd,
indem man jedes Kantenpaf, A|, [z, B)), ([u, B], [z, A]) in eine Kante
(u, z) umwandelt, so entsteht stets ein bipartiter Teilgraph

Annahme des Gegenteils: 1 liegt ein Kreis ungeraderange vor. Wir be-
trachten nun die Urbilder der Kanten dieses Kreise& j) wobei wir die
Urbilder aus beiden Cliquefiz; undCp; in G g bericksichtigen.

Zu jedem Knoten gibt es einen Knotefv, X| in der einen Clique und einen
Knoten[v, X] in der anderen Clique. Betrachtet man nun zwei beliebige, im
Kreis aufeinanderfolgende Knoterundwv, so muss die Kantgu, A, [v, B])

zu einer der beiden Cliquen 0.B.d®s; gelbren. Damit niissen auchu, A]
und[v, B] zu C; getbren. lhre Symmetriepartneriresen entsprechend zur
anderen Clique_'z, getbren. D.h. istu, A] in Clique Cgy, S0 ist[v, A] in
CligueCps. Da dies fir jedes Paar aufeinanderfolgender Knoten giliseen
die jeweiligen Urbildknoten, die zd-Partition geldren, entlang des Kreises
immer abwechselnd ziz; undCp; gehbren. Dies ents@iche einer Brbung
des Graphen mit zwei Farben. Dies ist bei Kreisen ungeradegé nicht
moglich.

Bild 3.1 zeigt entsprechend, dass sich die Kanten@gsdie einem Kreis
ungerader Bnge entsprechen, nicht in zwei symmetrische Bicliquerezerl
gen lassen (1), ahrend diesiir eine Biclique inG' moglich ist (2). O
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Abbildung 3.1: Cliquen irG undGp

Korollar 3.4 SeiG = (V, E) ein nichtbipartiter Graph mitz = [V| undm = |E[. Dann
kann in ZeitO(mn’ log” n) eine Uberdeckung vord' mit Bicliquen erstellt werden, die

GesamtgbReO (mmgm) hat.

logn

Beweis: Der Ubergang vorz nachG s verdoppelt die Kantenzahl. Bei der
Ruckiibertragung werden die Kanten paarweise identifiziertKdietenzabhl
halbiert sich entsprechend wieder. Wenn die Zahl der Kantéh; um einen

Faktork’liT’;; reduziert werden kann, so verringert sich die Zahl der Kante

: log 22°
in G entsprechend umof)T’;l, also um den selben Wert. O

Wir wollen nun die Bicliquen wiederum durch einen geeignekkineren Teilgraphen
ersetzen. Wir werden zéachst eine solche Bicliqué€ exemplarisch betrachten und das
beschriebene Verfahrender auf alle vom Kompressionsverfahren erkannten Bictique
ausdehnen.

Wir betrachten die Einschnkung)M eines Matchingd/ auf die CliqueC'. Die wesent-
liche Eigenschatft dieser Matchingkanten, die sich auf dest &ss Graphen auswirkt, ist
die, dass die Kanten aug. stets gleichviele Knoten in der linken und der rechten Seite
von C' Uberdecken. Es &re also mglich die Kanten dieser Biclique durch ein Konstrukt
Zu ersetzen, das genau diese Eigenschaft garantiert (vl.322).

.\
P
o

o«

Abbildung 3.2: Ersetzen der Kanten einer Clique
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Dies motiviert die folgende Definition:
Definition 3.5 (CMA-Graph) Ein GraphCs = (V UV, UVg, E) mit

V]\/[

Eg(VL®VM)U( 5

) U (VM X VR)
heil3t matchingaquivalent zu einer bipartiten Cliqué (kurz CMA), wenn

1. fur jedes Matching, das alle Knoten alig, Uberdeckt, gilt, dass es gleichviele
Knoten aus/;, und Vy Uberdeckt und

2. zu allenV] C V, undV}, C Vi mit|V]| = |V}| ein Matching vorCy existiert, das
genauV,, U V/ UV}, Uberdeckt.

?
D

\%

<o ® @
L/o ®

R

Abbildung 3.3: Abstraktes Beispiel eines CMA-Graphen

Bemerkung 3.6 1. Fur jedes MatchingV, dasV), tberdeckt, gilt

|Nﬂ (VL®VM)| = |Nﬂ (VM ®VR)|.

2. Aus der Definition folgt, dask), ein perfektes Matching besitzt, da map =
Vi, = () wahlen kann.

Definition 3.7 Ein CMA-Graph ist matchingiquivalent zu einer konkreten Bicliqué=
(AUB, A® B),wenn|V;| = |A] und|Vx| = |B| gilt.

Wir wollen nun diese Graphen verwenden, um Bicliquelriau ersetzen. Es ist hierbei
wichtig zu beachten, dass dabei nur Kantenmengen ersatd¢meEntsprechend wurden
die Knotenmengeiy;, und Vx nur eingeiihrt, damit die CMA-Graphen korrekt (d.h. oh-
ne Kanten mit nur einem Knoten) definiert werden konnten. BigdnMengenl/;, und Vx
verschmelzen mit Knoten ads. Kanten dieser Knoten i@, die nichts mit der Biclique
zu tun haben, bleibend¥lig unbeiihrt.

Wir geben nun eine formale Definition des Ersetzungsvorgaag, der in Abb. 3.4 noch-
mals graphisch dargestellt wird:
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Definition 3.8 SeiG = (V, ) ein Graph,C = (AUB, A ® B) eine Biclique inG und

Cs = (VLUVyUVg, Ec,) ein zuC matchingaquivalenter CMA-Graph. Seien zudem
uw: A — Vyundv : B — Vg beliebige bijektive Abbildungen. Dann entsteht durch
Ersetzen voit’ durchCys der GraphGe, o (1, v) = (Veg oy Ecgyc) mit

Vegie = VUV

E\(A® B)
2o~ JU{(w) € Egs |u,v e Vi
Cs/C U {(a,v) € A® Vi | (u(a),v) € Ecy}

U{(v,0) e Viy @ B | (v,v(b)) € Ecg}

Die fur verschiedeng, v entstehenden Grapheriissen im Gegensatz zu der Ersetzung
durch Sterne (vgl. Kapitel 2.1} nicht isomorph sein. Da die innere Struktur der CMA-
Graphen ir die hier beitigte - unter Permutation invariante - Wechselwirkung deimn
Rest des Graphen aber keine Rolle spielt, werden wir im weitaué die Angabe vop
undv verzichten.

Abbildung 3.4: Einsetzen eines CMA-Graphen

An dieser Stelle wrden wir nun gerne sagen, dass ein maximales Matchirg-in«
genauso grol} ist, wie ein maximales Matchingimnund das wir aus einem maximalen
Matching inG'¢, /¢ leicht ein genauso grof3es Matchingirkonstruieren &nnen. Leider
ist dies aus mehreren @rden nicht mglich:

1. G,y c hat mehr Knoten und weniger Kanten élsDaher kbnnen maximale Mat-
chings inG¢, /c groRer sein als maximale MatchingsGh

2. Wenn wir ein Matching if7 /o finden, muss es nicht notwendigerweise alle Kno-
ten ausV,, uberdecken.

Wir skizzieren das Vorgehen daher Zashst am Beispiel eines Graphen (Abb. 3.5) mit
einem perfekten Matching, d.h. anhand eines Graphen, deatching hat, das alle
Knotenuberdeckt. Den allgemeinen Falbknen wir dann im Vergleickibersichtlicher
darstellen.

Sei G ein Graph mit einem perfekten Matchidg. SeiC' eine Biclique in diesem Gra-
phen undGc, - der Graph, der entsteht, wenn man die Cligue nach obigem Schem
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Abbildung 3.5: Korrespondierende Matchingsirund G, /¢

durch einen entsprechenden CMA-Graphen ersetzt (Abb.Ba5)n hat auclt/c /- ein
perfektes Matching:

Wir gehen vonG und dem Matching\/ aus. Wir entfernen die z4' gelbrigen Kanten
E¢ ausG.

Fall 1 (nicht dargestellt): Geéften keine Matchingkanten alg zu E¢, so sind alle Kno-
ten ausG nach wie voruberdeckt. Da der “hineingeklebte” Teilgraph;, ein perfektes
Matching besitzt, figt man dieses einfach zu den Matchingkanten/dukinzu und hat
somit ein perfektes Matching in gagz., /¢

Fall 2 (vgl. Abbildung 3.5): Getren Matchingkanten au¥/ zu E, so bleiben nach de-
ren Entfernung Knoten aus uniiberdeckt. Da jede Matchingkante alis einen Knoten
von der einen (0.B.d.A “linken”) Seite der Clique mit der arefe(“rechten”) Seite der
Clique verbindet, sind auf beiden Seiten gleichviele Knatieht Uberdeckt. Nach Defi-
nition von CMA-Graphen gibt es in diesem Fall ein Matchings danau diese Knoten
undV),, Uberdeckt. Damit entsteht ein perfektes Matching i), /.

Damit haben wir nur die Existenz eines perfekten Matchinggegyt. Wir wissen somit
aber: Wenn wir einen Algorithmus zum Finden eines maximaatchings aufGc, /c
anwenden, so wird uns dieser ein konkretes perfektes Magdtafern. Wir wollen nun
einsehen, dass man aus diesem Matching umgekehrt wiedey iei& erzeugen kann.
Dazu zeigen wir wieder allgemein, dass dies mit jedem pefeMatching inG¢, /¢
moglich ist:

Lemma 3.9 Aus einem perfekten Matching @, kann man ein perfektes Matching
in G konstruieren.

Beweis: Ein perfektes Matchingiberdeckt auch alle Knoten alig;. Nach

der Definition von CMA-Graphen sind also genausoviele Knateter lin-

ken, wie in der rechten &lfte der Clique mit Knoten aus,, gematcht. Ent-
fernt man nuri/y;, so sind also in beiden&dften der Clique gleichviele Kno-
ten nichtiberdeckt. Wenn man nun, ué wieder herzustellen, die Kanten
E¢ wieder einfigt, so kann man diese Knoten paarweise miteinander verbin-
den. Somit eréllt man ein perfektes Matching . O

Im Folgenden werden wir nun den Beweis €len allgemeinen Fall formalihren. Ab hier
ist G also wieder ein allgemeiner Graph mit einer Biclique @hel, ,« der Graph, der bei
Ersetzung dieser Biclique durch einen CMA-Graphen entsihtz -, mehr Knoten
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hat alsG' und somit maximale Matchings in diesen Graphen zwandg) unterschied-
liche GidRen haben,dnnen wir nicht mit den absoluten &@3en|M | dieser Matchings
arbeiten. Wir verwenden stattdessen die Abweichung vamejperfekten Matching, d.h.
die Zahl der nichtiberdeckten Knoten.

Definition 3.10 (Defizit) Das Defizit eines Matchings, ist die Zahl der vom Matching
nicht iberdeckten Knoterd,, := |V| — 2| M|

Der Beweis erfolgt in den folgenden Schritten, wobei die dgetiruckten Schritte in den
nachfolgenden Lemmata gezeigt werden:

1. Wir k 6nnen aus einem maximalen MatchingV/ in G mit Defizit D,, ein Mat-
ching in G¢, /¢ konstruieren, dessen Defizit nicht goRer ist.

2. Esgibtalso irG¢, /¢ ein Matching, dessen Defizit nichtder ist alsD ;.
3. Jedes maximale Matching @, hat also ein Defizit vonéchstensD,, .

4. Wenden wir einen Algorithmus zum Finden maximaler MatgsiaufGc, /. an,
so erhalten wir also ein konkretes Matchimg mit Defizit hochstendD,,.

5. Aus jedem Matching in G« mit Defizit D’ 1aRt sich in Linearzeit ein Mat-
ching in G konstruieren, dessen Defizit nicht gbRer ist alsD’.

6. Insbesonderelit sich also aus dem vom Algorithmus gefundenen Matchirg
in Geg/c, dessen Defizit kleiner gleich,, ist, ein konkretes Matching/” in G
konstruieren, dessen Defizit ebenfalls niclalggr ist.

7. Da das Defizit des Matchingd” in GG kleiner gleichD,, ist und D,, das Defizit
eines maximalen Matchings @ ist, muss)M” ein maximales Matching itx sein.

8. Wir kdnnen also ein konkretes maximales Matchingriauf diesem Wege bestim-
men.

Die folgenden Lemmata vervolbsdigen diesen Beweis:

Lemma 3.11 SeiG = (V, E) ein Graph mit einer Bicliqu&” = (AUB, A ® B). Sei
Cs = (VIUVyUVR, Ecy) ein zuC matchingaquivalenter Graph und ., der Graph,
der durch Einsetzen vofis fur C' in G entsteht. Dannd(3t ein maximales Matching/
in G genausoviele Knoten iiberdeckt, wie ein maximales Matchig in Geg)co, d.h.
DM = D]\/].

Beweis:Zum Beweis beatigen wir zurachst noch zwei weitere Lemmata:

Lemma 3.12 Zu jedem maximalen Matchint/ in Gy /c gibt es ein Matching\NZ glei-
cher Giol3e, dad/), vollstandig iiberdeckt.
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Beweis: 1. Es seien/, == {u € V;, | (u,v) € M,v € Vi undVy = {w € Vg |
(z,w) € M z € VM} die von M Uberdeckten Knoten ifiY; und Vr. Es sei zuaAchst
angenommen, da$B’R| |V|. In diesem Fall gibt es geaf der Definition von CMA-

Graphenein MatchmM in Cg, das alle Knoten aljéMUVLUVR uberdecktM uberdeckt
in V, undVz genausoviele Knoten wi#/ und alle Knoten au¥,,;. Somit glltM > M.
Da M maximal war, folgt Gleichheit.

2. Nun sei 0.B.d.A angenommen, daBg| < |X7L|.~Wéhlt man eine beliebige Teilmenge
V,, C V, der GoRe|Vz/, so gibt es ein Matching/, dasVy,,V undV, tiberdeckt. Die
tibrigen| V| — [Vx| Knoten inV;, werden voni/ nicht ilberdeckt. Wir zeigen nun, dass
dies dadurch kompensiert wird, dass viahin V,, ebensoviele, d.HV.| — |Vz| Knoten
nicht iberdeckt werden.

Da wir auf diesen Aspekt gpper nochmals gesondert agkkommen werden, formulieren
wir dies gleich als eigenghdiges Lemma.

Das neue Matching/ ist also mindestens so groR wié. O
Nun zeigen wir den ebeibersprungenen Schritt:

Lemma 3.13 SeiCs = (V, Vi, Vg, E) ein CMA-Graph und\ ein Matching inC',
seiV; = {u € Vi | (u,v) € M,v € V), } die Menge der vorl/ Uiberdecken Knoten
ausV;, und V analog definiert. Dann sind mindestejfig;| — |Vz|| Knoten inVy, nicht
Uberdeckt.

Beweis: Sei 0.B.d.A|[Vz| < |V.|. Laut Definition von CMA-Graphen gibt
es ein MatchinghV, dasVy, Vi und eine beliebige Mengg;, C V7, mit
V2| = |Vk| Uberdeckt)M tiberdeckt somitifv; insgesamf|Vz,|— V|| Kno-
ten nicht. Wir nehmen nun mit dem Ziel eines Widerspruchsdaeijn
Vi weniger alg| V.| —| V|| Knoten nichtilberdeckt. Damit are| /| > | M.
Dann nilsste es in der symmetrischen Differehze A einen PfadP un-
gerader lange geben, der mit jeweils elnemMi freien Knoten beginnt und
endet. Diese Knotendhanen somit nur |rVL\VL c Vi Ilegen daM ganz

Vi und Vi Uberdeckt. Dann irde aber das MatchlnM @ P den Teilgra-
phenV,,; ganz und inV; zwei Knoten mehiiberdecken als ivz. Das ist
aber nach Definition vol's als CMA-Graphen nicht iaglich, da in einem

CMA-Graphen jedes Matching, das Wié Vs ganzuberdeckt, in/;, undVx
gleichviele Knoteriiberdeckt sein firssen. O

Bemerkung 3.14 Fur die CMA-Graphen, die wir iméchsten Kapitel konstruieren wer-
den, ist das gerade bewiesene Lemma trivial, da diese Grapipartit sind undl, und
Vg zu verschiedenen Partitionen gekn.

Nun kdnnen wir Lemma 3.11 zeiged?;; < D), ist erfullt, da man zu jedem Matching
M in G eines inG ¢,/ konstruieren kann, das zitzlich genau die Knoten ali§, tber-
deckt: M Uberdeckt gleichviele Knoten der Clique, es gibt also nactiniden von Cy
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ein Matching, das die gleichen Knoten uvig Uberdeckt.

Dy; > Dy, folgt daraus, dass man zu einem maximalen Matchifgin G¢,/c gemai
Lemma 3.12 ein gleichgroR3ed/, finden kann, da¥), Uberdeckt. Nach Definition der
CMA-Graphen ist inV//, die Zahl der Matchingkanten aulsx< V), gleich der aud/; x B.
Wenn wir dieses Matching/;, von G, c nachG zurick ibertragen, so werden die Kno-
ten ausV,, entfernt. Diese waren aber vobstdig Uberdeckt, so dass sich die Zahl der
nicht iberdeckten Knoten hierdurch nicidert. Aul3erdem verlieren die Kanten aus
und B, deren Matchingpartner i, lag, ihren Partner. Die Zahl der Knoten mit dieser
Eigenschatft ist - wie wir gerade gesehen haben4 imd B gleich.

Da (A, B) in G eine bipartite Clique ist, kann man die zugeigen Knoten ausi und

B in G paarweise verbinden. Somit sind @nin A und B genausoviele Knoten nicht
uberdeckt, wie inV//, und somit inM. Oans

Im nachsten Kapitel werden wir basierend auf den sogenanngar&nzentratoren nach
Pippenger [34] zu jeder Cliqué einen Graphed's = (AUV,,UB, E) konstruieren, der
die folgende Eigenschaften hat:

e (5 ist ein zuC matchingaquivalenter CMA-Graph
e |E|istin O(|A| + |BJ)
e C®kannin ZeitO(|A| + |B|) konstruiert werden.

Bevor wir dies tun, verwenden wir diese Eigenschaften, umtanptsatz dieses Ab-
schnitts zu beweisen:

Satz 3.15Zu einem gegebenen nichtbipartiten Graptién= (V, £) mitm := |E| und
n := |V| 4Bt sich in ZeitO(mn’log®n) ein GraphGg mit |E(Gs)| = O (m

log 22
dlogn

Kanten konstruieren, so dass aus einem maximalen MataWig G¢ in Zeit O(m) ein
maximales Matching/’ in G berechnet werden kann.

Beweis: Wir geben zukchst einerUberblick und zerlegen den Beweis dann in mehrere
Lemata:

1. Wir gehen zur bipartiten RegsentatiorGz von G Uber.

2. Wir verwenden den Algorithmus von Feder und Motwani (7%, um eine sym-
2n2

5, Mit GesamtgbBe2m1§ig7 zu fin-

n

metrische Cliquenzerlegurt = {C}i
den. Dies beatigt Zeit O(mn® log” n).

,,,,,

3. Wie in Lemma 3.3 gesehen, &nnen wir jeweils symmetrische Paare dieser Bicli-
guen als eine Biclique i interpretieren. Wir erhalten somit eine Cliquenzerlegung

.....

4. Wir erstellenGg, indem wir ssmtliche gefundenen Cliqued® in G' durch einen
entsprechenden CMA-Graphéfly ersetzen.
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Zunachst wollen wir nun zeigen, dass dieser Gréphdie geforderte Zahl von Kanten
hat.

2
log 2~
dlogn *

Bemerkung 3.16 Wir verwenden im Folgenden wieder die Abkungm™* := m

Lemma 3.17 |E(Gs)| € O(m'%in) = O(m*)

gn

Beweis:

Wir erinnern an dieser Stelle nochmals an die Definition re@leuenzerle-
gung aus Lemma 2,5und die Definition der Gesami@fge 2.6;:

Eine bipartite Cliguenzerlegung eines Graph@n= (V, F) ist eine Men-
ge von BicliquerC = (4, ..., C,, so dass jede Kante € F fur genau ein
ie€{l,...,r} ZUuE(C;) gelbrt.

Die Gesamtgilie ist die Summe der Knotenzahlen dieser Cliq@&hnh =

ZCEC ‘V(C> ’ .

In Korollar 3.4, haben wir gezeigt, dass die Gesarafgg der Cliquenzer-
legung, die der Algorithmus von Feder und Motwani lieferyah m* be-
schiankt ist.

Wir ersetzen jede Cliqu&>® mit mehr als einer Kante durch einen zu
C'" matchingaquivalenten CMA-Graphe@’ und behalten die Ein-Kanten-
Cliquen bei. Die neue Kantenzahl ist die Summe der Kanten mQMA-
Graphen zuiglich der Zahl der Ein-Kanten-Cliquen.

Wir werden im rachsten Kapitel sehen, dass es CMA-Graplign =
(VL(Cs)UV (Cs)UVR(Cs), E(Cs)) gibt, die eine in der Zahl der Kno-
ten ausV;(Cs) und Vi(Cs) lineare Kantenzahl besitzen, algb(Cys)| <
p(|[VL(Cs)| + |Vr(Cs)|) fur ein festep > 1 erfullen. |[VL(Cs)| + |Vr(Cs)|
wiederum ist gleich der Zahl der Knoten der Cliguie

Die Ein-Kanten-Cliquen bleiben unvardert werden also durch eine Kante
“ersetzt”. Ihre Zahl wird sich also auf jeden Fall weniges aér p-fachen.
Somit ergibt sich:

|E(Gs)| <> |E(Cs)

cec
Zmax(l,p(!VL(CsN + |Vr(Cs)l))
cec

> plv(o)]

ceC

P> IV(O)]

cec
< pm™.

IN

IN

IN

Die Zahl der Kanten vou- ist also linear in der Gesamfife der Cliquen-
zerlegung. O
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Nun ist zu zeigen, dass wir aus einem maximalen Matchirdgsieines inG konstruieren
konnen. Dazu &nnen wir Lemma 3.11auf jede einzelne Biclique anwenden. Da diese
kantendisjunkt sind, treten keinerlei Wechselwirkungemszhen diesen Anwendungen
auf.

Die folgenden Lemmata, in denen die eben gezeigten Ergebrizn einer einzelnen
Biclique auf eine Cliquenzerleguridbetragen werden, stellen daher weitgehend Wieder-
holungen dar und wir fassen sie entsprechend kurz.

Lemma 3.18 Sei M ein maximales Matching i/ und Mg ein maximales Matching in
G s. Dann Bt M mindestens genausoviele Knoten frei wig, d.h.

Ve \ Ueenmr €] > Vo \ Ueens €|

Beweis: Zunachst nimmt man alle Kanten aud, die nicht in einer der
gefundenen Cliquen liegen if/s auf. Danach veghrt man @ir jede Cli-

que C; wie im “<” Teil des Beweises von Lemma 3,1Lind ersetzt sie
durch den entsprechenden CMA-Grapltep SeienV; ;, undV;  die Kno-

ten auf der “linken” bzw. “rechten” Seite der Clique, die vomaren aus
M N E(C;) uberdeckt werden. Da die Clique einen bipartiten Grapheebil
gilt |V; | = |Vi r|. Damit gibt es nach Definition vo@'s ein Matching von
C%, dass alle Knoten vof’s sowie genad/;; undV;, Uberdeckt. Wieder-
holt man dieses Verfahrefurf alle Cliquen, so sind id’s genau diejenigen
Knoten nichtilberdeckt, deren Urbilder i@ nicht iberdeckt sind. O

Da das vom Algorithmus bestimmte Matching nicht genau dascMiag aus Lemma
3.18 sein muss, irssen wir im @&chsten Lemma wieder von einem beliebigen maximalen
Matching ausgehen:

Lemma 3.19 Sei ein maximales Matchint/s in Gs gegeben. Dann kann in Z&ft(m)
ein MatchingM’ in G konstruiert werden, dasdthstens soviele Knoteniumerdeckt#(3t,
wie Mg in Gg.

Beweis:Wir zeigen, dass man jeden Ersatzgraphen so durch eine Cirglie
passende Matchingkanten aakersetzen kann, dasgdhstens so viele Kno-
ten der Clique uiaberdeckt bleiben, wie uberdeckte Knoten im Ersatzgra-
phen vorkamen: Wir betrachten dazu wieder einen einzelneA-Gvaphen
CL = (VL(CLHUVM(CLHUVR(CE), E(CY)), der fur eine Clique”” eingesetzt
wurde.

Seien dazuM; und My die Knoten ausV;(C%) bzw. Vi(C%), die vom
Matching iiberdeckt wurden. Man setzt nun die uispgliche CliqueC? =
(AUB, A ® B) wieder ein und whltmin(| |, | Mg|) Kanten beliebig zwi-
schenA und B fur das Matching. Dies edt die Zahl der nichtiberdeckten
Knoten inG hochstens um{ M, | — | Mg||. Gen&l3 Lemma 3.13mussen aber
mindestens so viele tiberdeckte Knoten durch dagschen voiv,,(C%) bei
der Ersetzung entfernt worden sein. O
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Die Zahl der durch rekonstruierte Matchidg’ nicht Uberdeckten Knoten id- ist al-
so kleiner gleich der vord/s nicht Uberdeckten Kanten it‘s. Da dies ein maximales
Matching in Gy ist, ist diese Zahl wiederum Kleiner gleich der von einem imaken
Matching M in G nichtuberdeckten Knoten. Damit igt’ ein maximales Matching.

V(G) =2[M'| < V(Gs) = 2|Ms| < V(G) = 2[M| < [M'| > |M]

DSB.ZLS

3.2 Konstruktion von CMA-Graphen

3.2.1 Superkonzentratoren

Ziel dieses Abschnitts ist es, Graphen mit wenigen Kantefinzien, durch die mehrere
knotendisjunkte alternierende Pfade laufémiken. Unter dem “Durchlaufen” verstehen
wir, dass wir von einer bestimmten Teilmenge der Knoten, ‘@@ngangen”, disjunkte
Pfade zu einer anderen Teilmenge, den “Ausgen”, finden wollen.

Hierzu bemtigen wir zurachst Graphen, die viele disjunkte Wege zulassen. Gruadlag
fur unsere Konstruktion werden entsprechend sogenanngrl&unzentratoren sein.

Definition 3.20 Ein (n, k) Superkonzentrator ist ein gerichteter azyklischer Grapift,
n EingangenA C V, n AusgingenB C V und hchstenstn Kanten, so dass esiif
zwei beliebige Mengen van< n EingangenA’ C A undt¢ AusgingenB’ C B stetst
knotendisjunkte Pfade gibt, die Ein- und A@isge paarweise miteinander verbinden.

Basierend auf Vorarbeiten von Pinsker [33] gelang es Val&8iteinen Superkonzentra-
tor linearer Gol3e ¢ = 238) zu erzeugen. Dies konnte durch Pippenger [34]kasf 39
verbessert werden. All diese Konstruktionen waren prastddher Natur. Eine determi-
nistische Konstruktion mit = 504 gelang erstmals Gabber und Galil [15], dies konnte
von Alon und Capalbo [31] auf = 44 verbessert werden.

Wir werden im folgenden die Konstruktion von Gabber und I3a8] kurz vorstellen. Die
von ihnen gefundenen Superkonzentratoren haben einersieu Aufbau. Ein Super-
konzentratolS besteht aus direkten Verbindungen zwischen deicin- und Aus@ngen,
sowie einem um einen Faktérkleineren SuperkonzentratsSt, der mittels zweier soge-
nannter(n, On, k)-Konzentratorer® und C’ eingepalf3t wird (vgl. Abbildung 3.6).

Definition 3.21 Ein (n, 0n, k)-Konzentrator ist ein gerichteter azyklischer Graph mit
Eingangen,/n < n Ausgingen und bchstensk Kanten, der esiir jedefn elementige
Teilmenge der Eingnge erlaubt, diese durch knotendisjunkte Wege mitdekusgingen
zu verbinden.

Bemerkung 3.22 All diese Konstruktionendanen nairlich auch gegen die Kantenrich-
tung benutzt werden. Mardknte einen Konzentrator also auch definieren als einen ge-
richteten azyklischen Graph mit. Eingangen,n > 6n Ausdingen und bchstensik
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Kanten, der esiir jedefn elementige Teilmenge der Augge erlaubt, diese durch kno-
tendisjunkte Wege von dén Eingangen aus zu erreichen. Wir setzen die Konzentratoren
in beiden Richtungen ein.
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Abbildung 3.6: Grobstruktur eines Superkonzentrators

Lemma 3.23 Sei S’ ein (0n, k) Superkonzentratorif 1 > ¢ > 3 und seienC' und C’
(n,fn, k) Konzentratoren (wobei” vom umgedrehten Typ ist - vgl. Bemerkung 3.32).
sei der Graph mit. Eingangs- unch Ausgangsknoten, der entsteht, wenn man

. dien Eingdnge vonS paarweise mit demn Ausgingen vors,

. dien Eingdnge vonS paarweise mit den Eingangen vorC,

1
2
3. diefn Ausdinge vornC' paarweise mit den Eirégngen vons’,
4. diefn Ausginge vonS’ paarweise mit den Eiréqngen vorC’
5

. und dien Ausd@nge vorC’ paarweise mit dem Ausgingen vonS

verbindet (vgl. Abb. 3.6).
Dann istS ein (n, k) Superkonzentrator.

Beweis:Bei einem Superkonzentrator muss jede Teilmenge deidBmgder
GrolRet paarweiselber disjunkte Pfade mit einer genauso grol3en Teilmenge
der Ausginge verbunden werdedknen. Wir nehmen anhand derdBe von

t eine Fallunterscheidung vor:

Fall 1:t < 5

Man betrachte eine beliebige Obermenge der Menge deaBgegmit GolRe

On. Nach Definition vorC' gibt es eine Mglichkeit, diese paarweise mit den
On Ausgangen vorC' und somit mit den Eingngen vort’ zu verbinden. Da-

bei werden dig¢ gewahlten Einginge vonS durchC' mit ¢ Eingangen vons’
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verbunden. Ebenso verbindét als umgedrehter Konzentrator die gévten

t Ausgange vonS rickwarts mitt Ausgangen vort’. DaS’ ein Superkonzen-
trator ist, gibt esiir jede beliebige Wahl vohEin- und Aus@ngen disjunkte
Pfade, die diese paarweise verbinden, also ainctié vonC undC’ aus er-

reichten Ein- bzw. Ausgnge. Damit sind also alleEin- und Ausgnge von

S paarweise durch disjunkte Pfade miteinander verbunden.

Fall 2: Istt > 7, so nissen wenigstens— 3 der Ein und Ausgnge direkt
gegeriber liegen, so dass diese unmittelbar verbunden werdenén. Die

restlichen< 7 Knoten werden wie im ersten FalberS’ verbunden. O

3.2.2 Konstruktion von Konzentratoren in Linearzeit

Wir haben im vorangegangenen Kapitel ein rekursives Kaktnsschemaiir Super-
konzentratoren vorgestellt. Jeder Superkonzentratomniin- und Aus@ngen besteht
aus einem kleineren Superkonzentratodjrekten Kanten zwischen Ein- und Austgen
sowie zwei Konzentratore@' und C’ mit maximaln Ein- oder Aus@ngen. Die Gil3e
der rekursiv ineinander verschachtelten Superkonzemératnimmt dabei bei jedem Re-
kursionsschritt um den konstanten Faldab.

Um zu zeigen, dass die vorgestellten Superkonzentratorén(i) konstruiert werden
konnen, postulieren wir, dass die Konzentratoreand C’ ebenfalls in Linearzeit in der
Zahl ihrer Ein- und Ausg@ngen erzeugt werdendnnen: Haben diese Konzentratoren also
jeweils die Gbl3ecn mit einer Konstanten, so ist die GesamtgfRe des Superkonzentra-
tors beschankt durch

o0

i i _ - i 1 o 2c+1
Z 0'n 2c¢6'n, —(n+2cn);9—(n+2cn)1_9—n(1_9)

=0 direkte Kanten Konzentratoren

Es bleibt also zu zeigen, dass die Konzentratoren in Lirggdanstruiert werdendnnen,
was impliziert, dass ihre Kantenzahl ebenfalls1tn) liegen muss. Wir beschreiben im
Folgenden die Konzentratoren von Gabber und Galil[15], id&Kdnstruktion von Alon
[31] diese voraussetzt. Dabei verzichten wir auf die mafdttteschen Korrektheitsbewei-
se und beschlnken uns auf die Komple&t der Konstruktion.

Zunachst gehen wir zu einer etwas s@uheren Form von Konzentratoréber: Eben
haben wir verlangt, dass jede Teilmenge von Bimgen der Gif3efn zu den genadn
Ausgangen verbunden werden kann. D.h. alle Arsge werden benutzt. Wir trennen
nun die Zahl der baitigten Pfade von der Zahl der Ausgge. Letztere bezeichnen wir
nach wie vor mitdn, die Zahl der Pfade nennen wim. Wir verlangen, dass jeden-
elementige Menge von Eidggen mit irgendwelchean der insgesaméin Ausgangen
verbunden werden kanfi K o < 6 < 1).

Damit die eben beschriebene rekursive Konstruktion dwefiligt werden kann, geémgt
es,a > % zu erfullen. # muss lediglich kleiner al$ sein. Dies ist hinreichend daf

1. dass die dchstens; Verbindungen, die nicht direkt hergestellt werdeimken,
weitergeleitet werdendanen und
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2. dass die Gif3e der rekursiv verschachtelten Superkonzentratoremegesch ab-
nimmt.

Es ist also mglich, den Superkonzentrator mit Hilfe der folgenden Kamtzatoren zu
konstruieren:

Definition 3.24 ([15]) Ein (n, 0, k, o) beschénkter Konzentrator ist ein bipartiter Graph
G = (AUB, F) mitn EingangenA undfn AusgingenB sowie lochsteng:n Kanten, bei
dem fir alle MengenX von Eingingen mif X | < an gilt, dass|['(X)| > | X| ist.

Der AusdruckI'(X)| > | X| stammt aus dem Satz von Hall 7,15Er stellt - da diese
Eigenschaft der Nachbarschaften hier implizit atviohaille Teilmengen vorX gefordert
wird - sicher, dass es zur Mengé ein Matching gibt, das dieséberdeckt. Die Mat-
chingkanten stellen dann die gémschten Verbindungen zwischen Ein- und Adusgen
dar.

Gabber und Galil [15] konstruieren ihre besmhkten Konzentratoren mit Hilfe von so-
genannten Expandern:

Definition 3.25 ([15]) Ein (n, k', d)-Expander ist ein bipartiter Graplt: = (AUB, E)
mit |A| = |B| = n, der fichstengE| < nk’ Kanten hat und bei deniif jede Teilmenge
X vonA gilt, dass|I'(X)| > (1 +d(1 — | X|/n))|X| erfullt ist.

Wir nehmen im Weiteren an, dass die Zahder Einginge eine Quadratzahl ist, d.h.
n = ¢%,q € IN. Dies vereinfacht die DarstellungliFanderer ist es nglich, stattdessen
zur nachstgolReren Quadratzabiberzugehen.

Satz 3.26 ([15]) Es gibt einer(n, 5, (2 — /3)/4)-Expander mitw = ¢ fir ¢ € IN.

Beweisskizze:Wir geben hier lediglich die Konstruktion an und verwei-
sen fir den Beweis, dass es sich tatklich um einen Expander mit den
gewlnschten Eigenschaften handelt, auf die hier beschrieBepeit von
Gabber und Galil [15].

Es ist mbglich, jeden der jeweilsa Knoten ausA und B mit jeweils genau
einem Tupeli, j] miti, j € {0,...,¢— 1} zu bezeichnen. Die Knoten ais

die zu einem Knotef, j| € A adjazent sind, sind dann gegeben durch die
folgendens Abbildungen:

i, J]
e [i,i+ j modg]
i+ j modg, j]
1+7+1 modq,j]

[
[
e [i,i+j+ 1modg]
[
[
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Beobachtung 3.27Das Bild jedes Elementes unter einer dieser Permutatiorsam k
(Einheitskostenmald vorausgesetzt, vergl. hierzu Kapitgl)5n konstanter Zeit berech-
net werden. Damit&nnen alle5n Kanten des Expanders i@ (n) Schritten bestimmt
werden.

Lemma 3.28 ([15]) Mit Hilfe der eben definierten Expander kann man einen

(n, 31, BED3L 1) heschankten Konzentrator konstruieren.

Beweis: Definitionsgeral3 hat der Konzentraton Eingange und 331—2”
Ausgange. Die Eingnge werden in zwei Mengen zerlegt, die “grof3e” Men-
ge miti”;—; und die “kleine” Menge mitz Knoten. Die grof3e Menge wird

mittels eines(32,5, 2) Expanders mit den Ausmgen verbunden <

(2 — V/3)/4).

Jeder Knoten des “kleinen” Teils wird mit jewed Ausgangen verbunden,
so dass jeder Ausgang mit einem Eingang aus dem “kleinehV@gunden
ist.

Sei nunX eine Teilmenge der Eirimge mit| X| < In. Seis die Zahl der
Eingange, die zum “grof3en Teil” géren, und: die Zahl der Eingnge, die
zum “kleinen Teil” geldren.

Ist¢ > |X|/31, so reichen digg1t Nachbarn der Knoten aus dem “kleinen
Teil” bereits aus.

Anderenfallsist > 32| X|. Wahlt man eine beliebige Teilmengeder GRe
(%Xﬂ < %n der Eingainge aus dem “grof3en Teil”, so ergibt sich aufgrund
der Expander-Eigenschaften, dass diese mindestens

2 1 31 |30
1= (1-2) )1y =2 [ Z21x)] =X
30 2 30 | 31

Nachbarn haben muss. Daeine Teilmenge vorX war, hat auchX minde-
stens ebensoviele Nachbarn. O

Beobachtung 3.29Auch die Konstruktionen aus Lemma 3.28 lassen sich in Lisdar
in der Kantenzahl realisieren. Somibtknen Superkonzentratoren mitKnoten in Zeit
O(n') konstruiert werden.

3.2.3 Umwandlung von Superkonzentratoren in
CMA-Graphen

Im folgenden werden wir mit einer ungerichteten Variante eleen konstruierten Su-
perkonzentratoren weiterarbeiten. Auf die ehemalige ridiBeung werden wir aber hin
und wieder Bezug nehmen. Wir wollen aus einem gegebenen i&uzentratorS
einen zu einer bipartiten Cliqué = (AUB, F') matchingaquivalenten Graphefis =
(VLUVUVR, E) erzeugen.

Zur Vereinfachung betrachten wir zawhst eine Clique, bei der beide Seiten gleich grof3
sind, d.h.|A| = |B] gilt. Wir wahlen entsprechend einen Superkonzentratarit |A|
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Ein- und Ausgngen und)(|A|) Kanten. Dass ein solcher existiert, haben wir im voran-
gegangenen Kapitel gezeigt.

Dann ersetzen wir jeden Knotenn S durch zwei Knoten; undwv,. Wir passen dabei die
Kanten unter Verwendung der ehemaligen Kantenrichtungnanfiigen fir jede Kante
(u,w) € E(S) die Kante(us, w;) ein. Des weiteren verbinden widifallev € V(S) v,

mit V.

Den resultierenden Graph bezeichnen wir @4t C' ist bipartit und die Zahl der Kanten
wird im Vergleich zuS hochstens umV/(S)| erhbht, so dass deren Zahl nach wie vor in
O(|A]) liegt. Die bisher beschriebenen Knoten bildépn. Wir filgen zwei Knotenmen-
genV;, und Vg mit je | A| Knoten hinzu (vgl. Abb. 3.7). Die Knoten ali verbinden wir
paarweise mit den Knoten aus der Mer{ge|v war ein Eingangsknoten des Superkon-
zentratorsS}. Die Knoten aud/; verbinden wir paarweise mit den Knoten der Menge
{va|v war ein Ausgangsknoten vasi}.

tee]
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Abbildung 3.7: CMA Graph

Lemma 3.30 Der so konstruierte Grapl's ist matchingaquivalent zu einer bipartiten
Clique mit|A| = | B].

Beweis: Dazu nussen die zwei definierenden Eigenschaften von CMA-
Graphen nachgewiesen werden:

1. Jedes Matching, dds,, Uuberdecktiberdeckt gleich viele Kanten iy
undVy:

Vi ist nach Konstruktion bipartit mit den gleich groRen Pamtien P] =
{v1|lv € S} und P, = {v.|v € S}. Es gibt keine Kanten volh}, nachP; und
vonVy nachP/, so day P,UP, E(Cs)) mit P, :== P{UVz undP, := PyUV,
ebenfalls ein bipartiter Graph ist.

Da auchV}, und V gleich grof3 sind, gil{P;| = |P»|. In jedem bipartiten
Graphuberdeckt jedes Matching genausoviele Knoten in beidetitiBaen,
da eine Kante jeweils Knoten aus verschiedenen Partitivgednndet.

Sei also ein Matching// gegeben, das alle Knoten aug, uberdeckt. Es
Uberdeckt also jeweilsV/| Knoten in P, und P, und die zuV,, getbrenden
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Teile P und P; vollstandig. Somit ist die Zahl der Knoten alfs, die das

Matchinguberdeckt, gegeben dureh | — | P{| und die Zahl detiberdeckten
Knoten ausl’; als |M| — | P;|. Wegen|P]| = |Pj| Uberdeckt das Matching
gleich viele Knoten i/, und V.

2. Seien auf der anderen Seite zwei TeilmenggrC Vi, undVy, C Vi mit
|V/| = |V4| gegeben. Dann ist zu zeigen, dass es ein Matchingon C
gibt, das genau diese Knoten uvigl Uberdeckt.

Hierzu beobachten wir z@ehst, dass auofig noch ein Superkonzentrator
ist, da wir beim Aufspalten der Knoten die ehemalige Or@miing betrach-
tet haben und ein Pfad, der fheinen Knoternv passiert hat, nun; und v,
passieren kann. Es gibt also eine Mefiyeon |V} | knotendisjunkten Pfaden
{Pr,... Py} in Cs, die V] mit Vj verbinden und zudem, wenn sie einen
Knotenz; verwenden, stets auah passieren.

Wir konstruieren nun ein Matchindy/ in der folgenden Weise: Séi(P) die
Menge aller Kanten un@f’(P), die Menge aller Knoten, die auf einem Pfad
P ausP liegen. Far v; € Vy,\V(P) fugen wir jeweils die Kantév,, vs) in
das Matching ein. Diese Matchingkantégherdecken sicher alle Knoten in
Vi, die nicht auf einem der Pfade liegen.

Des weitereniigen wir alle Kanten aug'(P) ein, die von der Fornfus, x1)
sind, also jeweils die Kanten auf dem Pfad, die den Kanterudgstingli-
chen Superkonzentrators entsprechen. Aul3erdgemfwir die Anfangs- und
Endsticke der Formiv, u,),v € V] oder(zy,u), u € V}, hinzu.

Betrachtet man einen einzelnen PfEd so ist dieser von der Fori] >
v,v1,vs, 02,05, ... v] vy, u € V. Dabei sind(v, 1), (v3,v%),. .., (v3, u)
Matchingkanten. Die Knoten sind alléberdeckt, d.h. das Matchirigber-
deckt ebenfalld’; undV, und alle Knoten in/,,, die auf einem Pfad liegen.
Damit ist ganZ)/,,; Uberdeckt. O

Bemerkung 3.31 Alternativ kann man sich die Konstruktion auch so vorstglttass man
zurachst alle Knotenpaarév;, v, } zu Matchingkanten eréitt und dann entlang der Pfa-
de ausp alterniert.

Proposition 3.32 Ist C' = (AcUBg, E) eine bipartite Clique mitA¢| > |Bc|, so kann
man einen zu dieser matchigiuivalenten Graphe@’y; mit O(|A¢|) Kanten und Knoten
konstruieren.

Beweis: Man konstruiert zuachst - wie eben beschrieben - einen CMA-
GraphenCs mit |V |=|Vg|=|Ac|. Dann bscht manA¢| — | Bo| Knoten be-

liebig ausViy.
Der weitere Beweis veiuft analog zum obigen. Beide Beweisschritte blei-
ben - auch wenn diese Knoten gsetht werden - korrekt. O

Verwendet man die von Alon [31] konstruierten Superkonagaten mitk = 88, so kann
eine Clique mitn1*5110% Kanten, wie sie durch das Kompressionsverfahren von Feder
O,
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und Motwani [11] gefunden wird (vgl. Kapitel 2.1, durch einen CMA-Graphen mit
88n'~? Kanten ersetzt werden.



Kapitel 4

Implizite Kompression

4.1 Einleitung

Im vorangegangenen Teil haben wir ein erstes Verfahrerhbeben, das Graphenkom-
pression zur Beschleunigung von Matching-Algorithmen actitbipartiten Graphen ein-
setzt. Wir haben zu einem Graphéneinen Grapherd: s konstruiert, der (asymptotisch
bzgl. der Knotenzaht) weniger Kanten algé: hat und so beschaffen ist, dass man aus
einem maximalen Matching iFs ein maximales Matching id7 konstruieren kannz
muss wegen der auftretenden Konstanten allerdings selerkamten haben, damis
auch absolut weniger Kanten hat éls

In diesem Teil wollen wir ein Verfahren vorstellen, mit deoch kleinere Graphen behan-
delt werden Bnnen. Wir erkaufen diesen Vorteil mit einelb@eren Kompliziertheit von
Algorithmen und Beweisen, da wir uns nun auf einen konkretanching-Algorithmus
konzentrieren werden und seine spezifischen EigenscHagtéoksichtigen nissen. Wir
werden zu diesem Zweck den Matching-Algorithmus von Blunfi[lhetrachten.

Wir gehen zuachst wiederum vom Kompressionsalgorithmus von Feder uotivist
ni [11] aus. Diese haben, ausgehend von einer Cliquenzededes Graphen, bipartite
Cliquen durch “Sterne” ersetzt. Entscheidend dabei wag dasch diese Sterne der glei-
che Netzwerkfluss dglich ist, wie durch die Cliquen. Problematisch ist wiedeyalass
im nichtbipartiten Fall kein einfaches Flussmodebgfich ist und dass augmentierende
Pfade diese Sterne nicht in gleicher Weise wigsse durchquererdknen (vgl. Kapitel
2.1.1).

Im vorangegangenen Teil sind wir diesem Problem begegragm wir statt Sternen we-
sentlich kompliziertere Ersatzgraphen verwendet habenlidsem Teil betrachten wir
einen Matching-Algorithmus unter der Fragestellung, Wel@eile des Algorithmus den
meisten Aufwand verursachen und zeigen, dass diese TeiRrimaip mit Sternen als
Ersatzgraphen beschleunigt werdémken.

Alle auf der Suche nach augmentierenden Pfaden beruheretéahkén verwenden Va-

rianten der sog. algorithmischen Suche auf Graphen [J)esendere Breitensuche und
Tiefensuche. Diese Suchverfahren sind verantwortlichden gbl3eren der beiden Fak-
torenm in der Laufzeitschranke des Algorithmus von Hopcroft und@&1] und somit

58
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auch des darauf basierenden Algorithmus von Blum [2]. Alsadese wir versuchen, die-
se Phasen mit Hilfe von Graphenkompression zu beschleunige

Um Graphenkompression anwenden Zinken, beotigen wir einen bipartiten Gra-
phen. Wir haben in Kapitel 2.3, 1gesehen, dass man einen Grapbém eine biparti-
te Repésentationzz Uberfihren kann, indem man jeden Knoterdurch zwei Knoten
[u, A] und [u, B] ersetzt und jede Kantg:,v) durch zwei Kanten(|u, B], [v, A]) und
([v, B], [u, A]) ersetzt. Die Richtung dieser Kanten war dabei von einem geggbMat-
ching ablangig.

Bei der Kompressiondnnen wir auf diese Richtungen keinédksicht nehmen, da wir
nur Zeit fur einen Kompressionsvorgang haben, aber viele Matchimgsomit viele ver-
schiedene Orientierungen auftreten.

Wir nehmen also im folgenden an, dass der Gréghvollstandig vonB nach A ge-
richtet ist. Wir wenden auf diesen Graph das Kompressiafeween von Feder und
Motwani[11] an, wobei als Ersatzgraphen Sterne eingesetrdien. Den entstehenden
Graphen nennen wit’;.

Um die Grundideeiir die Beschleunigung der algorithmischen Suche ansclheuldar-
zustellen, vergleichen wir zéehst eine Tiefensuche aGf; mit einer solchen auf;.
Spater nussen wir die Suchvoénge abstrahiert betrachten, da kompliziertere Suchme-
thoden - insbesondere die sogenannte “Double Depth FiestBe- nicht mehr mitG’,
alleine realisiert werdendanen.

Als Beispiel fir die Auswirkung der Kompression auf eine Tiefensuchedobten wir
Abbildung 4.1. Bild 1 zeigt den urspnglichen Graphef:z, Bild 2 seine komprimierte
DarstellungG’;. Die von den jeweils drei oberen Knoten gebildete Clique wuttdrch
einen Stern ersetzt. Bild 3 zeigt die Situatiorip wahrend einer Tiefensuche. Wir neh-
men an, dass wir z@chst von Knoten aus gesucht haben und nun eine neue Suche von
Knotenv aus starten.

In Bild 3 gehen vony 4 unbetrachtete Kanten aus, die wir noch untersuchiéssen. Nur
eine davon iihrt zu einem Knoten, den wir noch nicht erreicht haben. Bed Bil hier
wieder inG’; - sind es nur zwei unbetrachtete Kanten. Sobald wir den Zikmioten des
Sterns besucht haben, besuchen wir atshstes sofort den neuen Knoten. Wir haben also
zwei sinnlose Suchen vermieden. Dennoch ist klar, dassliieaeichbaren Knoten auf
der rechten Seite erreichen.

Bevor wir beschreibendnnen, wie dieses einfache Schema abgewandelt werden muss,
um auch im nichtbipartiten Fall zu funktioniereniigsen wir die dabei auftretenden Such-
probleme erst edlutern. Wir geben daher einen kurzéberblick tiber den Aufbau des
Algorithmus von Blum [1][2].
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1) 2)
b b

3) 4)
b b

Abbildung 4.1: Beispieliir eine Tiefensuche ohne und mit Kompression
4.2 Der Matching-Algorithmus von Blum

4.2.1 Gesamtaufbau

In diesem Kapitel geben wir einen kurz&berblickiiber den Matching-Algorithmus von
Blum [1][2]. Die Grundidee ist, den Algorithmus von Hopcraftd Karp [21] bzw. Dinic
[8] auf den nichtbipartiten Fall zibertragen.

Entscheidend ist die Beobachtung, dass beim Beweis von

Satz 1.8, [Hopcroft, Karp 1973]

Augmentiert mariiber eine nicht erweiterbare Menge alternierender knotsjodkter
Pfade minimaler BngeP, so sind alle augmentierenden Pfade im resultierenden Gra-
phen Bnger als die Pfade auB.

nicht vorausgesetzt wurde, dass der Graph bipartit issddiSatz gilt also auch im nicht-
bipartiten Fall.

Ist es also auch im nichtbipartiten Falbglich, eine nicht erweiterbare Mengarkester
augmentierender Pfade zu finden, so kann man dyreffache Wiederholung dieses Vor-
ganges auch in diesem Fall erzwingen, dass alle verble#veadgmentierenden Pfade
mindestens die &nge,/n haben.

Da auch im nichtbipartiten Fall somit nocld¢hstensO(y/n) Knoten uriiberdeckt blei-
ben, ist es raglich, das verbleibende Matching mib¢hstensD(/n) Tiefensuchen nach
augmentierenden Pfaden und nachfolgenden Augmentienmggnem maximalen Mat-
ching zu erweitern.

Ein maximales Matching kann also mitt&lX/n) dieser Augementierungerber maxi-
male Mengen Uérzester augmentierender Pfade (Phase 1) gefolgt #¥ohstens?)(/n)
Tiefensuchen nach augmentierenden Pfaden (Phase 2) gafumdden.

Um auf diese Weise die angestrebte Laufzeit @R/nm) zu erzielen, muss jedeyn
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mal wiederholte Teil einer Phase in ZéX{(m) realisiert werden. Im bipartiten Fall wird
dies in Phase 1 durch eine Kombination von Breiten- (BFS) uefefsuche (DFS) er-
reicht (vgl. Lemma 1.9), in Phase 2 wird nur Tiefensuche verwandt.

Im nichtbipartiten Fall realisiert Blum[1][2] dies mit zw&fariationen dieser Verfahren:
Der modifizierten Breitensuche MBFS und der modifiziertenénstiche MDFS.

Mit Algorithmus 3 geben wir zuachst einen vereinfachendélberblick Giber die ein-
zelnen Phasen des Gesamtalgorithmus. In Phase 1 werdemat@Xengen érzester
augmentierender Pfade bestimmt. Hierzu ermittelt MBFSazhet alle Knoten und Kan-
ten, die zu irgendeinemikzesten Pfad géhmen. Dann sucht MDFS in dieser Menge eine
nicht erweiterbare Menge augmentierender Pfadellbet die Pfade aus dieser Menge
wird augmentiert.

Sobald die Pfadeahger werden al§/n, wird so lange mit MDFS ein augmentierender
Pfad gesucht undber diesen augmentiert, bis dies nicht melgfich und das Matching
somit maximal ist (Phase 2).

Algorithmus 3 MBFS und MDFS[1] -Uberblick

1: while kein augmentierender Pfadrger als,/n wurde gefunderio > Phase 1

2: Suche mit MBFS alle Knoten und Kanten, die Zirkesten augmentierenden Pfa-
den geloren

3 Suche in dieser Menge mit MDFS eine maximale Menge knotgmkiter

kiirzester Pfade
4 augmentierélber die Pfade aus dieser Menge
5. end while
6: while Es werden noch augmentierende Pfade gefuden > Phase 2
7 Suche mit MDFS einen augmentierenden Prad
8 Augmentiere entlang voRr
9: end while

Der nachfolgende Algorithmus 4 stellt bereits einige Ostaiehr vor. Er soll dem Le-
ser helfen, die einzelnen Teileahrend der Lekire besser einordnen zéhnen. Einen
implementierbaren Pseudocode geben wir dann am Ende diapésls an.

In den nachfolgenden Kapiteln werden wir die Anwendung voBR@ und MDFS in
Phasel im Detail beschreiben. ¥ Phase kann reines MDFS - entsprechend der Be-
schreibungiir Phase 1 - verwandt werden.

In Phasel wird maximal y/n mal eine Suche nach einer maximalen Mengezkster
augmentierender Pfade durchigjeft. Sobald eine solche Menge jeweils gefunden wur-
de, wirduber diese augmentiert. Um eine Gesamtlaufzeit&@g¢ry/nm) sicherzustellen,
geriigt es zu zeigen, dass jede Such&ifm) ausgefihrt werden kann. Dass die Aug-
mentierung in dieser Zeit aglich ist, ist offensichtlich.

Wir mussen also lediglich den Suchanteil eines Teils von Phadehldie Ermittlung
einer maximalen Mengetkzester augmentierender Pfade, genauer betrachten.

Es sei also im Folgenden angenommen, ein Matchinigh Graphen ist gegeben und eine
nicht erweiterbare Menge augmentierender Pfattedster [ange ist gesucht. Um diese
zu finden, ermittelt der Algorithmus mit MBFS die Menge allearien, die auf einem
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Algorithmus 4 Realisierung des Algorithmus von Hopcroft und Karp im nigbdiotiten
Fall unter Verwendung von MBFS und MDFS gaf[1]

1: while kein augmentierender Pfa@rger als,/n wurde gefundenlo > Phase 1
2: [:=0;
3 while kein augmentierender Pfad wurde gefunden
4: MBFS-Vorwartsmarkierungy)
5: MBFS-Rickwartsmarkierungy)
6: l:=1+1
7 end while
8: Aufbereitung der Ergebnisse von MBF& MDFS
9: repeat > Bestimme nicht erweiterbare Menge augmentierendezdster Pfade
10: MDFS-SEARCH
11: MDFS-RECONSTRUCT
12: Entferne den von MDFS-RECONSTRUCT gefundenen Pfad und alle von

MDFS-SEARCH betrachteten Kanten
13: until MDFS liefert keinen Pfad mehr zick
14: Augmentierdiber alle Pfade auB
15: end while
16: while noch augmentierende Pfade gefunden werdten > Phase 2
17: Suche mit MDFS einen augmentierenden Prad
18: Augmentiere entlang voR
19: end while

kiirzesten Pfad liegen, und bestimmt dann mit MDFS in diesargde/on Kanten eine
nicht erweiterbare Menge vorilkzesten Pfaden.

4.2.2 MBFS

Ab hier werden wir stets mit dem bipartiten Graph&p aus Kapitel 2.3.] arbeiten, der
entsteht, wenn man alle Knoterin zwei Knoten[v, A] und|v, B] aufspaltet. Wir nehmen
an, dass ein Matchingy/ fest gegeben ist, so dass wir die Kanten wiederum so ausnicht
dass Matchingkanten va#i nachB zeigen und und freie Kanten vahnachA.

Ein streng einfachePfad ist ein einfacher Pfad, der nicht gleichzeitig einemtén und
seinen Symmetriepartner eéth Wir haben gesehen, dass es&igenau dann einen aug-
mentierenden Pfad gibt, wenn e einen streng einfachen Pfad zwischen zwei freien
Knoten gibt (vgl. Kapitel 2.3.]).

Der Einfachheit halber werden wir von der Menge der Kndteand der der Kanter
sprechen, ohne explizit atfz zu verweisen.

Die “Modifizierte Breitensuche” MBFS ordnet jedem Knoten X | die Lange ([v, X])
eines Kirzesten alternierenden Pfades von einem freien Knotemzaazu. Auf diese Wei-
se werden wir den Graphen in Schichten zerlegen. Die Knotegleichem Level sollen
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dabei in den Mengegi(l) := {v € V | I(v) = I} gesammelt werdeh.

Im Gegensatz zu hedknmlichem BFS muss dabei allerdings die Entfernung nicht
zwangsaufig um1 von dem entsprechenden Wert eines ¥mgerknotens verschieden
sein, da Kreise ungeradeéhge die Benutzung des dazugeben Weges unigglich ma-
chen lonnen:

4 3 2 1
@ L @ L

°
b

Abbildung 4.2:Uberspringen eines Levels

In Abbildung 4.2 er@lt Knotena Level 1, sein Nachbar aber Leveld, da der alternie-
rende Pfad vors nacha nur “um die Blute” herum zuc fortgesetzt werdendante und
daher ungltig ist. Das Level vorr wird nun relativ zum freien Knotehbestimmt.
Daher wird im folgenden dieser Markierungsschritt in zwdiaBen unterteilt, die
“Vorwartsmarkierung” und die “Bckwartsmarkierung”. Die Vonartsmarkierungiber-
nimmt dabei die einfachere Aufgabe, die Markierungen sald¢fnoten zu bestimmen,
deren Wert durch einen unmittelbaren Nachbarknoten gegsbheDie Rickwartsmar-
kierung setzt die Wertdlf identifizierte Blten.

4.2.2.1 Vorwartsmarkierung

Die Vorwartsmarkierung zum Levélbetrachtet alle Kanten, die einen Knoten mit Level

[ verlassen. Bei der Vorartsmarkierung &nnen zwei Blle unterschieden werden:

1. Ist der Knoten vom Typu, A], so ist der einzige von diesem Knoten aus erreichbare
Nachbarknoten sein Matchingpartner und dessen Level idteisem Fall eindeutig als
das des momentanen Knotens gegeben, da er umgekehrt auch nur von dem momentan
betrachteten Knoten aus erreicht werden kann.

2. Ist der Knoten von der Forfa, B] kdnnten bei der Vorartsmarkierung drei Unteifie
auftreten.

Es sei angenommen, dass in den Runde eine Kantgv, B], [w, A]) mit [ = I([v, B))
betrachtet wird.

1. I([w, A]) > [ und es gibt einen streng einfachen Pfad von einem freiendtnudch
[w, A], der[w, B] nicht entlalt

1Eine Trennung ireven-undoddleve] wie im Algorithmus von Micali und Vazirani[30], ist dabeiaft
notwendig, da jeder Knoten zweimal vorkommt.
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2. I(Jw, A]) > [ und es gibt keinen streng einfachen Pfad von einem freiertdfno
nach[w, A], der[w, B] nicht entfalt

3. U([w, A]) < I

Wie in der Arbeit von Blum [2] gezeigt wird, tritt bei korrekt@usfuhrung von Vorviarts-
und Rickwartssuche der zweite Fall nie auf. Diélle 1 und 3 konnen leicht unterschie-
den werden. In Fall wird das Level entsprechend aluf- 1 angepal3t und die Kante in
die Liste £ der Kanten auf einemikzesten Pfad eingédt. Zusatzlich merken wir uns
fur jeden Knoten diejenige Kantaber die er zuerst erreicht wurde, in der Ligtdiese
werden wir aber erst bei MDFS béingen.

Kanten, fir die Fall 3 auftritt, getiren nicht zu einemikzesten Pfad. Die sich somit er-
gebende MDFS-Vorartssuche ist in Algorithmus 5 angegeben. Eine gesonderteBe
sichtigung des Fallels, A] ist nicht notwendig, da dessen Matchingpartner stets ein un
definiertes Level haben wird.

Algorithmus 5 MBFS Vorwartssuche
1: procedure MBFS VORWARTSSUCHH])
2: forall [v,Z] € L(I) do

3: forall e = ([v, Z], [u, Z]) € E do

4: if 1([u, Z]) undefiniert oder([u, Z]) > [ + 1 then
5: I([u, Z]) =1+ 1

6: LO+1):=LI+1)U{[u,Z]}

7: Er =FgUe

8: if p([u, Z]) undefiniertthen

o: p([u, Z]) == ([v, 2], [u, Z])

10: end if

11: end if

12: end for

13: end for
14: end procedure

4.2.2.2 Rickwartsmarkierung

Bei der Vorwartsmarkierung kann man das dem Stengel "gébgerliegende” Ende einer
Blute und auf diese Weise dieiBé daran erkennen, dass ein Knoten besucht wird, dessen
Symmetriepartner bereits markiert wurde. Abb. 4.3 zeigtBeispiel hierzu: Die Suche
schreitet auf beiden Seiten deliB$ gleichnaf3ig voran. In dem Augenblick, in dem die
dick gezeichnete Kante untersucht wird (rechtes Bild), kaniinSicherheit festgestellt
werden, dass eine Ble vorliegen muss.

Diese ldentifizierung erfolgt also lange bevor diesétBlzum Problem werden kann,
d.h. bevor eine Kante ausgeschlossen werden muf3, da srekies ungerader &nge
schlief3t. Dieser “Geschwindigkeitsvorteil” ist zentrét flie Korrektheit sowohl des Al-
gorithmus von Blum [2] als auch des Algorithmus von Micali uatirani [30].
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Abbildung 4.3: Identifizieren einer Bte

Ein Graph kann potentiell eine exponentielle Zahl voatBh enthalten. Entscheideri f
alle Matching-Algorithmen ist es, dass wir nur relativ wgamidavon explizit behandeln
mussen. Unter einadentifiziertenBlite verstehen wir eine Bte, die durch das gerade
beschriebene Verfahren gefunden wurde.

Wurde eine Bilite identifiziert, bnnen alle restlichen Knoten deriBé unmittelbar mar-
kiert werden. Dies geschieht i@z analog zu der von Micali und Vazirani konzipier-
ten “double depth first search”[40]: Die Grundidee diesesalgens ist es, gleichafdig
schnell auf beiden Seiten derié rickwarts zu laufen. Die Knoten erhalten dabei das
Level, das einem Weg “um die Bie herum” entspricht.

Im Falle einfacher Biten, die nur aus einem Kreis bestehen, erkennt man die Basis e
fach daran, dass sich hier digéi€&wartsmarkierung bemlich der “linken Halfte” und die
Ruckwartsmarkierung der “rechtendite” begegnen. (Pfeile in Abbildung 4.4).

Abbildung 4.4: Gleichzeitige &kwartssuche bei DDFS

Im Allgemeinen lbnnen Bliten aber auch Seitaste - sozusagen &enbhtter - haben,
die dieses einfache Schema uighich machen.
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Um diesen Prozess exakt beschreibendnen, niissen wir zuachst unsere anschauli-
che Definitionen von Rlten und Basen durch eine genaue Definition ersetzen, wobei wi
hier der Notation von Blum [1] folgen.

Definition 4.1 SeiT” C V gegeben, so dad) fur alle v € T definiert ist. Dann ist
DOM (T') die Menge aller Knotefw, B], fur die gilt, dass

. [u, B] liegt auf allen bisher identifiziertenikzesten streng einfachen Pfaden zu jedem
Knoten augl’

. 1([u, A]) wurde noch nicht definiert

. I([u, B]) ist maximal unter allen Knoten mit den ersten beiden Eigeafeh

Wir werden sehen, dass di#gO M -Menge eines Knoten stets nur ein Element hat. Nun
kénnen wir - quasiiickwirkend - Blten definieren:

Definition 4.2 Die Blute mit Basis ist die Menge aller Knoten mit DOM (u) = v.

Man kann leichtiberpiifen, dass jede einfacheiBé auch eine Rite ist.

Die DO M-Menge einer Knotenmenge kann sich im Laufe der Absing des Algorith-
musandern. Die obige Definition erfasst stets diéRg identifizierte Bite, zu der ein
Knoten gelirt. Da der Algorithmus von Blum auf eine explizite Verwalguwerschach-
telter Bluten verzichtet, st uns dies hier nicht weiter. Bei anderen Verfahren, wie z.B.
bei dem Algorithmus von Micali und Vazirani[40], werdeniin geringfigig anders de-
finiert, so dass stets die kleinsteliB erfasst wird, zu der ein Knoten geh Die givR3eren
Bluten werden dann entsprechend rekursiv definiert.

Wenn wir im weiteren anschaulich von “Basis” sprechen, sowereivir damit dieDO M -
Menge zur jeweiligen Ausihrungszeit.

Um eine Laufzeit vorO(m) zu gevahrleisten ist es notwendig, bei deii¢kwartssuche
bereits gefundene Bten zuliberspringen, da sonst deren Kanten mehrfach durchlaufen
werden niissten. Dass dabei keine Pfateersehen werden, garantiert Satz 4.3, zu dessen
Beweis wir wegen seines Umfangs auf [40] verweisen.

Satz 4.3 (Micali, Vazirani, 1980-1989 [40])Jeder Kirzeste augmentierende Pfadzu
einem Knoterw, bei demi([v, A]) und [([v, B]) bereits gesetzt wurden, muss durch
DOM (v) verlaufen.

D.h., wenn wir auf eine Rilte treffen, lbnnen wir die Suche unmittelbar an deren Basis
fortsetzen.

Da Bluten aber auch in andereniBén enthalten seindanen, niissen diese Basen so
verwaltet werden, dal3 alle Knoten eineil®d eine neue Basis erhalten, sobald diese als
Unterblite einer gdReren Blite erkannt wird. Dazu verwalten wir diel@en mittels einer
UNION-FIND Datenstruktur. Sobald bei detiBkwartssuche eine Bte durchquert wird,
wird die Menge, die ihre Knoten regsentiert, mit der Menge débergeordneten Bte
vereint, so dal3 wir mittels eines FIND diedfgte einen Knoten enthaltendeliB# und
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somit deren Basis findemknen. Die aktuelle Bite, in der sich ein Knoten befindet,
kann durch FINDu) und deren Basis durch(BIND(u)) ermittelt werden.

Die Notwendigkeit eine§/bergangs von einem einfachen HAoklaufen der Kanten der
Blute zu einer speziellen DFS-Variante ergibt sich darauss dae Blite mehrere “Sei-
teraste” haben kann (vgl. gestrichelte Kanten in Abb. 4.4) Desmgechend geht MBFS
bei der Rickwartsmarkierung wie folgt vor: & alle Kanten([v, Z], [w, Z]), die in der
vorangegangenen Voasktsmarkierung mit Levélbetrachtet wurden undif die gilt, dass

1. (v, Z], [w,Z]) € Ey
2. ([v, Z]) undl([w, Z]) wurden bereits gesetzt

3. I([v, Z]) oderi(jw, Z]) istl ,

startet MBFS in den beiden Knotén Z] und [w, Z] parallel zwei Tiefensuchen (DFS),
die jeweils die bereits untersuchten Kantaokwarts verfolgen, indem sie deren Symme-
triepartnern folgen. Dabei werden alle Knotém, X], deren Level noch nicht bestimmt
wurde, in Level([v, Z]) + I([w, Z]) — I([u, X]) + 1 eingefigt. Dies entspricht derange
eines alternierenden Weges, der von der Babir ([v, 7], [w, Z]) bzw. ([v, Z], [w, Z])

zu [u, X| fuhrt, d.h. mittels eines “Umlaufs” um die &te konstruiert werden kann.

Um zu verhindern, dass die Sucthieer die Basis hinaugslift, wird das Fortschreiten der
beiden Suchen so synchronisiert, dass sie gleichzeitigldreBasis eintreffen irssen.
Seien dazu die sogenannteapfe der Suchen, d.h. die jeweils aktuell betrachtete Knote
0.B.d.A. mit K; und K, bezeichnet. Es wird nun erzwungen, dass die beid@oféder
Suche sich beim Vorstol3 in eine neue Suchtiefe nurlwmterscheidendnnen. Wenn
also ein Kopf auf ein niedrigeres Level vorstof3en soll, sgsrder andere sich mindestens
auf dem gleichen Level befinden.

Wenn alsok; von Levelj nach Levelj — 1 wechseln soll, mus&, auf einem LevekK j
sein. Zur Vereinfachung détberpiifung (vgl. Algorithmus ) verlangen wir umgekehrt
fur K, sogar, das¥; auf einem LevekK j — 1 sein muss, bevaK, nach; — 1 wechselt,
d.h. dass der rechte Kopf der Suche den linken Kopfibierholen darf.

Algorithmus 6, gibt das DDFS-Verfahren detailliert anikrt man ihn auf einer einfachen
Blute aus, so laufen die beideropfe von den Enden der Kante, die dem dem Stengel
gegeitiberliegt, aus gleichafdig und abwechselnd bis zur Basis, wo sie sich treffen.

In komplexeren Blten kdnnte ein Zusammentreffen der beidedgdfe aber auch zaflig
geschehen und ein weiterer Weg nach untéglioh sein (s. Abb. 4.5 Bild A): Werden
K; und K, identisch, so wird ein Backtrack-Schritt higgdich des rechten Kopfe&,
durchgetihrt (Bild B) und K; “bekommt” diesen Knoten. Sollte auf diese Weise kein
neuer tieferer Knoten gefunden werden, difh. kehrt - mit gewissen Einscnkungen
(s.u.) - zum Anfangspunkt seiner Sucheimk, wird fur diesen Knoten ein Backtrack
beziglich des anderen Kopfds, durchgeiihrt. Dann setzi, seine Suche an dieser Stelle
fort (Bild C). Einen Knoten, bei dem eine solct'ikbergabe vork; auf K, stattgefunden
hat, bezeichnen wir aEngstelle
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B C

Engstelle
Ky

Basis

Abbildung 4.5: Vorzeitiger Zusammenstol? der beidépte der Rickwartssuche

Bei den Engstellen tritt ein zészliches Problem auf: Die Knoten oberhalb der Engstelle
wurden nur vonk; abgesucht und es wurde kein Weg weiter nach unten gefuriden.
wirde diese nochmals durchsuchen, da diese noch nicht als ytesucht markiert wur-
den(vgl. [40]). Um sicherzustellen, dass diese Knoten uadt&n nicht mehrfach besucht
werden und um somit die Laufzeit innerhalb vé{m) zu halten, wird diese Engstelle
in der Variablen “Sperre” vermerkt und das Backtracking wircht durch diesen Knoten
hindurch fortgefihrt. Abbildung 4.6 zeigt ein Beispiel hiénf: Nachdem der sper als
“Sperre” bezeichnete Knoten als umgehbar erkannt wurdeijndiesen zugesprochen
bekommen hat, iwrde K, im zweiten Bild erneut von diesem aus einen Backtrack-Schritt
versuchen. Alle oberhalb gelegenen Pfade (Kasténhkn aber nicht zu einem Knoten
mit einem niedrigeren Levelihren als “Sperre”, da ansonstéf; schon einen anderen
Weg gefunden &tte, wahrend “Sperre’; zugesprochen war.

Beim linken Suchkopf kann dieses Problem nicht auftretergrgaden Knoten als erster
zugeordnet bekommit.

Abbildung 4.6: Blockade der Suche des rechten Kopfes dureh“&perre”

Die Ruckwartssuche folgt den Kanten - wie der Name schon sagtkewarts. Damit folgt
sie gleichzeitig den Symmetriepartnern dieser Kanten aaiswund @éigt diese Partner in
die entsprechenden Level ein. DieZeiger fur die Symmetriepartnerthkinen so eben-
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falls bestimmt werden. Indem wir dieZeiger von den Symmetriepartnern wieder auf die
Knoten aus der Vorartssuche ziick Ubertragen, z.B. in der Forp{ k), konnen wir sie
zugleich zur Verwaltung der Backtracking-Schritte der DD/e8venden.

Wir markieren hierbeiiberquerte Kanten als “bereits bearbeitet”, so dass sialdrei
nachsten Vonartssuche nicht mehr kdgksichtigt werden. Dadurch dass auch die zur
Basis incidenten Kanten schon als bearbeitet markiert werdied verhindert, dass die
Basis in einer s@teren Vorvartssucheiber diesedlschlich erreicht werden kann.

4.2.2.3 Bemerkungen zur Korrektheit von MBFS

Da die Korrektheit von MBFS in [2] und die der DDFS Subrouting40] umfassend
dargestellt werden, geben wir an dieser Stelle nur die Letaaas [1] wieder, wobei wir
an den Stellen Beweisskizzen geben, diedie sgatere Beschleunigung relevant sind.

Lemma 4.4 (Blum) Sei eine nichtleere Teilmenge der KnoferC V' gegeben, so dass
fur alle Knoten[v, X] in dieser Menge({u, X]) definiert ist. Dann gilt:

1.|DOM(T)| =1

2. SeiDOM(T') = [u, B] Dann gilt nach der Definition von(f:, A]) stetsDOM(T') =
DOM([u, B]).

Beweisskizzel. Der Schnitt mehrerer Pfade muss stets eine Teilmenge von
einem (weil jedem) der Pfade sein. Da alle Knoten Bxs)M (T') auf einem
kiirzesten Pfad liegenimsen und somit die Level dé-Knoten nicht iden-
tisch sein kbnnen, erzwingt die Maximalit des Levels die Eindeutigkeit.

2. Gilt, da jeder streng einfache Pfad zu Knoten @udurch [u, B] fuhren
mulf3. O

Lemma 4.5 (Blum)

Die folgenden Invarianten werden bei der Duiighfung von MBFS stets eingehalten:

1. Unterfall 2 (vgl. S. 64) in der Vorartsmarkierung von MBFS tritt nie auf.

2. Fur alle [u, z], [u, X] € Vg miti([u, X]) < I([u, X]) gilt: Nach dem Ende des er-
sten Teils von Rund¥|u, X|) wurdel([u, X]) definiert und alle Kanten, die auf streng
kirzesten Wegen zu diesem Knoten liegen, wurden identifibiad.gleiche gilt @ir
I([u, X]) nach Ende des zweiten Teils von Ruhdeobeil := £ (I([u, A]) +1([u, B])) — 1.

3. Wenn in Teil 2 deiten Runde die Knotefv, Z] und [w, Z] eine Rickwartssuche
ausbsen, so galt([v, Z] = ([w, Z]) = L.

4. Simtliche Level werden unmittelbar korrekt gesetzt.

Invariante 1 garantiert, dass die Vamssuche genauso wie ein Suchschritt desdmark-
lichen BFS realisiert werden kann.

4.2.3 DerUbergang von MBFS nach MDFS

Wie wir im nachsten Kapitel sehen werden, findet MDFS in einem gegeb@regphen
eine nicht erweiterbare Menge disjunkter augmentiereRéiide. Abbildung 4.7 zeigt,
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Algorithmus 6 Double Depth First Search nach [40] angepal3t an [2]

1: for all ([v, Z], [w, Z])|([v, Z], [w, Z]) € Er, (v, Z]),1(Jw, Z]) sind definiert und eines der beideniisto
2:

K; = [v,Z]
3 Ky = [w, Z]
4 UNION(FIND(K,.),FIND(K))
5: Sperre:fw, 7|
6: while not (I(K;) = 0 or I(Kg) = 0) do
7. while (I(K;) > I(K,)) do
g markierek; als L und besucht

fuge K in Level I([v, Z])+I([w, Z])—1(K,) ein.

10: forall (@, K;) € Ejy, die nicht besucht wurdesio
11: markiere(i, K;) als besucht
12: u :=B(FIND(u))

13: UNION(FIND(K), u)

14: if MinB () undefiniertthen
15: MinB (u) :=FIND(K,)
16: end if

17: if w = K, then

18: K, :=p(K,);pa) = K;; K :==u
19: goto 30

20: else ifu nicht besuchthen
21: p(a) == K;

22: K;:=u

23: end if

24 end for

25: if K; = [v, Z] then

26: B(FIND(K.)) := K,

27: HALT

28: end if

29: end while

30: while I(K,) > I(k;) do

31: markierekK, als R und besucht
32: fuge K, in Level I([v, Z])+([w, Z])—I(K;) ein.
33: forall (@, K,) € Ej, die nicht besucht wurdeso
34: markiere(a, K,.) als besucht
35: u :=B(FIND(u))

36: UNION(FIND(K ), u)

37: if MinB (u) undefinierthen
38: MinB (u) :=FIND(K )
39: end if

40: if « noch nicht besuctthen
41: p(a) == Ky, Ky == u
42: goto 30

43: end if

44: end for

45: if K, # Sperrethen

46: K, =p(K,)

47. else

48: Sperre:¥;

49: K, =K,

50: K; :=p(K;)

51: goto 7

52: end if

53: end while

54: end while
55: end for

> sonst echter augmentierender Pfad. vgl. [40]
> Lloop

> bereits bestimmte BtenUberspringen

> Bluten fur MDFS speichern

> K; und K, wirden identisch

> normaler Suchschritt

> Ky, findet keinen Weg, Basis gefunden

> Rloop

> Blutenuiberspringen

> normaler Suchschritt

> Backtrack beigl. K.

> Der rechte Kopf darf den Knoten verwenden
> Der linke Kopf sucht einen anderen Weg
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dass es aber nicht hinreichend ist, MDFS nur die Liste deté¢anuiibergeben, die auf
einem Kirzesten Pfad liegen, da MDFS in dérergebenen Graphen irgendeinen strikt
einfachen Weg bestimmeniinde. Dies muss nicht notwendigerweise dimzester sein:

[1,10]®,

Abbildung 4.7: Ungjltiger MDFS-Pfad

Statt den Pfeilen im linken Bild bis zum Ende zu folgeatte MDFS auf den durch die
gepunkteten Pfeile markierten Pfad wechselissen. Diesithrt sogar dazu, dass nach
der anschlieBenden Augmentierung eiirderer augmentierender Pfad entsteht (Pfeile
im rechten Bild). Dies zeigt, dass auf diese Weise der gesaimtedas Verfahren von
Hopcroft-Karp angelehnte - Algorithmus zu Fall kommeirde.

Das Beispiel zeigt ebenfalls, daR das @utche Ubergeben der Level keine Abhilfe
schafft, da der Algorithmus erkennerufite, wieviele Knoten auf Levédlbesucht werden
mussen.

Um diesem Problem zu begegnen, muss daher auch die gefuBtiégemstruktur an
MDFS Ubergeben werden. Wir werden erst im folgenden Kapitel diakBiren ken-
nenlernen, die MDFS zum Verwalten vonii&n verwendet. Die genauen Details der
Ubergabe knnen also erst dort beschrieben werden.

Hier werden wir zachst zeigen, dass diese Probleme nicht auftreten, wennSvtiekn
Erreichen einer von MBFS gefundenerii die Suche an deren Basis fortgesetzt.
Zunachst kann aus Satz 4,3der garantiert, dass alléikzesten strikt einfachen Pfade
MBFS-Bluten durch deren Basen betreten oder verlassessem, gefolgert werden, dass
dieseUbergabe keinen zassigen strikt-einfachen Pfad blockiert.

Dass diese Vorgehensweise Pfade zu go@egk verhindert, zeigt

Lemma 4.6 Enthélt die von MBFS bestimmte Kantenmenge einen augmentierétidd
Py, der langer ist, als ein #irzester augmentierender Pfad, so migseine identifizierte
Blute betreten und wieder verlassen.

Beweis: Da MBFS nur Kanten aufnimmt, die auf eineniirkesten Pfad
zu oder von einem Knoten liegen, muBs aus Teilsficken verschiedener
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kirzester Pfadé’, . . ., . bestehen. Dabei ixssen zwei aufeinanderfolgen-
de Teilsticke immer mindestens einen Knoten gemeinsam haben. S&i ang
nommen, dass einikzester Pfad die&ngeh habe.

Es muss einen Knoten adf. geben, der ebenfalls zu einem anderen Pfad
P;,i < r gelort, dessen streng einfacher Abstand zum Anfangspunkii/on
groRRer ist als der zum Anfangspunkt véh Ansonsten &tte auch?, nur die
Langeh. Seiv der erste derartige Knoten aéf. Konnte man nurf, von
seinem AnfangspunkP? bis v folgen, dort aufP; wechseln und diesen bis
zu seinem Endpunkg fortsetzen, so&tte man einen augmentierenden Pfad
kiirzerer lange alg: gefunden (vgl. Abb 4.8).

Abbildung 4.8: Hypothetischeahgerer augmentierender Pfad

Da dies nicht sein kann, kann der Pf&d o, o P, pr Nicht streng einfach
sein. Nun ntissen zwei Elle unterschieden werden:

1. Der Pfad ist nicht einfach, d.h. es gibt einen gemeinsaldrerien w
von P, [po , und P, pr Mit w 7 v. In diesem Fall ist; | po , 0 B[, pr
ein augmentierender Pfadler noch krzer ist alsP,| po , o P;|,, pr und
das Argument kann iteriert (mit als neuemy) angewandt werden. Die
lteration muss abbrechen, @& und P" nicht identisch sein &nnen,
da P von der Formz, A], P! aber von der Forny, B] ist.

2. Es gibt einen Knotefx, Z] auf P, | po ,, so dassz, Z] auf P;|,, pn liegt.
In diesem Fall liegw in einer Blite mit Basis.z, B] und entweder?,
von P" aus bis[xz, B] oder P, von P? bis [z, B] bildet den Stengel. Es
gilt I ([z, A]) < h, da die gesamte Bte einschlieRlich Stengel weniger
alsh Knoten umfafit. Daher ist die 8le von MBFS erkannt worden.

O

4.2.4 MDFS
4.2.4.1 Grundlegende Problemstellung
In diesem Kontext ist es die Aufgabe von MDFS, zu einem von MB&i&truierten Gra-

phenG!, der nur aus den Kanten und Knoten besteht, die auf eirigrekten augmentie-
renden Pfad liegen, eine nicht erweiterbare Menge disgirikirzester augmentierender

%Die Pfadsiicke passen wegen der Unterteilungdnund B-Knoten auch beiglich des Alternierens
zusammen.
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Pfade zu finden. Die Va&nderungen gegéber herkmmlichem DFS sind dabei notwen-
dig, um das vollsindige Traversieren von Kreisen ungeradandge zu verhindern. Es
ergeben sich somit zwédinderungen gegédiber DFS, wobei die zweit&nderung durch
die erste erzwungen wird:

1. Ein Knotenjv, A] darf nicht besucht werden, wenn sein Symmetriepaftnes] auf
dem aktuellen Pfad vom Startknoteaum Knotenjv, A], d.h. auf dem DFS-Stack,
liegt.

2. Ein derartiger Knoten muss eventuell zu eineratepen Zeitpunkt betrachtet wer-
den, zu dem er von DFS nicht mehr betrachtet wordarew

Um ansonsten den Prinzipien von DFS nahe zu kommen und detiblotzu vereinfa-
chen, figen wir aulRerdem zwei Knotenund¢ hinzu, wobei wirs mit [z, B] und [z, A]

mit ¢ fur alle freien Knotenx verbinden. Auf diese Weise entspricht die Suche nach einem
alternierenden Pfad der Suche nach einem streng einfacherPfad.

4.2.4.2 Suchphase

MDFS benutzt wie DFS einen Stadk, um den bisherigen Suchpfad zu speichern. Um
spater augmentierende Pfade rekonstruierenannkn, modifizieren wir dies jedoch so,
dass ein POP nicht explizit ausgéft wird: Wir ersetzen den Stack durch einen Baum.

Stack

TOP(K)
unbesucht

o

besucht

Abbildung 4.9: MDFS-Stack

Im Fall eines PUSHSs eétt der aktuelle Knoten einen neuen Sohn und dieser wird der
neue aktuelle Knoten. Im Fall eines POPs wird der Zeiger,dger aktuellen Knoten
markiert, auf den Vater des aktuellen Knotens gerichten. &2 diese Weise entstehenden
Baum werden wir “MDFS-Baum” nennen. Der Stack entspricht demeils dem Pfad
von der Wurzel zum aktuell betrachteten Knoten (vgl. Abh.4.9

Treffen wir wahrend der Suche erstmals auf einen Knateso speichern wir die Kante
zum davor besuchten Knotenalso den Vaterknoten vanim DFS-Baum inp(u).

Wir betrachten im Folgenden den wesentlichen Schritt voyDINg, in dem MDFS eine
neue Kante: betrachtet, die vom obersten Element des Stacks(KQP= [v, X] aus zu
einem Knoterjw, X| fuhrt. Wir unterscheiden die folgendeélfe
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1. X = A — PUSH(w, X)). > Matchingkante

2. X=08

(@) [w,A] € K — kein PUSH
(b) [w, A] ¢ K aberjw,B] € K

i. [w,A] war zuvor inK — kein PUSH > wie DFS

ii. [w, A] war zuvor nicht inK — kein PUSH, speichern, von wa, A]
erreicht werden konnte

(©) [w, A] ¢ K und[w, B ¢ K

i. [w, A] war zuvor inK — uberpfife, ob vonw, A] aus erreichbare, aber
nichtgepushte Knoten erreichbar sind

ii. [w, A] war zuvor nicht ink' — PUSH(w, A]) > wie DFS

In Fall X = A kann[w, B] noch nicht besucht worden sein, da jeder PfadwzuB|
uber[v, A] fihren muss. Umgekehrt muss jeder Pfad diuch!| durch[v, B] fortgesetzt
werden. Alle Probleme béglich “nicht einfach” oder “nicht streng einfach”imsen also
schon bei der Betrachtung vém A| aufgetreten sein.

Die einzige Schwierigkeit im Falk = B ist die Realisierung von Unterfall 2(c)i. Hierzu
nehmen wir an, dass es zu jedem Knategine ListeL, von Knoten gibt, die von diesem
aus erreichbar sind, aber wegen Fall 2(b)ii nicht auf declkSgeelegt wurden. Wird ein
Knotenv mit L, # () erreicht, so werden nach und nach - analog zu echten ausigrhen
Kanten - die Knoten aug,, auf den Stack gelegt und die Suche wird von diesen aus
fortgesetzt.

Um einen derartigen Vorgang &er nochmals erkennen und rekonstruieren @unien,
wird der aktuelle Knoten im DFS-Baum durch einen sogenantaemeiterten” Knoten
ersetzt, in dem zw@dzlich die Kante gespeichert wird, die diesen Schritt elisg hat. Da
im weiteren Verlauf Knoten, die vom Stack getht wurden, im MDFS-Baum verbleiben,
bleibt diese Information erhalten.

Zudem figen wir in den MDFS-Baum eine Kant@, B], L., 1)) ein. Diese Kinstlichen
Kanten werdererweiterbareKanten genannt.

Zur Vereinfachung der Bedingungen im Programmcode gibt ggzich im Algorithmus
von Blum [1] eine Mengel. (ohne Index), die diejenigen Knotén, X] enthalt, deren
Ly, x)-Menge mindestens einmal nicht leer war.

4.2.4.3 Rekonstruktionsphase

Die Rekonstruktionsphase dient dazu, nach dem Finden eiregysinfachers — ¢-
Pfades diesen Pfad explizit aufzulisten. Dies ist bei akamten, die auf einem DFS
entsprechenden Weg in den MDFS-Baum aufgenommen wurderPkellem, da in der
Listep zu jedem Knoten die Kante zu demjenigen \@mger gespeichert wurde, von dem
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aus er zuerst erreicht wurde.

Komplizierter gestaltet sich das Ganze an den Stellen, aardein Sprung nach Bedin-
gung 2(c)i durchgefhrt wurde. Die Daten zu diesem Sprung sind in dem entspneleme
“erweiterten” Knoten kodiert: Er enéiit genau die Kante, von der der Sprung uisyg-
lich ausging.

Der konkrete Weg ziirck zu dieser Kante muss noch gefunden werden. Dass dieser
Sprung ausgéhrt werden konnte, bedeutet aber, dass MDFS vorher schen sireng
einfachen Pfad gefunden hatte, der durch diesen Sprungjitddabgekirzt wurde. Um
diesen urspinglichen Pfad zu finden, stehen die jeweiligen \dorgerknoten wiederber
die p-Zeiger zur Verfigung - nur wird jetzt statt nach einem— ¢-Pfad nach einem
Pfad zwischen den Knoten gesucht, die Anfangs- und EndpdektSprunges waren.
Wir kodnnen also die gleiche Suchstrategie rekursiv auf dies#pfd@ anwenden.

4.2.4.4 Datenstrukturen

Die im wesentlichen verbleibende Aufgabe ist die Verwaltder L-Listen der Knoten.
Wie aus [1] hervorgeht, kann jede dieser Liste pro Knotendeitpunkt nur einen Eintrag
enthalten. Konkret fisssen fir diese Listen die folgenden Operationen realisiert werde

1. Nach PUSH@,A]) L[w,A] = @, falls L[w,A] = [U,A]

2. Nach POHR(, B]): Lj,.a = [u, A], falls push{u, A]) nie ausgéihrt wurde und
MDFS einen Pfad voifw, A] nach[u, A] gefunden hat, ddu, B] nicht entfalt.

MDFS muss zum Ausihren der PUSH-Schritte alle Knoten finden, die Eigenschaft
erfullen. Um dies effizient durchzuhren, niissen Knotenmengen, die bereits bearbeitet
wurden, gezieltibersprungen werden.

Hierzu werden wir diel-Werte und die “erweiterbaren Kanten” (“extensible eddé$y
verwenden.

Zur Verwaltung der Mengen mit gleicheixWerten fihren wir die MengerDy, 4 ein,
wobei[q, A] der gemeinsamé-Wert aller Knoten au®), 4 ist.

Wird einer der Knoten aubB), 4; ber einen Pfad erreicht, dgr B] nicht entlalt, so kann
lq, A] auf den Stack gelegt werden (Fall 2(c)i von MDFS). In diesehwird die Menge
Dy,.4) eigentlich nicht mehr betigt.

Ist aberL, 4) dann wiederum selbst nicht leer, ealthalso einen Knotefw, A] so kann
dieser ndirlich auch von allen Knoten aus, 4 erreicht werden. Es ist also sinnvoll
Dy, 41 zu erhalten, so dass man dig, 4 hinzufigen kann. Daher verwalten wir diese
Mengen wie bei MBFS als UNION-FIND Struktur: Wenn beim Id&ateren der zu einer
D-Menge gebrigen Knoten eine andere-Menge angetroffen wird, werden die beiden
Mengen vereinigt.

Diese Eigenschatft erxglicht es zudem, dié Mengen der Knoten effizient zu verwalten.
Da die L-Mengen der Knoten eindp-Menge identisch sind, verwaltet man stdis die
gesamteD-Menge nur eine einzelnB-Menge. Wir behandeln also die-Mengen nicht
langer als eigenahdige Mengen, sondern als Funktion, die zu einem gegebématen
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den entsprechenden Knoten liefert, der in der zdgglkenL-Menge ware. Diese Funktion
wird durch die folgende Definition aus [1] beschrieben:

1. Gegeberip, A], bestimme mittels FINOg, A], so dassp, A] € Dy, 4 und Dy, 4
die gio3te solche Menge ist.

2. Existiert[g, A] nicht, so istLy, 4 = 0.

3 I lq, A] falls PUSH|q, A])nie ausgdihrt wurde
CPPATT 0 sonst

Es ist daher nicht mehr notwendig, 4 explizit zu leeren, wenn der enthaltene Knoten
auf den Stack gelegt wurde.

Zum konkreten Auffinden der Knoten, die zu einerMenge gebren, benutzt MDFS
zwei weitere Datenstrukturen:

e Die MengenRy, 4, (w,A] € Gp, enthalten zu jedem Knoten, der wegen Fall
2(b)ii,, noch nicht auf den Stack gelegt wurde, die Nachbarn, vonrdenes er
erreicht wurde.

e Die Mengenk, 4 enthalten alle Nachbarn, von denen ausA] bereits im Rah-
men der laufenden Suche erreicht wurde und die niclitizu, geforen.

Wird nun ein Knoterjw, B] vom Stack genommen, dessen Symmetriepaftned| noch
nicht auf den Stack gelegt wurde, so werden von diesem atlichanalle Knoten aus
Ry, 4) besucht. Danach wird die Suche in der Art einer Breitensiidiee Kanten aus
E, 4 fortgesetzt.

An diesem Punkt stellen wir nun den Bezug zuait8hstruktur inG wieder her, da diese
uns spater eine anschaulichere Darstellung der Anwendung vomph@regkompression
erlauben wird. Der MDFS-Algorithmus selbst betrachtesdiricht explizit.

Proposition 4.7 Die Knotenu mit Ly, 1) = [v, A] gefbren zu einer einfachen e mit
Basisv.

Beweis:Nach Definition vonLy, 4) hat MDFS einen einfachen Pfag von

[u, A] nach|v, A] gefunden, defv, B] nicht entlalt.

Da [v, A] nicht auf den Stack gelegt werden konnte, mus$3] zum Zeit-
punkt, alsju, A] Uber(@ erreicht wurde, auf dem Stack gelegen haben. Da
[v, B] nicht zu@ gelbrt, mussjv, B] ein Vorganger vorju, A] gewesen sein.
Wir bezeichnen den Teilpfad des MDFS-Baums Y@m3] zu [u, A] mit P.

Dann istP o () ein Pfad vorjv, B] nach[v, A] und somit ein Kreis ungerader
Lange.

Da wir die betrachteten Knoten von einem freien Knoten aregaht haben,
muss es einen Stengel geben. !
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Bemerkung 4.8 Die Symmetriepartner der Knoten airs () bilden ebenfalls einen Pfad
von|v, B] nach[v, A] (s. z.B. Abb. 4.10).

Bei der Rickwartssuche nach Knoteirfdie aktuelleD-Menge niissen “Unterhlten”,
also Knoten, die bereits zu einB+-Menge gebren, erneutibersprungen werden.

Trifft man dabei von aul3en, d.h. nidhiber die Basis auf eine Untetlté, kann der Sprung
genauso durchgehrt werden, wie dies im Rahmen der V@sissuche geschieht. Trifft
man auf einen Knotefp, A|, der zuL geldrt, dessern.-Menge also schon einmal nicht
leer war, so bestimmt man mittels FIND die Mange. 4 mit [p, A] € Dy, 4 und setzt
die Suche irjr, A] fort (vgl. [1]).

Dies wird durch Abb. 4.10 und 4.1, Veranschaulicht: Abb. 4.10 zeigt dabei Zshst die
Vorwartssuche durch diul3ere Blite, um die Reihenfolge der Operationen zu verdeutli-
chen. Wir nehmen an, dass die Sucheaalnst dem rechten Ast dauf3eren Bite folgt
(Bild 1). Dabei erreicht sie zwathst die innere Bite. Wir nehmen an, dass sie diese erst
rechts- und dann linksherum duréhft. Beide Male kann dabei der Knotén A] nicht
auf den Stack gelegt werden, ¢la B] auf dem Stapel liegt. Also veéiit die Suche die
innere Blite entlang de&ul3eren Bite bis zur Basis deiuf3eren Bite, wo der Knoten

lq, A] nicht auf den Stapel gelegt werden kann.

Dann kehrt die Suche ziick und[p, B] wird vom Stapel genommen.

Nun findet eine Rckwartssuche bemlich der inneren Rlte statt. Entsprechend werden
die Knoten[z, A] € Dy, 4 mit L, 4) = [p, A] identifiziert (Bild 2). Danach folgt die
Suche dem linken Ast detul3eren Bite und erreicht somit die innereiBé von aul3en.
Fur diese Knoten gilt, ) = [p, A]. Daher wird die Suche mit einem Sprung [puA]
fortgesetzt (Bild 3).

Wieder kann der Knotery, A] nicht auf den Stapel gelegt werden. Die Suche kehrt
schlie3lich ganz ziirck und der Knoterly, B] verlasst den Stapel.

Abbildung 4.10: Vorvéartssuche durch eine Unteiité

Nun findet die Rickwartssuche zum Identifizieren der Knoten mit 4y = [¢, A] statt
(Abb. 4.11) . Wir nehmen an, dass wir dabei aahst dem linken Astiickwarts folgen.
Wir erreichen die innere Ble wieder von aul3en unéknen mit einem Sprung zum Kno-
ten[p, A] gelangen. Die Meng®y, 4 wird zur MengeD, 4 hinzugetigt (Bild 2).
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Nun erfolgt die Rickwartssuche durch den rechten Ast. In dieser Richtuimnkn wir
die innere Blite entlang der erweiterbaren Kanten, die in Fall 2(ejngefigt wurden,
uberspringen (Bild 3).

Abbildung 4.11: Rickwartssuche durch eine Unteiil

Dabei missen aber nicht nur die Kanten beksichtigt werden, ifr die dieser Sprung
tatsachlich vollzogen wurde, sondern auch solche, von deneeranisht vollzogen wur-
de, dal bereits geleert wurde. Ein beispiel zeigt Abbildung 4.12:

Abbildung 4.12: Unterhilte mit mehreren eingehenden Kanten

Wenn wir annehmen, dass hier wieder der rechte Astid@eren Bite zuerst besucht
wurde, so wird die Unterlateibersprungen, sobald die Suchatgp dem linken Ast folgt.
Nur beim ersten Erreichen van, A] 0.B.d.A.uUber den Teilpfad ist Ly, 4 # (). Wirden
wir also nur der hierbei erzeugten erweiterbaren Kanbokwarts folgen, so irden die
Knoten auf den Teilpfadepund z nicht in Dy, 4 eingefigt.

Um diese Probleme zws$en, tihren wir eine Funktiorl;, , ein, die stets den letzten
Wert von L, x; zuriickliefert, der ungleic) war. Wir figen die in [1] beschriebenen
erweiterbaren Kanten (vgl. Abb. 4.13) nicht nuir 'Knoten mit nichtleerer.-Werten,
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Abbildung 4.13: “erweiterbare” Kante

sondern auchiir solche mit nichtleeren/-Werten ein.

Die L, -Funktion und die “erweiterbaren” Kanten sind eine Alteéiveizum tat&chlichen
Schrumpfen der Biten. Mittels det’,,-Funktion springt man beim Erreichen eineii@d
von aul3en zu deren Basis urihft dort mit der Suche fort. Bei Erreichen defi& von
der Basis aus kann man mittels der erweiterbaren Kanten abéegld erreichen, von denen
aus (bekannte) Kanten dieigé erreichen. Damit veétt sich die Blite wie ein einzelner
Knoten.

An dieser Stelle &nnen wir nun darauf eingehen, wie die von MBFS gefundenéteBl
behandelt werden. In MBFS wurde zu jedem Knotetie Basis MinBv) der kleinsten
Blute, die diesen Knoten enthalih identifiziert. Zuatzlich wurde in derp-Zeigern
analog zu denen in MBFS ein Pfad zur Basis diesétédBtjespeichert.

Wir behandeln diese Bten nun auf die selbe Weise, wie von MDFS selbst gefunde-
ne D-Mengen. Erreichen wir vorw, B] aus einen Knoteru, A, so betrachten wir
[MinB (v), A] und fugen, wenriMinB (v), B] nicht auf dem Stapel liegt, eine erweiterbare
Kante ([w, B], [MinB(v), A]) ein.

War [MinB (v), A] noch nie auf dem Stapel und liegdinB (v), B] nicht auf dem Stapel,
so setzen wir die Suche unmittelbar [MinB (v), A] fort und Uberpiifen entsprechend
auch MinB[MinB (v), A)).

Proposition 4.9 Durch diese Modifikation wird ein Verhalten gaf Lemma 4.6 be-
wirkt, ohne die Korrektheit des Algorithmus zu beéictitigen.

Beweis: Genal? Lemma 4.6 muss eine von MBFS gefundeneuiB?, die
nicht ber ihre Basis betreten wirdper ihre Basis verlassen werden. Ent-
sprechend werden solche{Bén erst gar nicht durchsucht, sondern die Suche
wird unmittelbar an der Basis fortgesetzt. Sind hierbei reghBliten inein-
ander verschachtelt, so zeigt der MinB-Zeiger der Basis aegife inneren
Blute auf die Basis deaul3eren Bite, so dass die Basis dei@ten von au-
3en betretenen Bte rekursiv erreicht wird.

Spater kann dann der tatshliche Pfad zum Erreichen der Basis aus den von
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MBFS Ubergebenep-Zeigern rekonstruiert werden.
Wird die Blute Uber die Basi® betreten, so befindet si¢h, B] auf dem Sta-
pel und entsprechend findet kein Sprung statt. OJ

Bemerkung 4.10 Wir verwenden “MinB”, also Zeiger auf die kleinsten (Bén, die
MBFS gefunden hat, damit MDFS keine eingebetténelin MBFS-Bliten rekonstruie-
ren muss. Prinzipell &re es aber auch guglich, einen direkten Zeiger auf die Basis der
jeweils gio3ten Blite zulibergeben.

Proposition 4.11 Die zusitzlichen Operationen zur Verwaltung der MBFSHBh lassen
sich inO(m) realisieren.

Beweis:Die Spiinge, die durch MBFS-Bken ausgélst werden, unterschei-
den sich nicht von denen, die durch von MDFS selbst gefunéinen be-
wirkt werden. Die Kostenir die Betrachtung der “erweiterbaren” Kanten bei
der Rickwartssuche &nnen jeweils der Kante zugeordnet werden, durch die
erweiterbare Kante erzeugt wurde. Da jede Kante nur einfedzeugung
einer erweiterbaren Kante aasen kann, kann sich der Aufwand maximal
verdoppeln. Erweiterbare Kanten selb8hken keine weiteren erweiterbaren
Kanten erzeugen, da sie nur bei darcRwartssuche traversiert und nur bei
der Vorwartssuche erzeugt werden. O

Wir geben im Folgenden den Pseudocode aus [1] wieder (Algoen 7ff), und hoffen,
dass er anhand der gerade gegebdukersicht auch in dieser iitze versandlich ist.
Fur eine audihrliche Besprechung, sowiérfden Beweis, dass MDFS selbstdm)
durchgeiihrt werden kann, verweisen wir auf die Arbeit von Blum [1].

4.2.45 Bemerkungen zur Korrektheit von MDFS

In Kapitel 4.2.3, wurde bereits gezeigt, dass jeder streng einfache Pfad/iBDéis findet,

zwangshufig ein Kirzester augmentierender Pfad ist. Es verbleibt also -yereidass
MDFS nur solche Pfade findet und auf der anderen Seite die &dagidentifizierten
Pfad maximal ist. Wir geben hier wieder nur einen kurkdserblick und verweisen im
Wesentlichen auf [1].

Lemma 4.12 (Blum 1999) Solange MDFS nur streng einfache Pfade konstruiert, gilt:
Nach der OperatiorPUSH [v, A]), wobeiv zum Matching gebrt, folgt stets die Oper-
taion PUSH [w, B]), wobei([v, A], [w, B]) die zugebrige Matchingkante ist, und diese
Operation erzeugt einen streng einfachen Pfad.

Das folgende Lemma zeigt, dass MDFS diejenigen Knoten, uliehd'normale” Tiefen-
suche erreichbar sind, korrekt behandelt.
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Algorithmus 7 MDFS nach [1]

1: procedure SEARCH

> erweiterbare Kante

> erweiterbare Kante

2: if TOP(K) = t then
3: Rekonstruiere den gefundenen-Pfad
4: else
5: markiere TOP(K) als “gepushed”
6: forall [w,Y] € T'(TOP(K)) do
7: if Y = Bthen
8: PUSH [w, B])
9: SEARCH
10: else
11: if [w, A] € K then
12: E[w,A] = E[w,A] U {TOP(K)}
13: else
14: if [w, B] € K then
15: if [w, A] ist markiert als “pushedthen
16: E[w,A] = E[UMA] U {TOP(K)}
17: else
18: R[UMA] = R[UhA] U {TOP(K)}
19: end if
20: else
21: if [w, A] ist als “gepushed” markiethen
22: if L[w,A] # () then
23: Ersetzte TOP(K) durchiTOP(K), [w, A]), TOP(K)
24: Er, 4 = Ery, 5 UTORK)
25: PUSI‘(L[U,’A])
26: SEARCH
27: else
28: if L’[MA] = () then
29: E[w,A} = E[w,A} U {TOP(K)}
30: else
31: E_‘Liw,A] = ELEw,A] U TOP(K)
32: end if
33: end if
34: else
35: if [B(MinB([w, A])), B] ¢ K then> MBFS Bliitenuberspringen
36: Ersetzte TOP(K) durcfil’OP(K), [w, A]), TOP(K)
37 E[B(MinB([w_,A])),A] = EipMinB (juw,A))),4] Y {[w, A]}
38: PUSH(B(MinB([w, A])), A])
39: else
40: PUSH(w, A))
41: end if
42: SEARCH
43: end if
44: end if
45; end if
46: end if
47: end for
48: [v, X]| := TOP(K)
49: BLFIND([v, X])
50: POP
51: end if

52: end procedure
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Algorithmus 8 Routine zum Bestimmen der Level iniBén [1]

1: procedure BLFIND([v, X])

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

if X = Bund|[v, 4] ist nicht als “gepushed” markiettien

Lact = [U,A]
‘DLact = @
Ldef = Q)

forall [¢, B] € Ry, 4 do
CONSTRU([g, B], [v, a]), [v, B])

end for

while Lg.; # () do
Wahle[k:, A} S Ldef
Lacs := Laes\{[k, Al}
forall [¢, B] € By, 4 do

CONSTRU((q. B]. [k, A]). [v, B))

end for

end while

end if

17: end procedure

Algorithmus 9 Subroutine CONSTRL nach [1]

1: procedure CONSTRL([q, B], [u, A]), [z, B])

N

10:
11:
12:
13:
14:
15:

Pact = ([qv B]? [u7 A])
2, B] := [q, B]
while [z, B] wurde nicht erreichtio
for all [y, A] auf dem Pfadiickwarts von|z, B] nachL U {[z, B]} do
DLact = DLact U {[yv A}}
L=LU{y, A}

P[y,A] = Lact
Lacs := Lacy U{[y, A}

end for

if [y, A] € L then > Seily, Al in Dy 4
DLact = DLact U D[T,A}
(2. B] = [r, B]

end if

end while

16: end procedure




4.2. DER MATCHING-ALGORITHMUS VON BLUM 83

Algorithmus 10 Algorithmus zur Rekonstruktion des— ¢ Pfades nach [1]
1: procedure RECONSTRPATHY, s)
2: ACTNODE:=t

3 while ACTNODE # s do

4: if p(ACTNODE) ist nicht expandierthen

5: ACTNODE:= p(ACTNODE)  Bei MBFS- Bluten wird hier da® aus
MBFS verwandt.

6: else > p(ACTNODE) sei(([v, B], [w, A]), ([v, B]))

7: RECONSTRQACTNODE, [w, A])

8: ACTNODE:=[v, B]

o: end if

10: end while
11: end procedure

Algorithmus 11 Subroutine RECONSTRQ [1]
procedure RECONSTROQ(u, 4], [w, A])
ANF = [w, A]
RECONSTRPATH P}y, ANF) > p(ANF) sei([Piyr: Piyrl)
while P3y . # [u, A] do
ANF := P’yp
RECONSTRPATHP) -, ANF)
end while
end procedure
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Lemma 4.13 (Blum 1999)Man betrachte den Zeitpunkt, zu dem ein Kndter3] vom
Stack genommen wird und nehme an, dass MDFS bis dahin nugstiefache Pfade
konstruiert hat. Sei des weiteren angenommen, dass es eirmer{n A gibt, der von
[u, B] aus erreicht werden kann, ohne einen Knoten auf dem Stack edsed Symme-
triepartner zu verwenden. Dann wuréJSH[z, A]) vor POR[u, B]) durchgeiihrt.

Lemma 4.14 (Blum 1999)Man betrachte erneut den Augenblick, in dem ein Knoten
[u, B] vom Stack genommen wird, und nehme an, dass MDFS bis zu diegponKt nur
streng einfache Pfade gefunden hat. Bei= [v, A], Q[w, B] ein streng einfacher Pfad,
der zum Zeitpunkt voRUSH [u, B]) zum Stack streng disjunkt war. Wenn die Kanten
([w, B], [v, A]) und ([w, B], [u, A]) zum Graphen gdiren, dann wurden&ntliche Kno-
ten auf P sowie ihre Symmetriepartner auf den Stack gelegt, bévaB] von diesem
genommen wurde.

Satz 4.15 (Blum 1999)Wahrend der Ausfhrung von MDFS sind stets die folgenden In-
varianten erdillt:

1. MDFS konstruiert nur streng einfache Pfade.
2. |L[w,A]| <1 V[w,A] eV’

3. Angenommen der Algorithmusiffirt die Zuordnund’,, 4 := [u, A] durch, so ist
nach einem PUSHu, A]) stetSL, 4] = Liu,4)-

Satz 4.16 (Blum)

. MDFS konstruiert einen streng einfachen Pfad voracht, wenn ein solcher existiert.

. MDFS konstruiert nur streng einfache Pfade.

Satz 4.17 MDFS findet im von MBFS erstellten Graphen und untetiBksichtigung der
Ubergebenen Blen nur Kirzeste Pfade.

Beweis:Dies folgt aus Lemma 4,6und Proposition 4.9 O

Zusammen mit Invarianté ist somit gesichert, dass MDFS nuiirkeste streng einfache
Pfade identifiziert.

Satz 4.18Die Menge der durch wiederholte Anwendung von MDFS identifezie
kirzesten Pfade ist nicht erweiterbar.

Beweis:Wenn es im verbliebenen Graphen einen Pfad gibt, so findet$/DF
diesen geral3 Satz 4.16. Es ist also nur zu zeigen, dass das Entferngtsber
besuchter Knoten keinen Pfad zérst

Dies kann bei Knoten, die den Stack verlassen haben, nidthglen, da
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ein durch diese Knoterithrender Pfad bereits vorher gefunden wordénewx
Knoten auf dem Stack géren zum Pfad selbst. Ansonsten werden Knoten
nur gebscht, wenn sie zu einer e geloren, deren Basis auf dem aug-
mentierenden Pfad lag. Da dieiB& identifiziert wurde, wurde jeder weitere
mogliche Pfad wegen ddi-Zeiger durch deren Basis geleitet. Da die Basis
geldscht wurde, kann es keinen weiteren Pfad durch diese Kigeteen. [

4.3 Algorithmische Suche in Cliquen und Sternen

4.3.1 Einleitung

Der zeitaufvandigste Teil der hier betrachteten Matching-Algorithriiglie Suche nach
alternierenden Pfaden. Dies geschieht mittels MBFS und MEB®andelt sich also stets
um eine Variante der sogenannten algorithmischen Sucheaph®n (vgl. z.B. [3]), d.h.
ausgehend von einer Menge bereits betrachteter Knotenwerslicht,iiber eine Kante

zu einem “neuen” Knoten zu gelangen.

Die algorithmische Suche erzeugt knotendisjunkte Pfdde,Strukturen in der Gif3en-
ordnung vonn, berbtigt dafir aberm Schritte. Dies liegt daran, dass alle Kanten des
Graphen betrachtet werden, da man nicht weil3, welche deteKam bisher noch nicht
untersuchten Knoteriithren. Sinnvoll vare es also, ausgehend vom momentan betrachte-
ten Knoten nur solche Nachbarn zu besuchen, die noch nitfaichéet wurden.

Im Fall einer bipartiten Clique der GRer xr kann jeder Knoten bis zt—1 mal “sinnlos”
besucht werden, da dieser Knoten nach dem ersten (sinmy@ksuch nochmals von
allen anderem — 1 Nachbarn aus aufgesucht wird.

Da wir Bicliquen stets in der selben Richtung durchqueren Sdiehe nach freien Kanten
verlauft stets vonB nach A -, werden wir im folgenden von deknfrageseiteund der
Antwortseitesprechen. Dabei bezeichnet die Anfrageseite die Menge deteld, von
denen aus man andere Knoten erreichen will, und die Anteitetdie erreichten Knoten.
In den folgenden Darstellungen ist die “linke” Seite einelgG¢ die Anfrageseite und
die “rechte” Seite die Antwortseite. &fer kann sich diese Wahl in Ahgigkeit von den
jeweils betrachteten Algorithmeindern.

Ersetzt man die Kanten der Clique wiederum durch einen “Siggl. Abb. 2.1, und
Abb. 4.1 ), so sind nach wie vor alle Knoten der Antwortseite von al&ten der An-
frageseite aus erreichbar. Es wird nun aber nur noch einaltse” Aktion pro Anfra-
geknoten vorgenommen: Der Test, dass der “Zentralknoteréits abgearbeitet wurde.
Somit kann man die uriitigen erneuten Zugriffe vermeiden.

Wir haben in Bemerkung 2,4gesehen, dass wir im Kontext alternierender Pfade diese
Ersetzung nicht vornehmeidknen, da immer nur ein alternierender Pfad durch einen sol-
chen Sterniihren kann. AuR3erdenbkinen wir den Kompressionsalgorithmus nicht nach
jeder Augmentierung neu aufrufen, so dass wir auBxederungen der Kantenrichtungen
keine Ricksicht nehmendnnen.

Wir wollen daher versuchen, die komprimierte Version deapBen als zusdzliche In-
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formationsquelle zu nutzen,alirend wir mit dem ursginglichen Graphen arbeiten. Wir
schauen hrend der Phasen algorithmischer Suche gewissermalRemakiuden kom-
primierten Graphen, um einen “Tipp” zu bekommen, wo wir diglse am gnstigsten
fortsetzen Bnnen.

Hierzu ist es nicht notwendig, t@tshlich Sterneiir Cliquen einzusetzen. Es degt, dass
wir die Cliquen kennen.

Wir fassen alle Knoten auf jeweils einer Seite einer Cliqueener sogenanntelNach-
barschaftslisteusammen. Zu jedem Knoterspeichern wir dann die inzidenten Kanten,
die nicht Teil irgendeiner Clique sind, sowie Zeiger auf &llchbarschaftslisten von Cli-
guen, zu deren Knoteninzident ist. Abstrakt gesehen kann man die Nachbarsdisédts
mit den Zentralknoten der Sterne identifizieren (vgl. Abh43.

a a o
a

b b b [ )
c

c c d o

d d o

Abbildung 4.14: Nachbarschaftsliste als Ersdizden zentralen Knoten eines Sterns

4.3.2 Anwendung im bipartiten Fall

Zunachst zeigen wir nun, dass man im bipartiten Fall die Naddbaftslisten zum
Simulieren der zentralen Knoten verwenden kann. Auf dieses®Vist auf bipartiten
Graphen Kompression auch im Kontext alternierender Pfausetzbar. Danach gehen
wir darauf ein, wie dieses Konzept flexibler gestaltet wardlann, so dass &ger eine
Anwendung im nichtbipartiten Fall églich wird.

Um diese sptere Flexibilisierung zu eraglichen, kapseln wir den Mechanismus, der die-
se “Tipps” liefert, in einer abstrakten Datenstruktur, @ie als Suchstruktubezeichnen.
Auf eine Suchstruktur wird mittels der drei folgenden Opiereen zugegriffen:

1. SUGGESTY): Liefert einen nibglicherweise unbesuchten Nachbarn vordeder
zulassige (s.u.) unbesuchte Knoten witithsteng (v) — 1 mal hintereinander nicht
vorgeschlagen.

2. DEACTIVATE(v): Sorgt daiir, dass Knotem nicht bei SUGGEST ziirckgeliefert
wird.

3. ACTIVATE(v): Erlaubt das Vorschlagen van

Immer wenn wir versuchen einen neuen Knoten zu findénnkn wir also mittels SUG-
GEST nach einem Vorschlag fragen. Wenn wir wissen, dassiarsmten momentan
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nicht interessiert, &hnen wir der Suchstruktur mit DEACTIVATE mitteilen, dasgsr
nicht vorgeschlagen werden soll, und dies ggf. mit ACTIVATieder ickganig machen.

Nun stellen wir ein erstes Modell vor, wie diese DatensuuKion innen” aussehen
konnte:

Im bipartiten Fall bilden wir mit den Suchstrukturen die &ming durch “Sterne” nach,
so wie sie im Algorithmus von Feder und Motwani [11] besdbeie wird. Jede Biclique
wird durch eine eigene Nachbarschaftsliste aspntiert. Diese endlt alle Knoten, die
zur Antwortseite der Clique géhen. Die Liste selbst entspricht also dem Zentralknoten
des Sterns und die Eigtge entsprechen den Kanten.

Wird SUGGESTw) aufgerufen, so liefert es nach und nach die Knoten aus abehbar-
schaftslisten vom und dann die zu adjazenten Knoten, fur die (v, ) zu keiner Clique
gelort. Dabei wird jeder besuchte Knoten aus der entspreclneNdehbarschaftsliste
entfernt. Ein Besuch von den anderen Knoten der jeweiligefmafyeseite aus ist nicht
mehr sinnvoll.

Dies entspricht dem “als besucht markieren” der Kante vomtraéknoten des Sterns zu
dem entsprechenden Knoten bei der Ersetzung durch StesindinRe Bild von Abb. 4.15
zeigt die “herfommliche” Suchstrategie. Nur die Kante vom ersten Knotehadavurde
deaktiviert. Von allen anderen Knoten auf der Anfragesaite wirdd nochmals besucht
werden.

Das mittlere Bild zeigt die Situation bei Verwendung einesr&. Nachdem die Kante
vom Zentralknoten zd entfernt wurde, endet die Suche von jedem anderen Anfragekn
ten aus beim Zentralknoten. Den selben Effekt erzielt irtiehiBild das Entfernen vos
aus der Nachbarschatftsliste.

a a
a
b b
C

C

d d

Abbildung 4.15: Entfernen eines Knotens aus der Nachbaftstiste

o

(¢]

Auf diese Weise gibt es pro Knoten auf der Anfrageseite ungu@linur noch eine uriri-

ge Aktion, raimlich dieUberpiifung, dass eine der Nachbarschaftslisten bereits leer ist
An dieser Stelle &nnte man einwenden, dass e8gtich ware, die gesamte Nachbar-
schaftsliste zudschen, sobald sie ein einziges Mal von der Anfrageseiteeanescht
wurde. Dies varre bei einer reinen Erreichbarkeitsfrage aatdich noglich. In unserem
Fall ist dies leider nicht raglich:

Es ist im Rahmen eines Matching-Algorithmus nur konsta&nt1() oft moglich, den
Kompressionsalgorithmus aufzurufen. Konkret rufen wim dlaher nur einmal zu Be-
ginn auf und erhalten eine Kompression, in déitspeAnderungen der Kantenrichtungen
nicht beficksichtigt werden &nnen.

Schigt uns SUGGESD) spater eine Kante zu einem Nachbarknoten vor, so kann es
sein, dass wir diese Kante gar nicht benutzérfeh, da sie nicht in der gemschten
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Richtung passiert werden kann. Dies ist genau dann der Fatinwiese Kante zum mo-
mentanen Matchingpartner verfuhrt, da genau diese Kanten entgegengesetzt gerichtet
werden.

Da jeder Knoten aber nur einen Matchingpartner hat, kansedié~ehler” (wir nennen

ihn Fehlertyp 3 nur einmal pro Matchingkante und daher insgesammal auftreten.
Betrachten wir also eine Nachbarschaftsliste und @&@ntiese den momentanen Mat-
chingpartner, so verbleibt dieser nach Abarbeitung deelass einziger Knoten noch in
der Liste. Wird der Achste Knoten auf der Anfrageseite bearbeitet, wird dieste lal-

so nochmals aufgerufen und dieser letzte Knoten ggf. bésDats kostet zwei weitere
Operationen.

Die Zahl der Operationen pro Cliquealwrend einer Suche ist, wenn der gerade beschrie-
bene Fall nicht auftritt, besclnkt durch die Zahl der Knoten auf der Anfrage- und Ant-
wortseite. Summiert man diéer alle Cliquen und Knoten auf, so ergibt sich genau die

Gesamtgidl3e der Cliquenzerlegur@ (m 8 Sy ) Die Fehler vom Fehlertyp 1danen

insgesam®n weitere Operationen kosten.
Somit ergibt sich als Gesamtzahl der Operationan dine algorithmische Suche:

0 (mljig;; +2n)

Wir wollen alle Operationen, die im Rahmen einer algoritlehen Suche auftreten, je-
weils in konstanter Zeit durcbhihren lonnen. Um dies zu realisieren, setzen wir an meh-
reren Stellen doppelt verkettete Listen ein, da dieseligerh und bschen in konstanter
Zeit erlauben, und ein gétchtes Objekt beim Durchlaufen der Liste keine Operatione
mehr verursacht.

Um die jeweiligen Objekte nach einend&chvorgang wieder eiafien zu knnen, ver-
walten wir jeweils zugtzlich eine Liste der gékchten, oder - wie wir sagen werden -

deaktivierten Objekte. So kann Aktivieren und Deaktiviedrirch ein Verschieben der
Objekte zwischen den beiden Listen realisiert werden.

Basierend auf den eben beschriebenen Prinzipien ergibtgctolgende Konstruktion
(vgl. Abb. 4.16):

Zu jeder CliqueC' speichern wir vier doppelt verkettete Listen von aktiveerbzw. de-
aktivierten Eingangs- und Ausgangs-KnotBf, E4, A% und AZ. Dies erlaubt es, den
jeweiligen Eintrag des Knotens in konstanter Zeit zu aktien bzw. deaktivieren. Das
Deaktivieren von Ausgangsknoten muss égticht werden, da im nichtbipartiten Fall
die Cliquen auch ‘uckwarts” durchquert werden.

Um die Nachbarschaft eines Knotemgzu verwalten, veiigt jeder Knoterny tber zwei
doppelt verkettete Listei® und K¢. Diese enthalten Zeiger auf alle Cliquen, zu denen
v gelort, sowie auf alle Knoten, zu deneniiber normale Kanten adjazent ist. Wiederum
enthalt hierbei diea-Liste alle aktiven Objekte und di¢Liste die inaktiven.

Hin und wieder wollen wir ausgehend von einem Knoten dieseginer Clique deakti-
vieren. Hierzu nissen wir den entsprechenden Eintrag dieses Knotens inidemlder
Clique finden.

Dabei sei jedem Zeiget, € K® bzw. K¢ auf eine Clique ein Zeigek, auf den Ein-
trag des Knotens in der Liste der Clique bzw. des Knotens zugeordnet. Dabaneah
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Abbildung 4.16: Datenstruktur zur Cliquenverwaltung

wir an, dass der entsprechende Eintrag bei einem Wechseleaus in die d-Liste und
zuruck nicht im Speicher verschoben wird. Ansonsterssie der Zugriftiber einen wei-
tern Zwischenzeiger realisiert werden, der bei jedem Wadhgualisiert wird (d.h. als
sog. “Handle”).

Entsprechend sehen wir auch Zeiger von den Cliquerggatr zu den entsprechenden
Eintragen in den Listen der Knoten vei; zu jedem Eintragc € E¢ bzw.d- zu jedem
ac € Ac.

Zudem seien jedem Knoterzwei Zeigers undv zugeordnets markiert den momentan
behandelten Knoten bzw. die momentan behandelte Cligu&aust es eine Clique, so
vermerktu. die aktuelle Arbeitsposition innerhalb dieser Clique.

U zeigt zu Beginn auf den Anfang vaii?. Die Kanten vorv zu Knoten, auf die/ undvg
in einer Phase oder einem Schritt schon gezeigt habenchetrawir alsbearbeitetfiir
diese Phase bzwuf diesen Schritt. Das gleiche gilirf Verweise auf Cliquen.

Den Graphen, der sich ergibt, wenn alle gefundenen Cliqueleser Weise umgewan-
delt werden, bezeichnen wir niS,.

Nun miissen wir noch die drei Zugriffsoperationen SUGGEST, ACTIFAInd DEACTI-
VATE realisieren: Dies geschieht mittels der Algorithme) 13 und 14. Bei der Angabe
von Zeigern unterscheiden wir zur Verbesserung der Lesliarkcht zwischen dem Zei-
ger selbst und dem Ziel des Zeigers. Die jeweilige Bedeutugitptesich stets eindeutig
aus dem Kontext.

Satz 4.19 Auch mit dem Paradigma der augmentierenden Pfade kann iartiign Fall
eine Laufzeit vor® (\/ﬁmlog

2n?2
m

logn

) erreicht werden.
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Algorithmus 12 SUGGEST - Routine zum Auffinden neuer Knoten
1: procedure SUGGESTY()
2: if ¥ =Endg k) then

3 Ruckgabewert: undefiniert
4: else
5: if v zeigt auf eine Cliqu€’ then
6: if U zeigt nicht auf einen Knoten i@’ then
7: Uc := Anfang(A%)
8: end if
9: Ruckgabewert= Zielvonuvg
10: if v = Endg AZ) then
11: U := nextv) > next liefert den folgenden Eintrag der verketteten
Liste, in der sich das Zielobjekt befindet.
12: Exit
13: end if
14: Ue = next(ve)
15: Exit
16: else
17: Ruckgabewert= Ziel von v
18: U := nexy?)
19: Exit
20: end if
21 end if

22: end procedure

Beweis:

1. Die Korrektheit des Algorithmus bleibt unangetastet, dieich die
Beschleunigung lediglich Schritte vermieden werden, di@ebim
keine Auswirkungen gehabétten.

2. Das Alterniereriiber die in einer Phase gefundenen Wege ist in Zeit
O(n) moglich. Die algorithmische Suche in jeder Phase kostet - wie

logn

in den MDFS-Phasen. Es gibt insgesartiistens,/n BFS und2./n
DFS Suchen.

eben gezeigt © (mk’g%) Schritte, sowohl in den MBFS - als auch
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Algorithmus 13 ACTIVATE - Routine zum Aktivieren eines Knotens
1: procedure ACTIVATE(v)
2: forall k, € K¢ do

3: entferne das Ziel voh, aus der Liste in = A-, Ed- bzw. K%-Liste, in der
es sich befindet

4: fuge es ans Ende der entsprechendgnE¢ bzw. K¢-Liste ein.

5: end for

6: end procedure

Algorithmus 14 DEACTIVATE - Routine zum Deaktivieren eines Knotens
1: procedure DEACTIVATE(v)
2: forall k, € K% do

3: entferne da Ziel vok, aus der Liste iM%, £%- bzw. Ko-Liste, in der es sich
befindet

4: flge es in die entsprechendg, EZ bzw. K¢-Liste ein.

5: end for

6: end procedure

4.4 Die Beschleunigung von MBFS

Im vorangegangenen Kapitel haben wir beschrieben, wie mud&ontext alternierender
Pfade eine Beschleunigung von Matchingalgorithmrbipartite Graphen erreicht wer-
den kann.

In den folgenden Kapiteliibertragen wir diese Vorgehensweise auf Algorithmén f
den nichtbipartiten Fall. Dieser Fall ist wesentlich koexar, da Knoten gegebenenfalls
mehrfach betrachtet werderiissen (vgl. Kapitel 4 2.

Zentral fir unsere Analyse ist wieder die Beobachtung, dass die Zahiatgchlich
“Fortschritt bringenden” Operationen durc®(n) beschénkt ist. Alle anderen Opera-
tionen sind eigentlichtberfissig”. Wir wollen also wiederum versuchen, die Zahl der
Uberflissigen Operationen durch die Gesarfgr der Cliquenzerlegung, d.h. durch die
Summe der Ordnungen aller Cliquen agich der sonstigen Kanten, zu besahken.

Wir wollen nun die im vorangegangenen Kapitel 4,3dntwickelten Routinen SUG-
GEST, ACTIVATE und DEACTIVATE im Kontext von MBFS verwenden.

4.4.1 Beschleunigung der Vonartssuche

Wahrend der Vonartssuche rirssen Kreise ungeradeahge nicht barcksichtigt wer-
den (vgl. Invariante 4 5von Blum [2]). Da somit die Suche analog zu normalem BFS
verlauft, kann jeder Knoten sofort deaktiviert werden, sobaldesucht wurde. Es erge-
ben sich also hier nur wenige \darderungen gegéber dem im Kapitel 4.3,1beschrie-
benen Vorgehen: Erreichen wir eine Clique, lassen wir unsSSKdGEGEST einen Knoten
vorschlagen undberpiifen, ob er auch i6/5 erreichbar ist. Ist er erreichbar, so betrach-
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ten wir die Kante zu ihm mit den gleichen Regeln wie eine “ndentéante”. Danach
kann er deaktiviert werden.

Beim Algorithmus von Blum [2] werden aber nicht nur die Kantemwer Suche aus-
geschlossen, die bei einer vorangegeangenen aftsauche bereits betrachtet wurden,
sondern auch die, die bei einer vorangegangenakWwartssuche betrachtet wurden. Wir
konnen diese Kanten nach den jeweiligeicRnvartssuchen aber nicht in komprimierter
Form bereitstellen. Wir rirsssen also einen anderen Weg finden, diese Kanten zu vermei-
den.

Dass die bereits bei eineriRkwartssuche betrachteten Kanten bei der \anssuche
nicht erneut betrachtet werden, hat zwei Effekte:

1. Eswird eine zweite Betrachtung jeder Kante gespart. Ds¢sardtig, da die Kante
bereits das Level hat, das ihr die Vassuche erneut vergeberningde und sich
schon inE'x befindet.

2. Es wird verhindert, dass dei-Knoten der Basis einer Bte ein Level erhlt, das
auf einem nicht streng einfachen Pfad beruht.

Die erste Eigenschaft beschleunigt die Behandlung diesateKmaximal um einen
Faktor2, kann also im Sinne einer asymptotischen Laufzeitbetumchignoriert werden.
Die zweite Eigenschaft istif die Korrektheit des Algorithmus von zentraler Bedeutung
(val [2]).

Wir mussen also sicherstellen, dass bei der \dtssuche niemals eine Kante verwendet
wird, die bei einer Rckwartssuche von einem Knotgn, B] zu einem Knoteru, A]
gefuhrt hat, fir den irgendwann DOMu, B]) = {[u, A]} gegolten hat.

Proposition 4.20 Fur jede Kante mit den gerade beschriebenen Eigenschaftemlgds
nach der betreffendentRkwartssuche MinBv, B]) = [u, A] gilt.

Beweis:

1. Zum Zeitpunkt der Bckwartssuche muss DOWb, B]) = () gewesen
sein, sonst &re keindv, B] verlassende Kante betrachtet, sondern so-
fort ein Sprung nach DOMu, B]) durchgeiihrt worden.

2. Da die Kante betrachtet wurde, muss nach diesek®Rartssuche ent-
weder DOM|v, B]) = {[u, A]} oder DOM[v, B]) = DOM([u, A]) =
[w, A] gegolten haben.

3. Im Fall DOM([v, B]) =DOM([u, A]) = [w, A] kann aber auch $per
nie mehr DOM|v, B]) = {[u, A]} gelten.

4. Damit mussu, A] der A-Knoten der Basis der ersterii sein, zu der
[v, B] getorte.

O
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Wir mussen also beim Betrachten jeder Kafite B], [u, A]), die von SUGGEST vorge-
schlagen wird, pifen, ob

1. die Kante wirklich in der Richtun@ — A gerichtet ist.
2. [u, A] # MinB([v, B)).

Es niissen nun all die Kanteruf die Rickwartssuche bereit gestellt werden, die von
der jeweiligen Runde der Vorvtssuche gefunden wurden. Da di@gn) Kanten sein
konnten, niissen diese zudem in komprimierter Form an dielRartssucheéibergeben
werden.

Die Vorwartssuche bestimmt Baum- und Varxiskanten. Bei den Baum- und Vdits-
kanten fihren alle Kanten stets von einem LeVel einem Level + 1.

Somit kann von jedem Knoten mit Levehuf der Anfrageseite einer Clique jeder Kno-
ten mit Levell + 1 auf der Antwortseite der Clique erreicht werden, wenn diet&an
zwischen den Knoten iG/z die richtige Richtung hat. Wiederum verschieben wir die
Berucksichtigung der Kantenrichtung auf einertgren Zeitpunkt, d.h. in diesem Fall in
die Rickwartssuche und nach MDFS. Den Hall A] = MinB([v, B]) muss nicht berck-
sichtigt werden, da bei dertRkwartssuche von MBFS Bten niemals von der Basis aus
durchsucht werden.

ir kbnnen diese Knoten mit Levélind Levell + 1 alle paarweise miteinander verbinden.
Hierbei entstehen wieder volistdige bipartite Teilgraphen, die zudem auch Teilgraphen
der urspiinglichen Clique sind.

Eine einzelne Biclique kann also in Subcliquen aufgeteiltdea, die jeweils zu einer
Level-Distanz vonl korrespondieren (vgl. Abbildung 4.17). Da dabei jeder deoten

zu hochstens einer der Teilcliquen geh erhalten wir eine neue Cliquenzerlegung mit
gleicher oder kleinerer Gesamidie.

4 8 2
0
3 7 8
Abbildung 4.17: Aufsplitten von Cliquen

Die zu einer Clique getrigen Teilcliquen werden als verkettete Liste verwaltit, im
Laufe der Iterationen vergRert wird und wegen des monotonen Wachsens der Level im-
plizit sortiert ist. Wir bezeichnen zu einer Clige die Subclique mit Level auf der
Anfrageseite und + 1 an der Antwortseite mi€’, ;). Die Anfrageseite nennen wirf,,,

die AntwortseiteC’) ;. Die Knoten inC7},, haben entsprechend Level- 1.

Der Wert(,,,, enthalte das Level der letzten Teilcliqdg , ) in der Liste. Um zu
entscheiden, ob eine neue Clique begonnen werden musg,eeialso aus, den Wert des
hinzuzutigenden Knoten mif;, __ zu vergleichen.
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Bemerkung 4.21 Meistens wird hier ohnehin nur ein Level vertreten sein, dadusnah-
me des Matchingpartners des betrachteten Knotens beimeBstguch der Anfrageseite
alle noch nicht besuchten Knoten auf der Antwortseite daslugeievel erhalten.

Die Kanten, die an MDF$ibergeben werden sollen und nicht zu einer Cliquedge,
werden wie im ursginglichen Algorithmus in der MengE gesammelt.
Die Vorwartssuche hat béglich Baum- und Vonartskanten die folgende Form:

1. Fuhre die Vorvartssuchedr alle Kanten, die nicht Bestandteil einer Clique sind,
genauso durch, wie im originalen MBFS Verfahren.

2. Gelort ein betrachteter Knoten zu einer Cligieso wird er ian(Z.), eingetragen.

3. Alle Knoten auf der Antwortseite vofi, deren Level noch nicht bestimmt wurde,
oder die Levet + 1 haben, erhalten Level- 1 und werden in die Antwortseite von
Crw), C1, eingetragen.

Die Kanten, die sater die Rickwartssuche augsen (Micali und Vazirani [40]:Bicken),
erscheinen zuachst auch als Vorartskanten und werden somit korrektin, bzw. die
entsprechende Clique eindjgt. Ihre gesonderte Behandlung beschreiben wirim Rahmen
der Rickwartssuche.

Algorithmus 15 beschreibt diénderungen an der Voravtssuche von MBFS. Opera-
tionen beiglich der Suchstruktur, mit der die Voasissuche arbeitet, markieren wir
mit dem Index V. Operationen mit den aufgeteilten Cliquen\&igbereitung @r die
Ruckwartssuche sind mit dem Index R versehen. Zu Begin einer Pladseyor al-

len Vorwarts- und Rickwartssuchen werderurf alle Knotenv € V' die Operationen
ACTIVATE y (v) und DEACTIVATEg(v) durchgeiihrt.

4.4.2 Beschleunigung der Rckwartssuche

Die Ruckwartssuche verwendet die Kanten akis in umgekehrter Richtung. Entspre-
chend vertauschen wir bei den von der Varwsuchéibergebenen Cliquen Anfrage- und
Antwortseite. Dies ist raglich, da wir die zugrundeliegenden Datenstrukturen vamne-
herein symmetrisch konzipiert haben (s. Kapitel 4.8.1

Das wesentliche Problem bei defiékwartssuche ist, dass es nichbgtich ist, einen
Knoten zu deaktivieren, sobald er einmal gefunden wurdejrdarneuter Besuch dieses
Knotens notwendig sein kann, wenn einaigl von aufl3en betreten wird. Ein einfaches
Beispiel zeigt die Abbildung 4.18 Der Knoten[z. B] wird sowohl bei der Rckwartssu-
che von Kante 1 aus als auch bei dércRwartssuche von Kante 2 aus bieksichtigt.

Auf der anderen Seite muss nicht jeder zweite Besuch einés daigemerkten Knotens
im Rahmen des Aufspens einer neuen Ble geschehen. Ein Beispiel hierzu gibt Abbil-
dung 4.19. Hier werden mehrere Knoten der gleicheritlvon der Clique aus erreicht.

Wir wollen eine Clique nach Kglichkeit also nur dann durchqueren, wenn der Knoten
auf der anderen Seite zu einer andereit®belort, als der Knoten, von dem die Suche
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Algorithmus 15 Beschleunigte MBFS Vorértssuche

1: procedure MBFS VORWARTSSUCHH])

3
4.
5

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

forall [v,Z] € L(I) do

for all CliqguenC, mit[v, z| € E¢ do
if Cp,... #lthen
Erzeuge eine neue leere Teilcligue und nenne die zurgggn Mengen
CFyyundCiy,
Lonasx =
end if
ACTIVATE x([v, Z))
end for
while ([u, Z] :== SUGGEST,([v, Z])) definiertdo
if ([u,Z],[v, Z]) € E(Gg) und (Z = A oder[u, A] # MinB([v, B])) then
DEACTIVATEy ([u, Z])
if 1([u, Z]) undefiniert oder([u, Z]) = [ + 1 then
I([u, Z]) :=1+1
LA+1):=L(I+1)U]u,”]
if ([v, Z], [u, Z]) war eine normale Kanthen
EK = EK Ue
else > SeiC die Clique zu de([v, Z], [u, Z]) getbrt
CLj(l) = CIE([) U {[v, 2]}
Ciw = Crpy Y {[u, 2}
end if
end if
end if
end while

end for

26: end procedure
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Abbildung 4.18: Erneuter Besuch eines Knotens bei deskiRartssuche

ausgeht. Gatren mehrere Knoten auf der Antwortseite zur selben Cliquso# also nur
einer von diesen besucht werden. Ma@mkte also die Menge dieser Knoten durch einen
einzelnen Ref@rsentanten ersetzen.

Hierbei tritt allerdings das Problem auf, dass dieser BRegmtant wegen der vorhandenen
Matchingkanten ggf. von einem Knoten der Anfrageseite &ul# erreicht werden kann.
Ein Beispiel zeigt Abb. 4.2Q Wird die Clique vom mittleren Knoten auf der linken Seite
aus erreicht und ist der mittlere Knoten rechts der einziged®entant, so wird die Bte
(durch Ellipse angedeutet) rechts nicht betreten, obwokmicht komprimierten Graphen
Kanten zu den Knoten rechts oben und unten vorhanden waageder Knoten aber nur
einen Matchingpartner haben kann, gleichen wir dies dddaws, dass wir einfach zwel
Rep@sentanten pro Bte in einer Clique verwalten.

Leider ist es aus Zeitgnden nicht mglich, die Information, welche Knoten zu welchen
Bluten geldren, bei jedem UNION-Schritt auf alle Cliquen @abertragen. Es kann also
vorkommen, dass wir erst beim tathlichen Betrachten der Knoten, die zu einer Clique
geloren, feststellen, dass diese bereits die gleiche Mengaseptieren. & diese Clique
findet der UNION-Schritt also sozusagen vertgp statt.

Um dies besser erfassen zwnrken, bilden wir das UNION-FIND-Mengensystem
nochmals ir jede Clique nach. Dies wird es uns erlauben, den Zeitawvdar je-
weiligen Operationen UNION-Aufrufen in dem zur Clique gebnden Mengensystem
zuzuordnen.

Der MBFS-Algorithmus verwendet zur Verwaltung deriB die MengeM der D-
Mengen. Wir erzeugen nuiiif jede bipartite Cliqu&' = (A, Be) eine weitere Instanz
des UNION-FIND-Problems mit den Antwortseiten-Mengefa={{v}|v € Ac}. Wir
indizieren im Folgenden die UNION und FIND Anweisungen umveudeutlichen, auf
welches der Systeme sich die Operationen beziehen.
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Abbildung 4.19: Clique in der Seite eineriBé

R

Abbildung 4.20: Blockierter Repsentant

Zusatzlich versehen wir jeden Knoten abise B mit einem Zeigery(b, C), der auf
diejenige Menge inV/ zeigen soll, zu de gelbrt. Da ein Knoten nicht zu beiden Seiten
einer Clique getiren kann, sind diese Zeiger zu Beginn undefiniert, d.h. sgeneauf
einen Platzhalter.

Nehmen wir an, wir suchen bei deiiBkwartssuche von einem Knotéraus, der inV/ in
der MengesS,, enthalten ist, nach Voémngerknoten.

Normale Kanten werden wie bei MBFS behandelt. Wir betrachtienCliquen, die auf
der Anfrageseite enthalten, und bei diesen nach und nadehgen auf der jeweiligen
Antwortseite. SeiA eine solche Menge undeiner ihrer Regsentanten, der if/ zur
MengesS, gelbrt. Nun kbnnen verschiedenefie auftreten:

1. Die Kante(b, v) getbrt zum Matching: In diesem Fall tun wir nichts und betrachte
- sofern vorhanden - den zweiten Rapentanten vod .

2. v(b) = Ac: Wir tun nichts.

3. 7(b) # Ac: Wir vereinigeny(b) und Ac und behalten von den @glichen4 Re-
prasentanten auf der Antwortseite Sollte y(b) noch undefiniert sein, setzen wir
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~(b) auf Ac. Wir rufen UNION,, fr S, und .S, auf.
SUGGEST liefertv als rachsten Nachbarknoten #gk und MBFS springt nach
DOM(v).

Proposition 4.22 FIND ;. (a) = FIND,,.(b) = FIND,,(a) = FIND,(b). Die Umkeh-
rung muss nicht gelten.

Beweis:Nach einem UNION-Aufruf fir M~ wird stets danach ein UNION

in M in Bezug auf die beiden auslenden Knoten ausggfrt. Es kann aber
sein, dass ein UNION in/ im Rahmen der Betrachtung einer anderen Clique
oder Kanten durchgahrt wird. In diesem Fall wird\/- nicht veandert. [J

Abbildung 4.21 veranschaulicht dies nochmals: Wir betiaelausgehend von Knotén
der zur Blite A gelort, die andere Seite der Clique.

e Knotenz bildet noch allein eine Menge und ist somit auch ihr einzigepiasen-
tant.z gelort zur Blite B. Also wird B mit A vereinigt und{z} entsprechend mit
v(b), also mit{y}.

e Fur{y} geschieht nichts.

e {2z} geldrt bereits zuA, aber da dies an anderer Stelle bewirkt wurde, “wissen”
wir dies innerhalb dieser Clique noch nicht. Wir betrachtiso a und vereinigen
{z} und{z,y} (natirlich nicht A mit A).

e Am Ende betrachten wir die Mengf:, v, w} mit den Repasentanten: und v.
Diese Menge ist zwischenzeitlich zusammen BitachA Gbergegangen und wird
ebenso mit{x, y} vereinigt, wobei wir z.B.x und u als Repéasentanten behalten

kdnnen.
b A
o
y (b)
o o o o
{x} {v} {z} {u,v,w}
B A A B

Abbildung 4.21: Situation in einer Clique vor einetiékwartssuche

Ebenso wie bei der Vorartssuche werden danach nahezu alle Knoten vereinigtisgin.
kann aber wiederum ein Knotéiorigbleiben, bei dem die Kantenrichtung nicht stimmte.
Um diese Operationen zu realisieren, ersetzen wir bei déckWartssuche die
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SUGGEST-Routine durch eine neue Routine SUGGEST’, die wirlgoAthmus 16,
wiedergeben. Algorithmus 1,/beschreibt wiederum das gesamte Vorgehen.

Die Korrektheit des Verfahrens wird durch dieses Vorgehehtrbeeintachtigt, da nur
solche Kanten ausgespart werden, die einen Sprung zu eretdim Rahmen der glei-
chen DDFS besuchten Basis ais&n wirden.

Am Backtracking muss nichts gadert werden, da die bei DDFS implizit erzeugten DFS-
Baume nuiO(n) Kanten haben.

Das Ausbsen der Rckwartssuche am Ende der Vaavissuche kann in analoger Weise
behandelt werden. Einzelkantearinen wieder normal verarbeitet werden. Bei Cliquen
wird wiederum ein Union-Find-Probleniif jede Clique geist:

Sobald im Verlaufe von MBFS einem Knoten ein Level zugeordmed, wird dieser
Knoten fur die Rickwarts-Suche aktiviert. Am Ende jeder Vaivissuche suchen wir mit
SUGGEST’ von den Knoten in Levélaus nach Nachbarn. EineiBkwartssuche wird
genau dann gestartet, wenn die Knoten zu verschiedengerByeliren, inre DO M-
Werte also unterschiedlich sind.

4.4.3 Laufzeitanalyse

Wir betrachten erneut Vorarts- und Rickwartssuche getrennt:

Lemma 4.23 Die Anzahl der bestigten Operationen bei allen MBFS-Vaivissuchen
einer Phase kann durch die Gesanit§e der Cliquenzerlegung beséhkt werden.

Beweis:

Die Zahl der Operationeriif die Suche selbst kann ebenfalls mit der Methode bas&ir
werden, die wir beim Beweis von Satz 4, rwendet habn:

Immer wenn SUGGEST eine Kantp, B, [u, A]) vorschhgt, trifft mindestens einer der
folgenden Punkte zu

1. Die Kante ist eine Matchingkante und vpn A] nach[v, B] gerichtet.
2. MinB([v, B]) = [u, A].

3. Die “normale” Kantg[v, B], [u, A]) wird im komprimierten Graphen als bearbeitet
angesehen.

4. [u, A] wird in der Nachbarschaftsliste einer Clique als bearbaitgesehen.

5. Eine Clique, didu, A] enthalt, wird in der Nachbarschaft vdm, B| als bearbeitet
angesehen.

Die ersten beidendlle kommen im Rahmen eines Aufrufes von MBFS jeweils maximal
mal vor. Die gesamte &lfigkeit der Rlle 3,4 und 5 zusammen ist durch die Gesaifigr
der Cliquenzerlegung beseémkt:
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Fall 3 kann lbchstens so oft auftreten, wie es Kanten gibt, die zu keingu€lgeldren.
Die Haufigkeit von Fall 4 entspricht der Summe aller Knotenzahlgrden Antwortseiten
der Cliquen.

Die Haufigkeit von Fall 5 entspricht der Summe aller Knotenzatlden Anfrageseiten
der Cliquen.

Es verbleibt, die Komplexitt des Cliquen-Aufteilungsprozesses zu betrachten.

Proposition 4.24

1. Die Zahl der Teilcliquen und die GRe der zu ihrer Verwaltung béngten Datenstruk-
turen kann linear durch die Zahl der zur jeweiligen Clique geimden Knoten begrenzt
werden.

2. Der Cliguen-Aufteilungsalgorithmus biigt O (1) Operationeniir jeden dieser Kno-
ten.

3. Die Summe der Gesamiggen der an alle Rckrundeniibergebenen Cliquen ist durch
m* beschankt.

4. Die Cliquen Bnnen ihre Gol3e in weiteren Runden nicht meindern.

Beweis:

1. Die Teilcliquen einer Clique werden als verkettete Listewaltet. Es
werden nur Cliquen hinzugégt, die mindestens zwei Knoten enthal-
ten. Daraus folgt die Begrenzung unmittelbar.

2. Ein Knoten kann in konstanter Zeit in die passende Tgileieinsor-
tiert werden, da die Level bei der Voantssuche monoton wachsen und
somit stets nur entschieden werden muss, ob der Knoten iawdie
letzt benutzte Teilclique aufgenommen werden soll, odegiob neue
Teilclique begonnen werden muss.

3. Dies ist gegeben, da die Cliquen das Ergebnis der Aufgidudli3erer
Cliquen sind. Jeder Knoten kommt in genau eine der Teilchiqee
Summe der Knotenzahlen der entstehenden Teilcliquen ligrddets
geringer oder gleich der Knotenzahl der uismlichen Clique.

4. Die von der Vonartssuche identifizierten Cliquen sind durch das
jeweilige Level definiert und daher nach Abschluss der Runade u
veranderlich. Die Rckwartssuche verwendet nur von der V@mssu-
cheuibergebene Kanten.

0
Es ist also mglich, die entsprechenden Datenstrukturei®ifm*) zu erzeugen und zu
verwalten. Olass

Lemma 4.25 Die Anzahl der bedtigten Operationen bei allen MBFSiBkwartssuchen
einer Phase kann durch die Gesanii§e der Cliguenzerlegung beséhkt werden.
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Beweis:Wir werden die Kosteniir die jeweiligen Operationen den Knoten der Eingangs-
seite und der Clique zuordnen, wobei jeder Kante nur einet&otesZahl von Operatio-
nen und jeder Cliqgue maximal ein konstantes Vielfaches dbl iBeer Ausgangsknoten
an Operationen zugeordnet wird. Eine explizite Zuordnungzoten der Ausgangsseite
ist, wie gleich ersichtlich wird, nicht gglich.

Wenn SUGGEST’ ausgehend von einem Kndtemen Nachbarknoten vorschlagen soll,
konnen die folgenderuhf Falle eintreten:

1. Die momentan betrachtete Clique ist abgearbeitet und el®sveiés von) zu dieser
wird deaktiviert.

2. Die rachste Menge in der Nachbarschaftslistey{st, b).

3. Die mrachste Menge hat nur einen Rapentanten und dieser ist der Matchingpartner
vonb.

4. ~(C,b) zeigt noch auf nichts und wird auf dieséahste Menge gesetzt.

5. Die rachste Menge kann mitC, b) vereinigt werden.

Die ersten vier Blle kbnnen pro Knoten auf der Anfrageseite jeweils nur einmdteign.

Im funften Fall findet eine UNION-Operation statt. Dies igichstens so oft @yglich,
wie es zu Beginn Mengen auf der Antwortseite der Clique gabeDarjKnoten auf der
Antwortseite in genau eine Menge umgewandelt wurde, eiotdpidies genau der Zahl
dieser Knoten.

Summiert man diegber alle Cliquen auf, so kann die Zahl der Aufrufe von SUGGEST
durch das Enffache der Gesamtgf8e der Cliquenzerlegung besahkt werden.

Beobachtung 4.26Alle Operationen von MBFSdkinen einem SUGGEST’ Aufruf so zu-
geordnet werden, dass jedem SUGGEST -Aufruf nur eine éreddahl von Operationen
zugeordnet wird.

Das Backtracking whrend DDFS findet auf den beiden zuvor konstruierten DFS
Suchlaumen statt, die entsprechend nur linear in ihrer Knotdnaale Kanten haben.
Bei den folgenden Runden werden die Knoten, die zu Sauamen einer vorangegange-
nen Runde gatren, dann bereits vol&hdiglibersprungen.

Da sich die Zahl der SUGGEST-Aufrufe durch die Summe der Aatfit von der Kom-
pression betroffener Kanten und der Gesaiftgr der Cliquenzerlegung bes&hken
lafdt, folgt die Aussage des Lemmas. Oass

4.5 Die Beschleunigung von MDFS

4.5.1 Aufbereitung der Ergebnisse von MBFSir MDFS

Wir erhalten von MBFS eine komprimierte R&gentation der Kanten, die auf einem
kirzesten Pfad liegen. Diesen komprimperten Graphen wavitegbenfalls mitG$ be-
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zeichnen: Die von der Vorartssuche von MBFS gefundenen Kanten werden bereits in
komprimierter Form an die &itkwartssuche von MBF8bergeben unddnnen daher oh-
ne weitere Veiinderung an MDFS weitergeleitet werden. Bei déclkRvartssuche von
MBFS werden nur Kanten betrachtet, deren Symmetrieparereitb bei der Vonarts-
suche bdicksichtigt wurden (s.u.).

Dieser komprimierte Graph soll wieder dazu dienen, Kantendentifizieren,uber die
die Suche fortgesetzt werden soll.

MDFS bfauchte zum Arbeiten nun den Teilgraphen \@g, der nur aus den Kanten
besteht, die auf einemikzesten Pfad liegen. Diesen zu erstelleirade aber zu lange
dauern. Wir arbeiten also weiterhin mit dem vdiistligen Graphetz.Wir verwenden
aber die von MBFSibergebene komprimierte Darstellung der Cliquen und Kartien

zu einem Kirzesten Pfad géinen, um Kanten zu unbesuchten Knoten zu finden. Diese
Vorgehensweise liefert genau die béigten Kanten, da genau die Kanten, die nicht auf
einem Kirzesten Weg liegen, in der komprimierten Version fehled daher nie vorge-
schlagen werden.

Wie in [2] beobachtet rirssen die bei der iRkwartssuche traversierten Kanten aahst
nicht gesondert in die Kantenmengeg eingefigt werden, da ihre jeweiligen Symmetrie-
partner im Rahmen einer Voastssuche eingafit wurden. Der Symmetriepartner jeder
Kante auf einem lrzesten augmentierenden Pfad liegt ebenfalls auf eingmekten
Pfad. Daher &nnen nach Ablauf von MBFS diese Symmetriepartner naghth ein-
gefugt werden. Es ist also nicht notwendigjdkwartskanten @hrend der Rckwartssu-
che von MBFS gesondert zu speichern.

Es tritt nun das Problem auf, dass die Symmetriepartner Inmigatsymmetrischer Kom-
pression durch verschiedene Cliquen gsentiert werden. Wde man aus diesen Cli-
guen diese einzelnen Kanten herausgreifen gemte dies die Zahl der Kanten, die nicht
zu einer Clique gebren, soweit erbhen, dass die Laufzeitreduktion nicht mehr garantiert
ist.

Daher konstruieren wir zu jeder einziglenden Cliqué€’ die symmetrische Cliqué’ und
fugen diese hinzu. Diekinte dazuiihren, dass eine Kante zweimal répentiert wird,
aber dies kann die Laufzeit maximal verdoppeln, hat alsne&éuswirkungen auf die
asymptotische Komplext (vgl. Beobachtung 5.14).

Wie in Abschnitt 4.2.3 gezeigt, nissen mehr Daten an MDRE®ergeben werden als nur
die Level und Kanten. Die ®Re dieser Informationen ist aber dui®¥in) beschankt,
da pro Knoten lediglich ein Zeiger auf den Vargger und ein Zeiger auf die Wurzel der
kleinsten Blite, in der dieser Knoten liegipergeben werden muss.

4.5.2 Beschleunigung von Vonarts- und Rickwartssuche von
MDFS

Wir werden bei MDFS analog zu MBFS von Voans und Rickwartssuche sprechen,
wobei wir mit der Rickwartssuche den Teil bezeichnen, in dem QidMengen bestimmt
werden.

Auf die Rekonstruktionsphasetrssen wir hier nicht eingehen, da ihre Laufzeit ohnehin
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durch die Zahl der Baumkanten des MDFS-Baums und somit d0fef) beschankt ist.

Es gibt drei Stellen, an denen Knoten bglzch ihrer ausgehenden Kanten gescannt wer-
den und an denen die Kompression ansetzen muss (die Numuamerieezieht sich auf
die Algorithmen 18,und 19,):

Stelle A) Die Wahl des @&chsten Nachbarn bei der Vaavtssuche in Zeile 7 in Algorithmus
18,,

Stelle B) Die Rickwartssucheiber die schwacheniRkwartskanten in Zeile 6 in Algorith-
mus 19,,

Stelle C) Die Rickwartssuchéiber die andereniiRkwartskanten in Zeile 12 in Algorithmus
19114

Wiederum ist es nicht einfachdglich, einen bereits besuchten Knoten unmittelbar zu de-
aktivieren, da in allen dreidlen die Blitenstruktur eine Rolle spielt. Erreichen wir einen
Knotenu, von dem aus ein bisher aus Symmetriggten ausgelassener Knoten erreicht
werden kann L(u) # 0), so nussen wir diesen erneut betrachten, um zum Knoten aus
L(u) zu springen.

Die Datenstrukturen von MDFS, die diese &pge koordinieren, sind di®-Mengen.
Bei diesen handelt es sich wie bei deru&nverwaltung in MBFS um Union-Find-
Mengensysteme. Entsprecherithken wir an diesen Stellen wieder Aufrufe der Funktion
SUGGEST einsetzen, wie wir si@f MBFS entwickelt haben.

Vier der besonderen Eigenschaften von MDF$ssen wir dabei bécksichtigen:

1. Ein Knoten, dessen Symmetriepartner bereits auf deneBtagt, darf nicht eben-
falls hinzugefigt werden (Stelle A).

2. Wenn man bei der Vorartssuche eine identifizierte 8k von aul3en erreicht, wird
deren Basis auf den Stapel gelegt (Stelle A).

3. Die von MBFSubergebenen Cliqueniimsen bdicksichtigt werden (Stelle A).

4. Wenn man bei der ickwartssuche eine identifizierte il8e erreicht, wird die Su-
che unmittelbar an deren Basis fortgesetzt oder die enbaiten Kanten rissen
betrachtet werden. (Stellen B und C).

Punkt 1 1af3t sich wie folgt realisieren: Sobald ein Knoten X| auf den Stapel gelegt
wird, wird sein Symmetriepartnér, X| deaktiviert. Sobaldu, X] vom Stapel genom-
men wird, wird[u, X] wieder reaktiviert. Da dies pro Knoten nur einmal passidwem
und zum Deaktivieren und Aktivieren eine Knotens nur dielmm inzidenten Cliquen
betroffen sind, erbht dies die Laufzeit nur um einen weiteren Summanden vohstens
O(m™).

Punkt 2 berdtigt eine effiziente Verwaltung der &en. Zudem drfen wir nur zu solchen
Basen springen, von denen aus noch neue Knoten erreichtmigidaen. Dies kann in
ahnlicher Weise wie bei MBFS durch eit#bertragung des Union-Find-Problems auf
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einzelne Cliquen realisiert werden: Auf normalen Kantensehlief3lich solcher, die we-
genL’-Werten erweiterbare Kanten erzeugen, verwenden wir MDieSwWKapitel 4.2.4,
beschrieben.

Treffen wir auf eine Clique, so wollen wir nur noch zu denjamgknotenibergehen,
derenL und L' Werte noch leer sind (d.h unbesuchten Knoten) und zu solderan’
bzw. L’ Knoten bei der momentanen Suche noch nicht angetroffenemurd

Hierzu ersetzen wir auf den Antwortseiten der Cliquen die ténalurch Mengen und
beginnen auch hier mit den Mengen, die jeweils genau einestéfinder Antwortseite
enthalten. Stellen wir fest, dass zwei Mengen Teilmengergtichen D-Menge sind,
oder fassen wir bei &ckwartssuchen Mengen zusammen, so behalten wirpMenge
wieder zwei Repsentanten (vgl. z.B. Abb. 4.21L

Im Gegensatz zu MBFS sind wir damit aber noch nicht fertig, danach die erweiterba-
ren Kanten verwalten iissen, um Blten sgter auchiickwarts durchqueren zukinen.
Da es noglich ware, dass e€(n?) erweiterbare Kanten gibt, deren “atisénde” Kan-
ten in einer Clique zusammengefal3t waren (vgl. Abb. 4.2Bsan diese nun ebenfalls
anders verwaltet werden. Hierzu &edern wir die Konstruktion der erweiterbaren Kan-

Abbildung 4.22: Quadratische Zahl erweiterbarer Kanten

ten: Beim MDFS zeigen die erweiterbaren Kanten von der BasiBldge zu demjenigen
Knoten, von dem aus die &e von aul3en erreicht wurde. Dies hat den Vorteil, dass ein
alternierender Pfad diese Kanten problemlos passierem kiandie Kante aus der e
heraus stets eine freie Kante ist und die erweiterbare Kaattter korrekt gerichtet ein-
gefugt werden kann (vgl. Abb. 4.23 linkes Bild).

Um die Zahl der erweiterbaren Kanten gering zu halten unttistssen die bereits in kom-
primierter Form vorliegenden Kanten nutzen zinken, “verkirzen” wir die erweiterba-
ren Kanten nun so, dass sie von der Basis aus nicht mehr aufsten &noten aul3erhalb
der Blute zeigen, sondern auf den letzten Knoten innerhalb (Vgl. A.23 rechtes Bild).
Des weitereniigen wir pro Menge auf der Antwortseite der Clique nur einnia¢ er-
weiterbare Kante ein. Dies ist hinreichendigtatiass bei der i'ckwartssuche alle Knoten
auf der Anfrageseite bécksichtigt werden und stellt sicher, dass die Gesamtzahl e
gefugter erweiterbarer Kanten durch die Gesafikgr der Cliquenzerlegung bes&hkt
bleibt.

Die Kante vom Knoten aul3erhalb deriiB¢ zu diesem Knoten wird neu in dieMenge
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Abbildung 4.23:Anderung der erweiterbaren Kanten

eingefigt.

Dafur massen wir beim Verfolgen einer erweiterbaren Kante einemii@pmachen, bei
dem wir von einem Knotefu, A] zu einem Knoterjv, A] springen, obwohl es normaler-
weise zwischen diesen keine Kante geben kann. Am Ziel setzeatie Riickwartssuche
dann wie unter Punkt 4 beschrieben fort.

Fur die sgatere Kostenermittlung assoziieren wir zu der erweitenbdtante denjenigen
SUGGEST’-Aufruf, deren Betrachtung das Einsetzen der ¢éenmren Kante ausget
hat.

Punkt 3 wird analog zum unbeschleunigten MDFS so behandelt, dasdBFS-Bliten,
wenn sie von auf3en erreicht werden, genauso behandeltnyavaevon MDFS selbst
gefundene Biten. Insbesondere werden bei einer Varssuche von einer Clique aus
Ausgange, die auf die gleiche MBFS-l8E zeigen, vereinigt. Erweiterbare Kanten wer-
den entsprechend einggjt.

Bei Punkt 4 missen die benutzen Kantdickwarts verfolgt werden, um di®-Mengen
zu bestimmen. D.h. wir verfolgen die Cliqueinckwarts und vertauschen Anfrage- und
Antwortseiten. Da wieder Unterilentibersprungen werdeniresen, werden nun die ehe-
maligen Anfrageseiten als UNION-FIND-Problem behandelt.

Im Gegensatz zu MBFS konnten bei MDRS tliese Rickwartssuche keine Teilcliquen
in den urspiinglichen Cliguen identifiziert werden. Wir werden aber seliass die Tat-
sache, dass alle Kanten auf eineimdesten Pfad liegen, dafsorgt, dass die von MBFS
vorgegebenen Cliquen ohnehin nicht weiter zerlegt werdéssen.

Zudem verwendet MDF3if die Rickwartssuche die Kantenlistdni und R, um die wir
uns in besonderer Weis@kmern niissen.

Die im Algorithmus von Blum [1] &ir diese Rickwartssuche verwendeten Kantenlistén
und R (vgl. 4.2.4,) werden in jedem Schritt des Algorithmus &edert. Selbst wenn man
die Zahl der tatdchlichen Kantenoperationen durch Zusammenfassen vonedligrrin-
gern kann, so bleibt doch die Zahl der Operationen auf digsertenlisten unveémdert.
Dies wirde eine Laufzeit in der &fRenordnung vof(m) implizieren.

Ziel der folgenden Lemmata ist daher zu zeigen, dass aufesipizite Verwaltung die-
ser Listen verzichtet werden kann. Wir werden zeigen, dassrVorgehen dennoch alle
Schritte audihrt, die bei Verwendung der Listen aufgetreteiran. Somit bleibt die Kor-
rektheit des Algorithmus unangetastet.

Beobachtung 4.27Alle Operationen bei der Vorértssuche von MDFS, bei denen kein
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neuer Knoten auf den Stack gelegt wird, amtern lediglich dieD—, F— oder R-
Mengen.

Zunachst zeigen wir, dass man auf die und R-Mengen vollsandig verzichten kann.
Danach demonstrieren wir, wie man dieMengen analog zur Bten-Verwaltung von
MBFS handhaben kann.

Lemma 4.28 Es ist ndglich, mit einem zu#zlichen Aufwand vorD(n) zusitzlichen
Operationen auf die E-Mengen zu verzichten.

Beweis:

Zunachst geben wir eine Charakterisierung danten, die die Baum- undiRkwarts-
kanten einschlie3t und auf den Zeitpunkt beaokt ist, zu dem digZ-Kanten fir die
Ruckwartssuche baitigt werden.

Lemma 4.29 ([v, B], [¢, A]) ist bei MDFS zu dem Zeitpunkt, wefan A] vom Stapel ge-
nommen wird, infj, 4, falls

1. [v, B] bereits den Stapel verlassen hat,
2. ([v, B], [q, A]) keine Baumkante ist

3. und([v, B], [q, A]) keine Erzeugung einer erweiterbaren Kante ausgiethat.

Beweis: Die Bedingung ist hinreichend:UF alle Knoten|v, B, die bereits
den Stapel verlassen haben, wurde B], [¢, A]) schon betrachtet, da al-

le von [v, B] ausgehenden Kanten betrachtet wurden. Auf3er Baum- und
Ruckwartskanten und Kanten, die erweiterbare Kanten erzeugtrhaiur-

den alle Kanten in di¢’-Mengen der inzidenten Knoten aufgenommen, also
auchinEq, A]. Da[q, A] auf dem Stapel gelegen hat, kann es sich bei keiner
dieser Kanten um schwacheiékwartskanten handeln.

Die Bedingung ist notwendig: Von Kanten, die noch nie auf daap8 la-
gen, ldonnen keine Kanten ausgehen, die zu eifidvlenge gebren, da diese
Kanten nie betrachtet wurden.

Es niissen also nur noch die Knoten betrachtet werden, die mamexuif
dem Stapel liegen. Die von ihnen ausgehenden Kanten wugfetedweise
betrachtet. Esénnte also noch nicht betrachtete Kanten geben, die von ande
ren, weiter unten auf dem Stapel liegenden Knoten ausg€&hese Kanten
wirden aber einentkzeren Weg zum momentanen Knoten erlauben und sind
daher wegen der Korrektheit von MBFS uagiich.

O

In unserer modifizierten Form des MDFS b&igen wir neben den Kanten aus dén
Mengen zudem auch die Kanten, die das &gen einer erweiterbaren Kante bewirkt
haben, da wir die erweiterbaren Kanten wie Kanten/dévlengen handhaben.
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Betrachtet man also jede Kante, die Bedingung lkerals nogliche £-Kante und stellt
erst durch nachéigliches Untersuchen fest, dass es sich doch um eine Baumtiamdelt,
so kann man auf diese Weise pro Baumkante nur einen FehlWeesialten. Die Anzahl
der Baumkanten und somit die dieser Fehlversuche ist abeh @) beschankt.

Als nachstes geben wir eine analoge Charakterisierunggel€anten.

Lemma 4.30 Zu dem Zeitpunkt, zu dem ein KnotenB] vom Stapel entfernt und Knoten
[u, A] noch nicht auf den Stapel gelegt wurde, sind alle Kantendiel] von Knoten
[v, B] aus erreichen, die nach, B] auf den Stapel gelegt wurden, ), 4.

Beweis:Alle Kanten zu diesem Zeitpunkt bereits betrachteten Kgrde zu

[u, A] fuhren, niissen schwacheiRkwartskanten sein, da anderenfallsA|
bereits auf den Stapel gelegt worde&re. Alle Knoten, die nach:, B] auf

den Stapel gelegt wurden, sind bereits valtgtig abgearbeitet. Kanten, die
von Knoten ausgehen, die noch nie betrachtet wurden, sictd Dafinition
nicht in R-Mengen. Es verbleiben also nur noch Kanten von noch auf dem
Stapel befindlichen, aber noch niclilhg abgearbeiteten Knoten. Da diese
sich unterhalb vofu;, B] auf dem Stapel befindenpknen Kanten von diesen
zulu, A] noch nicht betrachtet worden sein,[daA] ansonsten auf den Stapel
gelegt worden \are. O

Korollar 4.31 Zu dem Zeitpunkt, zu dem ein Knoten B] vom Stapel entfernt wurde
und Knoten[u, A] noch nicht auf den Stapel gelegt wurde, sind genau die Kanten, d
[u, A] von Knotenjv, B] aus erreichen, die den Stapel bereits verlassen habefy,in.

Beweis:Da|u, B] vom Stapel genommen wird,imsen alle Knoten, die nach
[u, B] auf den Stapel gelegt wurden, diesen bereits verlassemhabderer-
seits kannu, A] nicht von vom Stapel genommenen Knoten aus erreichbar
sein, die voifu, B] auf den Stapel gelegt wurden, da diese bereits avltiy
gescannt wurden und dahler, A] selbst fatte auf den Stapel gelegt werden
mussen. Die Argumentation zu auf dem Stapel befindlichen énait die
gleiche wie im vorangegangenen Lemma. O

Mittels diesetUberlegungen ist es alsodglich, die durch digZ und R- Datenstrukturen
erfassen Kanten nachfylich zu bestimmen und somit auf eine éestige Aktualisierung
dieser Mengen @ahrend der Ausfhrung des Algorithmus zu verzichten. Oas

Wir verwenden ir die “simulierte” Verwaltung de® und R Mengen eine Kopie der
komprimierten Version des Graphéff,. Diese Kopie markieren wir in Algorithmus 18

mit dem Index®. Alle Knoten beginnen in deaktiviertem Zustand.

Sobald ein Knoten vom Stapel genommen wird, wird er in diekemprimierten Gra-
phen aktiviert. Dies ist geéfd Lemma 4.28 und Korollar 4.31 hinreichend, damit genau
die Knoten, die von Lemma 4.29 erfal3t werden, zu dem Zeitpaktiviert sind, an dem
sie fur die Rickwartssuchéber dieE£- und R-Kanten beitigt werden. SUGGEST wird
hochstens: Baumkanten iriimlich als£-Kanten vorschlagen, die mit eben diesem Zeit-
aufwand erkannt werderdknen.
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Nun miissen wir noch auf die erweiterbaren Kanten eingehen. Beiadem MBFS konn-
ten erweiterbare Kanten wie normale Kanten in @dvienge benutzt werden. Dies ist nun
nicht mehr ndglich.

Erreichen wir die Basis einer Ble wahrend der Bckwartssuchéiber die Matchingkante,
S0 springen wir nach und nach zu den Knoten, auf die die esvis@iten Kanten zeigen.
Hier folgen wir dann wieder den Kanten aus den jeweiligeMengen. Dies ist riaglich,
da die entsprechenden Kanten in dérMengen nun auch zu den Knoteidhfen, von
denen aus ein Sprung durchgeft wurde. Der Rckweguber eine erweiterbare Kante im
Sinne des ursfinglichen MDFS wurde also in zwei Schritte aufgeteilt. Aigse Wei-
se werden aber immer noch alle Knoten identifiziert, die enefitsprechend®-Menge
eingefigt werden rissen.

Die notwendigen Modifikationen an MDFS beschreibt Algantks 7,. Dass dies gedigt
um die Laufzeitschranke einzuhalten, zeigen wir in Lemn34,4.

In der Rekonstruktionsphase kann auf eine Beschleunigurgichest werden, da alle
Operationen entweder mit denKanten des MDFS Baumes und deichstens: Basen
von Bluten arbeiten. Die Wege durch MBFStBtn kbnnen anhand der von MBRiber-
gebenen Zeiger rekonstruiert werden.

Die Korrektheit dieses Vorgehens ergibt sich daraus, dasg\dlauf von MDFS nicht
verandert wird, so dass sich die Korrektheitsbeweise aus [hjtigibaribertragen. Dass
die Laufzeitschranke eingehalten wird, zeigen wir in Len#hg38.

4.5.3 Laufzeitanalyse

Die durch MBFSubergebenen Bten verhalten sich béglich der Analyse wie von
MDFS selbst bestimmte, so dass wir sie in dieser Analyset giekondert béicksich-
tigen missen.

Lemma 4.32 Die Zahl der Operationen bei allen MDFS-Vaavtssuchen einer Phase ist
durchO(m*) beschankt.

Beweis:Mit Ausnahme der Deaktivierung der jeweiligen Symmetrigper und mit Aus-
nahme der Blle, in denen eine Bie Ubersprungen werden muss, vé@thsich MDFS
wie DFS. Die Aktivierung und Deaktivierung als Symmetrigpar findet pro Knoten
hochstens einmal statt und ist somit durch die Gesaiftigrder Cliquenzerlegung be-
schiankt.

Die Analyse desUberspringens von Unteiigien istahnlich zu der Analyse bei der
Ruckwartssuche von MBFS:

Lemma 4.33 Die zum Durchqueren einer Clique h#igten Operationen lassen sich
durch die Zahl der Ein- und Ausgangsknoten der entspreadredique besclamken.

Beweis:Bei einem Aufruf von SUGGESTb)) im Rahmen der Vorartssuche
konnen folgendelinf Falle eintreten:

1. Die momentan betrachtete Nachbarschaftsliste ist abeet.
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2. Die rachste Menge in der Nachbarschaftsliste hat als einzigen Re-
prasentanten den Matchingpartner vion

3. Die rachste Menge in der Nachbarschaftslistey$}.
4. ~(b) erhalt erstmals einen Wert.

5. Die rachste Menge in der Nachbarschaftsliste ist ungleéh.

Die ersten vier Blle kbnnen nur einmal pro Knoten auf der Anfrageseite vor-
kommen. Diese Kosten werden dem Anfrageknoten zugerechnet

Treffen wir auf eine andere Menge, so findet in jedem Fall @&ihNdON-
Operation statt. Die Zahl dieser Operationen ist durch diel der dazu zur
Verfugung stehenden Mengen begrenzt. Diese entspricht abé&iatieder
Anfrage- und Antwortknoten: In denafien, in denen die Eingangsknoten
bereits einen nichtleereh oder L’ Wert gehabt htten, vare der Sprung be-
reits von diesem Knoten aus ausgfeft worden. Daherdnnen keine weiteren
D-Mengen in das Mengensystem der Clique aufgenommen werden.[]

Die Kosten fir das Einfigen einer erweiterbaren Kante ordnen wir dem SUGGEST'-
Aufruf zu, die dieses Eirifgen bewirkt hat. Da nur SUGGEST -Aufrufe, bei denen eine
UNION-Operation durchgéhrt wird, erweiterbare Kanten erzeugemken, ist der Auf-
wand hierfir durch die Zahl der Knoten der Cliquen abat#bar. Erweiterbare Kanten
selbst kbnnen keine weiteren erweiterbaren Kanten erzeugen, daesiger Vorvarts-
suche nicht benutzt werden. Summieidrer alle Cliquen liefert damit das gawschte
Ergebnis. Uas

Lemma 4.34 Alle Rickwartssuchen einer Phaséknen inO(m*) durchgeéihrt werden.

Beweis:Solange keine erweiterbaren Kanten besucht odé&eBlibersprun-
gen werden, entspricht dieliRkwartssuche einer normalen algorithmischen
Suche und die Beschleunigung funktioniert entsprechenslUbarspringen
von Bluten zur Wurzel hin entspricht dem gleichen Vorgang bei MBR8 u
bei der Vorvartssuche bei MDFS. Die Analyse ist daher identisch.

Treffen wir auf einen Knoten, von dem erweiterbare Kantesgatien, also
auf die Basis einer Bite, springen wir zu dem Knoten, auf den diese Kante
zeigt. Die Kosteniir den Sprung weisen wir wiederum dem SUGGEST -
Aufruf zu, die die erweiterte Kante erzeugt hat. Bei einem &EST'-
Aufruf, der eine erweiterbare Kante bewirkt, muss auf jediail eine
UNION-Operation stattgefunden haben. Die Zahl der UNIOpkfationen
ist aber durch die Gesamtzahl aller Knoten in Cliquen und tldorich die
GesamtgdlRe der Cliquenzerlegung besaéhkt. O
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4.6 Gesamtergebnis

Durch Kombination der beschleunigten Versionen von MBFSMBFS und deren Ver-
wendung in einem Algorithmus geifi dem Satz von Hopcroft und Karp [21] - wie von
Blum [1] beschrieben - edit man somit den

Satz 4.35Bei der Anwendung des Graphenkompressionsverfahrens eden &nd Mot-
wani [11] auf den Algorithmus von Blum[1][2] kann auch untesr¥icht auf eine symme-

2n?
trische Kompression ein maximales Matching in einem Graphieit(’)(\/ﬁmbiT;j)
gefunden werden.
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Algorithmus 16 Anderung der SUGGEST Routine zur Anpassung an das Union-Find
Problem

1: procedure SUGGEST(b)

2:  if b= EndgK?) then

3: Ruckgabe: undefiniert
4: else
5: if b zeigt auf eine Cliqu&’ then
6: if be zeigt nicht auf einen Knoten i@ then
7: be := Anfang VONA%
8: end if
9: if bc = Ende{Aa ) then
10: b := nextb)
11: goto 2
12: end if
13: if v(b, C') undefiniertthen
14: 7(b,C) := FIN Das (be)
15: Ruckgabewert= be
16: b := next(bc)
17: Exit
18: else
19: x := FIND, (7(b, C)) > Zu welcher Menge geirt der
Ausgangsknoten
20: y := FIND,. (b¢)
21: if y # x then
22: x —UNIONMC(x )
23: Rickgabewert= be
24: be = next(bc)
25: if « hat schon zwei Repsentanten id/. then
26: verschiebé ausA% nachAL.
27: else
28: 50 wird neuer Repsentant vorX in M.
29: end if
30: Exit
31 else
32: if  hat schon zwei Repsentanten id/. then
33: verschiebé: ausA% nachAZ.
34: else
35: EC wird neuer Repiisentant vorX in M.
36: end if
37: be := next(bc)
38: goto 2
39: end if
40: end if
41: else > nicht von der Kompression betroffer keine Modifikation
42: Ruckgabewert= Knoten am anderen Ende der Kante
43: b := nextb)
44: Exit
45; end if
46: end if

47: end procedure
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Algorithmus 17 DDFS nach [40] angepasst an [2] mit Kompression

1: Vertausche bei den von der Voantssuchéibergebenen Cliquen Anfrage- und Antwortseite.
2: forall [v, Z] € L(l) do
while [w, Z] := SUGGEST;([v, Z]) definiertdo
if ([v, Z], [w, Z]) ist eine normale Kantthen
Ex = EKU{([U7Z]7[w72D} _
else > SeiC die Clique, dig([v, Z], [w, Z]) enthalt
Cru = Cruy U{lv, Z1}
Cf(z) = Cf(l) U {[w, Z]}
end if
K=, Z]; K, := [w, Z]
UNION ;s (FIND(K), FIND(K;))

barrier:qw, Z]
while not (I(K;) = 0 or I(Kr) = 0) do > sonst echter augmentierender Pfad. vgl. [40]
while (I(K;) > I(K,)) do > Lloop

markiereK; als L und besucht
fugeK; in Level I([v, Z])+I([w, Z])—I(K;) ein.

SR RrbRREBOY Nousw

17: while (u := SUGGEST;(K;)) definiertdo

18: u :=B(FIND(u)); UNION(FIND(K;), u) > bereits bestimmte Btenuberspringen
19: if MinB (u) undefiniertthen > Bluten fir MDFS speichern
20: MinB (u) :=FIND(K;)

21: end if

22: if w = K, then > K; und K. wiirden identisch
23: K, :=p(Kgr);p(a) = K;; K; :=u

24: goto 34

25: else ifu nicht besuchthen > normaler Suchschritt
26: p(’EL) = XL;KZ =u

27: end if

28: end while

20: if K; = [v, Z] then > Basis gefunden, immer vom Ty, A]
30: B(FIND(K,)) := K,

31: HALT

32: end if

33: end while

34: while I(K,) > I(K;) do > Rloop
35: markiereK, als R und besucht

36: fugeK; in Level I([v, Z])+I([w, Z])—1(K;) ein.

37: while (u := SUGGEST;(K)) definiertdo

38: u := B(FIND(u));UNION(FIND(K,), u) > Blutentiberspringen
39: if MinB (w) undefiniertthen

40: MinB (u) :=FIND(K..)

41: end if

42: if « noch nicht besuchhen > normaler Suchschritt
43: p(@) = Ky K :=u

44. goto 34

45:; end if

46: end while

47: if K, # barrierthen

48: K, = p(K,) > Backtrack-Schritt bemgl. K,
49: else

50: barrier:=K;

51: K, =K > Der rechte Kopf darf den Knoten verwenden
52: K, := p(K) > der linke Kopf sucht einen anderen Weg
53: goto 14

54. end if

55: end while

56: end while

57: end while
58: end for
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Algorithmus 18 MDFS nach [1] mit Kompression

1: procedure SEARCH

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44

if TOP(K') = t then

Rekonstruiere den gefundenen-Pfad

else

markiere TOP(K) als “gepushed”
DEACTIVATE »(TOP(K)); DEACTIVATE p(TOP(K))
while [w, Y] := SUGGEST},(TOP(K)) definiertdo > Vorwartssuche
if Y = Bthen
PUSH [w, B))
SEARCH
else
if [w, A] ist als “gepushed” markiethen
if L[w,A] 7£ () then
Ersetzte TOPK) durch(TOP(K), [w, A]), TOP(K)
PUSH Ly, 4))
Erzeuge die erweiterbare Kar(tey, 4, [w, A)]).
L/[w,A] = Ly,
Liw,ay =0
SEARCH
else
if L, 4 # 0 then
Erzeuge die erweiterbare Kar(te|,, . [w, A])
end if
end if
else
if [B(MinB([w, A))), B] ¢ K then > MBFS Blutenuberspringen
Ersetzte TOPK) durch(TOP(K), [w, A]), TOP(K)
Erzeuge die erweiterb. KanteB(MinB ([w, A)])), A], [w, A])
PUSH(B(MinB ([w, A])), A])
else
PUSH(w, A])
end if
SEARCH
end if
end if
end while
[v, X] :== TOP(K)
BLFIND([v, X])
if TOP(K') war noch nicht auf dem Stapttlen
ACTIVATE ,(TOP(K))
end if
ACTIVATE 5(TOP(K))
POP

end if

45: end procedure
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Algorithmus 19 Levelbestimmung in Blten mit Kompression
1: procedure BLFIND’( [v, X])
2: if X = B und|v, A] ist nicht als “gepushed” markiettien

3: Laet = [v, A
4: Dy, =10
5: Ldef = Q)
6: while [¢, B] := SUGGEST; [v, A] definiertdo
7: CONSTRU([g, B], [v,a]), [v, B])
8: end while
o: while Lg.; # () do
10: WahleU{?, A} S Ldef
11: Ldef = Ldef\{[k’, A]}
12: while [¢, B] := SUGGEST; [k, A] definiertdo
13: CONSTRU([g, B], [k, a]), [v, B])
14: end while
15: end while
16: end if

17: end procedure

Algorithmus 20 Subroutine CONSTRL nach [1] mit Kompression
1: procedure CONSTRL([q, B], [u, A]), [z, B])

2: P... :== ([q, B, [u, A])

3: [z, B] :=[q, B|

4:  while [z, B] wurde nicht erreichtlo

5: ly, A] := [z, B]

6: for all [y, A] auf dem Pfadiickwarts von|z, B] nachL U {[x, B]} do
7 DLact = ‘DLact U {[ya A}}

8: L:=LU{[y, Al}

o: Py a) = Pt

10: Laey := Laey U{ly, A]})
11: for all erweiterbaren Kantefjy, Al, [k, A]) do
12: Ldef = Ldef U {[h, A}})
13: end for
14: end for
15: if [y, A] € Lthen
16: UN'ONE(DLMH D[r,A])
17: UNIOND(DLact7 D[T‘7A])
18: [z, B] := [r, B]
19: end if

20: end while
21: end procedure




Kapitel 5

Anmerkungen und Erweiterungen

5.1 Realisierung der Union-Find Algorithmen

Sowohl beim Algorithmus von Blum [2] als auch bei dem von Micaad Vazirani [30]

wird angegeben, dal} das Union-Find Problen®ifin + n) losbar sei, wobei hiem

die Zahl der Such- und die Zahl der Vereinigungsschritte meint. In beideill&n baut
dies auf dem “incremental tree union”-Algorithmus von Gabad Tarjan [20] auf. Bei
diesem wird ein Maschinenmodell vorausgesetzt, das esstiitie, Operanden derdnge
log logn in konstanter Zeit zu verarbeiten. Verwendet man dieseselloicht, gelten
wieder die Zeitschrankeruf das Zeiger-Modell und die Algorithmefirf das UNION-
FIND-Problem verlangsamen sich a0f (m + n) x« (A~'(m,n))), wobei A~*(m, n) die

inverse Ackermannfunktion bezeichnet (vgl. z.B. [38]).

5.2 Beschleunigung von MBFS durch explizite Kompres-
sion

Das Hauptproblem bei détbertragung der Graphenkompression auf den nichtbipartit
Fall ergibt sich aus der Tatsache, dass mehrere Pfade detzdtegpphen passierediknen
mussen. Dieses Problem tritt bei reinem MBFS nicht auf. Hienka es lediglich auf die
Existenz eines Pfades an, so dass die Betrachtung mehrader gir nicht notwendig ist.
Naheliegend re es also, den Graphen aus Abbildung 5.1 Bildibjife Clique aus Bild
a) einzusetzen. Diese eine einggte Matchingkante wde es einem augmentierenden
Pfad erlauben, die Clique zu durchqueren.

Diese Ersetzung durch einen einzelnen Sterriigeaber nicht: Wie Abbildung 5.2 zeigt,
kann auf diese Weise ein augmentierender Pfad@emserden, da eine neueigé ent-
steht.

Ein kirzester augmentierender Pfad muss eine solche Clique waisional passieren
konnen. Entsprechend verwendet man den Graphen aus Abpidumild c) als Substi-
tutionsgraphentr eine jeweilige Clique.

Voraussetzung hierbei ist - wie bei der Verwendung von CMAjiben auf Basis von

115
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a) b) ©)

TR X))
Abbildung 5.1: Cliqguenersetzung bei expliziter Kompregsdiar BFS

2 b) ©)

Abbildung 5.2: Kinstliche Blite

Superkonzentratoren - dass symmetrische Kompressiolegprso dass wiederum echte
Bicliquen im nichtbipartiten Graphen identifiziert werdeissen.

Damit alle Pfade bei dieser Ersetzung gleiéfdig verngert werden, werden einzelne
Kanten als(1, 1) Cliquen behandelt. Einzelne Kanten werden also durch eifeh d&r
Lange3 aus zwei freien Kanten und einer Matchingkante ersetztase sich jeder streng
einfache Pfad im Graphen um das Dreifacheamgkrt.

Auch hier kann bei der Kompression auf Matchingkanten kéliieksicht genommen
werden, da einedufigere Anwendung des Kompressionsalgorithmus zuvielidZeéin-
spruch nehmen iwrde. Die Matchingkanten @issen also wieder nachglich beiicksich-
tigt werden. Waren im Ausgangsgraphen die Knatemdb gematcht, soithrt man nun
zusatzlich einen Pfad derdnge3 zwischen diesen ein, wobei die beid@am3eren Kanten
als gematcht markiert werden. Somit werden diese Kantemfaligeedurch einen dreifach
langeren Pfad ersetzt. Wir bezeichnen den Graphen, der diesth Ersetzungen aus dem
urspiinglichen Graphery hervorgeht, mit;'.

Abb. 5.3 gibt ein Beispielifr die somit durchgéfrte Transformation.

Abbildung 5.3: Ersetzung von Kanten und Cliquen

Lemma 5.1 Wenn es ir; einen einfachen alternierenden Weg déngel zwischen zwei
Knotenu undw gibt, so gibt es i’ einen der [ange3!.

Beweis:Um dieses Lemma zu zeigen, ligigen wir die folgende Beobachtung:
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Beobachtung 5.2Ein kiirzester augmentierender Pfad kann eine Clique nur einmal in
jeder Richtung, d.h. insgesaniid¢hstens zweimal passieren.

Beweis:Passiert er die Cliqgue zweimal in der gleichen Richtung,atteter
beim ersten Durchgang die Clique beréiter den Knoten verlassebnen,
den er beim zweiten Durchgang benutzt hat. Dadipeges aber eineriikze-
ren augmentierenden Pfad. O

Solange der Pfad einfache Kanten benutdrien diese durch den substituierten Weg
der Lange3 ersetzt werden. Wenn er eine Clique passiert, wird jewetisrailer beiden
Ersatzgraphen traversiert, wobei wiederum eine Kantedina ersetzt wird. Da der Pfad
jede Clique nur zweimal traversieren kann, reicht ein Eggagh mit zwei nbglichen
Pfaden aus. Oss

Lemma 5.3 Wenn es in?’ einen alternierenden einfachen Weg démnbe3/ zwischen
zwei Knoten gibt, so gibt es i einen der [angel.

Beweis: Jeder der Pfade derange3, die fur eine Kante eingesetzt wurden
hat keinerlei Abzweigung, er muss also von dem einen Knatenigpiingli-
chen Kante bis zum anderen Knoten durchlaufen werden. Eeatspnd kann
dies alsUberqueren eben dieser Kante interpretiert werden.

Dieses Konzept wird nur an einer Stelle durchbroché&mlich durch die
doppelte Regsentation von Matchingkanten @&'. Ein augmentierender
Pfad, der sowohl deriif die Matchingkante eingesetzten Pfad als auch die
Repiasentation dieser Kante im Rahmen der Cliqguenersetzungbekamnn
nicht nachGG zurickilbertragen werden.

Der Teilpfad durch die Cligue hat aber an beiden Enden freietéfa Als
Teilpfad eines alternierenden Pfadefigsten die an beiden Enden jeweils
folgenden Kanten also zum Matching geén. Dies ist aber nuilf die Kan-

ten des hinzugéigten Pfades der Fall, so dass der einzige alternierende Pfa
der durch diese Kantélhren kann, ein kurzer Kreis ist, der eben diese Kan-
ten umfasst (vgl. Abb 5.4) und keine freien Knoten étith

e o
W/

Abbildung 5.4: Einzig mdglicher Pfad durch eine doppelt résentierte Kante

Eine Verwendung dieser uifigen Kanten ist also im Rahmen eines alter-
nierenden Pfades zwischen zwei freien Knoten nicbginsh. O
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Lemma 5.4 Die Levelberechnung durch MBFS kann bei vorliegender sytrisuoleer
Kompression mit Hilfe der obigen Transformation in Z8itn*) durchgeiihrt werden.

Beweis: Die Substitution der Kanten durch Pfade und die Rekonstrokti
der Wege kani® (| E(G")|) erfolgen.

Wir vergleichen nun die Zahl der Kanten @ mit der Zahl der Kanten, die
ein GraphG” hat, der aus+ bei Substitution der Cliqguen durch Sterne - wie
bei Feder und Motwani [11] beschrieben - entsteht. Die Kazghkl vonG”
liegt entsprechend i@ (m*).

1. Jede Kante, die zu keiner Clique getf) wurde durch drei Kanten er-
setzt.

2. Jeder Kante, die einen Knotanmit dem Zentrum eines Sternes ver-
bindet, lbnnen wir die zwei Kanten zuordnen, diein G’ mit den
beiden zentralen Kanten unseres Ersatzgraphen verbinden.

3. Daalle Cliquen, die wir ersetzten, auf beiden Seiten natetes 2 Kan-
ten haben, &nnen wir die beiden zentralen Kanten unseres Ersatzgra-
phen beliebig zwei anderen Kanten der Clique zuordnen.

Somit kannG’ maximal dreimal soviele Kanten haben wi&. Der MBFS
Algorithmus erfalt also einen Graphen n@(3m*) Kanten und bedtigt dar-
auf eine in der Kantenzahl lineare Laufzeit. O

5.3 Verkleinerung der CMA-Graphen

Die GrolRe derC' M A-Graphen kann durch die folgende Konstruktion weiter weyeit
werden:

Definition 5.5 Ein (n, o, k)-Superkonzentrator ist ein gerichteter azyklischer Gragh
n Eingdngen,o < n Ausd@ngen und bchstensik Kanten, so dass e#iifzwei beliebige
Mengen vonr < o Eingangen und- Ausdingen stets knotendisjunkte Pfade gibt, die
diese paarweise miteinander verbinden.

Proposition 5.6 Ein (n, o, k)-Superkonzentrator kann durch Kombination eife, k)
Konzentrators mit einertv, k) Superkonzentrator erstellt werden, indem digusginge
des Konzentrators mit denEingangen des Superkonzentrators verbunden werden.

Beweis:Jede Teilmenge der Eiagge mitr < o Elementen kann vom Kon-
zentratoruber disjunkte Wege zu Eingangen des Superkonzentrators ver-
bunden werden. Dieser kann sie dann den korrekten @gen zuordnen.
O
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Wenn wir annehmen, dass der Konzentrator die Zahl der Kanterinen FaktoP® re-
duziert, so muss man, um di¢—? Eingange bis aufM zu reduzieren, entsprechehd

Konzentratoren mit

1o logn
wosgp = Joan (i
log 222 log ©®

m

hintereinander verbinden.
Auf diese Weise muss man einé*‘;llo% Kanten enthaltende Clique nicht mehr durch
og =—

einen88n!~ groRen CMA-Graphen ersetzen, sondern erreicht dadi@Gsnhte bereits
mit hochstens

1
1529%8 g

log
Kanten. Dies kann mit der volisndlgen geometrische Reihe abgegehwerden:
logn
< ——n'4+88 :
=1-0" TFgE

m

Beobachtung 5.7Ein (n, 0, k) Superkonzentrator kann ebenso in einen CMA-Graphen
umgewandelt werden, wie efn, k)-Superkonzentrator.

5.4 Suchstrukturen fur Graphen

Die in Kapitel 4.3.]; eingefihrte Idee, die Suche in einem Graphen zu organisieren, in-
dem eine Routine Kanten vorsélgt, die betrachtet werden sollen, motiviert die folgende
Definition:

Definition 5.8 Eine Suchstruktu fur einen GrapherG = (V, E) ist eine Abbildung
S von der Potenzmenge voéhx V nachV x V.

Eine Suchstruktur schgt in Abrangigkeit von den bereits vorgeschlagenen Knotenpaa-
ren ein weiteres Paar zur Fortsetzung der Suche vor.

Definition 5.9 Eine Suchstruktur heif3t volbstdig, wennS(V”’) fur alle V' C V x V
definiert ist undS(V") ¢ V' gilt.

D.h. es niissen so lange “neue” Paare vorgeschlagen werden, bioajjeschlagen wur-
den.

Eine derartige Struktur kann nur dann sinnvoll eingesetztden, wenn zur &sung
einiger Teilprobleme nicht immer alle Kanten betrachtetde@ nussen. Dies ist im
Matching-Kontext kufig der Fall.

Es gibt drei Typen von Fehleraen , aufgrund derer ein von der Suchstruktur vorgeschla-
genes Knotenpadu:, v) nicht zur Fortsetzung algorithmischer Suche verwendetierer
kann:
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1. (u,v) € E
2. uwwurde noch nicht besucht

3. v wurde bereits besucht

Definition 5.10 Eine Suchstrukturlir einen Grapherty = (V, E)) hei3t(t,, t2, t3) Such-
struktur, wenn die Zahl der Tyipfehler inO(t;) liegt.

Proposition 5.11 Algorithmische Suche auf einem Graph@n= (V; E') kann mit einer
(1, s, t3)- Suchstruktur in Zei©(n + s + 37, t;) durchgeiihrt werden; dabei ist die
Zeit, die zur Verwaltung der Suchstruktur selbstdiegt wird.

Beweis:Die Zahl der Operationen, bei der der Suchbaum w#grt wird, ist
durchn = |V| beschénkt. Die nicht erfolgreichen Operationen fallen in eine
der oben beschriebenen Fehlerklassen. OJ

Definition 5.12 Wir sagen, dass eine Suchstrukeffizientist, wenns € O(n + t; +
to +t3), d.h. wenn der Aufwand zur Verwaltung der Suchstruktur vom Aufwar Suche
selbst dominiert wird.

Da die Algorithmen, die wir verwenden, dem BFS oder DFS-Sehéotgen, ist durch
diese Verfahren der “Schwanzknoten” der jeweils vorzumgphhden Kanten eindeutig
gegeben und bereits besucht - entsprechend kann es higgqmieFehler geben.

Wir verwenden daher Suchstrukturen nicht in der obigentionklen Schreibweise, son-
dern stattdessen den in Kapitel 4 3deschriebenen abstrakten Datentyp mit den Funk-
tionen SUGGEST, ACTIVATE und DEACTIVATE.

Die folgende Suchstruktur ist eine naheliegende Veralgyeaerung der in Kapitel 4.3,1
vorgestellten Variante: Séi* die transitive Hille eines azyklischen Graphéi. Dann
lait sich zu jedem Graphéhmit G C H* in folgender Weise ein@, 0, f3)-Suchstruktur
fur G gewinnen:

1. Entferne alle Knoten au€, von denen aus man keinen Knotertdrerreichen kann.

2. Entferne alle Knoten aufd, die nicht von einem Knoten id/ erreicht werden
konnen.

3. Wenn ein Nachbar eines Knotens @uglesucht wird (SUGGEST), gib nach und
nach alle von diesem Knoten i aus erreichbaren Knoten @@ an.

4. Wenn ein Knoten au& gefunden oder deaktiviert wurdéjsche alle zu diesem
Knoten fuhrenden Kanten.

5. Sobald ein Knoten ifif Ausgangsgrad hat, bsche ebenfalls alle zu diesetifen-
den Kanten.

6. Wenn ein Knoten aktiviert wirdiige alle Kanten und Knoten hinzu, von denen aus
er erreichbar ist.
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Hierbei nehmen wir an, dass jeder Knoten im Laufe der Sudllgiens einmal aktiviert
bzw. deaktiviert wird.

Definition 5.13 Eine so konstruierte Suchstruktur werden wir als “graphbesibe-
zeichnen.

Bemerkung 5.14

1. Es beeintichtigt die Funktionsweise einer graphbasierten Suchgitrukicht, wenn
ein Knotenllber mehrere verschiedene Wege erreicht werden kann.

2. Sind alle Knoten au§' in H Uber Pfade endlicherdnge zu erreichen, so ist die Such-
struktur eine effiziente Suchstruktur.

Beobachtung 5.15Ersetzt man nach dem Verfahren von Feder und Motwani [11]-in ei
nem von PartitionB nach Partition A orientierten bipartiten Graphe: Cliquen durch
gerichtete Sterne, so giliif den resultierenden Grapheii, dassG C H*.

Die ausH auf die oben beschriebene Weise erzeugte Suchstruktuilveith genau so,
wie die Suchstruktur aus Kapitel 4.3.1

Beobachtung 5.16Es gibt Suchstrukturen, die eine bessere Beschleunigurieen,
als das Verfahren von Feder und Motwani [11].

Das einfachste Beispiel ist die “optimale” Suchstrukturegs besteht aus einer Abbil-
dung, die jeder Teilmeng€ von V' eine Kante zuordnet, digber den SchnittS, V'\S)

fuhrt. In jedem Schritt schbt sie also eine Kante von einem besuchten zu einem noch
nicht besuchten Knoten vor. Den Wechsel zwischen versehad Teilmengen kann man
Uber Zeiger in konstanter Zeit realisieren. Dies ist €he, 0)-Suchstruktur.

Das explizite Erstellen dieser Abbildung in Form einer Tebkostet allerding<2(2™)
Schritte, was diese Suchstruktur nurtziich werden &f3t, wenn man wesentlich mehr
algorithmische Suchen in dem Graphen duitint, als dies im Matching-Kontext not-
wendig ist.
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Teil Il

Bipartite Graphen mit zahlreichen
Matchings
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Kapitel 6

Einleitung

Mit den im vorangegangenen Kapitel beschriebenen Venfakimnen Matchings in

nichtbipartiten Graphen genauso schnell gefunden wend@ndies im bipartiten Fall

moglich war. Beim Versuch noch schnellere Algorithmen zu éckeln, konzentrieren

wir uns daher wieder auf die bipartiten Graphen, da derefla@iere Struktur (keine sog.
Bluten - vgl. Teil 1) die Komplexit der Aufgabe wesentlich reduziert.

Wir betrachten zuachst einen noch spezielleren Fall, den der sogenanntguldren”
bipartiten Graphen. Regule Graphen sind Graphen, in denen alle Knoten den gleichen
Grad haben.

Vereinigt man- paarweise disjunkte perfekte Matchings in einem Grapleeer#lt jeder
Knoten des Graphen von jedem Matching genau eine Kante.tBgRktalso ein regater
Graph, in dem jeder Knoten den Gradhat. Diese Graphen werden alsregufr’ be-
zeichnet. Umgekehrt kann man zeigen, dass jedeguhre bipartite Graph ein perfektes
Matching hat (s. Lemma 7.1, sich sogar stets in perfekte Matchings zerlegeadst

[32]. Wegen dieses Zusammenhangs spielten die aegniGraphen bei der Entwicklung
von Matching-Algorithmen stets eine Sonderrolle.

Cole, Ost und Schirra [6] ist es 1999 gelungen, einen Algomith zum Finden perfekter
Matchings in regudren Graphen zu entwickeln, der nur lineare Laufzeit in dsrl der
Kanten, also Zei©(m) berbtigt.

Wir wollen nun versuchen, diesen Algorithmus auf weiterpéiyvon bipartiten Graphen
zu Ubertragen: Wenn man zu einenreguBiren Graphen weitere Kanten hinigt, wer-
den dier bereits enthaltenen Matchings nicht zérstBetrachtet man einen Graphéh
der aus einem regaiten Graphen durch das Hinigen von Kanten entstanden ist, so bil-
den diese Matchings zusammen einen sogenansfgEnhendeiregularen Teilgraphen,
d.h. einen regdren Teilgraphen, der alle Knoten des uismlichen Graphen eriilt.
Damit ist jedes perfekte Matching in einem solchen Teilpgpautomatisch auch ein
perfektes Matching id-.

Konnte man einen solchen Teilgraphen identifizieren,@mie man mit dem Algorith-
mus von Cole, Ost und Schirra [6] in diesem Teilgraphen - umitsia G - ein perfektes
Matching in Linearzeit konstruieren.

125
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Wir stellen in diesem Teil der Arbeit einen Algorithmus vder sich an der eben beschrie-
benen Idee orientiert und auf Graphen mit ausreichend grodgpiiren Teilgraphen ein
besseres Laufzeitverhalten zeigt als der beste Algorighiinuden allgemeinen bipartiten
Fall:

Satz 6.1 In einem bipartiten Graphen mit Knoten undn Kanten, dew?,/n paarwei-
se disjunkte perfekte Matchings ealth kann ein perfektes Matching in Z&#t (@)
gefunden werden.



Kapitel 7

Beschreibung des Algorithmus

7.1 Ubersicht

Die naheliegendste Idee zuibertragung des Algorithmus von Cole, Ost und Schiiira f
reguBire Graphen [6] auf allgemeinere bipartite Graphémeyim gegebenen Graphen
einen reguren spannenden Teilgraphen zu suchen. Ein perfektes iMatohdiesem
Teilgraphen Bnnte in Linearzeit bestimmt werden uné@ne, da der Teilgraph spannend
ist, auch ein perfektes Matching im ur§pglichen Graphen. Leider dauert es mit allen
uns bekannten Verfahren genauso lange, einen solchemaf#ilgn zu finden, wie es dau-
ern wirde, direkt ein Matching zu bestimmen.

Daher niissen wir mit einer Bherungsisung arbeiten. Diese erhalten wir, indem wir
einen eigentlich zu langsamen Algorithmus zum Finden esodéshen Teilgraphen vor-
zeitig abbrechen. Der resultierende Teilgrdplst somit nicht ganz regat und eventuell
nicht spannend.

Um dennoch den Algorithmus von Cole, Ost und Schirra [6] ardeenzu lbnnen,
mussen wir diesen Teilgraph regumimachen. Dies ist innerhalb des Grapliemicht
einfach noglich. Daher betrachten wir den spannenden Teilgrapgthemun vofiberge-
hend als eigenahdigen Graphen, in dem ein Matching bestimmt werden soll.

Um diesen nichtregaken Grapherd dennoch regdr zu machen, ist es notwendig, zu
H einige Knoten und Kanten hinzuzigen. Auf diese Weise entsteht ein neuer ragarl
GraphR, von demH nun wieder ein Teilgraph ist.

Bevor wiruberlegen, wie diese Ver@Rerung vorgenommen wird, betrachten wir kurz die
weitere Verwendung dieses Graphen, da sich daraus die g&fagehensweise bei der
VergrolRerung ergibt:

In dem durch die Vergif3erung vorH entstandenen regulen Grapher kann mit dem
Algorithmus von Cole Ost und Schirra [6] ein Matchingin Linearzeit bestimmt werden
(vgl. Abb. 7.1).

Das MatchingM von R kann nun aber auch Kanten enthalten, die nicht zum Teilgraph
H von R gelbren. Wir kbnnen aber nur Kanten aiis in den urspiinglichen Graphety
zuriick Ubertragen, da nur diese Kanten v@rausG stammen.

Wenn wir das Matching also in den urépglichen Grapheld: zuriick Uibertragen wol-
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128 KAPITEL 7. BESCHREIBUNG DES ALGORITHMUS

len, so niissen wir dieséalschen Matchingkanteweglassen. Damit bleiben diejenigen
Knoten in H - und somit spter auch inG - uniberdeckt, deren Matchingpartner zu
V(R)\V (H) gehoren. D.h. wir niissen dann nochmals auf anderem Wege, z.B. mittels
augmentierender Pfade, versuchen, das Matching zuof&gn. Wir niissen daher daf
sorgen, dass nur ein geringer Anteil der Kanten, diéizhinzugefigt werden, umR zu
bilden, in das Matching aufgenommen wird. Wir werden im Eolden die Kanten, die

zu R aber nicht zuH gelbren, aldalsche Kanterbezeichnen. Das Ziel unserer weiteren
Uberlegungen ist es, die Konstruktion des GrapResus dem GrapheH so vorzuneh-
men, dass iglichst wenige der falschen Kanten zu falschen Matchingga werden
(vgl. Abb 7.1).
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perfektes Matching in R Matching in Ho Matching in G

Abbildung 7.1: Veranschaulichung der Vorgehensweise

Von den jeweils zu einem Knoten inzidenten Kanten kann jsweir eine in ein Matching
aufgenommen werden. Von vielen falschen Kanten, die zubese{noten inzident sind,
kann also nur eine einzige eine falsche Matchingkante werde Zahl der mglichen
falschen Matchingkanten ist also begrenzt durch die ZahKaeten, zu denen falsche
Kanten inzident sind.

Da alle Knoten inR den gleichen Grad haben sollen, ist die Zahl der Knoten, zu denen
falsche Kanten inzident sind, umso geringer, je mehr Knegegibt, zu denen ausschliel3-
lich falsche Kanteniihren. Wir figen also neue Knoten ein, von denen jeder falschen
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Kanten inzident ist.

Das garantierbare Vedltnis zwischen falschen Kanten und falschen Matchinghkarst
somit gleich dem Grad' der zu&tzlichen Knoten.

Je loher dieser Grad’ aber sein soll, destodfer muss auch der Grad der Knoten in
dem fast reg@lren Subgraphef sein, da nachher alle Knoten den gleichen Grad haben
mussen. Um den Algorithmus anwenden zinken, muss der Ausgangsgraph also einen
nahezu reg@dren Teilgraphen von aglichst hohem Grad enthalten.

Um eine erste einfache Formulierung des Sachverhaltesgéchen, verscarfen wir
diese Forderung hier zur Anforderung, dass der Graph sagan girklichen reguren
Teilgraphen von hohem Grad e@th Dies ist bei bipartiten Graphen genau dann der Fall,
wenn er viele disjunkte perfekte Matchings exithVerallgemeinerungen werden wir im
Anschluss betrachten.

Zusammenfassend geht unser Algorithmus wie folgt vor, umperfektes Matching in
einem Graphel: zu finden:

1. (Teil 1) Finde einen ardhernd reguren und rglichst spannenden Teilgragh
von G

Betrachte] als eigensindigen Graphen
(Teil 2) ErganzeH zu einem reg@ren Graphelk > H

Finde inR ein perfektes Matching/

a > w DN

Interpretiere die Kanten aud, die auch zuH und somit zuG gelbren, als Mat-
chingM’in G

6. (Teil 3) VergroRere)M’ zu einem perfekten Matching

Das wichtigste Objekt unserer Betrachtungen in diesem Ehapitd also der “anahernd
reguaire” und “nobglichst spannende Teilgraphf sein. Wir missen daher exakt fest-
legen, was “anahernd regw@rer spannender Teilgraph” bedeuten soll. Wir verwenden
hierzu die Zahl der Kanted, die zu&tzlich zu den Knoten inzident seinissten, damit
der Teilgraph--reguiar und spannend ave:

Definition 7.1 Ein Teilgraph H eines bipartiten Graphet? = (V, E) heil3t (r,d)-
regular, wenn er die folgenden zwei Bedingungerirf

op(v) < rYweV
d (r—du) < d (7.1)

veV

Hierbei bezeichnet;(v) den Grad des Knotens innerhalb des Teilgraphef. Wir
nehmen zur Vereinfachung einiger Rechnungen an, dass imchétten Graphe& =
(V,E) = (AUB, E) mit |A| = |B| = n gilt, der Graph also insgesanit| = 2n Knoten
hat. Ein perfektes Matching hat demnach dié@an.
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7.2 Finden eines nahezu regéaken Subgraphen

Satz 7.2 In einem bipartiten Graphe: mit 2n. Knoten undm Kanten, der einemnr-
regularen Teilgraphen hat, kann eifr, d)-regularer Teilgraph mitd = 2 (%)2 in Zeit
O(cm) gefunden werden.

Beweis:

Zunachst beschreiben wir einen auf Netzweikfien basierenden Algorithmus zum Fin-
den eines spannenden ra@y@n Subgraphen. Danach zeigen wir, dass man diesen Al-
gorithmus nach wenigen Phasen abbrechen kann und so(einkfregubiren Teilgraph
erhalt.

Transformation in ein Flussproblem Wir haben in Kapitel 1.4.2 gesehen, wie man
Flussalgorithmen einsetzen kann, um Matchings in bigart&raphen zu finden: Wir
erzeugen ein Flussnetzwerk, indem wir

eine Quelle und eine Senke hiniagén,

alle Kanten von Patrtitio® nach PartitionA richten,

1.

2.

3. die Quelle mit allen Knoten aus verbinden,
4. alle Knoten aus! mit der Senke verbinden
5.

und alle Kapaziten aufl setzen.

Wir haben dabei beobachtet, dass bei einem maximalen Hei$sisistragenden Kanten
zwischen den beiden Partitionen ein maximales Matchindehil Ist dieses perfekt, so
kann es auch als eirreguBirer spannender Teilgraph interpretiert werden.

Um einenr-reguren spannenden Teilgraphen zu finden, gehen wir vollkonanalog
vor:

Alle Kanten werden wiederum voB nachA gerichtet und erhalten die Kapaait . Wir
fugen einen Quellknotenund einen Senkenknoteérinzu und verbinder jeweilsber
eine Kante der Kapa#tr mit allen Knoterh ausB und alle Knoter: ausA mit Kanten
der Kapaziatr mit ¢ (vgl. Abb. 7.2). Das auf diese Weise erzeugte Netzwerk obrnen
wir mit Ng.

Lemma 7.3 Hat G einenr-regularen spannenden Teilgraphen, so hat der maximale
Fluss im NetzwerkV; die Grozern.

Beweis: Setze den Flul3 durch jede Kantelfz, die zum regudren Teilgra-
phen gebrt, aufl und den Flu3 der zur Quelle oder Senke inzidenten Kanten
aufr. Da die aus der Quell@gihrenden Kanten damit gasigt sind, kann es
keinen gblReren Flul3 geben. In jeden Knoten aussendt flielRen genau
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Abbildung 7.2: Das Finden eines reguén Teilgraphen als Flussproblem

Flusseinheiten hinein und ebensoviele wieder aus ihm Bedar Kanten
mit Flusswertl zu ihm inzident sind. O

Lemma 7.4 Ist g ein maximaler ganzzahliger Fluss mit @3ern in NetzwerkN¢, so
bilden die Kanten zwischea und B mit positivem Flusswert einenregularen Teilgra-
phen.

Beweis:Bei Flusssirkern miussen alle Kanten zwischerund B bzw. zwi-
schenA undt gesattigt sein, da jede der Kanten die Kapazitr hat. Insbe-
sondere muss also jeder Knotewon genau- Flusseinheiten passiert wer-
den. Da aber alle ausgehenden Kanten aus den Knofebmv. eingehenden
Kanten der Knoten inl die ganzzahlige Kapa#t1 haben, gibt es auf diesen
Kanten nur die Flusswerteund 1. Es gibt also - abgesehen von der Verbin-
dung zur Quelle bzw. Senke - zu jedem Knoten genenzidente Kanten mit
Flusswertl. Die anderen Kanten haben FlusswerEs gibt also zu jedem
Knoten inV(G) = V(N)\{s,t} genaur inzidente Kanten mit positivem
Flusswert. O

Um in einem Grapheny, der einen--reguairen Teilgraphen hat, die Kanten dieses Teil-
graphen zu identifizieren, inssen wir also einen maximalen ganzzahligen Fluss im zuge-
horigen NetzwerkV,; konstruieren. Dies ist mit dem Algorithmus von Dini®glich:

Satz 7.5 ([35]) Sind bei einem Netzwerk alle Kapaziaten ganzzahlig, so findet der
Algorithmus von Dinic stets ganzzahligdaiBse.

BeweisskizzeDer Algorithmus startet mit ganzzahligen Werten
fle)=0 VeeFE.

Wir zeigen, dass die Werte bei jeder Augmentierung ganizaldiben:

Ist der gegebene Fluss ganzzahlig, so ergeben sich allezKaea des resi-
dualen Netzwerks durch Addition und Subtraktion aus dezzanigen Ka-
pazitaiten vonN und den ganzzahligen Flusswerten. Dann ist aber auch der
Betrag ganzzahlig, um den der Fluss entlang eines augnmamiien Pfades
vergl3ert wird. Damit ist der Fluss auch nach einem Augmentggsschritt
noch ganzzahlig. Die Aussage folgt somit per Induktidrer die Zahl der
Augmentierungsschritte. O
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Der allgemeine Netzwerkfluss-Algorithmus von Dinic [8] ledtte Laufzeit vorO(n*m)
und ist somit viel zu langsam, um zum Finden eines Matchinggesetzt werden zu
konnen. Er basiert - wie in Kapitel 1.4,2eschrieben - darauf, bis zumal nicht er-
weiterbare Mengen augmentierender Pfade zu finden undidserndiese zu augmentie-
ren.

Eine solche Menge in allgemeinen Netzwerken zu finden, kanawnm Operationen
kosten. In einem Einheits-Kapaais-Netzwerk, in dem alle Kapazten(0 oder1 sind,
berbtigt jede Phase des Algorithmus von Dinic nur lineare Z&itn), da jede in einem
augmentierenden Pfad verwendete Kante sofort vithig blockiert ist und nicht mehr-
fach verwandt werden kann (vgl. [35]).

Daher lonnen wir eine erste Verbesserung erzielen, indem wir désaiek N, wie folgt
in ein Einheits-Kapazits-Netzwerk umwandeln:

Wir ersetzen jede Kantgs, b), bzw. (a, t) mit Kapazi&t » durchr parallele Kanten mit
Kapazitit1. Wir bezeichnen jede dieser Mengen paralleler KanteMaltkante Es wer-
den damit2n(r — 1) Kanten hinzugefgt, was inO(m) liegt, da der urspmgliche Graph
nach Voraussetzung einerregubren Teilgraphen mitr Kanten enthlt, m also gbl3er
als nr ist. Somit konnten wir in diesem modifizierten Netzwerk, einen maximalen
Fluss in ZeitO(nm) bestimmen. Dies ist aber immer noch zu langsam.

Finden eines nahezu maximalen Flusses:Wollen wir den Algorithmus von Dinic im
Rahmen eines Algorithmus einsetzen, der Matchings schrmdiimmt, als dies bisher
moglich war, so muss dies weniger &X./nm) Zeit in Anspruch nehmen. Wir érssen
also mit weniger alg/n Phasen auskommen. Im Folgenden untersuchen wir was piassier
wenn man den Algorithmus vorzeitig abbricht.

An dieser Stelle erinnern wir nochmals an die Definition desdualen Netzwerks aus
Kapitel 1.4.2,: Die Knotenmenge des residualen Netzwerks besteht auskalieten des
Graphen. Die Kantenmenge eathdie Kanten,uber die noch Fluss geschickt werden
kann, und die flusstragenden Kanten mit umgekehrter Richtlager Fluss auf diesen
Kanten reduziert werden kann, also gewissermal3en Flugskgeschickt werdendan-
te.

Es ist genau dann nochaglich den Fluss weiter zu ver@gern, wenn es im residualen
Netzwerk noch einen gerichteten Pfad von der Quelle zur &gitk. Der Abstand eines
Knotens zur Quelle im residualen Netzwerk entspricht deamge eines lkrzesten Pfa-
des,Uber den noch Fluss zu dem Knoten geschickt werden kannpreoteend ist der
Abstand vons zu ¢ im residualen Netzwerk gleich dehge einesitrzesten augmentie-
renden Pfades.

Bei Anwendung des Algorithmus von Dinic ve@dert sich nach jeder Phase dignge
eines Kirzesten augmentierenden Pfadesluilgs nimmt also auch der Abstand zwischen
s undt in jeder Phase um zu.

Wir wenden nun den Algorithmus von Dinic auf das gegebenewetk an und brechen
ihn nach4c + 1 < /n Phasen ab (Die Wahl vofx: + 1 begiinden wir im rachsten Ka-
pitel.).

Mit Gluck ist der Algorithmus in dieser Zahl von Phasen fertig umdhaben einen ma-
ximalen Fluss gefunden. Sollte dies nicht der Fall seinsenswir zumindestens, dass die



7.2. FINDEN EINES NAHEZU REGUAREN SUBGRAPHEN 133

verbleibenden augmentierenden Pfade mindestensadigddc + 1 < /n haben. Dieses
Vorgehen garantiert uns also das folgende Ergebnis:

Lemma 7.6 In einem Einheits-Kapa#ts-Netzwerk, in dem alle Kapaaién 0 oder 1
sind, knnen inO(c¢m) entweder ein maximaler Fluss oder ein Fluf3 und eine Knoten-
nummerierung : V — Z* gefunden werden, so dd@s) = 0,l(t) > 4c + 1 und
I(7) < 1(3i) + 1 fur jede Kante(7, j) des residualen Netzwerks gilt.

Beweis:Jede Phase des Algorithmus von Dinic [8]&medert das jeweils ge-
gebene Matching so, dass diarge einesikrzesten augmentierenden Pfades
um mindestens zunimmt (zu Details siehe Kapitel 1.42 Nach4c+1 Pha-
sen hat also einilkzester Pfad in dem so konstruierten Matching mindestens
die Langedc + 1. Sollte bereits vorher keine Vei@Berung des Flusses mehr
moglich sein, so wurde bereits ein maximaler Fluss und samit-eeguirer
Teilgraph gefunden.

Die Knotennummerierungergibt sich als die Bnge einesikrzesten alternie-
renden Pfades vonizu den jeweiligen Knoten bzw. als Abstand der Knoten
von s im residualen Netzwerk. Diese Aldstde werden vom Algorithmus von
Dinic in jeder Phase bestimmt. Die Eigenschaft, dags< i(i) + 1 fUr jede
Kante (7, j) gilt, ist ebenfalls eidllt: I(j) entspricht dem Abstand vonzu

j und die Llange des lirzesten Pfades vonzu j kann fochstend (i) + 1
betragen, da es einen Pfad démigel(:) + 1 Uberi gibt. Jede Phase nimmt
in einem Einheits-Kapazts-NetzwerkO(m) Schritte in Anspruch, so dass
insgesam®((4c + 1)m) = O(cm) Schritte bedtigt werden. O

Existenz eines Schnitts besclankter Gr 63e: Nun missen wir zeigen, dass der gefun-
dene Fluss trotz des vorzeitigen Abbruchs des Algorithnehisrs nahezu ein maximaler
Fluss ist.

Die Kapazitit K (C) einess — t-SchnittesC' im residualen Netzwerk ist stets eine obe-
re Schrankeir die maximale weitere VergRerung des vorliegenden Flusses (vgl. z.B.
[35]). Sie gibt also auch an, um wieviel ein maximaler Flussi3gr sein kann als der
momentan betrachtete Fluss. Da wir nach Konstruktion wissa&ss ein maximaler Fluss
die GibRBern hat, wissen wir also, dass der Gesamtfluf3gr alsn — K (C') sein muss,
wobeiC' ein beliebigers — ¢-Schnitt im residualen Netzwerk ist.

Wir werden nun im residualen Netzwerk die Existenz eineghaten Schnitts der Ka-

pazitat (%)2 nachweisen.

Wir bezeichnen alle Knoten mit I(v) = 7 als dasite Level. Kanten im residualen Netz-
werk, die zu einem @heren Leveliihren, kbnnen wegen der Nebenbedingungendie
Knotennummern immer nur zui + 1)ten Level fihren. Ein Schnitt wird also z.B. ge-
bildet durch alle Knoten, die zu den Levelnbis j gefdren.Uber den Schnittifhren
entsprechend genau die Kanten, die vpten zum(j + 1)-ten Level fihren (vgl. Abb
7.3).

Lemma 7.7 Es gibt zwei aufeinanderfolgende Leygl+ 1 miti(s) < iundi+1 < I(t),
die beide weniger al§ Knoten enthalten.
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Beweis:Der Graph wird durch die Knotennummerndn+ 2 Level zerlegt.
Zwischen Level0 und Leveli(t) — 1 einschlie3lich befinden sich alsie
Level. Diese lassen sich 2+ Paaren von Leveln zusammenfassen. Da der
Graph insgesamt n@n Knoten entlt, muss es ein Paar geben, das weniger
alsg—’cl Knoten entlt (vgl. Abb 7.3). Dies bedeutet aber auch, dass jedes der
beiden Level weniger al$ Knoten entailt. O

Seien diese beiden Level nmiind: + 1 bezeichnet.

e

.
<
L

0 2c¢ Paare von Leveln 4c+1

Abbildung 7.3: Schnitt im residualen Netzwerk(Multikantgind dick dargestellt)

Lemma 7.8 Es tihrt keine Multikante von LeveH- 1 nach Level.

Beweis: Alle Multikanten sind mits odert¢ verbunden. Nach Konstruktion
konnen abes undt weder zu Levef noch zu Level + 1 gehoren. O

Lemma 7.9 Der Schnitt im residualen Netzwerk zwischen Leével1 und Leveli hat
hochstens Kapazit (%)2 .

Beweis: Die Zahl der Kanten zwischen den beiden Leveln kadohstens
(%)2 betragen, da maximal alle Knoten beider Level miteinanéelbwnden
sein kdnnen. Jede dieser Kanten hat Kap#zmchstend, da alle Multikan-
ten zus odert inzident sind, diese aber nicht zu den beiden Levelrogatn
konnen. O

Aus den obigen Ausihrungen folgt unmittelbar:

Lemma 7.10 Der gefundene Flusg hat mindestens die @Be(1 >, ) — (%)%

Da alle Kapaz#iten0O oderl und somit ganzzahlig sind, liefert der Algorithmus von Bini
einen ganzzahligen Fluss. Alle Flusswerte sind élsder1.

Zum Beweis von Satz 7.2 bleibt zu zeigen, dass die flusstragenden Kanten in der
gewunschten Weise einen nahezu régah, nahezu spannenden Teilgraphen bilden:
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Lemma 7.11 Der Subgraph” mit (b,a) € H < g((b,a)) = 1 ist ein(r, d)-regularer
Teilgraph vonG mitd < 2 (%)2.

Beweis:Die Flusserhaltungsbedingung - hier bereits spezialiaidrden vor-
liegenden Fall -

VbeB: > gl = > g((ba)
(s,b)eE (ba)eE
liefert wegen der Ganzzahligkeit des gefundenen Flusses:
VbeB: r= > > ) g((s,b) = > 1=05(b).

(s,b)eE (s,b)eE (b,a)eE,g((ba))=1

Das gleiche gilt analogif die Knoten aust.
AuBerdem gilt wege}",_, dn(a) = >, c50u(b) =2 > v 0u(v)

1 n\ 2
s ou) = > glan) zar— (%)
veV (a,b)eFE,acA,BEB
Multiplikation mit 2 liefert
n\ 2
Z5H ) > 2nr — 2 (E)
veV

und wegenV'| = 2n folgt

OE (Z) —2 (%)2 &Y (r—dulv) <2 (%)2.

veV veV

S7.2 S§7.2

7.3 \Verwenden eines bekannten ar@hernd regularen
Teilgraphen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir beschrieben, wieima@inem bipartiten Gra-
phenG, der einenr-regulairen spannenden Teilgraphen éithdie Kanten eineér, d)-
reguBren Teilgraphedd mit d = 2 (%)2 in Zeit O(c¢m) bestimmen kann. In diesem Ab-
schnitt zeigen wir, wie man diese Aizgliche Informatioriber den Graphe@ verwenden
kann, um inGG ein perfektes Matching zu bestimmen.

Lemma 7.12 SeiG = (V, E) ein bipartiter Graph mit|V| = 2n Knoten und|E| =
m Kanten. SeiH ein bekannter(r, d)-regularer Subgraph vortz. Dann kann man ein
maximales Matching vo@ in ZeitO ((1 + ¢) m) finden.
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Beweis:

Erganzung zu einem reguhren Graphen: Wir betrachten im folgenden den Teilgra-
phenH von G als eigensindigen Graphen. Wir eégizenH zu einemr-reguBren bipar-
titen MultigraphenRk > H (vgl Abb. 7.1.). Hierzu fugen wir zuA eine MengeA’ und
zu B eine MengeB’ von jeweils| 4 | Knoten hinzu.

Danach verbinden wir beliebig Knoten ad§ A’ mit Knoten ausB’, solange jeweils bei-
de Knoten einen kleineren Grad alaben. Wenn dies nicht mehroglich ist, haben
alle Knoten ausA\ A’ Gradr, da diesen Knoten insgesafiKanten fehlten, in3’ aber
r[4] Kanten enden énnen. Das gleicheiifiren wir analog iir B\ B’ und A’ durch.
Danach haben alle Knoten ia U B\(A’ U B’) Gradr. Da der Graph bipartit ist, gilt
Y oacava 0(a) = > cpup 6(b). Da andererseits aber augh| = |B| sowie|A'| = |B|
gilt, folgt

> da)= ( > 5(@)) — Al = ( > 5(’?)) —r|Bl = 4(b),

acA’ acA’UA beB'UB beB’

d.h. den Knoten id’ fehlen genausoviele Kanten wie denen 8isEntsprechenddnnen
wir r| A’ =>4 0(a) Kanten zwischen!’ und B’ beliebig einfigen, so dass der Graph
insgesamt regal wird.

Es kann sein, dass in einem der beiden Schritte mehrere iKantschen zwei Knoten
eingefihrt werden rnissen, also ein Multigraph entsteht.

Konstruktion des Matchings: In dem so konstruierten reguen Graphei gibt es ein
perfektes Matching/:

Lemma 7.13 (Konig 1916 [25]) Jeder reguhre bipartite Graph hat ein perfektes Mat-
ching.

Zum Beweis siehe Lemma 7.14

Ein solches Matching kann nun mit dem Algorithmus von Colet, @&l Schirra [6] in
Linearzeit gefunden werden. Hierzu bedarf es noch ditrerpiifung, dass der Algorith-
mus auch auf Multigraphen angewandt werden kann. Diesz&igan Kapitel 7.5.

Ubertragung auf den Ausgangsgraphen: Nun entfernen wir aug/ alle Kanten, die
zu einem Knoten aud’ oder B’ inzident sind. Da zu jedem Knoten ad8U B’ hochstens
eine Matchingkante inzident sein kann, werdéatistens A’ U B'| = 2 [ 4] Kanten aus
M geloscht. Die verbleibenden Kanten auis getbren alle zum Graphe#, der nach
Konstruktion sowohl ein Teilgraph voR als auch ein Teilgraph vof ist.

Interpretiert man diese Kanten als Matching im uisglichen Graphetyr, so ertalt man
ein Matching der GsRe mindestens — 2 [ L] in G. In diesem Graphen muss man also,
um das gegebene Matching zu einem maximalen zu ®Begn, lbchstensO(d/r) mal
mit Tiefensuche nach einem augmentierenden Pfad suchdibendiesen augmentieren.
Die dafur berotigte Laufzeit ist entsprechend (md/r). O
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7.4 Ausbalancieren der beiden Teile

Wir betrachten einen bipartiten Graphéhmit » perfekten Matchings. In den beiden
vorangegangenen Kapiteln haben wir gesehen, dass mareim swichen Graphen

1. einen<r, 2 (%)2)-reguhren Teilgraphen in Ze®(cm) finden kann und

2. ein perfektes Matching in Zef® ((1 + ¢) m) finden kann, wenn man eingn, d)-
regubren Teilgraphen kennt.

Wir setzen entsprechend := 2 (%)2 und fuhren die beiden in den vorangegangenen
Abschnitten beschriebenen Verfahren hintereinande@iakKonstante& konnen wir im
Rahmen de©-Notation vernactissigen. Wir erhalten eine Gesamtlaufzeit @m +

2
,Da der erste Summand mitwachst und der zweite mitfallt, wird die asymptotische
Gesamtlaufzeit minimal, wenn beide gleich sind. Wir edralden optimalen Wertif ¢

also als lbsung von

n? n?

c:T<:>c3:—.
c°r T

Dies fiihrt zuc = {/*. Damit liegt die Gesamtlaufzeit i@ { m{/ % ).
Um eine bessere Vergleichbarkeit mit der besten Schrankdlgemeinen Fall zu erlau-

ben, isolieren wir noch den Faktgfr und erhalterO (m”;;ﬁ) =0 < ;”*/;)

Mit o := ¢/-= < r = o3/n ergibt sich somit der zu Beginn dieses Teils arigekgte

vn
Satz 6.1:
In einem bipartiten Graphen mit» Knoten undn Kanten, derr?,/n disjunkte perfekte

Matchings enthlt, kann ein perfektes Matching in Zéﬁ(@) gefunden werden.

Unser Verfahren ist asymptotisch schneller als @¢{/nm) Algorithmus von Hopcroft
und Karp, wenrr mit n wachst, also nicht konstant ist:

cew(l) e @ \;ﬁ cw(l) & rewln).

D.h. die Zahl der enthaltenen Matchingsuss schneller wachsen aJ8:. Beschéanken
wir uns beispielsweise auf die Klasse der Graphen mit metingl n/n Matchings, so

hat unser Algorithmus eine asymptotische Laufze(®i ﬁm).

logn

7.5 Der Algorithmus von Cole, Ost und Schirra

Wir missen nun noch zeigen, dass der Algorithmus von Cole, Ost cind&auch auf
Multigraphen anwendbar ist. Wir tun dies etwas atslicher, da wir Details des Algo-
rithmus auch im achsten Kapitel baitigen werden.
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Die Grundidee des Algorithmu&mRt sich mit dem folgenden Lemma erfassen, das man
als Verallgemeinerung von Lemma 7.13 ansehen kann:

Lemma 7.14 SeiG = (V, E) ein bipartiter Graph undf : £ — R eine Gewichtsfunk-
tion. f erfulle die Bedingung, dass die Summe der Werte der zu einemrKinatdenten
Kanten stets gleichist__ f(e) =r Vv € V. Dann hatG ein perfektes Matching.

Beweis:Der Beweis baut auf dem Theorem von Hall auf:

Satz 7.15 (Hall 1935 [19])SeiG = (AUB, E) ein bipartiter Graph.G hat
genau dann ein Matching, dastiberdeckt, wenriif alle TeilmengenX von
A qilt, dass die Nachbarschaft vakd mindestens genauso grol3 ist, wie
also|I'(X)| > |X| VX C A.

Die Notwendigkeit der Bedingung ist unmittelbar einsichi@er Beweis,
dass diese Bedingung hinreichend ist, findet sich z.B in [28].

Der Satz gilt aus Symmetrie@nden ndirlich ebensoiir die Partition B.
Sei X eine beliebige Teilmenge einer der beiden Partitionen.Nzehbar-
schaftI’(X) von X muss alle Kanten “empfangen”, die von ausgehen.
Diese Kanten haben zusammen einen Wert x#0x)|. Da in jedem Knoten
in I'(X) nur Kanten mit Gesamtwertenden Knnen, lbnnen dies also nicht
weniger Knoten al$X | sein:

rXl= > flmy) < Y f(zy) =rTX))

zeX yel(z) yel'(X),z€l'(y)

< |X] < [T(X)]

Es gilt also fir alle TeilmengenX, dasg.X| < |I'(X)|. Damit ist die Voraus-
setzung des Satzes von HalligHf. O

DieseUberlegungen gelten riatich auch, wenn man die Kanten ignoriert, die den Wert
Null haben. Dies tun wir expliziter:

Definition 7.16 SeienG = (V, F) ein Graph undf : £ — R eine Bewertung der
Kanten. Dann definieren wi', := (V, E, ) mit der Menge der positiv bewerteten Kanten
E, :={e€ E| f(e) > 0} als denbeziglich f positiv bewerteten TeilgraphemonG.

Ist die Funktionf kanonisch gegeben, so verzichten wir auf deren explizitélEmwng.

Korollar 7.17 SeiG = (V, E) ein bipartiter Graph undf : E — R{ eine (Gewichts-)
Funktion, die die folgende Bedingungidtt: > . f(e) =» Vv € V. Dann hatG, ein
perfektes Matching.

Beweis:Der Beweis veduft analog zu dem von Lemma 7.14, da die Kanten
mit Gewicht0 in der Rechnung keine Rolle spielen. O
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Gelingt es uns, zu einem gegebenen Graphen eine Kanteribegeru finden, die
Y vee f(e) =7 Vv e V erfullt und bei der viele Kanten den Wert Null haben, so bilden
die Kanten mit positivem Wert einen Teilgraphen, der eirigdeées Matching entt, aber
weniger Kanten hat. Auf diesem Teilgraphen werden die meistatching-Algorithmen
schneller ablaufen als auf dem Originalgraphen. Im Idéaike&nn nurn Kanten einen
positiven Wert haben, bildet dieser Teilgraph bereits eatd¥ling.

Um einen solchen Graphen zu konstruieren, gehen wir wid f@g Wir beginnen mit
einer Bewertung, di¢_ .. f(e) = r Vv € V erfullt. Wir versuchen, diese schrittweise
so zuandern, dass mehr und mehr Kanten den Wdsékommen, wobe} . f(e) =

r  Yov € V als Invariante erhalten bleibt.

In einemr-reguiren Grapherk konnen wir als Anfangsbewertunffe) = 1 Ve € E
wahlenunds®_, . f(e) =r Vv € V erhalten. Es gilt entsprecheiftl = R, d.h. der
positiv bewertete Teilgraph ist gleich dem ganzen Graphen.

Man will nun durch geschicktes Umverteilen der Kantenw&desuchen, die Zahl der
Kanten inR, immer weiter zu reduzieren, ohne die Bedinggng,, f(e) =r Yo eV
zu verletzen. Diese garantiert dann weiterhin die Existemzlestens eines Matchings.

Wabhlt man einen Kreigl = (ki,..., k,y1 = k1) mit KantenEy, = (e;le; = (ki, kit1))
in diesem Graphen, so hat dieser wegen der Bipartitheit gdradge. Senkt man nun
den Wert jeder Kante auk mit geradem Index um jeweilsund erfdht man den Wert
der Kanten mit ungeradem Index ufrso bleibt die Bedingundy_,_, f(e) =7 Yv eV
erhalten. Vhlt manc nun so, dass einer der Kantenweiteird, also als das Minimum
der Werte aller Kanten mit geradem Index= min,; e;, SO hat der Grapk_ nach dieser
Umverteilung mindestens eine Kante weniger

f(e) fallse ¢ Fy
fle) = f(e) —minye; fallse=e;,2 4 (7.2)
f(e) + minye; fallse =e;,2 fi

Alternativ kann man nétlich auch die Werte der Kanten mit geraden Indize®kem
und die anderen Werte senken:

f(e) fallse & Ey
fle) = f(e) —minyye; fallse=e;,2 /)0 (7.3)
f(e) + minyye; fallse=e;,2 i

Dieses Verfahren kann man nun so oft anwenden, bis es keirea ikehr in dem Gra-
phen gibt. In diesem Fall bilden die Kanten aber bereits enfigfites Matching:

Proposition 7.18 SeiG ein kreisfreier, bipartiter Graph mit einer kantenbewergsfunk-
tion f: £ — Rso,der)_ . f(e) =r Vv eV erfulltund in dem alle Kanten positiven
Wert haben. Dann bestett nur aus isolierten Kanten.

Beweis durch Induktion:
Induktionsanfang: Die Aussage giltiir einen Graphen, der nur aus zwei Knoten mit

Iwir schreibere|i fur 2 “teilt” .
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einer Kante dazwischen bestekts,.
Induktionsschritt: Alle bipartiten Grapheids = (AUB, W), die)" . f(e) =r Vv e
V erfullen, missen eine gerade Zahl von Knoten haben, da

A=Y fle)=>_> fle)=IBIr

acA a€e beB bee

also|A| = |B| gilt. Wir zeigen also den Schritt von nachn + 2. G habe alsau + 2
Knoten. DaG kreisfrei ist, aber mindestens eine Kante @itthist G ein nichttrivialer
Wald. Jeder Baum, der mindestens eine Kante hat, besitzt ath Blso einen Knoten
vom Gradl. Also entfalt G mindestens einen Knoten vom Grad

Da zu diesem Knoten nur eine Kante inzident ist, muss er nmeseeinzigen Nachbarn
uber eine Kante mit f(e) = r verbunden sein. Dann hat aber auch der Nachbar Grad
eins, da keine weitere Kante mit positivem Wert mit ihm vertben sein kann. Das Ent-
fernen der beiden Knoten samt der Kanféihrt zu einem Graphen mitKnoten, der die
Induktionsvoraussetzung étk. O

Dieses Vorgehen alleineiwde nun aber wesentlich zuviel Zeit kosten: Um diesen Zu-
stand zu erreichen, iissen mindestens — n + 1 Kanten entfernt werden. Im uiigstig-
sten Fall haben alle dazu betrachteten Kreise jeweils eamgé in der Gi3enordnung
vonn und die minimale Bewertung kommt nur bei einer Kante vor. ksdm Fall wird
nur eine dieser Kanten entfernt. D.h. pro entfernter Kariieden bis zun Operationen
berdtigt, was zu2(mn) Schritten fihren wirde.

In einem ersten Schritt wird diese Reduktion der Kantenzahkedin gezielterer Weise
eingesetzt:

Die Grundidee ist es, stets nur Kreise mit Kanten gleichené&8ezu betrachten, so dass
die Werte der Hlfte der zugebirigen Kanten auf Null gesetzt werdebrinen, vahrend
sich die Werte der andereraHtite der Kanten verdoppeln. Findet man keine Kreise mehr,
so piift man, ob die Kanten, die nun den doppelten Wert haberstdétieise bilden. Auf
diese wendet man das Verfahren erneut an undlekanten mit dem vierfachen Wert
USW.

Formaler gesprochen arbeitet man also mit einer Familie GmaphenG, =
(V,Ep),....Gnogrl = (Vi Efogr1)- Der erste Grapltr, enthalt die einfach bewerteten
Kanten, der zweite Grap&'; die doppelt bewerteten, der dritte Gragh die vierfach
bewerteten usw.

Die Kantenwerte ergeben sich jetzt implizit daraus, zu tvethe der Graphen die Kante
gelort. Innerhalb jedess; erhalt jede Kante den Wert, so dass wir die Summe der
Werte aller zu einem Knoten inzidenter Kanten durch seineed@bkirzen knnen:
Zvee,eGEi fe) = da,(v).

Anstatt der einzelnen Kanten werden nun also die Graphersattiedlich gewichtet:
GraphdG; erhalt die Bewertung’.

Die Kanten sollen so auf die Graphen verteilt werden, dass Mbhivariante
Soerl9ige, (v) = r Vo € V erfulltist.
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Zu Beginn setzen wi¢;, = G, alle andererd;, j > 0 enthalten keine Kanten.

Name | Zahl der Kanten Gewichtung der Kanten
Go rn 1
G 0 2
Gy 0 4

G [log r] 0 2 [log ]

Diese Wahl erifillt offensichtlich die Invariante, d& r-reguir war.

Man versucht nun diese Graphen so zwanelern, dass alle Graphéh kreisfrei werden,
ohne die Invariante zu zeisen.

Man sucht also i, einen Kreis. Ist ein solcher gefunden, so verschiebt mamzectite
Kante dieses Kreises nach und lIbscht die anderen. Da die Kantendh in der End-
summe doppelt so stark gewertet werden, wie die KanterGgusleibt die Gleichung

S 8719164, (v) = r Vv € V nach jeder Behandlung eines Kreisétig.

Nehmen wir beispielsweise an, wiatten unmittelbar am Anfang i@, einen Kreis der
Langek gefunden. Dies &tte auf die Verteilung von Kanten auf Teilgraphen die faldg
Auswirkung: AusG, werdenk Kanten entfernt. Jede zweite der entfernten Kanten wird

in GG; Ubertragen, wo sie doppelt gewertet wird.

Name | Zahl der Kanten Gewichtung der Kanten
Go rn —k 1
Gy - 2
Gy 0 4

G [log r] 0 2 [log ]

Gibt es in einenG; keinen Kreis mehr, sahrt man in gleicher Weise mit;, ; fort.

Beobachtung 7.19Das Verfahren terminiert nacfiog, | Phasen, da échstens die Eilf-
te der zu einem Knoten @; inzidenten Kanten naafy; . ; ubernommen wird.

Nun miissen wir noch analysieren, wie lange eine einzelne Phasgtdln einer einzel-
nen Phase werden

1. solange Kreise gdihlt, bis dies nicht mehr gglich ist,

2. und von jedem Kreis die &ifte der Kanten gélscht.
Schritt 1 entspricht dem Bestimmen einer Zerlegung des @rapth Kreise und einen
kreisfreien Restgraphen.

Proposition 7.20 In einem Multigraphenz mit n Knoten undm Kanten kann in Zeit
O(m) eine Kreiszerlegung gefunden werden.
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Beweis:Es sei zuaAchst angemerkt, daf3 ein Kreis im obigen Sinne auch aus
zwei parallelen Kanten bestehen kann. Diesameert das Verhalten des Al-
gorithmus nicht.

Man fuhrt DFS von einem beliebigen Knoten aus durch. Erreicht deoei
einen Knoter, der bereits besucht wurde, so hat man einen Kreis gefunden,
den man vollsindig aus dem Graphen entfernt. Nun setzt man die Suche in
v so fort, als ob dieser Kreis nicht existietatte. Ist DFS beendet, so wie-
derholt man - so oft wie notwendig - die Suche von noch nictikeonmen
abgearbeiteten Knoten aus. Da DFS jede Kante nur einmathiesalgt die
Laufzeitschranke.

Sei nun angenommen, der Graph, der am Ende verbleibt, kathaeh einen
Kreis K. Da jede Kante des Graphen betrachtet wurde, wurde aucKaime

te aus diesem Kreis betrachtet. 8alie erste Kante aus dem Kreis, die von
DFS besucht wurde. Man betrachte den Zeitpunkt, zu dem DS Au-
fangsknoten vore Ubere zurickkehrt. Dae danach noch im Graphen ist,
wird kein Kreis gefunden, der durchfiihrt. Seie; die erste Kante auf dem
Kreis, die nach Betrachtung verund vor der Rickkehriibere nicht besucht
wurde. Dae selbst besucht wurde, der Anfangsknoten va@ber nichtiiber

K erreicht wurde, muss es eine solche Kante geben.

Nun kdnnen wir drei Rlle unterscheiden:

1. War der Endpunkt noch nie auf dem Stapel, 8tthdie Kantes; Uber-
guert werden &nnen. Dies steht im Widerspruch dazu, dassicht
uberquert wurde.

2. War das Ende vo#y zum Zeitpunkt, zu dem; betrachtet worden are,
auf dem DFS-Stapel, soake ein Kreisk” gefunden worden, der unter
anderem auch; enthalten Atte. Dann eiree; mit den anderen Kanten
von K’ entfernt worden. Dies steht im Widerspruch dazu, dags K
gelort.

3. Hatte der Endpunkt vop; den Stapel bereits verlassen, saree; an-
dersherum betrachtet worden. Danaree; aber entfernt worden oder
der Anfangspunkt vom; hatte den Stapel ebenfalls verlassen, so dass
bereits die inK” vorangehende Kante schon nicht mehr betrachtet wor-
den ware. Dies steht im Widerspruch zu Wahl vgn

O

Der zweite Schritt jeder Phase, dagsichen jeweils jeder zweiten Kante aus den Kreisen,
ist offensichtlich in Linearzei© (m) moglich.

Es bleibt die Laufzeiten der einzelnen Phasen aufzusuremiér deriten Phase kann der
entsprechende Grapghy; hochstens;; Kanten enthalten, da jeweil$bhstens die Hlfte
der Kanten auf denachsten Grapheimbertragen wird.

ti:o (g) —0 <mlio G)) < O(m +2) = O(m)



7.5. DER ALGORITHMUS VON COLE, OST UND SCHIRRA 143

Proposition 7.21 Der GraphG* := (V U[fgﬂ E(G;)) enttalt ein perfektes Matching
und Hchstengn — 1) log r Kanten.

Beweis:

1. Wir Ubertragen die Bewertung von den Graphenizkrauf die Kanten
vonG. Mit f(e) := 2" fire € G; erhalt man eine Bewertung, die die Voraus-
setzung von Lemma 7.14> " _. f(e) = r Vv € V erflllt. Somit hat der
Graph ein perfektes Matching.

2. Da jeder delG; kreisfrei ist, kann jeder davondhstens: — 1 Kanten
enthalten (vgl. [22]). Da ekg r dieser Graphen gibt, kann ihre Vereinigung
hochstengn — 1) log r Kanten enthalten. O

Zusammenfassendknen wir also feststellen, dass wir in Linearzeit einemsapaden
Teilgraphen vor( finden konnen, der tichstens: log » < nlogn Kanten hat, aber den-
noch ein perfektes Matching eitlt

In diesem Graphen kann ein Matching mittels d¥s,/nm)-Algorithmus von Hopcroft
und Karp [21] mitm = nlogn in Zeit O(y/nnlogn) gefunden werden.

Dies ist fur unsere Zwecke ausreichend: 8en wir die Zahl der Kanten im urdprg-
lichen Graphen nach unten durch die Zahl derd*/n Matchings bedtigteno3./nn
Kanten ab, so ergibt siclif die Bestimmung des aahernd reg@ren Teilgraphen bereits
eine Laufzeitgrenze vo® (‘/7503\/%) = O(n%c?). D.h. die Zeit vonO(y/nnlogn)
wird durch diese bereits dominiert.

Der Algorithmus von Cole, Ost und Schirra[6] setzt nun in ngelchickterer Weise die

Kantenreduktioriiber Kreise fort. Dies istiir unsere Zwecke aber nicht mehr gewinn-
bringend.

Bemerkung 7.22 Diese erste Phase findet sich bereits in einéhéren Arbeit von Cole
und Hopcroft [5].

Zur Vervolls&éindigung unseres Algorithmus bleibt noch zu zeigen, dadsatichriebenen
Verfahren auchiir Multigraphen funktionieren.

Hierzu zeigen wir, dass Kreise bzw. Kreiszerlegungen intigtdphen auf die gleiche
Weise und mit vergleichbarem Aufwand gefunden werdénnen wie in einfachen
Graphen:

Wir setzen in jede Kante des Multigraphen einen Knoten voad@ein. Hierdurch wird
aus einem Multigraphen mit: Kanten ein einfacher Graph nilin Kanten. In diesem
konnen wir Kreise und Kreiszerlegungen wie oben beschribden. Entfernt man aus
den so gefundenen Kreisen die atmichen Knoten, et man Kreise im ursjinglichen
Multigraphen. Ein solcher Kreis kann mehrere Kanten einehiVachkante enthalten.
Die Laufzeit verdoppelt sich hierdurch maximal, bleibtoaiis O(m).



Kapitel 8

Anmerkungen und Erweiterungen

8.1 Anmerkungen

8.1.1 Der bestngliche Fall

Die bestndbgliche Verbesserung der Laufzeit gegbar dem Algorithmus von Hopcroft
und Karp [21] tritt ein, wenn der Graphdaglichst viele Matchings enét. Ein biparti-
ter Graph kann maximal disjunkte Matchings enthalten. D.h asymptotisémiken im
besten Falkn Matchings enthalten sein, wobki< 1 eine Konstante ist.

Korollar 8.1 Sei0 < k£ < 1 eine Konstante. In einem bipartiten Graphen, derdis-
junkte perfekte Matchings eréth, kann ein perfektes Matching in Z&€X /nm) gefunden
werden.

Beweis: Wir haben in Satz 6.), gezeigt, dass man in einem Graphen
mit o3\/n perfekten disjunkten Matchings ein perfektes Matching @&itZ

@) @ finden kann. Entsprechendissen wir zur Bestimmung vandie

Termeo?,/n undkn gleichsetzen.
Fur positive Zahlerk, n, o gilt

kn = no® < kK*n? = no® < k*n = 0% o Vi2n = 0.
Bei Einsetzen irO(y/nm/o) verschwindet die Konstanteund man erhlt
O(/nm//m) = O(/mm). O
8.1.2 Parameterwahl

Bisher sind wir stets davon ausgegangen, dass di8é&xdes enthaltenen Subgraphen von
vorneherein bekannt ist. Dies istin der Praxis meistert#t giegeben. Es ist abertglich,

die GioRe durch biare Suche zu bestimmen. Es sei angenommen, der Graph enthal-
te eineny/n(c*)3-reguliren Subgraphen, mit einem unbekannten WertWir wenden

144
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nun den ersten Teil des Algorithmus jeweils mit angenommafertenog, oy, o9, . . .,
an, bis ein geeigneter Wert gefunden wurde. Da der Knotengirees vollsindigen re-
gularen Subgraphen nach oben durch den Minimalgrad des Gréggsehankt ist, gilt
(0*)3v/1 < 0,min(G). Also wissen wir, dass* im Intervall [1, ,B/Mﬁ(c)] liegen muss.

1 3 6min(G)
Daher setzen witry := v et

Im weiteren Verlauf vathlen wir jeweilss; := %a,-_l fur alle: > 1. Wir brechen die Versu-
che mit verschiedenen ab, sobald erstmals ein Fluss deGes?/nn — o?n gefunden
wird. Dies ist fir jedess’ < o* der Fall. Seir, dasjeniger; fur das der Abbruch erfolgt
ist.

Beobachtung 8.2¢, > 1o

Beweis:Ware dies nicht der Fall, soares._; < o* und das Verfahren are
eine Iteration faher abgebrochen worden. O

Lemma 8.3 Durch die birare Suche nacly verandert sich die asymtotische Laufzeit
nicht.

Beweis: Ein Probelauf mit einem konkretem, kostet jeweilsO <m:f—ﬁ>

Schritte. Die Laufzeit der gesamten Suche ist Wegeﬁ < o, = 3¢ be-
schiankt durch

=0 ¢
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8.1.3 \Vereinfachung der Implementierung

Der Ubersichtlichkeit halber haben wir bei der BeschreibungAlgsrithmus einige klei-
ne - fur die Theorie unerhebliche - Verbesserunggiichkeiten ausgelasseniifeine
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konkrete Implementierung des Algorithmudrinte man die folgenden, weniger aufwen-
digen Wege ahlen:

Lemma 8.4 Es ist nicht notwendig, den Graphen zu einem \étidtgen Graphen zu
erganzen.

Beweis:Dies wird durch zwei Fakten eriglicht: Erstens werden wir zeigen, dass bereits
der nicht erweitertér, d)-reguBire Subgraph ein Matching ausreichended(€&r enthlt
und dass sich diese Eigenschaft autl)-regulire Multigrapheriibertégt.

Zweitens geiigt es, die erste Phase des Algorithmus von Cole und Hopgfaftzuwen-
den und in dem so konstruierten Graphen @t. logn) Kantenuber augmentierende
Pfade ein Matching zu bestimmen. Dieser Algorithmus satzttrewingend einen re-
gularen Graphen voraus, sondern lediglich einen solchen goeidile Existenz eines aus-
reichend grof3en Matchings durch die Gradbedingung garamtird. Die Zeit, die dies
im Vergleich zum Algorithmus von Cole, Ost und Schirra [6]atzsich beansprucht, wird
von der Laufzeit der anderen Phasen unseres Algorithmushaemn(vgl. Kapitel 7.5,).
Zum Beweis bedatigen wir das folgende Lemma aus [28]:

Lemma 8.5 SeiG = (AUB, E) ein bipartiter Graph mi2n Knoten undA| = | B|. Dann
gilt fur die GroRe eines maximalen Matching&~) = n — maxy/4(|V’| — |T'(V"))).

Beweis:

“<"jst trivial.

“>" Man fugt jeweilsmaxy - 4(|V’| — |I'(V’)|) Knoten zu beiden Partitionen hinzu und
verbindet diese mit allen Knoten der anderen Partition. Berentstehenden Graphen
bezeichnen wir mit’. Die hinzugeiigten Knoten werden wir als “neue” Knoten be-
zeichnen, die bereits vorhandenen als “alte” Knoten. Eatdend bezeichnen wir die
Nachbarschaft eines Knotensbeziglich alter Knoten mitl'¢(v) und bexiglich aller
Knoten mitl'g. Auf G’ kann nun der Satz von Hall angewendet werden:

Satz 7.15, Hall (1935, S. 138) In einem bipartiten Graphet’ = (AUB, E) gibt es
genau dann ein Matching, dasUiberdeckt, wenfl'¢, (X)| > | X| fur alle X C A.

Sei X eine Teilmenge vonl.

1. Enttalt X einen der neuen Knoten, so ist die NachbarschaftX) die gesamte
andere Partition und daher siched@Ber alg X |.

2. Entralt X nur “alte” Knoten, so besteht seine Nachbarschaff X') aus den alten
Nachbarn¢(X) und demmaxy 4 |V’| — |I'¢(V")| neuen Nachbarn. Nun gilt aber

[X] = Fa(@)[ + (1X] = [Fa(X)]) < [Ta(@)| +max (V'] = [T (V)]) = [T (X)]-

Damit ist die Voraussetzung des Satzes von Haillkrtind der neue Graph hat ein per-
fektes Matching.
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Betrachtet man ein perfektes Matching im neuen Graphen utferendie neuen Kno-

ten wieder, so verlieren maximataxy.-4(|V’| — [T'¢(V’)|) Knoten aus einer Partiti-
on ihren Nachbarn. Es gibt also im ur8@pglichen Graphen ein Matching der dRe
n —maxyrca([V'] = [T(VI)]). Oies

Damit erhalten wir:

Lemma 8.6 Jeder(r, d)-regulare bipartite Graph mi2n Knoten hat ein Matching der
d

Grolzen — 5.
Beweis:Seil’’ C A eine Menge,iir die|V'| —|I'(V’)| maximal ist. Die Zahl
der Kanten, die voiv’ ausgehen, ist mindesteng”’| — £. Jeder Knoten in
['(V') kann aber Bchstens: dieser Kanten “empfangen”.

Damit ist
> T’|V,| _%l _ 7"|V/’ . i _ ’V/‘ . i

(V) =

- T T 2r
Somit ist

d
T—ITa(VH]) < —
max(|V'| = [Ca(V')]) < -

und es gilt entsprechend

d
- = Te(V)]) >n— —.
n—max(|V'| = [La(V)) = n — o

O

Auch der in der ersten Phase des Algorithmus von Cole und laéfigrbzw. Cole, Ost
und Schirra [6] bestimmte Multigraph ist immer noghd)-regubr. Daher kann Lemma
8.6 auch auf diesen angewendet werden.

Beziglich Punkt zwei beobachten wir, dass nach Ablauf der eiRBkase des Algorithmus
von Cole und Hopcroft [5], die Gradbedinung aus Lemma 8r@len entstehenden Mul-
tigraphen immer noch difit ist. Das bedeutet aber, dass auch in diesem Multigrapies
Nachbarschaft einer Knotenmengé| immer noch die Gi3e mindestens\| — £ hat.
Diese Eigenschatfibert&gt sich von dem Multigraphen auf den zugrundeliegenden ein
fachen Graphen. D.h. auch in diesem einfachen Graphermegkesh Matching der Gil3e
mindestens, — .

Die Laufzeit des ersten und des letzten Teils als Funktionrvéann - wie in Kapitel
7.5, gezeigt - nur durct®(n?0?) abgeschtzt werden. Wendet man den gemeinsamen
ersten Schritt der Algorithmen von Cole und Hopcroft bzw. Cdbst und Schirra
unmittelbar auf den vom Flussalgorithmus gelieferteni)-reguiren Graphen an, so
reduziert dies inO(m) die Zahl der Kanten aufilogn. In dem zugrundeliegenden
einfachen Graphen kann man nun in mit Hilfe des Algorithmos WHopcroft und
Karp O(y/nnlogn) ein maximales Matching bestimmen (vgl. Kapitel 7.5). Diss i
stets schneller, als die oben angegebene Laufzeitschfanksden ersten Teil unseres
Algorithmus.

L8.4
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8.2 \erallgemeinerungen

Satz 6.1, lasst sich noch etwas allgemeiner fassen: Der Algorithmbeitet mit
anradhernd reguren Teilgraphen, also kann man auf die Existenz eineséathegubren
Teilgraphen verzichten.

Satz 8.7 SeiG ein bipartiter Graph, der einefio3+/n, d)-regularen Teilgraphen entiit.
Dabei seid € O(no?). Dann lsst sich ein maximales Matchinghin Zeit O (@)
finden.

Beweis: Man wandelt den Graphen in der gleichen Weise in ein Flugsnet
werk um, wie im vorangegangenen Abschnitt, wobei angestvat, o3,/n
Flusseinheiten durch jeden Knoten zu leiten. Dann erlaabtsh gebilde-
te Netzwerk einen Gesamtfluss von mindestemn$,/n — O(no?), da man
diesen Fluss bereits erzielt, wenn main jede Kante des nahezu regrén
Graphen einen Flusswert von wahlt. Der nach dem ersten Teil garan-
tierbare Schnitt im residualen Netzwerk hat eine Ka@gaarbn tochstens

Vn

GroRe voma?/n—0O(no?) fehlen undd(no?+no?) = O(no?) gilt, hat der
Fluss wie im ursginglichen Algorithmus eine ®Re voma?/n — O(na?).
Das Verfahren kann also wie in Kapitel,fortgesetzt werden. OJ

2
(l = no?. Da dem Fluss somitdthstens)(no?) Einheiten zu einer

Nun wollen wir versuchen, die Klasse der Graphdm, die der Algorithmus funktio-
niert, noch weiter zu vergfiern. Um das Verfahren auf Graphen anzuwenden, die nicht
die berdtigte Zahl von Matchings enthalten, muss nidoer einzelne Kanten mehr Fluss
schicken, um die fehlenden Kanten auszugleichen. Hierzguglen wir, Kanten zuzu-
lassen, die nicht Einheitskapagihaben. Dabei treten drei Probleme auf:

1. Das Netzwerk in der ersten Phase ist kein Einheits-K&gazNetzwerk mehr, so
dass eine gif3ere Laufzeit zur Bestimmung des Flussetighwird.

2. Die Zahl von Kanten, die im zweiten Schritt betrachtetdeer missen, ist gifl3er
als die Zahln der Kanten im ursgmglichen Graphen.

3. Es lonnten Kanten mit zu grof3er Kapaibzw. zu viele Kantefiber den Schnitt
fuhren, so dass in der zweiten Phase zu viele “falsche” Kangeilatching aufge-
nommen werden. Dann wird entsprechend mehr Zeibtigt) um das Matching in
der dritten Phase mittels DFS zu maximieren.

Zu Problem 1:

Beobachtung 8.8Bei der Flussbestimmung im ersten Teil werden @t(r‘@) Phasen
des Algorithmus von Dinic durchgéfrt. Es werden also nur augmentierende Pfade der
LangeO (*@) betrachtet.
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Wir wissen also, dass jede Flusseinheit 6u %ﬁ Kantenuberquert. Also ist die Zahl

der “wichtigen” Schritte gewissermal3en durch das ProduktFlussgif3e und diesem
Wert beschiinkt. Wir zeigen dies allgemeindirfeine beliebige Anzahl von Phaskn

Lemma 8.9 SeiG = (V, E,c) ein Netzwerk mit ganzzahligen Kapétén, in dem es
einens, t-Schnitt der Gol3ev gibt. Dann lbnnen/ Phasen des Algorithmus von Dinic [8]
in Zeit O(I(m + )) durchgeiihrt werden.

Beweis: Der BFS-Anteil einer Phase ist unabigig von der konkreten Kapaaiteiner
Kante, da nur die Entscheidung getroffen werden muss, olatiée noch einen weiteren
(Ruck-) Fluss zudsst oder nicht. Jede BFS-Phase dauert@igo). Alle [ BFS-Anteile
lassen sich also in Zef®({m) durchiuhren.

Bei der Analyse des DSF-Teils werden wir versuchen, die Kosiezelnen Kanten zu-
zuweisen. Hierzu definieren wir:

Definition 8.10 Unter einerKantenoperationerstehen wir den Vorgang, dass die Suche
eine Kantellberquert, d.h. dass ein Knoten neu auf den DFS-Stapel gslaetjtDie zu-
gelbrige Kante verbindet das zuvor oberste Element des Stajited®em neuen obersten
Element.

Die Kantenoperationen des DFS-Anteils teilen viir fede Phase in zwei Gruppen ein:
Erfolgreiche und nicht erfolgreiche Operationen. Eine t€aonperation ist erfolgreich,
wenn in der konkreten Phase der Flusswert der betroffenatekg@éndert wird und der
Pfad,iiber den dies@nderung erfolgt, nach dieser Kantenoperation und bewwBdiche
Uber die Kante zirckkehrt gefunden wurde. Ansonsten ist die Kantenoperatioht
erfolgreich.

Proposition 8.11 Die Zahl der nicht erfolgreichen Operationen pro Phase istath m
beschankt.

Beweis: Wird Uber die entsprechende Kante in dieser Phase kein weiterer
Fluss geschickt, so ist von ihrem Ende angcht mehr erreichbar. Somit wird

die Kante fir die aktuelle Suche ausgeschlossen, sobald der von iteraus
reichbare Teilgraph einmal durchsucht wurdeaiénd dieser Durchsuchung
wird diese Kante nicht betrachtet, da ihre Knoten auf denckSliagen. Es
kann also pro Phase und Kante nur eine nicht erfolgreicheekaperation
geben. O

Proposition 8.12 Auf eine erfolgreiche Kantenoperation erfolgt stets dastifieieren
eines augmentierenden Pfades, bevor eine weitere Kanteatapemit dieser Kante vor-
genommen wird.

Beweis durch Widerspruch: Es sei angenommen, es wurde kein neuer Pfad gefunden.
Fall 1: Die rachste Operation mit dieser Kante ist erfolgreich. Dani gibeinen Weg
vom Ende der Kante ztj der schon nach der aktuellen Operatié@tté gefunden werden
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mussen.

Fall 2: Die rachste Operation mit dieser Kante ist nicht erfolgreichnibgibt es keinen
solchen Weg. Da zwischenzeitlich keine Augmentierung gefunden hat, war ein Pfad
uber die betrachtete Kante schon zuvor niclidighich und die betrachtete Operation ist
nicht erfolgreich. O

Proposition 8.13 Die Gesamtzahl erfolgreicher Kantenoperationen ist dutghbe-
schiankt.

Beweis: Jeder erfolgreichen Kantenoperati@ss$t sich gedl? der vorange-
gangenen Proposition ein augmentierender Pfad zuordbenden der Fluss
geandert wird und auf dem diese Kante liegt. Jeder augmenterPfad hat
Lange< [, so dass er dchstend Kantenoperationen zugeordnet werden
kann. Des weiteren wird der Fluss wegen der GanzzahligkeiKdpaziaten
Uber jeden augmentierenden Pfad um mindesteresgro3ert. Da der Fluss
insgesamt nur die GRe~ erreichen kann, kann es nurPfade gebenijber
die augmentiert wird. O

Die Gesamtzeit ergibt sich also &¥2ml + ). Damit ist das Lemma bewiesen[]

Zu Problem 2: Nun zeigen wir, dass sich die &3er des angestrebten Knotengrades
im zweiten Schritt, d.h. bei der Reduktion auf einen Graph&nmibgn Kanten, nur
logarithmisch auf die Laufzeit auswirkt.

Hierzu berdtigen wir die folgende Eigenschaft der betrachteten grdphen: Fasst man
die parallelen Kanten des hier betrachteten MultigraptteMahrfachkanten auf, so gibt
es genaun Mehrfachkanten. Dies ergibt sich unmittelbar aus der Kuwoiksibn, da wir
lediglich die Kapazit existierender Kanten &sht haben.

Wenn wir aber jeweils eine Mehrfachkante betrachten, seemisvir, wieviele Kreise sich
mit den Kanten dieser Mehrfachkante bilden lassen, ohrse dieeise explizit zu suchen.

Proposition 8.14 In einemr-regularen Multigraphen mit: Knoten undn» Mehrfachkan-
ten kann ein Teilgraph mi®(n log r) Kanten, der ein perfektes Matching edlthin Zeit
O(mlogr) gefunden werden.

Beweis:Der Beweis baut auf der Beschreibung des Algorithmus in Khpite
7.5, auf. Dort haben wir gesehen, dass Multigraphen beim Findarkvei-

sen in der gleichen Weise behandelt werdénrien wie einfache Graphen.
Nun nutzen wir aus, dass wir direkt ausrechnénrien, wieviele Kreise sich
mit den Kanten einer Mehrfachkante bilden lassen. Winrken ausrechnen,
wieviele 2-fach, 4-fach usw. gewichtete Kanten sich ergeben, wenn man die
Gewichtungen auf diesen Kreisen umverteilt.

Wir zerlegen den Graphen bereits vor dem Suchen von Kreisemter-
schiedlich gewertete Teilgrapher,. Dabei erhalten alle Kanten deden
Graphen wiederum das Gewictit Sei f(e) die Zahl der Kanten der Mehr-
fachkantee. Wir wollen nun in die Grapheny; so Kanterg; einfugen, dass
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nog f(e)] | 2° falls e; € G;
J(e) = 2 { 0 sonst
Damit gibt es die Kante; genau dann, wenn die Bindarstellung vory (e)
an deri-ten Position von rechts den Werhat.
Somit gilt wiederum @r alle v € V, dass 3)["¢"64, (0)20 =
> wuer /((v;u)). Insbesondere ist nun jedéf; ein normaler Graph mit
hochstensn einfachen Kanten.

Mit dieser Menge von Grapherdknen wir nun wieder geafd dem Algorith-
mus aus Kapitel 7,5 weiterarbeiten: In jedery; - fUr sich allein betrachtet -
kdnnen wir also irO(m) eine Kreiszerlegung finden, jede zweite Kante eines
Kreises entfernen und die jeweils anderen Kanten in éehst lbherbewer-
teten Graphen verschieben.

Dies reicht aber noch nicht zum Nachweis der Laufzeitsdteada dieG;
nicht unafdngig voneinander betrachtet werdeimken. Es &nnten bis zu
log rm weitere Kanten au&:; nachG,,, verschoben worden sein, so dass
(G;+1 zum Zeitpunkt seiner Betrachtung deutlich mehral&anten enthlt.

Es bleibt also zu zeigen, dass im Laufe des Algorithmus raakitele neue
Kanten aus einert; in einen(,; . ; Ubertragen werden.

Im unginstigsten Fall waren zu Beginn alé; mit ; < 1 vollstandige
Graphen und bei der Betrachtung vo werden alle Kanten nacty;
Ubertragen. Der Gesamtwert aller Kantendp- - - G; ist beschankt durch
my i, 27 < m2t. Das heil’t, dass itv;,;, in dem jede Kante den Wert
2¢t1 hat, lochstensn zusatzliche Kanten eingéfjt werden.

Die Zahl der Kanten in jederfy; ist also stets durctm beschankt, d.h. eine
Kreiszerlegung kann immer noch in ZéX(m) erstellt werden. Da es insge-
samtlog r Graphen(7; gibt, ist die Gesamtlaufzeit dieser Variante des 2. Teils
des Algorithmus irO(mlog ).

Jeder detog » Graphen ist wiederum kreisfrei, er eathalso fochstens, — 1
Kanten. Damit ist die Kanzenzahl dur€hn log ) begrenzt.

Analog zu Lemma 7.14 muf3 auch hier die Vereinigung dieser Graphen wie-
der ein perfektes Matching enthalten. O

Proposition 8.15 In einemr-regularen Multigraphen mit: Knoten undn > n./n Mehr-
fachkanten kann ein perfektes Matching in 22ftn log r) gefunden werden.

Beweis: Man reduziert zuachst in ZeitO(mlogr) die Kantenzahl auf
nlog r. Dann findet man mit dem Algorithmus von Hopcroft und Karp][i21
diesem Graph ein perfektes Matching in Z8it\/n(nlogr)). Furm > ny/n
wird dies vonO(m log ) dominiert. O

Zu Problem 3: Die aus den vorangegangerigberlegungen folgende Idee, allen nicht
mit s odert verbunden Kanten eine sehr grol3e Kagdzjeben zu wollen, scheitert daran,
dass die Gil3e des Schnittes im residualen Netzwerk, die wir zur Aileing der Lauf-
zeit von Teil 3 beitigen, dabei proportional zunimmt. Wibknen also nicht allzuviele
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Kanten mit hoher Kapazit zulassen.
Unter dieser Voraussetzung athman eine noch allgemeinere Form von Satz,6.1

Satz 8.16 Sei GG ein bipartiter Graph, der wie in Kapitel 1.4,2in ein Flussnetzwerk
umgewandelt wird. Die Kapaiten seien dabei wie folgt géit:

. Die Kanten von nach B und vonA nacht haben alle Kapazit o3/n.
. Bis zuy Kanten haben eine beliebige Kapaitit

. Alle brigen Kanten haben Kapaattl.

Wenn ein maximaler Fluss in diesem Graphen dié®&o>n/n — O(cs?n) hat, dann
kann ein maximales Matching @ in ZeitO(@ + n%0?y) gefunden werden.

Beweis:Wie in Lemma 8.9, gezeigt, bnnen®*2¥" 1 1 Phasen des Algo-
rithmus von Dinic in Zeit@(%ﬁ(m + ny/no?)) = O(y/nmyx/o + n*c?x)
durchgetihrt werden. Danach gibt éé*i#ﬁ + 2 Level, die man ins, ¢t und
v/n/o aufeinanderfolgende Gruppen vonje 2 Leveln zerlegen kann. Nach
dem Schubfachprinzip muss es ajse- 2 aufeinanderfolgende Level geben,
die zusammendthstens,/no Knoten enthalten, so dass jedes einzelne da-
von ebenfalls bchstens,/no Knoten enthalten kann.

Diesey + 2 Level enthalten einen Schnitt der Kapatitochstensio?:

Wie beim Beweis von Satz 6,1bilden die Kanten zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Leveln einen gerichteten Schnitt. Zwischemidgesamy + 2
betrachteten Leveln gibt es also ingesamt 1 derartige Schnitte.

Da es nury Kanten mit Kapazit giol3er alsl gibt, die nicht mits odert ver-
bunden sind, besteht einer de# 1 Schnitte nur aus Kanten der Kapaitit.
Da es zwischen zwei Leveln nubbhsteng\/no)? Kanten geben kann hat,
dieser Schnitt eine Kapaaitkleiner gleichno?.

Der Algorithmus ver&hrt im Folgenden analog zu Satz §.1Teil zwei kann
gen@afR Proposition 8.14 in O(mlog(o3y/n)) C O(mlogn) durchgetihrt

n

werden. Nach Teil zwei bleiben wieder bis mjg = % Knoten urilber-
deckt. Hierdurch dauert der dritte Teil, also die Bestimmdeg noch not-
Wendigen@ augmentierenden Pfade, Wied@.

Insgesamt ergibt sich also eine Laufzeit von

nm nm
@ vn X+n202x+mlogn+\/_
(. a / H’-/ g
~- Teil2 ,
Teill Teil3

n

Das entsprichtir % > logn der Voraussetzung des Satzes. Dies ist aber
wegeno® < /n (vgl. Abschnitt 8.1.1,) fur ausreichend groRe Werte van
der Fall. OJ
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8.3 Anwendung von Graphenkompression

Die in Teil 1 dieser Arbeit vorgestellten Verfahren zur Grapkompression lassen sich
mit den Ergebnissen aus Teil 2 kombinieren. Da unser Algiomits weniger Zeit beitigt,

als der von Hopcroft und Karp [21], iissen wir, wenn wir die Gesamtlaufzeit nicht ver-
schlechtern wollen, auch die Kompressionsverfahren estbpnd beschleunigen. Dies
ist aber leicht mglich, da die Laufzeit der Kompressionsverfahren unthisievon der
Kantenzahl der Graphen afnigt, so dass wir lediglich die betrachteten Graphklassen
weiter einschiinken niissen.

Unser oben vorgestellter Algorithmus besteht im wesdmglicaus drei Teilen:

1. Wir finden einen ardhernd reg@ren Teilgraphen, indem wir in einem geeignet
konstruierten Netzwerk mit Hilfe des Algorithmus von Difdteinen nahezu ma-
ximalen Fluss finden. Dies bétigt Zeit O(cm) Schritte.

2. Wir erweitern den gefundenen Teilgraphen mitazmbchen Knoten und Kanten zu
einem regudren Graphen. Wir wenden den Algorithmus von Cole, Ost und@&ch
[6] auf diesen reg@iren Graphen an und finden in dieser Erweiterung ein pegekte
Matching in ZeitO(m).

3. Wir entfernen die Matchingkanten des erweiterten Grapldége nicht zum ur-
spriunglichen Graphen génen. Danach erweitern wir das verbleibende Matching
mittels alternierender Tiefensuche zu einem maximalencMag. Dies betigt
Zeit O(m%), wobeir der Grad des regaten Graphen war.

In Kapitel 7.4,,haben wir den Parameteso gevahlt, dass der erste und der dritte Teil die
gleiche Laufzeit haben. Wir werden nun beschreiben, wie Beschleunigung des dritten
Teils durch Graphenkompression erfolgen kann, und darsedferbesserung durch eine
andere Wahl von teilweise auf den ersten Teibertragen. Danach werden wir diskutie-
ren, wie auch der erste Teil alleine beschleunigt werdem kBer Aufwand des zweiten
Teils wird von dem der beiden anderen dominiert. Er kann zudehneller ausgéhrt
werden als jede Variante des GraphenkompressionsalgusthiVir werden ihn daher im
weiteren nicht betrachten.

8.3.1 Beschleunigung des dritten Teils

Im dritten Teil des Algorithmus werden mittels alterniedlem DFS augmentierende Pfa-
de gesucht, um die in den vorangegangenen Téileig gebliebenen freien Knoten zu
Uberdecken. Dies entspricht dem zweiten Teil des Algonthivon Hopcroft und Karp
[2]. Die Beschleunigung des Algorithmus von Hopcroft undg{ad] durch Kompressi-
on wurde bereits von Feder und Motwani[11] in ihrer Arbeitreistriert und entspricht
der in Kapitel 2.1.2 beschriebenen Vorgehensweise: Durch die Kompression R&iah

. . . log 222 . . .
einen alternierenden Baum in Z&x m%gn konstruieren. Um einen augmentieren-

den Pfad zu finden und so zweiiilterdeckte Knoten neu Ziberdecken, werden also
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0 log
Wir konnen diese Kompression also uramadert anwenden und erhalten soniit éen

ebenfalls® m1°g2i> Operationen beitigt.

2r dlogn

2n2
dritten Teil des Algorithmus eine Gesamtlaufzeit \@r{ m 2 % = )
Die Gesamtlaufzeit des ersten und dritten Teils zusamnisosit
mlog 222 2

Ologn cr

Das Minimum wird wiederum angenommen, wenn beide Teile diglge Laufzeit haben.
Es muss also gelten:

mlog% n?
cm = ——— M —
dlogn c*r
log 272
sdr = & n?
0logn

Wir konnen nun dieses Ergebnis wahlweise einsetzen, um einerev@eschleunigung
zu erhalten (Fall 1) oder um die Zahl der behandelbaren @ragln veandern (Fall

2). Man kann natrlich beides kombinieren, aber die Extreié erscheinen hier am
interessantesten.

Fall1: Bei Wahl vonr := /no? erhalt man

s log%n% Vs log%
‘= Slogn o3 o \ dlogn

Damit wird bei einer Gesamtlaufzeit v@i(cm) = O (ﬁm - ) das Ergebnis aus

Q
w
=

2R
B LIy
3 ‘m

Satz 6.1,, ubertroffen.

Fall 2: Bei konstanter Wahl von := /n/c ergibt sich fir r:

log % n2g? 3log %
" dlogn n3 = Vno dlogn’

so dass weniger Matchings im Graphen deyt werden.

Nun miissen wir noch den Aufwand der Kompression @itmn® log” n) bericksich-
tigen. Variiert man die Konstant® so andern sich lediglich die Kompressionslaufzeit
O(mn®log* n) und -uber die Bedingung: > n?>~? - die Klasse der behandelbaren Gra-

2n2
phen. Die asymptotische Kompressio'l'lmj;’i—g andert sich nicht, da hier als Faktor
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auftritt, also in dex®-Notation verschwindet.

Feder und Motwani verlangeiiifihren Algorithmusn > n?=% mit § < % Wir werden

0 nun so klein véahlen, das dielfr die Kompression béitigte Zeit die Laufzeit des restli-
chen Algorithmus nichiibertrifft. Wir beschéanken uns also auf Graphen mit noch mehr
Kanten.

Im ersten Fall alsoifr r := \/no® muss

2n2

3 n“
log i on2

log log? 1_logo 8\ TTogn ./ log 22~
n(S 10g2 n = n5+ Ogio(g)r,g;z - < ni_ 1322 logn — \/H/O' 3 g m
——— - 0logn
Kompression \ ~

~
restlicher Algorithmus

gelten. Wegen der Monotonie des Logarithmus muss alsogelte

5+ loglog®n < 1 log o N log logn
logn 2 logn logn
] 3 log%
o < 1 logo log log?n 98 \/ TTogn
2 logn logn logn

Um in der gevilnschten Zeit komprimierbar zu sein, mdsgenmald Kapitel 2.1.2 min-
destens:>~? Kanten enthalten. Setzt man die obige Grerize’fein, und beiicksichtigt

log» .. -y 2
niesn =z, S0 erfalt man als bedtigte Kantenzahin ') 7222
3/ 1og &2
Vo
i = ibt si i 1 _ logg _ loglog’n
Im zweiten Fallc := /n/o ergibt sich bei analoger Rechnungs 3 oes e,

der Graph muss also ledigliet-°o log® n Kanten enthalten.

8.3.2 Beschleunigung des ersten Tells

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gezeigt, dass manliigen Teil des Algo-

202
rithmus umkf)g’;; beschleunigen kann. Wir haben dann einen Teil dieser Basulleng

durch neue Wahl des Parameterder derlUbergang zwischen den verschiedenen Teilen
regelt, an den ersten Teil abgegeben, um den gesamtenthigos zu verbessern.

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie man auch den ar$&l beschleunigen kann,
um auf diesen Ausgleichiberc verzichten zu &nnen.

Die Beschleunigung des ersten Teils erscheint auf den eBliek einfacher, da nun
Flusse gefunden werdernissen und nicht mehr knotendisjunkte Pfade. Bei der Beschleu-
nigung des Algorithmus von Dinic[8] nach Feder und Motwdri][erlaubte dies das ein-
fache Ersetzen von Bicliquen durch Sterne (vgl. Kapitel12)1.Da jetzt aber mehr als
eine Flusseinheit einen Knoten passieren kann, haben vair zach Einheitskapazten
auf den Kanten, aber nicht mehr auf den Knoten.

Eine Kante eines Sterns kann nun mehrere Kanten des altph&raepasentieren, von
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denen auch mehrere einen Fluld tragénren. Eine solche Kante muld also eilidédre
Kapazifit als1 haben.

Dies ist aber nicht riaglich, da diese Kanten hoher Kapdtzitm Fall iberlappender Cli-
qguen lange Pfade bilderdknen (vgl. Abb 8.1).

Abbildung 8.1:Uberlappende Cliquen

Werden diese Pfade zu lang, funktionieren unsere Adtgcimgen iir die Gil3e des ge-
fundenen Flusses nicht mehr (vgl. z.B. Lemma 8, &la wir davon ausgegangen sind,
dass diese Pfade relativ kurz sind oder dass alle Kantenzitapahaben.

Wenn wir diese Art von Kompression also verwenden wollenm#igsen wir sicherstel-
len, dass wir die gefundenedkung stets auf ein Einheits-Kapaitd-Netzwerk zuirck
Ubertragen &nnen. Dies&berpiifung wird zugtzliche Zeit in Anspruch nehmen.

Wir fuhren zuichst fir jede CliqueC' = (BUA) eine Ersetzung durch, wie in Abb. 8.1
dargestellt, wobei die Kante von jedem KnoteswusB zum “Zentrum” des Sterns Kapa-
zitat| A| erhalt und jede Kante zu einem Knoten adigntsprechend Kapaait| B|. Somit
kann jede Kante den gesamten Fluss all der Kanten desiagdhen Graphen tragen,
die sie repasentiert. Wir tun also genau das, was wir @8nder Argumentation von eben
nicht tun dirfen. Wir nissen also z@szliche Bedingungen eiahren, um die Korrektheit
unseres Vorgehens dennoch sicherzustellen.

Im Gegensatz zum bisherigen Modell, in dem jeder Knoten &dler Ausgangsgradhat-
te, kbonnen Knoten nun von mehr als einer Einheit passiert weidies.kann dazuihren,
dass im komprimierten Graphen mehr als eine Einheit vomeikaoten aus € B zu
einem Knotenu € A geschickt wird. Dies ist aber im unkomprimierten Grapheshni
moglich (vgl. Abb 8.2).

moglich maoglich unmdglich

Abbildung 8.2: Flisse im Einheits-Kanten- aber nicht Einheits-Knoten-Fall



8.3. ANWENDUNG VON GRAPHENKOMPRESSION 157

Es muss nun also sichergestellt werden, dass von jedem iKnaaf der Eingangssei-
te einer Clique zu jedem Knoten auf der Ausgangsseitedbhstens eine Flusseinheit
flie3t. Dies lbnnen wiruberpiifen, indem wir die entsprechenderiig$e auch im un-
komprimierten Graphen eintragen und entsprechend dodenmachsehen, ob eine kon-
krete Flusseinheit auch im unkomprimierten Graphen deiclgga Weg nehmendante.
Grundlage ifir unser Vorgehen ist die folgende Beobachtung:

Beobachtung 8.17Wenn es im unkomprimierten Grapheighch ist, Fluss von einem
Knoten ausB zu einem Knoten aud zu schicken, so ist es auch in der komprimierten
Rep@ésentation raglich, aber nicht zwanggufig umgekehrt.

Wir wissen also umgekehrt, dass es sicher keiiglMhkeit gibt, in der unkomprimierten
Version eine Flusseinheiiber die entsprechende Verbindung zu schicken, wenn dies in
der komprimierten bereits nichtaglich war. Entsprechend igien wir fir jeden Versuch
zunachst, ob es in der komprimierten Darstellungginch ist, und pafen dann erst, ob es
tatsachlich noglich ist.

Es kbnnen also bei jedem Versuch, eine weitergglithkeit zum Erweitern eines Flusses
zu finden, drei Blle auftreten:

1. Es ist bereits in der komprimierten Darstellung nictigtich, Uber diese Kante
einen Fluss zu schicken. Dies ist insbesondere der Fallnwen Endknoten der
Kante bereits als “abgearbeitet” markiert wurde.

2. Es ist in der komprimierten Versionaglich, aber in der ursginglichen Version
nicht moglich, einen Fluséiber die Kante zu schicken.

3. Esistin beiden Versionendglich, einen Flussiber diese Kanten zu schicken.

Im ersten und im letzten Fall vedtt sich unser Algorithmus genau wie der von Feder
und Motwani [11]. Pro Kante kommt lediglich noch eine komggaZahl von Operationen
fur die Durchfihrung des Tests hinzu. Rechnen wir nur diese beiddle Eusammen, so

kann also jede Phase des Algorithmus von Dini@i(’m%) Schritten durchgéfhrt
werden.

Wir missen nun absékeen, wieviel Aufwand Fall 2 verursacht. Hierzu betranhaer
nochmals genau, wann dieser Fall eintritt (vgl. Abb 8.3)r Wétrachten eine Biclique
mit vier Knoten. Wird diese komprimiert, so wird sie entsgrend durch einen Stern
mit vier “Strahlen” ersetzt. Jede Kante vom oder zum Zentda® Sterns hat Kapaatt
zwei, da jeder der Knoten innerhalb der Clique zwei Flussateh abgeben oder erhalten
konnte.

Wir nehmen nun an, in einerifheren Phase wurde Flugber die Kantg B1, A1) ge-
schickt. Diese Situation ist in Teil b) von Abb. 8.3 dargéste

In der komprimierten Regisentation ergibt sich entsprechend ein Fluss déR&Ir von
B1 uber das Zentrum des Sterns nath Die Kanten vonB1 zum Zentrum haben aber
dennoch noch die Restkapadgii, da es noch iglich ware, eine Flusseinheit voR2
nachA1l und eine vonB1 nachA2 zu schicken.
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Abbildung 8.3: Beispiel zu Fall 2

Ein Algorithmus, der nur mit der komprimierten Darstellusndpeitet, wird also eine wei-
tere Moglichkeit sehen, Fluss voR1 nach Al zu schicken. An dieser Stelléerpiifen
wir nun, ob dies auch im unkomprimierten Grapheoghch ist. In diesem Beispiel ist es
nach Konstruktion ndilich nicht nmbglich und wir missen den Vorgang abbrechen.

Im ungunstigsten Fall haben wir nun zwei Schritte umsonst gem&eht Schritt vonB1
zum Zentralknoten des Sterns und die Untersuchung der KanteZentralknoten nach
Al. Die Laufzeit beider Schritte ist von der Gesanif§e der Eingabe unaéhgig. Jedes
Auftreten von Fall 2 bedtigt somit eine konstante Zahl von Operationen. Edigéalso
abzuschtzen, wie oft dieser Fall auftritt.

Da Fall 2 genau dann auftritt, wenn durch die entsprecherza¢ek(im Beispiel B1,A1))
schon ein Fluss fliel3t, und jede dieser Kanten pro Phase mmaébetrachtet wird, kann
die Haufigkeit des Auftretens von Fall 2 durch die Zahl der fluggremlen Kanten be-
schiankt werden. Wenn wir also deren Zahl per Voraussetzungebegn, erhalten wir
den

Satz 8.18 SeiG ein bipartiter Graph mit mehr alsblvf"“LZ"2 Kanten, dero3/n dis-

3/ log —2%
logn

junkte perfekte Matchings eréth, wobei

2n
m

Dann kann ein perfektes Matching @hin Zeit O (\/ﬁmlog

ologn

+ n202> gefunden wer-
den.
Beweis: Der dritte Teil kann wie im vorangegangenen Kapitel bestien

durch das Kompressionsverfahren von Feder und MotwaniJtiglen Fak-

2
log —2:;

tor o beschleunigt werden.

Wir verzichten nun darauf, diese \@rderungiber die Modifikation des Pa-
rametersc an den ersten Teil weiterzugeben, sondern beschleunigserdi
wie eben beschrieben. Wir wiederholen aahst die Beobachtungen des Be-
weises von Lemma 8,9 (zu Details siehe dort):
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1. Eskann pro Phase und Kante nur eine Kantenoperation ggibercht
zu einer Flusdnderungiihrt, da die entsprechende Kante in dieser Pha-
se ansonsten nicht mehr betrachtet wird.

2. Die Zahl der Kantenoperationen, die im Folgenden zu dthessinde-
rung auf dieser Kanteuhren, ist durchO((y/n/o)(n'?c?)) <
O(n?c?) beschankt, da der Gesamtfluss->o> nicht tbersteigt und
jede neue Flusseinheit ihren Weler fochstens,/n /o Kanten nimmt.

Analog zum Beweis von Lemma 8,%ergibt sich also, dass alle Operationen,

die nichts mit Fall 2 zu tun haben, in Z&#(\/nm
konnen.

Nun muss noch der oben beschriebene Fall 2, in dem eine Kapdgation

ggf. unndglich ist, beticksichtigt werden: Wir haben eben gesehen, dass die
Zahl der auf diese Weise pro Phaseaubch durchgdihrten Operationen
durch ein konstantes Vielfaches der Anzahl der flusstragemtanten be-
schiankt werden kann. In der Voraussetzung haben wir die Zahpedek-

log
ologn

2n
m

) realisiert werden

ten Matchings au%k’f)T;j beschankt. Jedes Matching besteht aukanten,

N o log 212 .
so dass wir beim Versuch, eineddhstens nahezgoliTy;-regubren Gra-

: ; log 222 . .
phen zu erzeugen einen Fluss vdichstensn——= Einheiten durch das

logn

Netzwerk schicken. Jede Flusseinheit nimmt den \A/dg), A, ¢, verwendet
also nur eine Kante, die voB nach A fuhrt. Die Zahl der wegen Fall

2n
m

log

abgebrochenen Kantenoperationen dgttialso bchstensnm. Bei ins-

gesamt%ﬁ Phasen ergibt sich alsdirf Fall 2 eine zuatzliche Laufzeit von
lo 2n?

O(\/ﬁm agl;ogmn ) ]

Damit konnen beide langsamen Phasen beschleunigt werden.
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Zusammenfassung und Verzeichnisse

161






Kapitel 9

Zusammenfassung

Das Matchingproblem kann als eine eine der klassischereBtalipingen der Graphen-
theorie bezeichnet werden. Die momentan schnellstenrdigtistische Algorithmendr
dieses Problem sind der Algorithmus von Micali und Vazirgr80-1994)[30] und der
Algorithmus von Blum (1990-1999)[1][2]. Beide basieren aefdAlgorithmus von Hop-
croft und Karp (1973)[21], dem schnellsten Algorithmiis dlen wichtigsten Spezialfall,
den der bipartiten Graphen. All diese Algorithmen habere diaufzeit vonO(\/nm),
wobein die Zahl der Knoten des Graphen unddie Zahl der Kanten ist. Sowohl die
Algorithmen fir den bipartiten, als auch diarfden nichtbipartiten Fall&nnen fir dich-
te Graphen mit dem Kompressionsverfahren von Feder und &fofii] von 1991 noch
weiter beschleunigt werden [13][17].

Im ersten Teil dieser Arbeit zeigen wir verschiedenédlichkeiten auf, wie sich das
Kompressionsverfahren von Feder und Motwani [11] auf higlartite Matchingproble-
me Ubertragendl3t.

Das Kompressionsverfahren basiert auf der Idee, awithige bipartite Teilgraphen - so-
genannte Bicliquen - durch geeignete Graphen mit wenigetdfanu ersetzen. Hier-
zu werden bisher stertmfmige Graphen eingesetzt, die sich nur im Kontext von Er-
reichbarkeitsfragen und Flussalgorithnmiguivalent zu den ersetzten Cliquen verhalten.
Matching-Probleme fissen daher z@chst in Flussprobleme umgewandelt werden. Dies
fuhrt im nichtbipartiten Fall zu sehr komplexen Algorithmela hier sogenannte schief-
symmetrische Fisse behandelt werdernissen.

Wir vermeiden diese Umwandlung in ein schiefsymmetriséiessproblem und arbeiten
direkt mit alternierenden Pfaden.

Wir konstruieren einen neuen Typ von ErsatzgraphenBicliquen. Dieser basiert auf
sogenannten Superkonzentratoren [34]. Dies sind Grapghenyenige Kanten haben
und dennoch eine hohe Anzahl knotendisjunkter Pfade ziad4ir veandern diese
Superkonzentratoren so, dass viele knotendisjunktengtende Pfade durch sie hin-
durchfuhren.

Dann verringern wir die Kantenzahl im betrachteten Graphetem wir noglichst viele
Bicliquen durch diese kleineren Graphen ersetzen. Da degFysaphen sichhnlich ver-
halten, wie die ersetzten Bicliquerginen wir auf den so entstehenden Graphen einen be-

163
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liebigen anderen Matchingalgorithmus anwenden. Die Leitiffieses Algorithmus ver-
ringert sich aufgrund der nun geringeren Kantenzahl ddutjiegeiiber einer direkten
Anwendung des selben Algorithmus auf den uisglichen Graphen.

Auf diese Weise erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 3.15: Zu einem gegebenen nichtbipartiten Graplier= (V, F) mitm := |E| und
n := |V| 1aBt sich in ZeitO(mn’log®n) ein GraphGg mit |E(Gs)| = O (mlog%

dlogn

Kanten konstruieren, so dass aus einem maximalen Matctimg G in Zeit O(m) ein
maximales Matching/’ in G berechnet werden kann.

Die Verwendung von Ersatzgraphen setzt voraus, dass b&utdre nach den Bicliquen
zusatzliche Nebenbedingungen Beksichtigt werden. Zudem haben die Ersatzgraphen
eine Kantenzahl, die zwar asymptotisch Kklein ist, aber s@giKonstanten erdlt, dass
eine signifikante Beschleunigung erst bei sehr gro3en Gregihéritt.

Wir stellen daher ein zweites Verfahren vor, das anstategpliziten Substitution von
Bicliquen durch Ersatzgraphen einen abstrakten Datentgweralet, der genau in den
zeitkritischen Phasen eingesetzt wird und das VerhalterEdsatzgraphen nachbildet.
Dies erlaubt es uns, die auftretenden Konstanten deutlichemringern und mit einer
allgemeineren Form der Graphenkompression zu arbeiten.elbgesetzte Matching-
Algorithmus muss ddifr an diese Vorgehensweise angepasst werden. Dies zeigen wi
anhand des Matching-Algorithmus von Blum [1][2].

Im zweiten Teil der Arbeit wenden wir uns dem bipartiten Fzail Fir den Spezialfall re-
gularer bipartiter Graphen - also bipartiter Graphen bei dgager Knoten den gleichen
Grad hat - haben Cole, Ost und Schirra [6] 2001 einen Algouthmit linearer Laufzeit
entwickelt.

Wir demonstrieren, wie sich dieser Algorithmus als Subrmuginsetzerdl3t, um schnel-
lere Algorithmen @ir eine gbl3ere Klasse von Graphen zu erhalten. Bhthin Graph
einen regudren Graphen als Teilgraphen, so kann man in diesem Tellgnramit dem
Algorithmus von Cole, Ost und Schirra [6] ein perfektes Matghschnell finden. Ist der
Teilgraph spannend, umfasst also alle Knoten, so ist digls e perfektes Matching im
gesamten Graphen.

Damit dieses Vorgehen funktioniert, muss man jedoch demaegn Teilgraphen explizit
kennen. Dies ist normalerweise nicht der Fall. Die Suché eatem solchen Teilgraphen
ist zudem mindestens ebenso aafhdig wie das bsen des Matchingproblems selbst.
Unser Verfahren sucht daher einen nahezu éegul Teilgraphen, erweitert diesen zu ei-
nem reguiren Graphen und wendet dann auf diesen BggulGraphen den Algorithmus
von Cole, Ost und Schirra [6] an. Damit die Zahl der bei der Eewveng hinzugdigten
Kanten im Verfaltnis nicht zu gro3 wird, tilssen wir voraussetzen, dass der nahezu re-
gulare Teilgraph selbst eine hohe Kantenzahl hat.

Einen regudren Teilgraphen eines bipartiten Graphen mit einer hotemtdfzahl kann
man als Vereinigung von kantendisjunkten perfekten Maigsinterpretieren. Insgesamt
erhalten wir somit das folgende Ergebnis:
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Satz 6.1, In einem bipartiten Graphen, der®\/n disjunkte perfekte Matchings e#dh
kann ein perfektes Matching in Z&i (@) gefunden werden.

Damit identifizieren wir eine weitere grof3e Teilklasse dgakiiten Graphen i die ein

deutlich effizienterer Algorithmus als der von Hopcroft uarp[21] mbglich ist.

Wir stellen mehrere Nglichkeiten vor, wie sich diese Klasse noch leicht erwaitaf3t.

AbschlieRend zeigen wir, dass auch dieses Verfahren iarviglllen mit den Mitteln der
Graphenkompression [11] beschleunigt werden kann.
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