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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit Aspekten aus zwei verschiedenen Themengebieten. Zum
einen betrachten wir hierarchische Matrizen zur Vorkonditionierung von Gleichungssystemen resultie-
rend aus elliptischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Zum anderen gehen wir auf die effiziente
Berechnung minimaler Engergiepfade der mikromagnetischen Energie ein.

Hierarchische Matrizen zur Vorkonditionierung

Im ersten Teil dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit der numerischen Losung von elliptischen Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung. Hierzu verwenden wir die Finite-Elemente-Methode und 16sen die
resultierenden Geichungssysteme mittels iterativer Methoden wie dem CG-Verfahren. Damit die Anzahl
der Iterationsschritte nicht von der Kondition der Steifigkeitsmatrix abhédngt, wird ein Vorkonditionierer
verwendet. In dieser Arbeit beschrinken wir uns dabei auf hierarchische Matrizen und betrachten die
hierarchische LU- bzw. Cholesky-Zerlegung. Das Ziel dieser Arbeit war es, deren Vorkonditionierungs-
effekt genauer zu untersuchen und zu verbessern. Die origindren Aspekte in diesem Teil der Arbeit
umfassen:

(1) In Satz 4.7 wird ein spektraldquivalenter Vorkonditionierer prisentiert, bei dem nur der blockweise
Fehler der hierarchischen Matrix-Approximation vorgegeben wird.

(i) Es wird in Satz 3.3 bewiesen, dass in der hierarchischen Matrix-Arithmetik der blockweise Fehler
der Gesamtapproximation durch die Aproximation der Schurkomplemente auf den einzelnen
Blocken bestimmt wird.

(iii) Das in hierarchischen Matrizen vorkommende Matrix-Schurkomplement wurde mit Hilfe des
Poincaré-Steklov-Operators [KWO04] dargestellt. Aus dieser Darstellung ergibt sich eine asympto-
tische Schranke des Matrix-Schurkomplements in der Spektralnorm, siehe Satz 3.10.

(iv) Die Approximationsgiite von hierarchischer LU- und Cholesky-Zerlegung wird in Satz 3.11
bzw. Satz 3.15 abgeschitzt. Numerische Resultate in Abschnitt 3.4 zeigen, dass die gewonnenen
Abschitzungen scharf sind. Des Weiteren stellt die Abschétzung eine Verbesserung zu [Beb0S,
Theorem 4.35] dar.

(v) Erstmalig wird der blockweise Erhalt von Nebenbedingungen bei hierarchischen Matrizen einge-
setzt. In Abschnitt 4.3 werden Methoden prisentiert, die diesen Ansatz effizient und numerisch
stabil umsetzen.

(vi) Es wird in den Sitzen 4.8, 4.12 und 4.15 gezeigt, dass der Erhalt von Nebenbedingungen bei
hierarchischen Matrizen mit konstanter Approximationsgenauigkeit zu einer Verbesserung der
Ordnung des Vorkonditionierungseffektes von O(h~2) auf O(h~1!) fiihrt. Des Weiteren werden
hinreichende blockweise Approximationsgenauigkeiten angegeben, die einen spektraldquivalenten
Vorkonditionierer garantieren. Numerische Ergebnisse in Abschnitt 4.4 belegen die Abschitzun-
gen.

(vii) In Satz 4.16 und Satz 4.17 wird gezeigt, dass die vorgestellten Vorkonditionierer bis auf loga-
rithmische Terme einen linearen Speicherverbrauch in Bezug auf die Anzahl der Unbekannten
besitzen.



Teile der genannten Resultate wurden oder werden ver6ffentlicht in:

Das

BEeBENDORF, M. ; BOLLHOFER, M. ; BrRATSCH, M.: Hierarchical matrix approximation with blockwise
constraints. Preprint No. 494, SFB 611, Universitit Bonn (April 2011)

BEBENDORF, M. ; BOLLHOFER, M. ; BRATSCH, M.: On the Spectral Equivalence of Hierarchical Matrix
Preconditioners for Elliptic Problems. geplante Veroffentlichung in 2012

Landau-Lifschitz-Modell und die Berechnung minimaler Energiepfade

Das Landau-Lifschitz-Modell bestimmt fiir eine gegebene Magnetisierung eines Objekts die mikro-
magnetische Energie. Dadurch erhilt man eine Energielandschaft fiir verschiedene Konfigurationen
der Magnetisierung. In diesem Teil der Arbeit konzentrieren wir uns auf die Berechnung minimaler
Energiepfade. Diese verbinden zwei lokale Minima der mikromagnetischen Energie und minimieren die
dazwischenliegende Energiebarriere.

Anspruchsvoll bei der numerischen Berechnung der mikromagnetischen Energie ist zum einen die
Behandlung der punktweisen Normierung der Magnetisierung auf die Lénge eins und zum anderen
die Bestimmung der Streufeldenergie, dem nichtlokalen Anteil der mikromagnetischen Energie. Die
wesentlichen Aspekte des zweiten Teils umfassen:

®

(i)

(iii)

Zur Berechnung der mikromagnetischen Energie wird die Finite-Elemente- und die Randele-
mente-Methode verwendet. Dabei wird ein in [GCO7] prisentierten Ansatz zur Berechnung der
Streufeldenergie umgesetzt. Desweiteren demonstriert diese Arbeit die effiziente Verwendung von
hierarchischen Matrizen zur Losung resultierender Gleichungssysteme.

Es werden Duffy-Transformationen zur Berechnung von singulédren Integralen, resultierend aus
der Randelente-Methode, angegeben.

Aktuelle Verfahren zur Berechnung des minimalen Energiepfades wurden implementiert, wie
zum Beispiel ein Minimierungsverfahren von Alouges [Alo97, Alo01] oder die String-Methode
[ERVEO02, ERVEQ7]. Des Weiteren wird in Abschnitt 5.4 die Implementierung zur Minimierung
der mikromagnetischen Energie an einem Referenzbeispiel getestet und ein minimaler Energiepfad
berechnet.

Teilaspekte aus diesem Abschnitt werden veroffentlicht in:

BARTELS, S. ; BEBENDORFE, M. ; BRATSCH, M.: A fast and accurate numerical method for the computa-
tion of unstable micromagnetic configurations. geplante Veroffentlichung in 2012
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Einleitung

Motivation und Zielstellung

Diese Arbeit behandelt zwei Themengebiete. Erstens betrachten wir hierarchische Matrizen zur Vorkon-
ditionierung von Gleichungssystemen resultierend aus der Diskretisierung von elliptischen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung. Zweitens prisentieren wir Methoden zur Berechnung eines minimalen
Energiepfades bzgl. der mikromagnetischen Energie.

Das erste Teilgebiet betrifft die Losung von elliptischen Differentialgleichungen, welche typischer-
weise im Zusammenhang mit stationdren Problemen auftreten und oftmals Zustinde minimaler Energie
beschreiben. Da fiir diese Klasse von Problemstellungen nur in bestimmten Fillen (spezielle Gebiete
oder Operatoren) analytische Losungen bekannt sind, ist man gezwungen, numerische Methoden zur
niherungsweisen Berechnung von Lésungen zu verwenden.

Ein Standard-Verfahren in diesem Bereich ist die Finite-Elemente-Methode (FE-Methode), die zum
Beispiel im Ingenieurwesen verwendet wird. Dabei zerlegt man das Berechnungsgebiet in endlich
viele Teilgebiete und definiert auf diesen Funktionen zur Approximation der Losung. Somit wird das
Problem durch eine endliche Anzahl von Parametern beschrieben wobei mit einer steigenden Anzahl der
Unbekannten die Losung angenidhert wird.

Obwohl in den letzten Jahrzehnten die Rechenleistung und der verfiigbare Speicherbedarf von Compu-
tern stetig zugenommen hat, ist es bis heute nur bedingt moglich, die bei der FE-Methode auftretenden
Gleichungssysteme direkt zu 16sen. Somit ist man auf schnelle Verfahren angewiesen, die diese bis auf
eine vorgegebene Genauigkeit 16sen. Dabei ist eine lineare Komplexitidt wiinschenswert, welches es
ermoglicht, die vorhandene Rechenleistung optimal auszunutzen und Problemgréfen zu rechnen, die
ansonsten nicht denkbar wiren.

Aus der FE-Methode resultieren lineare Gleichungssysteme, die wir mit iterativen Methoden wie dem
CG-Verfahren 16sen wollen. Diese Methoden haben den Nachteil, dass die Zahl der Iterationsschritte bei
den von uns betrachteten Gleichungssystemen von der Anzahl der Unbekannten abhédngt. Zwar bietet
zum Beispiel das CG-Verfahren fiir symmetrisch, positiv-definite Matrizen sehr gute Eigenschaften
hinsichtlich Stabilitdt und Konvergenzgeschwindigkeit, jedoch ist es moglich, diese fiir elliptische
Problemstellungen weiter zu verbessern.

Eine Moglichkeit iterative Verfahren zu beschleunigen, ist die Verwendung eines Vorkonditionierers.
Als Vorkonditionierer werden fiir elliptische Probleme zum Beispiel Mehrgitterverfahren, Gebietszerleg-
ungs-Methoden oder ILU-Zerlegungen (Incomplete-LU) verwendet. Sie entsprechen einer Approxiation
an die Inverse der Systemmatrix und konnen so die Konvergenzrate des Losers beschleunigen.

Als Vorkonditionierer werden in dieser Arbeit die hierarchischen Matrizen verwendet. Mit Hilfe
dieser Matrizen ist es moglich, mit quasi-linearem Aufwand (linear bis auf logarithmische Terme in
Bezug auf die Anzahl der Unbekannten) die Iterationschritte des CG-Verfahrens durch eine Konstante
nach oben zu beschrinken. Dadurch ist man in der Lage, elliptische Differentialgleichungen effizient
zu l6sen. Vorteilhaft fiir praktische Anwendungen ist, dass man hierarchische Matrizen zum einen auf
Grund ihrer Robustheit fiir eine Vielzahl von Problemstellungen anwenden kann und sie sich zum
anderen als Black-box-Verfahren eignen, da sie im Wesentlichen nur die Approximationsgenauigkeit als
Steuerparameter besitzen.



Die hierarchischen Matrizen stellen ein relativ neues Verfahren zur Vorkonditionierung dar. Somit ist
es nicht verwunderlich, dass noch Liicken in der vorhandenen Theorie existieren. Aus diesem Grunde
beschiftigen wir uns zum einen damit, bekannte Abschédtzungen zu verbessern und zum anderen, die
Wirkungsweise hierarchischer Matrizen genauer zu verstehen. Weiterhin wird mit dem Erhalt von
Nebenbedingungen eine Methode zur Verbesserung der Vorkonditionierungseigenschaften prisentiert,
welche anschliefend analysiert wird.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wenden wir uns dem Landau-Lifschitz-Modell zur Berechnung der
mikromagnetische Energie zu. Sie ordnet einer Magnetisierung eines bestimmten Objektes eine Energie
zu und kann zur Simulation von stationdren mikromagnetischen Phanomenen genutzt werden. Da
ferromagnetische Materialien in der Regel zwei stabile Zustinde besitzen und zwischen diesen durch
EinfluB} eines magnetischen Feldes gewechselt werden kann, eignen sie sich zum Beispiel zur Speicherung
von Informationen.

Ziel unserer Betrachtungen ist es, einen Weg aufzuzeigen, wie man mit Hilfe hierarchischer Matrizen
einen minimalen Energiepfad bzgl. der mikromagnetischen Energie bestimmen kann, der zwei lokale
Minima verbindet und die dazwischenliegende Energiebarriere minimiert. Minimale Energiepfade sind
unter anderem hilfreich, um ungewollte Schaltvorgéinge in Speichermedien vorherzusagen, die durch
eine zunehmende Miniaturisierung ein nicht unerhebliches Problem darstellen.

Problematisch bei der numerischen Berechnung der minimalen Energiepfade ist zum einen die
Nichtlokalitét der Streufeldenergie, einem Teil der mikromagnetischen Energie und zum anderen die
punktweise Normierung der Magnetisierung auf die Linge eins. In der vorliegenden Arbeit verwenden
wir aktuelle Verfahren zur Behandlung dieser Probleme und présentieren im Anschluss numerische
Ergebnisse.

Aufbau

Die vorliegende Arbeit unterteilt sich in fiinf Kapitel. Die ersten beiden behandeln Grundlagen, die als
Voraussetzung fiir weitere Betrachtungen bendtigt werden. So geht es in Kapitel 1 darum, elliptische
Differentialgleichungen einzufiihren und wichtige Eigenschaften zu erldutern. Auflierdem gehen wir auf
die FE-Methode und die Verwendung von vorkonditionierten iterativen Losern ein. In Kapitel 2 fiihren
wir die hierarchischen Matrizen ein und untersuchen wichtige Eigenschaften.

Das dritte Kapitel ist der hierarchischen LU- und Cholesky-Zerlegung von FE-Steifigkeitsmatrizen ge-
widmet. Zuerst beschreiben wir die Algorithmen anhand von Matrix-Schurkomplementen. Anschlieend
wird die Norm der auftretenden Schurkomplemente asymptotisch nach oben abgeschétzt und Aussagen
iiber die Approximationsgiite der hierarchischen LU-Zerlegung bewiesen.

Im vierten Kapitel wird eine spezielle hierarchische Cholesky-Zerlegung vorgestellt, die bestimmte
Nebenbedingungen erhilt. Es wird gezeigt, dass der Vorkonditionierungseffekt gegeniiber der gewohnli-
chen hierarchischen Cholesky-Zerlegung davon wesentlich profitieren kann, obwohl sich die Anzahl der
zur Berechnung notigen Operationen von der Ordnung her nicht vergrofert. Des Weiteren wird gezeigt,
wie diese Nebenbedingungen stabil und effizient implementiert werden konnen. Numerische Ergebnisse
vergleichen die neue Methode mit bisher verwendeten.

Im fiinften Kapitel geht es darum, die mikromagnetische Energie und entsprechende minimale Ener-
giepfade mit Hilfe hierarchischer Matrizen zu berechnen. Dabei wird auf bestimmte Zwischenschritte
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wie die Berechnung von singulédren Integralen durch die Dufty-Transformation niher eingegangen. Im
Anschluss werden wir unsere Implementierungen an einem Referenzbeispiel verifizieren. Ein minimaler
Energiepfad wird fiir eine ausgewéhlte Geometrie berechnet.

Das letzte Kapitel beinhaltet denkbare Verbesserungen oder Fortfithrungen dieser Arbeit.
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1 Grundlagen

Dieses Kapitel beinhaltet grundlegende Definitionen und Eigenschaften, die im Allgemeinen bekannt
sind, jedoch fiir die spiteren Betrachtungen zur Losung elliptischer Differentialgleichungen benotigt
werden. Im Wesentlichen fiithren wir zuerst geeignete Funktionenrdume ein. Anschlieend konkretisieren
wir die zu betrachtenden elliptischen Differentialgleichungen, diskretisieren diese unter Verwendung der
Finite-Elemente-Methode und geben hinreichende Bedingungen zur Beschrinkung der Schrittzahlen
ausgewdihlter iterativer Loser an.

Im Rahmen dieser Arbeit seien alle Gebiete Q C R?, d € {2, 3}, polygonale Lipschitz-Gebiete in
zwei oder drei Raumdimensionen. Dabei ist ein Lipschitz-Gebiet ein beschrinktes Gebiet, bei dem fiir
alle z € 9Q ein r > 0 und ¢ € C%1(09) existiert, so dass bis auf Koordinatentransformation,

Qn BT(SU) = {y S Br(‘r) Y Yd > Sp(ylv s 7yd—1)}

gilt. In den Abbildungen 1 und 2 werden Beispiele fiir Lipschitz- und nicht Lipschitz-Gebiete gezeigt.

Abbildung 1: Beispiele fiir Lipschitz-Gebiete.

O x =

Abbildung 2: Beispiele fiir nicht Lipschitz-Gebiete.

1.1 Funktionalanalytische Hilfsmittel
Zur spiteren Losung von Differentialgleichungen fithren wir die Sobolev-Rdume ein, welche auf den

Lebesgue-Rdumen basieren. Anschlieend definieren wir den Spur-Raum, um benétigte Betrachtungen
von Funktionen auf dem Rand von €2 zu erméglichen. Ein Standardwerk zu diesem Thema ist [Ada75].

13



1 Grundlagen

1.1.1 Lebesgue- und Sobolev-Riaume

Zur Definition des Lebesgue-Raums fiir Funktionen u : {2 — R bendtigen wir

1/p
el ooy ::( /Q \u(x)\pdx) . pello),

und
||l oo (2 == ess sup{lu(z)| : z € Q},

wobei das wesentliche Supremum gegeben ist als ess sup{|u(z)| : z € Q} = inf {|u[o\ sl :
S Nullmenge}. Im Falle von stetigen Funktionen stimmt das wesentliche Supremum mit der Supre-
mumsnorm iiberein.

Somit konnen wir die Menge aller reellwertigen Funktionen « : {2 — R bestimmen, welche tiber €2

p-fach Lebesgue-integrierbar sind.

Definition 1.1 (Lebesgue-Raum). Sei p € [1, 00|. Dann ist der Lebesgue-Raum gegeben durch
LP(Q) = LP(Q) / ~,
wobei u ~ v & |[u — v||1pq) = 0 und LP(Q) = {u: lull ro) < oo}

Um den Begrift der Ableitungen zu verallgemeinern, benotigen wir den Begriff der lokal integrierbaren
Funktionen.

Definition 1.2 (lokal integrierbare Funktionen). Die Menge der lokal integrierbaren Funktionen ist
gegeben durch

Li.(Q) := {u: u € L*(K) fiir alle kompakten Teilmengen K C Q}

und
Lp

loc

(Q) = {u : |u’p S Llloc(Q)}'

Es folgt sofort, dass L!(2) C Li _(Q).

Sei C5°(2) die Menge aller Funktionen aus C*°, die kompaktem Triiger haben, so definieren wir den
Begriff der schwachen Ableitung. Dabei verwenden wir fiir einen gegebenen Multiindex o € N¢ die

folgende Notation

|
0%u = 87“ fiir alle u € Clo/(Q).

oxr . ogah

Definition 1.3 (schwache Ableitung). Seien u,v € L () und o € N, Falls

(0,9)12(0) = (1) (u,0%¢0) 121y fiiralle g € C§°

gilt, dann ist v die a-te schwache Ableitung von u. Fiir v schreibt man auch 0“u.

Ist u € C1?(Q), so stimmen schwache und klassische Ableitung iiberein.

14



1.1 Funktionalanalytische Hilfsmittel

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir den Raum der Funktionen bestimmen, dessen k-te schwache
Ableitung in LP(2) ist.

Definition 1.4 (Sobolev-Raum). Sei k € Ny und p € [1, 0c]. Dann ist der Sobolev-Raum auf ) definiert
durch
W;(Q) = {u: 0% € LP(Q) fiir alle || < k}.

Als Spezialfall betrachten wir H*(Q) := W(Q).

Die zu W]f passende Norm bzw. Semi-Norm ist gegeben als

bz = (2 Ha“uum) nd Julye = (3 Ha“uumm)

la| <k |a|=F

Offensichtlich gilt, dass LP(2) = WJ(Q) und W) (Q2) C LP(2). Man erhilt jedoch noch weitere
Inklusionen mit Hilfe des Sobolevschen Einbettungssatz. Dies ist moglich, da die Existenz schwacher
Ableitungen eine stidrkere Integrabilitdtsbedingung impliziert.

Definition 1.5. Seien (X,| - ||x) und (Y,|| - ||y) normierte Vektorriume. Dann definieren wir die
folgenden Eigenschaften:

o Fine Abbildung f : X — Y heifit kompakt, falls das Bild der abgeschlossenen X -Einheitskugel
f(B1(0)) in Y kompakt ist;

o X ist stetigin'Y eingebettet (X — Y ), falls X C 'Y und die kanonische Injektion X — Y stetig
ist;

o X ist kompakt in'Y eingebettet (X < Y), falls X C 'Y und die kanonische Injektion X — Y
kompakt ist.

Aus Definition 1.5 wird sofort ersichtlich, dass eine kompakte Einbettung immer stetig ist. Weiterhin
folgt aus X — Y, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass ||u|ly < c||lu|x furalleu € X.

Satz 1.6 (Sobolevscher Einbettungssatz). Sei ein d-dimensionales Gebiet () mit Lipschitz-Rand gegeben.
Dann gilt

(i) Sei p < d. Dann gilt Wk(Q) — qu_l(Q) fiir alle q € [1, dp—i] Weiterhin gilt W;(Q) <
Wh=1(Q) fiir alle q € [1, dpdp)
(ii) Sei p = d. Dann gilt W (Q) — WF=Y(Q) fiir alle q € [1, c0).

(iii) Sei k > d/p. Dann gilt Wé‘“(Q) < CUQ) fiir alle ¢ € Nmit 0 < £ < k — d/p.
Beweis. Fiir einen Beweis siehe [Ada75]. ]

In einer spiteren Abschitzung bendtigen wir den Normierungssatz von Sobolev. Dieser stellt eine
Verallgemeinerung der Poincaré-Friedrich-Ungleichung dar.
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1 Grundlagen

Satz 1.7 (Normierungssatz von Sobolev). Sei ¢ € R und f : H'(2) — R ein beschriinktes lineares
Funktional mit

0<|f()| <ecsllvllprq) firallev e HY(Q).

Falls aus f(c) = 0 stets ¢ = 0 folgt, so ist
Pl gy s = (£ @) + V0l 12
eine zu ||v|| g1 (q) dquivalente Norm.
Beweis. Fiir einen Beweis siehe [Ste03]. ]

Aufgrund von Skalierungsargumenten hingt die Konstante in Satz 1.7 fiir die Aquivalenz der Normen
V|| 1) ¢ und ||v]| g1¢q) von dem Durchmesser des Gebietes € ab.
(Q).f @)

1.1.2 Spur-Raum

Um Funktionen auf dem Rand des Gebiets €2 zu betrachten, benotigt man geeignete Réume. So folgt aus
u € H'(Q)) zum Beispiel nicht u|sq € H'(09), da O eine Nullmenge ist.

Eine geeignete Wahl ist der Raum H'/2(99) definiert mit Hilfe der Sobolev-Slobodeckij-Norm

H'2(00) := {u € L*(09) : [ull g1/2(90) < 0},

._ 1 2 u(z) — u(y)|? 1/2

Es folgt sofort, dass H/2(0Q) C L?(99).

wobei

Fiir Betrachtungen von H!((2) Funktionen auf dem Rand definieren wir fiir ein z € 9 die Dirichlet-
Spur yo : HY(Q) — H'/?(99) gegeben durch

= i 7).
'}/()U(l') Qaiggeaﬂ U(.T)

Weiterhin lisst sich die H'/2-Norm in der folgende Weise charakterisieren, vgl. [Ada75],

lullrirzoe) = mf Jlvllaq)-
veH(Q)
Yo(v)=u
Aus diesem Grunde wird H'/? als Spur-Raum von H' (€2) bezeichnet.
Die Dirichlet-Spur kann genutzt werden, um den Raum H{¢ () konstruktiv zu bestimmen

HY(Q) := {u € H'(Q) : vou = 0 auf 99},

siehe [Ada75]. Mit Hilfe der Friedrichschen Ungleichung folgt, dass fiir Elemente aus H&(Q) die
H'-Norm #quivalent zur H'-Semi-Norm ist.
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1.2 Elliptische Differentialgleichungen

1.2 Elliptische Differentialgleichungen

Probleme der Elektrostatik und der Kontinuumsmechanik kdnnen oftmals durch elliptische Differential-
gleichungen beschrieben werden. Die Losung u der folgenden Problemstellung

Au=0 inQ c R? (1.1)

mit gegebenen Randdaten fiir u auf 02 besitzt die physikalische Interpretation eines Potentials. So
beschreibt u das magnetische Potential bei verschwindender Stromdichte, das elektrische Potential unter
Abwesenheit von elektrischer Ladung in 2, oder auch das Geschwindigkeitspotential.

Obige Gleichung (1.1) wurde zuerst 1752 von L. Euler erwihnt, wird jedoch meist als Laplace-
Gleichung bezeichnet, zuriickgehend auf das fiinfbindige Werk ,,Mécanique céleste* (1799-1825) von
P.S. Laplace.

Die wesentlichen Betrachtungen aus diesem Abschnitt sind zum Beispiel in [GT83, W1082, Nec67,
Hac86] nachzulesen.

1.2.1 Allgemeine Problemstellung

Motiviert durch die Laplace-Gleichung (1.1) und deren Anwendungen betrachten wir elliptische Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung mit Nullrandbedingungen,

Lu=f in €2,
(1.2)
u=0 auf 09,
wobei
Lu = —div(CVu), (1.3)

mit ¢;; € L*(Q), i,j = 1,...,d. Als Annahme fiir die Elliptizitit von L stellen wir, dass fiir die
Eigenwerte \(x) der symmetrischen Matrix C(z) € R?*? Konstanten Az, A existieren, so dass in fast
allen x € Q2

0< A < )\(m) <A (1.4)

gilt. Es sei angemerkt, dass eine elliptische Differentialgleichung wie oben mit nicht Nullrandbedingun-
gen durch Transformation auf den Typ (1.2) zuriickgefiihrt werden kann.

Im Allgemeinen besitzt (1.2) fiir Lipschitz-Gebiete und Koeffizienten in L°° keine eindeutige Losung
in C2. Durch praktische Anwendungen motiviert, ist es sinnvoll den Losungsraum zu erweitern, indem
wir die elliptische Differentialgleichung als variationelles Problem interpretieren. Es ergibt sich durch
Umformung aus (1.2) eine Variationsgleichung mit der Bilinearforma : V x V — R

a(u,v):/VUTC’Vudm (1.5)
Q
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1 Grundlagen

und dem Funktional [

I(v) = /vadx.

Aufgrund der Nullrandbedingungen setzen wir V = H} ().

Somit erhélt man die folgende Aufgabenstellung:
finde ein u € H} (), so dass a(u,v) = I(v) fiir alle v € H}(Q). (1.6)

Ein wesentlicher Vorteil der Formulierung (1.6) gegeniiber (1.2) ist, dass wir uns nicht auf Losungen
u € C?(2) N C°(Q) beschriinken miissen. Gleichwohl ist jede Losung von (1.2) auch eine von (1.6) mit
u = 0 auf 02, siche [Hac86, Bra07]. Es folgt weiterhin mit [GT83, Theorem 8.3], dass (1.6) fiir jedes
f € L?(9Q) eine eindeutige Losung u € Hg (Q) besitzt.

Wichtig fiir spitere Abschnitte ist die Stetigkeit der Bilinearform (1.5). Diese ergibt sich mit

Lemma 1.8 (Stetigkeit der Bilinearform). Seien u,v € H' (). Dann gilt fiir die Bilinearform (1.5),
dass

la(u, v)| < Azlulgro)lv|m@)- (1.7)
Beweis. Die Bilinearform kann abgeschitzt werden mit Hilfe der Holderschen Ungleichung, so dass

’ / Vol CVudz
Q

O

Eine wesentliche Eigenschaft der von uns betrachteten Probleme ist, dass die Bilinearform (1.5) im
folgenden Sinne nach unten abgeschitzt werden kann.

Lemma 1.9 (Koerzivitit). Fiir alle v € Hg(Q) gilt, dass
a(v,v) > )‘dvﬁql(ﬁ)' (1.8)
Beweis. Mit Hilfe von Eigenschaft (1.4) erhdlt man

a(v,v) = /QV’UTCV’U dx > AL‘U’2H1(Q).

1.2.2 Darstellungsformel
In diesem Abschnitt stellen wir harmonische Funktionen durch deren Randwerte dar. Wie sich spéter

zeigt, kann dies fiir die Abschétzung des in H-Matrizen vorkommenden Schurkomplements verwendet
werden. Zuerst brauchen wir hierfiir einige Hilfsmittel.
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1.2 Elliptische Differentialgleichungen

Durch partielle Integration bzgl. der Bilinearform (1.5) ergibt sich die erste Greensche Formel
atw) = [ Vu) Yoy = [ Lo+ [ o) ds,

fiir hinreichend glatte u, v. Hierbei bezeichnet ~y; die Konormalenableitung auf 02 mit
yu(y) == v CVu(y) firy € 09, u € H*(Q),

wobei v die dullere Normale bezeichnet. Allgemeiner betrachtet ist die Konormalenableitung eine stetige
lineare Abbildung v; : H'(Q) — H~/2(9Q). Dabei ist H~'/2(952) der Dual-Raum des Spur-Raumes
H'/2(09). Fiir Details siehe zum Beispiel [Cos88].

Aufgrund der Symmetrie der Bilinearform, a(u,v) = a(v,u), erhdlt man die zweite Greensche
Formel

[eowuway=- [ sewuwas,+ [

nay)oly)ds, + [ (Cu)we)ay. (19)
o0

Q

Sei S(x,y) die zu dem Operator (1.3) gehorige Fundamentallosung. Diese ist definiert als distributio-
nelle Lésung von
L£,6(x,y) =6(y —x) firallez,y € RY,

wobei § die Delta-Distribution bezeichnet. Somit ergibt sich, dass
/ L,S(x,y)u(y)dy = u(z) firallez € Q.
Q
Wihlt man v(y) := S(z,y) in (1.9), dann erhilt man fiir z €  die folgende Darstellungsformel,

u(z) = /a () (,) =1, S g)u(y) s, + /Q f)S(ey)dy.  (110)

Wie wir in (1.10) sehen, so wird u(z) in 2 nur durch dessen Randwerte dargestellt falls f = 0 in 2 gilt.
In den niéchsten Schritten geht es darum, die Abhédngigkeit von der Konormalenableitung bzgl. v zu
eliminieren.

Wir definieren die Greensche Funktion &(z,y) : @ x Q\ {z x z : x € Q} — R als Summe der
Fundamentallésung und einer harmonischen Funktion $)

6(.’,13‘,:1/) ZG(x,y)—j’J(x,y), 5372/697 .I'?éy
Die harmonische Funktion $(x,.) € H?() sei eine Losung von

Ly$H(z,y) =0 in Q,

A(z,-) = S(z,-) auf 9. (1.11)
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Somit ergibt sich fiir v(y) := H(x,y) in (1.9), dass

0=/8971U(y)55(w,y) V1,49 (2, y)u(y) ds, + /f (1.12)

Die Addition von (1.10) und (1.12) liefert aufgrund der Linearitit der Konormalenableitung eine Dar-
stellung von w in €2 mit Hilfe der Greenschen Funktion

/f (z,y)dy — /89 M,y (x, y)u(y)dsy, € Q. (1.13)

Somit sind wir in der Lage, eine in {2 harmonische Funktion nur durch dessen Dirichlet-Randdaten und
der entsprechenden Greenschen Funktion darzustellen.

Wir betrachten im Folgenden harmonische Funktionen, die durch den Fortsetzungsoperator
Ep: HY?(8Q) — H'(Q)

bzgl. der Bilinearform (1.5) mit den Dirichletranddaten ¢ € H 1/2 (02) und u = ¢ auf O gege-
ben sind. Dieser setzt Randdaten in das Innere des Gebiets fort und ist bestimmt durch die folgende
Aufgabenstellung:

finde ein u = Epp € H*(Q), so dass a(u,v) = 0 fiir alle v € HJ (). (1.14)
Im folgenden Lemma, wird Epp explizit dargestellt durch dessen Randdaten gefaltet mit der Ko-

normalenableitung der Greenschen Funktion welches fiir kommende Abschitzungen des H-Matrix
Schurkomplements bendtigt wird.

Lemma 1.10. Sei ¢ € H'/?(98). Dann gilt, dass
MaBpola) == [ nam e y)ely)ds, firalles € o8
o0

wobei y1 Epp € H™Y/2(09).

Beweis. Sei z € Q. Da
0= (EDS()? x, /f .ZE y dyv

folgt mit Hilfe der Darstellungsformel (1.13)
Pop() == | 11,8 )¢() ds,

Mit Hilfe von Lemma 6.9 aus [Ste03] ergibt sich die Behauptung. O

1.3 Finite-Elemente-Methode

Eines der gebriduchlichsten Verfahren zur numerischen Behandlung von elliptischen Differentialgleichun-
gen ist die Finite-Elemente-Methode. Sie erlaubt die ndherungsweise Losung der Variationsformulie-
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rung (1.6). Standardwerke zu diesem Thema sind zum Beispiel [BS02, Hac86, Bra0O7, SF73].

1.3.1 Ritz-Galerkin-Verfahren

Im Gegensatz zum Differenzenverfahren, bei dem der Differentialoperator diskretisiert wird, beruht das
Ritz-Galerkin-Verfahren darauf, den unendlichdimensionalen Raum H} (£2) des Variationsproblems (1.6)
durch eine Folge von passenden endlichdimensionalen Rdumen V}, zu ersetzen. Dieser Ansatz geht
zuriick auf [Rit08].

Mit der Bedingung V};, C H, & () ergibt sich das folgende konforme Variationsproblem:
finde ein uy, € V4, so dass a(up, vy) = l(vy) fiir alle vy, € Vj,. (1.15)

Wir bezeichnen h als Diskretisierungsparameter und Aufgabenstellung (1.15) als Ritz-Galerkin-Glei-
chung. In diesem Zusammenhang definieren wir die Ritz-Projektion P, : V' — V}, welche kein lokaler
Operator ist, durch

Pyu € Vi und a(Pru, vp,) = a(u,vy)  fiir alle v, € Vi, u € V. (1.16)
Es folgt aus (1.16) fiir u € V},, dass P,u = v und somit P2 = P,.
Lemma 1.11. Seien u,v € V. Dann gilt

a(Pru,v) = a(u, Pyv).

Beweis. Da P,v € Vp, so folgt durch (1.16), dass a(Pyu, Pyv) = a(u, P,v). Weiterhin ergibt sich
durch die Symmetrie der Bilinearform und Vertauschung von v und v, dass

a(Pru,v) = a(v, Pyu) = a(Ppv, Pyu) = a(Pypu, Ppo).
Somit folgt die Behauptung. O

Eine weitere wichtige Eigenschaft, um die exakte und die approximative Losung in Beziehung zu
setzen, ist die Galerkin-Orthogonalitét.

Lemma 1.12 (Galerkin-Orthogonalitit). Sei u € H} () eine Losung von (1.6) und uj, € Vj, eine
Losung von (1.15), so gilt

a(u — up,vp) =0, vy, € Vp.

Beweis. Da 'V}, C H}(Q), gilt a(u, v,) = I(vy,) und a(up, v,) = I(vy,). Aufgrund der Linearitéit von a
folgt die Behauptung. ]

Sei ®;, := (¢;)ier, mit der Indexmenge I = {1,...,n}, eine Basis von V}. So erhilt man die
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natiirliche Injektion 7 : R™ — V}, durch
n
Jv = wmip;, TER" (1.17)
i=1

Beziiglich der Basis @, ist der Diskretisierungsparameter £ definiert als h := max;c; diam X; wobei
X, = suppy;, ¢ € I die Trdager der linearen Ansatzfunktionen sind. Fiir ¢ C I gilt analog X; :=

UjetSuppy;.

Entlehnt aus der Kontinuumsmechanik bezeichnet im Folgenden A € R™*" die Steifigkeitsmatrix

aij = a(pj, i), i,j€l, (1.18)
M € R™ " die Massenmatrix
mij = (¢i, 0j)r2), 6J €1 (1.19)
und b € R™ den Lastvektor
bi := (i)

Aufgrund der eindeutigen Basisdarstellung existiert zu uy, € V}, ein eindeutig bestimmtes x € R", so
dass Jx = wuy,. Somit ist das Variationsproblem (1.15) dquivalent zu:

finde ein ¢ € R™, so dass Az = b. (1.20)

Mit Hilfe der Symmetrie und Koerzivitit der Bilinearform (1.8) folgt, dass die Matrix A symmetrisch,
positiv-definit (s.p.d.) ist. Denn es gilt fiir ein Jx = uy, € V3, dass

/\£|uh|§{1(ﬂ) < a(up,up) = Z zia(pi, pj)r; = :ETAx, (1.21)
ijel
wobei z # 0 < up, # 0. Somit ist die eindeutige Losbarkeit des Problems (1.20) gegeben.

Wir wenden uns der Konstruktion des endlichdimensionalen Raumes V}, zu. Hierfiir benotigt man
eine zuldssige Zerlegung 7, von €. Dies bedeutet, dass fiir eine Zerlegung 7, = {71, ..., T} von £ in
Dreiecke (d = 2) oder Tetraeder (d = 3), wobei int(7) das Innere von 7 € T}, bezeichne, gilt:

(i) Q@ =U", 7 und int(r;) Nint(7;) = 0 fiir i # j;

(ii) fiir alle 7;,7; € Tp, mit ¢ # j, ist 7; N 7; entweder eine Seite, eine Kante oder ein Punkt von 7; und
7j oder 7; N 7; ist leer;

(iii) fiir alle 7 € Ty, ist 7 N OS2 eine Seite, eine Kante, ein Punkt oder ist leer.

Die Elemente von 7;, werden als Finite Elemente (FE) bezeichnet. Des Weiteren ist \V;, die Menge aller
Knoten in 7},

Um spiter die natiirliche Injektion abschitzen zu kénnen, werden wir im Folgenden immer von einer
quasi-uniformen Zerlegung 75, ausgehen. Dies bedeutet, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass
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jedes 7 € Ty, eine Kugel mit Radius p, > cdiam(7) enthilt.

Fiir eine gegebene zulissige Zerlegung definieren wir die folgenden Spline-Riume M! und ./\/1[1)70.
M= {ue Q) : u|, €T firalle T € Ty}
Mo = M"'NH(Q)

Hierbei bezeichne I1{ alle d-dimensionalen Polynome ersten Grades.

Per Definition gilt, dass /\/l(lm C HJ(9). Somit kénnen wir den Raum der stiickweise linearen
Funktionen mit Nullrandbedingungen ./\/l(l)’O als Ansatz- und Testraum fiir (1.15) wihlen, d.h. V}, =
M%) 0-

1.3.2 Eigenschaften der Massen- und Steifigkeitsmatrix

In spéteren Abschnitten werden wiederholt verschiedene Eigenschaften der Massen- und Steifigkeitsma-
trix verwendet. Grundlegend dabei ist, dass die Massenmatrix gutartig konditioniert ist, wohingegen die
Kondition der Steifigkeitsmatrix von der Feinheit der Diskretisierung abhingt.

Massenmatrix: Aus der Definition (1.19) folgt direkt, dass die Massenmatrix symmetrisch, positv
definit ist. Denn fiir ein Jx = u, € V}, gilt, dass
lunllZeiq) = (T, T2) o) = 2" Mz

wobei up, =0 < x = 0.

Sei J* : Vi, — R! der adjungierte Operator bzgl. des Skalarproduktes (-, -) 12(0) definiert durch
(T*u,v) 2y = (u, Jv)12(q) fir alle u,v € L?(9). Dann folgt, dass

M=J"J.

Wesentlich zur Abschitzung der Norm der Massenmatrix und deren Inverse ist die folgende Schranke.
Fiir eine quasi-uniforme Triangulierung gilt nach [Hac86, Satz 8.8.1]

1
sl Tzl r2y < B2 |22 < Tzl (1.22)

mit einer Konstante ¢y > 0 welche unabhingig von h ist. Der Faktor h/2 in (1.22) ist ein Resultat der
Skalierung der linearen Ansatzfunktionen auf max,cq ¢;(z) = 1firallei € I.

Lemma 1.13. Die Norm von M ist nach unten und oben beschrinkt durch

Aht < |M||s < ¢;%h%
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Beweis. Aus der Definition (1.19) und (1.22) ergibt sich, dass

T 2
' Mz 1T 2]7202 _
| M|l = sup ——5 = sup 72() < cJ2 d
vert l2lz serr ll2ll3
Die untere Abschitzung folgt analog. O

Lemma 1.14. Die Norm von M~ ist nach unten und oben beschréiinkt durch
Ahd < | MY, < c}Zh_d.

Beweis. Aus der Definition (1.19) und (1.22) ergibt sich, dass

- 113 113 2, —d
IM~ |2 = sup = <c;h7%
zER! T Mz zER! HJ‘TH%Q(Q) J
Die untere Abschitzung folgt analog. O

Mit Hilfe der vorherigen beiden Lemmata konnen wir die Kondition der Massenmatrix beschrinken.

Korollar 1.15 (Kondition der Massenmatrix). Die Kondition der Massenmatrix ist beschrdnkt durch
eine Konstante.
o -1 —4
condy (M) := [[M™[|2]| M2 < ¢

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus dem Lemma 1.13 und dem Lemma 1.14. O
Steifigkeitsmatrix: Wie bereits in (1.21) gezeigt wurde, ist die Steifigkeitsmatrix eine s.p.d. Matrix.
Aus der Defintion (1.18) ergibt sich die folgende Darstellung

A=TJ"LT.

Um die Norm der Steifigkeitsmatrix zu beschrianken, benotigen wir die inverse Ungleichung. Sei
eine quasi-uniforme Triangulierung gegeben, so werden Elemente aus V}, in der stirkeren gegen die
schwichere Norm abgeschitzt, d.h.

IVl 20 < civh vl z2), v € Vi, (1.23)
siehe [Hac86, Satz 8.8.5]. Somit erhilt man die folgenden Lemmata.

Lemma 1.16. Die Norm von A ist beschriinkt durch
|All2 < cah™||M]J2,

wobei c4 := CinvAr.
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Beweis. Die Norm von A kann mit Hilfe von (1.7), (1.22) und (1.23) nach oben beschrinkt werden

durch
a(Jz, J x)

D [l = mieh 1Ml
TE

[A]l2 = Sup ‘Q_HMH2

Lemma 1.17. Die Norm von A~ ist beschriinkt durch

1A™ 2 < el M2,
wobei cp = B\, L(diam Q)2

Beweis. Da Jx € H&(Q), ergibt sich mit Hilfe von (1.22), (1.8) und der Poincaré-Friedrichsschen
Ungleichung, dass

175l
mERI (.,7.%', jﬂ?)

Tl
<AL |[M 7|2 sup
zeR! |j |H1(Q)

=13

-1
A7z = sup

< ||M 7|2 su

C%F)\Zl | M Y| (diam Q)2

Es folgt direkt die Kondition der Steifigkeitsmatrix.

Korollar 1.18 (Kondition der Steifigkeitsmatrix). Die Kondition der Steifigkeitsmatrix A ist beschriinkt
durch

conda(A) = A7 |2]| A2 < cacpe;*h 2
Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Lemma 1.16, Lemma 1.17 und Korollar 1.15. 0

Vergleicht man Korollar 1.15 mit Korollar 1.18, so sieht man direkt, dass sich die Kondition der
Steifigkeitsmatrix mit kleiner werdendem h verschlechtert, nicht jedoch die Kondition der Massenmatrix.

1.4 Iterative Loser und Vorkonditionierung

Zur Losung grofdimensionierter linearer Gleichungssysteme, wie etwa in (1.20), sind direkte Loser
oftmals aufgrund ihrer hohen Komplexitit nicht geeignet. So bendtigt etwa ein Eliminationsverfahren
welches die Bandbreite von O(n(?~1)/4) ausnutzt mindestens O (n(3=2)/¢) Operationen.

Im Gegensatz dazu profitieren iterative Loser wesentlich von der Schwachbesetztheit der Systemmatrix
da diese auf einer schnellen Matrix-Vektor-Multiplikation beruhen. Wie sich jedoch zeigt, erhhen sich
die Iterationsschritte fiir eine vorgegebene Losungsgenauigkeit durch eine groler werdende Kondition.
Dies geschieht zum Beispiel bei einer steigenden Anzahl der Unbekannten, vgl. Korollar 1.18. Um die
Iterationsschritte der iterativen Loser dennoch konstant zu halten, bietet sich ein Vorkonditionierer an.
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1.4.1 Iterative Loser

In diesem Abschnitt wenden wir uns zuerst einfachen iterativen Losern zu. AnschlieBend betrachten
wir das PCG-Verfahren (preconditioned conjugate gradient), welches fiir die Klasse der s.p.d. Matrizen
ein Standardverfahren darstellt. Die wesentlichen Resultate aus diesem Abschnitt konnen in [Axe94,
Meu99, Gre97, QSS01] nachgelesen werden.

Einfache iterative Loser: Ein lineares Gleichungssystem der Form (1.20) kann durch folgende
Rekursion ndherungsweise gelost werden:

Tpa1 = 2 — WA Az — b). (1.24)

Dabei bezeichnet w den Relaxationsparameter und A~ die exakte Inverse einer Approximation von A.
Fiir die Wahl von A gibt es verschiedene Moglichkeiten. Die gebrduchlichsten sind:
o A= Id, Richardson-Verfahren;
e A = diag A, w-Jacobi Verfahren;
e A = diag A + wL, SOR-Verfahren (wobei L die untere Dreiecksmatrix von A ist).
Sei x die exakte Losung des Gleichungssystems Ax = b, dann ergibt sich aus (1.24) folgende Beziehung

Tpp1 — 2 = (1d—wA 1 A) (z — ).

Die Konvergenzrate des vorkonditionierten Systems ldsst sich somit bestimmen durch

sup lzs1 = 2ll> _ p(Id —wA™1A). (1.25)
o0 [Tk — ]2

Hierbei bezeichnet p(1d —wfl_lA) den Spektralradius, d.h. den betragsméifig groBten Eigenwert von
Id—wA 1A,

Es ist ersichtlich, dass die betrachteten iterativen Loser nicht gegen die exakte Losung konvergieren,
falls p(Id —wA~1A) > 1 gilt.

Entscheidend fiir die Konvergenzrate ist die Wahl des Relaxationsparameters. Im Falle von s.p.d.
Matrizen A und A~ ist der optimale Relaxationsparamter gegeben als

2
Amin(A=1A) 4+ Amax(A=1A)’

Wopt =

sieche [Axe94, Meu99, Gre97]. Wichtig dabei ist, dass A1 A ausschlieBlich positive, reelle Eigenwerte
besitzt. Somit ergibt sich fiir die Konvergenzrate
Amax(A7TA) = Apin(A714)  Kk(A714) -1

Id —woptA ™ A) = 1 — woptAmin (A71A) = _ _ = 0 ,
p( wopt ) CL)opt ( ) Amax(A_lA) "‘)\min(A_lA) R(A_lA) + 1

mit der Konditionszahl k(A= A) := Apax (A" A) /Amin (A~ A). Wiihlt man also fiir (1.25) den opti-
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1.4 Iterative Loser und Vorkonditionierung

malen Relaxationsparameter, erhilt man nach k£ Schritten

k(ATA) -1

k
i 2o —xlls,  firk=1,2,.... 1.26
) o=l (126

ek -zl < (

Mit Hilfe der Absch'eitzNung (1.26) sieht man, dass wir an einem Vorkonditionierer A interessiert sind, bei
dem der Ausdruck x(A~!A) moglichst nahe bei eins ist.

Weiterhin wird aus der Darstellung (1.24) ersichtlich, dass es geniigt, die Anwendung von A1 auf
einen Vektor schnell zu berechnen. Im Allgemeinen ist es nicht nétig die Matrix A~! aufzustellen.

Von praktischem Interesse ist die Anzahl der benétigten Schritte k., um eine Genauigkeit von ||y —
zl|2 < €llzp — |2 zu erreichen. Da 1 — 1/y < logy fiir y > 1 gilt, erhdlt man durch Umformung
von (1.26),

ke < k(A71A)|loge].

Wichtig bei dieser Schranke ist, dass die Konditionszahl linear in die Anzahl der Schritte k. eingeht.

Das PCG-Verfahren: Ein effizientes, iteratives Verfahren fiir groB-dimensionierte, s.p.d. Matrizen ist
das PCG-Verfahren. Es handelt sich dabei um ein Krylov-Unterraum-Verfahren und wurde urspriinglich
von Hestenes und Stiefel entwickelt, sieche [HS52]. In unserem Fall verwenden wir es zur Losung des
linearen Gleichungssystems (1.20) mit der s.p.d. Steifigkeitsmatrix A.

Der Algorithmus des PCG-Verfahrens kann mit Hilfe eines s.p.d.Vorkonditionierers A= vin folgender
Weise implementiert werden:

Sei zg € R™ ein beliebiger Startvektor.
Berechne 79 = b — Axg, do = hg = A7 lrg
fork =01,...

T
i hi
Th1 = Tk + apdy, ar = gy

Trht1 = 1 — apAdy

if ||7x41]]2 < € then stop
-1

hipt1 = A vy

o1 = s + Brdy, B = =,

Algorithmus 4.1: Das PCG-Verfahren

Das Verfahren bricht ab, wenn die Norm des Residuums 7,41 = b — Ax1 unter eine Schranke von &
fillt. Somit ist x; 1 unsere Niherungslosung an x = A~ 1b.

Eine iibliche Abschitzung in der Energienorm fiir die Konvergenz des PCG-Verfahren ist gegeben

durch
r(A-1A) -1 F
|2k — 2|4 <2 [zo — | a,

k(A-1A) + 1
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1 Grundlagen

siehe zum Beispiel [Axe94, Meu99, Gre97].

Fiir die Anzahl k. an Iterationsschritten zum Erreichen einer relativen Genauigkeit € in der Energie-
norm ergibt sich somit:

ke < y\/k(A-1A)|log(g/2)|.

Im Gegensatz zu einfachen iterativen Losern geht bei dieser Schranke lediglich die Wurzel der Konditi-
onszahl des vorkonditionierten Systems ein.

Insgesamt konnen wir fiir die Verwendung von iterativen Verfahren zwei wesentliche Bedingungen an
unseren Vorkonditionierer stellen:

e schnelle Anwendbarkeit von A~! auf einen Vektor;

e Beschriinkung von (A~ A).

1.4.2 Vorkonditionierung

In diesem Abschnitt betrachten wir hinreichende Bedingungen, um die Konditionszahl /{(fl‘lA) des
vorkonditionierten Systems zu beschrianken. Dies wird benotigt, um die Konvergenzrate der iterativen
Loser aus Abschnitt 1.4.1 abzuschitzen.

Sei A € R™! eine s.p.d. Matrix und A e R™/ eine symmetrische Approximation im folgenden
Sinne

|4 - Alls <e[|All, >0, (1.27)

Wie sich im nidchsten Lemma zeigt, so ist A bei hinreichender Approximationsgenauigkeit ebenfalls
eine s.p.d. Matrix. Dies ist zum Beispiel fiir das Gelingen der Cholesky-Zerlegung wichtig.

Satz 1.19. Sei A € R'*! eine s.p.d. Matrix mit einer symmetrischen Approximation A € RT*!_ Fulls
die Bedingung (1.27) und e conds(A) < 1 erfiillt sind, dann gilt die Abschiitzung

| 1d—A"Y2AA?|y <5 < 1. (1.28)
Weiterhin folgt, dass A s.p.d. ist.

Beweis. Unter Verwendung von ||A~1/2||3 = ||A=Y||2 und § := ¢ condy(A) ergibt sich
|1d—A"Y2 4412y < | A=Y o] A — A, <5 < 1

und somit folgt die erste Behauptung.

Sei z ein normierter Eigenvektor zu einem beliebigen Eigenwert X von A~/ 2AA1/2 dann zeigt sich,
dass

1= Al = [|(Id=A"Y2AA7Y2)2|ly < | Id—A~ Y2442y < 6.
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1.4 Iterative Loser und Vorkonditionierung

Somit erhilt man unter anderem fiir den kleinsten Eigenwert
Amin(A7VZAV2 A2y > 1 6,
Sei weiterhin z # 0 und y := A'/22. Da AY/2 regulir ist, folgt y # 0, und es gilt
ol Ax = yTA7V2ZAA7Y2yT > (1= 6)||y|3 > 0.
Hieraus folgt die zweite Behauptung. O

Es folgt ein Resultat zur Beschrinkung der Konditionszahl des vorkonditionierten Systems. Hierbei
benutzen wir die Neumannsche Reihe, welche eine Verallgemeinerung der geometrischen Reihe ist. Sei
T € RP*I, Falls die Reihe SoreoT ¥ konvergiert, dann ist

(Id-7)"'=>"T1* (1.29)
k=0

Somit ergibt sich der folgende Satz zur Beschriankung der Konditionszahl.

Satz 1.20. Seien A, A € R'*! s.p.d. Matrizen, die die Bedingung (1.28) erfiillen, dann gilt fiir die
Konditionszahl des vorkonditionierten Systems

(o9

. 1
R(A714) < 5 i

(o9

Beweis. Da A=A nur positive Eigenwerte besitzt, folgt fiir die Konditionszahl

K(ATTA) = Ao (A7 A Amax (A A) = Amax (A2 AATY2) A ax (A2 A1 AV/2)

- - (1.30)
_ HA_1/2AA_1/2H2||A1/2A_1A1/2||2.
Die Behauptung ergibt sich durch Verwendung der Neumannschen Reihe, so dass
i1 1/2 F 4-1/2 = ~1/2 F 4—1/2)1k 144
RATTA) < (14 | Td=AT2ZAAT2 o ) [ Y |[1d—A72AA712)5 ) < T35
k=0 B
O]

Im Folgenden heifit eine Matrix A spektraldquivalent zu A, falls eine Konstante ¢ > 1 existiert, so
dass k(A71A) < cgilt.

Bemerkung 1.21. Die Inverse einer Approximation kann auch dazu genutzt werden, um das Gleichungs-
system (1.20) direkt zu I6sen und zwar mit relativer Genauigkeit

|z — A7'b||z < &'z f2-
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1 Grundlagen

Hierbei ist || Id —A~' A|| < ¢’ eine hinreichende Bedingung, da
lz — A7 bllz = [|(1d =A™ A)z)|l2 < [|(1d A7 A) flo[|2 < €'ll]l2.

Nachteilig bei dieser Methode ist, dass die Genauigkeit €’ in der GroBenordnung des FE-Fehlers gewihlt
werden muss. Weiterhin erweist es sich in der Praxis oftmals als schwierig, einen Vorkonditionierer mit
einer bestimmten Approximationsgenauigkeit zu berechnen. In der Regel wird die Giite eines Vorkondi-
tionierers iiber einen Steuerparameter geregelt. In diesem sind verschiedene Konstanten enthalten, die
meist a priori nicht bekannt sind.

Im ndchsten Schritt werden wir unsere Wahl des Vorkonditionierers konkretisieren. Dabei verwenden
wir das Format der hierarchischen Matrizen, um eine hierarchische LU- oder Cholesky-Zerlegung zu
erstellen. Diese erfiillen Voraussetzung (1.27) fiir einen elliptischen Operator der Form (1.3) und erlauben
eine schnelle Anwendung auf einen Vektor.
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2 Hierarchische Matrizen

In vielen Anwendungen ist es notig, vollbesetzte Matrizen effizient zu behandeln. Diese entstehen
zum Beispiel durch Inversion oder LU-Faktorisierung von Finite-Elemente-Diskretisierung bzgl. el-
liptischer partieller Differentialoperatoren, siehe (1.20). Weiterhin treten vollbesetzte Matrizen bei der
Diskretisierung nicht-lokaler Operatoren auf, zum Beispiel durch Finite-Elemente- oder Randelemente-
Diskretisierungen von Integraloperatoren.

Zum FEinsatz fiir die oben genannten Zwecke entwickelten Tyrtyshnikov [Tyr98] und Hackbusch
et al. [Hac99, HKO0O] die Mosaic-Skeleton-Methode bzw. die hierarchischen Matrizen (7-Matrizen).
dhnliche Ansitze sind Tree-Code [BH86], schnelle Multipol-Methoden [GR87, GR97] und das Panel-
Clustering [HN89], welche auf die schnelle Multiplikation mit einem Vektor ausgerichtet sind.

Samtliche wesentlichen Eigenschaften aus diesem Abschnitt bzgl. H-Matrizen sind nachzulesen in
den Ubersichtswerken [Hac09, Beb08].

2.1 Niedrigrangmatrizen und Matrix-Paritionierung

Die hierarchischen Matrizen basieren auf zwei Prinzipien, einer Unterteilung der Gesamtmatrix in
geeignete Blocke und der blockweisen Niedrigrangapproximation.

2.1.1 Niedrigrangapproximation

Die Menge der Matrizen mit hochstens Rang £ sei gegeben durch
Ry7™ :={B € R™ " : rank B < k}.
Folgender elementarer Satz ohne Beweis erldutert den Zusammenhang zur duf3eren Produktform.

Satz 2.1. Eine Matrix B € R™", gehirt zu R}"™" genau dann, wenn Matrizen U € R™* und
V e R"*F existieren, so dass

B=UVT, (2.1

Nun die Definition der Niedrigrangmatrizen.

Definition 2.2 (Niedrigrangmatrix). Eine Matrix B € R]"*" wird als Niedrigrangmatrix bezeichnet,
falls

kE(m +n) < mn.

Somit hat eine Niedrigrangmatrix in der dufleren Produktform geringere Speicheranforderungen als
bei einer eintragsweisen Speicherung.

Im Wesentlichen kdnnen sdmtliche H-Matrix-Operationen auf die Multiplikation und Addition von
Niedrigrangmatrizen zuriickgefiihrt werden. Bei der Multiplikation von zwei gegebenen Niedrigrang-
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2 Hierarchische Matrizen

matrizen By = U1 V|| € R}ZX” und By = U,V € Ri;” gibt es zur Berechnung von By By = UV7T
folgende Optionen:

(i) U := Uy (VIUy) und V := Vs, falls ky > ky;

(i) U := Uy und V := Vo(UI' V1), falls ky < ko.

. C mxn
Es ist sofort ersichtlich, dass B1 By € Rmin( ot ko)

Weiterhin sieht man leicht, dass die Matrizen mit hochstens Rang k keinen linearen Raum bilden, da
sich bei der Addition im Allgemeinen der Rang erhoht.

= UVT e RPX7 (2.2)

T
] k1+ka*

Bi+By=[U1 Us] [Vi Vo

Um dieser Rangerhohung entgegenzuwirken, kann eine approximative Addition verwendet werden.
Dabei geht man in der Regel in der folgenden Weise vor. Man berechnet eine QR-Zerlegung von
U = QuRy und V = Qv Ry und zerlegt das Produkt

RyRy =wxz" e R¥¥ 5 .= diag(o1,...,00), (2.3)

mittels Singuldrwertzerlegung (SVD, singular value decomposition), wobei k' := ky + ks. Somit erhilt
man

UVT = QuRuRyQy = (QuIV)2(Qv2)". (24)
Als Approximation an UV erhalten wir die Rang-k-Matrix UVT mit
U= (QuW)Sk, V:=QvZ (2.5)

und ¥, := diag(o1, . ..,0%,0,...,0) € R¥*¥ Die Approximation UV’ ~ By + By kann mit linearer
Komplexitit O ((k')?(m + n)) berechnet werden.

Die Rang-k-Matrix UVT ist eine Bestapproximation in R}**" an U VT, denn mit Hilfe von Mirs-
ky [Mir60] folgt

min ||UVT = M|l = |UVT = OV || = |2 — Zill2 = opsr-
MeR;™"

Somit muss, um eine relative Genauigkeit € > 0 zu garantieren, der Rang folgendermaflen gewihlt
werden

k(e) :== min{k € N: o1 < e01}. (2.6)

Zur Approximation von Niedrigrangmatrizen werden im Wesentlichen die QR-Zerlegung und die
SVD verwendet, welche sich durch ihre numerische Stabilitit auszeichnen. Somit bilden sie ein solides
Fundament fiir eine robuste Approximation.
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2.1 Niedrigrangmatrizen und Matrix-Paritionierung

2.1.2 Partitionierung

Im Allgemeinen kann man bei den von uns betrachteten Beispielen nicht davon ausgehen, dass die
gesamte Matrix approximiert werden kann. Aus diesem Grunde partitionieren wir die Matrix A € R/*”,

Definition 2.3 (Partition). Sei P Teilmenge der Potenzmenge von I x J. Dann wird ‘P als Partition von
I x J bezeichnet, wenn

I X J = Upepbd

und wenn aus by N by # (0, by = by fiir alle by, by € P folgt.

Im Folgenden bezeichnet A, die Einschrinkung der Matrix A auf einen Block b € P. Um die
Approximierbarkeit von Blocken mit Niedrigrangmatrizen zu gewihrleisten, folgt nun eine abstrakte
Zuldssigkeitsbedingung.

Definition 2.4 (abstrakte Zuldssigkeitsbedingung). Ein Block b = t X s € ‘P heifit zuldissig, falls folgende
Bedingungen gelten:

o die Singulirwerte von Ay fallen exponentiell ab;
e jede Teilmenge b' C b ist zuldissig;

o die Zulissigkeit kann in O(|t| + |s|) Operationen gepriift werden.

Fiir Problemstellungen resultierend aus elliptischen Operatoren, siche zum Beispiel (1.20), kann eine
konkrete Zuldssigkeitsbedingung angegeben werden. Ein Block A:xs, t X s € P, ist zuldssig, falls

max(diam X, diam X;) < ndist(Xs, X5), n>0, 2.7
gilt. Fiir Betrachtungen zur Approximierbarkeit von zuldssigen Blocken im Sinne von Eigenschaft (2.7),

sieche [BHO3, Beb08].

Wesentlich ist, dass die Zulédssigkeitsbedingung (2.7) fiir die Steifigkeitsmatrix, LU-Zerlegung und
Inverse gleichermallen gilt. Die resultierende einheitliche Partitionierung ermdoglicht eine effiziente
‘H-Matrix-Arithmetik mit Blocken im Niedrigrangformat.

Auf Basis der Zuldssigkeitsbedingung ergibt sich die Definition der zuldssigen Partition.

Definition 2.5 (zuldssige Partition). Eine Partition P heift zuldssig, wenn alle Blocke b =t X s € P
zuliissig oder klein sind, i.e. |t| < nmin oder |s| < nuyin. Hierbei bezeichnet ny,iy die minimale
Blockgrafse.

Im Folgenden werden wir nur von zuldssigen Partitionen sprechen.

Fiir die Konstruktion einer zuldssigen Partitionierung benttigt man in der Regel einen Clusterbaum.

Definition 2.6 (Clusterbaum). Sei I C N. Ein Baum Ty = (V, E) mit Knoten V und Kanten E, wird als
Clusterbaum bezeichnet, falls

o [ die Wurzel von T7 ist;
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2 Hierarchische Matrizen

e N #t= Ut’ES(t)t/’ vt e V\ L(Ty);
o |S/(1)] =2 VteV\L(TY).

Es sei dabei die disjunkte Menge der Sohne definiert als Sy(t) := {t' € V : (t,t') € E} fiirallet € V
und die Menge der Bliitter von Ty gegeben durch L(Ty) :=={t € V : S;(t) = 0}.

Die einzelnen Cluster werden fiir eine effiziente Implementierung lediglich soweit unterteilt, bis sie
eine minimale Blockgréfle nni, erreicht haben. Somit lassen sich Cache-Effekte in einer natiirlichen
Weise ausnutzen.

Das Level eines Blockes entspricht dessen Abstand zur Wurzel des Clusterbaums. Somit ist die Tiefe
eines Baumes L(77) gegeben durch das maximale Level der Blitter um eins erhoht. Weiterhin sei TI(E)
die Einschrinkung von 77 auf Blocke aus dem /¢-ten Level. Wir bezeichnen einen Clusterbaum als
balanciert, wenn fiir jedes Level £ = 0, ..., L(T) — 1 Konstanten cp, , cp, > 0 existieren, so dass

ep, 2791 < diam X; < ep, 274, e TV, 2.8)
gilt. Im Folgenden werden wir immer von balancierten Clusterbdumen ausgehen, zu dessen genauer

Konstruktion siehe [Beb08].

Einen Spezialfall des Clusterbaums stellt der Blockclusterbaum dar.

Definition 2.7 (Blockclusterbaum). Ein Clusterbaum Ty j wird als Blockclusterbaum bezeichnet, falls
folgende Bedingung fiir die Sohnabbildung St j(t % s) gilt:

Sre(t % 5) 0, falls t x s zuldssig ist, Sy(t) = () oder S;(s) = 0,
S) =
< Sr(t) x Sy(s), sonst.

Die Blitter von 77 s entsprechen einer zuldssigen Partition, £(77x ;) = P. Weiterhin bezeichnet
L(Tr« s) die Tiefe des Blockclusterbaumes.

Nun zur abschlieBenden Definition der H-Matrizen (hierarchische Matrizen).

Definition 2.8 (Hierarchische Matrizen). Die Menge der hierarchischen Matrizen bzgl. der Partition P
mit hdchstens Rang k ist gegeben durch

H(P, k) :={A e RI*7 : rank Ay < k fiir alle b € P}.

In Abbildung 3 ist eine hierarchische Matrix mit entsprechender Rangverteilung abgebildet. Die roten
Blocke entsprechen vollbesetzten Matrizen.

Beziiglich der Menge der hierarchischen Matrizen konnen wichtige Matrixoperationen mit effizienter,
approximativer Arithmetik definiert werden. Als Beispiele seien die Inversion, LU- und Cholesky-
Zerlegung genannt. Auf die LU- und Cholesky-Zerlegung gehen wir in einem spiteren Abschnitt genauer
ein. Fiir weitere Details siche [Hac09, Beb08].

Analog zu den Definitionen und Betrachtungen in diesem Abschnitt konnen die hierarchischen
Matrizen auch tiber dem Korper der komplexen Zahlen definiert werden.
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Abbildung 3: Eine H-Matrix mit entsprechender Rangverteilung.

2.2 LU-Zerlegung und verschieden Eigenschaften

Die hierarchische LU- oder Cholesky-Zerlegung ist eine mogliche Wahl der Approximation an die Stei-
figkeitsmatrix in Abschnitt 1.4.2 zur Verwendung als Vorkonditionierer. Aus diesem Grunde betrachten
wir zuerst die allgemeine Vorgehensweisen zur Berechnung solcher Zerlegungen und geben anschlie3end
Abschitzungen zum Speicherbedarf und zur Laufzeit an.

In diesem Abschnitt gehen wir nur auf die H-LU-Zerlegung ein, da sich simtliche Aussagen direkt
auf die H-Cholesky-Zerlegung tibertragen.

2.2.1 Allgemeine Beschreibung der hierarchischen LU-Zerlegung

Die Vorgehensweise der hierarchischen LU-Zerlegung lésst sich rekursiv beschreiben, vgl. [Beb0S,
Hac09]. Sei hierfiir ein hierarchischer Block Ay, t € T7\L(T7), gegeben. Dieser wird in der folgenden

Weise zerlegt
Ay At1t2:| _ [Ltm } |:Ut1t1 Ut1t2:|
Lt2t1 LtQtQ Ut2t2 ’

wobei t1,t9 € T die S6hne von ¢ in T} sind. Somit kann die LU-Zerlegung des Blockes Ay auf die
folgenden vier Probleme reduziert werden:

(i) Berechne Ly ¢, und Uy ¢, aus der LU-Zerlegung von L+, Up e, = Agytys
(ii) Berechne Uy, ¢, aus Ly ¢, Upt, = Atyty;
(iii) Berechne Lyy¢, aus Lyt U e, = Atotys

(iv) Berechne L., und Uy, aus der LU-Zerlegung von Ly, Uryt, = Atyty — Ligt, Utyty-
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2 Hierarchische Matrizen

Fiir die Félle (i) und (iv) sind zwei hierarchische LU-Zerlegungen der halben Grée vom selben Typ
zu berechnen. Falls ein Diagonal-Block ¢ x t € L(T7x7) ein Blatt ist, so wenden wir die tibliche
LU-Zerlegung mit Pivotisierung an.

Um den Fall (ii) zu bestimmen, miissen wir eine Block-Vorwiértssubstitution der Form L;; Bys = Ags
nach By, 16sen, mit t x s € 17y . Falls der Block ¢ x s € L(T7«) ein Blatt ist, so 16sen wir mit der
gewdhnlichen Vorwirtssubstitution. Ansonsten fithren wir eine Zerlegung in folgende Unterblocke durch

{th ] |:Bt181 Bt182:| — |:At151 At182:|
Bt281 BtQSQ At281 At282 ’

wobei t1,to € T7und sy, so € T7 die Sohne von ¢ und s sind. Somit erhélt man die entsprechenden vier
Unterprobleme:
(1)* Berechne By, s, aus Ly, ¢, By s, = Atysqs
(ii)* Berechne By, aus Ly ¢, Bt s, = At so3
(iii)* Berechne By,s, aus Li,t, Biys, = Atys; — Litgt; Biysis
(IV)>l< Berechne Bt252 aus Lt2t2 Bt232 = At252 — Lt2t1 Btlsg-

Diese sind wiederum vom Typ (ii). Analog dazu konnen wir (iii) durch eine rekursive Block-Riickwirts-
substitution 1dsen.

2.2.2 Schwachbesetztheit, Speicherbedarf und Laufzeit

Um blockweise Abschitzungen einer Matrix auf die gesamte Matrix zu libertragen, bezeichnen wir die
Anzahl der auftretenden Blocke ¢ x s € P je Blockzeile bzw. -spalte mit

cSZp(t)::]{sCJ:tXSEP}\ t e Ty,

c;gp(s)::]{tCI:tXSGPH seTy.

Wie in [GHO3] gezeigt wurde, garantiert die Zulédssigkeitsbedingung (2.7), dass cSZp(t) und cssi,(s) jeweils
fiir alle ¢ € T7 und s € T’y durch eine Konstante unabhédngig von / und J nach oben beschrinkt sind.
Somit ergibt sich die Schwachbesetztheitskonstante

2(t),c5(s)} (2.9)

Csp ;= max {c:
sp tETI,SGTJ{ sp

welche nicht von I und J abhéngt.

Von grofler Bedeutung in spéteren Beweisen ist die Moglichkeit, die Spektralnorm durch die maximale
Norm der einzelnen Blocken abzuschétzen. Durch geschicktes Ausnutzen der levelweisen Tensorstruktur
und der Schwachbesetztheitskonstante ist dies moglich, vgl. [Beb08, Hac09].

Fiir den Beweis bendtigen wir folgendes Lemma.
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Lemma 2.9. Sei eine r X r Blockmatrix gegeben

AH e Alr
A= )
A oo Apr
mit Aj; € R™>M, 4.5 =1,...,r. Dann gilt, dass

1/2

7777777777777

Beweis. Die untere Abschitzung folgt, da die Spektralnorm eines Teilblocks einer Matrix durch die
Spektralnorm der Gesamtmatrix abgeschitzt werden kann.

Fiir die obere Schranke sei = [z1,...,z,]T € R™, wobei z; € R%, j = 1,...,r. Weiterhin
definieren wir da;; = ||Asjll2, 4,5 = 1,...,r und &; := ||aj|l2, j = 1,...,r. Hieraus ergibt sich
folgende Abschitzung

T T T T 2
1Az|53 =D 11D Agails <) (Z HAij||2||$j||2> = || Az3.
i=1 j=1 i=1 \ j=1

Da [|A[|3 < [|All1]|A]l gilt, folgt
1AZ(3 < 1Al Allc 12113 = ANl Allooll13
und somit die Behauptung. O

Daraus ergibt sich mit dem Lemma 2.9 die Abschitzung der Spektralnorm einer H-Matrix.

Satz 2.10. Sei A € H(P, k), dann gilt

ax ||A < |Alls < e L(T ax |[Aplls.
max | 4pll2 < 4]l2 < pL(T7) masx | Ay

Beweis. Sei Ay die Einschrinkung von A auf Blocke aus dem ¢-ten Level.

Ay = Z Ay, € R

bePNT,

Da A, maximal cg, viele Blocke pro Zeile oder Spalte hat, siehe Definition (2.9), folgt mit Lemma 2.9,
dass

[Aell2 < ep max || Ayl
bePAT})
IxJ
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und somit
L(Tr)—-1 L(Tr)-1
JAle < > Ade<co Y. max [ Aglle < cpL(Tr) max | Al
(=0 =0 bePNT(Y; bep
Die untere Abschitzung folgt aus Lemma 2.9. O

Wir untersuchen den Speicherverbrauch N, einer H-Matrix A € H(T7x s, k). Dieser ldsst sich
ebenfalls mit Hilfe der Schwachbesetztheitskonstante abschitzen.

Satz 2.11. Sei die Schwachbesetztheitskonstante cs, des Blockclusterbaumes T j gegeben, dann kann
der Speicherbedarf Ny, von A € H(Trx 7, k) abgeschitzt werden durch

Nsp < Csp maX(k‘,’erm)(L(T])’H + L(TJ)‘JD

Beweis. Der Speicherbedarf ldsst sich durch Summation iiber die einzelnen Blocke in folgender Weise
beschrinken

Ny, < Z max (K, nmin) (|t + [5])

txseP
< smax(hy o) (Z IS ,3>
teTy {sCJ:txscP} s€Ty {tCl:txseP}
< cop max(k, Nmin (Z |t] + Z |s |>
teTr seTy

= cop max(k, nmin) (L(T7)|I| + L(Ty)|J1).

O

Samtliche H-Matrixoperationen, die wir bendtigen, konnen in logarithmisch-linearer Zeit ausgefiihrt
werden. Im folgenden Lemma sind einige davon aufgefiihrt.

Satz 2.12. Sei A € H(Trx,k) dann haben folgende Operationen in der H-Matrix Arithmetik eine
Komplexitdt von

o O(K(L(T1)|I| + L(Ty)|J1)) fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation oder fiir eine Vorwirts-, Riick-
wdrtssubstitution bzgl. einer gegebenen H-LU-Zerlegung;

o O(K*(L(T7)*|I| + L(Ty)?|J|)), zur Berechnung der H-Inversen oder H-LU-Zerlegung von A.
Beweis. Fiir einen Beweis siehe [Beb08, Hac09]. O]
Aufgrund der logarithmisch-linearen Komplexitit eignen sich 7{-Matrizen zum Vorkonditionieren von

grofBdimensionierten Gleichungssystemen. Jedoch muss im weiteren Verlauf geklirt werden, ob deren
Approximationseigenschaften fiir einen spektraldquivalenten Vorkonditionierer ausreichend sind.
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Cholesky-Zerlegung?

Wie bereits in Abschnitt 1.4.2 gezeigt wurde, ist die Giite der Approximation (1.27) entscheidend fiir die
Konvergenz des CG-Verfahrens. In unserem Fall betrachten wir die -LU- und H-Cholesky-Zerlegung
als Approximation an die Steifigkeitsmatrix. Diese Zerlegungen gelten aufgrund ihrer Stabilitéits- und
Laufzeiteigenschaften als Standardmethode zur Vorkonditionierung mittels hierarchischer Matrizen.

3.1 Hierarchische LU-Zerlegung

In diesem Abschnitt beschreiben wir mittels Matrix-Schurkomplemente eine rekursive Vorgehensweise
der hierarchischen LU-Zerlegung. Eine allgemeine Beschreibung ist in Abschnitt 2.2.1 oder [Beb0S,
Hac(09] vorhanden. Es sei angemerkt, dass sich samtliche Aussagen aus diesem Abschnitt natiirlich auch
auf die H-Cholesky-Zerlegung tibertragen.

3.1.1 Das Auftreten von Schurkomplementen

Sei eine regulire Matrix A € R7*! und dessen exakte LU-Zerlegung A = LU gegeben. Diese wird
durch das Produkt der hierarchischen unteren und oberen Dreiecksmatrizen L und U approximiert.

A~ LU =:A

Beziiglich der Mengen ¢, s C I definieren wir das approximative Matrix-Schurkomplement eines Blocks
t x s einer Matrix A. Es sei

Salt,s) = Ay — Ly, Ups = Ay, — Ay A7 A (3.1)

I1s?
wobei

I :={i€l:i<min(mint, mins)}.
Das approximative Schurkomplement beinhaltet dabei alle Approximationen, die bis zu diesem Zeitpunkt

der Zerlegung gemacht wurden. Zur besseren Veranschaulichung der Indexmengen siche Abbildung 4.

Die Schurkomplement-Darstellung vereinfacht sich zu S, (t,s) = Ays, falls I; = (). Weiterhin ist
zu beachten, dass S, (¢, s) mit t, s € T7 im Allgemeinen keine Restriktion des Schurkomplements ist
sondern eine Matrixfunktion.

Analog zur Beschreibung der H-LU-Zerlegung in Abschnitt 2.2.1 wird die hierarchische Blockstruktur
in natiirlicher Weise rekursiv ausgenutzt. Dabei starten wir im ersten Schritt per Definition mit A =

Sa(I,1).

Sei ein approximatives Schurkomplementes S, (¢,t),t X t € Ty \ P, wobei t1,t2 € T7 die S6hne

!Teile aus diesem Abschnitt werden verofentlicht in [BBBb].
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I I

I

Abbildung 4: Indexmengen verwendet zur Definition des Schurkomplements bzgl. ¢ x s € P.

vont € 17 sind, gegeben und zerlegt in die entsprechenden Unterblocke, so dass

~ ~ ~ T
Stt Stt:| |:Ltt :| |:Utt Utt:|
Sat,t: 1 2l = | e 22 + E(t,t). 3.2

( ) [St2t1 St2t2 Lt2t1 Lt2t2 toto ( ) (3-2)

Es bezeichnet dabei die Matrixfunktion E(t,t) € R'*! den Fehler des jeweiligen Zerlegungsschrittes
bzgl. des Schurkomplements S, (%, ). In unserem Fall geniigt es, diesen spiter auf den Blocken der
Partition niher zu bestimmen.

Die Approximationen L;; und Uy werden aus dem Schurkomplement-Block S, (t,t) in der folgenden
Weise berechnet:

(i) Berechne Ly ;, und Uy,;, aus Sq(t1,t1) = Sy, = Liye, Usye, + Et1,11);
(ii) Berechne Uy,y, aus Sy (t1,t2) = Siyty = Lyt Usytn + E(t1,t2);
(iii) Berechne Ly,;, aus Sg(to,t1) = Siye, = Ly, U, + El(ta, t1);
(iv) Berechne Ly, und Uy,¢, aus Sy(ta, t2) = Siyty — Loty Utyty = Ligty U, + E(ta, t2).
Die Schritte (i) und (iv) konnen wieder rekursiv aufgerufen werden. Dies geschieht bis man einen Block
t x t € P erreicht und die gewohnliche pivotisierte LU-Zerlegung durchfiihrt
Sa(t,t) = Ly Us. (3.3)

Hierbei ist offensichtlich, dass E(¢,t) = 0mitt x t € P gilt.

Im nichsten Lemma zeigen wir, dass bei der Berechnung der Diagonalblocke von (3.2) wieder
approximative Schurkomplemente entstehen und somit eine Rekursion wie oben moglich ist.

Lemma 3.1. Sei eine Schurkomplement-Zerlegung von S, (t,t), t X t € Ty \ P, wie in (3.2) gegeben.
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3.1 Hierarchische LU-Zerlegung

Es folgt, dass

Beweis. In [Beb08, Lemma 4.33], wurden Beziehungen fiir das exakte Schurkomplement bewiesen,
welche auch in gleicher Weise fiir das Approximative gelten. Somit erhélt man
St1t1 == Sa(th t1)7

Stity = Sa(t1,t2),
St2t1 - Sa(t27 tl)

und es folgt, dass
Stots — -Etztl(jtltg = Appt, — EtQIl 011752 - itm 0t1t2 = Su(t2, t2).

O]

Zur Berechnung von f]tm in (ii), betrachten wir die rekursive Zerlegung von Auflerdiagonalblécken
t x s € Trx1 \ P. Es sei angemerkt, dass die Zerlegung vom Typ (iii) in analoger Weise durchgefiihrt
werden kann.

Sei Sy (t,s),t x s € Trxy \ P zerlegt in der folgenden Weise:

Sts Sts:| |:[~Jtt :| |:Uts Uts:|
Sat,s: 151 182 | | Httn “tis1 Ytis —l—Et,S, 3.4
( ) [St281 St282 Lt2t1 Lt2t2 Ut281 Utzsz ( ) ( )

wobei t1,t9 € T7 und s1, 52 € 1T jeweils Sohne von ¢, s € 1T sind.

Die Approximation ffts wird aus dem Schurkomplement-Block S, (t,s), t X s € Trx7 \ P in der
folgenden Weise berechnet:

(1)* Berechne Utlsl aus So(t1,51) = Stysy = Etltl 015131 + E(t1,81);

(ii)* Berechne Uy, s, aus Sq(t1,52) = Stys = Lityt, Urysy + E(t1, 52);
(iii)* Berechne Uy,s, aus Sy(t2, 1) = Stys; — Ligt, Utysy = Ligt, Urys, + E(t2, 51);
(iv)* Berechne Uy, s, aus Sy (t2,52) = Siysy — Ligt; Utrsy = Liyt,Usysy + E(ta, 52);

Samtliche Schritte konnen rekursiv aufgerufen werden. Falls ein Block ¢ x s € P erreicht wird,
approximiert man das Schurkomplement S, (¢, s) durch eine Niedrigrangapproximation S, (¢, s) wobei

Sa(t,s) — Sa(t,s) = E(t, s) gilt und berechnet anschlieBend mittels Vorwirtssubstitution Uys.

Sa(t,s) — E(t,s) = Su(t,s) = LyUss (3.5)

Das folgende Lemma zeigt, dass in der Rekursion zur Berechnung der Auflerdiagonalblécke wieder
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3 Approximationsgiite der hierarchischen LU- und Cholesky-Zerlegung

Schurkomplemente entstehen.

Lemma 3.2. Sei eine Schurkomplement-Zerlegung von S, (t,s), t x s € Trxy \ P und t # s, wie in
(3.4) gegeben. Es folgt, dass

Beweis. Mit Hilfe von [Beb08, Lemma 4.33] ergibt sich, dass

Stltl - Sa(tb 81)7
Stltg = Sa(tla 82)'

Somit erhélt man
St2t1 - Lt2t1 Ut151 — At251 - Ltgll Ullsl - LtQtl Utlsl - Sa(tZ, Sl)'

Der Beweis fiir S, (t2, s2) erfolgt analog. Somit ergibt sich die Behauptung. O

Somit sind wir in der Lage, eine hierarchische LU-Zerlegung rekursiv durchzufiihren und mittels
Matrix-Schurkomplementen zu beschreiben.

3.1.2 Blockweiser Fehler

Im folgenden Satz zeigen wir, dass der blockweise Fehler A;s — flts, t X s € P in der betrachteten H-
LU-Zerlegung nur durch Kiirzung des approximativen Schurkomplements entsteht. Dies ist eine fiir die
folgenden Betrachtungen wesentliche Aussage, da sie zu Abschitzungen der Approximationsgenauigkeit
von A fiihrt.

Satz 3.3. Sei S,(t,s), t X s € P eine Approximation des Schurkomplements Sy (t, s) dann gilt fiir die
H-LU-Zerlegung, dass

(LU )es — Ags = Sa(t, 5) — Salt, 5).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir davon ausgehen, dass sich ¢ x s € P in der
oberen Dreiecks-Hilfte befindet. Mit Definition (3.1) und den Zerlegungen (3.3) und (3.5), folgt

(iﬁ)ts — Ags = LyyUps + itll Uhs — A = ga(t7 s) + Etllﬁlls — A = S'a(t, s) — Sa(t, s).
Somit ergibt sich die Behauptung. O

Satz 3.3 ergibt sich, da bei der H-Matrix-Arithmetik nur approximiert wird, wenn zwei Niedrigrang-
matrizen auf den Blocken der Partition addiert werden. Somit entstehen Stérungen lediglich bei der
Approximation des Schurkomplements.
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3.2 FE-H-Matrix-Schurkomplement

Im Allgemeinen verwendet man fiir hierarchische Matrizen auf einem zuldssigen Block der Partition
t x s € P folgendes relatives Approximationskriterium

|Sa(t,s) — Sa(t,s)|l2 < e||Sa(t,s)]l2, €€]0,1). (3.6)

Dieses findet zum Beispiel in der H-Matrix-Bibliothek AHMED? Verwendung. Somit bestimmt das
asymptotische Verhalten der Norm des approximativen Schurkomplement-Blocks den blockweisen
Fehler.

3.2 FE-#-Matrix-Schurkomplement

Um den blockweisen Fehler der H-LU-Zerlegung mit Hilfe von Satz 3.3 und Approximationskriteri-
um (3.6) zu beschrinkten, muss die Norm des approximativen Schurkomplements abgeschitzt werden.
Dies erweist sich jedoch als schwierig, da per se nicht klar ist, inwiefern die bisherigen Approximationen
die Norm beeintrichtigen.

Zur Ermoglichung von asymptotischen Aussagen betrachten wir das exakte Schurkomplement einer
s.p.d. Matrix A definiert durch

S(t,s) = A — L, Ups = Ay — Ay AL A, (3.7)

wobei
IL={iel:i<min(mint,mins)} und I:=1\1I. (3.8)

In den weiteren Betrachtungen gehen wir von folgender Stabilitdtsannahme aus: fiir alle zuldssigen
Blocke t x s € P existiert eine Konstante cg > 0, so dass

1Sa(t; s)ll2 < es|[S(t; s)l[2- (3.9)

Diese Annahme ist fiir die H-Matrix-Arithmetik schwer zu priifen, da eine Stérungsanalyse durch den
rekursiven Charakter der Zerlegung erschwert wird. Dem Autor sind vergleichbare Aussagen in der
Fachliteratur unbekannt. Beobachtungen legen jedoch nahe, dass die Norm des approximativen und des
exakten Schurkomplements dicht beieinander liegen auch fiir grofe Toleranzen € in (3.6).

Das folgende Lemma gibt eine Schranke fiir die Norm des exakten Schurkomplements an, welches
fiir den Beweis nur Argumente aus der linearen Algebra verwendet.

Lemma 3.4. Sei A eine s.p.d. Matrix und die Mengen I, I, gegeben wie in (3.8). Dann gilt, dass

15t 8)ll2 < [[Anpll2 < [[All2-

Beweis. Die Matrix Ay, y, ist s.p.d., da Hauptabschnittsmatrizen von s.p.d. Matrizen wieder s.p.d. sind.
Somit ist auch A, 7, — S(l2, I2) = Ay, I1A1_1111 Ay, 1, symmetrisch positiv semidefinit und es folgt, dass

1512, I2)|l2 < | ALz, ||2-

Da S(t, s) ein Teilblock von S(I2, I2) ist, siche Lemma 4.3.3 in [Beb08], folgt die Behauptung. O

"http://bebendorf .ins.uni-bonn.de/AHMED.html
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3 Approximationsgiite der hierarchischen LU- und Cholesky-Zerlegung

Fiir { = s liefert Lemma 3.4 eine scharfe Abschétzung (man betrachte als Beispiel die Einheitsmatrix).
Im Falle disjunkter Gebiete X; und X, wie sie fiir H-Matrix-Abschitzungen gebraucht werden, lésst
sie sich jedoch weiter verbessern. Damit werden wir uns im Rest dieses Abschnittes beschéftigen.

3.2.1 Alternative Formulierung des Schurkomplements

Bisherige Abschitzungen fiir das H-Matrix-Schurkomplement basieren auf Schranken fiir die Inverse
der Steifigkeitsmatrix, vgl. [Beb08]. Um die Beweisidee zu skizzieren, sei N (t) die Menge der Nachbarn
von ¢t C I definiert durch

N(t):={ieI:dist(i,t) < 1}. (3.10)

In diesem Zusammenhang bezeichnet dist den Abstand im Matrixgraphen. Somit kann das Schurkom-
plement aus (3.7) fiir t x s € P mit N'(¢) := N (¢) N I; umgeschrieben werden zu

S(ts) = A Ay Ans = > Au(Anh) A = )0 Aul(AnL) ;A
i,j€l ieN(t),jeN(s)

Somit muss man den folgenden Ausdruck beschrinken

15(t, s)ll2 < IAIBICAL L A (s) v ll2-

Problematisch bei diesem Ansatz ist, dass die Inverse der Massenmatrix zu einem Verschmieren bei
blockweisen Einschrinkungen fiihrt, da man das Abklingverhalten der Greenschen Funktion abschitzt.
Somit werden scharfe Schranken erschwert.

In dieser Arbeit wihlen wir einen anderen Ansatz und werden das Schurkomplement durch Betrachtun-
gen von harmonischen Funktionen auf Randabschnitte zuriickfithren. Zhnlich Vorgehensweisen werden
bei Abschitzungen von Gebietszerlegungs-Methoden verwendet, sieche [Bre99]. Diese konnen jedoch
nicht ohne weiteres iibertragen werden, da wir Gebiete mit nicht iiberlappenden Trégern betrachten.

Im Folgenden werden Schurkomplement-Blocke mit speziell gewihlten Basisfunktionen durch die
Bilinearform dargestellt. Fiir diese Betrachtungen benétigen wir die Einschriankung der natiirlichen
Injektion (1.17). Sei ¢;, ¢ € I, eine Basis des Finite-Elemente-Raumes V},. Wir definieren [/, : R — Vj

als
Jot := > wip;
€0
und dessen Bild V}, , := Im J,; bzgl. einer Menge o C I. Der Triiger von Funktionen in V}, , sei gegeben
durch X, := J, <, supp ¢.

Im Rest dieses Abschnittes zeigen wir wie V}, 1, und sein a-orthogonales Komplement bzgl. V}, 1, s,
mit o C I, den Matrix-Schurkomplement-Block (3.7) beschreiben. Hierfiir benétigen wir die folgende
Menge:

Vi, == {v € Vi,uo : a(v,w) = O firallew € Vi, 1, }, (3.11)

wobei o C Is.

Das niichste Lemma stellt eine Beziehung zwischen der Menge aus (3.11) und der Steifigkeitsmatrix
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3.2 FE-H-Matrix-Schurkomplement

her.

Lemma 3.5. Eine Funktion v = Jr,xr, + Jo%s € Vi 1,ue mit o C Iy, gehort zu VhLU genau dann,
wenn Ap,r,xr, + Anexe = 0.

Beweis. Sei w := Zz‘ell Yipi € Vi1, Somit ergibt sich aus (3.11) fir v € VL’U, dass

217 A A Y
I nr Lol (Y1
0=alv,w)= [mj [Aallll A;J { 01] - m}thhyh + xZAO'IlyIl'

Da y7, € R™ beliebig gewihlt werden kann, folgt die Behauptung. O

Seien e(®) € R, ¢ € o, die kanonischen Einheitsvektoren und folgende Funktionen definiert vermoge

ot =00 — Jn (A7}, Aneel”) firallel € o C Io. (3.12)

Wie sich im nichsten Lemma zeigt bilden diese Funktionen eine Basis von Vhfa mit o C Io.
Lemma 3.6. Die Menge der Funktionen (cpj‘) tco definiert wie in (3.12), bilden eine Basis von Vhfa.
Beweis. Aus (3.12) ergibt sich fiir ein ¢ € o, dass

ot = —Jn (ALY Anee®) + Toe® = 71,29 + Fpe®,
wobei z(0) ;= —A;llhA]lge(z). Da
Anna® + Apge = —Ap ALY Apee® + Appe® =0,

folgt mit Lemma 3.5, dass gogl € Vhla.

Nun bleibt zu zeigen, dass die Funktionen wel, { € o, eine Basis von Vhfg bilden. Offensichtlich sind

die kanonischen Einheitsvektoren (e()),c, eine Basis von R?. Da z(Y) wie oben durch e(®) dargestellt
werden kann ist (¢} )¢e, eine Basis von Vi1 . O

Als direkte Folge aus Lemma 3.6 ergibt sich, dass dim(VhLU) = |o|. Weiterhin ist ersichtlich, dass

samtliche Funktionen aus VhLU bereits durch die Ansatzfunktionen ¢;, ¢ € o C I, eindeutig bestimmt
sind.

Nun stellen wir einen Zusammenhang her zwischen den in (3.12) definierten Funktionen und dem
blockweisen Schurkomplement.

Lemma 3.7. Seien (gpf)iet und (cpj‘) jes definiert wie in (3.12). Dann ist das blockweise Schurkomple-
ment aus Definition (3.7) gegeben durch

S(t,s) = [a(%‘L, ‘le)]iet,je& txseP.
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Beweis. Fiir die Basisfunktionen ergibt sich, dass

alei,o7) = alei ;) — alei T (Ars A ") — a(Jn (ALY Are®), ¢))
+a(Jrn, (AzlzlAht@ ) JIn (AhIlAhse(J)))
= (e (z))TAtse(J) — (e (z))TAthAIlhAhse( J) — [S(t, 8)]i,

firt €tund j € s. O

In dem néchsten Abschnitt werden wir das in hierarchischen Matrizen auftretende Schurkomple-
ment (3.7) nach oben bzgl. der Spektralnorm abschitzen.

3.2.2 Asymptotische Schranke

Abschitzungen fiir das Schurkomplement bei Gebietszerlegungs-Methoden basieren in der Regel auf
dem Spursatz, siche [Bre99]. Dieses Prinzip lésst sich jedoch nicht direkt auf hierarchische Matrizen
iibertragen. Aufgrund von nicht iiberlappenden Trdgern nutzen wir das Abklingverhalten der Greenschen
Funktion.

Im nidchsten Lemma zeigt sich, dass sich nur bestimmte Teile des Randes 0.X, vom Triager X,
auf das Schurkomplement auswirken. Dies resultiert aus der Lokalitit der Ansatzfunktionen und den
disjunkten Trégern der betrachteten Funktionen.

Sei G die Menge der Knoten auf 0.X7,, vgl. hierzu Abbildung 5. Weiterhin definieren wir die

RENREOENEENN g, Gebiet X
ANV AN AN AN N 1
ANANANAN AN

@ ... Knoten bzgl. I

N
ﬂﬂﬂﬂﬂ.ﬂ.ﬂﬂﬂﬂ = ... Oberflachenelemente von 0.X
RSN N 1

[N

NN

@ ... Knoten bzgl. ¢
e ... Knoten bzgl. s
@ ... Knoten bzgl. G;
@ ... Knoten bzgl. G

Abbildung 5: Verschiedene Mengen zur Beschreibung des Schurkomplementes.

Teilmengen G; := G Ntund G, := G N s. Im Folgenden bezeichnen wir v, als Einschrinkung von
v € Vj, auf die Basisfunktionen ¢;, ¢ € o C 1.

Lemma 3.8. Seien die Triiger vont,s C Iy disjunkt, so dass X; N X = (. Fiir Funktionen v € Vth,
w e VhLS gilt, dass
a(v,w) = a(vg, + v, wa, +wr,)
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3.2 FE-H-Matrix-Schurkomplement

und vg, + vy, € Vtht, wg, +wy, € Vths.
Beweis. Aufgrund der disjunkten Triger X; und X erhilt man, dass
a(ve, ws) = alvg,, wa,) = 0.
Es ergibt sich die folgende Umformung
a(v,w) = a(ve + v, ws + wr,) = alvg,, wa,) + a(ve, wr, ) + a(vy,, ws) + a(vy,, wr,).
Da die Ansatzfunktionen einen lokalen Tréager besitzen, folgt
a(ve, wr,) = a(vg,,wr,) und a(vy,ws) = alvy,wa,).

Somit erhilt man, dass
a(v,w) = a(vg, + v1,, wa, + wr, ).

Nun bleibt zu zeigen, dass vg, + vy, € VhLGt und wg, + wr, € VhLGS. Dies folgt direkt aus
Definition (3.11) und dem lokalen Triager der Ansatzfuktionen

0=a(v,u) = a(vy +vp,u) = alvg, +vr,u), uwe Vi

Die gleichen Argumente konnen auch fiir wg, + wy, verwendet werden und es folgen die Behauptungen.
O

Das néchste Lemma beschrinkt den Ausdruck auf der rechten Seite von Lemma 3.8, jedoch fiir die
Bilinearform

an(v,w) = / Vv - Vwdz.
Q

Dabei wird das Abklingverhalten der Greenschen Funktion genutzt. Weiterhin haben die disjunkten
Triger von v € Vh G W E Vh . den Effekt, dass wir auf der rechte Seite die Funktionen in der L2-
anstelle der H'/2-Norm abschiitzen konnen. Mit einer Verallgemeinerung des folgenden Lemmas werden
wir spiter das Schurkomplement nach oben beschrénken.

Lemma 3.9. Seien die Triger t,s C Iy disjunkt, so dass dist(Xy, Xs) > 0. Dann existiert fiir alle
v E Vhth, w E VhLGS eine Konstante cg > 0, so dass

G
100 = G, Ve [z,

Beweis. Um Funktionen der Menge VhLG zu beschriinken, definieren wir den diskreten Poincaré-Stek-
lov-Operator
B Vhe = Vhe
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durch eine diskrete aa-harmonische Fortsetzung £y, 1, : Vi, — Vi, 1,uc. 0 dass fiir alle u € Vj,

(Bru,v)ox, = an(Enpu,v'), o' € Vinua,

" "
aA(Eh,huau ) =0, u € Vth

gilt, wobei £y, pu(§) = u(§) fur alle £ € 0Xp,. Aufgrund von (3.11) folgt, dass Ey, v = v fiir alle
v E Vtht. Somit erhilt man fiir v € Vtht, w E Vths, dass

an(v,w) = aa(Er pv,w) = (Brv, w)r2(0x,,)-
Durch den beschrinkten Triger von w € VhL’GS, ergibt sich, dass
an(v,w) = (Brv, w)r20x,, nx,) < [Bavllrzex, nxollwllzzeox;,)-
Um den diskreten Poincaré-Steklov-Operator zu beschrinken, verwenden wir das Abklingverhalten

der Greenschen Funktion &(&, (), wobei &,( € Xi,. Hierfiir, definieren wir den hypersinguldren
Integraloperator

(DV)(€) = / men S u(() dse, € € 0Xy, N Xa v € Vi,

09X,
wobei
1 eve) 5 (E=Cre)(E—C ) _
27 \ JEcZ ~ 2T e , d=2,
Y,e71,¢6(, Q) =
i (VE’V() _ 3(<7£7V5)(<7§7V() d — 3
4\ [€-CP3 lE—¢® ’ ’

Der exakte Poincaré-Steklov-Operator bildet die Dirichlet-Randdaten auf die Neumann-Randdaten ab,
siehe [KWO04]. Somit gilt ‘Bv = ~7v und durch Verwendung von Lemma 1.10, folgt

(Po)(E) = — /8 e B(E Oo(C) dsc.

X1,

Fiir die diskrete Version des Poincaré-Steklov-Operators konnen wir annehmen, dass eine Konstante
¢ > 0 existiert, so dass

1Brollz2ox,,nx,) < cllPBollz2ox, nx,) = ¢

/ Y1,71,¢B (-, Q)v(¢) ds¢
8X[1

L2(0X1, NX,)

(3.13)

< |[Dvl[r2(0x;,nx,) + ¢

/6 A Oo(C) dse

1 L2(8X11 QXS)

Der erste Term auf der rechten Seite von (3.13) kann aufgrund der disjunkten Triger von v und w
beschrinkt werden und man erhilt
[v(Q)I
——=—ds
/axll [T

C/

D S Tt X0
I UHL?(@XIWXS) ~ dist(Xy, X)

L2(8X1,NXs)

48



3.2 FE-H-Matrix-Schurkomplement

Da der Calderén-Zygmund operator [Cos88] in L? stetig ist, erhilt man

¢ ¢
‘ /aXI | ,’f(di‘l ds /axf | ~|3(<rzl’1 ds¢

Somit gilt die Schranke
C/ c//

HDUHLQ((?XIlﬁXs) < m”””ﬂ(a&l)-

< C”HU||L2(8X11)-

L2(0X;,NX,) ' L2(0X/,)

Da $(-,¢) € HA(Xp,) == {u € H'(Xy,) : Au € L*(X,)} fiiralle ¢ € X, (vgl. [Cos88]), kann der
zweite Term auf der rechten Seite von (3.13) beschrinkt werden durch

H /6)(11 1,71.69( () ds¢

< H/ Y1, 71,¢9(- Qv (() ds¢
L2(6X]1QX5) 8X11 L2(8X[1)
< CWHUHLQ(aX[l)

/11

mit einer Konstante ¢’ > 0 unabhéngig von X; und X;. O

Wir nehmen im Folgenden an, dass Lemma 3.9 verallgemeinert werden kann auf elliptische Operatoren
mit variablen Koeffizienten, so dass

cG
av,) < gy Itleox, liaex,) (3.14)
fiir alle v € VhLGt, w E VhLGS.

Fiir den nichsten Satz ist es wichtig, dass eine quasi-uniforme Triangulierung von (2 eingeschrinkt
auf X, wieder eine quasi-uniforme Triangulierung ergibt. Somit existiert nach [Hac86, Satz 8.8.1]
eine Konstante c; > 0, so dass

1Tl z2(0x,,) < caph@ D2 ||z]ly < e D2jz)ly, xeRYbeP (3.15)

gilt, wobei ¢; := maxpcp CJb-

Somit erhalten wir mit den bisherigen Aussagen den folgenden Satz welcher eine blockweise Abschit-
zung fiir das Matrix-Schurkomplement liefert.

Satz 3.10. Das Matrix-Schurkomplement fiir einen zuldssigen Block t X s € P kann beschrinkt werden
durch 5 o
catyes || M2
S(t < T2 g =
15 9)ll2 < 3 g%, x,)
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3 Approximationsgiite der hierarchischen LU- und Cholesky-Zerlegung

Beweis. Mitdem Lemma 3.7, Lemma 3.8 und (3.14) folgt, dass

i 1
St = sup LG _ o Ui T D iy
sertt, [zll2llyllz pemir 2]yl
yelRi‘S' yE]R‘S'
call Tzl r20x,) 1Tyl 201,
> Sup :
el dist(Xp, Xo)llzl2lyll2
yG]R‘S'
Die Behauptung erhilt man durch (3.15) und Lemma 1.13. O

Die in diesem Abschnitt gewonnene Schranke fiir das Matrix-Schurkomplement wollen wir im
ndchsten dazu nutzen, die Approximationsgiite der hierarchischen Cholesky-Zerlegung abzuschitzen.

3.3 Bestimmung der Approximationsgiite

Wie in Satz 1.19 und 1.20 gezeigt wurde, ist es hinreichend die Steifigkeitsmatrix im Sinne von (1.27) zu
approximieren um die Konditionszahl des vorkonditionierten Systems zu beschrinken. Wir betrachten
nun speziell die Approximationseigenschaften der hierarchischen LU- und Cholesky-Zerlegung. Dabei
gehen wir auf ein vereinfachtes und ein praxisnahes Approximationskriterium ein.

3.3.1 Vereinfachte Approximationsbedingung

In [Beb08, Theorem 4.35] wurde fiir folgende blockweise Approximationsbedingung
IS¢, 5) = S(t,5)]l2 < el All2 (3.16)
die Approximationsgiite der H-LU-Zerlegung abgeschitzt durch
|A—LU|s < ceL(Ty) condy(A)||L||2||U]]2, ¢> 0. (3.17)

Dies bedeutet, dass in jedem Schritt davon ausgegangen wird, dass das exakte Schurkomplement S (t,s)
vorliegt und anschliessend durch S(t, s) im Sinne von (3.16) approximiert wird. Es ist wichtig zu
erkennen, dass in diesem Fall nicht mehr Satz 3.3 gilt.

In unserem Fall wihlen wir eine leicht andere Bedingung, bei der wir wie in Abschnitt 3.1 die
bisherigen Approximationen beriicksichtigen. Sei eine hierarchische LU-Zerlegung LU~ LU = A
einer reguldren Matrix A gegeben, wobei Approximationsbedingung (3.6) bzw. (3.16) durch die folgende
ersetzt wird

|Sa(t,s) — Sa(t,s)||2 < g||All2. (3.18)
Die Abschitzung (3.17) lésst sich fiir die H-LU-Zerlegung mit den bisher gezeigten Resultaten wie folgt
verbessern.

Satz 3.11. Sei eine H-LU-Zerlegung gegeben, die die Approximationsbedingung (3.18) verwendet und
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3.3 Bestimmung der Approximationsgiite

bei der die blockweise LU-Zerlegung ohne Approximation hinreichend stabil ist. Dann folgt, dass
1A = LU |2 < epeL(T1)||All2,

mit der Schwachbesetztheitskonstante cs, aus (2.9).

Beweis. Mit Hilfe von (2.9) und Satz 3.3 ergibt sich, dass

L(Ty)—1
[A=LOJ2<ep Y. max Bl < cpeL(TD)] Al

=y bePnT,

O

Satz 3.11 ist in zweierlei Hinsicht eine Verbesserung von Abschitzung (3.17). Zum einen hingt die
obere Schranke nicht von der Kondition von A ab. Zum anderen befindet sich auf der rechten Seiten nur
die Norm von A und nicht die Norm von den Faktoren L und U. Dies unterstreicht die Stabilitit der
‘H-LU-Zerlegung.

Bemerkung 3.12. Sei A eine s.p.d. Matrix. Dann folgt mit Hilfe der Annahme (3.9) und Lemma 3.4
aus Approximationskriterium (3.6) die vereinfachte Kiirzung (3.18). Somit gilt Satz 3.11 auch mit dem
Approximationskriterium (3.6). Bemerkenswert hierbei ist, dass der Beweis nur auf Argumenten der
linearen Algebra beruht.

Im néchsten Abschnitt wird an Stelle von Approximationsbedinung (3.18) das Kriterium (3.6), gewihlt
welches zum Beispiel in der H-Matrix-Bibliothek AHMED Verwendung findet.

3.3.2 Praxisnahe Approximationsbedingung

In diesem Abschnitt gehen wir von einer H-Cholesky-Zerlegung einer s.p.d. Matrix A aus, welche auf
den Blocken der Partition die Approximationsbedingung (3.6) verwendet. Mit Hilfe von Lemma 3.3
und Annahme (3.9) kann die Schurkomplement-Abschitzung aus Satz 3.10 verwendet werden, um den
blockweisen Fehler Ej, := A, — Ay, b € P, einer H-Cholesky-Zerlegung abzuschitzen.

Lemma 3.13. Sei (3.9) erfiillt und eine H-Cholesky-Zerlegung mit blockweiser Approximationsgenauig-
keit ¢y in (3.6) gegeben. Dann ergibt sich folgende Schranke fiir den blockweisen Fehler

Byl < el
~ h max (diath, diamXS) ’

b=txseP,

wobei cp = cGégcchn.

Beweis. Sei b € P ein zuldssiger Block. Mit (3.6), (3.9) und Satz 3.3 folgt sofort, dass

[Eb]|2 < csenllS(E, 5)]l2-
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3 Approximationsgiite der hierarchischen LU- und Cholesky-Zerlegung

Satz 3.10 und die Zuléssigkeitsbedingung (2.7) ergeben die folgende Abschitzung

9 1/ . -1
| Epll2 < EbCGC?]CJ2CS||M||2h 1(d1St(Xt,X5))
1

< 6bCGégc;205nHM||2h_1(max (diath, diam XS))f )

Sei b € P ein nicht zuldssiger Block. Da hier keine Approximation stattfindet, folgt mit Satz 3.3, dass
| Eb||2 = 0 und somit die Behauptung. O

Die Abschitzung des blockweisen Fehlers im vorherigen Lemma kénnen wir nutzen, um die Ap-
proximationsgenauigkeit der #-Cholesky-Zerlegung zu bestimmen. Zuvor jedoch ein Lemma zur
Beschridnkung einer Reihe. Hierfiir definieren wir zur einfacheren Lesbarkeit

mindiamy := min diam X;
ter®

firalle{=0,...,L(Tr) — 1.

Lemma 3.14. Sei d € {2,3} und ein balancierter Clusterbaum gegeben. Dann ist folgende Reihe

beschrdinkt durch
L(Ty)—1

Z mindiam;1 < cbh_l,
£=0

wobei ¢y, := 5¢p, /cp,.

Beweis. Umformulieren der Summe mit (2.8) und die Beschrinkung der geometrischen Reihe ergeben

L(T1)-1 L(Ty)-1 o(L(T1)~1)/d L(T7)-1
Z mindiamzlgca Z ot/d — Z o((~L(Tr)+1)/d
¢=0 =0 €Dy =0
_ L(T1)-1 _
CDI o ch

=0

Seit T[(L(T’ )™ der Cluster aus dem untersten Level, in dem sich der Index arg max;c; diam X;
befindet. Dadurch folgt mit (2.8) die Abschédtzung

h = malx diam X; < diam X; < cD22_(L(T’)_1)/d
1€
und man erhilt die Behauptung. O

Die Approximationsgenauigkeit der H-Cholesky-Zerlegung wird in dem folgenden Satz abgeschitzt.

Satz 3.15. Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 3.13 und ein balancierter Clusterbaum gegeben.
Dann gilt fiir die H-Cholesky-Zerlegung mit einer festen Approximationsgenauigkeit € > 0, dass

1A = LL ||z < ceeh™®|| M2,
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3.4 Numerische Ergebnisse

wobei ¢, := CspCEC).

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 3.13 und (2.9) folgt, dass

L(T)-1 L(Tr)-1
A= LL |z <ep > max || Epll2 < cspepeh™ | M|z > mindiam;".
=0 bePNTLY, =0
Die Behauptung ergibt sich mit Lemma 3.14. 0

Vergleicht man die vorherige Aussage mit der schwicheren Approximationsbedingung (3.18) in
Satz 3.11, so héngt diese nicht mehr von der Tiefe des Clusterbaumes ab.

In den folgenden numerischen Ergebnissen wollen wir belegen, dass die Abschétzung in Satz 3.15
scharf ist.

3.4 Numerische Ergebnisse

Samtliche Tests in dieser Arbeit wurden auf einem einzelnen Kern eines Intel Xeon X5482 Prozessors mit
3.2 GHz und 64 GB Arbeitsspeicher durchgefiihrt. Als Programmierbasis wurde die #-Matrix-Bibliothek
AHMED verwendet.

Das Approximationsresultat aus Satz 3.15 soll anhand des folgenden akademischen Beispiels belegt
werden. Sei 2 = (0, 1)3 der Einheitswiirfel und das Dirichletproblem

—Au=f inQ,
uw=0 auf o

gegeben. Fiir die Diskretisierung wurden lineare Ansatzfunktionen gewihlt. Bei der H-Matrix-Partiti-
onierung kam die Bounding-Box-Methode zum Einsatz [Gie01] und die minimale Blockgrofle wurde
auf npyin = 20 gesetzt. AnschlieBend wurde die Steifigkeitsmatrix durch eine hierarchische Cholesky-
Zerlegung approximiert.

Wie sich in Abbildung 6 zeigt, schwankt die relative Approximationsgenauigkeit |A — LL” ||2/|| A2,
welche mittels Vektoriteration berechnet wurde, um einen Wert von ca. 0,035. Die Abweichungen kénnen
zum Beispiel durch leichte Verdnderungen in den Blockclusterbdumen entstehen. Die numerischen
Ergebnisse jedoch zeigen, dass kein besseres Verhalten als in Satz 3.15 zu erwarten ist.
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3 Approximationsgiite der hierarchischen LU- und Cholesky-Zerlegung

0,06

0,05

0,04 |-

0,03
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0,01 |

relative Approximationsgenauigkeit

0 ] ] ] ] ] ] ] )
211 212 213 214 215 216 217 218 219

Anzahl der Unbekannten

Abbildung 6: Die relative Approximationsgenauigkeit || A — LLT||2/||A||2 der #-Cholesky-Zerlegung
mit blockweiser Approximationsgenauigkeit € = 0,1 in Abhiingigkeit von der Anzahl der
Unbekannten.
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von
Nebenbedingungen?

In diesem Kapitel betrachten wir Vorkonditionierer mit dem exakten Erhalt von gewissen Unterrdumen
auf der gesamten Matrix oder einzelnen Blocken der Partition. Dabei ist das Ziel, die Konditionszahl des
vorkonditionierten Systems zu verbessern. Diese Erkenntnisse werden anschlieBend auf die H-Cholesky-
Zerlegung angewendet.

Unter Nebenbedingungen verstehen wir:

Definition 4.1 (starke Nebenbedingungen). Seien X € R7*", Y € R™" und A, A € R, Die
Matrix A erfiillt bzgl. A die starken Nebenbedingungen, falls

AX =AX und ATy = ATy 4.1
gilt.

Definition 4.2 (schwache Nebenbedingungen). Seien X € R/%" Y € RI*" und A, A € R™/. Die
Matrix A erfiillt bzgl. A die schwachen Nebenbedingungen, falls

YTAX =YTAX 4.2)
gilt.

Es ist offensichtlich, dass die starken Nebenbedingungen die schwachen implizieren. Im Falle symme-
trischer Matrizen kénnen wir 0.B.d.A. X =Y annehmen.

Eine spezielle Wahl der Nebenbedingungen ist X, Y = (1,...,1)”. Es ergibt sich aus (4.1) der Erhalt
der Zeilen- bzw. Spaltensumme. Die Bedingung (4.2) liefert den Erhalt der Summe aller Matrixeintrége.

4.1 Bekannte Verfahren mit dem Erhalt von Nebenbedingungen

Die unvollstindige Cholesky-Zerlegung (ICC, incomplete Cholesky decomposition) fiir den Standard-
Fiinf-Punkte-Stern der Laplace-Gleichung profitiert wesentlich von dem Erhalt der Zeilen- und Spal-
tensumme. Inspiriert dadurch untersuchen wir, ob es sinnvoll ist, dieses Prinzip auf H-Matrizen zu
tibertragen. AnschlieBend betrachten wir die Technik der geglitteten Aggregation (smoothed aggregati-
on), verwendet bei dem algebraische Mehrgitterverfahren (AMG-Verfahren).

4.1.1 ICC mit Nebenbedingungen

Die ICC ist eine fehlerbehaftete Zerlegung einer s.p.d. Matrix A € R in die Faktoren A ~ A = LLT,
wobei L eine untere Dreiecksmatrix ist. Im Allgemeinen werden bei der Berechnung dieser approxima-

tiven Zerlegung gewisse Matrixeintrige unterdriickt, um eine effiziente Berechnung zu gewéhrleisten;
siehe [Var60, Saa03].

3Teile aus diesem Abschnitt wurden verdffentlicht in [BBB11, BBBb].
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

Bei einer modifizierten Variante, siche [MV77], werden die unterdriickten Elemente auf die Haupt-
diagonale verschoben. Es gelang Gustafsson in [Gus78] fiir den Standard-Fiinf-Punkte-Stern des La-
place-Operators zu zeigen, dass die Konditionszahl des vorkonditionierten Systems von O(h~2) auf
O(h~1) reduziert werden kann, falls die Approximationsbedingung (4.1) mit X, Y = (1,...,1)7 fiir
die Systemmatrix gilt.

Diese Idee der Erhaltung von Nebenbedingungen wollen wir im niichsten Abschnitt aufgreifen und
auf hierarchische Matrizen anwenden.

4.1.2 Hierarchische Matrizen mit globalen Nebenbedingungen

Eine Moglichkeit, Bedingung (4.1) fiir H-Matrizen zu erfiillen, wurde in [Hac09, Kapitel 6.8.1] présen-
tiert. Bei diesem Ansatz korrigiert man eine H-Matrix-Approximation A von A mit einer Rang-r-Matrix

A:=A+405A, 0A:=(AX - AX)(XxTx)1xT.

Es ist ersichtlich, dass .
AX = AX.

Da der Rang von §A durch r beschrinkt ist, kann die Approximation A im Format #(P,k + r)
abgespeichert werden, falls A € H(P, k).

Der Vorteil dieser Methode ist die einfache Implementierbarkeit. Es ist moglich, eine Rang-r-Matrix
effizient auf eine H-Matrix zu addieren, falls r klein ist. Der Aufwand erhoht sich jedoch, falls man dies
auf die H-LU-Zerlegung von A iibertragen mochte. Da § A nicht einfach auf die Approximation addiert
werden kann, bendtigt man zum Beispiel ein Update der Faktoren L und U wie in [BCO7].

Im folgenden Lemma untersuchen wir den Effekt von globalen Nebenbedingungen auf die Konditi-
onszahl des vorkonditionierten Systems.

Lemma 4.3. Seien A, A € R"*" s.p.d. Matrizen, die die starken Nebenbedingungen (4.1) mit X =Y
erfiillen. Falls fiir 0 < € < T zusdtzlich gilt:

1A = All2 < ]| Al

und )
11 —XXT)A (1 - X XT)[ly < ————,
7| All2

dann erhdlt man

. l+¢e/7
A7TA) < .
o )_1—5/7

Beweis. DaA— A= (A— A)(Id—XXT), ergibt sich A — A = (Id =X XT)T(A - A)1d -Xx XT).
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4.1 Bekannte Verfahren mit dem Erhalt von Nebenbedingungen

Somit erhilt man

[1d —AT2AAT 2y = AT (A = A) AT
:HA*l/?(Id XXT)(A A)(Id XXT)Afl/QHQ
<[ AT =X X2 [ A~ Al [ (1d X XT) AT
= A7 =X XT3 | A - Al
[(1d =X XT) A (1d =X X") | |4 - Al
1
<
Al

€
el|Alla == < 1.
T
Mit Satz 1.20 folgt die Behauptung. O

Bisher wurde die zu erhaltende Matrix X nicht konkret angegeben. Die Eigenvektoren zu den kleinsten
Eigenwerten von A sind die optimale Wahl um den Ausdruck [|(Id —X XT)A=1(Id — X XT)||» fiir ein
festen Rang zu minimieren. Dies kann konstruktiv mittels der Singulidrwertzerlegung gezeigt werden.

Seien \;, i = 1,...,n, die absteigend sortierten Eigenwerte von A und v;, ¢ = 1, ..., n, die dazuge-
horigen orthonormalen Eigenvektoren.

Lemma 4.4. Sei k € {1,...,n}. Dann gilt, dass

uin [Id -X XA Id - X XT) || = [|Id -VEVH AT 1A -V VD)l = AL,
e n X

wobei Vi, := (Vp, ..., Up—k+1)-

Beweis. Da A eine s.p.d. Matrix ist, ldsst sich die Inverse mithilfe der Eigenwerte und -vektoren von A

darstellen als
At

A7 = (v, vp) (v1,...,00)L.
P
Aus der Orthogonalitit der Eigenvektoren ergibt sich, dass

1(1d =V VD AT HId = Vi Vi)l = A2

Die optimale Wahl der Basis ergibt sich aus der Bestapproximationseigenschaft der Singuldrwertzerle-
gung. O

Wir untersuchen nun, wie sich die Konditionszahl bei optimaler Wahl der zu erhaltenden Basis X = Vj
beschrinken lésst.

Korollar 4.5. Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 4.3 mit X =Y = (vp,...,0y_k+1). Dann
ergibt sich, dass
5)!|A||2
1—1 n—k
< —F
MATA) s
An—k
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 4.3 und Lemma 4.4. O

Vergleicht man Korollar 4.5 mit Satz 1.19 und 1.20, dann zeigt sich, dass der Erhalt von konstant
vielen Vektoren keine Verbesserung der Ordnung der Konditionszahl liefert. Es miissten O(n) viele
Vektoren erhalten werden, um /<;(/~1_1A) gegen eine Konstante abzuschétzen. Dies iiberschreitet jedoch
die Speicher- und Laufzeitanforderungen der hierarchischen Matrizen.

Beispiel 4.6. Wir analysieren den Effekt einer globalen Rang-Eins-Korrektur fiir einen #H-Matrix-
Vorkonditionierer. Hierfiir betrachten wir ein zweidimensionales Poisson-Problem mit Dirichlet-Randda-
ten auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1)%:

—Au=f in 2,
u =0 auf 9.

Das aus der FE-Methode resultierende Gleichungssystem wird mit dem PCG-Verfahren bis auf eine
Genauigkeit von le — 10 geldst, wobei die hierarchische Cholesky-Zerlegung mit einer blockweisen
Approximationsgenauigkeit von 0,1 als Vorkonditionierer dient.

In unserem Test wird die gewohnliche #-Cholesky-Zerlegung mit der korrigierten #-Cholesky-
Zerlegung verglichen. Dabei erhilt die korrigierte Version die starken Nebenbedingungen (4.1) fiir den
Vektor X := [1,...,1]T. Dieser Vektor bietet sich an, da die Eigenvektoren zu den kleinen Eigenwerten
niederfrequente Schwingungen sind und gut durch einen konstanten Vektor approximiert werden konnen.

120

ohne Korrektur X %
mit Korrektur .

100 F

80 x

60

40 | X

Anzahl der CG-Schritte

20 b oy x

O 1 1
104 10° 109

Anzahl der Unbekannten

Abbildung 7: Hierarchische Cholesky-Zerlegung als Vorkonditionierer, mit und ohne globaler Korrektur.
Bereits an diesem einfachen Problem wird ersichtlich, dass sich das asymptotische Verhalten der

‘H-Matrix-Vorkonditionierung nicht dndert, siche Abbildung 7. Die Iterationszahlen verbessern sich trotz
des erhohten Aufwands nur unwesentlich.
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4.2 Lokaler Erhalt von starken und schwachen Nebenbedingungen

4.1.3 AMG-Verfahren mit geglitteter Aggregation

Mehrgitterverfahren sind iterative Verfahren zur Losung von elliptischen Differentialgleichungen, sie-
he [TOSO00]. Die wesentliche Idee dabei ist, einfache iterative Verfahren zu verwenden und diese durch
globale Korrekturen zu beschleunigen, welche aus den Losungen von vergrdberten Problemen entstanden
sind. Eine wichtige Eigenschaft von Mehrgitterverfahren ist, dass die Anzahl der Iterationsschritte nicht
von der Kondition der Systemmatrix abhingt. Somit eignen sich diese Verfahren zum Beispiel als
spektraldquivalenter Vorkonditionierer.

Eine bestimmte Klasse von Mehrgitterverfahren sind die algebraischen Mehrgitterverfahren, welche
keine Informationen der Geometrie des zugrundeliegenden Problems verwenden, sondern nur die
Systemmatrix benoétigen, siehe [Sha03]. Diese Methoden zeichnen sich vor allem durch ihren black-box-
artigen Charakter und ihre schnellen Laufzeiteigenschaften aus.

Mehrgitterverfahren verwenden eine Gitter-Hierarchie, fiir die ein Restriktions- und Prolongationsope-
rator definiert werden muss. Eine Moglichkeit, den Prolongationsoperator fiir AMG-Verfahren zu wihlen,
ist die geglittete Aggregation, vorgestellt in [Van92, Van95]. Diese entspricht einer diskreten konstanten
Interpolation, wobei eine Menge von Eintrdgen der Systemmatrix als Aggregation zusammengefasst
wird.

Fiir die geglattete Aggregation konnte in [VBMO1, BVV12] gezeigt werden, dass die Konditionszahl
des vorkonditionierten Systems nur polynomiell von der Tiefe der Gitter-Hierarchie abhingt und nicht
exponentiell. Inspiriert durch die Aggregation wollen wir auf den Blocken der Partition einer H-Matrix
verschiedene Nebenbedingungen erhalten.

4.2 Lokaler Erhalt von starken und schwachen Nebenbedingungen

Die Approximationsbedingung (3.6) soll durch den Erhalt von zusitzlichen Vektoren im Sinne von (4.1)
und (4.2) erginzt werden. Wir beschrinken uns dabei auf die Vektoren

1, 1€s,
1, := e R!
0, sonst,

fiir s C 1. So soll die Approximation des Schurkomplementes bzgl. eines Blockes ¢t x s € P zusitzlich

die starken B B
(Sa(t,s) — Sq(t,s))1s =0 wund (S,(t,s) — Sa(t,s))T1, =0 (4.3)

bzw. schwachen Nebenbedingungen
17 (Sa(t,s) — Sa(t,s))1s =0 (4.4)

erhalten.

Die einzigen nicht exakten Operationen in der H-Matrix-Arithmetik treten bei der Approximation der
Schurkomplemente auf. Mit Hilfe von Satz 3.3 folgt aus (4.3) und (4.4), dass

(EET)tsls = Ats]-s7 (EET)g;lt = Atj;lt
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

bzw. o
15(LLT) 15 = 17 Ag1,.

Dadurch erhilt die so gewonnene Approximation blockweise die entsprechenden Nebenbedingungen.

In dem folgenden Abschnitt werden wir zeigen, dass solche Nebenbedingungen zu einer wesentlichen
Verbesserung des Vorkonditionierungseffektes fithren konnen.

4.2.1 Spektralaquivalenz

In diesem Abschnitt betrachten wir zuerst die gewohnliche H-Cholesky-Zerlegung und deren Vorkondi-
tionierungseffekt. Anschliefend untersuchen wir Zerlegungen mit dem Erhalt von Nebenbedingungen.
Dabei unterscheiden wir jeweils zwei Fille, zum einen eine konstante Approximationsgenauigkeit und
zum anderen inwiefern die Approximationsgenauigkeit angepasst werden muss um Spektraldquivalenz
Zu garantieren.

Der blockweise Rang einer H-Matrix-Approximation fiir elliptische partielle Differentialgleichun-
gen hingt nur logarithmisch von der Approximationsgenauigkeit ab, siehe [Beb08, Hac09] oder den
folgenden Abschnitt 4.2.2. Somit ist eine polynomielle Verkleinerung der Genauigkeit in Abhingigkeit
des Diskretisierungsparameters h moglich, ohne die Gesamtkomplexitit der H-Matrix-Arithmetik zu
zerstoren. Um jedoch einen moglichst effizienten Vorkonditionierer zu erhalten, sollte die Approximati-
onsgenauigkeit auf allen Blocken optimal gewéhlt werden.

Zunichst folgt ein allgemeines Lemma zur Beschrinkung der Konditionszahl des vorkonditionierten
Systems. Sei hierfiir der Fehler levelweise aufgespaltet

L(Ty)—1
A-A=F= E,,
=0
mit By := ZbGPmTI(i)I Ey, £ =0,...,L(Ty) — 1. Wir fordern, dass die Approximation A von A im

folgenden Sinne auf gewissen Unterrdumen P, € R/*/ exakt ist
PI'E,P,=FE;, (=0,...,L(T7) — 1. (4.5)
Satz 4.7. Seien A, A s.p.d. Matrizen mit Eigenschaft (4.5). Falls eine Konstante 0 < § < 1 existiert, so

dass

L(T7)—1

Y I12AT P ol Ed2 < 6,
£=0

dann ergibt sich

—_
(=%

R(A14) < =19

—_
(=0
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Beweis. Durch eine levelweise Aufspaltung des Fehlers erhdlt man folgende Abschitzung

L(T7)—1
H Id —A_l/QAA_1/2H2 _ HA—l/ZEA—l/2H2 < Z HA_1/2EZA_1/2H2
£=0
L(Ty)-1 L(Tr)-1
= Y ATVPPIEPAT P a < > |IEdl| P AT P2 < 6.
£=0 £=0
Mit Satz 1.20 folgt die Behauptung. O

Im Folgenden werden wir verschiedene H-Cholesky-Zerlegungen als Vorkonditionierer untersuchen.
Dies bedeutet eine unterschiedliche Wahl der Projektoren P, und verschiedene blockweise Approximati-
onsgenauigkeiten. Dabei beschrinken wir uns im Wesentlichen auf die Typen:

e PrecO: die gewdhnliche H-Cholesky-Zerlegung mit fester Approximationsgenauigkeit;

e Prec0_S: PrecO mit adaptiver blockweiser Genauigkeit;

PrecS: ‘H-Cholesky-Zerlegung mit blockweisem Erhalt der starken Nebenbedingungen (4.3);

PrecS_S: PrecS mit adaptiver blockweiser Genauigkeit;

PrecW: H-Cholesky-Zerlegung mit blockweisem Erhalt der schwachen Nebenbedingungen (4.4);
e PrecW_S: PrecW mit adaptiver blockweiser Genauigkeit.
Die levelweisen Genauigkeiten der Vorkonditionierer Prec0_S, PrecS_S und PrecW_S werden jeweils

in den Sétzen 4.8, 4.12 und 4.15 festgelegt, so dass ein spektraldquivalenter Vorkonditionierer, in Bezug
auf die Freiheitsgrade, garantiert ist.

Zuerst betrachten wir die 7{-Cholesky-Zerlegung ohne Erhalt von Nebenbedingungen (PrecO und
Prec0_9S).

Keine Nebenbedingungen (PrecO, Prec0O_S): Der folgende Satz gibt eine Beschrinkung der
Konditionszahl fiir einen gewohnlichen H-Cholesky-Vorkonditionierer an. Offensichtlich gilt in diesem
Fall P, = Id fiir Bedingung (4.5).

Satz 4.8. Sei eine gewohnliche H-Cholesky-Zerlegung gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:

e (Prec0)Seicg=cmitl =0,...,L(T;) — 1und 0 < ¢ < h?/c,. Dann folgt, dass

< 1+ coeh™2
KL <

wobei c,, = chbcEcspcf.

e (Prec0_S) Sei g = eL(Ty) ' hmindiam; mit ¢ = 0,...,L(T;) — 1 und 0 < £ < 1/cg. Dann
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

folgt, dass
~ 1
w((EET)"1a) < ~F90°
1—cge
wobei cg = chEcspc}4.
Beweis. Mit Hilfe von Lemma 1.17 und (2.9) folgt, dass
L(T1)-1 L(Ty)—1
S A ol Bella < epepllMHl2 Y max || Byla.
(=0 =0 bePNI();

Somit ergibt sich durch Lemma 3.13 und Korollar 1.15 die folgende Abschétzung

L(Tr)-1 L(T7)—1
Z A7 2]l Eell2 < epepespe; *h ™ Z e¢mindiam, *.
=0 (=0
Die Behauptungen folgen mit Lemma 3.14 und Satz 4.7. O

Satz 4.8 zeigt, dass mit einer konstanten Approximationsgenauigkeit auf den Blocken die Kondi-
tionszahl des vorkonditionierten Systems auf O(h~2) beschriinkt ist. Bei einer spektraliquivalenten
Version muss die Genauigkeit bei den kleinen Blocke mit O(h?) und bei den groBen mit O (h) umskaliert
werden.

Starke Nebenbedingungen (PrecS, PrecS_S): Nun betrachten wir die 7{-Cholesky-Zerlegung
mit dem blockweisen Erhalt der starken Nebenbedingungen.

Fiir jedes Level definieren wir die folgende Matrix

Aus den starken Nebenbedingungen (4.3) und Lemma 3.3 folgt, dass

EQe = Z EQ,=0, ¢=0,...,L(Ty) — 1.

bePNTY),

Somit gilt Bedingung (4.5) fiir die Wahl Pf =1d —Qy.
Um § in Satz 4.7 explizit anzugeben, benétigen wir eine Schranke fiir den Ausdruck || P A~1P}||2.

Lemma 4.9. Fulls fiir P ein g, > 0 existiert, so dass ||‘_7PéS$HL2(Q) < el VT2 12(q) fiir alle x € R,
dann gilt
1PPAT PP |2 < gL HIM o
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Beweis. Mit |[PY A~ Py = || Py A=Y/2||2 und Lemma (1.8) erhilt man

HPZSA_IPZSHQ = sup HpésAil/qug — HPZSyH% = sup HPZSyH%
2#£0 [E41E; vz0 YTAy 0 a(Ty, Ty)
S, 112 JPS ||2
U 57| E A 1T Py yllZz )
S A[, SUPW S )\E HM H2 sup W
y#0 Yliz2 40 || Y2
Somit ergibt sich die Behauptung. O

Mit dem nédchsten Lemma kdnnen wir eine obere Schranke fiir €, in Lemma 4.9 angeben. Der
Beweis beruht dabei im Wesentlichen auf dem Sobolevschen Normierungssatz, wird jedoch dadurch
verkompliziert, dass konstante Funktionen im Allgemeinen kein Element aus unserem endlichdimen-
sionalen Ansatzraum Vj, sind. Inspiriert wurde die Aquivalenz der verschiedenen Massenmatrizen
durch [VBMO1].

Um weitere Betrachtungen zu vereinfachen, definieren wir analog zu mindiam, die Variable

maxdiam, := max diam X;
teT?

firalle{ =0,...,L(Tr) — 1.
Lemma 4.10. Sei PES gegeben wie oben. Dann existiert eine Konstante cy > 0, so dass
HJPgSa:HLQ(Q) < eymaxdiam/ ||V I x| 12(q)

fiirallex € R! und ¢ =0, ..., L(Ty) — 1.

Beweis. Firallet € TI(Z) definieren wir

X, = {€ e Xy : (TJ1)(&) =1}

Diese Menge entspricht X; ohne eine Randschicht der Groenordnung h. Somit gilt )"(t Nint X; = () fiir
alle i & t.

Um in den folgenden Abschitzungen Uberschneidungen von Trigern der Ansatzfunktionen fiir
verschiedene Cluster zu vermeiden, bendtigen wir eine natiirliche Injektion welche nur auf X; agiert. Sei
T L2(Q2) — R? definiert als

ijot*v = (Jx, v)LQ()ﬂ(t) firallez € RY, v € LQ(Q).
Somit ist M; := jt*j € R die Massenmatrix eingeschriinkt auf X, und hat die Eintrige
mij 1= (s, (’Dj)LQ()DQ)’ 1,J € t.

Da eine quasi-uniforme Triangulierung von {2 eingeschrinkt auf X; wieder eine quasi-uniforme Triangu-
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

lierung ist, gibt es analog zu (1.22) eine Konstante ¢z, so dass
W2zl < -T2l o 5
=2y L2y

Mit Hilfe dieser Schranke konnen wir die Norm von ]\04{1 abschitzen durch

T T
o T T T
1M 2 = sup ——— =

- —2 d
Sup < Cjy h
Rt l‘TM x zeR? (jx’ jw)LQ(j{t)

Weiterhin bezeichnen wir M; als Massenmatrix bzgl. X;. Somit erhalten wir mit Lemma 1.13 fiir z € R?,
dass

S 1/2 S S r— °rl/2 S
1S )22, = 1M PP 3 < 1 Mulall P23 < 1Mol M2 218772 P )3
°r— S

= M|V o T B2, ) < €522 1T B ]2,

Durch Umformung ergibt sich

JPfe="Y" J(mt— Z 1 xt ) Z Ty — ltxtJlt, z € R,

ter® rETIm 7

L17 Mt Jv. Fiir die konstante

Sei ein lineares Funktional F' : H(2) — R gegeben als F(v) := il

Funktion c gilt, dass
xTMt_ljt*c = (JMt_lsc, c)LQ(Xt) = c(JMt_lx, Jlt)m()"(t) = chlt, r e R

und somit ]\th_ljt* ¢ = c¢1;. Somit erhilt man aus F'(c) = 0 sofort ¢ = 0. Aus diesem Grunde kann der
(0)

Normierungssatz von Sobolev, siche Satz 1.7, auf )o(t, teT;
Konstante ¢ > 0, so dass

|

angewendet werden. Somit existiert eine

1?.%,5
g

Jry — L2, = T = F(Jzo)ll 2%

< cdiam X; HVthHLQ
L2(Xy)

Xt)

= cdiam X; ||VJ$||L2()°Q)

64



4.2 Lokaler Erhalt von starken und schwachen Nebenbedingungen

Mit dieser Schranke erhalten wir unsere gewiinschte Abschitzung

1T PPalli2) < > ITPzl3a(x,y < %67 > HjPZSxHiz(j(t)

ter” ter}”
11z 2
—2_-2 t ot
:CJ CJ Z jxt_ |t| j]-t LQ)U(
ter® ()
—9__92 . o\ 2 2
<cj ¢ % Z (diam X;) Hv‘ijLQ()BQ)
ter”

< ¢;%¢;%c maxdiam; HVJ:U||2L2(Q).

O
Das nichste Korollar zeigt die Auswirkung des Projektors PES auf die Norm von A~
Korollar 4.11. Sei PES gegeben wie oben. Dann gilt
1P A P2 < cpmaxdiamy || M |2,
wobei cp = cy /\/Ar.
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 4.9 und Lemma 4.10. 0

Der folgende Satz beinhaltet analoge Aussagen wie Satz 4.8 jedoch fiir die H-Cholesky-Zerlegung
mit dem Erhalt von starken Nebenbedingungen.

Satz 4.12. Sei eine H-Cholesky-Zerlegung mit dem Erhalt der starken Nebenbedingungen gegeben.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

o (PrecS)Seicy=emitl{ =0,...,L(Tr) — 1 und 0 < & < h/cs. Dann folgt, dass

o 1+ cseh™!
((LLN7A) < 7= 5

mit c5 1= 5cspc%cEc}4cD2.

e (PrecS_8) Seiep = <€L(T1)*1hmaxdiame_1 mit{ =0,...,L(T;) —1und 0 < e < 1/c,. Dann

folgt, dass
~ 1
R((LIT)14) < ~ 792
I —cye
mif ¢y 1= cspc2PcEc}4.
Beweis. Mit Korollar 4.11 und (2.9) erhélt man, dass
L(Ty)-1 L(Ty)-1
S IPAT Pl Bl < cpcblM e Y maxdiam? max By
=0 =0 bePNTL);
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Durch Lemma 3.13 und Korollar 1.15 ergibt sich die folgende Schranke

L(Tr)-1 L(T7)—1
> IPPAT PPl Bz < epcbenes*hTt Y egmaxdiamy. (4.6)
=0 /=0

Die zweite Behauptung erhélt man mit Satz 4.7.

Fiir den ersten Fall £, = ¢ erhélt man mit (2.8) und fiir d € {2, 3}, dass

L(Ty)—1 L(Ty)—1 op 3
maxdiamy < ¢p, Z o t/d < T2 V2 ~ 5¢p, -
0 (=0

2 -1

=

und die erste Behauptung folgt mit Satz 4.7. O

Anhand von Satz 4.7 und Satz 4.12 sieht man, dass der Vorkonditionierungseffekt von PrecS um eine
Ordnung besser ist als der von Prec0. Somit ist der Erhalt von Nebenbedingungen fiir hinreichend grof3e
Beispiele sinnvoll.

Weiterhin muss der spektraldquivalente Vorkonditionierer PrecS_S im Gegensatz zu Prec0O_S nur mit
dem Level skaliert werden und nicht mit dem Diskretisierungsparameter. So wird nur die Genauigkeit
der groBen Blocke um O(h) skaliert. Die kleinen Blocke sind bereits hinreichend gut approximiert.

Nun folgen die gleichen Betrachtungen fiir die schwachen Nebenbedingungen.

Schwache Nebenbedingungen (PrecW, PrecW_S): Die schwachen Nebenbedingungen sind, wie
sich spiter zeigt, im Allgemeinen leichter zu implementieren als die starken und bendtigen nur eine
blockweise Rang-Eins statt eine Rang-Zwei-Korrektur. Aus diesem Grunde untersuchen wir nun deren
Auswirkung auf die Konditionszahl des vorkonditionierten Systems.

Seien die schwachen Nebenbedingungen (4.4) fiir die s.p.d. Matrizen A, A erfiillt. Dann folgt mit
obiger Definition von )y und Lemma 3.3, dass

QuEQ, = Z QiEyQ, = 0.

bePNT Y,
Somit ergibt sich die folgende Aussage

Ey = (PP + Qo)E«(P; 4+ Qo) = PYEyP; + QuE.P} + P EQy. (4.7)

Um den Effekt der schwachen Nebenbedingungen abzuschitzen, miissen wir zuerst die Normen von
Q¢ und PZS beschrinken.

Lemma 4.13. Seien @ und PZS gegeben wie oben. Dann gilt, dass

|Qell2 <1 und |Pf|2 <1
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Beweis. Die Matrix @)y ist symmetrisch und es gilt Q, = Q?. Somit erhilt man fiir alle z, y € RI, dass

(Qez, (Id=Qp)y) = (Qe, y) — (Quz, Quy) = 0.

Aufgrund der Orthogonalitit ergibt sich

lz]13 = Qe + (Id ~Qe)l|3 = [|Qex 13 + [|(1d —Qo)z 3

und somit [|Qz||3 < ||z||3. Die zweite Behauptung fiir P;” folgt analog. O

Mit Hilfe dieser Schranken ergibt sich der néchste Satz, welcher dhnlich ist zu Satz 4.7, jedoch auf der
abgeschwichten Bedingung (4.7) basiert.

Satz 4.14. Seien A, A s.p.d. Matrizen mit Eigenschaft (4.7). Falls eine Konstante 0 < § < 1 existiert, so
dass

L—1
D BJAT | PP AT | Eella < 6,
(=0

dann gilt

Beweis. Mit Eigenschaft (4.7) ergibt sich, dass

L—-1
110 —A7/2AA7 2y = AT 2BATY 2y < 3 AT 2B AT
=0

L—1
=Y _|ATV(PPEP] + QuEPY + PP EiQe) A2,
=0

Somit konnen die jeweiligen Terme aus der obigen Summe mit Lemma 4.13 beschridnkt werden durch

L-1 L-1
Y MATVPQUEPFAT o < Y | Eellol| ATV 2| PEAT s,
=0 =0
L-1 L—1
D NATVEPPEPP AT <Y Bello| ATV )| PP AT
=0 £=0
und es folgt
L-1
I1d—AY2AA7 2]y < 37 3 AY2 o B A2 o] Eollz < 6.
=0
Mit Satz 1.20 ergibt sich die Behauptung. 0

Fiir eine H-Cholesky-Zerlegung mit dem blockweisen Erhalt der schwachen Nebenbedingung wird
im folgenden Satz die Konditionszahl des vorkonditionierten Systems abgeschétzt.
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Satz 4.15. Sei eine H-Cholesky-Zerlegung mit dem Erhalt der schwachen Nebenbedingungen gegeben.
Dann gelten folgende Aussagen:

o (Preci)Seicg=cmitl{ =0,...,L(Tr) —1und0 < e < h/(c,L(Tr)). Dann folgt, dass

1+ c,eh ™ L(Ty)
~ 1—cueh 'L(T7)’

H((LE)14) <
mit ¢, := CE0pcspcg2034.
e (Prec_S)Seic, =ehL(Tr) ' mit¢=0,...,L(T;) — 1und 0 < £ < 1/c,,. Dann folgt, dass

1—i—c#€

/i((if/T)_lA) [—cpe

Beweis. Da |P7 A7 P75 = |PYA=1/?||3, ergibt sich mit Korollar 4.11, Lemma 1.17 und (2.9), dass

L(Ty)—1 L L(Tr)-1
S IATRIPEATY o] el < cpepetf*IM Mz Y maxdiam, max B
£=0 =0 bEPmTIxI

Durch Lemma 3.13 und 1.15 erhilt man die folgende Schranke

L(Ty)— L(Tz
Z | ATl BE A2 al| Bellz < emepesper *es*h Z 22
(=0
Die Behauptungen folgen mit Satz 4.14. O

Die Konditionszahl des vorkonditionierten Systems einer H-Cholesky-Zerlegung mit dem Erhalt von
schwachen Nebenbedingungen PrecW ist bis auf logarithmische Terme von der gleichen Ordnung wie
bei einer Zerlegung mit starken Nebenbedingungen PrecS.

Fiir einen spektraldquivalenten Vorkonditionierer muss die Approximationsgenauigkeit auf allen
Blocken mit O (hL(T;)™!) skaliert werden.

4.2.2 Komplexitatsanalyse

Der blockweise Rang kj, b € P einer H-Cholesky-Zerlegung kann abgeschitzt werden durch
ky € O(L(T])a| log 85’5), (4.8)

mit Konstanten «, 5 > 0. Fiir Details siehe [Beb07, Beb08].

Somit hingt der blockweise Rang nur logarithmisch von der Approximationsgenauigkeit ab. Dies
ermoglicht eine levelweise Anpassung von €;, wie bei den Vorkonditionierern Prec0_S, PrecS_S und
PrecW_S, ohne die quasi-lineare Komplexitit der H-Matrix-Arithmetik zu zerstoren.
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Der folgende Satz betrachtet H-Cholesky-Vorkonditionierer mit konstanter Approximationsgenauig-
keit.

Satz 4.16. Der Gesamtspeicherbedarf N, der Vorkonditionierer Prec(, PrecS und PrecW betrdiigt
Ngp € O(L(T)*H1)).

Beweis. Eine zusitzliche blockweise Erhaltung von konstant vielen Vektoren erhoht die Gesamtkom-
plexitit der 7 -Matrix-Arithmetik nicht, da sie nur eine konstante Rangerhohung bedeutet. Somit folgt
mit (4.8) und Satz 2.11 die Behauptung fiir die verschiedenen Vorkonditionierer. O

Fiir eine konstante Approximationsgenauigkeit sind somit die Vorkonditionierer PrecS und PrecW
gegeniiber PrecO fiir hinreichend grof3e Beispiele zu bevorzugen, da der Vorkonditionierungseffekt um
eine Ordnung besser ist, vgl. Abschnitt 4.2.1.

Nun betrachten wir die spektraldquivalenten Versionen der verschiedenen Vorkonditionierer.

Satz 4.17. Der Gesamtspeicherbedarf der Vorkonditionierer Prec0_S, PrecS_S und Precl_S betriigt

Ny € O(L(Tp)* 1))

Beweis. Der Gesamtspeicherbedarf einer H-Matrix ergibt sich durch die Summation iiber alle Blocke
der Partition

Nop= D kst +1sD =D > ksl + D> Y exslsl:

txseP teTT {seTr:txs€P} s€TT {teT:txseP}

Fiir eine hinreichend groe Anzahl an Unbekannten existiert mit (4.8) eine Konstante ¢ > 0, so dass

S Bt <ed D Y LT logess| [t

teTr {se€Tr:txseP} teTr {seTr:txseP}

Fiir die verschiedenen Vorkonditionierer PrecO_S, PrecS_S und PrecW_S gilt aufgrund der Balanciert-
heit des Clusterbaums, dass

[log esxs|” ~ [log bl ~ [log 27 HT1/4|8 ~ L(Ty)P.

Somit folgt mit der Schwachbesetztheitskonstante (2.9) und einer hinreichend groBen Konstante ¢ > 0

S et L@ty Y |t

teTr {seTr:itxseP} teTr s€Tr:txseP
< eep LT Y Jt] < éep L(T1)* 11|
teTy
die Behauptung. 0

Bemerkung 4.18. Der Speicherbedarf der Vorkonditionierer PrecS_S und PrecW_S kann in Satz 4.17
nicht besser abgeschitzt werden, da die levelweise verschiedenen Genauigkeiten nur auf eine harmo-
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

nische und keine geometrische Reihe fiithren. Dies bedeutet, dass sich nur die Konstanten verbessern,
jedoch nicht die Asymptotik.

Fiir eine spektraldquivalente Version der Vorkonditionierer PrecO_S, PrecS_S und PrecW_S mit
Approximationsgenauigkeiten wie in Abschnitt 4.2.1 vorgeschlagen, ergeben sich keine asymptotischen
Unterschiede im Speicherbedarf.

4.3 Methoden zum Erhalt von Nebenbedingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir Methoden, um eine Niedrigrangmatrix A € R];*" durch eine weitere
Ae R}"™™ mit k" > k unter Erhalt der starken bzw. schwachen Nebenbedingungen mit X € R"*",
Y € R™*" siehe (4.1) und (4.2), zu approximieren. Diese Methoden werden benétigt, um eine geeignete
Approximation des Schurkomplements zu erstellen, siehe (3.6).

Im Wesentlichen erldutern wir zwei Ansitze. Der erste basiert auf der Gram-Schmidt-Methode und
der zweite auf dem Householder-Verfahren.

4.3.1 Nebenbedingungen mittels Gram-Schmidt-Methode

Bei den Methoden aus diesem Abschnitt wird zuerst eine Approximation generiert und anschlieend die
Nebenbedingung durch eine Rang-r- bzw. Rang-2r-Korrektur erhalten. Fiir die folgenden Betrachtungen
sei A durch ein duBeres Produkt A = UVT gegeben, wobei U € R™*¥ und V € R"*¥',

Starke Nebenbedingungen: Zum Erhalt der starken Nebenbedingungen (4.1) werden wir zuerst
den Anteil von U und V' senkrecht zu Y und X herausfiltern und ihn anschlieend approximieren. Dazu
definieren wir

U':=PY)U, V' :=PX)V, (4.9)

wobei
P(X):=Id-X(XTx)'xT

ein orthogonaler Projektor ist mit || P(X)||2 < 1, vgl. Lemma 4.13. Wichtig ist, dass das Produkt U'V'"
bei gleichem Rang mindestens mit der selben Genauigkeit approximiert werden kann wie UV Dies
folgt aus

min_||U'V'T — B = min U'VT — B,
B'eR}] B/eRM*"
B'=P(Y)B'P(X)

= min |P(Y)(UVT - B)P(X)|>

BeR™™

< min_[PY)|2|PCO[LIUVT ~ Bl
BERY

< min |[UVT = B|s.
BeR™"
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Sei U'V'T eine Rang-k-Approximation von U’V'T definiert wie in (2.5). Da die Approximation mittels
SVD den Kern erhilt, folgt

YTU/ =0= YTU/7 XTV/ =0= XTV/. (410)

Nach der Approximation addieren wir zwei Rang-r-Matrizen und erhalten fir £ + 2r < k' die
Approximation A := UV7T, gegeben durch

U:=[AX, Q(Y), U'] € Rmx(h+2r),

y ~ 4.11
V= [Q(X), P(X)ATY, V'] € R (420), @10

wobei Q(X) := X(XTX)~!. Fiir den Fall k + 2r > &’ ist eine Approximation in diesem Sinne nicht
sinnvoll und wir setzen 3 3
U:=U, V=V

Im folgenden Lemma zeigen wir, dass A=0VT ¢ R’g;?k o) die gewiinschten Eigenschaften
besitzt.

Lemma 4.19. Sei A konstruiert wie in (4.11). Dann gilt A — A = U'V'T — U'V'T und somit

A=Al < min UV - BJs.
BeRM*"

Weiterhin erfiillt A die Bedingung (4.1).

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich durch

A—-A=A-[AX, Q(Y), U[Q(X), P(X)ATY, V'|T
=A-AXQX)T —QW)YTA+ QW)YTAXQ(X)T —U'Vv'T
— U/v/T _ ﬁl‘;’/T.
Mit Hilfe von Bedingung (4.10) werden die Vektoren erhalten, da
AX = U[Q(X), P(X)ATY, VITX = [AX, Q(Y), U'][I4, 0, 0] = AX

und

ATY = VIAX, Q(Y), UT'Y = [Q(X), P(X)A"Y, V/lYTAX, 1d, YTU'I"
=QX)XTATY + ATY — Q(X)XTAlY = ATy

gilt. O

Schwache Nebenbedingungen: Es ist offensichtlich, dass aus

AX = AX (4.12)
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

die schwachen Nebenbedingungen (4.2) folgen. Um solch ein A zu generieren, werden wir die Approxi-
mation (4.11) abéndern, so dass eine Rang-r-Korrektur geniigt, um Bedingung (4.12) zu gewihrleisten.

Sei V' definiert wie in (4.9). Weiterhin approximieren wir das Produkt UV'? durch U VT mittels
der gewdhnlichen Kiirzung aus (2.5). Die Approximationseigenschaften folgen analog zu denen der
starken Nebenbedingung durch

min  |[UVT =By = min ||UVT - B|
B/eRM™ B/eR <™

= min [|[(UVT —B)P(X)|.
BeR*™

< min_[[P(X)[2|UVT ~ B
BeRM*"

< min [[UVT = B|js.
BeRM*"

Somit erhdlt man fiir k¥ + r < k' die gewlinschte Approximation A := UVT mittels einer Rang-r-

Korrektur } ) )
U= [AX, U] e R, V= [Q(X), V'] € R, (4.13)

wobei Q(X) := X (XTX)~!. Im Falle von k + r > k' ist es nicht sinnvoll, zu approximieren und wir
definieren ) )
U=U, V:=V

Das nachfolgende Lemma zeigt die gewiinschten Eigenschaften.

Lemma 4.20. Sei A konstruiert wie in (4.13). Dann gilt A — A=U0VT — U*V*T und somit

A=Al < min |[UVT - Ba.
BeRM"

Weiterhin erfiillt A die Bedingung (4.2).

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich durch

A—A=A-[AX, UQ(X), V"
A AXQ(X)T . U*V*T
R VAT VA VAL

Mit Hilfe von Bedingung (4.10) werden die Vektoren erhalten, da
AX =U[Q(X), V|TX = [AX, U*|[Id, 0] = AX
gilt. Hieraus folgt die Bedingung (4.2). O

Samtliche Betrachtungen aus diesem Abschnitt konnen anstelle von (4.12) fiir ATY = ATy gemacht
werden, da auch diese hinreichend fiir die schwachen Nebenbedingungen sind.
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4.3 Methoden zum Erhalt von Nebenbedingungen

Ein wesentlicher Vorteil der Approximationen (4.11) und (4.13) ist die leichte Implementierbarkeit.
Sie sind jedoch keine Bestapproximationen bzgl. der Nebenbedingungen (4.1) und (4.2), da immer noch
Redundanzen zwischen dem orthogonal projizierten Anteil und den addierten Niedrigrangkorrekturen
bestehen konnen. Ein weiterer Nachteil ist, dass dieses Verfahren die gleichen Stabilitdtseigenschaften
wie das Gram-Schmidt-Verfahren besitzt. Aus diesem Grund betrachten wir im nichsten Abschnitt
Methoden, die auf dem Householder-Verfahren basieren.

4.3.2 Nebenbedingungen mittels Householder-Verfahren

In diesem Abschnitt prisentieren wir Vorgehensweisen zum Erhalt der starken und schwachen Neben-
bedingungen (4.1) und(4.2), die bessere Eigenschaften als die Approximationen (4.11) und (4.13) in
Bezug auf die Bestapproximation und Stabilitét liefern, jedoch den Aufwand fiir die Implementierung
erhohen.

Fiir diesen Ansatz vergleichen wir die Zerlegung (2.4) einer Rang-k’-Matrix A = UVT € R™*" mit
der Approximation (2.5) und erhalten

A=0VT + EFT. (4.14)

Hierbei ist der Restterm Ef?T eine Rang—lz:—Matrix mit & := k' — k. Dieser Term ist dafiir verantwortlich,
dass die Approximation UV ' die Bedingungen (4.1) und (4.2) nicht erfiillt. Aus diesem Grund wollen
wir nur den Anteil von EFT verwerfen, welcher orthogonal zu den Nebenbedingungen ist.

Seien Y = H1B; und X = Hy B> jeweils die QR-Zerlegungen von Y und X. Dabei sind Hy, Ho
Produkte von Householder-Matrizen und B; € R™*", By € R™*" obere Dreiecksmatrizen. Diese
Householder-Matrizen konnen verwendet werden, um den Restterm aus (4.14) zu transformieren:

C

HTE = [Gl

], C e Rk H{F—:[é)}, D e Rk,
2

Somit ergibt sich durch die Orthogonalitit von H; und Ho, dass

T
cl[D oD’ CGY
EFT = H, [GJ [GJ HI = H [GlDT G1G2§F] HT. (4.15)

Das weitere Vorgehen wird im folgenden auf die starken bzw. schwachen Nebenbedingungen abgestimmt.

Starke Nebenbedingungen: Die Householder-Matrizen filtern den Anteil von EF7 senkrecht zu X
bzw. Y heraus. Somit kénnen wir den Term G G2 in (4.15) Null setzen. Wie sich spiiter zeigt, verletzt
dies nicht die Bedingung (4.1).

Um spitere Rechenkosten zu senken, reduzieren wir die Grofle der inneren Matrix mittels QR-
Zerlegung G1 DT = Q1 Ry und GoCT = Q2 Ry mit den Householder-Matrizen Q; € R(m=r)x(m=r)
Qy € R(=)x(n=7) ynd den oberen Dreiecksmatrizen Ry := [R{, 07 € RM=)X" ynd Ry :=
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

[RY, 0]7 € R("=7)*"_Somit ergibt sich durch Umformung

T pT
. [CDT cgg] - [Id } - [Id ]T -
"G 0 2 ! 1 01 0 0 Q2 2
) — A

Nun ist es noch moglich, dass Redundanzen in der inneren Matrix existieren. Aus diesem Grund fiihren
wir eine Singuldrwertzerlegung auf der inneren 2r x 2r-Matrix durch. Mit Hilfe der SVD ergibt sich

T pT o
Cp Ry = wsz”
Ry 0
und wir definieren die Approximation

~ ~ o~ A T _T ~ ~ ~ ~ A
A=0V" + H [W%Z 8} HI = [U, W] [Id 5] v, 2%, (4.16)

wobei W := Hy[W7, 0T und Z := H[Z", 0]
Das nédchste Lemma beweist die gewiinschten Eigenschaften fiir die Approximation (4.16).

Lemma 4.21. Die Approximation (4.16) erfiillt die starken Nebenbedingungen (4.1) und es gilt die
Schranke rank A < k + 2r. Weiterhinist A — A = EFT, mit

wobei |[EFT||y < |[EFT||y gilt.
Beweis. Per Konstruktion erhilt man .
A=A+ FEFT.

Somit geniigt es zu zeigen, dass E7Y = 0 und FTX = 0. Dies folgt aus

- 0]" 0]" 0]"
ETy_[Gl] HlTY_{GJ HlTHlBl_[GJ By =0,

da in den Matrizen B; und B; hochstens die ersten r Zeilen ungleich Null sind. Analoge Betrachtungen
gelten fiir F7X = 0. O

Schwache Nebenbedingungen: Im Gegensatz zu der vorherigen Approximation konnen wir alle
inneren Terme von (4.15) bis auf C D” gleich Null setzen. In dem Lemma 4.22 wird gezeigt, dass dies
nicht die Bedingung (4.2) verletzt. Somit betrachten wir den Term

cDT 0
Hl[ 0 O]HQT.
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4.4 Numerische Ergebnisse

Um Redundanzen zu eliminieren, fiihren wir eine Singuldrwertzerlegung auf der inneren r x r-Matrix
durch, CDT =: WSZT. Es ergibt sich dadurch die folgende Approximation

_ o T 7T
A=0V" + H, [WSZ O] H

o ol Hz =10,W] [Id S} V. 2", (4.17)

wobei W := H [WT, 01T und Z := H,[Z7, 0]7.
Das nichste Lemma beweist die gewiinschten Eigenschaften fiir die Approximation (4.17).

Lemma 4.22. Die Approximation (4.17) erfiillt die schwachen Nebenbedingungen (4.2) und es gilt
rank A < k + r. Weiterhin erhdilt man

- 0 CG3 | ,r
wobei |A — Ally < |EFT||, gilt.
Beweis. Per Konstruktion gilt
i 0 CGY .1

Somit geniigt es, die schwachen Nebenbedingungen zu zeigen. Diese folgen aus

0 CGYT 0 CGYT
T 2 T~ _ pT T 2 T
0 CcGT
=BT 2| B, =
1 [GlDT Glag} 2=0,
da bei den Matrizen B; und Bs hochstens die ersten r Zeilen ungleich Null sind. O

Eine wesentliche Eigenschaft der Approximationen (4.16) und (4.17) ist, dass sie Bestapproximationen
bzgl. der Spektralnorm unter Beriicksichtigung der jeweiligen Nebenbedingungen sind. Dies wird
ersichtlich, da die erste Approximation (4.14) mittels SVD berechnet wurde und der restliche Teil mittels
einer weiteren SVD zu W SZT gekiirzt wird.

Weiterhin anzumerken ist, dass die Verfahren basierend auf der Householder-Zerlegung bessere
Stabilitdtseigenschaften als die Approximationen mittels der Gram-Schmidt-Methode besitzen.

4.4 Numerische Ergebnisse

Die Resultate aus Satz 4.8, Satz 4.12 und Satz 4.15 sollen zuerst an einem akademischen Beispiel belegt
werden. Anschliefend wihlen wir anspruchsvollere Geometrien und springende Koeffizienten, um unsere
vorgestellten Vorkonditionierer mit einer Implementierung des algebraischen Mehrgitterverfahrens zu
vergleichen.
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

In unseren Tests wurden die linearen Gleichungssysteme bis auf eine relative Genauigkeit von 10719
gelost. Dabei kam das PCG-Verfahren mit der hierarchischen Cholesky-Zerlegung als Vorkonditionierer
zum Einsatz.

Beispiel A: Sei unser Gebiet Q = (0, 1)3 der Einheitswiirfel und das Dirichletproblem

—Au=f in{,
u=0 auf 0
gegeben. Zur Diskretisierung wurden lineare Ansatzfunktionen verwendet und bei der H-Matrix-Parti-

tionierung kam die Bounding-Box-Methode zum Einsatz, vgl. [GieO1], wobei die minimale Blockgrofie
auf npin = 20 gesetzt wurde.

PrecO PrecW PrecS

N K(ATTA) K(ATTA) K(ATTA)
3k 1,67 10 1,33 9 1,12 8
7k 1,72 10 1,30 8 1,03 7
11k 4,26 18 3,04 15 1,41 10
30k 4,01 17 2,36 13 1,18 9
63k 4,04 17 2,31 13 1,07 7
94k 13,60 30 6,72 23 1,24 10
250k 13,31 31 6,48 22 1,09 8

Tabelle 1: Numerische Resultate fiir Beispiel A und die jeweiligen Vorkonditionerer mit konstanter
Approximationsgenauigkeit € = 0,1, wobei x := Anzahl der CG-Schritte.

Die blockweisen Approximationsgenauigkeiten der Vorkonditionierer Prec0O, PrecW und PrecS
betrigt fiir die Tests € = 0,1. Zur Berechnung der Konditionszahl des Vorkonditionierten Systems wurde
die Power-Iteration verwendet. Wie sich in der Tabelle 1 zeigt, steigt die Anzahl der CG-Schritte und die
Konditionszahl des vorkonditionierten Systems fiir PrecS kaum, wohingegen PrecW einen leichten und
PrecO den stirksten Anstieg mit zunehmender Anzahl der Unbekannten verzeichnet.

Um zu den Werten aus Tabelle 1 vergleichbare Resultate fiir die Vorkonditionierer PrecO_S, PrecW_S
und PrecS_S zu erzielen, wurde die Approximationsgenauigkeit so skaliert, dass die Anzahl der CG-
Schritte fiir das kleinste Beispiel mit 3000 Unbekannten bei acht liegt. Dies entspricht ungeféhr der
Anzahl der bendtigten Schritte fiir Prec0, PrecW und PrecS bei gleicher Problemgréf3e. In Tabelle 2
sind die Ergebnisse der spektraldquivalenten Vorkonditionierer zu sehen, dabei zeigt PrecW_S mit
zunehmender Anzahl der Unbekannten einen leichten Anstieg der CG-Schritte und der Konditionszahl.
Die Vorkonditionierer PrecO_S und PrecS_S hingegen weisen ein konstantes Verhalten auf.

In Abbildung 8 sind die verwendeten Vorkonditionierer im Vergleich zueinander dargestellt. Insgesamt
weist nur PrecW_S ein leicht abweichendes Verhalten zu den Resultaten aus Satz 4.8, Satz 4.12 und
Satz 4.15 auf. Der moderate Anstieg der Konditionszahl und der CG-Schritte ab 63000 Unbekannten
fiir den theoretisch spektraldquivalenten Vorkonditionierer PrecW_S kann nicht eindeutig interpretiert
werden, da die Konditionszahlen sehr gering sind.
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PrecO_S PrecW_S PrecS_S

N K(ATTA) K(A7TA) K(ATTA)
3k 1,19 8 1,23 8 1,16 8
7k 1,24 8 1,14 7 1,03 7
11k 1,48 10 1,48 10 1,42 10
30k 1,18 8 1,41 9 1,29 10
63k 1,16 7 1,58 10 1,08 8
94k 1,14 8 1,67 11 1,29 10
250k 1,04 6 2,04 12 1,10 8

Tabelle 2: Numerische Resultate fiir Beispiel A und die jeweiligen Vorkonditionerer mit angepasster
Approximationsgenauigkeit, wobei x := Anzahl der CG-Schritte.

Beispiel B: Das Berechnungsgebiet 2 sind zwei parallele Zylinder, sieche Abbildung 9. Die Oberfla-
che I'; bezeichnet die oberen kreisformigen Flidchen und I's die unteren. Die restliche Mantelfliche wird
mit I'y := 90N\ (I'; UTy) bezeichnet. Der Koeffizient o ist 10~7 und 10~* in dem linken bzw. rechten
Leiter. In dem Zwischenraum betrigt dieser Null.

Wir betrachten das folgende Randwertproblem

—div(cVu) =0 inQ,

u=0 aufly,

U _ T aufTs, (4.18)
ov

B

8—3:0 auf T's.

Zur Diskretisierung wurden quadratische Ansatzfunktionen verwendet. Fiir die /{-Matrix-Partitionierung
wurden Techniken basierend auf Nested-Dissection eingesetzt, siche [BF11]. Die minimale Blockgro3e
betriagt nyin = 150.

Auftillig bei dem Randwertproblem (4.18) ist, dass der Dirichlet-Rand nur durch die oberen kreisfor-
migen Flidchen beschrieben wird und somit relativ zur Gesamtoberfliche klein ist. Dies fiihrt zu einer
hohen Konditionszahl der Systemmatrix, so dass ein robuster Vorkonditionierer von Néten ist.

Um die verschiedenen Vorkonditionierer miteinander vergleichen zu kénnen, werden diese in zwei
Gruppen eingeteilt. Zum einen vergleichen wir in Tabelle 3 Prec0, PrecW und PrecS und in Tabelle 4
Prec0_S, PrecW_S und PrecS_S. Jeweils sind die Vorkonditionierer so gewihlt, dass sie fiir die gleiche
Anzahl an Unbekannten die gleiche Menge an Speicher verbrauchen (relative Differenz betridgt weniger
als ein Prozent). Dies ist sinnvoll, da numerische Verfahren oftmals beschleunigt werden konnen, indem
man mehr Speicher verwendet.

In Tabelle 3 wird die blockweise Genauigkeit fiir PrecS auf ¢ = 5,6e — 3 gesetzt. Die Approximati-
onsgenauigkeit von Prec0 und PrecW wird entsprechend angepasst, so dass sie bei einer gleichen Anzahl
der Unbekannten den selben Speicher wie PrecS verbrauchen. Wie sich in den numerischen Ergebnissen
zeigt, fihrt der Erhalt von schwachen Nebenbedingungen auf eine marginale Verringerung der Anzahl
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PrecO PrecW PrecS

n Summe Chol. CG Summe Chol. CG Summe
2,0-10° 215 (39) 46s 27s 28s (51) 555 3ls 14s(26) 45s
7,6-10° 1245 (53) 257s 1495 111s (48) 260 173s 685 (29) 241s
1,3-106 265 (62) 536 s 302s 245 (58) 547s 350s 1365 (32) 486s
4,1-106 1228s(87) 2170s 1066s 1171s(84) 2237s 1252s 480s(34) 1732s

Tabelle 3: Vergleich der Vorkonditionierer PrecO, PrecW und PrecS bei gleichem Speicherbedarf.
PrecO_S PrecW_S PrecS_S

n CG Summe Chol. CG Summe Chol. CG Summe
2,0-10° 255 (48) 48s 23s 255 (48) 48s 27s  14s(27) 41s
7,6-10° 111 (48) 254 s 144 s 109 (47) 253 s 163s 695 (30) 232s
1,3-10° 218s (51) 528s 302s 2225 (52) 524s 360s 137s(32) 497 s
4,1-109 1057s(72) 2290s 1216s 1122s(77) 2338s 1484s 429s(29) 1913s

4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

Tabelle 4: Vergleich der Vorkonditionierer Prec0_S, PrecW_S und PrecS_S bei gleichem Speicherbedarf.

PrecS BoomerAMG
CG Summe Init. CG Summe Einsparung
145 (26) 57s 8s 62s (4) 70s 13s (23 %)
685 (29) 292s 40s 208s (3) 248 s —44s (- 7%)
1355 (32) 587's 81s 396 s (3) 477 s —110s (-19 %)
480s (34) 2073s 321s 1537s(3) 1858s —215s (-10%)

Tabelle 5: Vergleich des H-Matrix-Vorkonditionierers PrecS mit einem Loser basierend auf der algebraischen Mehrgittermethode.
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Abbildung 8: Vergleich der CG-Schritte fiir die verschiedenen #-Cholesky-Vorkonditionierer in Abhin-
gigkeit der Anzahl der Unbekannten fiir Beispiel A.

der CG-Schritte, wohingegen der Erhalt der starken Nebenbedingungen zu einer fast konstanten Anzahl
der CG-Schritte fiihrt. Da einzelne CG-Schritte schnell durchgefiihrt werden konnen, rechnet sich der
hohere Rechenaufwand fiir einen besseren Vorkonditionierer nur bei PrecS.

Die spektraldquivalenten Vorkonditionierer werden in Tabelle 4 verglichen. Hierbei besitzt Prec0_S
eine konstante Skalierung € und die Genauigkeiten der anderen beiden Vorkonditionierer PrecW_S
und PrecS_S wurden so angepasst, dass sie den gleichen Speicherbedarf besitzen. Es zeigt sich bei
PrecS_S ein konstantes Verhalten der CG-Schritte. Hingegen ist bei Prec0O_S und PrecW_S ein Anstieg
der Schritte fiir die ProblemgroBe mit 4,1 - 106 Unbekannten zu verzeichnen. Moglicherweise kommt es
bei solch einer groBen Anzahl der Freiheitsgrade in der H-Matrix-Arithmetik fiir PrecO_S und PrecW_S
zu Instabilitéiten, so dass Bedingung (3.9) nicht mehr erfiillt ist. Andererseits ist es auch moglich, dass

Abbildung 9: Die Geometrie (parallele Zylinder) verwendet in Beispiel B.
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Abbildung 10: Ubersicht der verschiedenen #-Matrix-Vorkonditionierer und einem Loser basierend auf
der algebraischen Mehrgittermethode (BoomerAMG).

schwer zu analysierende Effekte aus der Diskretisierung entstehen, da einzelne Dreiecke entartet sind.

In den betrachteten Tests in Tabelle 3 und Tabelle 4 zeigt PrecS die besten Laufzeiteigenschaf-
ten. Deshalb vergleichen wir diesen Vorkonditionierer mit einer Implementierung des algebraischen
Mehrgitterverfahrens (BoomerAMG aus der Bibliothek HYPRE 2.0.0%). In Tabelle 5 zeigt sich, dass die
Laufzeitunterschiede fiir dieses Beispiel bei +£20 % liegen also im Bereich von Code-Optimierungen.
Ein abschlieSender Vergleich der Laufzeiten aller betrachteten Vorkonditionierer ist in Abbildung 10
zu finden. So zeigt sich, dass nur der Erhalt von starken Nebenbedingungen zu besseren Laufzeiten im
Vergleich zu dem gewohnlichen Vorkonditionierer PrecO fiihrt.

Beispiel C: In diesen numerischen Tests untersuchen wir die Effizienz der verschiedenen -Matrix-
Vorkonditionierer fiir die Problemstellung (4.18), jedoch mit einer anspruchsvolleren Geometrie als in
Beispiel B und stark springenden Zufallskoeffizienten. Wir betrachten als Berechnungsgebiet 2 eine
Spule mit 12 Windungen, siehe Abbildung 11. Hierbei sind nur an einem der beiden Enden, bezeichnet
jeweils mit I'y und I'9, Dirichlet-Bedingungen gegeben. Die restliche Mantelfliche I's ist definiert durch
I3 := 00N\ (I'; UTy). Weiterhin ist der Koeffizient o zufillig in 2 aus dem Intervall (0, 10) gewihlt.

Wie in Beispiel B, wurden zur Diskretisierung quadratische Ansatzfunktionen verwendet und die
‘H-Matrix-Partitionierung mittels Nested-Dissection erstellt. Die minimale BlockgroBe betrégt in allen
Tests nyin = 150.

Zuerst vergleichen wir die Vorkonditionierer Prec0, Prec0_S, PrecW, PrecW_S, PrecS, PrecS_S

*http://acts.nersc.gov/hypre
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4.4 Numerische Ergebnisse

Abbildung 11: Die Geometrie (Spule) verwendet in Beispiel C.

und BoomerAMG in Bezug auf die bendtigte Laufzeit, um das aus der FE-Methode resultierende Glei-
chungssystem mittels dem PCG-Verfahren zu 16sen. Hierbei wurde fiir jede Problemgréfe der optimale
Approximationsparameter € bestimmt. Wie sich in Abbildung 12 zeigt, schneiden PrecS und PrecS_S
bei groBBen Beispielen im Vergleich zu PrecO, Prec0_S, PrecW und PrecW_S am besten ab. Boomer AMG
ist verglichen mit den H-Matrix-Vorkonditionierern mit Ausnahme einer Testinstanz langsamer. Im
Vergleich zu PrecS und PrecS_S ist die Laufzeit ca. doppelt so hoch. Leider konnte fiir die grofite
Testinstanz kein Wert fiir BoomerAMG ermittelt werden, da dieser Vorkonditionierer aus unbekanntem
Grund mit einem Speicherfehler abbricht.
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Abbildung 12: Die Laufzeit der verschiedenen Vorkonditionierer ist dargestellt in Abhéngigkeit der
Anzahl der Unbekannten fiir einen optimal gewihlten Approximationsparameter €.

Ein weiterer Testindikator fiir die Leistungsfihigkeit eines Vorkonditionierers ist das Produkt aus
Speicherbedarf mit der benotigter Rechenzeit. Dies erscheint sinnvoll, da im Allgemeinen bekannt ist,
dass mit mehr Speicher Rechenzeit einsparen werden kann. In Abbildung 13 werden die verschiedenen
‘H-Matrix- Vorkonditionierer miteinander verglichen. Leider war es nicht moglich den Speicherbedarf
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4 Hierarchische Cholesky-Zerlegung mit Erhalt von Nebenbedingungen

von BoomerAMG zuverlidssig zu bestimmen, so dass dieser Vorkonditionierer nicht in den Vergleich mit
aufgenommen werden konnte. Wie oben zeigt sich in Abbildung 13, dass fiir grof3e Instanzen PrecS und
PrecS_S um einen Faktor zwei schneller sind.
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PrecW —s—0
80000 PrecW_S ----@----
| PrecS —=—
70000 PrecS_S ----0----

60000
50000
40000
30000
20000
10000

0 '=—s—a=
0 1le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06 8e+06

Anzahl der Unbekannten

Zeit x Speicher

Abbildung 13: Das Produkt aus Laufzeit und Speicherbedarf ist fiir die verschiedenen Vorkonditionierer
dargestellt, wobei der Approximationsparameter € optimal gewéhlt wurde.

Um die sich stark unterscheidende Problemgréfen aus Abbildung 13 gut miteinander vergleichen
zu konnen, wurden in Abbildung 14 die Werte fiir das Produkt von Speicherbedarf und Rechenzeit so
skaliert, dass der beste Vorkonditionierer den Wert eins besitzt und die anderen umso schlechter sind, je
ndher sie an null sind. Wie in Abbildung 14 zu erkennen ist, schneiden die gewohnlichen H-Matrizen
PrecO bis zu einer ProblemgroBe von 105 sehr gut im Vergleich zu den anderen ab. Bei groRer werdenden
Beispielen dominieren jedoch die Vorkonditionierer, welche die starken Nebenbedingungen erhalten.
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4.4 Numerische Ergebnisse

P i
0.9 [
S
=
g 0.8
B
S 07
‘D
=9
n
f 0.6 PrecO
k3 PrecO_S ----g=-u-
N PrecW —s—r0
0.5 PrecW_S ----@----
PrecS —=— e - _______._.___..gl
PrecS_S ----@ee-- BT “oR
0.4 ) : L 1 1 1 1 ]

0 le+06 2e4+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7Te+06 8e+06

Anzahl der Unbekannten

Abbildung 14: Das Produkt aus Laufzeit und Speicherbedarf ist relativ zum besten Vorkonditionierer
dargestellt. Je besser der Vorkonditionierer ist, desto nédher liegt dessen Wert bei Eins.

83



5 Berechnung minimaler Energiepfade der mikromagnetischen
Energie®

Ferromagnetische Materialien besitzen in der Regel zwei stabile Zustinde. Es ist moglich, mit Hilfe
eines magnetischen Feldes zwischen diesen beiden zu wechseln [ACDP04, HS09]. Somit eignen sich
solche Materialien fiir die permanente Speicherung von Informationen.

Aufgrund der zunehmenden Speicherdichte in magnetischen Datentrdgern wird es immer wichtiger,
ungewollte Schaltvorgédnge zu vermeiden. Die Kenntnis von minimale Energiepfade kann dabei hilfreich
sein, diese zu analysieren, siche [ERVEQ3].

5.1 Das Landau-Lifschitz-Modell

Eine zentrale Bedeutung bei der Simulation von stationidren mikromagnetischen Phinomenen hat die
Landau-Lifschitz-Energie [LL35, HS98], im Folgenden meist als mikromagnetische Energie bezeichnet.
Diese wird eindeutig durch die Magnetisierung bestimmt, welche punktweise innerhalb eines Gebietes {2
auf die Linge 1 eingeschrinkt wird.

5.1.1 Betrachtung des Energiefunktionals

Sei  C R? eine beschriinktes Lipschitz-Gebiet. Dann ist der Raum der moglichen Konfigurationen der
Magnetisierung A gegeben durch

A:={m c H' (QR?) : |m|y = 1 fast iiberall in Q}. 5.1

AuBerhalb des Gebietes sei m(z) = 0 fiir z ¢ Q.

Fiir ein m € A ist die mikromagnetische Energie £ : A — R gegeben durch die Summe der
folgenden Teil-Energien

E(m) := Eg(m) + Es(m) + Ez(m) + Eg(m). (5.2)
Der die Energieminimierung spiter bestimmende Term ist die Austauschenergie
1 2
Q

Dieser sorgt fiir eine parallele Ausrichtung der Magnetisierungsvektoren.

Hinzu kommen die anisotrope Energie und die Zeeman-Energie
Es(m) = / ¢(m)dx und Ez(m):= —/ f-mdz,
Q Q

mit f € R3. Die anisotrope Energie E 4 beriicksichtigt mit ¢(m) := 1 — (e - m)? die Ausrichtung

STeile dieses Kapitels werden verdftentlicht in [BBBa].
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5.1 Das Landau-Lifschitz-Modell

der kristallinen Achse e € R? wobei ||e|l = 1. Hingegen modelliert die Zeeman-Energie E die
Auswirkungen eines externen Magnetfeldes f.

Der numerisch am aufwendigsten zu berechnende Term in (5.2) ist die Streufeldenergie
0 -
Eg(m) = % /3 IH|2dz, po:= 471077,
R(

Dabei bezeichnet H die magnetische Feldstirke (oder das Streufeld) bzgl. der Magnetisierung m.

Das Streufeld H und die magnetische Induktion B sind gekoppelt iiber die Gleichung B = po(H+m).
Weiterhin vereinfachen sich die Maxwell-Gleichungen, siehe [Jac75], unter Abwesenheit von elektrischer
Ladung und Spannung zu

divB =0, (5.3a)
rot H = 0. (5.3b)

Es folgt aus (5.3b) die Existenz eines Potentials (magnetostatisches Potential) u : R3 — R mit
H = —Vu. Somit erhilt man aus (5.3a)

Au =divm

und die entsprechende schwache Formulierung

Vu - Vw = / m-Vw firallew € H'(R?). (5.4)
R3 Q

Fiir die Streufeldenergie folgt mit der speziellen Wahl der Testfunktion w = u, dass
Es(m) = MO/ m - Vudz.
2 Ja

Weiterhin ergibt sich aus (5.4) mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

IVul|p2msy < lmL2(q)- (5.5

Zur spiteren Energieminimierung von F/(m) bendtigen wir deren Ableitung. Falls v(z) - m(z) = 0,
fiir fast alle = € €, dann gilt

E(m)() = [

Spur mT v)axr —
[ spur (D) (Do) d 2/

Q(e-m)(e-'v)da:—/Qf~vd3:+ES[m](v),

wobei

Ely(m)(v) = O <“2° [ H(m) - H(m) dx) = o | H(m) Hv)ds

= —lo Vu-H(v)dx:uo/v-Vudm
R3 Q
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5 Berechnung minimaler Energiepfade der mikromagnetischen Energie

aus (5.4) folgt.

5.1.2 Alternative Formulierungen der Streufeldenergie

Zur Berechnung der mikromagnetischen Energie benétigen wir einen geeigneten Ausdruck fiir das
magnetostatische Potential u. Wie sich im folgenden Lemma zeigt, ergibt sich aus dem klassischen
Randwerteproblem

0, in Q¢ := R3\Q,
[u] =0 auf 0Q,
[Oyu] = —m - v auf 0N

Ay — {diVTn7 in 2,

(5.6)

die schwache Formulierung (5.4). Hierbei sei der Sprung [v] am Rand von 2 definiert durch

[v] = lim v(y) — lim v(y).

y—x y—x
yeQ” yeQ

Lemma 5.1. Aus dem Randwerteproblem (5.6) folgt die schwache Formulierung (5.4).

Beweis. Wenden wir das L?-Skalarprodukt mit einer Testfunktion w € H*(R3) auf (5.6) an, so erhalten
wir

/wAudx—i—/chudx:/wdivmda:—i—/cwdivmdx.
Q Q Q Q

=0 =0

Durch Anwendung mehrdimensionaler partieller Integration auf beide Seiten der Gleichung ergibt sich

/m‘dex—/wm‘Vdsm:/Vu-dex—/qu-l/dsx 5.7
Q o0 Q a0
Oz/Vu-dex— /qu~Vdsz. (5.8)
Q° o9°

Durch Addition der Gleichungen (5.7) und (5.8) erhalten wir

/m-de:U—/wm-udsz:/Vu-de:c—/qu-udsx— /qu-ydsm.

Die zweite Sprungbedingung aus (5.6) liefert sofort
/m-de;U: Vu-Vwdz.
Q R3

Die erste Bedingung aus (5.6) erlaubt eine Einschrinkung des Potentials auf v € H'(R3). O
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5.1 Das Landau-Lifschitz-Modell

Das obige Randwertproblem (5.6) besitzt die Losung

u(z) = — /Q V&(z,y) - m(y) dy,

siehe [Jac75], wobei
1 1

Cdmlz -y

G(QZ,y) =

die Singularitdtenfunktion des Laplace-Operators ist. Dieser Ansatz zur Bestimmung des Potentials «
wurde in Verbindung mit 7-Matrizen bereits in [PPO5] untersucht.

Wir wollen einen anderen Ansatz verwenden, welcher in [GCO7] vorgeschlagen wurde. Dabei wird u
in eine Summe u = u; + ug aufgespalten. Diese Summanden sind Losungen der folgenden Randwert-
probleme

Au; =divm  in (Q,

5.9
u; =0 auf 90

und

Aus =0 inQUQC
[us] =0 auf HQ, (5.10)
[Oyus] =g auf 09,

mit g := (Vu; —m) - v. Die Losung des homogenen Problems (5.10) ist
us(z) = | &(z,y)g(y)dsy,
o0

siehe [GCO7]. Somit muss zuerst u; berechnet werden, um das Potential us innerhalb des Gebietes
bestimmen zu konnen.

Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass das Potential u in einen lokalen und nicht-lokalen Anteil zerfallt.
Dabei beinhaltet der nicht-lokale Teil nur die Koppelung von Oberfliche mit Volumen.

Fiir weitere Umformungen benétigen wir den Begriff des Cauchyschen Hauptwerts.

Definition 5.2 (Cauchyscher Hauptwert). Ist das Integral fQ f(z)dx iny € Q uneigentlich, so bezeich-
net

CH/Qf(x) dr := lim f(x)dzx

e=0JO\B: (y)

den Cauchyschen Hauptwert.

Wendet man den Gradienten auf das Einfachschichtpotential an, so lassen sich Integral und Gradient
vertauschen

Vug(z) =V [ &(z,y)g(y)dsy = CH [ V&(z,y)g(y) dsy,
o0 o0
fiir einen Beweis siehe [SchO8].
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5 Berechnung minimaler Energiepfade der mikromagnetischen Energie

Somit ergibt sich fiir die Streufeldenergie durch den Ansatz u = u; + ue, dass
Eg(m) = “0/ m - Vudz
2 Ja
Ho Ho
= / m - Vuy dz + CH/ m(z) - V&(z,y)g(y) ds, dz.
2 Ja 2 o Joq

Der Cauchysche Hauptwert auf der rechten Seite wird im nichsten Lemma zu schwach singuldren
Integralen umgeformt.

Lemma 5.3. Sei m € H'(Q;R?), so ergibt sich folgende Umformung

CH/m(m) VS (z,y)dz = /G(m,y)m(x) vy dsy — /G(x,y)divmdx.
Q 0N Q

Beweis. Durch partielle Integration erhdlt man

CH/m(:L‘) -V6&(z,y)dr = lin% m(z) - VS(z,y)dx
e—
Q

N\ B:(y)

— lim / S(z,y)m(z) - vds,

e—0
ONUOB: (y)

— lim S(z,y)divm dz.

e—0
N\ B:(y)

Wir erhalten weiterhin durch Transformation auf Kugelkoordinaten und Grenzwertbildung

. . 1 .. 1 ,
il_r% S(z,y)divm(z) dz = I il_r}(l) Hdlvm(aﬁ) dx
Be(y) Be(y)
1 I 1 divm(i, y) d
= —— [1In —d1
dmemo | JE|C T YIEE
Be(0)
1 . 1 5. .
= ——lim —r“siny divim(r, p, ¢, y) drdp diyp = 0
41 e—0 r
Be(0)
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5.2 Effiziente numerische Berechnung der einzelnen Teil-Energien

und
I &z, y)m(z) - v(z) ds, = —-— i L () v(x)d
61_1’}1(1) a:,ymx vix Sy — 47T51—I>I(1) ’x_y’mx vix Sy
835(3;’) aBe(y)
Sl [ om@) @)
=——Iim — Y %
AT 60 gAY Gee
0B.(0)
1 . 1,5 .
= lim —e“sinpm(p, ¥, y) - v(p, ¥, y) dpdy = 0.
T e—0 g
0B.(0)
Hieraus folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe von Lemma 5.3 ergibt sich, dass
Ho Ho .
Es(m) = / m - Vu dz — / / S(z,y)(divm)g(y) ds, dz
2 Ja 2 Ja Joa

(5.1
+“O/ / &(z,y)ve - m(z)g(y) ds, ds,.
2 Joa Joa

Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, wie (5.11) genutzt werden kann, um die Streufeldenergie
effizient numerisch zu berechnen.

5.2 Effiziente numerische Berechnung der einzelnen Teil-Energien

Nun betrachten wir die Diskretisierung der verschiedenen Teil-Energien des Landau-Lifschitz-Modells.
Dabei ist der numerisch anspruchsvollste Teil die Berechnung der Streufeldenergie durch den nicht-
lokalen Anteil us. Hierfiir benotigen wir die Duffy-Transformationen zur Berechnung von singuliren
Integralen.

5.2.1 Diskretisierung

Im Folgenden bezeichnet m;, € [M1]? die Magnetisierung m welche mittels linearer Ansatzfunktionen
diskretisiert wurde, so dass
mp = Z Qi p;

i€l
gilt. Somit erhilt man fiir die Ableitung Dmy, = >, ; a;(Vi;)T. Die Austauschenergie aus (5.2) kann
berechnet werden durch

/QHDth%dx:/Qspur(Dmh)T(Dmh)da;: Z/QspurVgoioz?aj(chj)de
i,5€l

= Z ;- /Q spur Vi (Vo) da = Z ;- o /Q Vi - Vpjde.

i,5€l i,j€l
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5 Berechnung minimaler Energiepfade der mikromagnetischen Energie

Fiir die anisotrope Energie und die Zeeman-Energie ergeben sich
/ d(my) dz = / 1—(e-my)?de =9/ - (e-ai)(e- aj)/ pip; d
Q Q igel Q

und

| #omge =310 [ pite

el
Da u; auf dem Rand 0f2 verschwindet, bendtigen wir fiir die Diskretisierung von u; nur die inneren
Freiheitsgrade, d.h.
up = Z 5]‘ Pj
jejin
mit [, := I\ pg, wobei Ipq die Indizes auf dem Rand darstellen. Sei L.y C I die Menge der Knoten

mit einem Nachbarn in der Menge der Rand-Indizes I,,q. Somit folgt fiir die Einschrankung von Vu; auf
den Rand 052, dass (Vuy)|gn = Ziellay BiV; und es ist

g=Y_ Bir-Ve;— > v-ajp;.

jGIlay J€Ihg

Die Streufeldenergie lédsst sich umformen zu

Eg[mp] = Z > 5]0‘1'/9901'V(dex_ai'/9 -~ Vei(2)&(z,y)g(y) dsy dz

i€l \jE€ln
Z o - / / vopi(2)& (2, y)g(y) dsy dz
i€1pg o0
bd
= %Z Z 5ja,--/gpr<pj dzr — Z Bio - a;j + Z a; - (Bjjo)
i€l J€Lin Jellay J€lpa
Ho
t5 Do D Beire— Y i (Dyey)
€1y \J€Lay J€Ipg
wobei
a;j = / Vi(2)6(z,y)vy - Vi(y) dsy dz, (5.12a)
0 Joo
- / va)G(x,ym(y)uz dsy dz, (5.12b)

vpi(x)S(z,y)vy - Voji(y) dsy ds,, (5.12¢)

vpi(2)S(x y)goj(y)ug dsy dsg. (5.12d)
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5.2 Effiziente numerische Berechnung der einzelnen Teil-Energien

Im nichsten Abschnitt gehen wir niher auf die Berechnung dieser singuldren Integrale ein.

5.2.2 Duffy-Transformation

Die effiziente numerische Berechnung der singuldren Integrale (5.12a), (5.12b), (5.12c) und (5.12d)
ist eine anspruchsvolle Aufgabe. Eine Moglichkeit der Berechnung besteht in der Verwendung von
Kugelkoordinaten. Dabei hat man jedoch den Nachteil von komplizierten Integralgrenzen.

Ein weiterer Ansatz ist die Verwendung der Duffy-Transformation, siehe [Duf82]. Dabei wird im
Wesentlichen ein Dreieck auf ein Viereck transformiert, um die Singularitéiten zu eliminieren. Anhand
des folgenden Beispiels wird dieses Prinzip demonstriert. Mit den Transformationen z = £ und y = £n

erhilt man
1oz 1ol g
// dyd:c://dndﬁ,
0o Jo v+y o Jo 1+1

so dass die Integration mit gewohnlichen Methoden durchgefiihrt werden kann.

Dieses Prinzip kann auf die Integration iiber zwei Dreiecke verallgemeinert werden, siehe [SS11].
Dabei unterscheidet man die folgenden drei Fille: gleiches Dreieck, gleiche Kante und gleicher Knoten.
Mit Hilfe dieser Transfomationen konnen die Integrale (5.12¢) und (5.12d) berechnet werden. Weitere
Arbeiten zu diesem Thema, welche sich mit exponentieller Konvergenz beschéftigen, sind [SW92,
CPS11].

Dieses Verfahren kann auf die Kombination von Referenz-Dreieck mit Referenz-Tetraeder iibertragen
werden. Sei eine Kernfunktion  : R? x R? — R gegeben und das zu berechnende Integral hat die Form

1 1-z11-21—22 1 1—y1
I::/ / / / / k(x,y)dy dx,
0 0 0 0 0

mit ¢ := (z1, z2,x3) und y := (y1, y2). Durch Relativkoordinaten wird Z transformiert zu

1 &1 Z1—%2 1-%1 1 +21—T2 1— i ~ ~
T () ) e
- Y2 + T2
00 0 —&  —i T3

Nur an einem einzelnen Punkt y = 0, £3 = 0 existiert eine Singularitit welche mit Hilfe der Dufty-
Transformation eliminiert werden kann.
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5 Berechnung minimaler Energiepfade der mikromagnetischen Energie

Ahnlich zu dem Ansatz in [SS11] spalten wir das Integrationsgebiet in die folgenden Teile auf.

—-1<75: <0 1< <0 1<% <0
—1<p<n ~1§Z?2§0 0<yp <1+
G2 <d1 <1 —j <d <1 U4 - <1
—J2 STy < I —Y2 Sfczﬁfcﬁr?)l—ﬂz 0<22<Z1+71— ¥
0<xz3 <11 — T2 0<xz3 <11 — 22 0< 23 <31 — 22
O0<u < 0<wyi <1 0<y <1
—1+y1§y2§0 0<yp2<mn g1 <y2 <1
U522 <21 <1—-71p,UQ 0<21<1—71 pUSP—1<21<1-1)
—y2 <29 <2 0< <1 0<Za<y1—Y2+ 11
0<xz3 <1 — T2 0<z3 <1 — T2 0<73<21 — T2

Die entsprechenden Integrale Z := T; + ... + Tg, konnen jeweils auf (0, 1)® transformiert werden.
Somit ergeben sich die folgenden Terme.

o Ili
1—ns
1 _
L—!/pm %O—m+mm),< %+mm%%) an,
(0,1)5 nN475 12
p1 = ninens (1 — 1)
o IQZ
1—mns
1—ns+
I, = / P2k mns(1 —n2 + n2ms3) , < 771:775(1 77177]722)775> dnm,
(018 15 (1= 1+ m = mans)
p2 == ninans (1 — my + qinz — mn2ns3)
o Igi
1—mns
1— s+
Iy = /zwz mns(1— ) ,<m$ufﬁ£§§ dn,
(015 nans (1 —m +mn2)
p3 == ninens (1 — m + mmz),
o T,

1 —n5 + mm2n3ns 1—15
T, = /)mm mis(1 = 1213) ’QN%U—nﬂ> .
(0,1)5 fats(1 = m1)

pa = ninens (1 —m)
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5.2 Effiziente numerische Berechnung der einzelnen Teil-Energien

o Ts:
Is= | pss 1;:775(4{21;772)775 ( 1— s > i
5 (0,1) 5 nalmi(l - ni) \mns (L — 12+ 213) ’
ps = ninans (1 —m)
o Tg:
TIs = D6k 1 _7?775(—{1717;712)7]3775 < L—=mns > an
6 (0,1)° 6 7717747575(1 — 1213) (1 =+ ) ’
p6 == nin2ms (1 — 1am3)
Die Integrale Z4, . . . , Zg konnen nun effizient mit Standardverfahren, wie der Gau3-Quadratur, berechnet
werden.

Durch folgende Beispiele erkennt man die Effektivitit der obigen Transformation. Zum einen wurden
die Integrale durch GauB-Quadratur und zum anderen durch Gauf3-Quadratur mit vorheriger Duffy-
Transformation berechnet. Zur Bestimmung der Referenzldsung der Integrale wurde eine adaptive
Simpson-Quadratur, sieche [HB06], implementiert. Die Werte in runden Klammern geben die relative
Abweichung zur Referenzlésung an.

1
1
/ / / ——  da dy = 0,2150, (5.13a)
1 — Y1
0 0 0

€2 — Y2
r3

Gauf3-Quad Dufty+GauB3-Quad
0,2074 (-3,5e-02)  0,2152 (9,3e-04)

1 — U
T2 — Y2
z3

1
1 — oy —
/ / ST G dy = 0,0764368, (5.13b)
0 0

Gauf3-Quad Dufty+GauB3-Quad
0,07626 (-2,3e-03)  0,07649 (6,9¢-04)
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5 Berechnung minimaler Energiepfade der mikromagnetischen Energie

1—z1

1-y1 1

1 _
/ / IV Y2 4 dy = 0,341632, (5.13¢)
0 0

/ Iw—yl
0

/

GauB-Quad Dufty+GauB3-Quad
n.a. 0,34164 (2,3e-05)

1=y

[

1—z1

1
1—y1 —y)(1 — 21 —
//( y1—y2)(1 — 2 $2)dwdy:o,136653, (5.13d)
0 0 |m_y|

/

GauB-Quad Duffy+GauB3-Quad
n.a. 0,136657 (2,9¢-05)

Es ist zu erkennen, dass die Duffy-Transformation die Integrale (5.13a) und (5.13b) glittet und somit
eine genauere Berechnung ermoglicht. Fiir (5.13¢) und (5.13d) ist es nur mit Hilfe der Transformation
moglich, die Integrale zu berechnen, da sonst bei der verwendeten Implementierung der GauB3-Quadratur
auf der Singularitit ausgewertet wird.

5.3 Energieminimierung

Die wesentliche Schwierigkeit bei der Minimierung des Energiefunktionals (5.2) liegt in der Beachtung
der punktweisen Nebenbedingung ||m||2 = 1 fiir die Magnetisierung m. Wir werden uns in diesem
Abschnitt damit auseinandersetzen, wie diese numerisch effizient und stabil umgesetzt werden kann.

5.3.1 Das Minimierungsverfahren

Alouges stellte in [Alo97, AloO1] ein Verfahren zur Minimierung des Energiefunktionals (5.2) vor. Wir
untersuchen die Konvergenz der diskretisierten Methode und verwenden Ideen aus [Alo97, ACDP04,
Bar05].

Betrachtung eines vereinfachten Modells: Zunichst beschrinken wir uns auf das vereinfachte
Funktional

E(m) = 6(m) +;/Q|1Dm||%dx (5.14)

mit einer hinreichend glatten Funktion © : H!(Q; R3) — R. AnschlieBend werden wir unsere Aussagen
auf das mikromagnetische Energie-Funktional (5.2) tibertragen.

Algorithmus (Minimierungsverfahren nach Alouges): Sei m{ € [M']3, so dass [|[m)(z)|2 = 1
fiir alle Knoten der Diskretisierung z € N},. Man fiihre fiir n = 0, 1, 2, .. die folgenden Iterationen aus:
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5.3 Energieminimierung

(1) Berechne w} € [M!']> mit [, w} dz = 0, so dass w}(z) - mj!(z) = 0 fiir alle z € A}, und
©'(m)lo] + [ spur((D(m; + w))T (Dvn)|do = 0
0
fiir alle vy, € [M']® mit [, v, dz = 0.
(2) Seim}*! € [M']? definiert durch

mj,(2) + awj(2)
lmy(2) + awp (2)]2

myt(z) =

fiir alle z € N}, mit einem angemessenen « > 0.

Um die Konvergenz des Verfahrens zu zeigen werden wir dhnlich wie in [Alo97, ACDP04, Bar05]
vorgehen. Zunéchst betrachten wir folgendes Lemma fiir eine gegebene, schwach spitzwinklige Triangu-
lierung (fiir Details siehe [Bar05]).

Lemma 5.4. Seien my,, wy, € [M1]3, so dass ||my(2)|]2 = 1 und my,(2) - wp,(2) = 0 fiir alle z € N,

Dann gilt

2
do < [ 1D(m, + awy) [} dz
F Q

/ < my, + awy, )
p( 10T
Q [my, + awp |2

fiir alle o« € R.

Beweis. Fiir einen Beweis siehe [Bar05]. O]

Seien m} und w} wie im obigen Algorithmus. Wir setzen v;, = w}, so dass

| surl(Dmi) (Dw)) iz = -6/ (miplwp) - | |Dwff da.

Q Q
Es folgt mit Lemma 5.4, dass
1 n+12 ni|2 1 n ny |12 n||2
) 0 [Dmy " |7 — [[Dmy || dz < 9 0 | D(my, + awy)||7 — | Dmy |7 dz
n\T n - n|2
~a [ spurl(Dmp) (Dwp)] + § Dl da

= —a®'(m})[wh] + (a?/2 — ) /Q | Dwh|[% da.

Somit erhilt man

n n n n 1 n n
E(th) — BE(my) = @<mh+1) —O(my) + B} /Q HDth”% - HDth%dx
= O(m™) — ©(m}) — a®' (m})[wi]+
+

(/2 — a) /Q | Dewf I3 da.
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5 Berechnung minimaler Energiepfade der mikromagnetischen Energie

Um die Konvergenz des Verfahrens zu beweisen, nehmen wir folgende Glattheitsannahmen fiir © an
@(mzﬂ) O(m} + awy) < Cl|]m”+1 (mj + awp)| 120, (5.152)
O(mj, + aw}) — O(mj) — a8 (mj) w}] < Cra®wh |3 (); (5.15)

mit Konstanten C1,C2 > 0 unabhingig von m}., mZ“ w} und «. Weiterhin erhélt man fiir alle

ZGNh

n)

—mij(2) - awf(2)] =

Im ‘ mj,(2) + awj(2) n(2) — awl(2)

[mp(z) + awp(z)], T AR
= [Im(2) + aw}(2)[|2 — 1
= (14 o?|wj(2)|)"? -
2
O( n
S i) 13-

2

IN

Somit ergibt sich mit Hilfe der stetigen Einbettung von H'(Q2) — L*(Q), vgl. Satz 1.6, und der
Poincaré-Ungleichung, die folgende Abschétzung

E(mp™) — BE(m}) < (—a+a?/2) /\th!FdfC+Csa2Hwh||L4(Q)
—a(l—a/2— chga)/ | Dw}||2 da,
Q

wobei C3 := C1/2 + Ch.

Sei « hinreichend klein, so dass (1 — a/2 — CrC3a)) > 1/2, dann erhalten wir
Pm}:) = B(mi) < —a/2 | D} da.
Durch Summation tiber n = 0,1, ..., IV ergibt sich
Bm ™) + (a/2) Z / | Daf 3 de < B(ms).

Somit ist die Konvergenz der numerischen Methode gezeigt, da die Energie nach unten beschrinkt ist.

Anwendung auf die mikromagnetische Energie: Das Funktional © in (5.14) ist im Falle der
mikromagnetischen Energie (5.2) gegeben durch

@(m):/ﬂl—(e-m)Q—f~m+M20m Vim dz.

Fiir die Konvergenz des obigen Minimierungsverfahrens bleibt zu zeigen, dass © die Glattheitsannah-
men (5.15) erfiillt.
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5.3 Energieminimierung

Beschriinken wir uns zuerst auf (5.15a). Fiir m!, m? € A folgt, dass

O(m') - (m?) < /Q(e -m!)? — (e-m?)? da + | fll 2 () [m' — m?| 120
+ 'I;O/QVum1 -m! — Vu,,2 -m?dz.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung kann man den ersten Term auf der rechten Seite
beschrianken durch

[ m! = te-m?Par< [l m*|pdz = [ (m? — m®m? 4 m?) da
Q Q Q
< [ lm! = m?lalm! 4?2 do
Q
< |lm!' —m?|| 2 [m' + m?|12(q).-
In dhnlicher Weise erhilt man mit (5.5), dass
v 1 24 2 2
/ Ut - M — Viy,2 -m-de = / |Vt |3 = [[Vignz |3 do
Q R3

<V (U = um2) 23 [V (Ut + tm2)l| £2(rs)

< [lm!' = m?|| 2o (Im | 12y + M| r2(0)-

Somit ist die erste Annahme (5.15a) erfiillt.

Die zweite Annahme (5.15b) lédsst sich umformen zu
O(m + aw) — O(m) — a®'(m)[w]

= /Q(e. (m + aw))? — (e-m)? — 2a(e - m)(e - w)dzx
+ u;/gVueraw (M + aw) — Vi, -m — 2aVuy, - wdz
= a2/§2(e-w)2d$+ A;O/QVueraw - (m+ aw) — Vi, - m — 2aVuy, - wdz
< aszH%g(Q) + % /Q Vimtow * (M + aw) — Vi, - m — 2aVu, - wdz.
Aufgrund vonVum 1 aw = Vim + @V, und (5.4), erhilt man
/]R3 | Vtmtawlls = || Vi3 dz — 204/9Vum cwdx

= /3 [Vt |13 + 20V U - Vit + || Vit |3 — ||Vt ||3 dz — 204/ Vi, - wdz
R Q

=/nwwﬁmsM/Wﬁw
R3 Q
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5 Berechnung minimaler Energiepfade der mikromagnetischen Energie

Somit erfiillt die mikromagnetische Energie unsere Glattheitsforderungen (5.15) und der Minimierungs-
Algorithmus konvergiert.

5.3.2 String-Methode

Unser Ziel ist es, einen Pfad zu berechnen, dessen maximale Energie minimal ist fiir alle Kurven, die
zwei bestimmte Zustinde der Magnetisierung verbinden. In unserem Fall sind diese beiden Zustinde
lokale Minima und wir nehmen deshalb an, dass unser Energiefunktional £/ : A — R, siehe (5.2),
mindestens zwei lokale Minima m, m; € A besitzt. Weiterhin sei eine stetige Abbildung

(1) [0,1] = A, t>0

gegeben, wobei ¢(0,t) = mg und ¢(1,t) = m;.

S\

Abbildung 15: In der schematischen Skizze ist eine Energielandschaft abgebildet. Dabei repréisentiert
der blaue Pfad einen Initialisierungspfad und der rote Pfad stellt den MEP dar.

Ein minimaler Energiepfad (MEP) bezeichnet einen Pfad zwischen mg, m; € A, wobei fiir jeden
Zustand die Komponente von V E normal zu ¢ verschwindet, d.h.

(VE) (¢) =0 (5.16)

wobei
(VE)*(¢) = VE(y) = (VE(y),7)T.

Hierbei ist 7 die Einheitstangente der Kurve ¢ und (-, -) das Euklidische Produkt.

Zur numerischen Berechnung eines minimalen Energiepfades verwenden wir die String-Methode,
welche in [ERVEOQ2] vorgestellt und in [ERVEQ7] modifiziert wurde. Die modifizierte Variante zeichnet
sich vor allem durch ihre einfache Implementierbarkeit aus. Ein weiteres Verfahren zur Berechnung
eines minimalen Energiepfades ist die nudged elastic band (NEB)-Methode, siehe [JMJ98].

Algorithmus (vereinfachte String-Methode): Seien zwei lokale Energieminima mg,m; € A
gegeben. Man bestimme einen Pfad " : {0,..., N} — A mit ¢°(0) = my und ¢°(N) = m;. Die
Zwischenstellen ©°(7),7 = 1,..., N — 1 werden mittels Interpolation berechnet. Nun fiihre man fiir
n = 0,1, 2, .. die folgenden Iterationen aus:

(1) Seien ¢ (0) = ¢"™(0) und ¢ (N) = ¢"(N). Man berechne jeweils fiir die Konfigurationen ™ (7)
mit? =1,..., N — 1 einen Minimierungsschritt des Verfahrens nach Alouges und bezeichne die
Resultate mit 7 ().

(2) Man bestimme mittels Interpolation aus ((pf(i))izo _ den neuen Pfad ((p"“(i))izo N
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5.4 Numerische Ergebnisse

Fiir eine schematische Skizze zur Beschreibung der vereinfachten String-Methode siehe auch Abbil-
dung 15. Hierbei sind 1, m die lokalen Energieminima und mg stellt das Maximum des minimalen
Energiepfades dar.

Die Interpolationen, die wihrend der vereinfachten String-Methode durchgefiihrt werden, kénnen in
beliebiger Weise erfolgen. In unserem Fall interpolieren wir, so dass sich die jeweiligen Konfigurationen
dquidistant auf der Kugeloberfliche befinden.

Der Vorteil dieser Methode ist, dass sich aufgrund des Alouges-Verfahrens die punktweise Nebenbe-
dingung ||m(x)||2 = 1, x € 2 auf die jeweiligen Konfigurationen iibertragen.

5.4 Numerische Ergebnisse

Um verldssliche numerische Ergebnisse zu erzeugen, werden wir zuerst die implementierten Routinen
iiberpriifen. Anschlieend untersuchen wir das asymptotische Verhalten der présentierten numerischen
Methode in Bezug auf Rechenzeit und Speicherbedarf. Im Anschluss berechnen wir einen minimalen
Energiepfad zwischen dem Vortex- und dem Flower-Zustand in einem Wiirfel.

5.4.1 Verifizierung der Implementierung

Ein Referenzbeispiel zur Uberpriifung der implementierten Routinen zur Berechnung der mikromagneti-
schen Energie wurde von Alex Hubert, Universitdt Erlangen-Niirnberg, vorgeschlagen. Hierbei bestimmt
man die Kantenlinge eines Wiirfels, bei der die Energieminimas Flower- und Vortex-Zustand gleiche
Energie besitzen. Der Test ist bekannt als y-mag Standard-Problem #3, siehe [McMOS].

Jrresssssrsrasassarannnns . Jrresssssrsrasassarannnns .,

Q) i b)

I

krist. Achse .

Abbildung 16: Initialisierungssetting nach [McMO08] fiir den a) Vortex- und b) Flower-Zustand.

Fiir unsere Tests wurde der Wiirfel in 24576 Tetraeder und 3072 Oberflichendreiecke unterteilt.
Die Magnetisierung wurde entsprechend wie in Abbildung 16 initialisiert. AnschlieBend wurden die
Energieminima jeweils mit dem oben beschriebenen Minimierungsverfahren nach Alouges bestimmt.
Die Ergebnisse fiir die verschiedenen Kantenldngen sind in Abbildung 17 zu sehen. Der theoretisch
vorhergesagt Wert von ungeféahr 8 stimmt mit unserem von 8,23 iiberein.
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0,34

! Energie des Flower-Zustandes ——

Energie des Vortex-Zustandes —s—

0,335

0,33 -

0,325

reduzierte Energie

0,32

0,315

0,31 | | | | | J
7.8 7.9 8 81 82 83 8,4

Seitenldnge des Wiirfels

Abbildung 17: Testergebnisse fiir das p-mag Standard-Problem #3.

5.4.2 Speicher- und Rechenzeitbedarf

Um das quasi-lineare Verhalten der vorgestellten numerischen Methode zu demonstrieren, fithren
wir Tests mit verschiedenen Diskretisierungen des Einheitswiirfels durch. Dabei wurden sdmtliche
Verfeinerungen mit Hilfe von netgen® erstellt.

Zuerst betrachten wir die Erstellung der Matrizen (5.12a), (5.12b), (5.12¢) und (5.12d). Ein wesentli-
cher Vorteil hierbei ist, dass diese Matrizen fiir eine bestimmte Geometrie und Approximationsgenauig-
keit nur einmal erstellt werden miissen. Wie in Abbildung 18 zu sehen ist, verhiilt sich die Zeit und der
Speicher, welcher zur Erstellung der Matrizen (5.12a) und (5.12b) verwendet wurde, linear, bis auf loga-
rithmische Terme zur Anzahl der Tetraeder. Weiterhin ist in Abbildung 19 zu sehen, dass die Erstellung
der Matrizen (5.12¢) und (5.12d) quasi-optimal in Bezug auf die Anzahl der Oberflichendreiecke ist.

Bei der String-Methode hat der Minimierungsalgorithmus aus Abschnitt 5.3.1 den entscheidenden
Anteil an der Gesamtberechnungszeit. Aus diesem Grund werden in Abbildung 20 einzelne Minimie-
rungsschritte dargestellt. Das zu beobachtende asymptotische Verhalten ist quasi-linear in Bezug auf die
Anzahl der Tetraeder. Wie in Abbildung 20 weiterhin zu erkennen ist, betrigt die Rechenzeit fiir einen
Minimierungsschritt selbst bei einem relativ kleinen Beispiel, ca. 200000 Tetraeder, bereits mehr als eine
Minute. Somit ist es entscheidend, ein Verfahren zu verwenden, welches quasi-optimale Komplexitét
besitzt, um wesentlich grofere Beispiele in vertretbarer Zeit zu rechnen.

*http://www.hpfem. jku.at/netgen/
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Abbildung 18: Zeit- und Speicherverbrauch fiir die Matrizen A und B, vgl. (5.12a) und (5.12b).
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Abbildung 19: Zeit- und Speicherverbrauch fiir die Matrizen C' und D, vgl. (5.12¢) und (5.12d).
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900 r
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0 400000 800000 1.2e+06 1.6e+06 2e+06

Anzahl der Tetraeder
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Abbildung 20: Bendtigte Zeit fiir einen einzelnen Minimierungsschritt.

5.4.3 Minimaler Energiepfad

Wir berechnen mit der in Abschnitt 5.3.2 beschriebenen String-Methode einen minimalen Energiepfad
zwischen dem Vortex- und dem Flower-Zustand. Als Setting wurde ein Wiirfel mit der Parameterkon-
figuration aus dem p-mag Standard-Problem #3 gewdhlt, wobei die Kantenlidnge 8,2 betriigt. Fiir die
Diskretisierung wurde der Wiirfel in 24576 Tetraeder und 3072 Oberflichendreiecke unterteilt. Die
Anzahl der einzelnen Zustinde des Pfades zwischen den Minima betrigt 41.

In Abbildung 21 werden die beiden Energieminima (Vortex- und Flower-Zustand) gezeigt, welche als
Anfangs- und Endpunkt fiir den MEP dienen. Dabei reprisentieren unterschiedliche Farben der Pfeile
unterschiedliche Richtungen im Raum. Die Abbildung wurde mit Hilfe der Programmierschnittstelle
OpenGL erstellt.

Die Abbildung 22 vergleicht die reduzierte Energie des initialisierten Pfades mit dem des MEP.
AnschlieBend werden in Tabelle 6 ausgewihlte Zwischenzustidnde dargestellt, wobei Zustand 25 die
Energie maximiert. Bemerkenswert am Vortex-Zustand ist (Zustand 40), dass auf der Vorderseite ein
sich 6ffnender und auf der Riickseite ein sich schlieBender Wirbel zu sehen ist.

Der limitierende Faktor bei den durchgefiihrten numerischen Tests ist die Laufzeit. So betréigt diese bei
dem gewihlten Beispiel ca. 2 Tage. Aus diesem Grund ist es wichtig, schnelle Methoden zu verwenden,
wie bereits in Abschnitt 5.4.2 erldutert wurde.

"http://www.opengl.org/
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(a) Flower-Zustand (b) Vortex-Zustand

Abbildung 21: Die zur Initialisierung des MEP verwendeten Energieminima.
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Zustand Magnetisierung des Wiirfels
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Tabelle 6: Zwischenzustinde des MEP vom Vortex- zum Flower-Zustand.
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Initialer Pfad ———
MEP —=—

Reduzierte Energie

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Zustand

Abbildung 22: Energie der Zwischenkonfigurationen des initialen Pfads und des MEPs vom Flower-
(links) zum Vortex-Zustand (rechts).
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6 Ausblick

Die vorgestellte Arbeit ldsst sich in verschiedene Richtungen erweitern bzw. auf andere Bereiche
iibertragen. So bietet es sich zum Beispiel an, Teile von Beweisideen auf andere Problemstellungen
zu libertragen oder vorgestellte Techniken wie den Erhalt von Nebenbedingungen fiir 7{-Matrizen bei
anderen Verfahren zu nutzen.

Die Darstellung des Schurkomplements mit Hilfe des Poincaré-Steklov-Operators in Abschnitt 3.2.1
kann genutzt werden, um die blockweise Approximierbarkeit der hierarchischen LU-Zerlegung einer
FE-Steifigkeitsmatrix zu beweisen. Damit wird die asymptotische Entwicklung des blockweisen Ranges
in Abschnitt 4.2.2 genauer bestimmt. Zwar existieren bereits Abschidtzungen in [Beb08, Theorem 4.31],
die die Approximierbarkeit beweisen, jedoch kann davon ausgegangen werden, dass sie nicht scharf
sind. Im Wesentlichen beruhen die Beweise auf Abschitzungen der Inversen der Steifigkeitsmatrix und
erschweren genauere Aussagen iiber die Giite der LU-Zerlegung.

Eine Moglichkeit, die Technik des in Kapitel 4 vorgestellten Erhalts von Vektoren auf andere Probleme
zu libertragen, ist die Anwendung auf Maxwell-Gleichungen. So ist man zum Beispiel daran interessiert,
fiir eine gegebene Stromquelle jy das Vektor-Potential u € {v € [L*(2)] © . rotv € [L*()] d} fiir das
Problem

1

rot—rotu = jo in €2,
I
uxv=0 aufdf),

zu berechnen, wobei . € L*°(2) die magnetische Permeabilitidt und v die duBere Normale auf 2
bezeichnet. Experimente zeigen, dass ein naiver Erhalt der blockweisen Zeilen- und Spaltensumme,
wie beim Laplace-Problem, zu keiner Verbesserung der Iterationszahlen fiihrt. Es muss also untersucht
werden, inwiefern sich die Norm des entsprechenden Schurkomplements verhélt und welche Basis die
Inverse der Systemmatrix gut approximiert.

Es besteht weiterhin die Moglichkeit, gewisse Ergebnisse des theoretischen Teils dieser Arbeit zu
verbessern. So kann zum Beispiel versucht werden, durch verdnderte Beweistechniken in Abschnitt 3.4
die Annahme (3.14) an die Greensche Funktion zu umgehen und auf bekannte Abschétzungen fiir dessen
Abklingverhalten wie aus [GW82, DM95, HKO07] zuriickzugreifen. Desweiterhin erscheint es sinnvoll,
den Raum

HY L) :={uec H'(Q): Luec L*(Q)}

fiir die Theorie in Kapitel 1.2.2 zu verwenden, so dass man nicht auf H?-Regularitit angewiesen ist. Wie
in [Cos88] gezeigt wurde, libertragen sich die meisten unserer Aussagen aus diesem Abschnitt direkt.
Leider sind dem Autor jedoch keine Existenzaussagen fiir die Losung des Randwertproblems (1.2)
bekannt.

Die Betrachtungen aus Kapitel 5 iiber die mikromagnetische Energie konnen auf zeitabhingige
Probleme iibertragen werden. Hierfiir verwendet man in der Regel die Landau-Lifschitz-Gilbert-Glei-
chungen (LLG), vgl. [HS98], in der Form

OE[m)|
om

om + Am X dym = —um X
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6 Ausblick

mit A > 0 und 2 = 1 + A%, wobei E[m] mit dem Energiefunktional (5.2) aus dem Landau-Lifschitz-
Modell iibereinstimmt. In diesem Fall konnen grofle Teile der Implementierung fiir den stationédren Fall
tibernommen werden. Geeignete Minimierungsverfahren fiir die LLG-Gleichungen werden in [AJ06,
BKPO8] vorgestellt und analysiert.
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