Energieskalierung, GGebietsverzweigung
und SO(2)-Invarianz in einem fest-fest

Phasenubergangsproblem

Dissertation
Zur
Erlangung des Doktorgrades (Dr.rer. nat.)
der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultét
der

Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitat Bonn

vorgelegt von
Allan Yuk-Kin Chan
aus

Dinslaken

Bonn (2013)



Angefertigt mit der Genehmigung der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultét
der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitdt Bonn

1. Gutachter Prof. Dr. Sergio Conti
2. Gutachter Prof. Dr. Stefan Miiller
Tag der Promotion: 19.07.2013
Erscheinungsjahr: 2013



Zusammenfassung

In den frithen 90er Jahren haben Robert Kohn und Stefan Miiller ein Modell entwickelt,
das Musterbildung in martensitischen Formgedachtnismetallen erkléaren konnte. In dieser
Arbeit wird eine vektorwertige Verallgemeinerung ihres Modells fiir fest-fest Phaseniiber-
ginge mit SO(2)-Invarianz untersucht. Fiir ein vektorwertiges Modell mit Skalenparame-
ter £, Phasenparameter o« und Gebietsgrofen h und [ werden in dieser Arbeit zu dem
Funktional

/ dist*(Du, K) dL* + ¢ / | D?ul
Q Q
mit
ue M={veWQR?): Dve BV(Q;R*?), v(z,y) = (z,y)" V(z,y) € 0N}

und K = SO(2)AUSO(2)B C R?*? fiir den Fall, dass A und B zwei Rang-1 Verbindungen

haben,
1 —« 1 «
= 1) =009),

vier Infimum-Energieskalierungen fiir verschiedene Wertebereiche von € und verschiedene
Rechtecke 2 mit SO(2)-Invarianz hergeleitet. Fiir den Fall, dass A und B eine Rang-1

Verbindung haben,
1 0 1 0
A:(o 1—a)’ BZ(O 1+a)’

wird eine a%/°/5hI'/>-Infimum-Energieskalierung fiir verschiedene Rechtecke Q mit SO(2)-
Invarianz gezeigt. Mit der Methode der Gebietsverzweigung werden die entsprechenden
oberen Schranken fiir die Infimumenergie hergeleitet.
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1 Einfihrung

Es gibt Materialien, die sich nach einer pseudo-plastischen Verformung durch thermi-
sche Manipulation an ihre Ausgangsform vor der Verformung erinnern kénnen. In Ab-
bildung 1.1 ist ein Beispiel gegeben. Es gibt spezielle gewundene Driahte, die beliebig
elastisch verformt werden kénnen. Nach Erwdrmung des verformten Drahtes kehrt er bis
auf Raumrotationen und Translationen immer zu der gleichen Ausgangsform zuriick. Die-
ses Experiment kann beliebig oft wiederholt werden. Entdeckt wurde dieser sogenannte
Formgedéchtniseffekt vom schwedischen Physiker Arne Olander im Jahre 1932 bei einer
Legierung aus Gold und Cadmium. Da jedoch Gold teuer und Cadmium giftig ist, gab
es keine industrielle Verwendung fiir den Formgedéachtniseffekt. In den darauf folgenden
Jahren wurden weitere Legierungen wie CuZn, CuSn, AuCd und CuAlINi entdeckt, die
auch unter den Formgedachtnismetallen einzuordnen sind. Erst durch die Entdeckung von
NiTi im Jahre 1962 fand der Formgedachtniseffekt iiber die militdrische Anwendung Zu-
gang zur Industie. Die Legierung NiTi wurde favorisiert, da sie dem rostverursachenden
Meerwasser standhalten kann als auch schwer zu orten ist [33].

Die besonderen Eigenschaften von Formgedéachtnislegierungen wie NiTi bieten sehr vie-
le Anwendungsmoglichkeiten. Formgedéchtnislegierungen haben z.B. ihre Anwendung in
der Mikrosystemtechnik [23|, um sowohl die Anzahl von Bauteilen zu verringern als auch
die Baugrofsen moglichst klein zu halten. In der Robotik werden bei der Herstellung von
Greifern fiir Handhabungseinrichtungen auch Formgedéchtnislegierungen eingesetzt, siehe
[23] und [32]. Auch in der chemischen Labortechnik werden Formgedéchtnislegierungen
verwendet, um Analyseinstrumente auch auf kleineren Messskalen einsetzen zu kénnen. In
der heutigen Medizintechnik werden viele Implantate und Werkzeuge aus speziellen Form-
gedachtnislegierungen hergestellt, da diese nicht nur eine hohe physiologische Kompati-
bilitdt zum menschlichen Organismus, sondern auch eine hohe Biofunktionalitdt haben.
Fiir weitere interessante Anwendungsgebiete und historische Bemerkungen siehe auch [29|
und [34].

Verantwortlich fiir den Formgedachtniseffekt, beispielsweise bei NiTi, sind entweder ther-
misch verursachte oder spannungsinduzierte oder thermomechanische reversible marten-
sitische Phasenumwandlungen vom Austenit in das Martensit, siche [10]. Adolf Martens
entdeckte im Jahre 1890 Martensite im Stahl. Thm zu Ehren wurde der Begriff Mar-
tensit geschaffen. Abbildung 1.2 zeigt eine schematische Darstellung einer martensiti-
schen Phasenumwandlung durch mechanische Einwirkungen bei konstanter Temperatur.
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Abbildung 1.1: Demonstration des Formgedéchtniseffekts anhand eines Nitinoldrahtes.
Nach jeder elastischen Verformung kehrt der Nitinoldraht bei Erwérmung
bis auf Raumrotationen und Translationen zu seiner Ausgangsform zu-
riick.

=<

Phasenumwandlungen dieser Art sind spezielle fest-fest Phaseniibergéinge eines elasti-
schen Kristalls. Ahnlich wie in Abbildung 1.2 wiirde eine thermisch verursachte Um-
wandlung wie folgt verlaufen: Bei einer Erwarmung iiber die Austenit-Starttemperatur
beginnt die Phasenumwandlung des martensitischen Materials in die Hochtemperatur-
phase Austenit. Nach Erreichen der Austenit-Endtemperatur ist die Phasenumwandlung
vollendet und der Kristall ist austenitisch. Erreicht die Temperatur wéhrend der Ab-
kithlung die Martensit-Starttemperatur, beginnt die Riickumwandlung. Ist die Martensit-
Endtemperatur erreicht, dann ist die Riickumwandlung vollendet und der Kristall ist
martensitisch. Da keine kristallographischen Defekte im Kristall zuriickbleiben ist dieser
Prozess reversibel. Im Allgemeinen kann man thermisch verursachte und spannungsindu-
zierte martensitische Phasenumwandlungen mischen. Abbildung 1.3 zeigt einen solchen
thermomechanischen reversiblen Prozess.

Kristalline Festkorper weisen sowohl auf kleinen, wie auch auf grofen Skalen geordne-
te Gitterstrukturen auf, die bei Fliissigkeiten und Gasen nicht vorhanden sind, denn die
einzelnen Atome oder Molekiile sind dort in einem ungeordneten Zustand. Hier haben Mi-
krostrukturen einen so grofsen Einfluss auf das makroskopische Verhalten einzelner Teile
oder gar des gesamten Materials, dass spezifische Strukturen entstehen, die gewisse Mate-
rialeigenschaften optimieren. Dabei wird jede beobachtete Struktur auf irgendeiner Beob-
achtungsebene zwischen der makroskopischen und der atomaren Ebene als Mikrostruktur
bezeichnet. In den Materialwissenschaften mochte man u.a. die mikroskopischen Eigen-
schaften eines Materials ermitteln. Diese sind z.B. die feinen Strukturen und das dazuge-
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Abbildung 1.2: Beispiel einer spannungsinduzierten reversiblen martensitischen Phasen-
umwandlung vom Austenit in Martensit und ihre Riickumwandlung in
einer Gitterebene bei konstanter Temperatur. Dabei wird das Austenit
als ein elastisches Kristall modelliert. Steht das Austenit unter mechani-
scher Spannung, so wird sein Gitter verformt. Nach einer mechanischen
Entlastung kehrt das Martensit in das vorherige Austenit ohne kristallo-
graphische Defekte zuriick.

horige Gitter, auf dem die feinen Strukturen verteilt sind.

Gut 40 Jahre lang wurde nach einem mathematischen Modell gesucht, um die phénome-
nologische Theorie der Martensite, die auf Bowles & MacKenzie [11], [31], und Wechsler
Lieberman & Read [36], [30] zuriickgeht, vorherzusagen. Es sind u.a. die Arbeiten von
Khachaturyan, Roitburd & Shatalov [24], von Ericksen [21], von Ball & James [4], [5] und
von Kohn & Miiller [26], [27], die zum mathematischen Modell, wie es in der heutigen
Form gebrauchlich ist, gefithrt haben. Lange Zeit war nur eine geometrisch lineare Theorie
bekannt. Erst Anfang der 80er wurde durch Ericksen der Grundstein fiir eine geometrisch
nichtlineare Theorie gelegt, die durch die Arbeiten von Ball & James [4],[5] weiterent-
wickelt wurde. Aufierdem konnten Ball und James zeigen, dass die bis dahin bekannte
lineare Theorie als die linearisierte Version ihrer geometrisch nichtlinearen Theorie ver-
standen werden konnte. Fiir weitere Gegentiberstellungen der beiden Theorien siehe [25]

und [9].
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Martensitzwilling fast entzwillingtes Martensit
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Austenit Martensit

Abbildung 1.3: Beispiel einer thermomechanischen reversiblen martensitischen Phasen-
umwandlung. Im Allgemeinen gibt es mehrere Martensitphasen und nach
einer Deformation des Austenits (links unten) kommt es héufig zu einer
Phasenmischung. Laminare Strukturen, kurz Laminate, werden auf der
Oberflache von Martensitzwillingen haufig beobachtet (links oben). Wei-
tere Deformationen des verzwillingten Martensits konnen zur teilweisen
(rechts oben) oder vollstandigen Entzwillingung (rechts unten) fiihren.

1.1 Nichtlineare Elastizitatsmodellierung

Bei der mathematischen Modellierung von Mikrostrukturen wird iiblicherweise von einem
kontinuierlichen Modell fiir kristalline Festkorper ausgegangen, deren Gitterstrukturen
Phaseniibergidngen ausgesetzt sind. Dabei werden atomare Phidnomene vernachlassigt.
Variationelle Modelle fassen die spontane Bildung von Mikrostrukuren als einen Optimie-
rungsprozess gewisser materielle Eigenschaften auf. Der Grund, warum es zur plétzlichen
Bildung von Mikrostrukturen kommt, ist die fehlende Existenz eines exakten Optimums,
wodurch die feine Oszillation optimierender Folgen immer grofer wird und das Anwach-
sen der feinen Oszillation nur durch Effekte aufgehalten wird, die aus der atomaren Skala
kommen und vom bisher beschriebenen Modell nicht berticksichtigt wurden. Die mathe-
matische List hierbei ist nun, die wesentlichen Eigenschaften optimierender Folgen zu
extrahieren.
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Ql ) Q?

Martensitvariante 1 / Martensitvariante 2

Du(x) = Fy Du(z) = Fy

Abbildung 1.4: Eine Deformation mit zwei Martensitvarianten. Wegen der Stetigkeit von
u konnen Gradientenspriinge von u nicht beliebig sein (Hadamardsche
Sprungbedingung).

1.1.1 Elastische Energieminimierung

Die grundlegende Idee der variationellen Modellierung ist die Annahme, dass der elasti-
sche Kristall ein nichtlineares Kontinuum ist. Dabei werden kristalline Strukturen durch
Symmetrieeigenschaften einer Funktion wie folgt berticksichtigt. Befindet sich der Kristall
in Ruhe und werden auf ihn keine Kréfte ausgeiibt, dann wird er mit einer beschrankten,
offenen und zusammenhingenden Menge ©Q C R3, £3(9Q) = 0, identifiziert. Jede Defor-
mation u : Q — R? des Kristalls ) erfordert einen Aufwand an elastischer Energie E von
der Form

E(u) = /QW(Du(x),T) dL*(x), (1.1)

wobei W : R3*3 x R, — R eine Funktion ist, die den Kristall beschreibt. Ublicherweise ist
u € WHP(Q;R3), 1 < p < oo. Einerseits werden nur solche Deformationen betrachtet, die
den Kristall nicht zerstoren. Andererseits wird die Bildung einer Mikrostruktur erwiinscht.
Ersteres ist eine Stetigkeitsvoraussetzung an u. Letzteres lésst Spriinge in Du zu. Ein
geeigneter Raum fiir u ist z.B. WH>(Q, R3), aber auch Riume wie {u € W'?(Q,R3), Du €
X}, wobei X Gradientenspriinge zulésst, sind geeignet. Wenn u stetig ist, dann sind die
Gradientenspriinge aber nicht beliebig. Wenn u z.B. eine stiickweise affine Deformation
ist wie

{le +a; x €,
u(r) =

FQ(L’ +ay T € Qg,
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wobei Fy, F, € R3*3 konstante Matrizen und a;,as € R?® konstante Vektoren sind, dann
gibt es zwei Vektoren v,b € R3, so dass

F1 — F2 =b (059 v, wobei (b (059 V)i,j = (blyj)

Das ist die sogenannte Rang-1 Bedingung, auch als Hadamardsche Sprungbedingung be-
kannt (Abbildung 1.4).

Die Energiedichtefunktion W hat zwei wichtige Invarianzeigenschaften. Sie ist invariant
unter Rotation des Koordinatensystems und invariant unter jeder Wirkung der Isotro-
piegruppe P des Kristallgitters. So eine Isotropiegruppe ist iiblicherweise eine diskrete
Untergruppe von SO(3). Mathematisch ausgedriickt lauten diese Invarianzeigenschaften:

W(QF,T)=W(F,T) YQ cSO(3)VF € R*® VI ¢ Ry,
W(FP,T)=W(F,T) VPP CSO(3)VF e R** VT e Ry,

wobei F' = Du die Deformationsmatrix von u ist. Die erste Invarianz garantiert, dass star-
re Korperrotationen die Energie nicht verdnderen. Die zweite Invarianz bedeutet in der
Sprache der martensitischen Transformationen, dass das Austenitgitter kristallographisch
gleichberechtigte Verformungsrichtungen hat. Eigentlich héngt W noch von der Tempera-
tur T" ab. Jedoch werden wir Temperaturabhingigkeiten vernachléssigen, indem wir eine
konstante Temperatur annehmen. Ublicherweise wird W so gewihlt, dass min(W) = 0
gilt. Die Menge K = W~1(0) = {F € R**®: W(F) =0} entspricht dann den energie-
freien affinen Deformationen des Kristallgitters. In den Anwendungen mathematischer
Modelle mit konstanter Temperatur ist K iiblicherweise von der Form U;vzl SO(3)F}.

In der Sprache der martensitischen Transformationen heifst das, dass es N = N(Py4, Py)
martensitische Varianten, auch Phasen genannt, Fi(T),..., Fx(T) gibt. Hierbei ist Py
die Isotropiegruppe des Austenitgitters und P,; die des Martensitgitters. Wenn T4 die
Austenit-Endtemperatur und T), die Martensit-Endtemperatur sind und die Einheitsma-
trix das Austenit beschreibt, dann hat K die Form

SO(?)) T > TA,
K(T) = 4 S0(3) UU;Z, SOB)FH(T) T € [Tas, Tal,
UL, SOB3)F;(T) T < T

Beispielsweise ist bei kubisch-tetragonalen Transformationen N = 3 (siehe Abbildung 1.5).
Man sieht, dass eine stetige Deformation das Energiefunktional in (1.1) genau dann mini-
miert, wenn Du(z) € K fiir fast alle x € Q ist. Gesucht sind daher stetige Deformationen,
wo die verschiedenen Phasen zu gegebenen Randbedingungen koexistieren. Es gibt zwei
Arten der Koexistenz. Eine martensitische Variante R; F; trifft entweder auf eine andere
martensitische Variante Ry F5 oder auf das Austenit. Im ersten Fall ergibt sich aus der Ha-
damardschen Sprungbedingung, dass, falls eine Deformation u in einem Punkt x sowohl
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Austenit Martensit
(kubisch) (tetragonal)

/ Martensitphase 1

Martensitphase 2

Martensitphase 3

Abbildung 1.5: Beispiel eines Austenits mit drei martensitischen Phasen.

[Du(z)]T = Ry F als auch [Du(z)]”™ = RoFy erfiillt, u in der Niahe von z ein Laminat ist.
Dazu miissen zwei Vektoren c,v € R? gefunden werden, so dass R1F} — RoFs = c®@ v
erfiillt ist. Trifft eine martensitische Variante auf das Austenit, so sagt die Hadamardsche
Sprungbedingung eigentlich aus, dass es nicht zur Bildung einer gemeinsamen Oberfliche
kommen kann. Jedoch zeigen Experimente, dass es zur gemeinsamen Oberfldchenschicht-
bildung von Austenit und Laminat kommt. Dieses Phdnomen kann Dank der Arbeit von
Ball & James [4] mit Hilfe von minimierenden Folgen erklart werden. Eine solche Folge
(u;)jen besteht aus stetigen Deformationen, von denen jede aus einem Austenit und einem
Laminat besteht, die beide durch eine Interpolation auf einem kleinen Interpolationsge-
biet verbunden sind. In Abbildung 1.6a und 1.6b ist die Situation schematisch dargestellt.
Die Folge (u;); konvergiert fiir immer gréfser werdendes j gegen das Austenit, das in Ab-
bildung 1.6¢ und 1.6d angedeutet wird.

Im Allgemeinen ist die Funktion W weder konvex noch quasikonvex, so dass es schwer
zu sehen ist, ob das Infimum von F bzgl. Randdaten angenommen wird. Aber gerade das
ist der Punkt bei der elastischen Energieminimierungsmethode. Die Nichtexistenz eines
Minimums ist eng mit der Bildung von Mikrostrukturen verbunden. Weil kein exaktes
Minimum existiert, miissen minimierende Folgen (u;); zu immer feineren Oszillationen
von Du iibergehen.

Nicht immer ist der Rand der gemeinsamen Oberflichenschicht von Austenit und Mar-
tensit eine Ebene wie in den Abbildungen 1.6a und 1.6¢ angedeutet. Diese Art von Grenz-
schichten wird als klassisch bezeichnet. Nicht-klassische Grenzschichten kénnen z.B. ge-
kriimmt sein oder spitz in das Austenit hineinlaufen. Mehr zu nicht-klassischen Grenz-
schichten kann man in [35], [10], [3] und [6] finden. Barbara Zwicknagl untersuchte in [37]
u.a. periodische, sich nicht verzweigende Grenzschichten.

Die elastische Energieminimierung hat ihre Grenzen, denn bei einem als Kontinuum ange-
nommenen Kristall ist sie eine enorme Vereinfachung der Situation. Haufig werden feine
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Laminat mit Martensitphase A und B

S\

T

Austenit
Interpolationsgebiet

(a) Austenit trifft auf ein verzwillingtes Mar-  (b) Eine Deformation mit Martensitphase A
tensit mit Phasen A und B bei einer klei- und B bei einer kleinen Oszillationsfre-
nen Ostzillationsfrequenz von Du. quenz von Du.

Laminat mit Martensitphase A und B
A

Austenit
Interpolationsgebiet

xT

(c) Austenit trifft auf einen verzwillingten (d) Eine Deformation mit Martensitphase A
Martensit mit Phasen A und B bei einer und B bei einer groferen Oszillationsfre-
groferen Oszillationsfrequenz von Du. quenz von Du.

Abbildung 1.6: Die Hadamardsche Sprungbedingung erlaubt eine gemeinsame Oberflache
zweier Martensitvarianten. Eine gemeinsame Oberfliche zwischen Aus-
tenit und Martensitzwillingen ist nicht moglich. Zwischen Austenit und
Martensitzwillingen gibt es eine Schicht, die mathematisch mit Hilfe einer
Interpolaton modelliert werden kann. Je grofser die Oszillationsfrequenz
desto kleiner das Interpolationsgebiet.
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Gebietsverzweigung im Martensit
A

~
7

i

Abbildung 1.7: Kohn und Miiller haben Gebietsverzweigungen in der Néhe einer Austenit-
Martensitzwilling-Schicht vorhergesagt. Es sind drei Generationen einer
Gebietsverzweigung zu sehen.

Phasenmischungen beobachtet, die das Modell nicht vorhersagt. Aufserdem wurden noch
zwei wichtige Materialeigenschaften vernachléssigt. Zum Einen fehlt im bisher Beschrie-
benen die Einbindung eines Energieterms, der die Oberflaichenenergie représentiert, und
zum Anderen fehlt eine Beschreibung von diskreten Effekten, die von der atomaren Welt
kommen. Die reine elastische Energieminimierung lésst also unendlich feine Phasenmi-
schungen zu, wo doch in der realen Welt Mikrostrukturen beschrénkt sind. Selbst wenn
die bisherige Modellierung noch weit entfernt von der Realitdt scheint, gibt es wesentli-
che Aussagen, die eben von dieser Art der Modellierung iiber die Mikrostruktur getroffen
werden kénnen. Das Verhéltnis der Phasenverteilung kann vorhergesagt werden; die Ori-
entierungsrichtung der Phasenoberflichen kann in der Sprache der Rang-1 Verbindung
bestimmt werden; die kristollographische Theorie {iber Martensite ist wiederzuerkennen.
Trotz Vereinfachungen konnten durch die elastische Energieminimierung Erfolge erzielt
werden. Das zeigt, wie stark die Methoden der Variationsrechnungen sind.

1.1.2 Weiterentwicklungen des elastischen
Energieminimierungsmodells

Um zu einem realistischeren Modell zu gelangen, z.B. die Bestimmung der Langenskala
oder die genauere Bestimmung der Geometrie einer Mikrostruktur, miissen zusétzliche
Energieterme eingefiihrt werden. Eine Verbesserung von (1.1) besteht beispielsweise darin,
unendlich feine Phasenmischungen zu verbieten. Der allgemeine Ansatz hierzu ist von der



1 Einfiihrung
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Abbildung 1.8: Beispiel eines verzweigten Martensits mit seiner Gebietsverzweigung.

Form
E. = elastische Energie + ¢ Oberflachenenergie.

In dieser Arbeit wird E. von der folgenden Form sein:

/QW(DU) d£3(x)—|—£/Q|D2u|.

Dieses Funktional erlaubt Spriinge in den Gradienten und |D?u| ist die totale Variati-
on eines Radonmafes. Der zusétzliche Parameter ¢ > 0 erlaubt die Behandlung einer
Langenskala. Fiir ¢ — 0 konvergiert das Modell formal gegen die reine elastische Energie-
minimierung. Weiteres zur mathematischen Modellierung von Mikrostrukturen ist in [§],
[17], [20], [2] zu finden.

Energiefunktionale E. mochte man gerne in der Form
E.=FEy+ce’ + O(EU-HS), o> 0,

schreiben, wobei man primér nicht an der Konstanten ¢ € R, sondern an dem Wert des
Exponenten o interessiert ist. Es reicht daher, eine Ungleichung der Art

187 < BE. — By < e’

herzuleiten. Man mochte also die Skalierung von dem Langenparameter € wissen.

Kohn und Miiller [26], [27] haben 1992-94 Oberflichenenergie in ihrem Modell eingefiihrt
und konnten Gebietsverzweigungen in der Néahe einer Austenit-Martensit Grenze vorher-
sagen (siehe Abbildung 1.7 und Abbildung 1.8). Die Annahmen in ihrem Modell sind
Q=10,L] x [0,1] und {u € W**(Q,R) : u(L,y) =0 Vy € [0,1],|u,| = 1 f.ii.}. Sie haben
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1.2 Ergebnisse und Methoden

eine 2/3L1/3 Skalierung fiir das Energiefunktional

Joens :/u§+e|uyy|da;dy
Q

vorhergesagt.

Bei der Auswahl von minimierenden Folgen werden solche Folgenglieder bevorzugt, die
aus selbstdhnlichen Mikrostrukturen aufgebaut sind. Dass der Minimierer ebenfalls eine
zumindest asymptotisch selbstdhnliche Struktur trigt, wurde von Conti fiir das Kohn &
Miiller Modell in [15] gezeigt.

Seit den Arbeiten von Kohn & Miiller [26], [27] konnten weitere Aussagen zu Energies-
kalierungen verschiedener Modelle mit Gebietsverzweigungen getroffen werden, siehe z.B.
Kohn & Otto [28], Choksi, Kohn & Otto [14] und Choksi, Conti, Kohn & Otto [13], Conti
[16] und Chan [12]. In diesen Arbeiten wurden jeweils u.a. eine £2/3-Energieskalierung
gezeigt. In [12] wurde die £%/3-Energieskalierung fiir ein vektorwertiges Modell mit SO(2)-
Invarianz unter Anwendung des Rigiditétstheorems von Friesecke, James & Miiller [22]
und dessen von Conti & Schweizer [18] gezeigt.

1.2 Ergebnisse und Methoden

Fiir ein vektorwertiges Modell mit Skalenparameter £, Phasenparameter o und Gebiets-
grofsen h und [ werden in dieser Arbeit zu dem Funktional

/ dist*(Du, K)dL* + ¢ / | D?u)
Q 0
fiir
uwe M={veWQ;R?): Dve BV(Q;R*?), v(z,y) = (z,y)" V(z,y) € 0N}

und mit K = SO(2)A U SO(2)B C R?*? fiir den Fall, dass A und B zwei Rang-1 Verbin-

dungen haben,
1 -« 1l «
=) =G0,

vier Infimum-Energieskalierungen fiir verschiedene Wertebereiche von € und verschiedene
Rechtecke 2 mit SO(2)-Invarianz und Gebietsverzweigung hergeleitet. Fiir den Fall, dass
A und B eine Rang-1 Verbindung haben,

1 0 1 0
A_(O 1—a)’ B_(O 1+a)’

11



1 Einfiihrung

Y
7 / f/" r’y v'y
(a) Gebietsverzweigung mit gekriimm- (b) Lokales us(z,y) — y.
ten Grenzlinien zwischen zwei Pha-
sen.

(c) Lokales uq (z,y) — x.

Abbildung 1.9: Geometrie und Testfunktion im Beweis von Theorem 2.
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1.2 Ergebnisse und Methoden

wird eine a%/°/5hI1/>-Infimum-Energieskalierung fiir verschiedene Rechtecke Q2 mit SO(2)-
Invarianz und Gebietsverzweigung gezeigt. Die Hauptergebnisse sind:

Theorem 1 (Energieskalierung bei zwei Rang-1 Verbindungen). Seien Q2 = (0,1) x (0, h),
0<h 0<lac(01),ce(0,1), u: QR

Al = ((1) —10{> y B1 = <(1) Cf) y K1 = SO(Q)Al U SO(Q)Bl

und

& ::/distQ(Du, Kl)d£2+£/ | D?ul.
Q Q

Sei M = {u € W2(Q;R?) : Du € BV(;R*?), u(z,y) = (z,y)T V(x,y) € 9Q}. Sei
Ey = inf{& (u) : u € M}. Dann gibt es Konstanten ag,eq,c1,¢0 € Ry, ag € (0,1),
g0 >0, 0 < ¢y < co, die nicht von a, e, h,l abhdngen, so dass Folgendes gilt:

Fall h < :

BBV < By < e3PV Ya e (0,a9) Ve € (O,eoa?—;).
Fall h > I:

01044/352/3lh1/3 < El
Cl(l/4hl S E1
01a4/352/3hl1/3 < E,

e B2BIR3 Yo € (0, a0) Ve € (e9a*h, soarly),
coathl Va € (0,ap) Ve € [goal, ggah],
e B2BRIE Y € (0, a9) Ve € (0,00*).

ININAIA

In [12] wurde eine schwiichere Abschidtzung bewiesen. Neuerungen sind die Félle h < [
und h > [. Beweistechnisch gesehen gibt es in dem Beweis von Theorem 1 zwei grofie
Hauptfille. Diese sind h < [ und h > [. Die grofte Herausforderung liegt in der Anwendung
der Randdaten in es-Richtung.

Der Fall h < [: Um eine obere Schranke herzuleiten, geniigt es, eine geeignete Funktion
u zu konstruieren. Der Beweis der unteren Schranke von Theorem 1 basiert auf fiinf
strategischen Eckpfeilern:

Separation von € aus der Oberflachenenergie.

Erzeugung von vielen kiinstlichen Interaktionen zwischen elastischer Energie und
Oberflachenenergie via Poincarésche Ungleichungen, um das herausseparierte ¢ wie-
der ins Spiel zu bringen.

Umwandlung der Randdaten in L*°-Rigiditatsabschatzungen.

e Synergie zwischen Punkt zwei und drei.

13



1 Einfiihrung

e Optimierungsschritt: Suche nach der bestmdglichen kiinstlichen Interaktion zwi-
schen elastischer Energie und Oberflachenenergie aus Punkt zwei.

Im Vergleich zu [12] ist der zweite Punkt der neue Weg. Sowohl die £%/3-Skalierung der
unteren Schranke, als auch die a*/3-Skalierung der unteren Schranke kénnen simultan
hergeleitet werden. Einerseits liefern die Randdaten eine Rigiditatsabschétzung der Form

!
luy (z,y) — x| < / dist(Du(s,y), K1) ds V(x,y) € Q.
0

Andererseits sind solche Abschitzungen wegen den Anwendungen von Poincaréschen Un-
gleichungen eher auf quadratischen Gebieten @) zu betrachten. Benotigt wird daher

I
/|u1(x,y)—x|dydx§//dist(Du(s,y),Kl)dsdydx vQ C . (1.2)
Q QJo

Die rechte Seite kann mit der Holderschen Ungleichung in elastische Energieanteile umge-
wandelt werden und induziert aus dieser Sicht eine Partitionierung der Energie E;. Ist @
ein kleines Quadrat der Form Q = (g1, ¢2) + (0, A\h)? und S ein kleiner Streifen der Form
S =(0,q2) + ((0,1) x (0, Ah)), dann kénnen wir (1.2) auch umschreiben zu

wy(z,y) — | dyde < Mo | dist(Du(s, y), K1) dsdy < \2R¥2M2EV? vQ ¢ Q.
ui(z,y) — | !
Q S

Die néchste Aufgabe besteht nun darin, fiir geeignete @ dieses Ungleichungsfragment
in eine vollstdndige Ungleichung fiir £} umzuwandeln und daraus eine optimale untere
Schranke fiir F; herzuleiten.

Der Fall h > [: Um die untere Schranke zu zeigen, werden zum Einen die Methoden aus
dem Fall h < [ verwendet, und zum Anderen die untere Schranke aus dem Fall h < [
mit einem Transformationstrick angewendet. Um die oberen Schranken zu zeigen, wird
die obere Schranke aus dem Fall h < [ mit dem selben Transformationstrick angewendet.

Das zweite Resultat dieser Dissertation ist das folgende Theorem:

Theorem 2 (Energieskalierung bei einer Rang-1 Verbindung). Seien 2 = (0,1) x (0, h),
0<h 0<l,ac(0,1),c€(0,1), u: QR

1 0 1 0
A2 = (O 1— Oé) s BQ = (O 1-'-0() s KQ = SO(2)A2 U 80(2)32

und

& ::/distz(Du, Kg)d£2+5/ | D?ul.
Q Q
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1.2 Ergebnisse und Methoden

Sei M = {u € WH2(Q;R?) : Du € BV(;R*?), u(z,y) = (z,y)7 V(x,y) € 9Q}. Sei
Ey := inf{&(u) : u € M}. Dann gibt es Konstanten ag,eg,c1,¢0 € Ry, ag € (0,1),
g0 >0, 0 < ¢y < co, die nicht von a, e, h,l abhdngen, so dass Folgendes gilt:

108 PRI < By < a5 PRINE Ya € (0, a) Ve € (0,500k7).

Im Vergleich zu [12] werden fiir den Beweis von Theorem 2 zwei neue Methoden angewen-
det. Wir werden den Beweis in zwei Hauptfille unterteilen. Der Fall h < [ wird rigoros
behandelt. Der Fall h > [ ist eine Anwendung des Falles h < [.

Sowohl bei der Konstruktion der oberen Schranke als auch bei der Herleitung der unteren
Schranke wird das folgende Schema immer die Leitidee sein:

Ohu =0y,

al Ughafl@

In Kapitel 2 wird dieses Schema genauer erklart und in Kapitel 3 wird der Beweis fiir
die obere Schranke gefiihrt. Die grobe Idee dieses Schemas ist die Folgende. Um bei der
oberen Schranke die bessere £%/°-Energieskalierung zu bekommen, miissen zuerst solche
Terme eliminiert werden, die eine schlechtere Energieskalierung, etwa £2/3, verursachen
wiirden. Das wird erreicht, indem ein u so konstruiert wird, dass die antisymmetrischen
Anteile von Du sich nur um ein Vorzeichen unterscheiden. Die Hauptterme fiir die Energie
werden in den symmetrischen Anteilen von Du sein. Dort sitzt der Hauptanteil der Energie
im 1-1 Eintrag von Du. Bei der Konstruktion werden zuerst |Oqus|, |Oyus| und |Osuy| in
dieser Reihenfolge kontrolliert klein gehalten. Terme, die in dyus entstanden sind, werden
nach 0yu; transportiert und quadratisch verbessert, da auf dem Konstruktionsweg

82u2 — 81u2 — 82161 — 81u1

zwei Integrationen und zwei Differentiationen benétigt wurden. In Abbildung 1.9 wird die
Gebietsverzweigung und eine lokale Testfunktion im Beweis gezeigt.

In Kapitel 4 wird der Beweis der unteren Schranke gefithrt. Auch dort wird das obige
Schema wegweisend sein. Bei der unteren Schranke wird ein dhnlicher Weg eingeschla-
gen, um Ungleichungen, die eigentlich eine untere %/3-Energieskalierung liefern wiirden,
gegen Ungleichungen, die zu einer unteren £%/°-Energieskalierung fiihren, auszutauschen.
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1 Einfiihrung

Dabei werden im Vergleich zu [12] hier keine Rigiditatstheoreme aus [22] und [18] zu Hilfe
genommen.
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2 Emergente Effekte durch Beispiele
entdecken

In diesem Kapitel stellen wir die Leitideen der Beweise der oberen Schranken vor. Fiir
martensitische Mikrostrukturen haben Kohn und Miiller ein Modell gefunden, das stark
genug ist, um auch die feine Geometrie von Mikrostrukturen vorherzusagen. Die Starke
des Kohn-Miiller-Modells liegt darin, dass sowohl elastische Energie als auch Oberflachen-
energie betrachtet werden. Auf der einen Seite gibt es eine Konkurrenz zwischen beiden
Energien. Aus der Sicht der elastischen Energie werden bestimmte Strukturen bevorzugt.
Jedoch konnen diese nicht beliebig gebildet werden, da zum Beispiel sehr feine Oszilla-
tionen zu einer starken Erhohung der Oberflichenenergie fithren. Andererseits induziert
die Betrachtung von elastischer Energie und Oberflachenenergie auch eine synergetische
Interaktion lokaler Strukturen, um die Gesamtenergie moglichst klein zu halten. Derartige
Effekte werden auch emergente Effekte genannt. Die Suche nach emergenten Effekten ist
grundlegend fiir das Versténdnis im Globalen. Mehr zur Emergenz siche [19].

Im Folgenden werden wir stets die zwei wichtigen Begriffe verwenden:

Definition (Elastische Energie und Oberflichenenergie). Der Energieanteil
/ dist*(Du, K) d£?
wird elastische Energie genannt. Der Energieanteil

/]DQu]

wird Oberflichenenergie genannt.

Durch eine Reihe von Beispielen werden wir die nétigen Interaktionen in unserem Modell
kennenlernen. In Abbildung 2.1 sind noch einmal die Grunddaten der globalen Konstruk-
tion zu sehen.

Es gibt bei der Suche nach der optimalen oberen Schranke im Fall K; und Ky Gemein-
samkeiten. Aus geometrischer Sicht werden in beiden Féllen Verzweigungen des Gebietes
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2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

Q= (0,1) x (0, h)
h h<l
u(z,y) = (z,y) ¥(z,y) € 0

S l >

Abbildung 2.1: Grunddaten der Konstruktion. (Aufkerdem seien o und ¢, je nach Fall, wie
in Theorem 1 bzw. Theorem 2.)

bevorzugt. Aus analytischer Sicht werden in der Konstruktion Funktionen bevorzugt, die
aus selbstdhnlichen Funktionen bestehen. Dabei wird jeweils eine besondere Art von Selb-
stdhnlichkeit und eine besondere Anzahl von solchen selbstédhnlichen Funktionen bevor-
zugt. Letztendlich bedeutet die Aufgabe, die globale Energie moglichst klein zu halten,
nichts anderes als nach einer optimalen Zusammensetzung der lokalen, selbstédhnlichen
Funktionen zu suchen.

Diese Gemeinsamkeiten fiihren im Fall K zu einer oberen Schranke, die wie £7/° skaliert.
Im Fall K5 werden wir eine andere Art von Interaktionen kennenlernen, die der Grund fiir
die e*/°-Energieskalierung im Fall K, ist. Im Gegensatz zum Fall K, wo die Konstruktion
nur auf der ersten Komponente des Vektors u stattfindet, wird im Fall K5 eine Konstruk-
tion auf dem vollen Vektor u bendotigt.

Wird die Identitit u(z,y) = (z,y)" als Kandidat fiir eine Konstruktion gewihlt, so gibt
es keine Oberflachenenergie. Daher ist die Energie £ bis auf eine Konstante von der Ord-
nung o?hl. Im Folgenden werden durch Beispiele Ideen und Strategien entwickelt, um
eine optimale obere Schranke herzuleiten. Das Beispiel u(x,y) = (z,y)” und deren obere
Schranke werden dadurch geschlagen, dass Interaktionen zwischen elastischer Energie und
Oberflachenenergie erzeugt werden. Zunéchst miissen beide Energieanteile lokal interagie-
ren. Das wird erreicht, indem lokal die Energie durch die Summe von beiden abgeschétzt
wird. Durch Einfithrung geeigneter Hilfsvariablen kann spéter in einem Optimierungs-
schritt global entschieden werden, wie eine Interaktion beider Energien aussehen muss,
um eine optimale globale obere Schranke zu erzeugen.

Wir werden in diesem Abschnitt Laminate auf Rechtecken betrachten. Dabei bezeichnen
wir eine nichtleere Menge M C R? als ein Rechteck, falls es einen Vektor a € R? und zwei
Zahlen b,c € R mit b,c > 0 gibt, so dass M = a + (0,b) x (0,¢). Unter einem Laminat
verstehen wir in dieser Arbeit Folgendes:

2/3

Definition (Laminat). Sei M = a+ (0,b) x (0,c) C R? ein Rechteck. Eine stetige, stiick-
weise affin-lineare Funktion f : M — R™ wird Laminat genannt, falls es eine Zerlegung
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von M in Rechtecke My, := a+(0,b) x ((k—1), k), k € [1, NJNN, N € N, gibt, so dass
M =Y My, xu, Df € C'(My) fir alle k € [1,N] und es zwei Matrizen P,Q € R>*?
gibt, so dass Dfxn, € {P,Q} fir alle k € [1, N]. Gibt es eine solche Zerlegung, so nen-
nen wir die Familie {My, : k € [1, N]} die zu (f, M) zugehdrige laminelle Zerlegung. Ist
N =2, so wird f einfaches Laminat genannt.

Laminate haben im folgenden Sinne ein Oszillationsmuster.

Definition (Oszillationsmuster). Sei M ein Rechteck, f : M — R? ein Laminat. Weiter
sei {My : k € [1,N]} die zu (f, M) zugehdorige laminelle Zerlegung. Die Liste

(DfXM177DfXMN)

nennen wir das Oszillationsmuster von f.

Notation. Wir werden in diesem Kapitel wichtige Demonstrationsbeispiele fiir die Falle
Ky und K5 kennenlernen. Um mit weniger Indizes auszukommen, werden wir - wenn der
Kontext klar ist - auf den Fallindex j € {1,2} bei K;, A;, B; und &, verzichten.
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2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

Qar

(a) (b) ()

Abbildung 2.2: Beispiel 1 legt die Geometrie der spateren Konstruktion am Rand fest. In
(a) wird mit einem Segment eines einfachen Laminats mit Oszillationsmus-
ter (A, B) begonnen. In (b) und (¢) wird dieses Muster auf grofse Teile des
Gebietes, Q24 bzw. (g, fortgesetzt. Von dort werden keine Energieanteile
kommen. Nur auf €2; werden Energiebeitrige erwartet.

() V()
h
h/2 - B2 -
h—~(z) Qp
Qs
() Qy 0 | " 0 | -
1/2 /2
O /2 0 / 0 /

Abbildung 2.3: Zwei Moglichkeiten fiir die Grenzfunktion ~ in Beispiel 1, die 23, von €24
trennt.

2.1 Beispiel 1: Eine Randkonstruktion

Konstruktionsplan: Die elastische Energie bevorzugt auf grofen Teilrechtecken Lami-
nate, deren Oszillationsmuster aus Matrizen aus K bestehen. Wir beginnen mit einem
einfachen Laminat. Entlang des Segments {l/2} x (0, h) sei u ein einfaches Laminat mit
Oszillationsmuster (A, B), d.h,

—_

im Fall K;: Du(x,y) € {( _10‘) , ((1) i‘)} Y(z,y) € {1/2} x (0, h);

im Fall Ky: Du(x,y)e{((l) 0 )((1) 12@)} Wz, y) € {1/2} x (0,h).

11—«

e}
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2.1 Beispiel 1: Eine Randkonstruktion

AuRerdem benétigen wir noch u(1/2,0) = (1/2,0)” und u(1/2,h) = (1/2,h)". Am linken
und rechten Rand von Q sind u(0,y) = (0,y)" Yy € [0,h] und u(l,y) = (I,y)" Vy €
[0, h] vorgegeben. Eine mogliche Konstruktion kénnte wie in Abbildung 2.2 angedeutet
aussehen: Es gibt ein Gebiet, wo Du = A und ein anderes Gebiet, wo Du = B ist. Auf
dem restlichen Gebiet wird zum Beispiel interpoliert. Um die Energie £ zu bestimmen,
reicht es, wenn die Konstruktion auf (0,/2) x (0, h) bekannt ist. Dort wiirde eine einfache
Konstruktion wie folgt aussehen: Sei v € C([0,1/2], [0, h/2]) mit v(0) = 0, v(I/2) = h/2
und monoton steigend, siehe Abbildung 2.3. Seien

Qu={(z,y) €Q: 2€(0,1/2), 0 <y <~(x)},
Qo= A{(z,y) € Q: 2 €(0,1/2), v(z) <y <h—7(z)},
Qp :={(z,y) € Q: z€(0,0/2), h—v(x) <y <h}.

Eine Funktion, die im Fall K; die Randbedingungen erfiillt, ist:

vy (z,y) € Qa,
Yy
T+ aylx
ule,y) = y7<>> (2.9) € .
_ h
v ay+a (I,y) S QB-
L Yy

Im Fall K5 nehmen wir:

T

x,y) € Qy,

y+ay> ( y) A
T

s = 5 € ’

) y+awm> i
T

,y) € Qp.

y—ay+ah> (@9) & 2

Energetische Untersuchung: Um die Energie £ zu berechnen, bendtigen wir die Ab-
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2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

leitungen. Im Fall Kj:

(
1 «o
0 1) (:B?y) € QA?
14+ay(z) O
Dutey) =4 (1T 1) (2.) € Oy,
1 —«o
(Jf,y) € QB-
\ 0 1)
Im Fall Ks:
1 0
0 1 +Oé> (ac,y) € QAa
1 0
DU(.ZE,y)Z / > (ZL’,y) EQMu
ay'(z) 1
1 0
O 1—Oé> (may)GQB~

\

In beiden Féllen wiirde £ bis auf Konstanten von der Ordnung cal + ohl sein. Wegen
e < al ist £ wieder nur von Ordnung o2hl.

Fazit: Zwar haben wir eine bessere Konstruktion als u(x,y) = (z,y)T gefunden, weil ein
e-Term hinzugekommen ist, doch er spielt in der Gesamtenergie keine Rolle. Der Grund
dafiir ist, dass in diesem Beispiel keine Interaktionen zwischen elastischer Energie und
Oberflachenenergie stattgefunden hat. Diese Konstruktion werden wir dennoch spéter als
Randkonstruktion wieder verwenden.

2.2 Beispiel 2: Fiillen mit Laminaten

Konstruktionsplan: Wie in Abbildung 2.4 angedeutet nehmen wir die Konstruktion aus
Beispiel 1, scheiden sie entlang {1/2} x (0, k) auf und fiillen die Liicke nach einer Skalierung
der Teilstiicke in e;-Richtung mit einem einfachen Laminat auf. Genauer: Diesmal wiirden
wir €2 zerlegen zu Q=0,UQ,, UQ,, wobei

Q= {z € (0,01), (z) <y < h—F(x)},
Q. ={re((1-0)LI), (z—-1)<y<h—A3x—-1)},
Q= O\ (U
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2.2 Beispiel 2: Fiillen mit Laminaten

- > Qn
h—3(x)
: o Q,
: 3(x)
-— i —> O,
0o -0 1 0 a -0l 1
(a) Alte Konstruktion (b) Die Liicke wird mit ei- (¢) Die Geometrie des Ge-
wird aufgeschnitten. nem einfachen Lami- bietes in Beispiel 2.
Beide Teile werden in nat gefillt.

e1-Richtung skaliert,
so dass in der Mitte
eine Liicke entsteht.

Abbildung 2.4: Beispiel 2 fiihrt einen Hilfsparameter 6 ein. Lokal gesehen ist dieses 6
optimal, falls ] im Wesentlichen genau so grof ist wie h/2.

dabei 6 € (0,1/2) und 7 : [0, 6] — [0, h/2] mit Y(x) := vy(z/(20)) und v wie in Beispiel 1.
Auf €; bzw. 0, wenden wir Beispiel 1 an. Auf €2, wird u ein einfaches Laminat sein.

Energetische Untersuchung: Aus der Sicht von £ hat sich bis auf Konstanten nichts
gedndert, d.h., es gibt eine Konstante ¢; > 0, so dass £(u, Q, K;) < ¢;a?hl fir j € {1,2}.

Fazit: Der Hilfsparamter wiirde nur einen Einfluss auf die Konstanten ¢; nehmen. Wir
werden aber noch auf diesen Hilfsparameter zuriickkommen.
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2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

200 2R 2 A B
B B < A >
B < B >
< 4>
B < B >
A A < 4 >
A B

(a) (b) () (d)

Abbildung 2.5: Beispiel 3 fithrt einen weiteren Hilfsparameter N ein. Erst die Einfithrung
beider Hilfsparameter erzeugt eine Konkurrenz zwischen elastischer Ener-
gie und Oberflichenenergie. Diese wird aber iiber einen Optimierungs-
prozess in eine Synergie umgewandelt. In (a) wird die Konstruktion aus
Beispiel 2 genommen. In (b) wird diesmal in es-Richtung eine Liicke er-
zeugt. In (c) wird die Liicke mit einer skalierten, gespiegelten Version von
(a) gefiillt. In (d) wird diese Prozedur insgesamt N-fach wiederholt.

B A
A B

B B B

A A A

(a) (b) ()

Abbildung 2.6: Energiefreie Verklebung. Es gibt in (a) zwei einfache Moglichkeiten die
Liicke zu fiillen. Die Variante in (b) ist ungiinstig, da in der Mitte ein zu-
sétzliches ael an Oberflachenenergie in der Gesamtenergie beriicksichtigt
werden miisste. Die Variante in (c) ist dagegen energetisch giinstiger.

2.3 Beispiel 3: Periodisch oszillierende Strukturen -
zwei-parametrige Optimierung

Konstruktionsplan: Wie in Abbildung 2.5 angedeutet, nehmen wir die Konstrukti-
on aus Beispiel 2. Diesmal skalieren wir die alte Konstruktion in es-Richtung herun-
ter, kopieren sie und fiillen die Liicke mit einer in es-Richtung gespiegelten Kopie auf.
Auf (01, (1 —0)l) x (0,h) ist u diesmal ein Laminat mit Oszillationsmuster (A, B, B, A).
Das Oszillationsmuster (A, B, A, B) ist unglinstig, da wir zusétzlich Oberflachenenergie
aufwenden miissten, vgl. Abbildung 2.6. Wir betrachten nun die Situation, wo u auf
(01, (1 — 0)l) x (0,h) ein Laminat ist, dessen Oszillationsmuster aus N (A, B) Blocken
und N (B, A) Blocken besteht. Da wir fiir die Verklebungen keine zusétzlichen Ober-
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2.3 Beispiel 3: Periodisch oszillierende Strukturen - zwei-parametrige Optimierung

flichenenergien verursachen wollen, betrachten wir das Oszillationsmuster, das aus N
(A, B, B, A) Blocken besteht. Wir zerlegen wieder €2 zu Q = €, U, U 2, U Q,., wobei

Q= U {xe((),@l) fj\ﬁ;] (z )<y<%+%(h—ﬁ(x))},
k=0
0= {936(0,91) A (x—z)<y<%+%(h—&(x—l))},

Qi =02\ (QUQ,);
dabei sind 6 € (0,1/2) und J(x) := ~y(x/(26)), wobei v wie in Beispiel 1 genommen wird.
Energetische Untersuchung: Auf (2,, haben wir nur ein Laminat. Dort ist
E(u, N, K;) = N -eal(1—20), je{l1,2},

da nur Oberflichenenergie vorhanden ist. Dabei ist NV die Anzahl der (A, B, B, A)-Blocke.
Auf ; und 2, wenden wir die Randkonstruktion aus Beispiel 1 an. Dort ist die elastische
Energie von der Ordnung

h
/ dist*(Du(z,y), K;) dvdy < N -o*—=0l, j € {1,2}.
QUQ, N

Die Oberflaichenenergie setzt sich aus zwei Komponenten zusammen zu

h? eah?
2 .
E/QMZTIDUI,SN-m 02+ 1+ N ol j e {12},

wobei der erste Term auf der rechten Seite der Energiebeitrag ist, der von den Spriingen
im Gradienten kommt; der zweite Term ist der Beitrag, der von dem absolut stetigen
Anteil der Oberflachenenergie kommt. Diesmal erhalten wir

h? eah? h ,
E(u, A K;) SN <€al(1 —20) + ey [ 6212 + eh N262l29l +a —91) , 7 €{1,2}.

In dieser Rechnung sind wir allgemein davon ausgegangen, dass ", die Kriimmung der
Grenzkurve aus Beispiel 1, nicht iiberall verschwindet, sonst kénnten wir den dritten e-
Term streichen. Auf die genaue Geometrie von v werden wir erst in Kapitel 3 eingehen.
Im Moment ist es nur wichtig zu wissen, dass erste und zweite Ableitungen von ~ bei der
Berechnung der Gesamtenergie beriicksichtigt werden miissen.
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2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

Die Aufgabe von 6: Fiir die drei e-Terme ist 6 optimal, falls

h

gewahlt wurde. Dann lasst sich die Abschitzung vereinfachen zu:

272

E(u,Q, K;) SN <€al + 2

N7 ) +eah, je{1,2}.

Die Aufgabe von N: Fiir die N-Terme ist es optimal, falls

a'/?h
RESYETIVE

gewihlt wurde. Dann ist
E(u, 0, K;) < ae2hi? 4 cah,  je€{1,2}).
Insgesamt: Wegen ¢ < al liefert Beispiel 3:
E(u, 0, K;) < o2e2hi2 5 e {1,2}.

Fazit: Dieses Beispiel hat gezeigt, dass periodisch oszillierende Strukturen eine Interak-
tion zwischen elastischer Energie und Oberflachenenergie erzeugen. Die néchste Frage ist
nun: Gibt es andere Arten von Strukturen, die eine bessere Interaktion zwischen elasti-
scher Energie und Oberflichenenergie so induzieren, dass die derzeitige obere Schranke
von o®/2e'/2plY/? geschlagen werden kann? Diese Frage wird im néchsten Beispiel positiv
beantwortet.

In diesem Beispiel hat der Parameter # nur die Aufgabe gehabt, die e-Terme zu koordinie-
ren und die interne Konkurrenz bei den Oberflachenenergieanteilen zu kontrollieren. Die
Koordination zwischen elastischer Energie und Oberflichenenergie hat der Parameter N
iibernommen. Der Parameter # wird sich im néchsten Beispiel auch bei der Koordination
zwischen elastischer Energie und Oberflachenenergie beteiligen.
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2.4 Beispiel 4: Gebietsverzweigung - drei-parametrige Optimierung

B\/’/,B

<> B<<Bb—>>5 T~
4 4
= N pe< U5
(a) (b) (c)

Abbildung 2.7: In Beispiel 4 wird das Oszillationsmuster verfeinert, je mehr u sich dem
Rand néhert. In (a) beginnen wir in der Mitte mit einem Laminat mit
Oszillationsmuster (A, B, B, A). In (b) wollen wir in der Né&he des linken
bzw. rechten Randes nicht mehr mit einem Laminat mit Oszillationsmus-
ter (A, B, B, A) beginnen, sondern wie in (c¢) das Oszillationsmuster von
(A,B,B,A) zu (A, B, B, A, A, B, B, A) verfeinern.

2.4 Beispiel 4: Gebietsverzweigung - drei-parametrige
Optimierung

Konstruktionsplan: Wie in Abbildung 2.7 angedeutet gehen wir nun wie folgt vor.
Zuerst geben wir uns auf {I/2} x (0, h) das Oszillationsmuster (A, B, B, A) vor. Auf {0} x
(0,h) und {(1—0)l} x (0, h) legen wir ein Oszillationsmuster (A, B, B, A, A, B, B, A) fest.
Diesen Prozess konnen wir immer weiter verfeinern, je ndher wir uns zum linken bzw.
rechten Rand hin bewegen. Das wird uns zu der in Abbildung 2.8 angedeuteten lokalen
und globalen Geometrie fithren. Auf speziellen Segmenten {zo} x (0,h) C £ gibt es eine
Zahl N = N(z) € N derart, dass

N-1

UJ(Ian) = y(] - 1) + Z fh/N(y - kh/N)v J € {172}7 (2'1)

k=0

erfiillt ist, wobei

ah
Trno () := ayX[o,ne/a(y) + <—Oéy + TO) Xlho/4,3h0/4](Y) + (0 — atho) X[3ho /4,h0]-

Wie us im Fall K, aussehen konnte ist in Abbildung 2.9 zu sehen. Man kann die in
Abbildung 2.9 dargestellten Situationen auch als Transportproblem verstehen und sich die
Evolution von uy(zy, -) anschauen. Zum Beispiel kann es sein, dass us zu einem Zeitpunkt
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2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

Y4 A— = —= S
o = = = =
— = ==

73 B— > < = <
E—— ==
w | — A = = = 0 0 5
¥ B— S>> _—= S =
= A= = I = =
Y ?_/_/_\ :m

(a) (b) ()

Abbildung 2.8: Das Verfahren in Abbildung 2.7 fiihrt zu einer lokalen Geometrie des Ge-
bietes wie in (a) angedeutet. Die globale Geometrie des Gebietes kénnte
wie in (b) aussehen. Je mehr sich das Gebiet verzweigt, desto mehr Ober-
flichenenergie ist notwendig. Daher ist es energetisch gilinstiger, wie in
(c) angedeutet, die Konstruktion im Inneren mit einer sich nicht mehr
verzweigenden Randkonstruktion abzuschliefen.

xr =g, 0 < xo K[, wie
2N-1

y=y+ Z fnjan(y — kh/2N)

k=0

und zu einem spéteren Zeitpunkt x = xg +t, vo < 19 +t K [ wie

N-1

yry+ > fun(y —kh/N)

k=0

um y — y oszilliert, also nach einer Zeit t seine Oszillationsperiode halbiert hat. Wie in
Abbildung 2.8 angedeutet fithrt dieser Prozess zu einer Diskretisierung und Verzweigung
des Gebietes. Moralisch gesehen wire ohne Oberfldchenenergie

lim N(xp) = lim N(zg) = oc. (2.2)

IQ-)O IE(]—)Z

Da das aber von der Oberflachenenergie verhindert wird, setzt sich die globale Konstruk-
tion aus vier Teilen zusammen. Dazu zerlegen wir {2 in vier Teilgebiete zu

Q=0,UQ,UQ,,UQ,,,
wobel

Ql,l = (OaxT) X (07 h>> Ql,r = (1‘7-, l/2) X (07 h)?
Qr,l = (l/2a - 177) X (07 h)v QT’J" = (l - xﬂl) X (O’ h)
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2.4 Beispiel 4: Gebietsverzweigung - drei-parametrige Optimierung

Im Fall Ky: u2(0,y) Im Fall Ky: ua(xo,y) Im Fall Ko: ug(zo + t,y)
3-ch 3-ch 3-ch
2. ch A 2. ch - S 2. ch A .
1-ch A 1-ch A 7 - 1-ch H - 2
0-ch T T y 0-ch ¥= T T y 0-ch adl T T y
0-ch 1-ch 2-ch 0-ch 1-ch 2-ch 0-ch 1-ch 2-ch
(a) z=0 (b) x = xo (c)x=mog+t

Abbildung 2.9: Evolution bei uy(z,y) in e;-Richtung im Fall Ks: Oszillation um die iden-
tische Abbildung y +— y. Bei x = 0 trifft u, auf seine Randwerte (a). Geht
man etwas weiter nach innen, d.h., wenn z > 0 mit z < [/2, dann gibt
es ein xg < [/2, so dass us(xg,y) affin-linear um (¢, y) — y oszilliert (b).
Geht man noch etwas weiter nach innen, dann gibt es ein kleines ¢t > 0,
so dass die Oszillationsperiode um y ~— y sich nun halbiert hat (c).

e e e

—— I

-

Abbildung 2.10: Varianten einer Verzweigung eines Gebietes.

sein werden und 2, noch so zu bestimmen ist, dass die Streifen (zg, x4+ t) x (0, h) in €2,
oder in €, liegen. Auf €, und €, , wird jeweils eine geeignete Diskretisierung notig sein
und auf dem Restgebiet €2;; und €2,; wenden wir im Wesentlichen Beispiel 1 an.

Diskretisierung: Wir betrachten nun den Streifen [z, 29+ t] X [0, k], wo die Situationen
aus Abbildung 2.9b und Abbildung 2.9¢ zutreffen. Die in Abbildung 2.9b und 2.9c dar-
gestellten Situationen fithren dazu, dass z.B. der Streifen [x¢, xo + t] x [0, h], auf dem im
Fall K, die Komponente u; und im Fall K5 die Komponente uy des Vektors u konstruiert
werden soll, sich verzweigt. In Abbildung 2.10 sind zwei M6glichkeiten einer Verzweigung
eines Gebietes [z, zo+1t] x [0, h/N] dargestellt. Der gesammte Streifen [z, zo+t] X [0, h] be-
steht also aus IV vertikal verklebten Kopien des gezeigten Teilgebietes [xq, xo+t] x [0, h/N],
welches daher als Referenzgebiet fiir den Streifen [z, zo + t] X [0, h] anzusehen ist.

Wir wollen jetzt viele solche Streifen [xg, zq + t] X [0, h] verkleben. Das erfordert eine Dis-
kretisierung der Gebiete €2;, und €2, ;. Kennen wir die Konstruktion auf €2 ,., dann kennen
wir im Grunde genommen auch die Konstruktion auf €2,;. Wie dieser Schritt aussieht wird
in Abbildung 2.11 angedeutet.
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2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

— _—
I e — N S ae—————ln
— | — —  ————

Abbildung 2.11: Zuerst wird eine Richtung zum Rand hin ausgewéahlt und ein passendes
Referenzgebiet bestimmt (links). Danach wird die Konstruktion horizon-
tal und vertikal ergénzt (Mitte). Anschlieflend wird die Konstruktion zum
anderen Rand hin ergénzt.

Y1,2 . = Y1,2

...... (274) ceseee W(2,4) w
...... (27 3) (1’ 2) ceeees wW(2,3) (1.2)
Y11 Y1,1
...... (2’2) (1 1) ceeees w(2,2) WL
...... (27 1) ’ cesees w(2,1) (1)
z ) 12 ) 9 /2

Abbildung 2.12: Zuordnung in der Diskretisierung. Jedem Paar (7, j) wird ein Rechteck
w; ; zugeordnet.

Wir werden jetzt nur noch €);, behandeln. Wir wissen, dass ), aus Rechtecken w; ;
bestehen wird, also die Struktur €, = UZ ;Wi,; haben wird. Ein genauerer Zugrift auf
die Rechtecke w; ; erfordert eine Diskretisierung des Gebietes (2;,. Wir diskretisieren €,
durch folgende Vorschrift: Seien ¢ € N und j € N Diskretisierungsparameter. Einem Paar
(i,7) ordnen wir ein Rechteck w; ; zu, wobei i die Generation der Verzweigung und j die
j-te Kopie des Rechtecks angibt. In Abbildung 2.12 ist die Diskretisierung anschaulich
dargestellt. Sei 0 € (0,1) die Langenverkleinerung und N € N die Anzahl der Kopien am
Anfang. Jedem Rechteck w;; wird noch seine Lange [; und Hohe h; iibermittelt. Damit
kénnen wir nun die Diskretisierung formalisieren. Wir betrachten die Diskretisierung als
eine Abbildung N x N — R* mit (4,5) + (l;, hi, 2, yi ;). Dabei gibt (z;,;;) die Position
der linken unteren Ecke eines Rechtecks der Lange [; und Hohe h; an. Dabei konnte fiir
i €[1,7]NNund j € [1,2°N] sein:

e h l L . h
lz‘ = 01_1— 1-6 s hz ==, == i = —01, 0 = 0, i =] .
p(1=0) iy M0 T gt o Vi =I5y
Einerseits kann der Diskretisierungsparameter ¢ nur bis zu einem Abbruchindex 7 laufen.
Andererseits wird die Randkonstruktion ein bestimmtes Verhéltnis zwischen Abbruchstel-
le x; und Abbruchhdhe h, bevorzugen. Eine drei-parametrige Optimierung wird dieses
Problem l6sen.
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2.4 Beispiel 4: Gebietsverzweigung - drei-parametrige Optimierung

Wy

S lO g

Abbildung 2.13: Die Geometrie auf dem Referenzgebiet.

Konstruktion auf dem Referenzgebiet: Falls w := (0,ly) x (0, hy) das Referenzgebiet
ist, dann wird w via

wri={(z,y) €w: 0 <y <mn(z)}, wy = {(z,y) €Ew: mx) <
wy = {(z,9) Ew: (@) <y<wp@)}, w={(zy cw: p) <
ws == {(z,y) Ew: nlx) <y < he}

zerlegt, wobei v € C*°([0, ly], [0, ho/8]) monoton steigend mit v(0) = 0 und (ly) = ho/8,
und

0@ =2 (), () = S (),
(@)= 20 2@, (@)= T~

In Abbildung 2.13 wird die Zerlegung von w gezeigt. Im Fall K sieht u dann zum Beispiel

SO aus: )
T+ ocy) Wi,
)
z—ay+ 20 (% 4+ y(2)) o,
)
u(z,y) = T aThO) w3,
Y
T — ay + ahyd — 20y(x) o
)
T+ oy — ah0> s,
L Y
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Im Fall K5 konnte u so aussehen:

( X
w b
(1+a)y '

w2,

(1—a)y+2a (e + ’y(x)))
u(z,y) = . ah0> ws, (2.3)

14+ o)y — 22
x
(1 - a)y + ahd — 2av(x) e
x
(1+a)y— ah0> o

Wir werden noch sehen, dass die Konstruktion im Fall Ky komplexer ist.

Energetische Untersuchung: Um die Energie £ zu bestimmen, reicht es, die Energie
auf einem Referenzgebiet zu kennen. Im Fall K; bendtigen wir

w1,
(1 + 207/ (x —a)

1 wa,

DU(ZL‘, y) B w3,
(1 — 209 (x —a)

1 Wy,

B Ws.

Im Fall K5 hétten wir:

B
1 0
W )
20'(z) 1—« ?
Du(x,y) =3B w3,
B

1 0
w. Y
—207'(z) 1—«a !

Wsy.

Wurde v sogar zusétzlich so gewahlt, dass 7/(0) = +/(lp) = 0, dann gibt es zwischen
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Abbildung 2.14: Nach einer speziellen Wahl der Grenzfunktionen koénnen verschiedene
Generationen energiefrei verklebt werden. An den roten Stellen entsteht
so bei jeder Verklebung keine Oberflachenenergie. Wird das Oszillations-
muster von u auf [zg, 1] X [y1,0, y1,1] auf alle anderen [xq, 21] X [yo.j, Yo,j+1],
J € [1, N—1], periodisch fortgesetzt, dann konnen auch die griinen Stellen
energiefrei verklebt werden.

den Diskretisierungsgenerationen keine Oberflichenenergie, siche Abbildung 2.14. Um die
folgende Rechnung iibersichtlich und einfach zu halten, nehmen wir diese Wahl von ~ an.
Diesmal erhalten wir

T h; h3
S(U, Q, Kk) 5 Z 2]_1N (€Ole + €Olhjljl—5 + aZhjljl—Zj)
J J

J=1

+ 27N (5& 2 + h? + thT:vT> , ke{l2}.

Wir wollen nun die verschiedenen Interaktionen der Terme verstehen. Von der Randkon-
struktion sehen wir, dass die Abbruchstelle x, optimal ist, falls x; ~ h,. Das wirde

33



2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

via

l h
T = —0" = = hT
TTT5Y T omiN
zu dem Abbruchkriterium
(20)" = ﬁ
IN

fithren. Von den Energiebeitrigen aus der Diskretisierung sehen wir, dass h; < [; fiir alle
i € [1,7] eine optimierende Bedingung ist, da wir dann h;/l; < 1 fiir solche i’s ausnutzen
konnen. Wir wiirden zunéchst erhalten:

T h3
E(u,Q, Ky) < Z 171N (&?ozlj + oz%—?) + agh +

J

a’h?

k 1,2}
27’—1N’ E{’ }

J=1

Wir mussten also vorher schon N, 6 und 7, so gewéahlt haben, dass h; < [; fiir alle i € [1, 7].
Die Aufgabe von 6: Dazu betrachten wir

3

23/-310s

272

h
>+a5h+— ke {1,2}.

g(ua Qa Kk) 5 Z 2j71N <€al0j + &2 2?—1]\7’

Jj=1

Da die Reihe } 77, <(29)j + @) nur fiir 6 € (1/4,1/2) konvergiert, wird das optimale
6o im Intervall (1/4,1/2) sein.
Die Aufgabe von N: Ahnlich zu Beispiel 3 liefert diesmal eine Optimierung nach N,

dass aus Sicht der Energiebeitrige aus der Diskretisierung N ~ 5?/13% optimal ist. Wegen

N > 1 benétigen wir € < ggah3 /12, wobei g9 > 0 eine Konstante ist, die nicht von a, ¢, h
und [ abhéngt. Dann bleiben noch iibrig:

Qb33 203

E(u,Q, K3,) < a*3e¥3h1Y3 + cah + ST u—

ke {1,2}.

Die Aufgabe von 7: Wahle nun 7 so grof, dass

aB/3c1/3p2/3

= 5 064/382/3hll/3.

Insgesamt: Da wir ¢ < al vorgegeben haben, gilt
eah < a'3M3p1V3,
Insgesamt haben wir

E(u,Q, K3) < a*3¥3hiV3, ke {1,2}.
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2.4 Beispiel 4: Gebietsverzweigung - drei-parametrige Optimierung

Fazit: Anders als in Beispiel 3 wirkt nun auch 6 bei der Interaktion zwischen elastischer
Energie und Oberflichenenergie mit. Die Diskretisierung entlastet # von der Aufgabe aus
Beispiel 3. Die Koordination der Oberflichenenergieanteile in der inneren Konstruktion
iibernimmt nun die Diskretisierung. Wir fassen weitere wichtige Punkte zusammen:

e Gebietsverzweigungen im Inneren von 2 transportieren erste Ableitungen der Grenz-
funktionen in die Ableitungen von w hinein. In Du wird somit ein fiir die £%/%-
Skalierung wichtiger %-Faktor gewonnen.

e Der Hilfsparameter N wandelt iiber ein Optimierungsargument die gewonnenen %—

Faktoren in bessere Exponenten von € um.

e Um schlechtere, iibrig gebliebene Skalierungen zu eliminieren muss der Hilfspara-
meter 7 grofl genug gewihlt werden.

e Der dritte Hilfsparameter 6 ist dazu da, um einerseits eine Interaktion zwischen
elastischer Energie und Oberflichenenergie herzustellen, und andererseits, um die
Konkurrenz zwischen elastischer Energie und Oberflichenenergie zu kontrollieren.

Ist 6 zu klein, so ist zu viel elastische Energie vorhanden, ist 6 zu grofs, so ist zu viel
Oberflichenenergie nétig gewesen. Das haben wir bei der Reihe 3 77| ((29)j + @)
gesehen.

35



2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

h

a— a—<"" 1lxta

(a) (b) () (d)

Abbildung 2.15: Gegeniiberstellungen der Strategien fiir die Félle Ky und Ky. Durch Ge-
bietsverzweigungen werden %—Terme, die von den Ableitungen der Grenz-
funktionen kommen, nach Du transportiert. Das ist schematisch in (a)
und (c) dargestellt. Bei K5 erhalten wir noch einmal die Chance, einen
weiteren #-Term nach Du hineinzutransportieren, siche (d). Diese Stra-
tegie funktioniert bei K7 nicht mehr, siehe (b).

2.5 Diskussion: Unterschied zwischen K; und K5

Gemeinsamkeiten: Unabhéngig von der genauen Anzahl der Ableitungen, die v mit-
bringt, erzeugt die Oberflichenenergie global gesehen immer einen Term der Ordnung
eal. Auch hat bisher unabhéngig von der Anzahl der Ableitungen die elastische Energie
global gesehen immer einen Term der Ordnung a”[—jhl erzeugt. Hier sind wir der groben
Abschétzung gefolgt:

lokale clastische Energie ~ a? - (Iokales ||y||)* - lokale Gebietsgrife.

Diskretisierung und Optimierung nach den drei Hilfsvariablen 6, 7 und N haben bisher
in beiden Fillen eine obere Schranke geliefert, die wie £2/3 skaliert. Um diese Skalierung
zu schlagen, muss der Term a2hl—3 geschlagen werden.

Unterschiede: Benotigt wird irgendeine Form von Interaktion, die den nun grofsen Term
a2h73 durch etwas Kleineres ersetzen kann. In Abbildung 2.15 ist eine schematische Dar-
stellung der folgenden Idee. Wie im Fall K wird im Fall K5 zuerst nur in der zweiten
Komponente des Vektors u konstruiert. Ausgehend von dem konstruierten uy wird iiber
den Ansatz Oyus = —0Osuy jetzt die erste Komponente des Vektors w konstruiert. Mit
diesem Ansatz haben wir die in 0;us lokal gespeicherten ah/Il-Terme nach dyu; kopiert.
Um von hier nach 0ju; zu kommen, miissen wir einmal nach der zweiten Variablen in-
tegrieren und dann nach der ersten Variablen differenzieren. Genauso wie wir von dem
zweiten Eintrag des Gradieten von us zu seinem ersten Eintrag gesprungen sind und ei-
ne Ordnung von h/l gewonnen haben, haben wir durch einen erneuten Sprung von dem
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2.5 Diskussion: Unterschied zwischen K, und Ky

\%
—

U
<

Start -~ ———-——-—-—-——- 1+« Oyua(z,y) ————~- - ug(x,y)
8 -~
2 -7
Erzeugung - ————-——- a% — Oyua(x,y)
(K)
2 J dy
Transport ————-—-——-—- a% — Jyui(z,y) ————- - uy(z,y)
0, -~
), 2 -
Gewinn ——————- 1+« (%) Ogui(z,y)

Abbildung 2.16: Hier wird angedeutet, dass im Fall K ein zusétzlicher Gewinn eines h/I-

Terms zu erwarten ist.

zweiten Eintrag des Gradienten von wu; zu seinem ersten Eintrag eine weitere Ordnung
h/l gewonnen. Dass diese Uberlegung auch wirklich zum Erfolg fiihrt, ist der Inhalt der
folgenden Abschétzung: In jedem Punkt (z,y) € Q, wo Du(z,y) stetig ist, gilt

dist(Du, K) £ min_(|(Du(z,y) - J " )eym — id | + |[Du(z,y) - J ' —id *).

Je{A,B}

Den gesamten formalen Konstruktionsprozess konnen wir mit einem Konstruktionsschema

wie

[ dy
ayU2<I, y) _____ > u2(x, y)
[ ///
axU'Q (J:a y)
(K)
[ dy
ayul (iIZ’, y) _____ > Ul(l', y)
ER //
aasul (ZE, y)
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2 Emergente Eftekte durch Beispiele entdecken

anschaulich zusammenfassen. Dabel werden tiber
1
5 Oyus(2,) + Doua(,)) = 0 (K)

die Komponenten des Vektors u gekoppelt. Anders als im Fall K ist es diesmal energe-
tisch giinstiger, wenn die andere Komponente des Vektors von der identischen Abbildung
abweicht. Diese Abweichung kann jedoch nicht beliebig sein. Es muss eine Interaktion
zwischen beiden Komponenten des Vektors u stattfinden. Wir erwarten im Fall K5 die in
Abbildung 2.16 gezeigte Gewinnprognose.
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3 Die oberen Schranken im Fall h <
und thre Beweise

Bevor wir in die Beweise einsteigen, prézisieren wir zuerst die in Kapitel 2 gesammel-
ten Erfahrungen und Beobachtungen. Wir werden hier und im néchten Kapitel mit der
folgenden Matrixnorm arbeiten: Sei F' € R?*2, dann definieren wir die Norm von F' durch

|| = || F|[gexs =

Als Abstand in R?*? nehmen wir Folgendes: Seien X,Y € R?*%, dann definieren wir den
Abstand der Matrizen X und Y durch

2
dist(X,Y) = [X = V[ = | > (Xy - ¥i)*.

Jk=1

Falls I € R?*? und Y C R?*? sind, dann definieren wir den Abstand von F zu der Menge
Y durch
dist(F,)) := inf dist(F, X).
Xey

3.1 Vorbereitungen

Die Diskretisierung des Gebietes 2 = (0,1) x (0,h) wird ein wichtiger Schritt sein, um
%—Terme in Du hinein zu transportieren. Einerseits benttigen wir Spriinge im Gradienten
von u, um genug Oberflichenenergie zu erzeugen. Anderseits diirfen solche Spriinge von
Du nicht beliebig sein, da sonst zu viel Oberflichenenergie vorhanden wére. Die Klasse der
Funktionen, auf denen die Konstruktion lebt, ist die Klasse der auf €2 Lipschitz-stetigen
Funktionen, die stetig auf Q sind. Dem Funktional &;, j € {1,2}, werden wir daher bei
der Konstruktion folgende Argumente iibergeben.
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

Definition 3.1 (Die Funktionale & und & und ihre Argumente). Seien Q, h, [, «, €,
und K;, j € {1,2}, wie in Theorem 1 bzw. Theorem 2. Wir definieren fir j € {1,2}:

g+ COMQUR?) x {w CQ: w offen, L2(0w) =0} — R,

Ei(u,w) :—/distQ(Du(x,y),Kj)dxdy+6/ | D?ul.

Nach einer geeigneten Diskretisierung des Gebietes () miissen lokale Konstruktionen ver-
klebt werden. Dabei kann zusétzliche Oberflaichenenergie entstehen. Um diese Art von
Aufwand in Oberflachenenergie getrennt zu behandeln, benétigen wir die folgende Defi-
nition:

Definition 3.2. Seien X,Y,Z € {w C Q: w offen, L*(0w) = 0} so, dass X =Y UZ
und L2(Y N Z) = 0. Dann wird das Funktional F definiert durch

F: COMQUR) x {(Y,2): Y, Z CQoffen, L2(Y NZ) =0} =R,

Fuw,Y,Z):=H (Y NZ)|||Du- x5 — Du - X7 o (77) -

Bei der Verklebung zweier lokaler Konstruktionen miissen wir als lokale Gesamtenergie
daher das folgende Lemma betrachten:

Lemma 3.1 (Rechentechnische Abschétzung von &£ bzw. &). Seien X,Y und Z drei
Mengen in {w C Q: w offen, L*(dw) = 0} so, dass X =Y U Z und L*(Y N Z) = 0. Sei
u € C%(X,R?). Dann gilt

Ei(u, X) <&(w,Y)+&(u, Z2)+ F(u,Y,Z), je{l,2}.
Optimal sind die Teilkonstruktionen auf ¥ und Z, falls F(u,Y,Z) = 0, wenn also uxy
und u)z energiefrei verklebt werden kénnen:
Definition 3.3 (&-energiefreie Verklebung). Seien X,Y,Z C R? offen, beschrinkt und
zusammenhdngend, L2*(0X) = L2(QY) = L2(0Z) = 0, LAY N Z) = 0, L*Y) # 0,

LXZ)#£0, X =Y UZ,ue C"Y,R?), veCO(Z R?). Firjc {1,2} sagen wir, dass
u und v E;-energiefrei verklebt werden konnen, falls

uxy + vxz — uX(av)noz € C°(X,R?)

und
&z + uxy + vxz — uX(vinaz, X) = E2(u, V) + E(v, 2).
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3.1 Vorbereitungen

Beweis. Das Funktional F misst die Oberflachenenergie, die benotigt wird, um die loka-
len Konstruktionen auf Y und Z miteinander zu verkleben. [l

In Abschnitt 2.5 sind wir auf die Unterschiede zwischen K; und K, eingegangen. Die
Garantie fiir die Strategie in Abschnitt 2.5 ist Lemma 3.2. Wir verwenden folgende Be-
zeichungen: Der Raum aller symmetrischen 2 x 2-Matrizen wird bezeichnet mit

Sym(2) := {F e R**: F=F"}.
Der Raum aller antisymmetrischen 2 x 2 Matrizen wird bezeichnet mit
Skew(2) := {F e R”?: F=—F"}.
Sei F' € R?*2, dann werden die Operatoren sym und skew definiert durch

1
(F+F"), Fyew:==(F—F").

Foym = 5

DO | —

In dem Beweis des néchsten Lemmas werdes wir hauptséchlich von der folgenden ortho-
gonalen Zerlegung Gebrauch machen: Es gilt

dim(Sym(2)) =3, dim(Skew(2)) =1, R**? = Sym(2) @ Skew(2).

Lemma 3.2. Sei F' € R?**2, dann gilt

dist(F,SO(2)) < \/1+ V2 (|Fym — 1| + |F = 1%).

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in zwei Teile. Entweder ist |F'| > v/2 oder |F| < /2.
Teil 1: |F| > +/2. Fall 1: Sei F' € R**? zunichst in dem zweidimensionalen Unterraum
span(SO(2)). Sei R € SO(2) so gewdhlt, dass |F — R| = dist(F,SO(2)). Einerseits gilt
|F|? = | Faew|? + | Fxym|?, andererseits ist
|F|* = |(F — R) + R|* = |F — R|* + 2V2|F — R| + 2,

da |R| = v/2. Aukerdem ist |F — R|? > |Fyym — 1|?. Daher gilt

|Foym — 12 + 2V2|F — R| +2 < |F|* = | Fyeu|* + | Fyu[.
Wegen |Fiym — 1% = |Fiym|* + 2 — 2F11 — 2Fy erhalten wir

2\/§|F — R| < |Fuew|* + 2F11 + 2F5 — 4.
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

Skew(2) Tango2)(1)

‘(F - 1)skCW|

> Sym(2)
0 (F - 1)sym

2’
- 1)sym ‘

Abbildung 3.1: Situation in Lemma 3.2.

Wegen

2F)y + 2Fyy — 4 = (2Fy, — 2) + (2F5 — 2)
<V2V/(2F3 — 2)2 + (2Fy — 2)2 < 2V/2|Fyym — 1

und mit |Fyew| = |(F — Dskew| < |F — 1] folgt
2V2|F — R| < |F — 1)* + 2V2|Fyp — 1],
Insgesamt folgt nun
F— R g%w—uuwgym—u. (3.1)

Fall 2: Wir bewegen uns aus der Ebene span(SO(2)) heraus und betrachten ein F’ ¢
span(SO(2)), so dass F' die orthogonale Projektion von F’ auf die Ebene span(SO(2))
ist. Die Ebene span(SO(2)) kann durch Skew(2) und einen Vektor aus Sym(2) erzeugt
werden. Da die Dimension von Skew(2) gleich 1 und die Dimension von Sym(2) gleich 3
sind, ist jede Bewegung von F' nach F” in Sym(2). Deshalb gilt

dist*(F’,SO(2)) = dist*(F,SO(2)) + |F — F'|2. (3.2)
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3.1 Vorbereitungen

Auferdem gilt
|Flom — 1P = |[Fym — 1P+ |[F = F']?, |[F' =1 =|F -1 +|F - F']". (3.3)
Wegen (3.1) und (3.2) haben wir zunéchst

1
2v/2

Die Auswertung der rechten Seite von (3.4) ergibt wegen (3.3)

2
dist*(F',S0(2)) < |F — F'|* + ( |F' =1 + |F,, — 11) : (3.4)

s 42 2 2 2 4
dist?(F,SO(2)) < |[F = F'P + |Fl = 1 + —=|Flym — 1|F' = 1> + |[F = 1]*.  (3.5)

1
7

Eine erneute Anwendung von (3.3) liefert |F — F'|* < |F[ — 1]|*. Wir benétigen noch

1
E‘Fs,ym - 1HF/ - 1’2 < \/§|Fs/ym - 1‘2 + \/§’F/ - 1’4
Also gilt
dist®(F’,S0(2)) < (1 4+ V2) (|Flm — 112 + |[F' = 1]*).
und somit

dist(F',S0(2)) < \/1+ V2 (|Fl — 1|+ |F' = 1]%).

Teil 2: |F| < v/2. Fall 1: Sei F' € R**? zunichst in dem zweidimensionalen Unterraum
span(SO(2)). Sei R € SO(2) so gewahlt, dass |F — R| = dist(F,SO(2)). Dann ist

1
F — R| < |Fym — 1| £ —=|F = 1] + |Fyym — 1].
F = B < P = 1) < ol F = 1 4 [Fo = 1
Fall 2: Sind F und SO(2) nicht in derselben zweidimensionalen Ebene, dann sind wir
wieder im Fall 2 von Teil 1. O

Korollar 3.6. Seien F € R**? und A € GL(2), dann gilt

dist(F,SO(2)A) < |A|\/1 +v2 (|(FA*1)sym 1|4 |FAT - 1\2) .
Ferner gilt

dist?(F, SO(2)A) < 2| AJ? (1 + ﬁ) <|(FA‘1)Sym 1+ |FAT - 1{4) .

Beweis. Fall 1: Sei F' € R**? so dass FA™! € span(SO(2)). Sei R € SO(2), so dass
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

|FF — RA| = dist(F,SO(2)A). Sei Ry € SO(2), so dass |[FA™! — Ro| = dist(FA™,SO(2)).
Dann gilt

dist(F,SO(2)A) = |F — RA| < |F — RyA| < |A||[FA™" — Ry| = |A| dist(FA™!,S0(2)).

Hiernach wird wie im Fall 1 des Beweises vom Lemma 3.2 verfahren.
Fall 2: Wir bewegen jetzt FA™! aus der Ebene span(SO(2)) heraus. Sei R € SO(2), so
dass |FF—RA| = dist(F,SO(2)A). Sei Ry € SO(2), so dass |[FA™'—Ry| = dist(FA™!,SO(2)).

Insbesondere gilt dann
dist?(F,SO(2)A) < |A]? dist*(FA™,SO(2)).
Hiernach wird wie im Fall 2 des Beweises vom Lemma 3.2 verfahren und somit folgt
dist(F,SO(2)A) < [A|\/1+ V2 (}(FA—l)Sym 1|4 |FAT - 1]2)
bzw.

dist*(F,50(2)4) < 21 (14 v2) (|(FA Yo — 1"+ [FA = 1[*).

Wir werden deshalb die elastische Energie in zwei Komponenten zerlegen.

Definition 3.4 (Rechentechnische Zerlegung des elastischen Anteils von &). Seien 2, A
und B wie in Theorem 2. Wir definieren das Funktional J, durch

Ji: CHOR?) x {wC Q: woffen, L2(0w) =0} x {4, B} - R,

Ji(u, X, J) := / |(Du(z,y) - J_l)Sym — 112 dady
X
und das Funktional Jy durch

T CHOR?) x {w C Q: woffen, L2(0w) =0} x {4, B} —» R,

j2<u7X7J> ::/ |(DU<I,y)J_1>—1|4d(L’dy
X
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3.2 Randkonstruktionen

Abbildung 3.2: Die Geometrie bei der Randkonstruktion auf [0, z,] x [0, h,].

3.2 Randkonstruktionen

Wir geben hier die Randkonstruktionen fiir die Falle K; und K, an. Rechentechnisch
geschieht hier noch nichts besonderes. Fiir spezielle Randkonstruktionen u;, j € {1,2},
auf einem Randstiick w = (0,1) x (0, h) zeigen wir, dass es Konstanten ¢; 1, ;2 > 0 gibt,
so dass

/dist2(Duj(:c,y),Kj) dydz + 8/ |D?u;| < cjrael +cjaa®hl,  j € {1,2}.

Lemma 3.3 (Referenzkonstruktion am Rand und ihre Skalierung - Fall K7). Seien h <
und w := (0,1) x (0,h). Sei v € C°([0,1],]0,h/2]) monoton steigend mit v(0) = 0 und
(1) = h/2. Seien o, e, Ky wie in Theorem 1, o € {—1,1} ein Vorzeichen und

x+ ooy auf wy = {(z,y) cw: 0< 2z <,0<y <~(x)},
by (z,y) =+ cay(r) auf we == {(z,y) ew: 0<z <l,y(x)<y<h—~(x)},
r—oay+oah aufws:={(z,y) cw: 0<z <l h—~(x)<y<h}.

Sei u° : w — R? definiert durch u°(z,y) = (b5(x,y),y)". Dann gibt es zwei Konstanten
c1,co > 0, die nicht von a, e, h,l und o abhdngen, so dass

/distQ(DuU(m,y),Kl) dydx + z—:/ |D*u’| < cyael + ca’hl.
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

Beweis. Es ist

(
1
e (%,y) Ewl?
0 1
1 ooy (x
DUU(I‘,y) = O Z( )> (xvy) € W2,
1 -0«
T,Y) € ws.
\ 0 1 ) ( 3/) 3

Elastische Energie: Die Voraussetzungen an die Funktion ~ liefern folgende Abschét-
zungen: Es gibt eine von «, €, h, | unabhéngige Konstante ¢ > 0, so dass ||7'|[ oo ) < ch

und [|7"|[ e o) < C . Es gibt eine Konstante ¢y > 0, unabhéngig von a, ¢, h,( und o, S0
dass

/dist2(Du"($, ), K1) dydz < cy0hl.

Oberflachenenergie: Wir rechnen nun weiter mit

!
|D2 7| = Qea/ (1+ (v (x))?) dz + oz/ " (2)| (h — 27y(x)) da.
0
Wegen den Voraussetzungen an die Funktion «y gibt es eine von «, €, h, [ und ¢ unabhéngige

Konstante ¢; > 0, so dass
5/ |D?u’| < ciehl.
w

Lemma 3.4 (Referenzkonstruktion am Rand und ihre Skalierung - Fall K5). Seien h <
und w := (0,1) x (0,h). Sei v € C°([0,1],]0,h/2]) monoton steigend mit v(0) = 0 und
(1) = h/2. Seien o, e, Ky wie in Theorem 2, o € {—1,1} ein Vorzeichen und

(1+oa)y auf wy = {(z,y) ew: 0< 2z <,0<y <~(x)},
by(z,y) = ¢ (1+oa)y(x) auf wy ;= {(r,y) €w: 0<z <l,y(x) <y <h—v(x)},
(1—oca)y+oah aufws:={(z,y) cw: 0<az <l h—~v(x)<y<h}.

VANVAN

Sei u® 1 w — R? definiert durch u®(z,y) = (z,0§(x,y))". Dann gibt es zwei Konstanten
c1,co > 0, die nmicht von a, e, h,l und o abhdngen, so dass

/distQ(DuU(m,y),IQ) dydx + z—:/ |D*u’| < cyael + ca’hl.
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3.3 Die Grenzfunktion ~y

Beweis. Es ist

(/1 0 @.4) €
x? w )
0 14+oa 4 !

1 0
DUU(ZE’ y) = O'O(’Y/([L') 1) ("'C7 y) e CUQ,
1 0

T,Y) € ws.
\ 0 1—004) (z.9) ’

Elastische Energie: Die Voraussetzungen an die Funktion ~ liefern folgende Abschét-
zungen: Es gibt eine von a, €, h, | unabhéngige Konstante ¢ > 0, so dass ||7'|[ oo ) < ch

und [|7"|[ e o) < c . Es gibt eine Konstante ¢y > 0, unabhéngig von a, ¢, h,( und o, S0
dass

/dist2(Du"(x, ), Ksy) dydz < cyahl.

Oberflachenenergie: Wir rechnen nun weiter mit

!
|D2 7 = 25(1/ (1+ (v (x))?) dz + oz/ I (z — 27y(x)) du.
0

Wegen den Voraussetzungen an die Funktion «y gibt es eine von «, €, h, [ und o unabhéngige

Konstante ¢; > 0, so dass
5/ |D?u’| < ciehl.
w
m

Bemerkung. Da die Geometrie des Gebietes [0, z.] x[0, h,|, auf dem spéter die eigentliche
Referenzkonstruktion des Randes lebt, wie in Abbildung 3.2 sein wird, wird Lemma 3.4
mit einer Reskalierung h — h/4 angewendet und die Abschiatzung wird noch mit einem
Faktor vier versehen.

3.3 Die Grenzfunktion ~

Ist man im Fall K; nur an der o*3¢?3hi'/3-Skalierung und im Fall K, nur an der
a%/5e4/5p]Y/>_Skalierung interessiert, so reicht immer eine Umskalierung folgender Art fiir
die Grenzfunktion v aus.

Lemma 3.5. Sei f:[0,1] — R, x — 10z® — 152* + 62°. Dann gilt

Lo, = 3 [ fllzeeqo = 1, /| Lo fo,1) = 2,
1 Loeqoy = V3, "l =60,  H' ({(z, f(x)) : ZL"E 0,1]}) < &.
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

Die umskalierte Version lautet:
Lemma 3.6. Sei f : [0,1] > [0,4], 2+ & (10 (5)" =15 ()" + 6 (£)"). Dann gilt

£l 21 o)) = %,10 . | fllzeqo,1)) = s . /oo o)) = 22,

oy = 5V35: " Nleeqoy =605, H' ({(z, f(2)): =
Bemerkung. Es gibt natiirlich viele Moglichkeiten f bzw. v zu wahlen. Dieser Aspekt
ist interessant, falls man z.B. die Konstante ¢ bei ca®/3c?/3hl'/3 < E, verbessern mochte.

c0.0}) < B

Das hétte den Rahmen dieser Arbeit gesprengt.
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3.4 Energieabschitzungen auf dem Referenzgebiet

3.4 Energieabschatzungen auf dem Referenzgebiet

Wir geben hier die Energieabschatzungen fiir die Falle K; und K, auf dem Referenzgebiet
w an. Wie in Beispiel 4 aus Kapitel 2 erwahnt, ist die lokale Geometrie des Gebietes w
gegeben durch

Wy = {(x,y) cw|0<y< g+7($)},
s {am ew| g+t <y < 4w,
w3 .:{(x,y)Ew %+’y(m)<y<%—7(x)}, (3.7)
Wy 1= {(x,y) cw % —7(r) <y < %h —v(x)},
ws,::{(x,y)ew %—7(%)<y<h},
wobei v : [0,h] — [0, %] durch y(z) := 2f(x/l) definiert ist, und f wie in Lemma 3.5

gewahlt wird.

Lemma 3.7 (Energieabschitzung auf dem Referenzgebiet - Fall K7). Sei w := (0,1) X
(0,h) mit 0 < h <1 und o und € wie in Theorem 1. Dann gibt es eine Funktion (v, w) €
C%(w, R?) mit folgenden Eigenschaften:

Randverhalten: w(x,y) =y VY(z,y) € 0w und v(z,h) —v(x,0) = h Yz € [0,],
Periodizitit: v(0,y) = v(0,y + %) — & vy € [0, 4] und v(0,y) = 2v(l,2y) Vy € [0, 2].
Auperdem gilt die folgende Energieabschitzung: Man kann u = (v, w)? so wdihlen, dass es
zwet von «, €, h,l unabhdingige Konstanten Cy,Cy > 0 gibt, fiir die

h3
/distQ(Du(x,y),Kl) dxdy + 6/ |D?u| < Chael + C’gaQT. (3.8)

w

Beweis. Schritt 1: Konstruktion eines passenden u := (v, w)? € C%w,R?). Sei u
wie in (2.3) aus Kapitel 2 auf (3.7) definiert. Dieses u erfiillt alle geforderten Randbedin-
gungen.
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

Schritt 2: Energieabschitzungen. Um (3.8) zu zeigen, bendtigen wir zuerst

p

B w1,
(1 + 20y (x —oz)
Wa,
1
DU(I’, y) B ws,
(1 — 20 (x —oc)
Wy,
1
Ws.

Da die elastische Energie auf w;, w3 und ws verschwindet, und da sie auf wy und w, wegen
. 3 . .
Lemma 3.6 wie o> skaliert, erhalten wir

3
/distQ(Du(a:,y), Ky)dzdy S OthT.

Die Oberflachenenergie liefert nur einen Beitrag, der wegen Lemma 3.6 wie cal skaliert.
Eigentlich besteht die Oberflichenenergie aus zwei Komponenten. Spriinge im Gradienten
erzeugen einen Energieanteil, der wie ael skaliert, wobei wir die Lange der Grenzfunktion
einfach durch 2/ abschétzen kénnen. Der absolut-stetige Anteil der Energie liefert einen
Beitrag, der wie ae - hl - l% skaliert. Wegen h < [ konnen wir diesen Term durch eal
abschitzen. Das beendet den Beweis fiir die a*/3¢*/3h1'/3-Skalierung der oberen Schranke
auf dem Referenzgebiet. m

Lemma 3.8 (Energieabschitzung auf dem Referenzgebiet - Fall K5). Sei w := (0,1) X
(0,h) mit 0 < h <1 und o und € wie in Theorem 2. Dann gibt es eine Funktion (v, w) €
C%(w,R?) mit folgenden Eigenschaften:

Randverhalten: v(z,y) = z ¥(x,y) € 0w und w(x,h) —w(z,0) = h Vo € [0,1],
Periodizitit: w(0,y) = w(0,y + %) — 2 Vy € [0, 2] und w(0,y) = Jw(l,2y) Vy € [0, 2].
Auperdem gilt die folgende Energieabschitzung: Man kann u = (v, w)? so wihlen, dass es
zwei von «, &, h, l unabhdngige Konstanten Ci,Cy > 0 gibt, fir die

5

/distQ(Du(x,y),Kg)dxdy+5/ |D?u| < Cracel + Coa®— 2l

I (3.9)
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3.4 Energieabschitzungen auf dem Referenzgebiet

Beweis. Schritt 1: Konstruktion eines passenden u := (v, w)? € C%(w,R?). Sei

T
) (z,y) € Wi,

(1+a)y
r—2a(1l —a)y(x)y + 2a(1 — a)y'(x) (% + ’y(a:))) (.)€ T
(1 —a)y+ 20 (2 +~(z)) ’ ’
x—oa(l— oz)y’(x)h%
(1+a)y— %h
x4+ 2a(1 — )y (2)y — 2a(1 — a)y'(z) (§h —v(x))
(1—a)y+ ahg — 2ay(x)

! ) (2,y) € T3,

u(w,y) = (z,y) € w3,

) (z,y) € @y,

(14+ o)y —ah

\

wobei w; bis wy wie in (3.7) definiert sind. Den zusétzlichen Faktor (1 — «) benétigen wir
um Terme niedriger Ordnung via Symmetrisierung zu eliminieren. Dieses u erfiillt alle
geforderten Randbedingungen.

Schritt 2: Energieabschidtzungen. Um (3.9) zu zeigen, bendtigen wir zuerst

Du(z, y)
(1 0
0 1+ a) o
14 2a(1 - a)y"(2) (4 +7(s) — 9) + 2a(1 - @) (/@) —2a(1 - aw'(x)) )
207/ () -« >
_ l—a(l—a)(z)t 0 ) s
0 1+a ’
- 2a(1 - a)y(z) (% — 9(z) - y) + 20(1 - a) (@) 2a(1 - a)v’(%)) )
—2a7(x) -« b
1 0
o 1+ a) e
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

Nach Lemma 3.2 ist

5
Z / dist(Du(x,y), K3) dzdy

< Z/ min (177 |(Dule ) - T ey — 1 + 1771 Du(a,v) - T ddy.

Je{A, B}

Da die obigen Integrale fiir j € {1,5} verschwinden, miissen wir nur noch j € {2,3,4}
untersuchen. Wir schétzen ab:

5
Z / dist(Du(z,y), K3) dedy
j=1 7w

4
<> Lw
Jj=2

Um die behaupteten Skalierungen der oberen Schranke zu beweisen, geniigen || - || -
Abschéitzungen. Wegen « € (0, 1) erhalten wir zunéchst:

(@ (542 -v) + (7’(56))2)2

(7" (x)h)”

I 2 g7t _1)? 2 14
Jef?jng}<|J| |(Du(z,y) - T )sym — 1"+ |J)*| Dulz,y) - J |>

Lo (wy)

jl(uawzaA) S 40[2 : ‘CQ(wz) )

9

Lo (w2)

J1(u,w B)<a—2~£2(w)~
1\, W3, =4 3

‘ ’Loo(wg) ’

8

Ty, A) < do® - L3(wa) ‘(v"m (@ —7(z) - y) + <v’<x>>2)2

Lo (wa)

In dhnlicher Weise wird 7, abgeschéatzt. Bei allen dort vorkommenden Termen der Form

a'hf1==2) mit s > 5 und t > 2 werden diese wegen h < [ mit a?h°l~3 abgeschitzt. Wegen
L2(wo) = L2(ws) = Lwy) = 2, a € (0,1), |A]* <2, |B]* <10, h < | und Korollar 3.6
gibt es also eine Konstante ¢, die nicht von «, ¢, h, [ abhéngt, so dass

5

. 2 h
/dlstZ(Du(x,y) Ks) dxdy < co? ik

Bei den Spriingen benétigen wir nur eine || - || ~-Abschétzung von

e (1= )V llLouy + (2 = )Y ||z oy + 1) 20H (7).
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3.5 Energiefreie Verklebungen

Bei den zweiten Ableitungen gehen wir so vor:

/ IV D, )] dyds < £2() [V Dz, )| e

Wegen L*(wy) = L*(w3) = L*(wg) = 2 und h < [ gibt es eine andere Konstante C, die
nicht von «, ¢, h, [ abhédngt, so dass

5/ |VDu(z,y)|dedy < Ceal.

Das beendet den Beweis fiir die o®/°e*/°hl'/>-Skalierung der oberen Schranke auf dem
Referenzgebiet. O

3.5 Energiefreie Verklebungen

Im Fall K; haben wir:

Lemma 3.9 (Verklebung in es-Richtung). Seien w := (0,1) x
a,e € (0,1). Dann gibt es zu jedem N € N eine Funktion (v, w)
Figenschaften:

Randverhalten: w(x,y) =y Y(z,y) € 0w und v(z,h) —v(z,0) = h Yz € [0,],
Periodizitit: v(0,y) = v(0,y + jo) — jox V(y.5) € [0,5%] x [I, N]NN und v(0,y) =
Lu(l,2y) Vy € 0, 1.

Auperdem kann man u = (v,w)T so wihlen, dass folgende Energicabschitzung gilt:

(0,h) mit 0 < h <1 und
€ C°(w, R?) mit folgenden

5

. h
/dlstz(Du(x,y)7K1)dxdy+g/ |D*u| < C1Q€Nl+c2042w,

wobei Cy und Cy die Konstanten aus Lemma 3.7 sind.

Beweis. Sei v wie im Beweils von Lemma 3.7. Dann ist

F (u- xonx0m (@ y) + (w(@,y —h) + h)x©nxmhen(®,y), (0,1) x (0,h), (0,1) x (h,2h)) = 0.
Dieses Argument wenden wir N-fach an. Dann erfiillt die Funktion

N
?1(.1‘, y) = Z (U * X[0]x[(j—1)h,jh) (.T, y) + (07]h)T)

J=1
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

die Behauptungen des Lemmas. [l

Lemma 3.10 (Verklebung in e;-Richtung). Seien wy := (0,1) x (0, h) und we := (I, 2l) X
(0,h). Wird Lemma 3.9 mit N = 2Ny auf wy und mit N = Ny auf wy angewendet und
wird uw wie 1m Beweis von Lemma 3.7 gewdhlt, dann konnen ux,, und ux,, so gewdhlt
werden, dass gilt

F (X, + UXwy, w1, w2) = 0.

Beweis. Sei f wie in Lemma 3.5. Die spezielle Wahl von v(x) := ﬁf(x/l) bei w; und

~v(z) = & f(z/1) bei wy ermoglicht eine energiefreie Verklebung. O

Im Fall K5 haben wir:

Lemma 3.11 (Verklebung in es-Richtung). Seien w := (0,1) x (0,h) mit 0 < h <1 und
a,e € (0,1). Dann gibt es zu jedem N € N eine Funktion (v,w) € C°(w, R?) mit folgenden
Figenschaften:

Randverhalten: v(z,y) =z ¥(x,y) € Ow und w(x,h) —w(z,0) = h Vo € [0,1],
Periodizitit: w(0,y) = w(0,y + jo) — jae Y(y,J) € [0, 5%] x [L, N]NN und w(0,y) =
lw(l,2y) Vy € [0, 1.

Auperdem kann man u = (v, w)T

so wdhlen, dass folgende Energieabschdtzung gilt:

5

. h
/dlStQ(DU(%ZJ),KQ) dxdy + 5/ |D*u| < ChaeNI + 02062W7

wobei C; und Cy die Konstanten aus Lemma 3.8 sind.

Beweis. Sei v wie im Beweils von Lemma 3.8. Dann ist

F (u X(O,l)X(O,h)<x> y) + (’LL(iL', Yy — h) + h)X(O.l)X(h,2h) (:Ea y)7 (07 l) X (07 h)a (07 l) X (h7 Zh)) = 0.

Dieses Argument wenden wir N-fach an. Dann erfiillt die Funktion

N
QNL(ZL‘, y) = Z (U * X[0,]x[(j—1)h,jh) (ZE, y) + (07.7h)T)
j=1
die Behauptungen des Lemmas. n

Lemma 3.12 (Verklebung in e;-Richtung). Seien wy := (0,1) x (0, h) und we := (I, 2l) X
(0,h). Wird Lemma 3.11 mit N = 2Ny auf w; und mit N = Ny auf wy angewendet und
wird u wie 1m Beweis von Lemma 3.8 gewdhlt, dann konnen ux,, und ux,, so gewdhlt
werden, dass gilt

F (X + UXws, w1, w2) = 0.
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3.6 Die oberen Schranken in den Theoremen 1 und 2 und ihre Beweise

Beweis. Sei f wie in Lemma 3.5. Die spezielle Wahl von v(z) := ﬁf(x/l) bei w; und
v(x) == % f(z/l) bei wy ermdglicht eine energiefreie Verklebung. O

3.6 Die oberen Schranken in den Theoremen 1 und 2
und ihre Beweise

Die ersten fiinf Beweisschritte sind fiir die Félle K; und K identisch. Die eigentliche Ar-
gumentation beginnt mit der optimalen Wahl dreier Paramter: N, 6 und 7. Diese miissen
erst einmal identifiziert werden.

Wir geben nun die ersten fiinf Schritte an.

3.6.1 Gemeinsamer Beweisanfang fiir die Fille K; und K,

Wir lassen hier den Fallindex j € {1,2} weg.
Beweis.
Schritt 1: Zerlegung von ). Wir zerlegen 2 in

Q=0 U{z} x(0,h)UQU({Li} x(0,h) UQU{l—2,}x(0,h)UQ,,,

wobei

Q. = (0,z;) x (0,h), Q= (x,,%) x(0,h),

Q. = (Ll-2)x(0,h), Q, = (—z.10)x(0,h).
Schritt 2: Globale energiefreie Verklebung. Sei u die globale £-energiefreie Verkle-
bung mit u(z,y) = (z,y)" fir alle (z,y) € 9Q. Das bedeutet: Seien uxq._,, uxq,, uxao,
und uygq,, die jeweiligen Teilkonstruktionen. Da es mehrere Moglichkeiten gibt, nehmen
wir solche uxq_,, uxq,, uxe, und uxq,,, so dass fir das globale u gilt:

F(u, er,l, Ql) = f(u, Ql, Qr) = I(U,QT,QTﬂn) = 0

Auferdem nehmen wir solche uxq, ,, uxg,, uxq, und uxq, ., dass gilt

7,07

E S 25(U,QTJ) + QE(U, Ql)
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

Schritt 3: Diskretisierung von ;. Seien N,7 € Nund 0 € (0,1/2). Firi € [1,7]NN
und j = j(4i) € [1,2"'N] N N seien

- [ h { l . jh
=071 —6)= = — == i=20 Yo = i T oo
=0 (1 =0)5, hi= gy o ri=gts vioi=00 by = ooy

Die genaue Argumentation wird sein, dass wir vorher optimale 6y, Ny, 79 gewéhlt haben.
Wir miissen im Folgenden diese drei Werte ausfindig machen.

Schritt 4: Erstes Kriterium fiir den Abbruchindex 7: Nach Lemma 3.3 wissen
wir, dass x, = h, optimal ist. Das liefert die folgende Gleichung;:

h Def Lemma 3. 3 Def l
h.- = GT
2m-1N

Daher ist h
r< (iv) (3.10)

ein Abbruchkriterium und eine obere Schranke fiir 7. D.h., erreicht der Generationsindex
i den Wert |7, dann beginnt ab i = |7] + 1 die Randkonstruktion.

Schritt 5: Lokale energiefreie Verklebung. Sei u wie in Lemma 3.8. Auf jede Funkti-
on u (2 — i,y = Yij—1) X(wszs1)x (yi;—1.:,) Wenden wir Lemma 3.8 an. Dann verschwinden
die F’s zwischen zwei Generationen und es gilt auch

F (u, (xi, xic1) X (Yij—1,Yij), (@iy Tiz1) X (Yij1,Yij—1)) = 0.

3.6.2 Beweisfortsetzung - Fall K,

Beweis. Schritt 6: Abschatzung auf (). Seien (4, C5 wie im Lemma 3.7. Dann gilt

a’h?2’ i—1 prpi—1 !
Ea(u, Q) <Z (JQQQZNQHZ =gy T Croe2 N0 - 0)7 ).

Wihle Ny - € R, so dass

a?h’2? < 11—-6 :
N 20)
Nng 1-0 Z 49 = CraeNor 55~ (9>’

=1 =1
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3.6 Die oberen Schranken in den Theoremen 1 und 2 und ihre Beweise

T(r,0) T(r,0) T(r,0)
24 2 2
1 1 1
0 — 0 — 0 I
0.3 0.5 0.3 0.5 0.3 0.5
(a) T=1 (b) 7 =10 (¢c) =20
T(t,0) T(r,0) T(r,0)
2 2 2
1 1 1
0 — 0 — 0 —
0.3 0.5 0.3 0.5 0.3 0.5
(d) 7 = 100 (¢) 7 = 1000 (f) 7 = 10000

Abbildung 3.3: Die Funktion in (3.11).

d.h.

NOT = 25/3

C’21/5 2;1@%9)1 V8 fL/3 al/3h,
cA\TL0) ) (—0EeBRs

Die Reihen >, @ und Y7, (26)° konvergieren beide zugleich, falls 6§ € (471, 271). Dort

wird auch das optimale 6, liegen. Die Abbildung

T /3
Zi:l (4é)i ! 91/3
r S 200 )] (1—0)23 11

TH%<Z;A%V (1—6)%3 (3.11)

hat fiir 6 € (471,271) verschiedenes Konvexititsverhalten, siche Abbildung 3.3. Insbeson-
dere ist es bei § = 1/2 kritisch. Das optimale 6, wird aber weg von 1/2 liegen.
Bei der Konstruktion ist N := [Ny .| die letzte Generation. Fir

. 1/3
C21/3 D it @ / 6173
2 (20) ) (1—0)%3

gilt Ny, > 2 fiir alle a € (0,1), alle € € (0,80(1’;—25), alle 7> 1 und alle § € (471, 271). Mit
dieser Einschrénkung gilt

1 2
—<

. 12
¥ W (3.12)
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

0.25 0.35 05 0

Abbildung 3.4: Das optimale 6, wird in der Néhe von 0,35 liegen.

Daher

o\ 1/3

2422 [ 1 T (1—6)/3

Eulu, ) < CYPC Pt = | 3 <Z<29> ) g
=1

=1

Das optimale 6 ist das jenige 6 € (471,271), bei dem das Infimum in

1/3

2
. =1 < (1— )3
96(4171%%‘2*1) ZZ1 (40)¢ (2(20) ) 92/3
angenommen wird. Bei
o\ 1/3
. = 1 - . (1—6)3
f . 26! Al
96(41*111,2*1) — (40)’ (ZZI( >> 02/3
) 1 1 (1-— 9)1/3
- f =:T(0
96(417q’271) (1 - ﬁ)l/?’ (1 o 29)2/3 62/3 ( )

fithrt die Optimierung der rechten Seite zu einem optimalen 6y =~ 0,35 (Abbildung 3.4),
woraus dann folgt

1/3

2
. N B (1—6)1/3
f — 20)" —_—
96(413’2,1) ; (46) (;( 9)) 02/3 <5
Insgesamt erhalten wir
Er(u, Q) < Cya/P2BPRIM3, (3.13)
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3.6 Die oberen Schranken in den Theoremen 1 und 2 und ihre Beweise

wobei 5
2/3 ~1/3
Cyi=(2+ 22)ﬁ01/ /3.
Wir benétigen nur eine Eingrenzung der Form 6, € (47',273/2). Damit werden wir eine

weitere Bedingung fiir 7 herleiten.

Schritt 7: Abschétzung auf 2.;. Wegen Lemma 3.3 und Bemerkung 3.2 ist

1
/ dist®(Du(z,y), K1) dydx + 5/ |D?u| < ciagh, + —coa®h2.
(0,2+)% (0,7) (0,2+)% (0,7) 4
Dann ist
dist*(D K,)dyd D] < crach + Seya?—"
ist*(Du(z,y), K1) dydr + ¢ |D*u| < ciaeh + 109 3oy
Qr,l Q-r,l
Wegen (3.10) gilt
c g2 2 2 5, W
dist*(Du(z,y), K1) dydz + € |D7u| < cragh + 0™ oo (3.14)
QT,Z QT,l 4 27—_ NQO’T

Schritt 8: Bedingungen an 7. Sei

1/3 T o1 \1/3 1/3
N, = 25/302 (le (498)1> ( o (3.15)

o3\ 22 (260) 1= 6p)2/3"

Wir benoétigen im Folgenden

N_ := 1r>1f1 N,;, N,:=supN,.

T>1

co = min {% (%3)3} (3.16)

gilt fiir alle o € (0,1) und alle € € (0, 8004’;—;)
crash < Cya33p1t3, (3.17)

Mit (3.16) kann ein Term in (3.14) durch (3.17) abgeschétzt werden. Damit in (3.14) auch
der zweite Term durch (3.13) abgeschitzt werden kann, bendtigen wir ein Kriterium an
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise
{5 () ()]
gg=min< —, (| — | ,| ——
2 C1 (6))
2¢o al\ Y3 2¢o AR
| — >1 — > 1n(2).
. <03N7— <E) = 03N+ g - n( )

3

Damit fiir alle o € (0,1) und alle & € (0, goaly)

7. Fir

h2

<C 4/3 2/3hll/3
Cox QTNOOJ_ s Gz’ e

gilt, benotigen wir die folgende zweite Bedingung an 7:

7n(2) > In ((ij@ (%l>1/3) . (3.18)

Einerseits benotigen wir wegen (3.12)

o () () em ()7

~ In(200) —  In(2) In(2) - In(2)

andererseit wegen (3.18) auch

2¢o al\ Y3 2¢s al\ Y3
In(2) >1 — > 1 — .
T n( ) = (CgN-,— < £ ) = 03N+ 9

Fir
NS o\ fCaNL\? /NENLCSN
Eo=mms« —, | — s s\ T a5
2 C1 (&) 2562
ist
N2 [al 2/3> 2¢9 al\?
24 3 03N+ g
Wiéhle nun
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3.6 Die oberen Schranken in den Theoremen 1 und 2 und ihre Beweise

0.4

(d) 7 =100

0.5

1—\

0.4 0.5

(b) 7=10

0 I
0.4 0.5

(e) 7 = 1000

3.6.3 Beweisfortsetzung - Fall K,

T(r,0)
2 -
1 _\
0 I
0.4 05 ¢
(¢c) T=20
T(r,06)
9
1
0 I p
0.4 0.5
(f) 7 = 10000

Abbildung 3.5: Die Funktion in (3.19).

Beweis. Schritt 6: Abschitzung auf ();. Seien (', (5 wie im Lemma 3.8. Dann gilt

SQ(U,QZ) S Z (CQ
i=1

Wihle Ny, € R, so dass

u 1
- = N -
G2 N B3(1—0)3 Z (2463)7 Croele,
T =1
d.h. 5
T 1
T ar\ L) T

a?h®27

21 NG [3(1 — 0)

5+ Crag2'NO' (1 — 9)—) .

[
2

11-0< ;

1=

al’Ph

1— )45 1/5]4/5°
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

Die Reihen )7, 2493)1 und Y_7_,(20)" konvergieren beide zugleich, falls 6 € (2743 271).
Dort wird auch das optimale 6, liegen. Die Abbildung

T /5
Zi:l (24é3)i : fL/5
T: 7— ( 2;1(29)1 TG (3.19)

hat fiir @ € (27%/3,271) verschiedenes Monotonieverhalten, siche Abbildung 3.5. Insbeson-
dere ist es bei § = 1/2 kritisch. Das optimale 6, wird aber weg von 1/2 liegen.
Bei der Konstruktion ist N := [Ny .| die letzte Generation. Fir

. 1/5
_ 3G (Zizl ﬁ) g/s
(

017\ i (20)° 1—0)4

gilt Ny, > 2 fiir alle a € (0,1), alle £ € (0,£0a’7), alle 7 > 1 und alle § € (274/3,271).
Mit dieser Einschrankung gilt

L2 (3.20)
N NGT ‘
Daher
N 1/5 /
T T 1/5
4151/ ,6/5 4[5 152 +2° 2! 1 i —(1 —9)
Ealu, ) < O] W Zl iy ;(29) PR
Das optimale 6 ist dasjenige 8 € (27%3,271), bei dem das Infimum in
A\ /5 /
o (1—0)°
ot (S (Do) ) 5
angenommen wird. Bei
N 1/5 /
. = 1 s . (1—0)/°
f . 260)" -
seeilsay | & (2169) <2< ) ) G
, 1 1 (1—0)Y°
— 1nf = T(@)
pe(2-4/3,2-1) (1 o #)1/5 (1- 20)4/5 f4/5
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3.6 Die oberen Schranken in den Theoremen 1 und 2 und ihre Beweise

T(0)
13 -

12 4

11 I

0.4 05

Abbildung 3.6: Das optimale 6, wird in der Ndhe von 0,42 liegen.

fithrt die Optimierung der rechten Seite zu einem optimalen 6y ~ 0,42 (Abbildung 3.6),
woraus dann folgt

1/5

4
: = 1 o (1—0)°
f , 20)" — < 12.
QE(QEBS’Q_I) i=1 (26°)" (Z;( )> 6473
Insgesamt erhalten wir
Ea(u, ) < Csal/PePhIM5, (3.21)
wobei 19
4/5 ~1/5
Cs = (24 24)ﬁ01/ cal

Wir benétigen nur eine Eingrenzung der Form 6, € (27%/3,27%/4). Damit werden wir eine
weitere Bedingung fiir 7 herleiten.

Schritt 7: Abschitzung auf 2.;. Wegen Lemma 3.3 und Bemerkung 3.2 ist

1
/ dist?(Du(z, ), Ky) dydx + 8/ |D?u| < craeh, + —cya”h?.
(0,27)% (0,117 (0,27)% (0,117 4
Dann ist
" 2 L 5 h
dist*(Du(z,y), K3) dydz + ¢ |D7u| < cragh + 0™ o~
QT,Z QT,l 4 27-_ N
Wegen (3.10) gilt
" 2 2 5 K
dist*(Du(z,y), K3) dydx + ¢ |Du| < cyach + —coa® ————. (3.22)
QT,Z QT,Z 4 2771N90’T
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise

Schritt 8: Bedingungen an 7. Sei

1/5 T 1 1/5 s
N = 29/5 02/ Zi:l (2%63): 90/
P \ XL )

Wir benoétigen im Folgenden

N_:=inf N,, N, :=supN,.

721 T>1

Eo=mIN§ —,{ —
2 C1

gilt fiir alle o € (0,1) und alle € € (0, 6004’;7?)

crach < C3a8 PPt /o.

1— Q0)4/5 )

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Mit (3.24) kann der erste Term auf der rechten Seite von (3.22) durch (3.25) abgeschétzt
werden. Damit in (3.22) auch der zweite Term durch (3.21) abgeschétzt werden kann,

benétigen wir ein Kriterium an 7. Fiir

Eo—mIn§ —,| — , | ———
2 C1 Co

ist

2co [l 3/ 2¢y al\*/°
1 — > 1 — > In(2).
. (CgNT ( 9 ) = 03N+ g B Il( )

Damit fiir alle a € (0,1) und alle € € (0, g9ay)

2 h?
C2

<C 6/5 4/5hl1/5
« 27_N907T s Gz e

gilt, benotigen wir die folgende zweite Bedingung an 7:

2¢o al\ 2
> — .
7ln(2) > In (CgNT ( . >
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3.6 Die oberen Schranken in den Theoremen 1 und 2 und ihre Beweise
Einerseits benotigen wir wegen (3.20)

i) () am()) (5 (")

~ In(26,) In(2) In(2) - In(2) ’

andererseits wegen (3.26) auch
2¢o al\*/° 2¢s al\*°
In(2) >1 — > 1 — .
T n( ) = (CgN-,— < £ ) = 03N+ 9
[ NC O\ (CNNE INAINLC N
Eo=mMmmey§ —, | — s\ - [ T
2 1 Co 29¢y

gilt fiir alle & € (0,0a’7)

Wahle nun
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3 Die oberen Schranken im Fall h <[ und ihre Beweise
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4 Beweis der unteren Schranken in
Theorem 1 im Fall h <

Wir teilen den Beweis der unteren Schranke von Theorem 1 in zwei Teile auf. Zuerst
geben wir in Abschnitt 4.1 fiir den Fall h = [ den Beweis detailliert an. In Abschnitt 4.2
behandeln wir den Fall h < [. Dort konnen viele der Aussagen dhnlich wie im Fall h = [
bewiesen werden. Der Hauptunterschied zwischen Abschnitt 4.1 und Abschnitt 4.2 wird
die Wahl einer geeigneten Abschitzung fiir den Ausdruck [¢|0yus(z,y)| drdy sein. In
Kapitel 5 untersuchen wir den Fall h > .

Notation. Um die Notation iibersichtlich zu halten, werden wir die vielen Nullmengen,
auf denen die Beweise in diesem Kapitel nicht mehr giiltig wiren, nicht erwéhnen. Die
Beweise und Ideen in diesem Kapitel sind bis auf Nullmengen richtig.

4.1 Der Fall h =1

In Abschnitt 4.1.1 werden wir fiir spétere Zwecke geeignete Teilmengen w von €2 identifi-
zieren, so dass

Li(w)
£2(92)

/distQ(Du(x,y),Kl)dxdy—l—é/ |D?u| < ¢ E,

gilt, wobei ¢ > 0 eine von «, € und [ unabhéngige Konstante ist. Die Hauptidee hierbei
ist, solche A-Anteile von €2 zu identifizieren, wo die Energie durch den selben \-Anteil
abgeschéitzt wird. Diese Art von Aufteilung nennen wir Energiepartitionierung. Wir wer-
den iiberwiegend mit Quadraten () arbeiten, die drei Energiepartitionierungseigenschaften
haben werden. In Abbildung 4.1 wird angedeutet, dass die Wahl von w entweder ein ho-
rizontaler oder vertikaler Streifen oder ein Quadrat sein wird.

Um eine untere Schranke fiir F; herzuleiten, werden wir zundchst die elastische Energie
und die Oberflichenenergie bei dem Ausdruck

/ dist*(Du(z, ), K1) dzdy —I—e/ |D?u| < eA?E;
Q Q
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

trennen. Anschliefsend wird eine neue energetische Interaktion mit Hilfe der Holderschen
Ungleichung, der Poincaréschen Ungleichung und Projektionen erzeugt. Das wird in Ab-
schnitt 4.1.2 genauer erldutert. Auf jedem () werden wir dort den Ausdruck

/ |Du(z,y) — F|dzdy
Q

untersuchen, wobei F' € K; eine feste Matrix ist. Wegen der Poincaréschen Ungleichung

werden wir
T
u(z,y) — F —a
/Q (z,9) (y>
Wegen

(0-96) el <l s -+(5) )

fir j € {1,2} werden wir in Abschnitt 4.1.3 eine Rigiditéatsabschéitzung fiir |ui(x,y) — x|
herleiten und die Untersuchung von |us(x,y) — y| erst in Abschnitt 4.1.4 durchfithren. In
Abschnitt 4.1.4 werden wir noch einige Hilfsabschétzungen kennenlernen, die fiir Opti-
mierungszwecke von Konstanten wichtig sind.

In Abschnitt 4.1.5 werden wir eine untere Abschatzung von

J(e=m () =)
fiir j € {1,2} herleiten.

In Abschnitt 4.1.6 bringen wir den Beweis der unteren Schranke.

dxdy

untersuchen, wobei a € R2.

_|_

dxdy
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4.1 Der Fall h =1

l l
Q S’ Q
S ‘)\l Q S ‘Al
0 0
0 l 0 VA l

Abbildung 4.1: Energiepartitionierung: Der Hilfsparameter A\ kann als A ~ £2(S)/L£2(2)
verstanden werden. Gesucht wird ein vertikaler Streifen S, auf dem die
elastische Energie und die Oberflichenenergie in etwa durch den A\-Anteil
der Gesamtenergie abgeschitzt werden kénnen. Dieselbe Argumentation
kann angewendet werden, um einen entsprechenden horizontalen Streifen
S’ zu finden. Das eigentliche Ziel der Energiepartitionierung im Fall K ist
es, zusitzlich ein Quadrat @ = SN S mit A2 ~ £L2(Q)/L3(Q) zu finden,
auf dem die elastische Energie und die Oberflichenenergie sogar in etwa
durch den A\2-Anteil der Gesamtenergie abgeschiitzt werden konnen.

4.1.1 Energiepartitionierung

Die Hauptaussage in diesem Abschnitt ist das Korollar 4.2, das aus dem Beweis des
néchsten Hilfssatzes folgt.

Sei A € (0,1) ausgewiihlt, dann kann immer ein w C Q mit A = £2(w)/L%(Q) € (0,1) und
eine von «, € und [ unabhéngige Konstante ¢ > 0 gefunden werden, so dass

/distQ(Du(x,y),Kl)dmdy+s/ |Du| < cAE,

gilt. Es gibt viele horizontale Streifen S und vertikale Streifen S’, die wir fiir w wéhlen
konnten. Wiirden wir einfach zu dem Schnitt @ = S NS’ {ibergehen und nehmen wir
einmal an, dass @’ ein Quadrat der Grofe £2(Q’) = A2[? ist, dann gilt im Allgemeinen
nur
/ dist*(Du(z,y), K1) dedy + ¢ | |D*u| < cAE).
/ Q/
Wir wissen aber, dass es mindestens in S ein Quadrat Q" gibt, so dass

/ dist*(Du(z, ), K1) dedy + 8/ |D?u| < eA*E).

1"
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Wir werden jetzt zeigen, dass es zu einem gefundenen horizontalen Streifen S mindestens
einen vertikalen Streifen S’ so gibt, dass ' = Q" gilt. Diese Situation wird in Abbil-
dung 4.1 gezeigt. Der Beweis fiir diese Existenz zeigt aber mehr. Das werden wir nach
dem Lemma als Korollar festhalten.

Lemma 4.1 (Energiepartitionierung - Existenz). Seien u, 2, K, € und Ey wie in Theo-
rem 1. Zu jedem \ € (0,1) gibt es zwei offene Streifen S = (0,1) x (s,s + Al) C Q und
S'=(s',s"+ Al) x (0,1) C Q mit den energetischen Eigenschaften

/ dist?(Du(z, y), K1) dady + ¢ / D] < 2\E, (A1)
S S
und
/ dist?(Du(z, ), K1) dedy + 8/ |D?u| < 12)\%E). (4.2)
SNS’ SNS’
und
/ dist®(Du(z,y), K1) dedy + & / |D?u| < 3By, (4.3)
: .

Beweis. Wir zeigen zunéchst drei Behauptungen. Diese sind:
Behauptung 1: Zu jedem A € (0, 1) gibt es einen offenen Streifen S := (0,1)x (s, s+Al) C
Q mit s € (0,1(1 — \)), so dass

/distQ(Du(x,y),Kl)dxdy—l—e/ |D*u| < 2)\E).
S S1

Behauptung 2: Seien A und S wie in Behauptung 1. Zu jedem p; € (1/2,1) gibt es
|[[A"Yp1] + 1 offene Quadrate

Q; € {((i = DALIX) x (s,s+Al): i€ [1,[AH]]NN},
so dass

ANEy Yi e[l |[|A T p + 1) NN

1
/ dist*(Du(z,y), K1) dady +¢ | |D*u| <
Qj Qj 1—p

Behauptung 3: Zu jedem X € (0,1) und jedem py € (1/2,1) gibt es [[A\7]po] + 1
Streifen

Sy € {((i = DAL x (0,0) = i € [1, A" NN},

so dass

2AE; Yk e[L||AT pe] F1] NN

1
/ dist?(Du(z,y), Ky) dedy +¢ | |D%u| < .
S

/ / —
k Sk
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4.1 Der Fall h =1

| | “““‘

NNNNNNNNNNNN

& & o on L H
7]
'”21 § B A 7/ .
n ...... O ...... 0 ......
0 ! 0 I 0 !
(a) Behauptung 1 (b) Behauptung 2 (¢) Behauptung 3

Abbildung 4.2: Die Aussage des Lemmas wird zunéchst in drei Teilaussagen zerlegt. In den
drei Behauptungen wird vom selben Gitter ausgegangen. Die schraffierten
Gebiete in (b) und (c) sind der Bereich, der vom Gitter vernachléssig wird.

In den Abbildungen 4.2a, 4.2b und 4.2c sind die Gebiete der drei Behauptungen zu sehen.
Wir kommen nun zu den Beweisen der drei Behauptungen.

Beweis zur Behauptung 1: Wenn Behauptung 1 falsch wire, dann gibe es |[A7!]
Streifen
Sj = (Oa l) X ((] - 1))‘17])‘1)7

so dass

/distz(Du(x,y),Kl)d:z:dy—i—e/ |D?u| > 2\E, Vj€[l,[2\']]NN
S S;

J

Dann ware

(A1)
12 Z (/ dist*(Du(z, y), Kl)dwdy+e/ \D2u|) > A7 2ME, > By

Sj

ein Widerspruch. Hier wurde die Ungleichung

1
x - {—J > Vre (0,n1), neN
x n+1

angewendet. Das beendet den Beweis der Behauptung 1.

Beweis zur Behauptung 2: Sei S wie in Behauptung 1. Wir benétigen die folgende
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Indexmenge. Sei

2 .= {z € [1,[AH]NN: es gibt ein Q; := (( — 1), iM) x (s,5 +A) C S,

1
so dass / dist>(Du(x,y), K1) drdy +¢ | |D*u| < T .4)\2E1.}.

Aufserdem benétigen wir noch die folgende Auswahl von Quadraten. Sei
Q:={Q; = ((1 — DAL,iN) X (s,s+AN)C S: i€ 2}.

Wenn Behauptung 2 falsch wire, dann hitte die Menge Q hochstens | [A™! |p; | Elemente.
Dann ware

20\F; > / dist?(Du(z, ), K1) dedy + 8/ | D?ul
S\UeQ S\Ue

1
> (A1 —p1) - ——— -4X2E) > 2)E)
1—p
ein Widerspruch. Daher ist Behauptung 2 wahr.

Beweis zur Behauptung 3: Wir bendtigen erneut eine spezielle Indexmenge. Sei

S = {z € [1,[A"H] NN : es gibt ein S} := ((i — 1)Al,i\l) x (0,1), so dass

1
/ dist?(Du(z,y), K1) dzdy +¢ | |D*u| < 20\E4. ;.
S s 1 —po

Wir bené6tigen noch eine spezielle Auswahl von Streifen. Sei
S:={S = ((i — )A,iX) x (0,1) : i€ .7}.

Wenn Behauptung 3 falsch wiire, dann hitte die Menge S hochstens | [A™!|p2] Elemente.
Dann ware

E, > / distQ(Du(x,y),Kl)dxdy+6/ | D?u
o\USs o\Us

2 By > A\E

> 0

ein Widerspruch. Daher ist Behauptung 3 wahr.
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4.1 Der Fall h =1

0 0 0

0 l 0 l 0 l

Abbildung 4.3: In Behauptung 2 und 3 wurde nicht ausgeschlossen, dass die Quadrate
und Streifen jeweils alle auf einer Seite liegen konnen. Wenn p; = py = %

gewahlt werden, dann {iberdecken die Quadrate aus 2 N .% mindestens
ein drittel von S.

Anwendung von Behauptung 1, 2 und 3: Wir wahlen p; und p, so, dass QNS # ().
Der Parameter p; in Behauptung 2 bedeutet

(Ue)
- c?(U {Qi = (i = DAL M) x (5,5 + N) :

1
/ dist®>(Du(z,y), K1) dxdy +¢ | |D?u| <
i Qi L—p

ANE e [1 AT ﬂN})
> p1£2(5)

Der Parameter p, in Behauptung 3 bedeutet

e (Us)
= L2<U {Sg = ((i — D)ALN) x (0,1)

1
/ distQ(Du(x,y),Kl)dxdy—I—s/ |D?u| < : 2MEy, i€ 1A ﬂN})
S s — P2

> pgﬁQ(Q).

/
i
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Zum Beispiel reicht die Wahl p; = p, = % aus, um

1
L (U {Q € Q: esgibtein §' €S, so dass Q C 5’}) > gﬁz(S)
zu sichern, siehe Abbidlung 4.3. 0

Notation. Der Beweis hat mehr gezeigt. Zu einem gefundenen horizontalen Streifen S
mit der Eigenschaft (4.1) gibt es viele vertikale Streifen S" mit der Eigenschaft (4.3), so
dass jedes Quadrat S N.S” auch die Eigenschaft (4.2) hat. Wir kénnen auch die Anzahl
von solchen Quadraten vorher festlegen. Geben wir py, ps € (1/2,1) vor, so seien & () :=
2N .7 und p(A) := card Z(A). Die Parameter p; und p, konnen nicht beliebig klein
gewihlt werden, da wir P()\) = () vermeiden miissen. Es ist p = [ |[A7!](py +p2 — 1) . Wir
werden diese Grofen haufiger bendtigen. Wir wollen die Abhéngigkeiten hier noch einmal
hervorheben. Seien

2\, p) = {z €1, [N]NN: es gibt ein Q; := ((i — 1)L, iM) x (5,5 + M) C S(N),

1
so dass / distz(Du(x,y),Kl)d:Udy—l—s/ |D?u| < : .4)\2E1}

und
QN p1) :={Q; :== (i — DAL IAN) x (s,s+ A) CS(\): i€ 2(N\)}.

Seien aufterdem

SO pa) = {2 €1, A NN: Fiir S7 = ((i — 1)L M) x (0,1) gilt

1
/ dist*(Du(z,y), K1) dedy + ¢ | |D*u| < N : 2)\E1}.
! S! — P2

Die zugehorige Auswahl von Streifen ist
S\, p2) :={S = ((i — V)N, iN) x (0,1): i € L (N, p2)}.
Dann seien

A€ (0,1), pi,p2 € (1/2,1),

PN p1,p2) =2\, p1) N F (A, pa),

(A, p1, p2) = card Z(\, p1, p2),

G\, p1,p2) :={Q € Q: esgibt ein §' € S, so dass Q C S}

(4.4)
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4.1 Der Fall h =1

Der Beweis von Lemma 4.1 hat Folgendes gezeigt.

Korollar 4.2 (Energiepartitionierung - geometrische und quantitative Version). Seien
u, Q, Ky, € und Ey wie in Theorem 1. Seien p1, pa, & und p wie in (4.4). Zu jedem
A € (0,1) gibt es einen offenen Streifen S = (0,1) x (s,s + Al) C Q und p offene Streifen
Si=((i—1)A,iAl) x (0,1) C Q, i € &P, mit den energetischen Eigenschaften

/ dist?(Du(z, y), K1) dady + e / D] < 2\, (4.5)
S S

und

4
/‘ &ﬁ%DM@yLKQdMy+6/ |D%4§1 NE, Vie 2()) (4.6)
SN

sns; — D
/s

Notation. Die SN S, i € &, sind spezielle Quadrate aus Q, ndmlich solche, die auch in
G sind. Wir werden ab jetzt Q; := S N S} schreiben.

und

AE, Vie PN, (4.7)

dist*(Du(z,y), K1) dedy + 5/ |D?u| <
st 1 —po

/
2
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <
4.1.2 Energetische Interaktion

Sei @@ € G wie in (4.6) aus Korollar 4.2. Mit Hilfe von Korollar 4.2 kénnen wir die
elastische Energie und die Oberflichenenergie wie folgt getrennt behandeln. Einerseits
liefert die Holdersche Ungleichung die Abschéitzung

/ dist(Du(zx,y), K;) dedy < c)\2lE11/2.
Q
Andererseits gibt es wegen der Poincaréschen Ungleichung ein M € R?*?, so dass
A3l
|Du(x,y) — M|dxdy < C?El.
Q

Das nichste Lemma sagt aus, dass wir M mit einem geeigneten F' € K, austauschen kon-
nen und dabei einen Fehler verursachen, der in etwa die Summe der beiden Abschétzungen
ist.

Lemma 4.3 (BV -Poincarésche Lokalisierung einer festen Kj-Matrix). Seien u, Q, [, €
und Ey wie in Theorem 1. Seien A\, p1, &, p und Q; € G, i € &, wie in der Energiepar-
titionierung (4.6). Dann gibt es zu jedem i € & ein F; € Ky und eine von «, €, I, A\, p
und p, unabhdingige Konstante cp, so dass

3
8p %El + %)\QZE%/Q Vie 2. (4.8)
et !

|Du(z,y) — F| dedy < cPy
Qi

Beweis. Seien Q); € G, i € &, wie in der Energiepartitionierung (4.6). Wir suchen uns
ein festes ); aus und setzen @) := Q;. Sei

1
M = W/QDu(x,y) dxdy,

dann gibt es wegen der Poincaréschen Ungleichung eine Konstante cp, so dass

/ |Du(z,y) — M| dedy < cP)\l/ | D?ul.
Q Q

Mit (4.6) folgt
4 N3
|Du(z,y) — M|dxdy < cp—F. (4.9)
Q 1— P1 g

Bisher haben wir nur die Oberflichenenergie betrachtet. Jetzt bringen wir auch die elas-
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4.1 Der Fall h =1

tische Energie ins Spiel. Zunéchst ist
dist(M, K1) < |M — Du(z, )| + dist(Du(e,y), K1) ¥(z,y) € Q.

Dann gilt auch
£2(Q) - dist(M, K1) < / \M = Du(x, y)| dedy + / dist(Du(z, y), K1) dady.  (4.10)
Q Q

Das erste Integral auf der rechten Seite von (4.10) haben wir schon in (4.9) durch die
Oberflachenenergie abgeschitzt. Das letzte Integral in (4.10) kann mit Hilfe der Holder-
schen Ungleichung in elastische Energie umgewandelt werden. Daher kénnen wir (4.10)

verbessern zu
4 \/ )\2l2)\2
+4/ B2, (4.11)
—p 6£2 L—p

Da die Menge K; kompakt ist, gibt es ein F' € K7, so dass |[M — F| = dist(M, K;).
Insgesamt erhalten wir aus den Ungleichungen (4.9) und (4.11)

dlSt(M Kl)

4 A3l 4 A3l 4
/ |Du(z,y) — F|dxdy < cp—E +
Q 1-— D1 9 1— P1 9 1-— P1

Eine Zusammenfassung der Summanden ergibt schlieflich die Behauptung fiir das am
Anfang fest gewéhlte (). Da der Beweis fiir alle anderen ); analog gefiihrt werden kann,
folgt die Behauptung des Lemmas. O]

Eine weitere Anwendung der Poincaréschen Ungleichung liefert das folgende Lemma.

Lemma 4.4 (Wh!-Poincarésche Lokalisierung). Seien u, Q, [, € und E, wie in Theorem
1. Seien \, p1, &, p und Q; € G, i € & wie in der Energiepartitionierung (4.6). Seien
F; und cp wie in Lemma 4.3. Dann gibt es eine von «, €, X\, [, p und p; unabhdngige
Konstante ¢p > 0 und Vektoren a; € R?, so dass

Xz
u\zr, _E — G
/i (z,9) (y)
8 A2 B
Sc;;cPl_plTElJrc'PMl_p)\ng ? Vie .

Beweis. Seien p;, &, p, Q; € G, i € &, wie in der Energiepartitionierung (4.6) und F;
wie in Lemma 4.3. Wir suchen uns ein fest gewahltes (); aus und setzen @) := @);. Wegen

dxdy

(4.12)
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

der Poincaréschen Ungleichung gibt es eine Konstante c¢pr > 0 und ein Vektor a € R?, so

dass
/Q u(z,y)— F (z) —a

Auf der rechten Seite von (4.13) wenden wir Lemma 4.3 an. Das beendet den Beweis fiir
das am Anfang fest gewihlte (). Da der Beweis fiir alle anderen ); analog gefiihrt werden
kann, folgt die Behauptung des Lemmas. O]

drdy < 20p/)\l/ |Du(z,y) — F| dzdy. (4.13)
Q

Bemerkung. Die Konstanten c¢p und cps kénnen mit Hilfe von [7] und [1] bestimmt

werden. Wir benotigen spéter die schiarfere Aussage
x
(u(fcay) - F (y) — ai) e dl‘dy}

max {/ <u(x,y) — F, (5) — al-) e dxdy,/
8 N2 4

< LB+ oy | ——NPE? Vie P

_CPCPl—pl - 1+ Cp T 1 1 ,

da wir verschiedene Argumentationen verwenden werden, abhéngig davon, welche Kom-
ponente von u benotigt wird.
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4.1 Der Fall h =1

0= ul(ovy) ul(m?y) ul(lvy) =1

0
0 l

T l
lui(z,y) — x| < / dist(Du(s,y), K1) ds + / dist(Du(s,y), K1) ds
0 .

T

Abbildung 4.4: Aussage von Lemma 4.5.

4.1.3 Rigiditat der ersten Komponente des Vektors u

Das néchste Lemma sagt aus, dass |u (z, y) —z| punktweise durch elastische Energieanteile
kontrolliert wird, siehe Abbildung 4.4. Die Aussage aus Lemma 4.5 werden wir in dieser
Arbeit noch in verschiedenen Versionen wiederfinden. Nach dem Beweis von Lemma 4.5
gehen wir auf diesen Punkt kurz ein.

Lemma 4.5 (Punktweise Rigiditét). Seien u, Q, Ky wie in Theorem 1. Dann gilt
I
lug (z,y) — x| < / dist(Du(s,y), K1)ds V(z,y) € Q.
0

Beweis. Mit Hilfe der Randdaten wird u;(x,y) — = in elastische Energieanteile umge-
wandelt. Wegen |(Du) - 1| < 1+ dist(Du, K;) gilt einerseits

ul(‘rvy) = ul(ovy) +/ alul(say) ds S / |alu1(87y)| ds S l’+/ diSt(DU(S,y),Kl)dS,
0 0 0

da uy(0,y) = 0; andererseits gilt auch

I I
u(z,y) =w(l,y) — / Oui(s,y)ds >1— (1 —x) — / dist(Du(s,y), K1) ds,

da uy(l,y) = [. Daher gilt

!
lug (z,y) — x| < / dist(Du(s,y), K1) ds V(z,y) € Q.
0
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

]

Bemerkung. Solange die Werte der Randdaten u;(0,y) = 0 und wu;(l,y) = [ sich nicht
dndern, ist die Aussage von Lemma 4.5 auch fiir Q = (0,1) x (0, ) mit beliebigem A > 0
richtig. Diese Version werden wir in Abschnitt 4.2.3 verwenden.

Die Aussage von Lemma 4.5 ist auch fiir Ky richtig, weil wir mit |[(Du) - e;] < 1+
dist(Du, K5) den selben Beweis fiihren konnen. Diese Version werden wir in Abschnit 6.1
benotigen.

In Abschnitt 6.2 werden wir die Version auf dem Rechteck 2 = (0,1) x (0,h), h > 0,
gebrauchen.
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4.1 Der Fall h =1

4.1.4 Einige Hilfsabschiatzungen

Seien S, S und ) := SN S" wie in Korollar 4.2. Wir listen hier einige Abschitzungen auf;
dabei ist ¢ > 0 eine Konstante, die nicht von «, € und [ abhéngt und von Zeile zu Zeile
verschieden sein kann:

o /S|u1(x, y) — x| dxdy < c)\l2E11/2 (Lemma 4.6).

o /S|81u1(x,y) — 1] dzdy < c)\lEll/2 (Lemma 4.7).

o ; |Oqus(x,y) — 1| dedy < c)\lEll/2 + ca’A* (Lemma 4.8).

o /Q lug(z,y) — y| dedy < c)\2l2E11/2 + ca®N*I? (Lemma 4.9).

. /5 |0vus(x, )| dedy < AP2E™ + eAY2EY (Lemma 4.10 - optional).
o /s |0vus(z,y)| dady < APPPEY* 4+ er7 ' NV2E]? (Lemma 4.11).

o / |vug(z,y)| dedy < er'2MN2 + er %2 \E; (Lemma 4.12 - wegweisend).
S

Fiir den Beweis der unteren Schranke von Theorem 1 in Abschnitt 4.1.6 wiirden Lem-
ma 4.10, Lemma 4.11 und Lemma 4.12 zur selben Skalierung der unteren Schranke fiihren.
Der Vorteil von Lemma 4.11 gegeniiber von Lemma 4.10 ist der, dass die Konstanten in
der Aussage besser sind. Der leichtere Weg {iber Lemma 4.10 verursacht schlechtere Kon-
stanten, weil dort zu héufig die Holdersche Ungleichung zum Einsatz kommt. Der mehr
geometrische Weg tiber Lemma 4.11 fiithrt einen frei wiahlbaren Parameter 7 € (0, 1) ein.
Im Wesentlichen ist das der Grund fiir die Verbesserung. Lemma 4.12 bietet viel mehr
Moglichkeiten, die Konstante C' in Ca/3c2/3143 < B, zu verbessern. Wir werden in Ab-
schnitt 4.2 auf Lemma 4.11 zuriickgreifen und dort von dem zusétzlichen Hilfsparameter
7 Gebrauch machen miissen.

Lemma 4.6. Seien u, Q, | und Ey wie in Theorem 1. Seien A € (0,1) und S wie in der
Energiepartitionierung (4.5). Dann gilt

/ jus (2, y) — 2| dady < V2NPEY”.
S
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

’U,Q(.’Eo, l) = l
l L 2
Q
0=u1(0,y0) u1 (o, yo) ur(l,y0) =1
¢ o ?
yo = u2(0,%0) u2 (0, Yo) ua(l,y0) = Yo
00 ¢ l
UQ(LL‘(), O) = 0

Abbildung 4.5: In einem Punkt (z¢,yo) € €2 gibt es acht Moglichkeiten den Fundamental-
satz der Differential- und Integralrechnung anzuwenden. Bendtigt werden

nur sechs Moglichkeiten.

Beweis. Zuerst wenden wir Lemma 4.5 an. Dann bilden wir das Integal iiber S. Danach

folgt die Behauptung mit der Holderschen Ungleichung und Lemma 4.5.

]

Lemma 4.7. Seien u, Q, | und Ey wie in Theorem 1. Seien A € (0,1) und S wie in der

Energiepartitionierung (4.5). Dann gilt

/ |O1uy (z,y) — 1| dedy < 23/2/\1E11/2.
S

Beweis. Wir betrachten zuerst die Zerlegung
dur(z,y) — 1= (O (z,y) — 1)+ — (Ouy(z,y) = 1),

wobei

(Our (z,y) — 1)" == max {Oyui(z,y) — 1,0},
(Oup(x,y) — 1) := max {—(01uq(z,y) — 1),0} .

Wegen u;(0,y) =0 Vy € [0,] und uy(l,y) =1 Yy € [0,1] ist

/0 (O (z,y) — 1)+ dx :/0 (O (z,y) — 1) dx Wy € 10,1].

Aus (4.14) und (4.15) folgt

I I
/ |Oyur(x,y) — 1| do = 2/ (Orur(w,y) —1)T dox Yy €[0,1].
0 0
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4.1 Der Fall h =1

Da |Fe;| =1 fiir alle F' € K, gilt
|O1u(z,y)| < 14 dist(Du(x,y), K1) Y(z,y) € Q.
Hieraus folgt
Orur(z,y) — 1 < |Oyuy(z,y)| — 1 < dist(Du(x,y), K1) Y(z,y) € Q.
Dann gilt
(Orur(z,y) — 1)* = max {Quy (z,y) — 1,0} < dist(Du(z,y), K1) Y(z,y) € Q.

Diese Abschétzung verbessert (4.16) zu

I !
/ |O1uy(z,y) — 1| de < 2/ dist(Du(z,y), K1) dx. (4.17)
0 0

Wegen der Holderschen Ungleichung und (4.5) erhalten wir
/ |Ovuy (z,y) — 1| dedy < 2\/5/\ZE11/2.
S

]

Lemma 4.8. Seien u, Q, | und Ey wie in Theorem 1. Seien X\ € (0,1), py, & und S;,
i € P, wie in der Energiepartitionierung (4.7). Dann gilt

2
|Ogus(z,y) — 1| dedy < 24/ 1—)\ZE11/2 + N\ Vie 2.
S, — P2

Beweis. Seien &, p,, S!, i € &, wie in der Energiepartitionierung (4.7). Wir wéhlen
ein beliebiges, aber festes S] aus und setzen S’ := S.. Zu jedem (z,y) € S’ wéhlen wir
ein F(x,y) € K; so aus, dass |Du(z,y) — F(x,y)| = dist(Du(x,y), K1). Zunéchst gilt
|Fes| = V14 o2 VF € Ki. Aukerdem gilt V14 a2 <1+ 3a? Va > 0. Dann ist

1
Daug(w,y) — 1 < dist(Du(z,y), K1) + 502.

Mit (4.7) aus Korollar 4.2 folgt dann wie in dem Beweis von Lemma 4.7

2
Doz (1, y) — 1| dydx < 2 NEY? 4 a2 \2.
1
% I —p2

Das beendet den Beweis fiir den am Anfang fest gewéhlten Streifen S’. Da der Beweis fiir
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

alle anderen S, analog gefiihrt werden kann, folgt die Behauptung des Lemmas. [l

Lemma 4.9. Seien u, , | und Ey wie in Theorem 1. Seien A € (0,1), pa, &, p und
Qi € G, i€ P wie in der Energiepartitionierung (4.6). Dann gilt

2
us(z,y) — y| dady < 24 /1—/\2l2E11/2 +a’\ Vie 2.
Qi — P2

Beweis. Seien @); € G und 5! wie in Korollar 4.2. Fiir alle i € &2 ist
/ lug(z,y) — y| dydx < N [ |Oqus(z,t) — 1| dtdx.
Q; Si

Mit Lemma 4.8 folgt

J

Das beendet den Beweis. O

— P2

lus(,y) — y| dyda < Al (2 NE? 4 a2)\12> Vie 2.

i

Abschitzungen fﬁr/|81uQ(x,y)|dxdy
S

Der Beweis des nichsten Hilfssatzes ist elementar. Dort wird der Term |0ju;(z,y) — 1|
iiber Lemma 4.8 abgearbeitet.

Lemma 4.10 (Qualitative L'-Abschétzung fiir Oyus). Seien u, Q, | und E; wie in Theo-
rem 1. Seien A € (0,1) und S wie in der Energiepartitionierung (4.5). Dann gilt

/ 0vus (, y)| dady < (2874 + 2/HNP2E 4 (214 4 23/ N2 E/,
S

Beweis. Sei hier W := dist(Du(x,y), K1). Zunéchst gilt fiir jedes (x,y) € Q

Orus(2,y)| = (|0vulz, y)| + [0 (2, y))" (|Ovu(z, )| — (D (2, y)])' 2.

Wegen |0yu(z,y)] <14+ W und [Oyui(x,y)| > 1 — |01ur(x,y) — 1| fiir alle (z,y) € Q gilt
sogar

|O1us(,y)| < V2[0hu(z,y) V> (W + 01w (z,y) — 1))* V(z,y) € Q.
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4.1 Der Fall h =1
Wegen [0yu(z,y)] <1+ W und |[du(z,y)[/? < 1+ W fiir alle (z,y) € Q gilt

i) < (1+3IV) (W2 + o (e.9) ~ 117) (418)
=Wy %Wgﬂ + [y (z,y) — 1)V + %|81u1(a7,y) — 1YW |
Wegen Lemma 4.7, (4.5) und der Hélderschen Ungleichung sind
/W1/2 drdy < (£2(S))3/421/4)\1/4E11/4 _ 21/4)\l3/2E11/4,
s

/W3/2 drdy < (£2(S))1/423/4)\3/4Ef/4 _ 23/4)\l1/2Ef/4,
S

1/2
[ 1orunte) =11 oy < (25 ( [ 0vtien) - 1]dody
S S
< 2/NBPE,
1/2 1/2
/W|81u1(x,y) — 1|2 dady < (/ w2 da:dy) </ |Oyui(x,y) — 1| dxdy)
S S S
< /N2

Also haben wir insgesamt
/ |Ovus (z, )| dady < (2% + 2/YAPREY* 4 (214 4 2NV EY,
S

]

Im Beweis von Lemma 4.10 haben wir gesehen, dass der Term |0juy(x,y) — 1| nicht
wirklich von Vorteil war. Zwar kann [ |0yus(x, y) — 1| dzdy tiber Lemma 4.8 in elastische
Energieanteile umgewandelt werden, jedoch ist es wegen der Randdaten angenehmer mit
0 = [4(O1us(z,y) — 1) dedy zu arbeiten. Auberdem ist in der Aussage von Lemma 4.10

der unangenechme Term Ef/ * entstanden. Die Randdaten kommen nun in dem Beweis des
nachsten Hilfssatzes zum Einsatz.

Lemma 4.11 (Qualitative L'- und quantitativ bessere Abschitzung fiir d,usy). Seien u,
Q, I und Ey wie in Theorem 1. Seien A € (0,1) und S wie in der Energiepartitionierung
(4.5). Sei T € (0,00). Dann gilt

1
/ |Oyus (2, y)| dedy < 23/4(1 + 7)1/2)\l3/2E11/4 + 21/2;/\&?11/2.
S
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Beweis. Nach Pythagoras gilt

0vus (2, 9)| = /|Owu(z, y)|2 — |Orua(z, y)|2.

Wegen [01u(z,y)| < 1+ dist(Du(z,y), K;) ist

|0vur (2, y)| < (14 dist(Du(z, y), Kl))\/l - (1 n dﬁl(%&fy), Kl)) '

Wegen 1+ dist(Du(z, y), K1) > [Ou(z, y)| > [O1uz(z,y)| und V1 — 2 < 1— 142 Ve € [0, 1]
1st

|0y us(z, y)]2 < 2(1 + dist(Du(zx, y), K1))(1 — Oyuq (z,y) + dist(Du(z, y), Ky)).
Sei 7 € (0,00). Dann ist fiir jedes solche 7 ist

\51102(33, y)]Q = \51102(33, y)’2X{dist(Du(w,y),K1)§T} + !51u2(~737 y)’2X{dist(Du(a:,y),K1)>T}'
Dabher ist

’alu2($a 9)12 < 2<1 + T)(l - 81“1 + dlSt(DU(.T, y)> Kl))X{dist(Du(r,y),Kl)ST}
1+7

2
+ diSt2(Du($7 y)a Kl) < ) X{dist(Du(a:,y),Kl)>T}-

Da die Summanden auf der rechten Seite positiv sind, gilt

2
laluQ(x,y)F < 2(1+7)(1 — Oyuy + dist(Du(z,y), K1) + dist2(Du(x,y), K;) (1 1— T) )

Wegen
0= / (Orur(z,y) — 1) dady
5

gilt
/|81u2(x,y)\2dxdy§2(1+T)/dist(Du(x,y),Kl)dxdy
s s

1 +T7 2 .2
+ dist*(Du(z,y), K1) dzdy.
s

T
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4.1 Der Fall h =1

Aus der Hélderschen Ungleichung und mit Korollar 4.2 erhalten wir

1
/ Ovus(, y)| dady < 2941 + 7)2ABREY 4 ar LT\ B2,
S T

Die Aussage des néchsten Hilfssatzes ist hier optional. Dennoch ist er an dieser Stelle
hochst interessant und zeigt uns im frithen Stadium schon, dass wir mit der Voraussetzung
e € (0,e9al) vorsichtiger umgehen miissen. Wir formulieren zunéchst die Aussage:

Lemma 4.12 (F;-affin lineare Abschétzung fiir Ous). Seien u, €2, | und Ey wie in Theo-
rem 1. Seien A € (0,1) und S wie in der Energiepartitionierung (4.5). Sei 7 € (0, 00).

Dann gilt

8T +6 A
2

Beweis. Wie in dem Beweis von Lemma 4.11 leiten wir zunéchst die folgende Ungleichung
her:

|O1us(z,y) > < 2(1 + dist(Du(z, y), K1) (1 — Oyuy (z,y) + dist(Du(z,y), K1)).
Diesmal arbeiten wir mit der folgenden Behandlung der rechten Seite weiter:

|Ovus (2, y))? < 2(1 — Ayu (z,y)) + 2dist(Du(z,y), K1)(1 — Oyuy(z,y))
+ 2dist(Du(x,y), K1)(1 + dist(Du(z,y), K;)) (4.19)
< 2(1 — Qyuy(x,y)) + 6dist(Du(z,y), K1) + 4 dist®(Du(z,y), K1).

Fiir 7 € (0, 00) betrachten wir auf der rechten Seite die folgende Abschéitzung:

6 dist(Du(z,y), K1) + 4 dist*>(Du(z,y), K1)
= (6 dist(Du(z,y), K1) + 4 dist*>(Du(z, y), K1) X gdist(Du(z,y),K1)>7}

+ (6 dist(Du(z,y), K1) + 4dist>(Du(z, y), K1) X{dist(Du(z.y) K1 )<} (4.20)
6+ 8
<67+ +or dist?(Du(z, ), K1).
T
Wegen
0= /(1 — O1uy(z,y)) dedy (4.21)
s
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

folgt mit (4.19), (4.20), (4.21) und (4.5)

1 12
/ |Ovus (, y)|? dedy < 67N + 67——+)\E1. (4.22)
s

-
Mit /14t <1+ £ ¥t > 0 und mit der Holderschen Ungleichung folgt aus (4.22)

87'—1-6)\E
75

/ |O1us(z, y)| dedy < V6T +
s

]

Um zu entscheiden, wie nahe Du an K ist, kann man z.B. die Fallunterscheidung in
|01us] < /2 und |O1us| > a/2 vornehmen. Interessant ist jetzt der letzte Fall. Es gibt
zwei naheliegende Wahlen von 7. Die erste Moglichkeit 71/ < o zu wihlen, fiihrt zu
a*? < E,. Die zweite Moglichkeit iiber die Wahl ar3/21? ~ o*/32/314/3 fiihrt zu e < ol
weil wir 7/2 < a benétigen.

Wir werden in der Tat im néchten Abschnitt sehen, dass eine Fallunterscheidung bei ¢
geben wird. Tatséchlich miissen wir zwischen € € (0,&,atl) und € € [a’l, eal] unter-
scheiden.

88



4.1 Der Fall h =1

4.1.5 Struktur von K; und Strategie

Wie schon in der Bemerkung nach Lemma 4.4 angemerkt, werden wir in dem Beweis der
unteren Schranke von Theorem 1 verschiedene Argumentationen verwenden, abhéngig da-
von, auf welche Komponente von u wir uns fokussieren sollten. Das wird in Lemma 4.13
erlautert.

Durch Lemma 4.15 werden wir erfahren, dass A = A (é)l/g die richtige Wahl fiir A sein
wird, wobei A > 0 eine von «, € und [ unabhéngige Konstante ist. In Lemma 4.15 wird
mit u; argumentiert, was der leichtere Teil im Beweis der unteren Schranke von Theorem
1 ist. Der schwierige Teil ist die Argumentation iiber us. Versucht man bei uy fiir das
selbe A genauso zu argumentieren wie bei u, so stellt man fest, dass die Argumente nur
fiir nicht allzu kleine e funktionieren. Das ist die Aussage in Lemma 4.19. Die Herleitung
der unteren Schranke fiir die restlichen Félle ist in Lemma 4.18 zu finden.

Wiéhrend die Skalierung bei A = A (5)1/3 in Lemma 4.15 und Lemma 4.19 durch Op-
timierung nach A\ explizit berechnet werden kann, geht diese Art von Bestimmung der
Skalierung von A in Lemma 4.18 verloren. Dort wird im Wesentlichen a*l? in a*/3¢%/314/3
umgewandelt.

Wir kénnen die Aufgabe der vier genannten Hilfssétze wie folgt zusammenfassen:

e Lemma 4.13 (Struktur von K7): Vervollstandigung der Ungleichungskette aus Lem-
ma 4.4. Eine Fallunterscheidung in dem Beweis der unteren Schranke wird nétig
sein.

e Lemma 4.15 (Argumentation iiber u,): Die Skalierung bei A = A (5)1/3 fiir den
einfacheren Teil des Beweises der unteren Schranke wird hergeleitet. Fiir alle anderen
Félle muss diese Wahl von A noch bestétigt werden.

e Lemma 4.18 (Argumentation tiber uy - Teil 1): Eine weitere Fallunterscheidung wird
notig sein. Die Herleitung der unteren Schranke wird fiir kleine € durch Umwandlung
geschehen.

e Lemma 4.19 (Argumentation iiber uy - Teil 2): Bestatigung der Wahl A = A (5)1/3

fiir nicht allzu kleine ¢.

Lemma 4.13 (Struktur von K). Fiir jedes A € (0,1), jedes 6 € (0, (v/5—1)/2) und jedes
Quadrat Q C R* mit L2(Q) = N\I? gilt Folgendes: Falls |Fy | < Oc, dann gilt

) T
—(1—60—6? 33 < i 1—-F)- — . 4.2
(1= 00X < min /Q ‘(( ) (y) a> ey | dady (4.23)
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Falls |F51| > Oa, dann gilt

3904)\3l3§ min / (1-F)- ) —a) e,
16 FeK1,aeR? Jq Y

Beweis. Sei F' € K;, dann hat die Matrix 1 — F' die Form

- F= (1 — cos(¢)  Farcos(¢) + sin(0) ) |

dxdy. (4.24)

—sin(¢) 1 — cos(¢) £ asin(¢)

wobei ¢ = ¢(F) € [—m, w|. Wir teilen den Beweis in zwei Teile auf. Entweder ist | Fy1| > O
oder |Fy| < fav.

Fall 1: |Fy;| > . Wir beginnen mit

1 1 1
Lyler 1 tel-1,0]

/ |z 4 ty| dyde = ¢ 5 + 5t t € (0,00),
(0,1)2 _%3t+3tt2+2 t< —1.
Dann ist 5
inf + ty| dydx = —.
%QR /(‘0’1)2 ’m y’ y v 16
Daher .
inf = —. 4.2
10k /(0 e v 4ty + sl dyde = 75 (4.25)
seR ’
Nun betrachten wir
1-— F a
/ | — Forx + (1 — Fao)y — az| dydx = |F21\/ —r+ 22y——2 dydzx
Q Q Fy Fy

Wegen (4.25) ist

]grenKnl / ’((1 - F)- (z) — a) - eg| drdy > 1%904)\3[3.
e

Fall 2: |Fy| < fa. Dann gilt 1 — Fy; < 0%a2. Damit bei
acos(¢) £sin(¢) > a — a+ acos(¢) — |sin(¢)| > a(l — 0 — 6%)

die rechte Seite positiv ist, mussten wir 6 € (0, (v/5 — 1)/2) voraussetzen. Dann gilt die
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4.1 Der Fall h =1

Implikation
‘F21| <ba — ’F12| >Oé(1—9—¢92)

Nun betrachten wir

1-F a
/|(1—Fu)x—F12y—a1|dydx=IFuI/ ‘ 7 11x—y—F—1 dydx
Q Q 12 12
Wegen (4.25) ist
5 2\ 1373 : T
—(1-6-6*)aX®’< min (1-F)- —a | -e| dedy.
16 FeKi,aeR? Q Yy

O
Jetzt wollen wir die Aussage dieses Lemmas mit den Aussagen aus Lemma 4.4 verkniipfen
und eine Strategie entwickeln.

Bemerkung 4.14 (Teil 1). Seien u, A\, &, Q; € G und F;, i € [1, | |[X7']p]] "N wie in
Lemma 4.4. Jede Komponente (F;)a; von F; wird im Sinne von Lemma 4.13 untersucht.
Wir bilden zwei Fille:

e Fuall 1: Es gibt ein iy € P, so dass |(Fy,)21| < Oav.
e Fuall 2: Es gilt |(F})a1| > O« fiir allei € 2.

Im ersten Fall liefert (4.23) aus Lemma 4.13 und eine Dreiecksungleichung

5 2 313 /
—(1—60— <

Im zweiten Fall erhalten wir wegen (4.24) aus Lemma 4.13 analog

6(9&)\3l3 {L J J Z/ \ug(z,y) — y| dedy
i€

+ Z |u2 x,y) — xFy — yFay — (a;,)2| dydz.

ey

lu (z,y) — x| dxdy+/ lur(z,y) — 2 F11 — yFia — (aiy)1| dydz.
Qig

10

Mt Hilfe von Lemma 4.4, Korollar 4.2 und Lemma 4.5 ldsst sich der erste Fall vollstindig
bearbeiten. Das wollen wir zundchst im ndchsten Lemma festhalten.

Lemma 4.15 (Argumentation iiber uy). Seien u, A, &, Q; € G und F;, i € & wie in
Lemma 4.4. Seien € € (0,0al), a € (0,aq) und 6 € (0,(v/5 — 1)/2), wobei ay € (0,1),
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

0:“'1(07y) ’Ull(flf,y) ul(l7y) =1
r—— 0

L 1
0O l

T °l
lui(z,y) — 2| < {/ dist(Du(s,y), K1) ds + / dist(Du(s,y), K1) ds}
0 Jx

|ur(2,y) — 2| <N <212\

Abbildung 4.6: In Schritt 3 wird ein Energieanteil durch elastische Energieanteile abge-
schatzt.

go > 0 und 0 drei Konstanten sind, die nicht von «, € und l abhdngen. Sei A = A (é)l/s €

(0,1), wobei A € (0,551/3) ebenfalls eine von «, € und | unabhdingige Konstante ist. Gibt
es ein iy € P, so dass |(Fy,)a1| < Oc, dann gilt

CLa3e2BIA3 < By Ve € (0,e00l) Yo € (0, ay),

wobet Cy > 0 eine von «, € und | unabhangige Konstante ist.

Beweis. Schritt 1: Struktur von K; und Strategie. Sei ) := @Q;,. Wie in der
Bemerkung nach Lemma 4.13 diskutiert, beginnen wir mit

5 (
Z(1—6— 2 3713
16( 0 — 07 )ar’l

(4.26)
< / |ur(z,y) — x| dedy —|—/ lui(z,y) — xF11 — yFia — (aiy)1| dydz.
Q Q

Schritt 2: Poincarésche Ungleichungen. Lemma 4.4 liefert schon einmal die Ab-
schiatzung

8 MP2FE [ 4
/ ur (2, y) =2 Fii—yFia—(ai, )1| dydz < C/PCP1 — 1+CIP 1_—)\3Z2E11/2- (4.27)
Q P € b1
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4.1 Der Fall h =1

Ausgangspunkt:

Wihle ag und &g so, dass:
o 0201212 Clael S 02042l2

T——""°> | Ciael — Ciacl/) Ve € (0,e0al) Vor € (0, a0).
|
|
0 Ao { A e gesuchte untere Schranke
1/3 hoel : :
N = ﬁ (i>1/3 sup min{ 7(1”]} _ 021/3012/3a4/362/3l4/3
Cs al AE(0,1) A

Abbildung 4.7: Situation in Schritt 4.

Schritt 3: Umwandlung des restlichen Energieanteils in elastische Energie. Mit
der Hélderschen Ungleichung, Korollar 4.2 und Lemma 4.5 folgt

4
/ i (z,y) — x| dyde < | —— = —— N2E? (4.28)
Q b1

Schritt 4: Lokale Optimierung nach \. Aus (4.26), (4.27), (4.28) und A < 1 erhalten
wir zundchst

5 1 8 MNPE
Z(1=0—0)aNP < | ——NPE? 4 doep Ly, )\3l2E1/2
16 1-— P1 1-— P1 3 1-—
8 A2 [ 1 )
< cdpep — TEl 1 o (cpep + cp) )\212E11/ :

Auf der rechten Seite von (4.29) ist einer der zwei Terme der Grofste. Wir erhalten zwei
Ungleichungen fiir F;. Insbesondere gilt:

siehe Abbildung 4.6.

(4.29)

{51—9 0°1—piael 25 (1-60—06%)7
min

D1 949490
NP2 < B 4.30
16 2dpcp 8 A 2564(c(cp +1))2 4 ) }_ 1 (430

Seien
51—0—-6%1—p; 25 (1—-0-0%?1—-p

1 16 2dpcp g 2T 256 4(cp(cp +1))2 4
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <
Fiir
€0 < - (4.31)
gilt fiir alle € € (0,0al) und alle « € (0,1)
Ciiael < Cypa?l?.
Wir wollen nun via

l
sup min {Cng, 012042)\2l2} (4.32)
A€(0,1) A

das beste A auswéhlen, siche Abbildung 4.7. Das Supremum in (4.32) wird fiir

: Cia
€0 mm{ 7011} (4.33)

1/3
A= (%%) (4.34)

fir alle € € (0,0al) und alle o € (0, 1) angenommen. Daher ist

bei

0112/30121/3044/362/314/3 < E; Vee (0,e0ad) YV € (0,1).

Schritt 5: Globale Optimierung nach \. Da wir Fall 2 noch beriicksichtigen miissen,

ist eher
eN1/3
ol

die Wahl gewesen, wobei A eine von ¢, o und [ unabhéngige Konstante ist, die noch zu
bestimmen ist. Da (4.33) nur den hier betrachteten Spezialfall abdeckt, wird sich auch g
noch dndern. Wir haben hier nur o € (0, ap) mit oy = 1 benétigt. Im Allgemeinen wird
ag < 1 sein. Dann ist

min {% 012A2} A B2BIB < B Ve € (0,g0al) Ya € (0,1).

Cl ‘= min {%, 012A2}

folgt die Aussage des Lemmas. n

Bemerkung 4.16 (Teil 2). In Fall 1 haben wir das Problem von Fy nach Fiy ibertragen.
In Fall 2 kénnte man von Fy nach Fi1 gehen. Das wiirde zwar zur richtigen Energies-
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4.1 Der Fall h =1

kalierung fiihren, jedoch wiirde die Skalierung von A nicht mehr stimmen, wie man in
der folgenden Beispielrechnung sieht. Dieses Beispiel funktioniert nur mit der Annahme
e < gpal.

Schritt 1: Verwendung der Randdaten in e;-Richtung. Wegen den Randwerten
w(z,y) =y Vy €[0,1] ist

0= /S(alul(x,y) — 1) dzdy.

Dies schreiben wir um zu

0= Z/ (O1uq(z,y) — 1) dxdy+/ U (O1uy(z,y) — 1) dzdy.
€S
eP

Die rechte Seite wird abgeschdtzt mit
0< Z/ (Oyuy(z,y) — 1) dedy + / |01uy (z,y) — 1| dzdy.
5
Wegen Lemma 4.7 kann die rechte Seite abgeschdatzt werden zu

0< Z/ (Ovur (z,y) — 1) dady + 222NE?, (4.35)
€D

Schritt 2: Zu jedem i € &2 betrachten wir auf Q; die Matriz F; wie in Lemma 4.3. Dann
qilt
duy(r,y) — 1= (Fi)u — 1+ (Qu(z,y) — (Fi)u) Vie Z.

Wegen cos(¢) < 1 — Lsin*(¢) Vo € R und |(F})a1| > 0 Vi € P gilt

1
(F)] <1 - 59%? Va € (0,1) Vie 2.

Dann gilt
1
Ohuy(z,y) —1 < —5820[2 + [Du(z,y) — F;| Vie .

Daher

Z/ (Oyuy(z,y) — 1) dedy < ——920z2p/\l + Z/ |Du(z,y) — F;| dxedy. (4.36)

€L €L
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Schritt 3: Optimierung nach \. Aus (4.35) und (4.36) und mit Hilfe von Lemma 4.3
erhalten wir

11
@i%L—_WMMQ

< l(m+m—n dﬁ>8 ﬁ%l ,Ff—VmW + 232\ B2
N )\ P 1_]91 15 1—p1 1 1 ’

dabei haben wir p = [N (p1 + p2 — 1)| verwendet. Wegen [N (p1 + p2 — 1)] <
(p1 + p2 — 1)/X erhalten wir

b1 +p2 - 192()42)\[2
4
8 N\
?El + ((p1 + po — 1)C/P

S@VHM—U%@1 QW)MEW

— P I—m

Finer der zwet Terme auf der rechten Seite ist der Grifste. Mit

oo 0 l-p G — (p1+p2—1)294

/
8&pcp 8 4 <(p1 e — 1), / 4 23/2)

1st insbesondere

— | —
min {021% 022044l } S El.

Das optimale X\ ist hier

A= ?i; (4.37)
22

Fine untere Schranke fir E; ist somit
6\2;()44l2 S El-
Wegen atlgy > ¢ ist a'1? = (a'1)?/3(a1)V/31 > g4e2/3a314/3 . Somit ist

52;5)—2/3&4/382/%4/3 < E,.

Fazit: Zwar konnte die passende Energieskalierung hergeleitet werden, jedoch musste
eine andere Skalierung bei A angenommen werden. Die Wahl A = A (5)1/3 hdtte zu einer
um emnen Faktor o kleineren unteren Schranke gefiihrt. Um eine untere Schranke von

o3B3z bekommen, wurde durch die Fallunterscheidung e < £ya*l der Term Copa*l?

m 02280 2/3 0AI32/314/3 umgewandelt.
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4.1 Der Fall h =1

Bemerkung 4.17 (Teil 3). Die Umnwandlung von Co 12 in Chpiy /33231413 yar
eine wichtige Technik in einem falschen Ansatz. Mit dieser Technik wird das ndchste
Lemma gezeigt.

Lemma 4.18 (Argumentation iiber uy - Teil 1). Seien u, A\, &, Q; € G und F;, i € 2,
wie in Lemma 4.4. Seien ¢ € (0,50a%), a € (0,a0) und 6 € (0,(v/5 — 1)/2), wobei
ag € (0,1), g > 0, &9 > 0 und 0 vier von «, £ und |l unabhingige Konstanten sind. Sei

A=A (%)1/3, wobei A € (0,531/3) eine von «, € und | unabhdngige Konstante ist. Gilt

|(F})21| > Oa fir alle i € &, dann gilt
CoaB3e?BIA3 < B, Ve € (0, £00]) Yo € (0, ay),

wobei Cy > 0 eine von «, € und | unabhdingige Konstante ist.

Beweis. Schritt 1: Ansatz. Bei |(F})| > 0o Vi € & betrachten wir den folgenden
Ansatz: Zu jedem i € & betrachten wir auf Q; € G den folgenden Mittelwert:

1
M, = VT /Q Du(x,y) dxdy.

Sei € (0, 0) eine von «, £ und [ unabhéngige Konstante. Diese Wahl von 0 wird in (4.40)
ersichtlich. Es gibt nun zwei Félle.

o Fall 1: |(M;)a1] > b fiir alle i € 2.

o Fall 2: |(M;,)a1| < B fiir ein i € 2.
Fall 1

Schritt 2: Abschitzung. Nach Lemma 4.11 ist

~ 1
faNl? < / Ous| ddy < 2/4(1 + 1) PAP2EYA 4 o2l T Ty g1, (4.38)
S T

Schritt 3: Optimierung. Sei 7 > 0 eine von «, € und [ unabhéngige Konstante. Einer
der zwei Terme auf der rechten Seite von (4.38) ist der Grofste. Mit

iz 0272
O = G W O = mrTTy

gilt insbesondere
min {021014l27 CQQO{QZQ} S El.
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Falls

ap = min {1, %} ) (4.39)
Can

dann ist Cyatl? < Cypal? Va € (0,ay). Wegen e < gga’l gilt

Con&y B3B3 < By Vo € (0, a0) Ve € (0,85a).
Fall 2

Schritt 2: Abschatzung. Hier betrachten wir zuerst
e < |F12'0| < |‘Fi0 - 81U2($,y>| + |alu2(x7y)’

Die anschliefende Integration iiber @;, liefert

Bal?l? < /
Q

Das erste Integral wird mit Hilfe von Lemma 4.3 abgeschétzt. Bei dem zweiten Integral
nutzen wir aus, dass hier |(Fj,)21| < O ist. Dann gilt

wwmw—ﬂmmw+/|ammwmm9

i0 on

M3 ~
N2 < cp—> Ml p, NAUE? + a2, (4.40)
l—p ¢ — D
Wegen 6 — >0 gehen wir iiber zu
= M1 1
(9 - 9) NP <ep—o Mg L (4.41)
l—p1 € 1—p

Schritt 3: Optimierung. Einer der zwei Terme auf der rechten Seite von (4.41) ist der
Grofste. Mit

o (9_5)(1—]91) o (9—5)2(1—171)
031 = 16Cp und 032 = 16

gilt insbesondere

l
min {031%7 CgQOéle} S El.

1/3 . .
) , dann miissen wir

Wenn)\:A(

£
al

C
min {%0/1/352/314/3, 032a212} < F;
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4.1 Der Fall h =1

betrachten. Wegen
031 C’32

3/2
Ta4/352/3l4/3 < Opd’l? < < (AC_g,l) !

o\ 32
£0 = min {1, (Aﬁ> } . (4.42)
Cs1

C -
%0/1/352/%4/3 < B Vae(0,a0) Ve € (0,50a).

benétigen wir

Erst dann gilt

Das beendet den zweiten Fall.

Schritt 4: Bestimmung der Parameter. In diesem Beweis haben wir Folgendes
benotigt:

e 0 (0,(v/5—1)/2) war schon vor dem Beweis vorgegeben.

o 0¢c(0,6) wegen (4.40).

3/2
® £p = min {1, (Ag—g’f) } wegen (4.42).

e oy = min {1, \/ %} wegen (4.39).
Can

Die optimale Wahl von £, wird erst spéter ermittelt, siehe (4.46).

Schritt 5: Zusammenfassung. Unter den Voraussetzungen aus Schritt 4 erhalten wir
insgesamt

~ 93 C -
min {02180 2/3, %} 064/382/3l4/3 S E1 Va € (O, Oé()) Ve € (07 €0a4l).

Mit .
02 = min {021562/3, %}

folgt die Behauptung des Lemmas. O

Wir miissen nur noch fiir den restlichen Fall zeigen, dass eine untere Schranke von a*/3¢2/3(4/3

mit der Wahl A = A (%)1/ ’ hergeleitet werden kann. Das ist die Aussage des néchsten
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <
Lemmas.

Lemma 4.19 (Argumentation iiber us - Teil 2). Seien u, A\, #, Q; € G und F;, i € 2,
wie in Lemma 4.4. Seien ¢ € (£9a'l,c0ad), o € (0,) und 6 € (0,(v/5 — 1)/2), wobei
o0 > 0,60 >0, a9 € (O,min{l,(so/%)l/?’}) und 0 vier von «, € und | unabhdngige

Konstanten sind. Sei A = A (5 )1/3, wobei A € (0, 851 %) eine von a, € und | unabhingige
Konstante ist. Gilt |(F;)a1] > Hoz fir alle v € &2, dann gilt

Ca3e2B1M3 < By Ve € (6yal, gpal) Yo € (0, ay),

wobei C3 > 0 eine von «, € und | unabhangige Konstante ist.

Beweis. Schritt 1: Wie in der Bemerkung nach Lemma 4.13 diskutiert, beginnen wir
mit

Ga)\3l3p < Z lug(z,y) — y| dedy
icep Qi

+ Z |U2 x,y) — 2l — yFa — (ai,)2| dydz.
ieEP

16
(4.43)

Schritt 2: Nach Lemma 4.9 ist

us(x,y) — y| dyde < a* 212 + 2 2 )\212E1/2 Vie . 4.44
L —po
Qi -

Lemma 4.4 liefert

|u2(x,y) —xFy —ylFo — (aio)2| dydzx
@i (4.45)

8 M2 1
< peps ; Byt py 5 )\3[2E1/2 Vie P.
- V1o

Schritt 3: Mit (4.43), (4.44) und (4.45) erhalten wir

5 8 M2 /
_0 )\3[3 < / _E )\3[2 1/2
16 « 10_29(0190P1_p1 - 1+ 1—p1
+p (a2)\213 + 2y —— )\212E1/2>
1—po
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4.1 Der Fall h =1
Wegen [t71]| > (2¢)7' Vit € (0,1) ist

o 3o B2

Daher ist

5 32 8 A2
= a2 <d 2B+ o/ 2,/ AZEL?,
32" ( 59)‘) cpcpl—]?l e ( 1—191+ 1—292)

In unserem Fall ¢ > £ya*l muss das gesuchte optimale \q zusitzlich noch fiir alle o €
(O’ Oé())

32«
l——=—>9>
50 X —
erfiillen, wobei ¢ eine von «, € und [ unabhéngige Konstante ist. Wenn A = A (%)1/ ’ ist,
dann gilt
32 a¥/311/3 9 32 ’ 1
- > > — .
59 Aes =0 T fF (50A(1 - 19)) «
Wir benotigen daher
S (2 Y (4.46)
€ — | . .
0= \50A(1 - )
Wir bestimmen nun das optimale A iiber die Ungleichung
8 N2
D g9aNt® < Z B+ A2E?
3! VN S ey B ( Vl—p1 Vl—pQ)
Einer der zwei Terme auf der rechten Seite ist der Grofkte. Mit
51— 569)°
O = 2109 PLind oy = (5509) _
crer <C/ —4171 +2 \/ 1—2p2>
gilt insbesondere
ael 91272
min 0417 04304 A7l S El.
Das optimale A ist hier
041 1/3 g 1/3
ho = 22 (-) . 4.47
0 (042) ol ( )
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Da wir jedoch mehr Fille betrachten werden miissen, wird die Wahl eher

A:A(i>1/3

al

sein. Wenn ¢, klein genug ist, dann ist
C 0 o ~
min {%, C42A2} Q3B < By Vae (0, ap) Ve € (£9al, gpad)

eine untere Schranke. Mit

A Y
folgt die Behauptung des Lemmas. O

03 ‘= min {% 042}

Fazit: Durch eine kombinierte Anwendung der Hilfssétze Korollar 4.2, Lemma 4.4 und
Lemma 4.13 konnten wir eine Argumentation aufbauen, die fiir jeden kleinen Parame-
ter A funktioniert. Bei der Suche nach einer unteren Schranke fiir F; haben wir durch
Lemma 4.15 in einem Spezialfall die passende Skalierung der unteren Schranke gefunden.
Lemma 4.19 konnte die vermutete Skalierung in einem anderen Spezialfall bestétigen.
Lemma 4.18 hat gezeigt, dass in den restlichen Fallen die Skalierung erzwungen werden
kann. In Abbildung 4.8 ist eine schematische Einordnung der letzten drei Lemmata in die
bisherige Argumentationsstruktur zu sehen.

102



4.1 Der Fall h =1

Korollar 4.2 Lemma 4.3 und Lemma 4.4 Lemma 4.13

Energiepartitionierung Poincarésche Lokalisierung Struktur von K;

Kombination «———— Bemerkung 4.14

Argumentation (A
di : ‘( )21|<0CK 21|>0CKVZ

Bemerkung 4.16

7/ N\

e < goal e < goatl e > gpatl

@) ()" aen(g)”

Lemma 4.15 Lemma 4.18 Lemma 4.19

C1a4/352/3l4/3 C2a4/352/314/3 03a4/352/3l4/3

Abbildung 4.8: Die bisherige Beweisfiihrung muss nun umsortiert werden, da die A’s nicht
identisch sind.
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Beweis

Argumentation(A

N

21|<90[ 21|>90¢V2

/\

e < ggpal e < &pall e > gya’l

Beweis

Argumentation (A

N

Fi)a1| < 0 Fi)o1| > 6a Vi

/\

e < gpal e < aga E

-
\—-’

Abbildung 4.9: Wir entwickeln den Beweis wie folgt: Zu jedem Parameter A wenden wir
eine Argumentation, basierend auf Korollar 4.2 und Lemma 4.4, an. Ei-
gentlich muss vor der Maschinerie ein \g gewahlt werden. Dieser Wert
wird im Laufe des Beweises noch ermittelt. Im néachsten Schritt wird auf
die Bemerkung nach Lemma 4.13 eingegangen. In dem zweiten Zweig wird
spéater eine Fallunterscheidung in e benétigt. Welcher Wert bei €5 benétigt
wird, wird erst im zweiten Fall des zweiten Zweiges ersichtlich.

4.1.6 Beweis der unteren Schranke

In diesem Abschnitt wollen wir die folgende Teilaussage von Theorem 1 beweisen:

Theorem (Die untere Schranke in Theorem 1 auf einem Quadrat). Seien Q := (0,1)? und
K, & wie in Theorem 1. Dann gibt es drei Konstanten ¢ > 0, ag € (0,1) und g9 > 0, die

alle nicht von a, € und |l abhdngen, so dass gilt:

caBBI3 < By Ya e (0,a0) Ve € (0,g0ad).

Beweis. Seien u, A\, &, Q; € Gund F;,i € &, wie in Lemma 4.4. Wie in Bemerkung 4.14
diskutiert, teilen wir den Beweis in zwei Hauptfille auf. Fiir 6 € (0, (v/5—1)/2) sind diese:

e Fall 1: Es gibt ein ig € &, so dass |(F},)a]| < fa.

o Fall 2: Es gilt |(F})21| > fa fiir alle i € Z.
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4.1 Der Fall h =1

Den ersten Fall haben wir schon in Lemma 4.15 behandelt. Die Aussage, die wir dort

entnehmen, ist, dass der gesamte Beweis mit der Wahl A = A (ﬁ)l/ ’ gefithrt werden

sollte. Die genaue Strukturierung des Beweises geben wir spéter noch an. Die Struktur
des folgenden Beweisabschnitts ist in Abbildung 4.9 abgebildet. Durch Lemma 4.18 und
Lemma 4.19 haben wir gesehen, dass innerhalb von Fall 2 eine weitere Fallunterscheidung
getroffen werden musste. Wir benétigen hier:

e Fall 2a: Es gilt £5atl > .
e Fall 2b: Es gilt 50l < .

Die optimale Wahl von €y wurde durch (4.46) ermittelt. Der Fall 2a wurde in Lemma 4.18
untersucht. Dort wurden die Beweise ohne die Methoden aus Bemerkung 4.14 gefiihrt. Der
Fall 2b wurde in Lemma 4.19 analysiert. Dort wurde mit dem Ansatz aus Bemerkung 4.14
gearbeitet. Dieser war:

za)\3l3 {L J J Z/ lus(z,y) — y| dedy
IS

+ Z \U2 r,y) — vl — yFh — (a4)q| dyde.
€D

Jeder Fall einzeln betrachtet liefert eine Skalierung der unteren Schranke von a*/32/3]4/3,
Einen Uberblick iiber die verschiedenen Fallunterscheidungen ist in Abbildung 4.10 zu

sehen. Die Wege vom Typ I identifizieren die Wahl A = A (5)1/ 3, wobei A > 0 eine
Konstante ist, die nicht von «, € und [ abhéngt. Der Weg von Typ II schéankt die Wahl
von g ein. Der Weg von Typ III schrankt die Wahl von ¢ ein. Wir miissen nun den Beweis

so umsortieren, dass alle Féalle mit dem selben, festen A = A (é)l/3 gefiithrt werden kann.
Das ist in Abbildung 4.11 zu sehen.

Umstrukturierung des Beweis. Zuerst wird entschieden, in welchem Hauptfall € liegt.
Diese sind

o Fall 1: ¢ < gyal.
e Fall 2: 550l < ¢ < ggal.

Im néchsten Schritt wird A = A (5)1/ ’ gewahlt. Jetzt beginnt die Maschinierie iiber
Korollar 4.2 und Lemma 4.4. Am Ende bekomment man drei alternative untere Schranken
fiir Fy. Das gesuchte c ist dann

. . [ C . Cyn C . [C
mm{mln{f,C’lgAZ},mm{?;/lg,%},ml {/4\11 C42A2}}
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Beweis
Argumentation(\)
/ \
it [(Fy)21| < 0a [(F)21]| > 0 Vi
/ \
e < gpal e < &atl e > &atl
/ \
|(M;)a1| > O Vi Ji: |(M;)a] < fa

l l
min {CU%, Clgaz)\QlZ} min {021(1412, 02204212} min {031 ast

A ’0320‘212} min {041%61,042042)\212}

Typ I Typ II Typ 1T Typ I
Abbildung 4.10: Jede der vier Fallunterscheidung fithrt mit einer Wahl A = A; (i)l/ °
einer unteren Schranke der Form C;a*/3c%/34/3 < E,. Die o/3¢2/314/3.
Skalierung der unteren Schranke wurde hauptséchlich durch Lemma 4.15
und Lemma 4.19 identifiziert. Dort konnte die Skalierung explizit durch
Optimierung nach A bestimmt werden. Nur das Lemma 4.19 allein be-
trachtet hitte nicht sofort zu der Wahl A = A (5) 1/ gefiihrt. Der Beweis
muss nun in die richtige Reihenfolge umsortiert werden.
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4.1 Der Fall h =1

Beweis

s\ 1/3 e\ 1/3
Ji: |(FL')21| < 9(1 |(FL')21| Z 9(1 Vi di: ‘(Fl')gl‘ < 9(¥ ‘(FL'>21| Z 6(1 Vi

min{cllaTEl,ClgOLQ/\QlQ} min {C21a4l2,(7310[—/\51} min {CllaTsl,ClQaQ)\zﬁ} miH{C41aTEl,C42a2/\QZ2}

Abbildung 4.11: Die vollstédndige Beweisstruktur.
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

4.2 Der Fall h < I

Viele der hier aufgefiihrten Aussagen konnen analog zu den Versionen aus Abschnitt 4.1
gefiihrt werden. Wir verfolgen den gleichen Aufbau wie in dem Fall h = [.

4.2.1 Energiepartitionierung

Im Fall h < [ werden wir mit Quadraten Q der Grofe £2(Q) = A\2h? arbeiten.

Lemma 4.20 (Energiepartitionierung - Existenz). Seien u, Q, Ky, € und FE, wie in
Theorem 1. Zu jedem X\ € (0,1) gibt es zwei offene Streifen S = (0,1) x (s,s + Ah) C Q
und S" = (s', 8" + Ah) x (0, h) C 2 mit den energetischen Eigenschaften

/dist2(Du(x,y),K1)dxdy —i—s/ |D?u| < 2)\E, (4.48)
S S
und
/ dist*(Du(z,y), K1) dvdy + ¢ / |D?u| < 12%2&. (4.49)
sns’ 5N
und
/ dist?>(Du(z,y), K1) dedy +¢ | |D*u| < 3%)\El, (4.50)
: <

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 4.1. In Behauptung 2 und 3
missen wir nur darauf achten, dass wir in S diesmal |[/(h\)| Quadrate haben. Da wir

dann die Abschéatzung
N N
I |hA| — 2

anwenden wollen, bendtigen wir in Behautpung 2 und 3 den zusétzlichen Faktor h/l.
Das erklart auch, warum in (4.49) und (4.50) im Vergleich zu (4.2) und (4.3) jeweils
ein zusétzlicher Faktor h/l vorkommt. Der Rest wird wie im Beweis von Lemma 4.1
gefiihrt. O

Notation. Wir werden héufiger auf folgende Mengen zuriickgreifen. Seien

2\, p1) = {z €1, L%J] NN : es gibt ein Q; := ((: — 1)Ah,iAh) X (8,5 + Ah) C S(N),

1 h
so dass / dist?(Du(z,y), K1) dxdy—l—&?/ |D?u| < . .47)\2E1.}.
Qi — I

i
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4.2 Der Fall h <

und
QN p1) :={Q; :== (i — 1)Ah,i\h) X (s,s+ Ah) C S(A\): i€ 2(N)}.

Seien auflerdem

L (A, p2) = {z e [, [I/(hN)]]NN: Fiir 8! := ((i — )M, iMR) x (0, h) gilt

1
/ dist*(Du(z,y), K1) dedy + ¢ | |D*u| < : QE/\El. :
4 s! L—py 1

Die zugehorige Auswahl von Streifen ist
S\, p2) :=={S! := (1 — D)Ah,iAh) x (0,h) : i € S (\,pa)}-

Dann seien

A€ (0,1), pi,p2€(1/2,1),

P (A, p1,p2) == 2\, p1) N F (A, p2),

P(A, p1,p2) := card 2 (A, p1, p2),

G\, p1,p2) :={Q € Q: es gibt ein S € S, so dass Q C S’}

(4.51)

Korollar 4.21 (Energiepartitionierung - geometrische und quantitative Version). Seien
u, Q, Ky, ¢ und Ey wie in Theorem 1. Seien py, pe, & und p wie in (4.51). Zu jedem
A € (0,1) gibt es einen offenen Streifen S = (0,1) X (s, s+ Ah) C Q und p offene Streifen
Sl = ((i = 1)Ah,iAh) x (0,h) C Q, i € &2, mit den energetischen Figenschaften

/dist2(Du(x,y), Ky) dzdy + 8/ |D*u| < 2)\E; (4.52)
S S
und
L 42 2 4 ho, ~
dist*(Du(z,y), K1) dedy + € |D*u| < —\NE, VieZ (4.53)
Sns. SNS; L—pil
und
. 12 2 2 h :
dist*(Du(z,y), K1) dzdy +¢ | |Du| < 1 TAEl Vie &, (4.54)
/ st — D2

Notation. Die SN S, i € &, sind spezielle Quadrate aus Q, ndmlich solche, die auch in
G sind. Wir werden ab jetzt Q; := S N S; schreiben.

109



4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <
4.2.2 Energetische Interaktion

Lemma 4.22 (BV -Poincarésche Lokalisierung einer festen Kj-Matrix). Seien u, €2, h,
[, ¢ und Ey wie in Theorem 1. Seien N\, &, p1, p und Q; € G, i € &, wie in der
Energiepartitionierung (4.53). Dann gibt es zu jedem 1 € & ein F; € Ky und eine von «,
g, h, [, \, py und p unabhdingige Konstante cp, so dass

|Du(x,y) — F| dxdy

Qi
(4.55)
8 A\3h? 4 h32%
N-_E? vie 2.
_Cpl—pl el Lt 1—p1 l1/2 ! e

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 4.3. Wir miissen nur auf den
zusétzlichen Faktor h/l in (4.53) achten. O

Lemma 4.23 (W!-Poincarésche Lokalisierung). Seien u, Q, h, [, € und E; wie in Theo-
rem 1. Seien A\, p1, &, p und Q; € G, i € P, wie in der Energiepartitionierung (4.53).
Seien F; und cp wie in Lemma 4.22. Dann gibt es eine von «, €, A, h, [, p; und p
unabhingige Konstante ¢, > 0 und Vektoren a; € R?, so dass

/ u(z,y) — F <§) —a;| dzdy

Qi
, PR R R TN 490
SCPCPl—p17E1+CP 1_ 1)\ WEl Vie &

Beweis. Seien py, p2, 2, p, Q; € G, 1 € &, wie in der Energiepartitionierung (4.53) und
F; wie in Lemma 4.22. Wir suchen uns einen fest gewahlten (); aus und setzen @ := Q;.
Wegen der Poincaréschen Ungleichung gibt es eine Konstante cpr > 0 und ein Vektor

a € R?, so dass
x
u(x,y) — F —a
(z,y) (y)

J

Auf der rechten Seite von (4.57) wenden wir Lemma 4.22 an. Das beendet den Beweis fiir
das am Anfang fest gewidhlte (). Da der Beweis fiir alle anderen (); analog gefiihrt werden
kann, folgt die Behauptung des Lemmas. O]

drdy < QCP/)\h/ |Du(z,y) — F| dzdy. (4.57)
Q

Bemerkung. Die Konstanten cp und cp: kénnen mit Hilfe von [7] und [1] bestimmt
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werden. Wir bendétigen spéter die schirfere Aussage

4.2 Der Fall h <[
x
max {/ (u(m,y) — F; <y) — ai) el dxdy,/

(U(l‘,y) —-F @) - ai) €2 dxdy}
. 8 )\4h3 h5/2

4
/ 3 1/2 .
da wir verschiedene Argumentationen verwenden werden, abhéngig davon, welche Kom-
ponente von u benotigt wird.

i

4.2.3 Rigiditat der ersten Komponente des Vektors u

Das néchste Lemma sagt aus, dass |u (z, y) —z| punktweise durch elastische Energieanteile
kontrolliert wird.

Lemma 4.24 (Punktweise Rigiditét). Seien u, Q und K wie in Theorem 1. Dann gilt

!
lug (z,y) — 2| < / dist(Du(s,y), K1) ds V(z,y) € Q.
0

Beweis. Der Beweis ist analog zu Beweis von Lemma 4.5. O]

4.2.4 Einige Hilfsabschatzungen

Lemma 4.25. Seien u, , h, | und E; wie in Theorem 1. Seien A € (0,1) und S wie in
der Energiepartitionierung (4.52). Dann gilt

/ us(w,y) — @| dady < V2ARV2P2EL,
S

Beweis. Zuerst wenden wir Lemma 4.24 an. Dann bilden wir das Integal iiber S. Danach
folgt die Behauptung mit der Holderschen Ungleichung und Lemma 4.52. O

Lemma 4.26. Seien u, Q, h, | und E; wie in Theorem 1. Seien A € (0,1) und S wie in
der Energiepartitionierung (4.52). Dann gilt

/ |Ovur(x,y) — 1| dedy < 23/2)\h1/2l1/2Ei/2.
S
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 4.7. Der Faktor h'/2['/2 ent-
steht nach einer Anwendung der Holderschen Ungleichung. O

Lemma 4.27. Seien u, Q, h, | und Ey wie in Theorem 1. Seien A € (0,1), pa, & und
Sl i€ P, wie in der Energiepartitionierung (4.54). Dann gilt

h /2
|Ogus(z,y) — 1| dedy < 24/ 1—)\WE1/2 +a®\h? Vie 2.
5]

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Lemma 4.8. Sei i € & fest gewahlt.
Zuerst leiten wir wieder

1
02U2<l’7y) —1 S dlSt(Du(xay)a Kl) + 50&2

her. Durch Zerlegung von dyus(x,y) — 1 in positiven und negativen Anteil wird anschlie-

kend
5 o [ 1/2
/|32u2(m,y)—1| dxdyﬁQMﬁ)\l/gh)\l/QEl/ (7) + a®\R?.
! - P2

gefolgert. Das beendet den Beweis fiir ein festes ¢ € &2. Da der Beweis fiir alle anderen
i € & genau so verlauft, ist das Lemma bewiesen. O]

Lemma 4.28. Seien u, Q, h, | und E, wie in Theorem 1. Seien A € (0,1), pa, & und
Qi € G, i€ P, wie in der Energiepartitionierung (4.53). Dann gilt

h5/2
lug(z,y) — y| dedy < 24/ - e E1/2 +a’\?h® Vie 2.
Qi

Beweis. Seien @; € G und 5., i € &, wie in Korollar 4.21. Fir alle i € & ist

lug(z,y) — y| dydx < A\h | |Oqus(x,t) — 1| dtdx.
Qi S

Mit Lemma 4.27 folgt

2 h?
/\uz(:c,y)—y\dydxgxh@/l_ AWE“Q 2)\h2> Vie P.

Das beendet den Beweis. O

Bei der Abschitzung von [ [01us(z,y)| dzdy entscheiden wir uns fiir die folgende Variante:
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4.2 Der Fall h <

Lemma 4.29. Seien u, 2, h, | und E; wie in Theorem 1. Seien A € (0,1) und S wie in
der Energiepartitionierung (4.52). Sei 7 € (0,00). Dann gilt

1
/ Ovus (i, y)| dady < 294 (1 + 1) PARSABARY 4 912 L T \piip/2 /2,
S T

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Lemma 4.11. O]

113



4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <
4.2.5 Struktur von K; und Strategie

Wir verfolgen hier dieselbe Herangehensweise wie in Abschnitt 4.1.5 aus dem Fall A = [.
Neu ist nun der Weg von Lemma 4.33 iiber Lemma 4.35 nach Lemma 4.34. In diesem
Abschnitt haben die Hilfssdtze folgende Aufgaben:

e Lemma 4.30 (Struktur von K7): Vervollstandigung der Ungleichungskette aus Lem-
ma 4.23. Eine Fallunterscheidung im Beweis der unteren Schranke wird nétig sein.

e Lemma 4.32 (Argumentation iiber u): Fiir den leichteren Teil des Beweises der

1/3
unteren Schranke wird die Skalierung bei A = A (%) hergeleitet.

e Lemma 4.33 (Argumentation iiber us - ein erster Versuch): Hier ist Vorsicht geboten.
Im Wesentlichen ist es wie in Lemma 4.18. Eine Fallunterscheidung in ¢ ist néotig.
Die Teilintervalle fiir € sind noch unklar.

e Lemma 4.34 (Argumentation iiber uy - Teil 1): Diese Version von Lemma 4.33 ist
wegen Lemma 4.35 die richtige. Hier werden die Unterschiede der verschiedenen
Abschétzungen fiir [, [01uz(z,y)| dzdy noch einmal aufgegriffen.

e Lemma 4.35 (Argumentation iiber uy - Teil 2): Bestitigung der Skalierung bei A\ =
1/3
A ( el > in allen anderen Féllen.

ah3

Lemma 4.30 (Struktur von K). Fiir jedes A € (0,1), jedes 6 € (0, (v/5—1)/2) und jedes
Quadrat Q@ C R? mit L2(Q) = N?h? gilt Folgendes: Falls |Fyy| < Oa, dann gilt

) T
—(1—=60—6)aX’h® < i / 1—F)- — dxdy. 4.58
16( Jo - Felr(riglew 0 ( ) Y A (4.58)
Falls |Fy1| > 0a, dann gilt
3904)\3h3 < min / (1-F)- ) —a)es dxdy (4.59)
16 T FeKia€R? Jg Y ' ‘
Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Lemma 4.13. [

Jetzt wollen wir die Aussage dieses Lemmas mit den Aussagen aus Lemma 4.23 verkniipfen
und eine Strategie entwickeln.

Bemerkung 4.31. Seien u, \, &, Q; € G und F;, i € &, wie in Lemma 4.25. Die
Komponente (F;)a1 von F; wird im Sinne von Lemma 4.30 untersucht. Wir bilden zwei
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4.2 Der Fall h <

Fille:
e Full 1: Es gibt ein ig € P, so dass |(Fy, )| < fa.
o Full 2: Es gilt |(F})a1| > O fiir allei € 2.

Im ersten Fall liefert Lemma 4.30 und eine Dreiecksungleichung

5 .
21— 0 — 02 a3
12( 0 —0°)aX’h

< / lug (z,y) — x| dxdy +/ |uy (z,y) — xF11 — yFia — (aiy)1| dyde.

Qig Qig

Im zweiten Fall erhalten wir analog

5)
N <y [ Jua(e,y) -yl dudy
iep Qi

+ Z/ lua(z,y) — Fo — yFag — (aiy)o| dydx.
Qi

ey

Mt Hilfe von Lemma 4.23, Korollar 4.21 und Lemma 4.2/ ldsst sich der erste Fall voll-
stindig bearbeiten. Das wollen wir zundchst im ndchsten Lemma festhalten.

Lemma 4.32 (Argumentation iiber wu;). Seien u, A\, &, Q; € G und F;, i € &, wie in
Lemma 4.23. Seien e € (0,e0ah®/12), a € (0, 00) und 0 € (0,(v/5 — 1)/2), wobei g > 0,

JN\1/3
ag € (0,1) und 6 drei von «, €, h und | unabhingige Konstanten sind. Sei A = A (%) ,

wobei A € (0, 80_1/3 eine von «, €, h und | unabhdingige Konstante ist. Gibt es ein ig € &2,
so dass |(Fy,)21| < O, dann gilt

Cha*3e? B3RP < By Ve € (0,50ah®/17) Yo € (0, ap),

wobet Cy > 0 eine von «, €, h und [ unabhdngige Konstante ist.

Beweis. Schritt 1: Struktur von K; und Strategie. Sei ) := @Q;,. Wie in der
Bemerkung nach Lemma 4.30 diskutiert, beginnen wir mit

D (1= 60— 02)arh?
12

(4.60)
< / |uy (z,y) — x| dedy +/ lur (z,y) — xF11 — yFia — (ai,)1| dydz.
Q Q
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Schritt 2: Poincarésche Ungleichungen. Lemma 4.23 liefert schon einmal die Ab-
schatzung

/ |u1(x,y) —xly —yFp — (aio)1| dydzx
Q

8 MhE, 4 h5/2
/ ’ 3 1/2
§0P0p1_p1 I +cp —1—p1)\ T B

Schritt 3: Umwandlung des restlichen Energieanteils in elastische Energie. Mit
der Holderschen Ungleichung und Korollar 4.21 und Lemma 4.24 folgt

(4.61)

4
/ luy (z,y) — z| dydz < _—/\2h3/2l1/2Ei/2. (4.62)
Q L—p

Schritt 4: Lokale Optimierung nach \. Aus (4.60), (4.61), (4.62) und A\ < 1 erhalten
wir zunachst
>

9D h 52y 1373
(1= 0—07)aX’h

4, h?? e 8 MhE, / 4 50 801/2 01/2
= 1—]71)\ llTE1 +CPCP1—p1 el Ter 1—p1)\h H (463)

8 A3 4 1/2
< dpery— P el Bt V1i-p (cdpcp + cp) MBIV B,

Auf der rechten Seite von (4.63) ist einer der zwei Terme der Grofste. Wir erhalten zwei
Ungleichungen fiir F;. Insbesondere gilt:

51—-60—-6%1— I 25 (1—-60—-0%%1- h3
min{— - pl%, 2 | - ) 5 p1a2/\2—} < E. (4.64)
16  2cpcp 8 X 2564(cp(cp+1))2 4 l
Seien
5 1-0-021—p 25 (1-0-6%2 1-p
Y6 2dhep 8 7 T 2564(cp(ep + 1)) 4
Fir o
go < =2
Cn

gilt fiir alle € € (0,g9ah®/1%) und alle « € (0,1)

3
C’Hasl S CmOéQhT.
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4.2 Der Fall h <

Wir wollen nun via l 3
sup min {C’Hg, 0120[2)\2_} (4.65)
AE(0,1) A [

das beste A auswéhlen. Das Supremum in (4.65) wird fiir

€0 = min {1, g—i} (4.66)
bei 3
011 5[2

fiir alle € € (0,g9ah®/1?) und alle « € (0,1) angenommen. Daher ist

CHPCPaB3e2BRS < By Ve € (0, 200h? /12) Yo € (0, 1).

Schritt 5: Globale Optimierung nach \. Da wir Fall 2 noch beriicksichtigen miissen,

ist eher s
el?
A=A —
(o)

die Wahl gewesen, wobei A eine von ¢, «, h und [ unabhéngige Konstante ist, die noch zu
bestimmen ist. Die Wahl von gy in (4.66) deckt nur den hier behandelten Spezialfall ab.
g0 wird sich noch dndern. Auch wird sich ag noch &ndern. Hier haben wir nur a € (0, 1)
mit ap = 1 benotigt. Dann ist

min {% 012A2} oMBBRIYE < By Ve € (0,e0ah®/1%) Yo € (0, 1).

Cll 2
T7 CI2A }

folgt die Aussage des Lemmas. m

C = min{

Lemma 4.33 (Argumentation tiber us - ein erster Versuch). Seien u, A, 2, Q; € G und
Fy, i€ P, wie in Lemma 4.23. Seien ¢ € (0,60al), a € (0,a9) und 6 € (0, (/5 —1)/2),
wobei €y > 0, ag € (0,1) und 0 drei von «, €, h und | unabhingige Konstanten sind. Sei

3
A=A %) , wobei A € (0,661/3) eine von «, €, h und | unabhdngige Konstante ist.

Gilt |(Fy)21| > O« fir alle i € &, dann gilt

Coa™32BpI'3 < By Ve € (0, 800*l) Vo € (0, ap),
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

wober 52 > 0 eine von «, €, h und | unabhdngige Konstante 1st.

Beweis. Schritt 1: Ansatz. Bei |(F})| > 0o Vi € & betrachten wir den folgenden
Ansatz: Zu jedem i € & betrachten wir auf Q; € G den folgenden Mittelwert:

1
M; = T /QlDu(x,y) dxdy.

Sei 0 € (0,0) eine von «, €, h und [ unabhéngige Konstante. Warum wir diese Wahl von
6 bendtigen wird in (4.69) ersichtlich. Es gibt nun zwei Fille.

o Fall 1: |(M;)a1] > b fiir alle i € 2.

e Fall 2: |(M;,)21| < O fiir ein iy € 2.
Fall 1

Schritt 2: Abschitzung. Nach Lemma 4.29 ist
~ 1
farhl < / Ovus| dady < 241+ 1) PARYYIARY 4 9122 T T 1o g2,
S T

Schritt 3: Optimierung. Einer der zwei Terme auf der rechten Seite ist der Grofte.
Mit ~ ~
94 o (927'2
Cy = ——— d Cop = —
ATz 0 TR T (14
gilt insbesondere

min {Czla%z,@;a%z} < B
Falls

Can

: 4.68
i (4.68)

Qo = min ¢ 1,

dann ist Cyathl < 6'\2;(12hl Va € (0,ag). Wegen € < £yal gilt

Copéo 2B B32BRIV3 < B, Va € (0, a) Ve € (0, &a]).

Fall 2
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4.2 Der Fall h <

Schritt 2: Abschitzung. Hier betrachten wir zuerst
Oa < |Fy| < |Fiy — Ovua(z,y)| + [Orua(z, v)].

Die anschliefende Integration iiber @;, liefert

OaX*h? < /
Q

Das erste Integral wird mit Hilfe von Lemma 4.22 abgeschétzt. Bei dem zweiten Integral
nutzen wir aus, dass hier |(F;,)21| < fa ist. Dann gilt

Dulz,y) — Fy| dedy + / Dy (i, )| dudy.

iQ on

A3h? 5 Y h3/?

EY? L 0a2h2. 4.69
—p o AP TD N pt e (4.69)

Oar’h? < cp

Wegen 6 — 6>0 gehen wir iiber zu

8 \h? 4 h3/2 1
E N2 g2
1—p el 1+ 1—p 11271

<9 — 5) aX*h? < cp (4.70)

Schritt 3: Optimierung. Einer der zwei Terme auf der rechten Seite von (4.70) ist der
Grofte. Mit

_(0-0)(1-p) _(0-02(1—p)
031 = 16CP und 032 = 16

gilt insbesondere

l
min {031%, ngOthl} S El.
L\ 1/3
Wenn A = A (%) , dann miissen wir
C
min {%a4/362/3hl1/3, ngazhl} < E..
betrachten. Wegen

%a4/352/3hl1/3 < Og02hl = < <A£) al

032 3/2

bendtigen wir
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

Erst dann gilt
C N
%a4/352/3hl1/3 < By Ve (0,a0) Ve € (0,850).

Das beendet den zweiten Fall.

Schritt 4: Bestimmung der Parameter. In diesem Beweis haben wir Folgendes
benotigt:

e 0 (0,(v/5—1)/2) war schon vor dem Beweis vorgegeben.

e € (0,0) wegen (4.38).

3/2
e £p = min {1, (Ag—i) } wegen (4.71).

//OV
e ap=min{ 1,1/ == % wegen (4.68).
Ca

Die optimale Wahl von £, wird erst spéter ermittelt, siehe (4.76).

Schritt 5: Zusammenfassung. Unter den Voraussetzungen aus Schritt 4 erhalten wir
insgesamt

min {0215)2/3, %} aAB32BRIY3 < By Ya € (0,a0) Ve € (0,8a).
Mit

A
folgt die Behauptung des Lemmas. O]

6; = min {021%2/3, %}

Die Voraussetzung € € (0,£pa!l) in Lemma 4.33 scheint unnatiirlich zu sein. Tatséichlich
gibt es eine Konkurrenz zwischen dieser und der Voraussetzung € € (£ga*h? /12, egah /1?)
aus dem nichsten Lemma 4.35. Um eine Uberschneidung der Teilintervalle (0, £,a*l) und
(0a*h? /12, eah®/1?) zu vermeiden, wird der Hilfsparameter 7 in dem Beweis von Lem-
ma 4.33 keine echte Konstante mehr sein. Wihlen wir dort 7 ~ ah?/[?, so erhalten wir
die néchste Aussage.

Lemma 4.34 (Argumentation iiber us - Teil 1). Seien u, A\, Z, Q; € G und F;, i € 2,
wie in Lemma 4.23. Seien ¢ € (0,5a*h?/1%), a € (0,00) und 0 € (0, (v/5 —1)/2), wobei
g0 > 0, ap € (0,1) und 0 drei von «, €, h und | unabhéingige Konstanten sind. Sei
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4.2 Der Fall h <

1/3
A=A (%;) , wober A € (0,681/3) eine von «, €, h und | unabhdngige Konstante ist.

Gilt |(F;)21| > O« fiir alle i € &, dann gilt
Coa*3?BpIl P < By, Ve € (0,603 /1) Va € (0, ap),
wobei Cy > 0 eine von «, €, h und | unabhdngige Konstante ist.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Lemma 4.33. Die Wahl 7 = myah?/[?

bewirkt in Fall 1, dass wir aus Cay das 72 heraus filtern sollen. Mit Chy := 6’\2;73 /72
erhalten wir in Fall 1:

h3
min {021a4hl, 0220547} S El.
Wegen h < [ gilt Copa®h?/l < Ey. Wegen ¢ < ggah? /12 gilt

0225[4)72/3044/352/3]1[1/3 < Fj.

£0 = min {1, (Aﬁ> } (4.72)
CY31

In Fall 2 fihrt die Wahl

wegen h < [ und

h3

€< sgal—2 = & < gyal

A o
%a4/352/3hl1/3 < B, Va e (0,a0) Ve € (0,500 /1?).

Mit c

02 = min {022(%—2/3’ i}

A

folgt die Behauptung. O

Wir miissen nur noch fiir den restlichen Fall zeigen, dass eine untere Schranke von

Ca4/3€2/3hll/3 < El

1/3
mit der Wahl A = A (%) hergeleitet werden kann, wobei ¢ > 0 eine von «, €, h und [

unabhéngige Konstante ist. Das ist die Aussage des néchsten Lemmas.

Lemma 4.35 (Argumentation iiber us - Teil 2). Seien u, A\, #, Q; € G und F;, i € &,
wie in Lemma 4.23. Seien ¢ € (ya*h®/1%,e0ah®/1?), o € (0,00) und 6 € (0,(\/5 —
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

1)/2), wobei & > 0, g9 > 0, ap € (0, min {1, 50/50)1/3}) und 0 vier von o, €, h und |
1/3
unabhdngige Konstanten sind. Sei A = A < el ) , wober A € (0, 551/3) eine von «, €, h
und | unabhdngige Konstante ist. Gilt |(F;)a1| > O fiir alle i € &2, dann gilt
Csa 32BN < By Ve € (§a*h3 /12, e9ah® 1) Yo € (0, o),

wobet C5 > 0 eine von «, €, h und [ unabhdingige Konstante ist.

Beweis. Schritt 1: Wie in der Bemerkung nach Lemma 4.30 diskutiert, beginnen wir
mit
Ga)\shgp < Z lug(z,y) — y| dedy

7 Q’L
<7 (4.73)

+ Z |u2 x,y) — xFy — yFays — (a;,)2| dydz.
S

Schritt 2: Nach Lemma 4.28 ist

5/
lus(,y) — y| dydx < a*N2h? + 2 /\Qh—E'l/2 Vie Z. (4.74)
i 1—p, 112

Lemma 4.23 liefert

]ug(:c,y) —xFo — yFo — (ai0)2’ dydx

Qi
NR3 TR R (475)
E /
1—p1 el 1+ep 1—p1 l1/2

< dpecp

5 8 AP 4 hb/?
—eaA3h3p<p(cPcP By +dp —>\3 E1/2)

16 1—p, el 1— 11/2

i (aznnt 4o,/ 2l g
L—p, 11/2 '

Wegen [t71] > (2t)7 Vt € (0,1) ist
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4.2 Der Fall h <
Mit h < [ folgt

50 5 4 32 , 8  A3R3 , 4 2 ho/? 12
= 1-222) < E v/ 2,/ —— ) A\ B
32a)\h ( 56)\> _CPCPl—pl € 1 op 1—p1+ 1 —po )\11/2

In unserem Fall ¢ > £ya*h?/I?> muss das gesuchte optimale \ zusitzlich noch fiir alle
a € (0,ap)

32 «

1/3
erfilllen. Wenn A\ = A <§+j3) ist, dann gilt

— gﬂ > ) — e > L 3@ h_3
50 Ac1/312/3 = = \5oA(1 —0) 2

Wir benotigen daher

G > (ﬁ)g. (4.76)

Wir bestimmen nun das optimale A {iber die Ungleichung

50 8 )\3h3 h5/2
Z9ar2hd < A E2,
32" Py ( PVi=p VIS p2> 172

Einer der zwel Terme auf der rechten Seite ist der Grofite. Mit

509 1 — 509)°
Cn = Gic 8p1 und Cyo = (507) .
CPCP 4 (CQD 1_4p1 + 2 1—2p2>

gilt insbesondere

min {041 C420(2/\2hl} S El.

_ Cn 1/3 € \1/3
A_(O—Q> (E) . (4.77)

Da wir jedoch die Fille davor betrachten miissen, wird die Wahl wieder

l2 1/3
A=A
(@)

Das optimale A wére hier
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <
sein. Wenn ¢, klein genug ist, dann ist
C -
min {%, C42A2} BB < Bl Ya € (0,a0) Ve € (Ea*h3 /1%, egah® /1%)

eine untere Schranke. Mit

. [Cy
Cs = mln{ A ,042}

folgt die Behauptung des Lemmas.
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4.2 Der Fall h <
4.2.6 Beweis der unteren Schranke

In diesem Abschnitt wollen wir die folgende Teilaussage von Theorem 1 beweisen:

Theorem (Die untere Schranke in Theorem 1 auf einem Rechteck). Seien Q := (0,1) x
(0,h) und Ky, &, wie in Theorem 1. Dann gibt es drei Konstanten ¢ > 0, ag € (0,1) und
g0 > 0, die alle nicht von o, € und | abhangen, so dass gilt:

ca*3?3pIV? < By Va € (0,a0) Ve € (0,e0ah?/12).

Beweis. Seien u, A, p, Q; € G und F;, i € & wie in Lemma 4.4. Wie in der Bemer-
kung nach Lemma 4.30 diskutiert, teilen wir den Beweis in zwei Hauptfille auf. Fiir

0 < (0,(v/5—1)/2) sind diese:
e Fall 1: Es gibt ein ig € &, so dass |(Fj,)a]| < fa.
o Fall 2: Es gilt |(F})21]| > fa fiir alle i € 2.
Den ersten Fall haben wir schon in Lemma 4.32 behandelt. Die Aussage, die wir dort

1/3
entnehmen, ist, dass der gesamte Beweis mit der Wahl A = A ( 512) gefiihrt werden

ah3
sollte. Die genaue Strukturierung des Beweises geben wir spéter noch an.
Durch Lemma 4.33 und Lemma 4.35 haben wir gesehen, dass innerhalb von Fall 2 eine
weitere Fallunterscheidung getroffen werden musste. Wir bendtigen hier:

e Fall 2a: Es gilt £5a*h3 /12 > ¢.
e Fall 2b: Es gilt gga’h3/1? < e.

Die optimale Wahl von €, wurde durch (4.76) ermittelt. Der Fall 2a wurde in Lemma 4.33
untersucht. Dort wurden die Beweise ohne die Methoden aus Bemerkung 4.31 gefiihrt. Der
Fall 2b wurde in Lemma 4.35 analysiert. Dort wurde mit dem Ansatz aus Bemerkung 4.31
gearbeitet.

Jeder Fall einzeln betrachtet liefert eine Skalierung der unteren Schranke von a*/3¢%/3hi'/3.

Umstrukturierung des Beweis. Zuerst wird entschieden, in welchem Hauptfall ¢ liegt.
Diese sind

o Fall 1: & < &oa*h?/I2.

o Fall 2: 55a'h?/1? < e < gqah?/I2.

1/3
Im néchsten Schritt wird A = A <a€+;> gewihlt. Jetzt beginnt die Maschinierie iiber Ko-
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4 Beweis der unteren Schranken in Theorem 1 im Fall h <

rollar 4.21 und Lemma 4.23. Am Ende bekomment man drei alternative untere Schranken
fiir Fy. Das gesuchte c ist dann

. . [C . Cyp C . [C
min {mm {%,Cm/\?} , min {?22/23, %} , min {%, C4QA2}} .
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5 Der Fall h > in Theorem 1

Wir behandeln in diesem Kapitel den Fall A > [ aus Theorem 1. Zuerst zeigen wir die
unteren Schranken. Wir verfolgen dieselbe Strategie wie im Fall h < [, verzichten aber
auf die sofortige Umwandlung von a-Faktoren in £2/3-Anteile. Stattdessen leiten wir eine
allgemeinere Aussage her, die zwei von drei Féllen abdeckt. Um den letzten Fall zu zeigen,
werden wir eine untere Schranke aus dem Fall h < [ mit Hilfe eines Transformationstricks
in eine untere Schranke fiir den letzten Fall umwandeln.

Bei den oberen Schranken gehen wir dhnlich vor. Mit dem selben Transformationstrick
wandeln wir die obere Schranke aus dem Fall A < [ in eine obere Schranke fiir den Fall
h > [ um. Dieser Trick deckt sofort alle Fille ab, siche Abbildung 5.1

5.1 Die unteren Schranken und ihre Beweise

Wir gehen hier dhnlich wie in Abschnitt 4.2 vor. Zuerst betrachten wir eine geeignete
Energiepartitionierung. Dazu bendtigen wir folgende Notation.

Notation. Seien S”(\) := (s,s + Al) x (0,h) C Q

2(\,p1) = {2 € [1, L%H NN : es gibt ein Q; := (5,5 + Al) x ((i — )AL, iNl) € S”(N),

1 [
so dass / dist®(Du(z,y), K1) dedy + & |D?u| < SA—N?E,. 3.
i Qi L=pr h

und

QN p1) :=4Q; :==(s,s+ N) x ((i — DAL IN) C S"(\): i€ 2(\)}.
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5 Der Fall h > | in Theorem 1
Seien auflerdem

SO pa) = {z € [1, [h/(IN]]NN: Fiir S; == (0, h) x ((i — 1)ALA) gilt

1 l
/dist2(Du(x,y),K1)dxdy+€/ |D?u| < ‘2=AEq. o

Die zugehorige Auswahl von Streifen ist
S\, pa2) :=={S; :=(0,1) x ((i — )AL, iAl) = i€ L (N)}.
Dann seien

A€ (0,1), pi,pe € (1/2,1),

PN, p1,p2) = 2(A\,p1) NS (A pa),

P(A, p1, p2) = card (A, p1, p2),

G\, p1,p2) ={Q € Q: esgibtein S €S, so dass Q C S}

(5.1)

Lemma 5.1 (Energiepartitionierung). Seien u, 2, K;, ¢ und Ey wie in Theorem 1.
Seien p1, p2, & und p wie in (5.1). Zu jedem X € (0,1) gibt es einen offenen Streifen
S" = (s,s+Al) x (0,h) C Q und p offene Streifen S; = (0,1) x ((i —1)A,iN) C Q2,1 € 2,

mit den energetischen Figenschaften

/ dist*(Du(z,y), K1) dedy + ¢ | |D*u| < 2)\E; (5.2)
" S//
und
4
/ dist*(Du(z,y), K1) dedy + 5/ |D?u| < i)\2E1 Vie & (5.3)
s S0 L—pih
und

2 1
/ dist?(Du(z, ), K1) dady —i—s/ |D?u| < —\E, Vie Z, (5.4)

Beweis. Der Beweis ist ahnlich wie der Beweis von Korollar 4.21. Die Rollen von A und
[ werden einfach vertauscht. O

Damit erzeugen wir wie in Abschnitt 4.2.2 eine kiinstliche Interaktion zwischen der elas-
tischen Energie und der Oberflichenenergie.
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5.1 Die unteren Schranken und ihre Beweise

Lemma 5.2 (BV-Poincarésche Lokalisierung einer festen Kj-Matrix). Seien u, €, h,
[, ¢ und Ey wie in Theorem 1. Seien N\, &, p1, p und Q; € G, i € P, wie in der
Energiepartitionierung (5.3). Dann gibt es zu jedem i € P ein F; € K; und eine von «,
g, h, I, \, py und p unabhdingige Konstante cp, so dass

|Du(z,y) — F;| dzdy

Qi
(5.5)
372 4 l3/2
8 A g

< 2B+
_Cpl—pl ch ! 1—]?1 h1/2 1

Beweis. Der Beweis ist ahnlich wie der Beweis von Lemma 4.22. Auch hier werden die
Rollen von A und [ vertauscht. O

Eine erneute Anwendung der Poincaréschen Ungleichung liefert die folgende Version:

Lemma 5.3 (W' !-Poincarésche Lokalisierung). Seien u, 2, h, [, € und Ey wie in Theorem
1. Seien X\, p1, &, p und Q; € G, i € P, wie in der Energiepartitionierung (5.3). Seien
F; und cp wie in Lemma 5.2. Dann gibt es eine von «, €, A, h, [, py und p unabhdngige
Konstante ¢ > 0 und Vektoren a; € R?, so dass

/ u(z,y) — Fi (x) — a;| ddy
: ! (5.6)
8 3 4 [5/2 '
/ / 3 1/2
SCPCpl_pl—gh E1+Cp 11— 1)\ —h1/2E1 Vie &

5.1.1 Einige Hilfsabschiatzungen

Jetzt benotigen wir erneut eine Sammlung von Hilfsabschatzungen. Im Prinzip werden
folgende Hilfssdtze genau so wie in Abschnitt 4.2.4 bewiesen. Da wir aber im {ibertragenen
Sinne die Rollen von S; und S vertauscht haben, konnen wir nicht ohne Weiteres die
Beweise aus Abschnitt 4.2.4 ibernehmen.

Lemma 5.4. Seien u, Q, h, | und E, wie in Theorem 1. Seien A € (0,1) und S;, i € 2,
wie in der Energiepartitionierung (5.4). Dann gilt

1/2
/ ur(z, y) — x| dedy < V2B, <%) e
Si
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5 Der Fall h > | in Theorem 1

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie der Beweis von Lemma 4.25. Der Korrekturfaktor
(1/h)*/? kommt von der Rollenvertauschung von h und [, der sich in (5.4) bemerkbar
gemacht hat. O]

Lemma 5.5. Seien u, Q, h, | und Ey wie in Theorem 1. Seien XA € (0,1) und S;, i € 2,
wie in der Energiepartitionierung (5.4). Dann gilt

N
/ |01uy (z,y) — 1| dedy < 23/2)\12E11/2 (E) Vie 2.
S.

k3

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 4.26. Wegen (5.4) gibt es
wieder den Korrekturfaktor (I/h)'/2. O

Lemma 5.6. Seien u, Q, h, | und Ey wie in Theorem 1. Seien X € (0,1), py, & und S”
wie in der Energiepartitionierung (5.2). Dann gilt

2
|Oyus(z,y) — 1| dady < 2 ﬁw/?zl/?Ell/Q + a?Ahl.
S — P2

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 4.27 O]

Lemma 5.7. Seien u, Q, h, | und Ey wie in Theorem 1. Seien A € (0,1), ps, & und
Q: €G, 1€ P, wie in der Energiepartitionierung (5.3). Dann gilt

2
lus(z,y) — y| dady < 24 /1—)\2l3/2h1/2E11/2 +a?Nhi® Vie 2.
Qi — P2

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zu dem Beweis von Lemma 4.28. Der einzige Unterschied
kommt nun von der Geometrie von S”, der den Stoérterm a?\?hl? verursacht. O

Bei der Abschitzung von [¢ [Dyug(x,y)|dedy, i € &, werden wir die folgende Variante
verwenden:

Lemma 5.8. Seien u, Q, h, | und Ey wie in Theorem 1. Seien XA € (0,1) und S;, i € 2,
wie in der Energiepartitionierung (4.54). Sei T € (0,00). Dann gilt

3/4 125372 /4 [ 1 Ve 1pl+T 12 (1 1/2 .
|01us (2, y)| dedy < 2/ (147) 2 NP2 E; 7 +2 T)\lEl 7 Vie P,
S

Beweis. Die Korrekturfaktoren (I/h)Y* und (I/h)'/? werden durch die Anwendung von
(4.54) verursacht. Sonst ist der Beweis analog zu dem Beweis von Lemma 4.29 O
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5.1 Die unteren Schranken und ihre Beweise
5.1.2 Untere Schranke fir kleine ¢

Wir verfolgen die gleiche Strategie wie in Abschnitt 4.2.5. Wir beginnen mit dem folgenden
Fall:

Lemma 5.9 (Argumentation tiber uy). Seien u, A\, &, Q; € G und F;, i € &, wie
in Lemma 5.3. Seien ¢ € (0,50al), a € (0,a9) und 0 € (0,(v/5 —1)/2), wobei gy > 0,
ap € (0,1) und 6 drei von «, €, h und | unabhdingige Konstanten sind. Sei A = A (é)l 3,

wobei A € (0, 531/3) eine von «, €, h und [ unabhingige Konstante ist. Gibt es ein iy € &2,
so dass |(Fy,)21| < O, dann gilt

Cra*PeBhIME < By Ve € (0,200l) Yo € (0, a9),

wobei Cy > 0 eine von «, €, h und | unabhdingige Konstante ist.

Beweis. Wir bendtigen Lemma 4.30. Dort wenden wir (4.58) mit der Substitution h = [
an. Wie in dem Beweis von Lemma 4.32 gibt es drei von «, ¢, [ und h unabhéngige
Konstanten ¢y, co, c3 > 0, so dass
373 AP 3 1P 1/2 2 1?2 1/2

a’l S Clg_hEl -+ Cz)\ WEl -+ Cg)\ WEl . (57)
Fiir die linke Seite war Lemma 4.30 verantwortlich. Auf der rechten Seite wurden Lem-
ma 5.1 und die Version von Lemma 5.4 auf (); angewendet. Auf der rechten Seite von
(5.7) konnen wir wegen A < 1 noch etwas einfacher schreiben:

4713

A (s +c )VﬁEl/2 (5.8)
Sag 2T GBI :

Einer der zwei Summanden auf der rechten Seite von (5.8) ist der Grofste. Insbesondere
erhalten wir

. [ ach 1 212
Nlhy < B 5.9
i { 2C1)\’ 4(C2 + C3)2Oé } = ( )
Falls ¢ < gpal, dann sagt (5.9) aus, dass
e\1/3
A=A (—) 1
~ (5.10)

die optimale Wahl sein wird, wobei A > 0 eine von «, ¢, [ und h unabhéngige Konstante
ist. Wegen (5.9) und (5.10) gibt es eine von «, €, h und [ unabhéngige Konstante C; > 0,
so dass gilt:

C1a*3e2BhIM < By Ve € (0,g0al) Ya € (0, ap).
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5 Der Fall h > | in Theorem 1

Wir kommen nun zum néachsten Fall.

Lemma 5.10 (Argumentation iiber uy). Seien u, A\, &, Q; € G und F;, i € &P, wie
in Lemma 5.8. Seien ¢ € (0,50al), a € (0,a9) und 0 € (0,(v/5 —1)/2), wobei gy > 0,

ap € (0,1) und 6 drei von «, €, h und | unabhdingige Konstanten sind. Sei A = A (é)l 3,

wobei A € (0, 651/3) eine von «, €, h und | unabhingige Konstante ist. Gilt |(F};)a1| > O
fiir alle v € &2, dann gilt

Cy min {a4/352/3hll/3,a4hl} < E, Ve e (0,e0al) Va € (0, ap),

wobei Cy > 0 eine von «, €, h und | unabhdingige Konstante ist.

Beweis. Analog zu dem Beweis von Lemma 4.33 miissen wir noch eine Fallunterscheidung
treffen.

Schritt 1: Ansatz. Bei |(F])a21| > Oa Vi € & betrachten wir den folgenden Ansatz: Zu
jedem i € & betrachten wir auf @); € G den folgenden Mittelwert:

1
M; = VTR /Q Du(x,y) dzdy.

Wie in (4.69) benotigen wir 0 € (0,60), wobei 0 eine von «, ¢, h und I unabhéangige
Konstante ist. Es gibt nun zwei Félle.

e Fall 1: |(M,;)s| > O fiir alle i € 2.
o Fall 2: |(M;,)a1| < O fiir ein i € 2.

In Fall 1 wenden wir Lemma 5.8 an. Dort sei 7 eine von «, &, [ und h unabhingige
Konstante. Es gibt daher zwei Konstanten c¢;,cy > 0, die beide nicht von «, €, h und [
abhéangen, so dass gilt:

) N l 1/4 12 I 1/2
all S Cl)\l El E +CQ>\ZE1 E .

Einer der zwei Summanden auf der rechten Seite ist der Grofite. Insbesondere gilt

1 1
min {—a4lh, —a2lh} < E;.

4.4 2
2%c] 4cs
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5.1 Die unteren Schranken und ihre Beweise

Falls
2c3
oy < —
C2

Y

dann gilt
1, _ 1, 1,
——qa’lh =min<{ —a’lh, —a“lh ; < Ej.

4.4 4.4 2
2%c] 2%c] 4cs

Das beendet den ersten Fall.

In Fall 2 gehen wir dhnlich wie in dem Beweis von Lemma 4.33 vor. Wegen der Variante
(4.59) aus Lemma 4.30 mit der Substitution h = [, Lemma 5.2 und

Oa < |F;y — Orua(x,y)| + [Oruz(z, y)|

gibt es zwei von «, €, h und [ unabhéngige Konstanten ¢y, cy > 0, so dass
3 l2 l3/2

B2 ? < CIA—hEl + CMQWEV 2 4 Har 2,
9

Wegen 6 > 0 diirfen wir den rechten Storterm von der linken Seite absorbieren lassen.
Eine Umbenennung der Konstanten c¢; und ¢y ergibt dann
2372 l3/2
272 2 1/2
al“l S 015_hE1 +02/\ WEl .

Insbesondere erhalten wir hieraus

Falls

dann gilt mit \ = A( )1/3

£
al

1 aeh 1 aeh 1
——— =ming ———, —a’lh; < E;.
2c; A mm{ch A ,40504 }_ !

Das beendet den zweiten Fall.

Fazit: Beide Fille zusammen sagen, dass es eine von «, ¢, h und [ unabhéngig Konstante
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5 Der Fall h > | in Theorem 1

AOAAOAAOAAOA

0

0 l

Abbildung 5.1: Mit Hilfe von Rotationen und Spiegelungen konnen die Beweise des Falls
h < 1 nach h > [ transportiert werden. Fiir grofte ¢ wird dieser Trick
im Beweis von Lemma 5.12 zum Einsatz kommen. Die oberen Schranken
kénnen sofort mit dem Transformationstrick gewonnen werden.

C3 > 0 gibt, so dass
C3min {a4/362/3hll/3,a4hl} < E; Ve e (0,e0ad) Y € (0, ap).

Das beendet den Bewels. O

Aus Lemma 5.9 und Lemma 5.10 gewinnen wir die folgende Aussage fiir kleine ¢:

Korollar 5.11 (Untere Schranke fiir kleine €). Unter derselben Voraussetzung wie im Fall
h > 1 in Theorem 1 gilt

cmin {044/362/3hl1/3,044hl} < E; Ve € (0,500M) Va € (0, ),

wobet ¢ > 0 eine von «, €, h und | unabhdingige Konstante ist.

Dieses Korollar zeigt die unteren Schranken in den Fillen e € (0, goa*l) und € € [gga’l, ggah]
aus Theorem 1. Zu behandeln ist noch der Fall € € [gga’h, ggal®/h?]. Das ist die Aufgabe
des nachsten Abschnitts.

5.1.3 Untere Schranke fiir groBBe ¢

Wir zeigen in diesem Abschnitt die folgende Aussage:
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5.1 Die unteren Schranken und ihre Beweise

Lemma 5.12 (Untere Schranke fiir grofe €). Seien Q und Ey wie in Theorem 1. Es gibt
drei Konstanten ¢ > 0, oy € (0,1) und g9 > 0, die nicht von «, €, h und [ abhdngen, so
dass Folgendes gilt:

caP2BINE — o'l < By Ve € [goa’h, g0al® /h?] Va € (0, ap).

Beweis. Schritt 1: Zuriickfithrung auf Abschnitt 4.2. Seien Qy := (0,1) x (0,h)
und Q, := (0,h) x (0,1). Sei v € M(Qpy), so dass

/distQ(Dv(x,y),Kl)dxdy—l—g/ | Dy
QH QH

= inf {/ distQ(Dw(m,y),Kl)dxdy—l—E/ ]D2w\}::E1.
Qn

Wir wollen die Ergebnisse aus Abschnitt 4.2 anwenden. Dazu benétigen wir zuerst eine
geeignete Koordinatentransformation der Form

= QLHQH

Falls (z,y) € Qp, dann wird (z,y) durch die folgende spezielle Wahl von = nach Qg

geschickt:
= (r,y) €Qr— (2 N 7 = 01
=: (x,y L y , : 1 0]

(1) 5)

ist Z eine Spiegelung an der e;-Achse mit einer anschlieffenden Drehung um 90° gegen
den Uhrzeigersinn. Falls (z,y) € € durch = nach Qg geschickt wurde, dann wenden wir
auf =(z, y) das obige v an. Danach holen wir v(Z(z, y)) nach Q, zuriick. Bei der Riickkehr
nach €2 miissen die auf die Randdaten achten. Wir betrachten die folgende Funktion:

Wegen

w(z,y) =2 -v(E(,y)); (5.11)

= (5 ()

ist die letzte Abbildung eine Spiegelung an der es-Achse mit einer anschliefenden Dre-
hung um 90° im Uhrzeigersinn. Wegen des Transportes der Radwerten von 2y nach €y
benotigen wir diese letzte Abbildung. Nur so diirfen wir die Ergebnisse aus Abschnitt 4.2

wegen
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5 Der Fall h > | in Theorem 1

anwenden. Das wird in Abbildung 5.1 angedeutet. Wir betrachten jetzt
Du(z,y) = ZDv(E(x,y))Z

und wollen den Abstand zu K; messen. Seien R,, R, € SO(2) und J,,J, € {A, B}
so gewéhlt, dass |Du(z,y) — R, J,| > dist(Du(z,y), K;) und |Dv(E(x,y)) — R,J,| =
dist(Dv(Z(z,y)), K1) gelten. Dann gilt

dist(Du(z,y), K1) < 2dist(Dv(E(z,y)), K1)

—oyasin(g,) + cos(¢p,) —sin(d,)\  [cos(¢u) oy cos(py) — sin(¢py) (5.12)
+ ( oy cos(py) +sin(¢p,)  cos(oy) ) (sin(qﬁu) aoy, sin(¢,) + cos(%)) ’ ’

wobei ay,0, € {—1,1} und ¢,,$, € R. Da wir in (5.12) zu dist iibergegangen sind, ist
(5.12) auch fiir eine spezielle Wahl von o, richtig. Wir betrachten (5.12) mit o, = o, und
erhalten

dist(Du(z,y), K1) < 2dist(Dv(E(z,y)), K1)
+ /202 + 4ao, sin (¢, — du) + 4 (1 — cos (¢p — Bu))-

Wir wahlen ¢, so, dass ¢, — ¢, = —o,a. Wegen

222 +4(1 — — 4z si 1
sup 2%+ 4( cosgz)) zsin(z) _ !
z€(—m,m) z

erhalten wir schlieSlich

1
dist(Du(z,y), K1) < 2dist(Dv(Z(z, 1)), K1) + —=a

V2

bzw.
dist*(Du(z,y), K1) < 4dist*>(Dv(Z(z,y)), K1) + a*. (5.13)

Jetzt gehen wir zu E; zuriick. Mit (5.11) und (5.13) folgt nun

/ dist?(Du(z,y), K1) dedy + 8/ | D?u|
o o (5.14)
< / 4 dist*(Dv(E(z,y)), K1) dedy + 48/ |D*0(Z)| + a*hl.
Qn Q

H

Schritt 2: Anwendung des h > [-Falls. Die linke Seite von (5.14) kennen wir schon
aus Abschnitt 4.2. Es gibt also eine Konstante ¢ > 0, die von «, &, h und [ unabhéingig
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5.2 Die oberen Schranken und ihre Beweise

ist, so dass
3

l
caBMBIRE —ofhl < B, Ve € (O,eoaﬁ) Va € (0, ap). (5.15)
Falls ¢ > ¢%2a*h, dann ist die linke Seite von (5.15) positiv. In diesem Fall haben wir

3

4hi l
a ) < E\Ve € (6_3/2a4h,50a—) Vo € (0, ap).

caM322/3]h1/3

ca32B3Ipt3 (1 — 2

Das beendet den Beweis. O

5.2 Die oberen Schranken und ihre Beweise

Mit dem Transformationstrick aus dem letzten Abschnitt erhalten wir sofort aus der
oberen Schranke im Fall h < [ eine obere Schranke fiir drei von drei Fallen im Fall h > [,
siehe Abbildung 5.1. Wir erhalten das folgende Lemma:

Lemma 5.13 (Die obere Schranke fiir kleine €). Unter denselben Voraussetzungen wie
wm Fall h > | von Theorem 1 gilt:

l3
Ey < ca®Be?BIhY? 4 40*hl Ve € (0,5004?) Va € (0, ap),

wobet ¢ > 0 eine von «, €, h und | unabhdingige Konstante ist.

Dieses Lemma zeigt den Fall ¢ € (egah, goal®/h?).
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6 Beweis der unteren Schranke von
Theorem 2

Die folgenden Sédtze und Beweise sind bis auf Nullmengen zu verstehen. Um die Nota-
tion iibersichtlich zu halten, werden wir im Folgenden nicht mehr Bezug auf die vielen
Nullmengen nehmen.

6.1 Der Fall h =1

Bevor wir in den Beweis der oberen Schranke von Theorem 2 einsteigen, wollen wir zuerst
die Strategie aus Kapitel 6 rekapitulieren und iibertragen sie auf die Situation von K.

Erfahrungen aus Kapitel 4: Wir haben bei dem Beweis der unteren Schranken von
Theorem 1 eine Hilfsvariable eingefiihrt, um eine Reihe von alternativen unteren Schran-
ken herzuleiten. Eine Schwierigkeit war, die optimale Wahl von A zu bestimmen. Um
zumindest die Skalierung von A zu erfahren, sind wir dort in zwei von vier Féllen auf die
folgende Situation gestofsen:

[
sup min {clg,@oﬁ/\zﬂ} < Fjy,
A€(0,1) A

wobei ¢q, co > 0 zwei Konstanten sind, die nicht von «, € und [ abhéngen. Das fiihrte zu

der Skalierung A ~ (5)1/3 und somit o*/3e2/3[4/3 ~ E;.

Hauptziel der Strategie in diesem Kapitel: Wir erwarten diesmal die Situation

l
sup min {01%,C2&2)\412} < Ey (6.1)
A€(0,1) A

und somit A ~ (i)l/ ® weil wir in Richtung a8/°e%/515/5 ~ E, gehen wollen.

In der Tat werden wir noch feststellen, dass (6.1) zum Erfolg fiihrt.
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

Oy — 1 0 (Orus(x,y) — 1)f”(y)?_\ dour(z,y)) f'(y)
Oup = Ohus — 1 (Orua(z, y))f'(y) (Ogus(,y) — 1) f(y)

Abbildung 6.1: Bekannte Strategie aus der oberen Schranke (links). Eine dhnliche Stra-
tegie verfolgen wir bei der unteren Schranke (rechts). Diesmal benétigen
wir eine zusétzliche Hilfsfunktion. Die rechte Matrix ist symbolisch zu
verstehen. Die genaue Strategie ist in Abbildung 6.5 zu sehen.

Separation von ¢ aus £: Ahnlich wie bei Theorem 1 wird uns diesmal im Wesentlichen
die Ungleichung
A2
aNP < C1 5By + CoNPEY? (6.2)
€

zu (6.1) fithren. Die genaue Form der Konstanten C; > 0 und Cy > 0 sind vorerst
unwichtig. Sie hdngen nicht von «, € und [ ab. Damit die Strategie (6.2) erfolgreich sein
kann, muss der Parameter € zuerst in einer geeigneten Form von F, herausgefiltert werden.
Das wird wieder die Aufgabe der Energiepartitionierung sein, sieche Lemma 6.1.

Energetische Interaktion: Die Ungleichung (6.2) ist anders betrachtet eine Interaktion
zwischen verschiedenen Energieanteilen. Um das nun herausgefilterte ¢ wieder ins Spiel
zu bringen und in Richtung (6.2) zu gehen, miissen die Alternativen aus Lemma 6.1
interagieren. Das wird in Lemma 6.2 vorgefiihrt.

Unterschiede zwischen K; und K,: Im Fall K; konnten sowohl die o*/?-Skalierung
als auch die £/3-Skalierung der unteren Schranke simultan hergeleitet werden. Zwar kann
im Fall K, auf einem #hnlichen Weg wie im Fall K, die £*/°-Skalierung relativ schnell
gezeigt werden, jedoch ist die a%°-Skalierung nicht mehr so schnell vorhanden. Das wird
in Abschnitt 6.1.4 vorgefithrt. Um auch die a%°-Skalierung herzuleiten, werden beide
Komponenten des Vektors u simultan benotigt. Ohne eine Interaktion zwischen u; und
g, die im Fall K nicht benétigt wurde, kann die a%/°-Skalierung nicht gezeigt werden.

Das o%/°-Projekt: Das Hauptlemma hierfiir ist Lemma 6.12. Wir benétigen eine #hnliche

Herangehensweise wie bei der oberen Schranke. In Abbildung 6.1 wird daran erinnert, wie
wir bei der oberen Schranke zu der richtigen Skalierung gekommen sind. Dort sind wir im
Wesentlichen von dyus — 1 iiber Ojus und douy nach 0ju; — 1 gegangen, um in Ojuq — 1
die passenden, kleinen Terme zu erzeugen. Einen dhnlichen Weg werden wir auch diesmal
einschlagen.
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6.1 Der Fall h =1

Q Q
S ‘)\l Q S ‘)\l
0 0
0 l 0 ‘T l

Abbildung 6.2: Energiepartitionierung: Es werden solche Streifen und Quadrate lokali-
siert, wo die elastische Energie und die Oberflachenenergie durch densel-
ben Energieanteil abgeschétzt werden konnen. Tatsdchlich wird mit der
Energiepartitionierung der Parameter € aus & herausgefiltert.

6.1.1 Energiepartitionierung

Die Energiepartitionierung ist uns schon aus Kapitel 4 bekannt. Wir benotigen diesmal
die Energiepartitionierung in der folgenden, leichteren Form.

Lemma 6.1 (Energiepartitionierung). Seien u, 0, Ky, ¢ und Ey wie in Theorem 2. Zu
jedem X\ € (0,1) gibt es einen offenen Streifen S = (0,1) x (s, s+ ANl) C Q und ein offenes
Quadrat Q = q + (0, \l)? C S mit den energetischen Figenschaften

/distQ(Du(a;,y),Kz)dxdy —|—5/ |D?u| < 2A\E;, (6.3)
S S
und

/dist2(Du(x,y),K2)d:cdy—|—£/ |D*u| < 4\E,. (6.4)
Q Q

Beweis. Der Beweis ist sogar leichter als der von Lemma 4.1, weil wir diesmal ohne die
Anteilsparameter p, p; und py auskommen. Die Eigenschaft (6.3) wird genauso wie im
Fall Lemma 4.1 gezeigt. Um (6.4) zu zeigen, wenden wir die vorherige Argumentation auf
S an. 0
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2
6.1.2 Energetische Interaktion

Die néchsten zwei Aussagen kennen wir schon aus Kapitel 4. Gedndert haben sich im
Vergleich zu Kapitel 4 nur die Konstanten.

Lemma 6.2 (BV -Poincarésche Lokalisierung einer festen K,-Matrix). Seien u, €, [, €
und Ey wie in Theorem 2. Seien X € (0, 1) und Q wie in der Energiepartitionierung (6.4).
Dann ¢ibt es ein F' € Ky und eine Konstante cp > 0, so dass

A3
/Q [Du(x,y) = F|dedy < 8cp™—E + 2NEL?. (6.5)

Beweis. Der Beweis ist unabhéngig von K; und K, und ist somit analog zu dem Beweis
von Lemma 4.3. ]

Lemma 6.3 (W!1-Poincarésche Lokalisierung). Seien u, Q, [, € und E, wie in Theorem
2. Seien X € (0,1) und Q wie in der Energiepartitionierung (6.4). Seien F' und cp wie in
Lemma 6.2. Dann gibt es eine Konstante cp > 0 und ein Vektor a € R?, so dass

/Q u(;c,y)—F@’) —a

Beweis. Sei ) wie in der Energiepartitionierung (6.4) und F' wie in Lemma 6.2. Wegen
der Poincaréschen Ungleichung gibt es eine Konstante ¢, > 0 und ein Vektor a € R?, so

dass
/Q w(z,y) — F @) —a

Auf der rechten Seite von (6.7) wenden wir Lemma 6.2 an. O

A2
ddy < 16¢pcp™—Ey + AN PEL?. (6.6)

drdy < 2c'P)\l/ |Du(z,y) — F| dzdy. (6.7)
Q

Bemerkung. Mit |7] und [1] kénnen cp und ¢ ermittelt werden.
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6.1 Der Fall h =1

0=u1(0,y) ui(x,y) ui(lyy) =1

0

0 l
- 0

lur(z,y) — x| < / dist(Du(s,y), K2) ds + / dist(Du(s,y), K2) ds
J0 Jx

Abbildung 6.3: Aussage von Lemma 6.4.

6.1.3 Rigiditat der ersten Komponente des Vektors u

Hier kommen die Randdaten ins Spiel. Das néichste Lemma sagt aus, dass |u;(z,y) — x|
punktweise durch elastische Energieanteile kontrolliert wird, siehe Abbildung 6.3. Diese
Art von Aussagen kennen wir schon aus Kapitel 4.

Lemma 6.4 (Punktweise Rigiditét). Seien u, Q und Ky wie in Theorem 2. Dann gilt

l
s (2, ) — 2] < / dist(Du(s,y), Kz)ds ¥(z,y) € Q.
0

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 4.5. O]

6.1.4 Die */°-Skalierung

Wenn wir im Fall K, die gleiche Strategie wie im Fall K; verfolgen, dann kénnen wir zwar
eine e*/5-Skalierung zeigen, doch eine o%/>-Skalierung ist nicht in Sicht. Das werden wir in
diesem Abschnitt sehen. Wir vernachlassigen hier die genaue Form der Konstanten erset-
zen in jeder Zeile alle Konstanten durch die grofte der dort vorkommenden Konstanten.
Von Zeile zu Zeile wird sich die Konstante ¢ > 0, die nicht von «, € und [ abhéngen wird,
andern.

Schritt 1: Struktur von K,.
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

Fiir jedes A € (0,1) und jedes Quadrat Q C R? mit £2(Q) = \?I? gilt:

(=0-() =) <

wobei die Konstante ¢y > 0 nicht von «, A und [ abhéngt.

dxdy, (6.8)

" FeK,acR?

coaX’® < min /
Q

Beweis. Wir gehen hier dhnlich wie in Lemma 4.13 aus Abschnitt 4.1.5 vor. Sei § € (0, 1)
fest gewdhlt und unabhéngig von a;, A und [. Entweder ist |Fy;| > Oa oder |Fy| < fa. Im
ersten Fall wenden wir (4.24) aus Lemma 4.13 an. Falls |Fy| = |sin(¢)| < fa, dann gilt
1 — cos(¢) < 6?a?. Das bedeutet aber auch a|cos(¢)| > a(l — 6?a?)a. Daher gibt es eine
Konstante 6 > 0, die unabhéngig von «, A und [ ist, so dass |1 — Fy| > ca. Wéhle nun

Co :min{gﬁ}. O

Schritt 2: Aufspaltung der Ungleichungskette in zwei Zweige.

Unter den selben Voraussetzungen wie in Lemma 6.3 gibt es eine Konstante ¢y, die nicht
von a, €, () abhéngt, so dass

o< [ [(steny - (2)

NI2E,

+ N PEY? (6.9)

dxdy + ¢

Beweis. Zunichst folgt aus (6.8) und Dreiecksungleichung

coaN3 P < / lua(z,y) — y| dedy + / |ug(z,y) — Forx — Faoy — as| dxdy.
Q Q

Das zweite Integral wird mit Lemma 6.3 abgeschéatzt. [l

Schritt 3a: Abschitzung des zweiten Zweiges - Teil 1.

Um den ersten Summanden in (6.9) abzuschétzen, beginnen wir mit der folgenden Un-
gleichung;:

Unter den selben Voraussetzungen wie in Lemma 6.3 gilt:

[l(e) - ()

2
dxdy < )\12/ Oyu(z,y) — eq|” dedy. (6.10)
s
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6.1 Der Fall h =1

Beweis. Da u;(0,y) = 0 und uy(0,y) = y fir jedes y € [0,!], erhalten wir fiir jedes
(z,y) € Q

l 1/2
<12 (/ |O1us(s,y) — 1|2ds) (6.11)
0

/Ox (Oyui(s,y) — 1) ds

’u1<x7y) - l" =

bzw.

‘UQ(.Z‘,@/) - y| =

1 1/2
< ( / |81uQ(s,y)|2ds) C(6.12)
0

/ 81U2(5, y) ds
0

Wir fassen (6.11) und (6.12) zusammen zu:

[1(aeoy- ()

2 !
drdy < l/ / 01u(s,y) — e1|” dsdxdy.
QJo

Schritt 3b: Abschitzung des zweiten Zweiges - Teil II.

Wir kénnen die rechte Seite in (6.9) noch genauer angeben:

Unter den selben Voraussetzungen wie in Lemma 6.3 gilt:

[1(aey- )

2
dedy < cN2PEY? + c\22E,. (6.13)

Beweis. Wegen uy(0,y) =0, ui(l,y) =1, u2(0,y) = y und uy(l,y) = y gilt

I
[ = / Oyu(z,y) - ey du.
0

Diese Identitat liefert bei

I I
/ |O1u(z,y) — e1)* dz = / (|01u(z, y)|* — 201u(z,y) - 1 + 1) dx
0 0

zunachst

I I
/ |O1u(z,y) — e1)* dz = / |Oyu(z, y)|* do — 1. (6.14)
0 0
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2
Wegen [(Du) - e1] < 1+ dist(Du, Ks) ist
|(Du) - e1|* < 1+ 2dist(Du, Ky) + dist?(Du, K>). (6.15)
Aus (6.14) und (6.15) folgt nun
! ! !
/ |Ou(x,y) — e1]* do < 2/ dist(Du, Ks) dx +/ dist*(Du, K>) d. (6.16)
0 0 0
Mit (6.10) und (6.16) erhalten wir insgesamt:
2
uy(z,y x
LIGED) - G)

< )\l2/ (2dist(Du(z, y), K») + dist’(Du(z,y), K>)) dzdy.
S

dxdy

(6.17)

Die rechte Seite in (6.17) kann mit Hilfe von Lemma 6.1 durch elastische Energieanteile
abgeschétzt werden. Wir erhalten somit die behauptete Abschétzung (6.13). O]

Schritt 4: Zusammenfiigen der Schritte 1 bis 3.

Bisher haben wir erreicht:

Unter den selben Voraussetzungen wie im Schritt 2 gibt es eine Konstante ¢y > 0, die
nicht von «, e, A\l abhéngt, so dass gilt:

)\ZEQ
£

coa NP < ¢ + NPEY? + Al\/ NBE)? + eN22E,. (6.18)

Beweis. Zunichst folgt aus (6.9) aus Schritt 2 und der Holderschen Ungleichung

()

Anschliefsend wenden wir (6.13) an. O

NI2E,

coa N33 < M dady + =2 + eNPEY?.
9

Schritt 5: Optimierung nach ).

Vernachléssigen wir einmal die Konstanten in (6.18). Einer der Terme auf der rechten
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6.1 Der Fall h =1
Seite von (6.18) ist der Grofte. Insbesondere gilt:
min {aTlej Q212 a2, a2/\2l2} < Es.
Falls € und « passend eingeschrankt wurden, dann ist

l [
sup min {a—g, Q?1%, ot A2, 042)\2l2} = sup min {a—g, 044)\4l2} .
A€(0,1) A A€(0,1) A

Das optimale A wire \ ~ £/5a73/5]=1/5 Dieses optimierte X liefert als untere Schranke

fur Es nun
o8/5:4/516/5 < B

Fazit: Diese Rechnung hat gezeigt, dass es bei der unteren Schranke von E, eine e*/°-
Skalierung gibt. Jedoch hat diese Rechnung die a%/°-Skalierung nicht zeigen kénnen. Dafiir
benotigen wir andere Techniken, siche Lemma 6.12, das wir im néchsten Abschnitt vor-
stellen werden.
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

I
0
0= ’U,1(07y) Ul(l'(), y) ul(lu y) =1
[ 4 . 2 ]
y =u2(0,y) uz(wo,y) ua(l,y) =y
0% I

Abbildung 6.4: Die Daten auf dem linken und rechten Rand von €2 werden verwendet, um
den Operator 9, zu erzeugen.

6.1.5 Die o%°-Skalierung

Die Hauptaussage in diesem Abschnitt ist Lemma 6.12.

Einige Hilfsabschitzungen

Lemma 6.5. Seien u, Q, | und Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S wie in der
Energiepartitionierung (6.3). Dann gilt

/ lug (z,y) — x| dedy < \/§AZ2E21/2.
S

Beweis. Zuerst wenden wir Lemma 6.4 an. Dann bilden wir das Integal iiber S. Danach
folgt die Behauptung mit der Holderschen Ungleichung und Lemma 6.3. O]

Lemma 6.6. Seien u, Q, | und Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S wie in der
Energiepartitionierung (6.3). Dann gilt

/ |Ovui(x,y) — 1| dedy < 23/2)\ZE21/2.
S

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Lemma 4.7. In dem Beweis von Lemma 4.7

haben wir
|O1u(z,y)| < 14 dist(Du(x,y), K1) Y(z,y) € Q
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6.1 Der Fall h =1

verwendet. Diesmal wird
Oz, y)] < 1+ dist(Du(z, y), Kz) V(a.y) € 0

angewandt.
Wir geben den Beweis hier an, weil wir in dem Beweis von Lemma 6.10 auf ihn verweisen
werden. Wir betrachten zuerst die Zerlegung

Oui(z,y) — 1 = (Orus(x,y) — 1)+ — (Ot (z,y) — 1), (6.19)

wobei

(Our(z,y) — 1)" := max {Oyui(z,y) — 1,0},
(Oup(z,y) — 1) := max {—(O1uq(z,y) — 1),0} .

Wegen u(0,y) =0 Vy € [0,1] und uy(l,y) =1 Yy € [0,{] ist
! !
/ (D (2,y) = 1)7 do :/ (Orur(z,y) — 1) dx Yy €[0,1]. (6.20)
0 0

Aus (6.19) und (6.20) folgt

/Ol Oz, y) — 1] dz < 2/01 vz y) — 1) dz Wy € 0,1 (6.21)
Da |Fey| =1 fiir alle F' € Ko, gilt
|Ohu(z,y)| < 1+ dist(Du(x,y), K3) VY(z,y) € Q.
Hieraus folgt
Orur(z,y) — 1 < |Oyuy(z,y)| — 1 < dist(Du(x,y), Ks) Y(z,y) € Q.
Dann gilt
(Orur (2, y) — 1)* = max {O1uy (z,y) — 1,0} < dist(Du(z,y), Ky) V(z,y) € Q.

Diese Abschétzung verbessert (6.21) zu

I !
/ |O1uy(z,y) — 1| de < 2/ dist(Du(z,y), K») dx. (6.22)
0 0
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

Wegen der Holderschen Ungleichung und (6.3) erhalten wir
/ |Oyui(x,y) — 1| dedy < 2\/§AZ2E21/2.
s

]

Bei der Abschitzung von [ [Oyug(x, y)| dzdy entscheiden wir uns fiir die folgende Version.

Lemma 6.7 (Es-affin lineare Abschétzung fiir 0yus). Seien u, Q, | und Ey wie in Theorem
2. Seien A € (0,1) und S wie in der Energiepartitionierung (6.1). Sei 7 € (0,00). Dann
qgilt
8T+6 A

\/6 mEQ

/ |Oyus(, y)| dedy < V6/TAI? +
S

Beweis. Der Beweis geht genau so wie der Beweis von Lemma 4.12. O]

Da wir auch auf Segmenten Abschétzungen durchfiihren werden, bendtigen wir noch:

Lemma 6.8. Seien u, 2, | und Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S := (0,1)xI C
Q wie in der Energiepartitionierung (6.3). Dann gibt es ein zo € (0,1), so dass

8T4+6 A

/I‘ﬁluz(xo,y)’ dy < \/Eﬁ)\l + /6 Ts/zlEQ'

Beweis. Das folgt aus Lemma 6.7. O]

Gute Energieanteile

Lemma 6.9 (Abschitzung des guten Energieanteils - Version 1). Seien u, Q, [, a, € und
Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S := (0,1) x I C Q wie in der Energiepartitio-
nierung (6.3). Sei f € C&¥(I). Dann gilt

/g (s () — ) f ()] dady < ]| f]] 1200 V2VAEY2,

Beweis. Aus Lemma 6.4 erhalten wir zunachst

I
lug (z,y) — x| < / dist(Du(s, y), K3) ds.
0
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6.1 Der Fall h =1

Insbesondere gilt auch fiir jedes f € CF(I):

ur(z,y) — 2|/ ()] < / ()| dist(Du(s, y), Kz) ds.

Die Héldersche Ungleichung liefert dann

/!ul(w,y) — z|| f(y)| dydx < ZS/QHfHLQ(I)\// dist*(Du(s, y), K») dsdy.
S S

Wegen (6.3) aus Lemma 6.1 folgt die Behauptung. O

Lemma 6.10 (Abschitzung des guten Energieanteils - Version 2). Seien u, Q, [, a, ¢
und Ey wie in Theorem 2. Seien X € (0,1) und S := (0,1) x I C Q wie in der Energie-
partitionierung (6.3). Sei f € CX(I). Dann gilt

/ [(Ovur (2, ) — 1) f(y)] dady < 272072 f]| 2 VAE,.
S

Beweis. Wir gehen wie in Lemma 6.6 vor und steigen direkt bei (6.22) ein. Insbesondere
gilt fiir f € C(1):

/0 01w (z,y) — 1| f(y)| do < 2/0 |f(y)| dist(Du(z, y), K2) dx.

Die Héldersche Ungleichung liefert dann

[ 1oune.v) ~ 1150)| ey < 211/2||f||L2(1>\/ [ st (Duta ). 1) dady
S S

Die Ungleichung (6.3) aus Lemma 6.1 liefert anschliefend die Behauptung. O

Schlechte Energieanteile

Lemma 6.11 (Abschéitzung des schlechten Energicanteils). Seien u, 2, I und Ey wie in
Theorem 2. Seien A € (0,1) und S := (0,1)x1 C  und ¢ wie in der Energiepartitionierung
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

Energiepartitionierung

NppAv2erey: < I/ [ dist*(Du, k) dS "(y)|? dsd
1z > ist”(Du, K3) |1'(y)I? dsdy
S S

K-Potential

-

ol
/S /0 dist(Du(t, y), K>)|f ()| dedsdy / / (Oyus (b y) — 1) F(y)] dedsdy

// (ui(s,y) — s) f'(y) dsdy ‘// dour(z0,y) f(y) dsdy
1Jo

Randdaten

[ [ owtsmswyasay = et = )t
1J0 !

Abbildung 6.5: Beweisskizze vom Lemma 6.12.

(6.3). Sei f € CX(I). Dann gibt es ein x € (0,1), so dass

8T+6 A
/| a1u2 IO? ( )| dy <« <\/_\/_)\l \/6 3/2lE2) ||f||L°°(I)

+ (3V2I ey VAT + V21 2y VA2 By

Beweis. Das folgt aus dem Beweis des néchsten, wichtigen Lemmas. O]

Das Hauptlemma fiir die a%/°-Skalierung

Lemma 6.12 (C-Energietransport). Seien u, 2, I, o, € und Ey wie in Theorem 2. Seien
A€ (0,1) und S := (0,1) x I C Q wie in der Energiepartitionierung (6.3). Sei f € C(I).
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6.1 Der Fall h =1

Dann gibt es ein x¢ € (0,1), so dass

[ )~ f(y)dy‘

1
87 +6 A
< (Vova+ T m ) |l

+ (3VEIS 2 VN + VIS Nl VA2) By

Beweis. Schritt 1: Umwandlung der Randdaten von u; in einen 0;-Operator.
Da fiir jedes y € [0, (] die Gleichung us(0,y) = y erfiillt ist, gilt zunéchst

[ (watens) =) 50 dy\ .

/I /0 ) Orua(s,y) f (y) dsdy| . (6.23)

Schritt 2: Interaktion zwischen u; und u;. Zu jedem (s,y) € S gibt es ein F(s,y) €
K5, so dass |Du(s,y) — F(s,y)| = dist(Du(z,y), K3). Zu jedem solchen F(s,y) gibt es
eine Phasenfunktion o(s,y) € {—1,1}, so dass F(s,y) € SO(2)diag(1,1 + o(s,y)a). Wir
beginnen mit

(1 +a(s,y)a)61u2(s,y)
= (1 +o(s,y)a) (Orua(s,y) — (F(s,9))21) + (Gur(s,y) — (F(5,9))12)
— Oy (s, y) + (F(5,9)12 + (1 + o(s,y)a)(F(s,y))ar-

We}%en F(s,y) € SO(2)diag(1 + o(s,y)a) ist (F(s,y))12 + (1 4+ o(s,y)a)(F(s,y))21 = 0.
Daher

_ —

(1 +0(s,y)a)dius(s,y) = (1 4 (s, y)a) (Qrua(s, y) — (F(s,y))21)

+ (Oqus(s,y) — (F(s,9))12) — O2uq(s,y). (6.24)

Wegen 1+ o(s,y)a # 0 Va € (0, ap) und V(s,y) € Q wére zwar

/Ialuz(s,y)f(y) dy = /1(51U2(3,y) — (F(s,9))21) f(y) dy

62U1($,y) - (F(Sa y))12 82U1(S,y)
i /I 1+ o(s,y)a J(y)dy — /Imf(y) dy,

jedoch wiirde auf diesem Weg die Moglichkeit verloren gehen, den letzten Term direkt
partiell zu integrieren. Um (6.24) auf der rechten Seite von (6.23) anwenden zu konnen,
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

beginnen wir mit der Aufspaltung

/1 /0 h 81uQ(s,y)f(y)dsdy‘ <T 4+ T, (6.25)
wobei
Ty = /I/Owoa T o(s,y)a)drus(s, ) f(4) dsdy’ ,
T, = /1 /0 " o(s, y)adyua(s, y) £ (9) dsdy' .

Schritt 3: Umwandlung der Randdaten von u; in einen 0;-Operator. Wir schét-
zen zuerst 1) ab. Es ist

T < (2+a)\/ /1 /0 : |f(y)|2d?/dl’\/ /I /: dist*(Du(s.y), Ka) dsdy (6.26)

/,/Omo Byus (5, 9) f(y) dsdy‘ '

Bei dem ersten Summanden in (6.26) vergrofern wir das Integrationsgebiet zu S. Bei dem
zweiten Summanden in (6.26) wenden wir die Wilzformel an. Daher ist

_|_

Ty <(2+ a)\/Z||f||Lz(])\//S dist?(Du(s,y), Ky) dsdy 62
6.27

_|_

/z/oxo (ur(s,9) = 5) f'(y) dsdy’ :

Der erste Summand in (6.27) wird mit (6.3) abgeschétzt. Der zweite Summand in (6.27)
wurde schon in Lemma 6.9 behandelt. Daher erhalten wir

Ty < (24 Q)| fll 2y V2VNEY? + || /|| 2n V2V NP2 By (6.28)
Schritt 4: Nun schitzen wir T5 ab. Wegen Lemma 6.7 gilt

8T+6 A
T, <« (\/6\/;)\12 + Wm];}) 1| zoe(1)-
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6.1 Der Fall h =1

Eine Zusammenfassung der Summanden in 77 4+ T, ergibt zuerst

[ (watens) =) 50 dy'
<a (\/6\/;)\12 + %73—)\/2152) 1] zoo 1)

+ (2 @) VRISl VAL + VI Nl VAE ) By,

Wegen « € (0, 1) schitzen wir auf der rechten Seite der letzten Ungleichung bei 2 4 a das
a durch 1 ab. Hieraus folgt die Behauptung. O]
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

f(y)

Abbildung 6.6: Ein Beispiel fiir die Hilfsfunktion f in Schritt 2, falls I = (0, \l) ist.

6.1.6 Die untere Schranke von Theorem 2
Wir zeigen in diesem Abschnitt die folgende Teilaussage aus Theorem 2:

Theorem (Die untere Schranke in Theorem 2 auf einem Quadrat). Seien 2 := (0,1)
und Ey wie in Theorem 2. Dann gibt es drei Konstanten ¢ > 0, 9 > 0 und oy € (0,1)
die alle nicht von €, a und | abhdingen, so dass qilt:

2
caPe BI85 < By Va € (0,a0) Ve € (0,g00).

Beweis. Wir werden zeigen, dass A = A (i)l/ ° die richtige Wahl ist, wobei A > 0 eine
von «, € und [ unabhéngige Konstante ist.

Schritt 1: Energiepartitionierung. Wir wenden zunéchst Lemma 6.1 an, um ¢ aus
&> heraus zu filtern.

Schritt 2: Interaktion zwischen elastischer Energie und Oberflichenenergie.
Dann wenden wir Lemma 6.2 an, um das ¢ wieder ins Spiel zu bringen. Seien ) =
(q,q+ N) % (y0,y0 + Al) und F' = F(Q) wie in Lemma 6.2. Je nachdem, ob F' = R(¢)A
oder F' = R(¢)B ist, wobei R(¢) € SO(2) ist, kénnen wir schreiben:

|Foy — 1| = |cos(¢) — 1 £ avcos(9)].

Entweder ist |Fyy — 1| > § oder |Fy; — 1| < §. Wir spalten den Beweis nun in zwei Teile
auf.

Fall 1: |F22 — 1| 2 %.

Schritt 1: Auswahl eines speziellen Segments. Sei I := (yo,yo + Al). Ausgehend
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6.1 Der Fall h =1
von Lemma 6.2 wéhlen wir ein xy € [0,] so aus, dass (zo,y) € @ Yy € I und
A2 1/2
| Du(zg,y) — F|dy < 8CP?E2 + 20E,". (6.29)
I

An dieser Stelle muss die weitere Strategie anders aussehen als im Fall K. Der folgende
Weg fiihrt zum Erfolg.

Schritt 2: Auswahl einer guten Storung. Sei f € C(/,[0,1]),sodass f(y) = f'(y) =
0 fiir y € 0I, siehe Abbildung 6.6. Dann gilt einerseits nach Schritt 1 und Lemma 6.1

)\2
[ Putan,n) = Frwldy < Sep 1 Fllpmy TBa + 21 llmp NS (630
und andererseits .
sall il <| [ = 070 . (6.31)
I

Schritt 3: Energietransport. Um (6.30) und (6.31) zu kombinieren, gehen wir so vor:

sl < [ Ouuaian ) — Fed o) o] +
I

[(@ss(a0) - 1 10) dy\

< / (Dulo, y) — F)f(y)|dy +

[ e =) 1w dy\ |

1

Wegen Lemma 6.12 und (6.30) gilt

1

§0é||f||L1(I)
< 8 )\2 1/2
< 8cpl|fllzen = Bz + 2| fllz=(n AE:

8T4+6 A
o (@mﬁ ; W_/E) 175t

+ (3VEIS Ny VAL + V21U 2y VA ) B3,

(6.32)

Schritt 4: Uberpriifung der Skalierungen. Wir betrachten zunichst nur ||f|| L R~
A A ey 2 L 1 sy = AD)7H (1f Hz2qy = (AD) Y2 und [ 7] 2y & (M) ™2 Wir

[

2/3
al/\g) das 79 so, dass

wahlen bei 7 = 7 (

1
§&||f||L1(I) — aVBVTAP| /|| 1o () > 0

157



6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

ist, wobei 7y eine Konstante ist, die unabhéngig von «, € und [ sein soll. Wir ignorieren
zunéchst die vielen Konstanten in (6.32) und betrachten in diesem Schritt nur

A2 2o
N S =By +AEy + (J‘?E2 + 5By (6.33)

Wegen A € (0,1) und « € (0, 1) konnen wir (6.33) noch vereinfachen zu

TR Y
e (6.34)

Einer der zwei Terme auf der rechten Seite ist der Grofite. Insbesondere gilt

min {ozTal’ az)\412} S Es.

[
min {%, a2)\4l2}

wird bei A ~ (i)l/ angenommen. Das bedeutet, dass die Wahl A = A (%) Y% um Erfolg
fiihrt. Damit hitten wir tatsichlich a%/°4/°16/5 < [,

Das Supremum von

Schritt 5: Bestimmung von oy und ¢j. Jetzt geht es nur noch darum, wie die vielen
Konstanten gehandhabt werden. Wir gehen zuriick nach (6.32). Seien

Lf{lzrery/ (AD),

1 ooy

o (f) = ||f/||L°°(I) (AD),
es(f') = 1 |l 2y VN
ca(f") = 1" 2y (A2,

Wegen A € (0,1) und max {\, 1, \"'} = A~! gilt zunéchst

) Lo /3 1 2cof
5Neo(f) (1— /<al> N5/3 Cl((J]:))>

o f! )) >\2E2 + (3\/_03( N+ V2l (") + 2c1(f)>

Co<

):
ci(f):
)
) =

/

8r+6 «c¢

1o
V6 e 2 -

< (80pcl(f) + — 3
(6.35)
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6.1 Der Fall h =1

Ausgangspunkt:
Die Konstanten Cy; und C192 héngen

von f ab, aber nicht von

«, € und [.
] Clga2l2

*r-——-————-—- OnaEl - l(\f/,//’/\

|

I
0 Ao { A e gesuchte lokale untere Schranke

Ao = Cu e ( € >1/5 sup min{ ,(VH”:]} = Cfl/50112/5a6/554/516/5
0 Cia al Ae(0,1) A

Abbildung 6.7: Situation in Schritt 5.

Einer der zwei Terme auf der rechten Seite ist der Grofte. Insbesondere gilt

min{C’ll(f)a—d,

3 Cl2(f)042>\4l2} < Ey,

wobel

1/2 1/3 ’
%Co(f) (1—7'0/ (al) +22(f))>
2 <8CP01(f) + 8726 =z Ca(f >

(1) (1 )" 207
4 (3v2es(f") + V2a(f") + 201 ()"

Cu(f) <

(6.36)

Cia(f) <

Fir A=A (5)1/ ® kann die rechte Seite von (6.36) so abgeschétzt werden, dass C; und
(12 nicht mehr von «a, € und [ abhéngen. Sei

Cia(f
Cu(f)

Mit dieser Wahl von ¢q gilt dann fiir alle o € (0, ) und alle e € (0, ggal):

~—

Ep =

(6.37)

CH (f)Oé€l S 012(f>@212.

Wir wollen nun
ael

sup min {Cl(f)T’ C’g(f)oz2)\4l2}

A€(0,1)
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

bestimmen, siehe Abbildung 6.7. Das Supremum wird fiir

v

bei

A= (gig;)lﬁ (%)” " Ve € (0, 200d) Ya € (0, ap) (6.38)

angenommen und wir erhalten die untere Schranke

Cii(f)YCa(f)YPab5e¥215/5 < By Ve € (0,e0al) Yo € (0, o). (6.39)

Fall 2: |F5; — 1| < §. Auch hier miissen wir zeigen, dass die Wahl A = A (5)1/5 zum

Erfolg fiihrt. Im Prinzip fiihren wir Fall 2 auf Fall 1 zuriick, jedoch bendétigt man hier
einen Trick und die Rechnungen sind hier langer.

Es gibt dann ein ¢ € R, so dass

Fy € {(1 — ) cos(¢), (1 + a)cos(p)} .

Wenn Fyy = (1 — a) cos(¢) wére, dann wére

2—« o+ 2

|Foe — 1] < % = 0—a) < cos(¢p) und cos(¢) < 501—a)

ein Widerspruch zu —1 < cos(¢) < 1. Daher gilt
a
|F22—1| < § — Fy = <1+OJ)COS(¢).

Die Losungsmenge ® = {¢p € R: [Fo(¢) — 1| < §} von |Fpy — 1] < & ldsst sich fiir
a € (0,1) schreiben als

«

O =277 + {gb € R: arccos (2(21;4—04)) < |¢| < arccos (28——:_20(0 } :

Wegen a € (0,1) gilt

<I>C27TZ+{t€IR%.: O<t<g}.

Dabher ist sin(¢) € [0, 1] fiir alle ¢ € .
o) 2 -« a+ 2

<~ — < COS((Z)) < m

Fy—1] <
P =1 < 5 2(1 + )
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6.1 Der Fall h =1

Deshalb gibt es zwei Konstanten 0 < by < by, so dass

®C2rZ+{p ER: byva < |¢] < by/a}.

Betrachte nun ¢ € ®, dann gilt

% < (1 + «)cos(¢) — 1 +sgn(¢)sin(¢)| Vo € O.

Daher ist § < |Fyy — 1+ sgn(Foy)Foy].
Daraus folgt fir f € C*°(1,[0,00)) mit f(y) = f'(y) =0 fiir y € 0f

%Oz)\lco(f) <

/(F22 — 1+ sgn(Fi2)Fo) f(y) dyl, (6.40)

1

wobei co(f) := || f||L1(r)/(Al). Sei xg € [0,1], so dass

[ Dutan.) -

)\2
F@NI W) dy < Scp || fllpqry = Fa+ 2l MR (641)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir aus (6.40)

wobel

- | [ @uatro) - 1 10 dy] -

1
5@)\[00(]0) <Tiy+T5+1T5+ T4, (642)

= /(F22 — Oaua(0,Y)) dy‘ ||f||Loo(I) )

I

/I (uals, ) — ) /() dy]

I

= /(F12—31U2(1’0 Z/ dy’HfHLOO (I

= /alu2 Zo, Y )dy‘

Wir sind jetzt wieder in Fall 1 angekommen. Die Terme 7 und 75 werden einfach durch
(6.41) abgeschétzt. Ty wurde schon in Lemma 6.12 und 7} in Lemma 6.11 untersucht. Wir
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

erhalten
A2 1/2
T1+T3 §2HfHL°°(I) SCP?EQ—FZ)\EQ y

87’1 + 6 A

<\/_\/7T1)\l2 \/6 3/2 2> o HfIHLOO(I)

+ (3¢5||f’||m>m + \/5|!f”||L2(1>\/X13/2) 5",
87‘2 + 6 )\

+ (3¢§||f||mm—1 + ﬁ||f’||mﬁz1/2) By

Wir gehen zuriick zu (6.42). Seien

a(f) = HfHLOO(I) )

c2(f) = ’|f’|L2(1)/m,

cs(f') = Hf/HLOO(I) (AD),

ca(f') = Hf/HLQ(I)\/ﬁ;
es(f") = 1" 2y (AD*2.

Wir wahlen bei 7 = 71 (ﬁ)w3 und 7 = T ( M) 2/3 die Konstanten 71 > 0 und 729
so, dass sie nicht von «, ¢ und [ abhéngen und

1 ~1/2

salh) = es(fHIVEE= = er(/)Vor* >
erfiillen. Wegen A\ = (i)l/ * und den speziellen Wahlen von 7 und 7, gelten zunéchst

einmal
£\ 6/15
n~(5) ML el
al

Dabher ist

1 , 7'11/2 1/2
Solf) = esl VBT — (VR ~ Seol ),
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6.1 Der Fall h =1

Wegen A € (0,1) ist max {\, 1, A7} = A7! und
o <_CO( ) —cs(f )\/_— — aa())V6r, 1/2>

811 +6 ac N, 82 +6 ae N (6.43)
< [ 16¢ + c + ————5—c —FE

* <4Cl(f)+3‘/§C4<f/)+\/§cs(f")+3\/562( £) +vV2a(f )> by Ey.

Einer der zwei Terme auf der rechten Seite in (6.43) ist der Grofste. Insbesondere erhalten
wir

min {CQl(f)a—d CQQ(f)Oé2)\4l2} S E27

wobei
lCO —C3 Tl 1/2
o) < Al) =PIV — () Vo |
2 (160() + 530l 1) + 8320 ()
(6.44)
(3 — s — stV
Cxn(f) <

4 (4er () + 3v2ea(f') + V205 (f7) + 3v26(f) + V2es( 1)

Die rechte Seite kann so abgeschétzt werden, dass dort keine Abhéngigkeiten in a, ¢ und
[ mehr sind. Sei

Coa(f)
= : 6.45
P o) (6.45)
Dann gilt fiir alle € € (0, eqal) und alle a € (0, avp):
Cor(f)ael < Co(f)al.
Das Supremum von
min {Czl(f)aTd C22(f)042)\412}
wird fiir
€0 = min {1 C21(f)}
" Coa(f)
bei ”
N Coi(f) g\ 1/5
A= <O22(f) <al> Ve € (0,g0al) Ya € (0, a) (6.46)
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

angenommen und wir erhalten die untere Schranke
021(f)4/5022(f)1/5066/5€4/5l6/5 < E2 Ve € (O, EQOJZ) Va € (0, Oég). (647)

Fazit: Beide Fille konnten mit der Wahl A = A (ﬁ)l/ ° abgearbeitet werden. Bis auf
Konstanten haben wir die untere Schranke a%°¢%/°15/> < E, zeigen kénnen. Was die
Konstanten angeht, so muss man nun in beiden Féllen die Konstanten tiber die Wahl von

f optimieren, anschliefsend nehmen wir die kleinste aus beiden Féllen. Das beendet den
Beweis. ]
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6.2 Der Fall h < |

Q Q

S ])\h Q S [)\h

0 0

0 l 0 W l

Abbildung 6.8: Energiepartitionierung: Es werden solche Streifen und Quadrate lokali-
siert, wo die elastische Energie und die Oberflachenenergie durch densel-
ben Energieanteil abgeschétzt werden konnen. Tatsdchlich wird mit der
Energiepartitionierung der Parameter € aus £ herausgefiltert.

6.2 Der Fall h <

Wir gehen hier genau so vor wie im Fall A = [. Viele der hier aufgefiihrten Aussagen
konnen analog wie im Fall A = [ bewiesen werden. Die Kernstruktur des Beweises der
unteren Schranke ist in Abbildung 6.10 zu sehen.

6.2.1 Energiepartitionierung

Lemma 6.13 (Energiepartitionierung). Seien u, 2, [, o, €, Ky und Ey wie in Theorem
2. Zu jedem \ € (0,1) gibt es einen Streifen S := (0,1) x I C Q, wobei I C (0,h) ein
offenes Intervall mit H'(I) = \h ist, ein offenes Quadrat Q C S, wobei L2(Q) = A\?h?,

so dass

/dist2(Du(x,y),K2)dxdy —i—e/ |D?u| < 2A\E,, (6.48)
s s

und
h
/dist2(Du(x,y),K2)dxdy +a/ |D?u| < 47>\2E2. (6.49)
Q Q

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 6.1. Wir miissen nur bertick-
sichtigen, dass es in S diesmal |(I/hA)| Quadrate gibt. O
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2
6.2.2 Energetische Interaktion

Lemma 6.14 (BV -Poincarésche Lokalisierung einer festen K-Matrix). Seien u, Q, h, [,
e und Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und Q wie in der Energiepartitionierung
(6.49). Dann gibt es ein F' € Ky und eine Konstante cp > 0, so dass

)\3h2 ) h3/2 12
/Q |Du(z,y) — F|dzdy < 8cp = Es 42X WEZ : (6.50)
Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 6.2. [

Lemma 6.15 (W !-Poincarésche Lokalisierung). Seien u, 2, I, € und E,, wie in Theorem
2. Seien X € (0,1) und Q wie in der Energiepartitionierung (6.49). Seien F und cp wie
in Lemma 6.14. Dann gibt es eine Konstante cp > 0 und ein Vektor a € R?, so dass

/Q u(x,y)—F(z") —a

Beweis. Sei () wie in der Energiepartitionierung und F' wie in Lemma 6.14. Wegen der
Poincaréschen Ungleichung gibt es eine Konstante ¢ > 0 und einen Vektor a € R?, so

47,3 1/2

h
B+ 4c’P>\3mE21/2. (6.51)

A
drdy < 16cpcp

dass
x Oyus(x,y) Fy
o o </ 182 4, _
/Q u(z,y) — F (y) a| dedy < cP)\l/Q (32u2(x,y)) (F22) dxdy. (6.52)
Auf der rechten Seite von (6.52) wenden wir Lemma 6.14 an. O
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6.2 Der Fall h < |

U1(l,y) =1

h
0= Ul(o,y) Ul(x,y)
® L
0
0

l

T l
lui(z,y) — x| < / dist (Du(s,y), K;) ds + / dist (Du(s,y), K;) ds
J0 Jx

Abbildung 6.9: Aussage von Lemma 6.16.

6.2.3 Rigiditat der ersten Komponente des Vektors u

Das néchste Lemma haben wir schon mehrmals gesehen.

Lemma 6.16 (Punktweise Rigiditét). Seien u, Q und Ky wie in Theorem 2. Dann gilt

!
lup (z,y) — x| < / dist(Du(s,y), K2)ds V(z,y) € Q.
0

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 4.5. In der Bemerkung nach
Lemma 4.5 sind wir schon auf den Beweis von Lemma 6.16 eingegangen. O]
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2
6.2.4 Die o%/5-Skalierung

Einige Hilfsabschitzungen

Lemma 6.17. Seien u, Q, h, | und Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S wie in
der Energiepartitionierung (6.48). Dann gilt

/ lug (z,y) — x| dedy < 22 \P2R\ 22,
S
Beweis. Das folgt mit der Holderschen Ungleichung und Lemma 6.13 aus Lemma 6.16.

]

Lemma 6.18. Seien u, Q, h, | und Es wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S wie in
der Energiepartitionierung (6.48). Dann gilt

/ |Ovuy (z,y) — 1| dedy < 23/2)\l1/2h1/2E;/2.
S

Beweis. Wir betrachten die Zerlegung
dur(z,y) — 1= (O (z,y) — 1>+ — (O (z,y) — 1),
wobei

(Orur(z,y) —1)" := max {dyu1 (2, y) — 1,0},
(Ouy(z,y) — 1) := max {—(01uy(z,y) — 1),0}.

Wegen u;(0,y) =0 Vy € [0,h] und uy(l,y) =1 Vy € [0, h] ist

/0 (run(z,y) — 1) dx:/o (Orun(z,y) — 1) dz ¥y € [0, h].

Damit erhalten wir zunéachst
! !
/ Oz, y) — 1| de < 2/ (Orur(z,y) — 1) dz Yy € [0, h]. (6.53)
0 0

Da |Fei| =1 fur alle F € K, gilt

|O1u(z,y)| < 14 dist(Du(x,y), Ks) V(z,y) € Q.
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6.2 Der Fall h < 1

/I(F22 1) f(y) dll

‘ [ 0sus(s0.0) - Fa(@) 70 du o) - 1) £0) dy\

i l

[ 0utan,) - F@) 1) |/ eten) = iy

l 1
I
1
4

Wl - [ 1Dutz0.) - F(@) dy '// Drus(s, ) (y) dsdy

I

Lemma 6.14

¥
[ oo anunton ) dsdy

1J0

0
/ / oD adus(s,y) f (y) dsdy
1J0

dﬂtg (s,y) dady‘ ’// 02u1 (s,v) y) dsdy // (Dou1(s,y) }‘(u dsdy‘
[ dist(Du(s, ). Kol )] dcy [Lastouts ki lastr | [ [ s -5 ) dsa
JS JS
17112 (s) - | dist (Du, K2)| L2 sy [ |z2(s) - || dist(Du, K2)l[L2(s) Lemma 6.2

Abbildung 6.10: Die Kernstruktur des Beweises der unteren Schranke. Die orangen Bau-
steine liefern die gewiinschte untere Schranke ca®°e*/°hl'/>. Die gelben

1/5
Bausteine erhalten das gesuchte A = A (514 > . Den roten Weg kennen

wir schon aus der oberen Schranke. Auch diesmal werden wir die richtigen
Skalierungen nur dadurch erhalten, dass wir erneut von dyus iiber 0jus
und Oyu; nach du; gehen. Uber den blauen Weg werden am Ende die
richtigen Skalierungen von A erzeugt. Die Hauptschwierigkeit im Beweis
liegt in der Abschitzung von [, [ dius(s,y) dsdy. Die a/-Skalierung
der unteren Schranke wird auf diesem Weg erzeugt.
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

Hieraus folgt
Orur(z,y) — 1 < |Oyuy(z,y)| — 1 < dist(Du(x,y), Ko) Y(z,y) € Q.
Dann gilt
(Oyui(x,y) — 1)+ = max {Oyu1(x,y) — 1,0} < dist(Du(z,y), K2) V(z,y) € .

Diese Abschétzung verbessert (6.53) zu
! !
Wur(x,y) — r < st(Du(z,y), Ko) dx.
0 1|d 2 [ dist(D Ky)d
0 0
Wegen (6.48) aus Lemma 6.13 erhalten wir
/ [Orus (@, y) — 1] dady < 2v/eN202 By,
S
[

Lemma 6.19. Seien u, 2, h, | und Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S wie in
der Energiepartitionierung (6.48). Sei T € (0,00). Dann gilt

8T+6 A

/|81uQ z,y)| dedy < V6y/TAM + ——— VR /2E2.

Beweis. Da wir nur die Randdaten von u; bei

0= /s (Oyuy(z,y) — 1) dedy

verwenden, ist der Beweis anaolg zu dem Beweis von Lemma 4.11 aus Kapitel 4. [l

Lemma 6.20. Seien u, Q, h, | und Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S :=
(0,1) x I C Q wie in der Energiepartitionierung (6.48). Dann gibt es ein xy € (0,1), so

dass
8 +6 A

/|81U2 20, 9)| dy < VB6y/TAh + ——— \/6 3/2lE2

Beweis. Das folgt mit Fubini aus Lemma 6.19. O]
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6.2 Der Fall h <[
Gute Energieanteile

Lemma 6.21 (Abschitzung des guten Energieanteils - Version 1). Seien u, €, h, [,
a, € und Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S := (0,1) x I C Q wie in der
Energiepartitionierung (6.48). Sei f € C&(I). Dann gilt

/S (s (. 9) — ) ()] dedy < P72 f]] 52 VIVAEL™,

Beweis. Das folgt aus dem Beweis von Lemma 6.16, denn dort steht diesmal

[ (w2 y) — 2) F()] < / 1 ()] dist(Du(s, y), Kz) ds.

Daher

/S | (ua(y) — ) £(9)] dyde < 2] flla \/ / dist?(Du(s, ), Ky) dsdy.

Wegen (6.48) folgt die Behauptung. O

Lemma 6.22 (Abschitzung des guten Energieanteils - Version 2). Seien u, ), h, [,
a, € und Ey wie in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S := (0,1) x I C Q wie in der
Energiepartitionierung (6.48). Sei f € CZ(I). Dann gilt

[ 1@ue.9) = 1) F0)] dody < 27 7|12 VEVAES,
S
Beweis. Das ist analog zu Lemma 6.18. [

Schlechte Energieanteile

Lemma 6.23 (Abschétzung des schlechten Energiecanteils). Seien u, 2, h, | und Ey wie
in Theorem 2. Seien A € (0,1) und S := (0,1) x I C Q wie in der Energiepartitionierung
(6.48). Sei f € CF(I). Dann gibt es ein xo € (0,1), so dass

8T +6 A
/I\ (Orua(z0,y)) f(y) dy < o HfHLoo(l) (\/6\/;)‘h - %mEz)

+ 3V 2y VAT + VRl V) B,

171



6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

Beweis. Das folgt aus dem Beweis des néchsten, wichtigen Lemmas. [l

Das Hauptlemma fiir die a%/°-Skalierung

Lemma 6.24 (CZ-Energietransport). Seien u, Q, h, |, a, € und Ey wie in Theorem 2.
Seien A € (0,1) und S = (0,1) x I C Q wie in der Energiepartitionierung (6.48). Sei
feCx(I). Dann gibt es ein xo € (0,1), so dass

[ ) = ) 56 dy\

I

8T +6 A

+ (V22 VA + 2V 21 |2y VA2 By,

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 6.12. Wir schitzen diesmal
T mit Hilfe von Lemma 6.21 wie folgt ab:

Ty < (24 Q)| fll 2y V2VNEY? + || /|| 20 V2V NP2 By
Der Ausdruck Ts wird mit Hilfe von Lemma 6.23 wie folgt abgeschéatzt:

8T4+6 A
T, < a (wémhz ; Wm&) 1 llies -

Eine Zusammenfassung der Summanden in 7} + 75 ergibt zunéchst

/(uQ(Io,y) —y) fy) dy'

I
87 +6 A
<a (\/6\/F>\hl + WMEQ) S oo ry

+ (@4 ) V2l VAL + VRIS Nl VAP2) By,

Wegen « € (0,1) schitzen wir 2 + « durch 3 ab. Hieraus folgt die Behauptung. [
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6.2 Der Fall h < |
f(y)

h ~_

% ~t
Ah

L
T
Ah A Y

o=
[SM1\)

Abbildung 6.11: Ein Beispiel fiir die Hilfsfunktion f in Schritt 2, falls I = (0, Ah) ist.

6.2.5 Die untere Schranke von Theorem 2

In diesem Abschnitt zeigen wir die untere Schranke in Theorem 2:

Theorem (Die untere Schranke von Theorem 2 im Fall h < [). Seien Q, h, [, Ey wie in
Theorem 2. Dann gibt es drei Konstanten ¢ >0, o € (0,1), €9 > 0, die alle nicht von «,
e, h und | abhdingen, so dass gilt:

ca®PePRIME < By Va € (0,a0) Ve € (0,g00h®/14).

elt
ah®

A > 0 eine Konstante, die nicht von «, €, h und [ abhéngt. Thre genauere Form ist
unwichtig, da es uns nur um die Skalierungen geht. Der Beweis ist analog zu der Version
aus dem Fall A = [.

5
Beweis. Wir werden zeigen, dass hier die Wahl A = A ( optimal ist. Dabei ist

Schritt 1: Energiepartitionierung. Wir wenden zunéchst Lemma 6.13 an, um ¢ aus
&> heraus zu filtern.

Schritt 2: Interaktion zwischen elastischer Energie und Oberflichenenergie.
Dann wenden wir Lemma 6.14 an, um das ¢ wieder ins Spiel zu bringen. Seien @) :=
(q,q+ Ah) X (Yo, Yo+ Ah) und F' = F(Q) wie im Lemma 6.14. Je nachdem, ob F' = R(¢)A
oder F' = R(¢)B ist, wobei R(¢) € SO(2) ist, kénnen wir schreiben:

|Foy — 1| = |cos(¢) — 1 £ avcos(9)].

Entweder ist |Fy; — 1| > § oder |Fy; — 1| < §. Wir spalten den Beweis nun in zwei Teile
auf.

Fall 1: |F22 — 1| 2 %.

Schritt 1: Auswahl eines speziellen Segments. Sei I := (yo,%0 + Ah). Ausgehend
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2
von Lemma 6.14 wéhlen wir ein xy € [0,1] so aus, dass (zg,y) € @ Vy € I und

A2h h1/2
/\Du 70,y) = Fldy < Scp™ By + ZAWEW (6.54)

An dieser Stelle muss die weitere Strategie anders aussehen als im Fall K. Der folgende
Weg fiihrt zum Erfolg.

Schritt 2: Auswahl einer guten Stérung. Sei f € C*([,[0,1]), so dass f(y) =
f'(y) =0 fiir y € 0. Dann gilt einerseits

A2h R 1
i |(Du(xo,y) — F)f(y)|dy < 8CP_ZE2 + 22— e E, (6.55)

und andererseits )
sall o <| [~ 070 . (650
I

Schritt 3: Energietransport. Um (6.55) und (6.56) zu kombinieren, gehen wir so vor:

sl <| [t - Fa@) ) | +
1

[antros) =150 dy\

I

< / ((Dulo.y) — F(Q)) ()| dy +

/(Uz(l’o,y) —y) f'(y) dy‘ :

1

Wegen Lemma 6.24 und (6.30) gilt

1
§Oé||f\|L1(I)
)\Qh h1/2
< 8ep ™ 11y B2 + 21l A B2
87+6 >\ (6.57)
/ T

+ (Muf'mw + \/§Hf”HL2<I>\/Xl‘°’/2) By,

Schritt 4: Uberpriifung der Skalierungen. Wir betrachten zunicht nur || f||z1 ;) =~
M gy 2 L ey & BT, 1 F 2y & (AR)™Y2 und ([ £7]|r20y & (AR) 732,

Wir wahlen bei 7 = 7 (/\5—22)2/ ? die Konstante To > 0 so, dass

1
sollflla —a 1/l oo () VEV/TAR > 0
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6.2 Der Fall h < |

gilt. Dabei soll 7y unabhéangig von «, €, h und [ sein. Wir ignorieren zunéchst die vielen
Konstanten in (6.57) und betrachten in diesem Schritt nur

A2h W2 L Nh 1P
Oé)\h< ol E2+)\ll/2E +OZ—ZE2 )\W

Wegen A € (0,1), @ € (0,1) und h <[ kénnen wir (6.58) vereinfachen zu

E)?. (6.58)

A2h 1 13/2
oM< By + —— B

- N (6.59)

Einer der zwei Terme auf der rechten Seite ist der Grofite. Insbesondere gilt

min{ofl 2)\4? }SEZ,

Das Supremum von

l h?
sup min {%7 a2)\4—3}
A€(0,1) A l
1/5
wird bei A ~ (;ﬁj) angenommen. Damit hitten wir tatsichlich a%°*/5hl'/5 < F,.

Schritt 5: Bestimmung von oy und &,. Wir gehen zuriick nach (6.57). Seien

co(f) = [fllrry/(AR),

a(f) = |f||L°°(I)’
C2(f) =
es(f') = [1£|l 2 VAR,

|
|
11 oo
) :
ca(f") = 11" |2y (ALY,

Wegen h <, A € (0,1) und

h1/2 l1/2 1 13/2 1 l3/2
m“{%w’mmen}ZXﬁﬁ
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

betrachten wir statt (6.57) die folgende Abschétzung:

(Gl = 11l VOVT)

8 +6 ael A2h
< (80P+ NG 73/2h)\2) ol cs(f') B (6.60)
/ " 1 l i 1/2
Einer der zwei Terme auf der rechten Seite ist der Grofte. Insbesondere gilt
, ael h?
min {Cl(f)T, Cg(f)a2)\4l—3} S EQ, (661)

wobel

8746 ael
8cp + V6 737212

2 (2e1(f) + 3v2¢3(f") + V2ea(f7))
(SCP + 87\7%6%)
1(261(f) + 3v2es(f1) + V2ea(f7)’

Ci(f) <
(6.62)

Co(f) <

Die rechte Seite kann so abgeschitzt werden, dass dort keine Abhéngigkeiten in «, ¢, [
und h mehr sind. Sei
_Oy()

0= G ) (6.63)

dann gilt fiir alle € € (o) und alle a € (0, ag)

Ci(f)ael < Cg(f)az—.

Wir wollen nun l .
sup min{Cl(f)%,C’g(f)a%\zl—}
A€(0,1)

bestimmen. Das Supremum wird fiir

)
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6.2 Der Fall h < |

bei
CUHNY® (et P 15
A= <Cz(f) ahd vee (anl—4) Vo € (0, a0) (6.64)
angenommen und wir erhalten die untere Schranke
ho
CL(f)PCs(f)PaPet PRI < By Ve € (soay) Yo € (0, a0). (6.65)

Fall 2: |F22 - 1| < %.
Es gibt dann ein ¢ € R, so dass

Fas € {(1 — ) cos(o), (1 + a)cos(¢)}.

Wenn Fy = (1 — «) cos(¢) wire, dann wére

2—« a+ 2

|F22 - 1| < % <~ m < COS(¢) und COS(¢) < m

ein Widerspruch zu —1 < cos(¢) < 1. Daher gilt
‘FQQ — 1‘ < % — F22 = (1 + Oé) COS(¢).

Die Losungsmenge ® = {¢p € R: [Foo() — 1| <2} von |Fp — 1] < 2 ldsst sich fiir
a € (0,1) schreiben als

«

O =217+ {(b € R: arccos (ﬁ) < |¢| < arccos (%) } :

Wegen a € (0,1) gilt

(IDCQWZ—l—{tGR: O<t<g}.
Daher ist sin(¢) € [0, 1] fiir alle ¢ € ®.

« 2 -« a+2
Foo — 1| < = s — < < —
P =1 < 5 2t <@ <3aa

Deshalb gibt es zwei Konstanten 0 < by < by, so dass

®C2rZ+{p ER: bpva < |¢| < by/a}.

Betrachte nun ¢ € ®, dann gilt

% < (1 + «)cos(¢) — 1 +sgn(¢)sin(¢)| Vo € O.
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

Dabher ist % < ‘FQQ -1+ Sgn(F21>F21’.
Daraus folgt fir f € C*°(1,[0,00)) mit f(y) = f'(y) =0 fiir y € 0I

1
S (f) < /(F22 — 1 +sgn(¢)F2) f(y) dy| , (6.66)
I
wobei co(f) := || f||z1(n)/(Ah). Sei g € [0,1], so dass
A2h hl/?
[ 1Dutens) - F@Idy < 8¢, B+ 2075 B (6.67)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir aus (6.66)

1
5&)\h00(f) <Ti+To+T13+ T4, (668)

wobel

T, = /(F22 — 62uQ(xg,y)) dy‘ HfHLOO(I) )
I

1= | [ (@uslens) - 1) 10 dy] _

/I(UQ(Say) —y) f'(y) dy|,

15 .= /(F12 — Orus(zo,y) dy‘ HfHLoo(I

Ty = /81U2 To, Y )dy’

Die Terme T; und T3 werden einfach durch (6.67) abgeschétzt. T, wurde schon in Lem-
ma 6.24 und 7 in Lemma 6.23 untersucht. Wir erhalten

Mh hi/2
T+ Ty < | llieqs <160p s E1/2> |

, 8T +6 A
TQ S Oé||f ||L°° (\/_\/—/\hl+ \/6 /2E2)

+ (3V2IL N2y VN + VRIS 2y V) B,
8T+6 A
Ty < o|fll gy (f\mz ~75 R )
+ (3VEIS 2 VAT + VI 2y V) B3,
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6.2 Der Fall h < 1

Wir gehen zuriick zu (6.68). Seien
a(f) = ||f||L°°(I)7

ca(f) :||f||L2(1)/\/E7
es(f) = 1l ooy (AR), (6.69)
ca(f)) = |||l 2y VAR,

) :
cs(f") == 1" |2y (AR)*2.
Wegen h <1, A € (0,1) und

h1/2 l1/2 1 l3/2 1 l3/2
max {A 1172 pi2’ XhS/Q} O\ PR32

ist
(eIt = 1F iy VOV 11l VBV

811 +6 ael 8y +6 asl ) AN
V6 Tlg/QhQ V6 723/2h2 l e

, . , 1/ 1\*? 1/2
+<2¢§cc1(f>+3ﬁ(f:4<f>+Cz<f>>+ﬁ(%(f >+C4(f>)>X(E) e

+ci(f)

2

< (1601301(]”) + c3(f")

Einer der zwei Terme auf der rechten Seite in (6.69) ist der Grofte. Insbesondere erhalten
wir
ael

5
min {Cl(f)T, Cg(f)a2A4l;—3} < B,

wobel
Leol o = || ey VOV = 1]l gy VBT
2 (16eper(1) e 7) 288 28 + ()50 5 )
(360(Parh = 1 llumiry VBV = 1 fllsiry VE7)
4(2v/2cer (1) + 3v2er (1) + eal ) + VEes(f) + eal )

Auch hier kann die rechte Seite so abgeschétzt werden, dass dort keine Abhéngigkeiten in
«, €, h und [ mehr sind. Sei
Gy

AN

Ci(f) <

(6.70)

(6.71)
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6 Beweis der unteren Schranke von Theorem 2

5

Dann gilt fiir alle € € (0, 600/;—4) und alle a € (0, ayp):

2h5
1—3.

Ci(f)ael < Cy(f)a

Das Supremum von

_ ael h?
min {Cl(f)Tv Cz(f)a2>\4l—3}
wird fiir o)
€o:=min4q 1, 2 }
" { Ci(f)
bei 1/5 1/5
Cl (f) €l4 h5
_ = — 72
A (Cz(f) " VEG(O,soal4)‘v’a€(0,a0) (6.72)
angenommen und wir erhalten die untere Schranke
h5
CL(f)PCo())YVPaSPePhIM® < By Ve e (0, 20077) Yo € (0, ). (6.73)

L\ 1/5
Fazit: In beiden Féllen fithrte die Wahl A = A ( el > zum Erfolg. Bis auf Konstanten

ah®
haben wir eine untere Schranke der Form a%°¢*5hi'/5 < E, gezeigt. Die Konstanten
kénnen noch wie im Fall h = [ behandelt werden. Das beendet den Beweis. O]
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7 Der Fall h > in Theorem 2

Zum Abschluss zeigen wir noch den Fall h > [ von Theorem 2.

Die obere Schranke. Eine obere Schranke ist schnell gefunden, denn wir wenden den
Fall h = [ genau |h/l]-mal an. Bis auf Konstanten folgt sofort

Ey < aSPePhIM® We(0,g0al) Ya € (0, ap).

Die untere Schranke. Im Gegensatz zu K; mussten wir bei der unteren Schranke im
Fall K3 nicht die Randdaten von u in es-Richtung anwenden. Das hat zur Folge, dass wir
jetzt blockweise argumentieren diirfen. Wir wenden den Fall h = [ jetzt genau |h/l] an.
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