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Zusammenfassung

Einer der bemerkenswertesten Aspekte der Bose-Einstein-Kondensation ist die na-
tiirliche Ausprigung von Korrelationen und langreichweitiger Ordnung in einem Sys-
tem, welches sich im thermischen Gleichgewicht befindet. Insbesondere gilt dies auch
fiir das ideale Bose-Gas, in welchem sich im kondensierten Bereich bei Messung
der Phase - beispielsweise in einem Interferenzexperiment - Kohérenz ohne jegliche
Wechselwirkung zwischen den Gasteilchen ausbreitet. Dies steht im Gegensatz zu
den meisten anderen Phaseniibergéngen, die ihrerseits eine Wechselwirkung zwischen
den Teilchen verlangen, wie z.B. beim Ubergang zum Ferromagnetismus. Das Auftre-
ten der makroskopischen Phase des Bose-Einstein-Kondensats ldsst mit dem Begriff
der spontanen Symmetriebrechung erkléaren, einem Phinomen, das seinerseits keine
Wechselwirkung erfordert. Viele experimentell untersuchte Bose-Gase, auch atoma-
re Gase, sind jedoch aufgrund ihrer endlichen Wechselwirkung weit vom Szenario
des idealen Gases entfernt. Zur Realisierung von Bose-Einstein-Kondensaten in ver-
diinnten, atomaren Gasen werden daher aufwendige Kiihlverfahren eingesetzt, die
die Temperatur bis in den Nanokelvin-Bereich absenken.

Das vielleicht allgegenwiértigste ideale Bose-Gas im thermischen Gleichgewicht ist die
Schwarzkorperstrahlung. Die Strahlungsleistung héngt hier jedoch von der Tempera-
tur des Hohlraums ab, und das Photonengas verschwindet beim Abkiihlen und keine
Bose-Einstein-Kondensation findet statt. Mogliche teilchenzahlerhaltende Therma-
lisierungsprozesse fiir Photonen sind durch Photon-Photon-Stofe in einem nichtli-
nearen Medium denkbar, andere Experimente basieren auf der Coulomb-Wechselwir-
kung zwischen Licht-Materie-Quasiteilchen, sogenannten Exziton-Polaritonen.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind Untersuchungen der Dynamik und zeitli-
chen Intensitats- und Phasenkorrelationen eines Bose-Einstein-kondensierten zweidi-
mensionalen Photonengases in einem optischen Farbstoff-Mikroresonator. Die Ther-
malisierung der Photonen erfolgt in gewissem Sinne dhnlich zur Schwarzkorperstrah-
lung: Absorptions- und Reemissionsprozesse stellen eine thermische Kopplung des
Lichts an ein Warmebad und Teilchenreservoir bestehend aus Farbstoffmolekiilen
bei Raumtemperatur her. Anders als beim Schwarzkorperstrahler ist die Dynamik
der Photonen im Mikroresonator jedoch auf ihre transversalen Freiheitsgrade be-
schrankt, sodass die Photonenenergien im optischen Spektralbereich thermisch iiber
die transversale Modenstruktur des Resonators verteilt werden. Die Energie-Impuls-



Relation der Photonen zeigt zudem eine formale Analogie mit der Dispersionsrelati-
on eines zweidimensionalen massiven Bose-Gases, das in einem harmonischen Fallen-
potential eingesperrt ist. Im Farbstoff-Mikroresonator lassen sich Temperatur und
chemisches Potential des zweidimensionalen Photonengases unabhéngig voneinan-
der einstellen. Oberhalb einer kritischen Photonenzahl kommt es zur Bose-Einstein-
Kondensation mit einer makroskopischen Besetzung des Grundzustands.

In einem ersten Schritt wurde die Thermalisierungsdynamik der Photonen an dem
molekularen Warmebad durch zeitaufgeloste Messungen der optischen Frequenzver-
teilung im Mikroresonator, sowie einer rdumlichen Relaxierung der Photonen ins
Fallenzentrum nachgewiesen. Ist der thermische Kontakt zu den Farbstoffmolekii-
len hinreichend stark, formiert sich das Photonengas innerhalb seiner Lebensdauer
im Resonator zu einer thermischen Verteilung (Bose-Einstein-Verteilung). Oberhalb
einer kritischen optischen Leistung kann auf diese Weise die Thermalisierung eines
zundchst laserartigen, nicht-stationdren Wellenpakets fernab des Gleichgewichts hin
zu einem Bose-Einstein-Kondensat im energetisch niedrigsten Eigenzustand des har-
monischen Potentials im Fallenzentrum festgestellt werden.

Zentrales Thema der vorliegenden Arbeit sind Messungen zur Physik der Teil-
chenzahlfluktuationen und der Phasenkohérenz eines Bose-Einstein-Kondensats aus
Licht im grofskanonischen statistischen Ensemble. Die Kopplung des Photonenga-
ses an das Reservoir aus Farbstoffmolekiilen lasst neben dem Austausch von Ener-
gie auch effektiven Teilchenaustausch zu, was durch das grofskanonische Ensemble
beschrieben werden kann. Damit verbunden ist eine erwartete Anderung der Teil-
chenzahlstatistik des Kondensats. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit konnte die
Kopplung an das Teilchenreservoir experimentell bestétigt werden und erstmals eine
Bose-Einstein-Kondensation im grofkanonischen statistischen Ensemble beobach-
tet werden. Dazu wurden die zeitlichen Intensitédtskorrelationen des Bose-Einstein-
kondensierten Grundzustandes in einem Hanbury Brown-Twiss-Aufbau studiert, und
die zugehorigen statistischen Fluktuationen direkt nachgewiesen. Weiterhin konnte
die zeitliche Kohérenz der Kondensatphase durch Heterodyn-Interferometrie mit
einem lokalen Laseroszillator verifiziert werden. Im groftkanonischen Bereich offen-
baren sich diskrete Phasenspriinge in der Wellenfunktion, anhand derer die spon-
tane Symmetriebrechung bei der Kondensation in situ verfolgt werden konnte. Die
zufillige Verteilung der Phasenwinkel demonstriert die volle U(1)-Symmetrie des
Hamilton-Operators. Die Evidenzen fiir Thermalisierung und Phasenkohéirenz las-
sen den Schluss zu, dass es sich bei der Bose-Einstein-Kondensation von Licht um
einen Gleichgewichtsphaseniibergang eines idealen Bose-Gases handelt, bei welchem
die Symmetrie des Systems spontan gebrochen wird. Die Resultate verdeutlichen,
dass Bose-Einstein-Kondensation - im Gegensatz zum konventionell definierten La-
ser - keine Kohérenz zweiter Ordnung impliziert.
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Kapitel 1

Einleitung

Licht bildet eine Schnittstelle bei der Wechselwirkung von Materie und stellt mit
dem Photon, dem Quant des Lichtfeldes, als Informationsiibermittler in vielerlei
Hinsicht ein allgegenwartiges physikalisches Teilchen im Alltag des Menschen dar.
Das Photon ist iiberdies als bosonisches Elementarteilchen des Standardmodells ein
fundamentaler Baustein fiir unser heutiges Verstéandnis der Natur [1].

Ein Gas aus Photonen kann aufgrund der (nahezu) verschwindenden Photon-Photon-
Wechselwirkung als ideales Bose-Gas aufgefasst werden. Im thermodynamischen
Gleichgewicht unterhalb einer kritischen Temperatur fiihrt die Quantennatur der
Teilchen im idealen massiven Bose-Gas dazu, dass das Gas einen Phaseniibergang
zu einem Bose-Einstein-Kondensat vollzieht [2-4]. Eine effektive, von Null verschie-
dene Masse fiir ein Gas aus Licht kann durch Einschluss in einen Mikroresonator
erreicht werden. Ein makroskopischer Anteil der Gasteilchen akkumuliert dann im
Grundzustand des Systems, womit sie durch ein- und dieselbe Wellenfunktion be-
schrieben werden und ihre urspriingliche Individualitit verlieren. Die Uniformitéat
des Bose-FEinstein-Kondensats manifestiert sich in der langreichweitigen Ordnung des
Systems, d.h. es kommt zur Auspragung von Phasenkohérenz in Raum und Zeit [5].
Die Interferenzfahigkeit ist eng mit einer spontanen Symmetriebrechung verkniipft,
die sich beim Phaseniibergang fiir ein nicht perfekt von der Umgebung abgeschirm-
tes Bose-Gas ereignet |6, 7|: bei der Bose-Einstein-Kondensation wird die Phase der
Wellenfunktion des Kondensats trotz der Invarianz des Hamilton-Operators (bzw.
der Energie) unter Eichtransformationen der Wellenfunktion spontan festgelegt.

Die zeitlichen und rdumlichen Korrelationen in der Dichte bzw. Intensitat des Kon-
densats werden mafgeblich durch das statistische Ensemble beeinflusst, in dem sich
das Bose-Gas befindet [4]. Die Berechnung der mittleren spektralen Besetzungszah-
len des Bose-Einstein-kondensierten Gases basiert iiblicherweise auf dem grofska-
nonische Ensemble, in dem das Bose-Gas an ein Warmebad und Teilchenreservoir
koppelt. Ersteres reguliert die Temperatur, letzteres stellt das chemische Potenti-
al des Quantengases ein und resultiert in starken, statistischen Fluktuationen der



Teilchenzahl jedes Eigenzustandes. Fiir das makroskopisch besetzte Bose-Einstein-
Kondensat werden die Schwankungen absolut gesehen besonders grofs und fiihren
zur Grofkanonischen Fluktuationskatastrophe des Gesamtsystems [8, 9]. Demge-
geniiber weist das kanonische Ensemble mit festgelegter Teilchenzahl die Dampfung
von Teilchenzahlfluktuationen auf, welches im Bose-Einstein-Kondensat die Ausbil-
dung von Kohérenz zweiter Ordnung bewirkt.

Die erste experimentelle Beobachtung einer Bose-Einstein-Kondensation wurde in
Quantengasen aus Alkaliatomen realisiert, nachdem sie mit aufwendigen Kiihltechni-
ken bis zu Temperaturen im Nanokelvin-Bereich abgekiihlt worden waren [10-14]. In
weiteren Arbeiten wurden Bose-Einstein-Kondensate von Mischzustédnden aus Licht
und Materie, sogenannten Exziton-Polaritonen, in Halbleiter-Mikroresonatoren be-
obachtet [15-18|. Interessanterweise zeigen Photonen der Schwarzkorperstrahlung
keine Bose-Einstein-Kondensation, da Photonen bei tiefen Temperaturen in den
Wiénden des Hohlraums verschwinden [19]. Experimentell gelang es dennoch im
Rahmen einer fritheren Dissertation (Jan Klérs) [20], ein Bose-Einstein-Kondensat
von Photonen in einem mit einer Farbstofflosung gefiillten, optischen Mikroresona-
tor zu beobachten [21-23].

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit gelang es zunéchst, die Thermalisierungsdyna-
mik des Photonengases im Farbstoff-Mikroresonator-System zeitaufgelost zu verfol-
gen. Dadurch konnte nachgewiesen werden, dass der Thermalisierungsmechanismus
des Lichts iiber die Kopplung an das molekulare Wéarmebad erfolgt und das Photo-
nengas bereits nach etwa einem Absorptions-Reemissions-Zyklus thermisch verteilt
ist. Dariiber hinaus erlaubte die Messung der Photonenkinetik die Beobachtung ei-
nes Ubergangs von laserartiger Dynamik, bei der Photonen den Resonator aufgrund
von Verlusten in einem nicht-thermischen Zustand verlassen, bis hin zu einem Bose-
Einstein-Kondensat fiir den Fall, dass die Photonen hinreichend lange im Resonator
gespeichert sind, dass sie eine thermische Gleichgewichtsverteilung annehmen. Den
Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit bilden Messungen der Teilchenzahlfluktuatio-
nen und Phasenkohérenz von Lichtkondensaten. Hierbei gelang der erstmalige Nach-
weis eines Bose-Einstein-Kondensats im grofskanonischen statistischen Ensemble. Er
erfolgte iiber eine Studie der Intensitédtskorrelationen eines an ein Teilchenreservoir
gekoppelten Bose-Einstein-Kondensats, welche von den Korrelationen eines Bose-
Einstein-Kondensats im iiblichen (mikro-)kanonischen Ensemble abweichen. Auch
konnte die makroskopische Phasenkohérenz fiir ein solches, an ein Teilchenreservoir
gekoppeltes Bose-Einstein-Kondensat nachgewiesen werden.

Die folgenden Teile der Einleitung dieser Arbeit fithren in die Grundlagen der Bose-
Einstein-Kondensation und der Phasen- und Dichtekorrelationen im idealen Bose-
Gas ein. Weiterhin werden die Begriffe der spontanen Symmetriebrechung und der
grofkanonischen Teilchenzahlfluktuationen naher erldutert. In Kapitel 2 erfolgt eine
theoretische Einfiihrung in die statistische Physik der Bose-Einstein-Kondensation
von Licht im Farbstoff-gefiillten Mikroresonator, wihrend in Kapitel 3 die erwartete



Dynamik, Photonenstatistik und Phasenkohérenz des Photonenkondensats theore-
tisch untersucht werden. Die Experimente zur Thermalisierungsdynamik des Photo-
nengases werden in Kapitel 4 beschrieben, wihrend Kapitel 5 die Messungen zu den
Intensitatskorrelationen, und Kapitel 6 zu der Phasenkohérenz des Bose-Einstein-
Kondensats behandeln. Die Arbeit schliefst mit einem Ausblick zu moglichen, wei-
terfiihrenden Untersuchungen der in dieser Arbeit gewonnen Resultate.

1.1 Ideales Bose-Gas

Die mikroskopische statistische Beschreibung von Quantengasen unterscheidet fun-
damental zwischen zwei Klassen von Teilchen: Bosonen und Fermionen. Bosonische
Teilchen besitzen einen ganzzahligen Spin und die Vielteilchen-Wellenfunktion ei-
nes bosonischen Systems verhélt sich symmetrisch unter der Vertauschung zweier
beliebiger ununterscheidbarer Bosonen [4]. Fermionen hingegen kennzeichnen sich
durch einen halbzahligen Spin, und die Vertauschung der Koordinaten zweier Teil-
chen fiihrt hier zu einem Vorzeichenwechsel der Vielteilchen-Wellenfunktion des
fermionischen Systems. Dieses antisymmetrische Verhalten der Wellenfunktion be-
griindet das Pauli’sche Ausschlussprinzip [24], welches die Mehrfachbesetzung eines
Zustandes durch identische Fermionen verbietet. Im Gegensatz dazu diirfen sich
gleichartige Bosonen zur gleichen Zeit im selben Zustand befinden. Im Falle der
Bose-Einstein-Kondensation erlaubt dies eine makroskopischen Besetzung des Ein-
Teilchen-Grundzustandes, d.h. ein Grofsteil aller Teilchen des Bose-Gases befindet
sich zur gleichen Zeit im gleichen Zustand [2, 3.

Fiir das ideale (wechselwirkungsfreie) Bose-Gas im thermischen Gleichgewicht ergibt
sich die mittlere Besetzungszahl n eines Ein-Teilchen-Zustands der Energie € aus dem
Produkt der Entartung des jeweiligen Energieniveaus g(€) mit der Bose-Einstein-
Verteilung

_ _g(e)

nT7N<€) - e(efﬂ)/kBT N 17 (11)
wobei kg die Boltzmann-Konstante bezeichnet. Da die mittlere Anzahl der Teilchen
im Gas erhalten sein soll, wird in Gl. (1.1) das chemische Potential p eingefiihrt. Es
wird durch die Temperatur 7" und die mittlere Gesamtteilchenzahl N so festgelegt,
dass die Randbedingung

N =Y nr,e) (1.2)

erfiillt ist. Liegt der Grundzustand des Systems bei der Energie €y, wird aus Gl. (1.1)
schnell ersichtlich, dass p < €, gelten muss, damit die physikalische Bedingung
fir,.(€) > 0 gewihrleistet ist. Fiir hohe Temperaturen gilt u(N,T) < —ksT und
die Effekte der Quantenstatistik konnen vernachléssigt werden. Gl. (1.1) ist dann
naherungsweise durch die Boltzmann-Verteilung gegeben:

nr,u(e) g(e)e’(e’”)/kBT (1.3)
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In diesem klassischen Grenzfall liegt das chemische Potential weit unterhalb der
Energie des Grundzustandes p < € und die mittleren Besetzungszahlen der Ein-
Teilchen-Zustédnde sind deshalb sehr viel kleiner als die Gesamtteilchenzahl N.

1.1.1 Bose-Einstein-Kondensation

Im Fall tiefer Temperaturen bestimmt die Quantenstatistik aus Gl. (1.1) die mitt-
leren Besetzungszahlen der Energiezustdnde. Verringert man die Temperatur bei
konstant gehaltener Teilchenzahl, so wéchst das chemische Potential so lange an, bis
es aus oben genannten Griinden seinen Maximalwert p = 0 erreicht hat. Folglich
ist die mittlere Teilchenzahl in den angeregten Zustdnden mit Energie € durch den
Wert g(€)/ {exp [¢/ksT] — 1} begrenzt. Ist die Gesamtzahl der Teilchen in angereg-
ten Zustdnden kleiner als N, sammeln sich alle weiteren Bosonen im Ein-Teilchen-
Grundzustand an, dessen Besetzung beliebig grofs werden kann. Das System vollzieht
einen Phaseniibergang zu einem Bose-Einstein-Kondensat (2, 4, 25, 26].

Die kritische Temperatur 7., bei der die makroskopische Besetzung des Grundzu-
standes einsetzt, lasst sich durch Summation {iber die mittleren Besetzungszah-
len aller angeregten Ein-Teilchen-Energieniveaus Nex = Y. 77, u—0(€) bestimmen.
Wie es bei der Berechnung thermodynamischer Eigenschaften von Gasen iiblich ist,
wird hierzu die Summation iiber die Zustédnde unter Verwendung einer effektiven
Zustandsdichte g(e) durch eine Integration ersetzt, d.h. > _g(e) — [ g(e)de. Die
Energieabhéngigkeit der Zustandsdichte hangt sowohl von der Dimensionalitat des
Systems als auch von der Art des verwendeten Fallenpotentials ab und sie spielt
eine zentrale Rolle dabei, ob sich ein Bose-Einstein-Kondensat bei endlicher Tem-
peratur T, > 0 ausbilden kann [25, 27]. Im freien, homogenen System in drei Di-
mensionen ergibt sich fiir Teilchen der Masse m im Volumen V eine Zustandsdichte
g(e) = Vm/(7?h3)/me/2, wobei h das reduzierte Planck’sche Wirkungsquantum
bezeichnet. Die kritische Temperatur 7. ist implizit durch die Bedingung bestimmt,
dass sich die Gesamtanzahl aller Teilchen vollsténdig iiber angeregte Zustédnde ver-
teilen lasst

N - Nex(Tcu n = O)
/°° Vm me/2 g
€
o mh3exple/kgTt] — 1

CCR)V ( kaTc)3/2 _ (1.4)

h3 2

12

Hierbei ist der Koeffizient ((3/2) ~ 2.612 durch die Riemann’sche Zeta Funktion
((a) bestimmt. Durch Auflésen von Gl. (1.4) ergibt sich die kritische Temperatur
fiir den Fall konstant gehaltener Teilchenzahl

or (B N\
T. = o <<<3/2) V) (3d, homogen) (1.5)
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Umgekehrt ldsst sich Gl. (1.4) als kritische Teilchenzahl bei konstanter Tempera-
tur interpretieren. Um aus thermodynamischer Sicht von einem Phaseniibergang
sprechen zu konnen, muss die Kondensation bei derselben, endlichen Temperatur
T. im thermodynamischen Limes Bestand haben. Anhand von Gl. (1.5) sieht man,
dass dies im unendlich groRen System mit N,V — oo erfiillt ist, da die kritische
Temperatur selbst nur von der Relativgrofe beider Parameter, der Teilchendichte
n = N/V, abhiingt und im thermodynamischen Grenzfall unveriindert bleibt.

Um den Grad der Quantenentartung im dreidimensionalen idealen Bose-Gas zu be-
stimmen, ist es hilfreich, den Kondensatanteil einzufiithren. Bei einer Temperatur
T unterhalb der kritischen Temperatur ist die Anzahl von Teilchen in angeregten
Zustéinden N (T) durch Gl. (1.4) bestimmt. Unter Verwendung des Ausdrucks fiir
die kritische Temperatur in Gl. (1.5) und mit der Anzahl von Teilchen im Kondensat
no(T) = N — Ny (T) erhélt man schlieflich den Kondensatanteil als Funktion der
reduzierten Temperatur 7'/T;

n

]5_1—(;;)3/2. (1.6)

Ebenso wie die kritische Temperatur, hangt auch das Temperaturverhalten des Kon-
densatanteils wesentlich von der Zustandsdichte und der damit verbundenen Dimen-
sionalitit sowie den Fallenparametern des Systems ab. Das homogene, zweidimensio-
nale Bose-Gas zeigt demnach keine Bose-Einstein-Kondensation bei endlichen Tem-
peraturen. Die Zustandsdichte ist hier unabhéngig von der Energie g(¢) = Am/2mh?,
wobei A die Fliache des Systems bezeichnet, sodass die kritische Teilchenzahl diver-
giert

Am/2mh?
Ne= 2d, h 1.
/ exp(e/ksT) — 1d €= (2d, homogen) (1.7)

In der Anwesenheit eines Fallenpotentials &ndert sich die Situation aber: Die zwei-
dimensionale Zustandsdichte skaliert hier linear mit der Energie ¢ und das Integral
in Gl. (1.7) wird wieder endlich [25, 27]. In Kapitel 2 wird die statistische Physik fur
das im Rahmen der vorliegenden Arbeit untersuchte zweidimensionale, harmonisch
gefangene Bose-Gas aus Licht im Detail diskutiert.

1.1.2 Thermische Photonen

In der vorliegenden Arbeit werden die statistischen und dynamischen Eigenschaften
eines Bose-Einstein-kondensierten Photonengases in einem Mikroresonator unter-
sucht. Neben verdiinnten, schwach-wechselwirkenden atomaren Gasen stellen Pho-
tonen im thermischen Gleichgewicht eine Klasse von Bosonen dar, welche grundsétz-
lich besonders gut zur Beobachtung des Phaseniibergangs geeignet sein sollten. Dies
liegt u.a. an der technisch einfachen Zugénglichkeit und Manipulierbarkeit von Licht,
sowie der quasi-wechselwirkungsfreien Eigenschaft und (verschwindenden) Masse der
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Photonen, die zu einer hohen kritischen Temperatur fiihrt. Im Folgenden wird fiir
das wohl am besten bekannte Beispiel fiir thermisches Licht - die Schwarzkorper-
strahlung - diskutiert, warum Photonen in diesem System trotz ihres bosonischen
Charakters keine Bose-Einstein-Kondensation vollziehen.

Schwarzkorperstrahlung

Die Schwarzkorperstrahlung bezeichnet elektromagnetische Strahlung, die im ther-
mischen Gleichgewicht mit einem einhiillenden Hohlraum bei der Temperatur T
steht |3, 19]. Einerseits kann hierin Warme durch Emission von Photonen in Strah-
lungsenergie umgewandelt werden, andererseits bewirkt die Absorption von Photo-
nen in den Wénden des Resonators einen Anstieg der Warmeenergie. Die Gesamt-
zahl der Photonen unterliegt daher keiner Randbedingung zur Teilchenzahlerhaltung
wie in Gl. (1.2), entsprechend verschwindet das chemische Potential ;1 = 0 aus der
mittleren Besetzungszahl der Strahlungsmoden, vgl. Gl. (1.1). Fiir einen kubischen
Hohlraumresonator ergibt sich unter Beriicksichtigung der zweifachen Polarisati-
onsentartung die spektrale Modendichte pro Volumen g(w) = w?/(7%c?), mit der
Frequenz w = €/h und der Lichtgeschwindigkeit ¢. In Analogie zu Gl. (1.1) lautet
die mittlere spektrale Besetzungszahl pro Volumeneinheit

) W ()
AW, T) = explhw/ksT — 1]’

(1.8)

Durch Integration von Gl. (1.8) iiber alle Frequenzen lédsst sich das Temperaturver-
halten der Photonendichte herleiten

N W () _ 2€(3)ks
n—v—/o explio kT — 1 dw—mT -0 (T'—0). (1.9)

Gleichung (1.9) verdeutlicht die Nichterhaltung der Photonendichte bei Variation
der Temperatur. Bei tiefen Temperaturen nimmt deshalb auch die Photonendich-
te im System ab und es tritt keine Bose-Einstein-Kondensation von Photonen der
Schwarzkorperstrahlung in dem Grundmoden des Hohlraumes auf.

Einstein’sches Ratengleichungsmodell

Wiéhrend atomare Ensembles durch Stofe zwischen den Teilchen des Gases ins ther-
modynamische Gleichgewicht relaxieren, ist die Kontaktwechselwirkung zwischen
Photonen im Vakuum vernachlassigbar gering. Eine Betrachtung der zeitlichen Dy-
namik der Photonenzahl in den Hohlraummoden gibt Aufschluss iiber den Mecha-
nismus, der die Photonen der Schwarzkorperstrahlung ins thermische Gleichgewicht
iiberfiihrt. Die Photonenzahl dndert sich im Laufe der Zeit aufgrund von Absorption
und Emission von Photonen durch (z.B. atomare oder molekulare) Oszillatoren in
den Wanden des Hohlraumresonators, welche sich ihrerseits im thermischen Gleich-
gewicht befinden. An einem von Einstein entwickelten, phénomenologischen Modell
lasst sich der Thermalisierungsprozess veranschaulichen [28].
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Dazu betrachten wir N identische Zwei-Niveau-Systeme mit gebundenen, nicht-
entarteten Energiezustanden F,, E, und hw = FE, — E, in den Wanden des Hohl-
raumresonators bei der Temperatur 7". Die Atome konnen durch spontane und sti-
mulierte Ubergéinge Strahlung der Frequenz w mit dem Hohlraum austauschen. Fiir
die zeitliche Anderung der Besetzungswahrscheinlichkeiten von Grund- und ange-
regtem Zustand, py(t) = py bzw. pa(t) = pa, gilt

d . R
% = (A + Bn> Pa — Bn py (1.10)
dpa dpg

= —— 1.11
dt dt’ (L11)

wobei n = n(w,T') die spektrale Photonendichte bezeichnet. Die Rate fiir spontane
Emission A, sowie die Raten fiir stimulierte Absorption und Emission Bn = hwBn
sind durch die gewohnlichen Einstein-Koeffizienten A bzw. B bestimmt. Im statio-
naren Fall gleichen sich die Raten fiir Absorption und Emission gerade aus, d.h.

dpg/dt =0 (bzw. dp,/dt = 0) und folglich gilt
(A 4 BR)p, = Bap,. (1.12)

Fiir ein atomares Ensemble im thermischen Gleichgewicht,

Pa _ exp|—hw/ksT], (1.13)

DPg
erhilt man aus Gl. (1.12) die Photonendichte im stationéren Fall

A ! (1.14)
"= Bexplhw/ksT] — 1 '

Da das Verhiltnis A/B gerade die Zustandsdichte w?/(72¢%) enthlt, entspricht
Gl. (1.14) der mittlere Photonendichte, die man auch aus statistischen Betrachtun-
gen erhélt, siche Gl. (1.8). Das verschwindende chemische Potential in Gl. (1.14) re-
sultiert aus der thermischen Gleichgewichtsbedingung Gl. (1.13), welche besagt, dass
der Anregungsgrad des atomaren Mediums ausschliefslich durch thermische Energie
vorgegeben wird. Die Gln. (1.10), (1.11) und (1.12) behalten ihre Giiltigkeit jedoch
auch fiir andersartige Licht-Materie-Wechselwirkungsprozesse, wie etwa Fluoreszenz.
Bei Fluoreszenzprozessen ist die Energie des elektronischen Ubergangs (AE ~ 2 V)
typischerweise deutlich grofer als die thermische Energie (kg7 ~ 1/40 eV bei Raum-
temperatur 7" = 300 K), sodass die Anregung eines fluoreszierenden Molekiils prak-
tisch kaum durch thermische Energie erfolgen kann (~exp(—AFE/kgT) ~ 107%),
sondern ein (optisches) Photon erfordert. Durch externes, optisches Pumpen lasst
sich daher der Anregungsgrad eines molekularen Ensembles gezielt einstellen und
die resultierende Photonendichte unabhangig von der Temperatur verandern. Die
Erhaltung der Gesamtphotonenzahl wird dann durch ein nicht-verschwindendes che-
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misches Potential in Gl. (1.13) und in der stationdren Verteilung aus Gl. (1.14) ga-
rantiert. Die Prozesse, die zur Thermalisierung eines Photonengases bei Ankopplung
an ein Molekiilreservoir fithren, werden in spéiteren Kapiteln naher diskutiert.

1.2 Korrelationen und Koharenz

Bose-Einstein-Kondensate kennzeichnen sich durch die makroskopische Besetzung
eines Ein-Teilchen-Zustandes, eine Bedingung, die dem Penrose-Onsager-Kriterium
limy_,o 70/N > 0 zufolge als hinreichend fiir langreichweitige Ordnung im System
herangezogen werden kann [5]. Durch den experimentellen Fortschritt in der Manipu-
lierbarkeit von Bose-Einstein-Kondensaten in atomaren Gasen konnten verschiedene
Interferenzexperimente diese langreichweitige Ordnung |29, 30], sowie die Kohérenz
in héherer Ordnung verifizieren [31-34|. Diese Beobachtungen legen nahe, dass sich
Bose-FEinstein-Kondensate in vielerlei Hinsicht wie ein materielles Analogon zu ko-
hédrenten optischen, d.h. laserartigen, Strahlungsfeldern verhalten. Die Theorie zur
optischen Kohérenz léasst sich somit unter Verwendung von Korrelationsfunktionen
auf die Beschreibung des idealen Bose-Gases anwenden [35].

Korrelationsfunktionen und Kohéarenzgrad

Wir betrachten ein quantisiertes Feld W(r) mit » = (7,t), welches die bosonischen

'~

Vertauschungsregeln [W(r), UT(+")] = 6(r — ') und [¥(r), ¥(+')] = 0 fiir Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren VAR befolgt. Die physikalischen Eigenschaften des Ga-
ses, d.h. die Erwartungswerte der Feldoperatoren, lassen sich durch Korrelations-
funktionen n-ten Grades ausdriicken

(Ot (). BT ()T (). T (). (1.15)
Fiir die niedrigsten zwei Ordnungen definiert man:
GO (r ¢y = (UF(r)T(r)) (1.16)

GO (r,r') = (U ()T ()T ()W (r)), (1.17)
wobei die Korrelationsfunktion 1. Ordnung in Gl. (1.16) Informationen iiber die
Phasenkohérenz enthélt. Die Korrelationsfunktion 2. Ordnung aus Gl. (1.17) driickt
hingegen die kombinierte Wahrscheinlichkeit aus, zwei Teilchen an den Orten und zu
den Zeiten r und 7’ zu finden, und ist daher ein Maf fiir Teilchenzahlfluktuationen
im Gas, (U1 (r)T(r)T() U (")) = GO (r,r) + GO (r,r)6(r — 1), wobei W(r)TW(r)
den Teilchenzahloperator am Ort r bezeichnet.

Da jedes reale Bose-Gas tatséchlich nur eine endliche Kohdrenz aufweist, ist es vor-
teilhaft, durch Normierung der Korrelationsfunktionen den konventionellen Grad fiir
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Kohérenz erster und zweiter Ordnung einzufiihren:

GO (r,r")
W, ") = . 1.18
N N e
G (r,r")
(2) N — ’

Erneut charakterisiert Gl. (1.18) rdumliche und zeitliche Fluktuationen in der Phase
des bosonischen Feldes, und Gl. (1.19) bezieht sich auf Fluktuationen im Betrags-
quadrat der Wellenfunktion, d.h. in der Teilchenzahl. Fiir perfekte Kohérenz erster
und zweiter Ordnung erwartet man entsprechend gV (r,r’) = ¢ (r,7") = 1 fiir al-
le r,7’, eine Situation die fiir atomare Bose-Einstein-Kondensate und Laserquellen
iiblicherweise nahezu erfiillt ist. Eine theoretische sowie experimentelle Studie der
Kohéarenzeigenschaften des im Rahmen der vorliegenden Arbeit untersuchten Bose-
Einstein-Kondensats von Photonen erfolgt in spateren Kapiteln.

1.2.1 Phasen- und Dichtekorrelationen im Bose-Gas

Im Folgenden werden die Korrelationsfunktionen fiir das dreidimensionale, ideale
Bose-Gas im thermischen Gleichgewicht in der Gegenwart eines externen Fallen-
potentials V' (r) diskutiert. Analog zu einer thermischen Lichtquelle zeigt sich dabei
eine Kopplung von Phasen- und Dichtefluktuationen im nicht-kondensierten Bereich.

Klassischer Bereich (T > T.). Zunéchst wird das klassische Gas bei Temperaturen
oberhalb der kritischen Temperatur betrachtet. Die Ein-Teilchen-Eigenzustinde des
Fallenpotentials mit zugehorigen Wellenfunktionen ¢y (r) sind im grofkanonischen
Ensemble unabhéngig voneinander statistisch besetzt. Die Korrelationsfunktion ers-
ter Ordnung fiir das thermische Gas lautet dann

Zcbk )i (r') (agne) = (1 (r) ¥ (1)), (1.20)

wobei dL und ay Operatoren sind, die Bosonen im Eigenzustand mit Quantenzahl k
erzeugen bzw. vernichten. Die mittlere Besetzungszahl ny jedes Zustands ist gerade
durch den Erwartungswert (afay) in Gl (1.20) gegeben. Fiir die Korrelationsfunk-
tion zweiter Ordnung folgt

A

GQ(rr') = (W) T() (B B()) + (T ()T (r))?
+ 3 Il Flo(r) ({alaLanan) — 2(ala) @fa) (121)

Dazu wurde die Faktorisierungsregel (il altman) = (alin){(alam) + (0l dm) (0] dn)

verwendet [36, 37|. Im grofskanonischen Ensemble zeigen die Besetzungszahlen jedes
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Energiezustandes fiir sich gesehen starke Fluktuationen
(Any)? = nZ —ng LN B2 (1.22)

wie in Abschnitt 1.3.1 ausfiihrlicher diskutiert wird, siehe Gl. (1.57). Dies fiihrt
zum Verschwinden des Klammerterms in Gl. (1.21), wie man unter Beachtung der
Kommutatorrelationen anhand der Korrelationsfunktion zweiter Ordnung fiir den
Ein-Teilchen-Zustand k mit &Ldk = Ny sieht:

N T . > -
ar al aya Ny — 1 Ang ) — Ny (1.
gt(i)(rr):<kkkk>_<k(k ) _ g (Bmd” =i a22)

(i) (o) (? i

2 (1.23)

Damit folgt aus Gln. (1.19) und (1.21) fiir den Kohérenzgrad zweiter Ordnung

gi (r.7') = 1+ |gi) (r. )P (1.24)
Der zweite Term ist ein quantenstatistischer Austauschterm, welcher die Eigenschaft
der Bosonen beschreibt, vermehrt bei kleinen Ort- und Zeitabstédnden (engl.: bun-
ching) aufzutreten, sieche Abbildung 1.1(a). Im klassischen Bereich oberhalb von T,
ist es also ausreichend, den Kohérenzgrad erster Ordnung zu bestimmen. Fiir eine
Boltzmann-verteilte Besetzung der Energieniveaus des Fallenpotentials zerfallen die
Phasenkorrelationen zwischen Orten im Abstand r mit ¢} (r) = exp (—=mr2/A2),
wobei Ay = h/v/2mmkgT die thermische De-Broglie-Wellenlénge bezeichnet [35]. Im
nicht-kondensierten Bereich ist die Korrelationslinge durch At bestimmt und die
Grenzwerte der Korrelationsfunktionen erfiillen

(1.25)
(1.26)

1 . 1
gt(h) (7”, T) =1, 11Hl|7”—7“’|—>oo gt(h) <T7 TI)

2 . 2
gt(h) (7”, T) =2, 11In|7“—7"’|—>OO gt(h) (7”, TI)

0
1

Quantenentarteter Bereich (T'<T.). Im Bose-Einstein-kondensierten Bereich
werden die Korrelationsfunktionen durch die langreichweitige Kohédrenz des Kon-
densats modifiziert. Die Korrelationsfunktion erster Ordnung setzt sich, wie in Ab-
bildung 1.1(b) dargestellt, aus dem Anteil der kondensierten und dem der nicht-
kondensierten Teilchen zusammen

GO (1) = 3 (r)o(r) + G4 (ry "), (1.27)

mit der Wellenfunktion des Bose-Einstein-Kondensats 1o(r) und der oben disku-

tierten thermischen Korrelationsfunktion G&). Die Grenzwerte des Kohérenzgrades
erster Ordnung,

g(l) (7", T) = ]—7 lim g(l) (T, 7”/) — ¢8(T)¢0(T/)

1.28
|r—r'|—o00 \/G(l)(n T) \/G(l) (7"/,7"/) ( )

unterscheiden sich vom unkondensierten Gas in Gl. (1.25) durch langreichweitige
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Abbildung 1.1: (a) Kohérenzgrad erster und zweiter Ordnung fiir das
ideale Bose-Gas in einer harmonischen Falle (T' > T.), (b) Langreichweitige
Kohérenz erster Ordnung im kondensierten Bereich (T' < T, durchgezo-
gene Linie). Die gestrichelte Linie zeigt die Kohérenz des Bose-Einstein-
Kondensats ohne thermische Moden, (c¢) Das abrupte Stufenverhalten der
Autokorrelation g(z)(O) bei der Ubergangstemperatur im thermodynami-
schen Grenzfall zeigt die Dampfung der relativen Teilchenzahlfluktuationen
Ang/ng = 1/g®(0) — 1 beim Ubergang in den kondensierten Bereich [35].

Ordnung. Die Korrelationsldnge iibersteigt die De-Broglie-Wellenldnge Ar und er-
streckt sich im rdumlich homogenen Fall iiber das gesamte System. Bei grofen Ab-
standen ist der Kohédrenzgrad durch den lokalen Kondensatanteil gegeben. Interes-
santerweise hiingen die Korrelationen zweiter Ordnung G® (r,7') im kondensierten
Bereich empfindlich vom verwendeten statistischen Ensemble ab. Fiir atomare Quan-
tengase, die iiblicherweise eine nahezu konstante Gesamtteilchenzahl besitzen, be-
rechnet man die Korrelationsfunktion im kanonischen Ensemble (Energieaustausch
mit Wérmebad) mit Poisson’schen Teilchenzahlfluktuationen

(Ang)? =25t g (1.29)

Dies liefert im Gegensatz zu grofkanonischen Bedingungen (Energie- und Teilchen-
austausch mit Warme- sowie Teilchenreservoir, siche Gl. (1.22)) mit Gl. (1.23)

(ababaodo) = (abao)(@bao)- (1.30)

Die Berechnung der Korrelationsfunktion zweiter Ordnung erfolgt geméaf Gl. (1.21).
Wiéhrend unkondensierte, relativ schwach besetzte Moden weiterhin grofkanonisch
behandelt werden kénnen, setzt man fiir den Bose-Einstein-kondensierten Grundzu-

stand (1) = 1/ (adag)d(r) und erhilt aus Gl (1.21) mit Hilfe von GI. (1.30)

[%o(r)[?[tho () ?
GO (r,r)GO(r' 1)

gD (") =14 g (r, )2 = (1.31)

Fiir grofe Abstdnde erhdlt man auch hier lim, /o g® (r,7") = 1. Anders als im
thermischen Gas, siehe Gl. (1.27), verringert sich nun jedoch die Wahrscheinlichkeit,
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zwei Teilchen am gleichen Ort zu finden:

) =3 (S0 o

Der zweite Term beschreibt das Verhéltnis der Kondensatdichte zur Gesamtdichte.
Fiir perfekte Kohérenz zweiter Ordnung, d.h. geddmpfte Dichtefluktuationen am Ort
r, muss die Kondensatdichte verhaltnisméfig groft sein. Nahe des Zentrums eines
harmonischen Fallenpotentials ist dies typischerweise gut erfiillt, weiter auferhalb
verschwindet die Kondensatdichte jedoch, 1y(r) = 0, und die Kohérenzeigenschaften
unterscheiden sich dort praktisch nicht vom thermischen Gas. Durch numerische
Volumenintegration von Gl. (1.32) ldsst sich zeigen, dass die Dichtekorrelation bei
gleichen Orten im harmonischen Fallenpotential bei der kritischen Temperatur einen
scharfen Sprung vollzieht, wie auch in Abbildung 1.1(c) erkennbar wird:

g?(0) =2 — /G[%Ter —1+0(1/V/N) (T<T) (1.33)

Der abrupte Ubergang in Gl. (1.33) begriindet sich durch die Divergenz der maxima-
len Dichte des harmonisch gefangenen Bose-Einstein-Kondensats im thermodynami-
schen Limes, wahrend der thermische Untergrund bei einem endlichen Wert séttigt.
In Kapitel 3 wird das Verhalten von ¢(®(0) bei Variation der (reduzierten) Tempe-
ratur fiir ein Bose-Einstein-Kondensat von Photonen genauer theoretisch diskutiert,
und Kapitel 5 diskutiert die entsprechenden experimentellen Resultate.

1.2.2 Optische Fluktuationen und Koharenz

Die Charakterisierung von Ordnung in physikalischen Feldern (in Raum und Zeit)
mittels Korrelationen stellt ein wichtiges, universell anwendbares Konzept dar. Ne-
ben den im vorherigen Abschnitt behandelten, atomaren Feldern, lassen sich auch
optische Felder geméf ihrer Kohédrenzeigenschaften in chaotische (thermische), kohé-
rente und - unter Beriicksichtigung der Quantennatur der Photonen - nicht-klassische
Lichtfelder kategorisieren [37-39]. Da in der vorliegenden Arbeit die Intensitatsfluk-
tuationen und Phasendynamik photonischer Bose-Einstein-Kondensate anhand von
Interferenzexperimenten untersucht werden, gibt dieser Abschnitt eine Uberblick
iiber die klassische Theorie der optischen Fluktuationen und Kohérenz.

Unsere Kohéarenzbetrachtungen erfolgen am Modell einer aus N individuellen Emit-
tern bestehenden, thermischen Lichtquelle. In diesem Beispiel nehmen wir ein druck-
verbreitertes Gas von identischen Atomen an. Die Atome emittieren optische Wel-
lenziige der Frequenz wy, bis sie nach einer mittleren Zeit 7 mit einem weiteren
Atom des Ensembles kollidieren. Wahrend der im Vergleich zur optischen Periode
kurzen Zeit der interatomaren Annéherung, verschieben sich die Energieniveaus des
Ubergangs und die Emission des Wellenzugs wird unterbrochen. Nach dem Stof
emittiert das Atom erneut bei seiner Eigenfrequenz, aber das elektrische Feld be-
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Abbildung 1.2: (a) Zeitverlauf des von einem Atom emittierten Wellen-
zuges F(t), der statistisch verteilt im Mittel nach der Zeit 7 Phasenspriinge
durch Kollisionen mit Nachbaratomen erleidet. (b) Argand-Diagramm zeigt
den random walk des Gesamtfeldstérke-Phasors mit Amplitude a(t) und
Phasenwinkel ¢(t), der aus den Emissionsprozessen von 16 Atomen mit zu-
fallig verteilten Phasenwinkeln resultiert.

sitzt eine neue, zufillig gewédhlte Phase (Abbildung 1.2(a)). Emittieren die Atome
des Ensembles Strahlung konstanter Feldstirke Fy, aber individueller Phasen ;(?)
in denselben Moden, folgt fiir das resultierende Feld

E(t) = Eqexp(—iwpt) Z exp [ip;(t)] = Egexp(—iwot)a(t) exp [ip(t)] . (1.34)

Aufgrund der Zufallsverteilung der ¢; fithrt der Gesamtphasor a(t) exp [ip(t)] eine
Zufallsbewegung (engl.: random walk) in der komplexen Ebene aus (siche Abbil-
dung 1.2(b)). Die Zeitentwicklung der Intensitét ist ebenfalls durch die zuféllige
Amplitudenmodulation a(t) vorgegeben:

1 1
I(t) = 5goc|E(t)|2 = 5500E§a(t)2 (1.35)

Die mittlere Phasensprungzeit (hier: inverse Stofsrate 1/ = 7), definiert die Kohé-
renzzeit 7. und die damit verkniipfte Kohérenzlange A\, = cre.

Kohéarenzgrad erster Ordnung

Zugang zu Raum- und Zeitkorrelationen von Licht bieten Interferometrie-Experimen-
te, bei denen das zu analysierende Lichtfeld entweder mit sich selbst bei gleicher
Relativirequenz (homodyn) oder mit einem Referenzsignal einer anderen Frequenz
(heterodyn) auf einem orts- oder zeitsensitiven Photodetektor iiberlagert wird. Die
erforderliche Aufspaltung und Uberlagerung des Lichts erfolgt experimentell mit Hil-
fe von Strahlteilern in verschiedensten Konfigurationen [37, 40, 41]. Wir beschrianken
unsere Betrachtung auf das Mach-Zehnder-Interferometer (Abbildung 1.3). Nach
Durchlaufen der optischen Pfade der Léange z; bzw. zo betrigt das elektrische Feld
zur Zeit t am Interferometer-Ausgang

Ea(t) = % (B(t) + E(b)], mitt;—t— (/c), i=1,2  (1.36)
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Abbildung 1.3: Schema des Mach-Zehnder-Interferometers. Das einge-
strahlte Licht wird am ersten Strahlteiler unabhéngig von der Polarisation
in gleichem Amplitudenverhéltnis reflektiert und transmittiert. Nach einer
relativen Laufzeitverzogerung 7 = t5 —t; werden die Teilstrahlen mit einem
zweiten Strahlteiler rekombiniert und die Ausgangsintensitéit detektiert.

Daraus folgt mit Gl. (1.35) die mittlere Intensitét

(I(t)) = %500 {{E)[?) + {|E(t2)]?) + 2Re (E*(t1) E(t2)) } - (1.37)

wobei Re[...] den Realteil der gemischten Felder bezeichnet. Die Intensitdt wurde
hier iiber eine Zeitdauer T integriert (spitze Klammern). Die ersten zwei Terme
in Gl. (1.37) geben die mittlere Intensitdt in beiden Pfaden bei Abwesenheit des
anderen Strahls. Der dritte Term fiihrt zu Interferenzeffekten, welche, mit dem re-
lativen Laufzeitunterschied zwischen beiden Pfaden 7 = t5 — ¢1, eine Messung der
Korrelation erster Ordnung analog zu Gl. (1.16) erlauben:

(E*()E(t + 7)) = % /T E*(0)E(t + 7)dt. (1.38)

Die Diskussion der Kohérenz beschrankt sich aufgrund der Néhe zu den spéter
beschriebenen Experimenten auf die Zeitkoordinate des elektrischen Feldes und geht
von Licht in einem isolierten Moden aus. Die Untersuchung raumlicher Koharenz
erfolgt analog 38, 42|. Wie in den vorherigen Betrachtungen des Bose-Gases, siehe
Gl. (1.18), erhélt man den Kohérenzgrad erster Ordnung durch Normierung,

(B (0)E(t +7) |
VB EO)/E [+ 1B +7)

mit den Grenzfillen ¢ (0) = 1 und ¢ (7) — 0 fiir 7 > 7.. Mit G1. (1.34) folgt fiir
die oben eingefiihrte, thermische Lichtquelle

gV (r) = (1.39)

(E"(W)E(t+7)) = Ejexp(—iwr) <Z exp [i {i(t +7) — soj(t)}]>

4,j=0

= N{(EOE(t+71)), (1.40)

wobei die unkorreliert fluktuierenden Phasen von Emitter-Paaren mit ¢ # j im Mittel
keinen Beitrag zur Gesamtkorrelation liefern. Die Einzelkorrelationen sind proportio-
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Abbildung 1.4: Hanbury Brown-Twiss-Interferometer. Ein abgeschwéch-
ter, einfallender Lichtstrahl der Intensitét I(¢) wird von einem nichtpolari-
sierenden Strahlteiler in gleichem Verhéltnis auf zwei gleich weit entfernte
Einzelphotonendetektoren aufgeteilt, welche zu den Detektionszeiten t; bzw.
ty elektronische Pulse an einen Korrelator iibertragen. Mit fortschreiten-
der Messzeit wird ein Histogramm von Koinzidenzen aufintegriert, welches
schlielich auf die mittleren Intensititen an jedem Detektor (I(t1)) bzw.
(I(ty)) normiert den Kohirenzgrad g (t1,t,) liefert.

nal zur Wahrscheinlichkeit, dass in einer Zeit langer als 7 kein Phasensprung auftritt.
Fiir ein stoRverbreitertes Gas folgt (E} (t)E;(t + 7)) = EZ exp [—iwoT — (7/7)] [37].
Nach GI. (1.39) lautet der Kohérenzgrad erster Ordnung somit

g(l)(T) = exp [—iwoT — (T/7.)] . (1.41)

Chaotisches Licht unterscheidet sich somit von dem durch eine phasenstabile Welle
beschriebenen, kohérenten Laserlicht, E(z,t) = exp(ikz — iwyt + i), dessen Korre-
lationsfunktion eine konstante Amplitude zeigt, (E*(t)E(t + 7)) = EZ exp (—iwoT) .

Intensitatsfluktuationen von thermischem Licht

Im atomaren Gas lassen sich Schwankungen in der Teilchenzahl bzw. Dichte an zwei
verschiedenen Orten in Raum und Zeit durch die Korrelationsfunktion zweiter Ord-
nung charakterisieren, sieche Gln. (1.18) bzw. (1.19). Entsprechend ist es méoglich, die
Photonenzahl- bzw. Intensitéatsfluktuationen von Licht durch die Korrelation zweiter
Ordnung des zugehorigen optischen Feldes zu bestimmen. Aufgrund der Relevanz fiir
die in dieser Arbeit dargestellten Experimente zu den Teilchenzahlkorrelationen in
einem Bose-Einstein-Kondensat aus Photonen, beschrinken wir unsere Betrachtun-
gen erneut auf die Zeitpunkte t; und ¢ = t; 47 in einem isolierten Strahlungsmoden
mit selektierter Polarisation. Experimentell lasst sich der Kohérenzgrad zweiter Ord-
nung fiir Licht mit einem Hanbury Brown-Twiss-Interferometer messen [43, 44]. Der
schematische Aufbau ist in Abbildung 1.4 dargestellt und beschrieben. Einen Vorteil
des Zwei-Detektor-Verfahrens stellt die Messbarkeit von Koinzidenz-Ereignissen bei
sehr kurzen Zeitabstanden dar, welche bei Ein-Detektor-Verfahren wegen der Totzeit
des Photodetektors nicht auflésbar sind. Man definiert den (klassischen) zeitlichen
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Koharenzgrad zweiter Ordnung

[ (r) = AEOE 4 DB DEW)
(E*OE®) (E(t+n)E{t+7) (I

I(WI(t+ 7))
() (It + 7))

Im Grenzfall vieler Emitter, N > 1, folgt fiir die thermische Lichtquelle [37]

(1.42)

(B (OB (t+7)E(t +7)E(t)) = N*{(E{ () Ei(1))” + |[(E; (1) Es(t + 7))"}, (1.43)
sodass man den Zusammenhang zwischen Kohérenzgrad 1. und 2. Ordnung erhalt
9P () =1+ 19V ()P, (1.44)

der auch fiir Bose-Gas oberhalb der kritischen Temperatur gilt, siehe Gl. (1.24). Fir
die Grenzwerte gilt entsprechend

g?(0) =2, gA () =1 fir 7> 7. (1.45)

Dieses asymptotische Verhalten ist fiir alle Arten von chaotischem bzw. thermischem
Licht mit geringer Phasenraumdichte erfiillt. Fiir laserartiges Licht mit stabiler Am-
plitude und Phase hingegen gilt die Relation ¢®)(7) = 1 fiir alle 7. Die experi-
mentelle Untersuchung der Korrelationszeiten erster und zweiter Ordnung fiir ein
Bose-Einstein-Kondensat von Photonen wird in den Kapiteln 5 und 6 diskutiert.

1.2.3 Spontane Symmetriebrechung

In Rahmen der vorliegenden Arbeit wird die zeitliche Phasenentwicklung eines Bose-
Einstein-Kondensats von Photonen untersucht. Die experimentelle Methode basiert
auf einer Interferenzmessung, bei welcher der kondensierte Grundzustand mit ei-
nem unabhéngigen, frequenz- und phasenstabilen Referenzlaser iiberlagert wird.
Analog zu Experimenten mit atomaren Gasen [29, 30, 32|, beobachtet man beim
Phasentibergang vom klassischen Bose-Gas zum quantenentarteten Bose-Einstein-
Kondensat die Herausbildung von langreichweitiger Ordnung, d.h. Kohérenz erster

Ordnung
Wl 4 i
VAo ()?) (o ()2 (140

Formal wird dies durch eine makroskopische Wellenfunktion mit einer zufillig ge-
wahlten, in Raum und Zeit festgelegten Phase ¢ garantiert:

tho(r) = v/no exp (i¢) (1.47)

Am Phaseniibergang kondensiert das System somit in einen Zustand, der nicht mehr
der U(1)-Symmetrie des Hamilton-Operators unterliegt. Die Symmetrie resultiert
aus dem ausschliefslichen Auftreten der bosonischen Feldoperatoren in Form einer
Dichte im Hamilton-Operator, (U1W0) = iy, d.h. eine Eichtransformation ¢, — tge’
mit beliebiger Phase ¢ &ndert die Energie des Systems nicht. Der Ubergang vom
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unendlich-entarteten Zustand zum Kondensat mit stationdrer Phase wird als spon-
tane Symmetriebrechung bezeichnet [6, 7, 45, 46]. Sie stellt ein universelles Konzept
dar, das in vielen Teilbereichen der Physik zur Beschreibung von Phdnomenen wie
z.B. der Suprafluiditit und Supraleitung [47], dem Higgs-Mechanismus [48] oder dem
Ferromagnetismus [49] herangezogen wird.

Die konzeptionelle Analogie wird zwischen Bose-Einstein-Kondensat und Ferroma-
gnet besonders deutlich: ein magnetisches Material wird durch das Heisenberg-
Modell (dreidimensionale Spins auf zweidimensionalem Gitter, siehe [49]) beschrie-
ben und der Hamilton-Operator ist invariant unter der gleichzeitigen Rotation aller
Spins. Aus Symmetriegriinden sollte das System im Mittel also keine Magnetisie-
rung (S) = 0 aufweisen (analog zum Ordnungsparameter () beim Bose-Gas). Fiir
ein ferromagnetisches Material unterhalb der Curie-Temperatur wird <§> dennoch
makroskopisch und die Ausrichtung der Magnetisierung festgelegt. Fiir das Bose-
Gas bei T' < T, wird (1y) makroskopisch und unter der Voraussetzung, dass die
Umgebung eine Messung der Phase bewirkt, die Phase ausgefroren. Die Analogie
ldsst sich noch weiter ausfithren, wenn man die z-Projektion des Gesamtspins S,
und den Winkel § = tan'(S,/S;) in der zy-Ebene mit der Kondensatgrofe ng
und der Phase ¢ identifiziert. Der Leiter-Operator St =8, + igy erfiillt dann die
Kommutatorrelation

[SST} — gt s [ﬁo,\iﬁ} — it (1.48)

wobei S, Rotationen von 0, und ng von ¢, generiert. Die resultierenden nicht-
kommutierenden Operatorrelationen [5’,2,9] = i bzw. [fg, ] = —i implizieren im
Sinne der Heisenberg’schen Unschérfe eine Diffusion der Phase von Bose-Einstein-
Kondensaten bei endlich grofen Teilchenzahlen [50-52|, die experimentell bisher
noch nicht beobachtet werden konnte. Die Phasendiffusion eines Bose-Einstein-Kon-
densats aus Photonen wurde von de Leeuw et al. theoretisch untersucht [53].

1.3 Statistische Ensembles

Die statistische Physik basiert auf dem Konzept von Zustandssummen, die proba-
bilistisch unter der Vorgabe von externen Parametern (z.B. Teilchenzahl N, Volu-
men V' und innere Energie U) den mikroskopischen Gleichgewichtszustand eines Sys-
tems bestimmen. Fiir verschiedene, physikalische Situationen ist es hilfreich, diesen
Satz an externen Parametern zu tauschen. So lasst sich beispielsweise die Thermo-
dynamik eines Systems untersuchen, welches an ein Warmebad mit vorgegebener
Temperatur koppelt. Man unterscheidet zwischen drei statistischen Ensembles [4].

Mikrokanonisches Ensemble

Betrachtet wird ein abgeschlossenes System im thermischen Gleichgewicht, wobei die
Energie, das Volumen und die Teilchenzahl vorgegeben sind. Die mikrokanonische
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Zustandssumme
Q(U,V,N) = > 1 (1.49)
#U—SU<E;(V,N)<U
bestimmt die gleichverteilte Wahrscheinlichkeit P, = 1/Q(U, V, N), einen Mikrozu-
stand ¢ mit Energie F; zu finden. Der Zusammenhang mit der Thermodynamik wird

durch die Relation fiir die Entropie S(U,V,N) = kgInQ(U,V, N) hergestellt.

Kanonisches Ensemble

Das System befindet sich im Gleichgewicht mit einem makroskopischen Warmebad,
welches die Temperatur 7" vorgibt. Die relative Wahrscheinlichkeit, das System bei
dieser Temperatur im Zustand ¢ zu finden, ist durch den Boltzmann-Faktor mit
B = (ksT)~! bestimmt zu

PAT,V,N) = 7 exp [-BE(V, ). (1.50)

und aus ), P, = 1 folgt die kanonische Zustandssumme

Z(T,V,N) = Zexp [—BE;(V,N)]. (1.51)

Die mittlere Energie eines einzelnen Zustandes unterliegt hier starken Fluktuationen,
AE; = E;. In Ubereinstimmung mit dem mikrokanonischen Ensemble ergibt sich im
makroskopischen N-Teilchen-System jedoch eine scharfe Energieverteilung AE; =
E;/V/'N. Die freie Energie F(T,V,N) = —k;TInZ(T,V, N) stellt die Verbindung
zur Thermodynamik her.

Grolkanonisches Ensemble

Im grofskanonischen Ensemble wird neben der Temperatur auch das chemische Po-
tential p, anstelle der Teilchenzahl N, vorgegeben. Praktisch erfolgt die Vorgabe
durch zusétzlichen Kontakt an ein Teilchenreservoir. Die Wahrscheinlichkeit, das
System im Zustand ¢ zu finden, ist

PAT,V, 1) = g exp[~B {B(V, N — uN)], (152)

mit der grokkanonischen Zustandssumme
Y(T,V,p) =) exp [=B{E(V, Ni) — uN}]. (1.53)

Das groftkanonische Ensemble eignet sich fiir eine statistisch vollstédndige Beschrei-
bung der experimentellen Situation fiir das in dieser Arbeit untersuchte Bose-Ein-
stein-Kondensat aus Licht. Daher werden im folgenden Abschnitt die charakteristi-
schen groftkanonischen Teilchenzahlfluktuationen diskutiert.
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1.3.1 Dichtefluktuationen im groftkanonischen Ensemble

Im grofkanonischen Ensemble ist die Teilchenzahl im Gegensatz zum chemischen
Potential nicht festgelegt, daher kommt es im System zu grofsen Fluktuationen der
Besetzungszahlen individueller Eigenzustande. In diesem Abschnitt werden die mitt-
leren Teilchenzahlfluktuationen eines isolierten Energiemoden eines Bose-Gases be-
rechnet. Dazu betrachten wir ein System aus spinlosen Bosonen in einer Konfigura-
tion {nq,na, ...,n;, ...}, welche durch die Besetzungszahlen n; der Eigenzustinde mit

Energie €; gegeben ist

Y(T,V,pn) =

. Fiir die groftkanonische Zustandssumme folgt

Z exp [—fB(er — p)ny] - Z exp [—B(e2 — p)na] -

n1=0 . | na=0 . |
o[ Bl — ) 1-owBla—m =

1
| e ey (154)

)

mit 8 = (kxT)~'. In der zweiten Zeile von Gl. (1.54) wurde der Grenzwert der
geometrischen Reihe verwendet. Wir berechnen zunéchst die mittlere Besetzungszahl

des 7-ten Niveaus

n; =

1 & 1

DI (B >

1 & 10 1

7;::0 (5@1 —exp[—f(e — u)})

exp [—8(ei — p)] _ 1
1—exp[-B(e —pw)] exp[Ble —w)]—1

(1.55)

Das Ergebnis entspricht der Bose-Einstein-Statistik. Um die charakteristischen Fluk-
tuationen zu bestimmen, benétigt man zusétzlich den Erwartungswert der quadra-
tischen Besetzungszahl (n?). Analog zur Rechnung in Gl. (1.55) folgt

[\

exp [—25(e; — p)] + exp [—f(e — p)]
{1 —exp[-B(e; — )]}
n? +n; (R +1). (1.56)
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Nach der Definition fiir die mittlere Schwankung in der Teilchenzahl

(Ani)* = ((ni —n:)*) = (n? —2nn; +nf) = n? —n; (1.57)

i

erhdlt man aus Gln. (1.56), (1.57) die grokkanonischen Teilchenzahlfluktuationen:

An; 1 a1 1
2 _ _ 7 i
(Ang)gy, = ni (1 + 1), Ea 1+ = (1.58)

Diese theoretische Aussage enthélt die verbliiffende Konsequenz, dass bei Aufrecht-
erhalten grofkanonischer Bedingungen und makroskopischer Besetzung eines belie-
bigen Energiezustandes n; ~ N die Schwankungen im Gesamtsystem grofs werden
kénnen, da sie durch die Fluktuationen des makroskopisch besetzten Zustandes ge-
trieben werden. Dieser in der Literatur viel diskutierte Effekt wird gemeinhin als
wgrofskanonische Fluktuationskatastrophe® bezeichnet [8, 9, 54-60]. Im Rahmen die-
ser Arbeit werden die statistischen Teilchenzahlfluktuationen experimentell an einem
photonischen Bose-Einstein-Kondensat (= makroskopisch besetzter Moden) unter-
sucht [61, 62], welches radiativ an ein effektives Warme- und Teilchenreservoir aus
angeregten Farbstoffmolekiilen ankoppelt (= grofskanonisches Ensemble).

1.4 Experimentelles Umfeld

Die Betrachtungen von Abschnitt 1.1.2 zeigen, dass Photonen der Schwarzkorper-
strahlung zwar im thermischen Gleichgewicht sind, aber bei tiefen Temperaturen
keine Bose-Einstein-Kondensation zeigen. Grund hierfiir ist das verschwindende che-
mische Potential der Photonen in dem Hohlraum-System, was dazu fiihrt, dass die
Photonenzahl bei Temperaturvariation keine Erhaltungsgréfie ist. Dies ist jedoch
keine allgemeine Eigenschaft von Photonen, sondern eine Konsequenz des verwen-
deten Thermalisierungsmechanismus. In der vorliegenden Arbeit wird die Therma-
lisierung und Bose-Einstein-Kondensation von Photonen durch inkohérente Licht-
Materie-Wechselwirkung des Photonengases mit einem dissipativen Farbstoffreser-
voir realisiert. Die Thermalisierung erhéalt die Photonenzahl und fiihrt ein nicht-
verschwindendes, temperaturunabhéngiges chemisches Potential ein. Ein alternati-
ver Ansatz, der die experimentelle Herstellung von Bose-Einstein-Kondensaten aus
hybriden Licht-Materie Mischzustéanden (Polaritonen) erméglicht, wird im Folgen-
den kurz vorgestellt.

Exziton-Polaritonen in Halbleiter-Mikroresonatoren

Eine Klasse von Experimenten, die ebenfalls auf einem Mikroresonator-Schema zur
Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation lichtartiger Teilchen basieren (siehe
Abbildung 1.5), verwendet Exziton-Polaritonen [15]. Historisch betrachtet beruhen
diese Arbeiten auf den frithen Bestrebungen, Bose-Einstein-Kondensation im Fest-
korper zu beobachten. Als einer der ersten Kandidaten fiir die Kondensation galt in
den 1960er Jahren das Exziton [63, 64], welches als gebundenes Elektron-Loch-Paar
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Abbildung 1.5: Schema der Quantentopf-Mikroresonator-Struktur zur Er-
zeugung von Exziton-Polaritonen. Optisches Pumpen der Halbleiterstruktur
im Mikroresonator generiert lokalisierte, gebundene Elektron-Loch-Paare
(Exzitonen) in einem Quantentopf. Koppelt das optische Strahlungsfeld im
Fabry-Pérot Resonator stark an das Exziton (Rabi-Frequenz Qg > Verlus-
traten ,7’), so entstehen durch den kohérenten Energieaustausch Licht-
Materie-Quasiteilchen, sogenannte Exziton-Polaritonen.

in Halbleitern und Isolatoren vorkommt und aufgrund der halbzahligen Spins sei-
ner fermionischen Bausteine insgesamt ein bosonisches Quasiteilchen darstellt [65].
Die Absorption eines Photons in einem Halbleiter fiihrt zur Anregung eines Elek-
trons aus dem Valenz- ins Leitungsband, die ein positiv geladenes ,Loch® im Va-
lenzband hinterlésst. Erfolgt die niederenergetischste Realisierung dieser Elektro-
nenanregung an die Unterkante des Leitungsbandes, dann entsteht durch Coulomb-
Wechselwirkung ein gebundenes Elektron-Loch-Paar, ein sogenanntes Exziton. Fiir
Exziton-Polaritonen sind vor allem die schwach gebundenen Wannier-Mott Exzito-
nen (Bindungsenergie ~1—100 meV) von Bedeutung. Sie besitzen eine verhéltnis-
miiRig groke Ausdehnung (10—100 A), kénnen bei moderaten Teilchendichten aber
dennoch als wasserstoffartige, bosonische Quasiteilchen betrachtet werden [66].

Exziton-Polaritonen entstehen, wenn der Dipol des Exzitons in einem Halbleiterma-
terial kohdrent an ein Strahlungsfeld in einem Mikroresonator koppelt (siche Abbil-
dung 1.5) [15]. Die Voraussetzung fiir einen kohérenten Energieaustausch zwischen
Licht und Materie ist, dass die Rabi-Frequenz (g die Dekohérenzraten aus spontaner
Exziton-Rekombination -, Spiegelverlusten +' und Phononenstreuung iiberschreitet,
Qr > 7v,7. Im Bereich starker Kopplung kann die Licht-Materie-Wechselwirkung
nicht mehr stoérungstheoretisch behandelt werden und es bilden sich neue Eigenzu-
stande, die sowohl Licht- als auch Materieanteil besitzen, die Exziton-Polaritonen.
Sie sind wie ihre Bestandteile ebenfalls Bosonen, besitzen eine parabolische Disper-
sion und eine 10* mal kleinere Masse als die Exzitonen, was die kritische Temperatur
fiir Bose-Einstein-Kondensation entsprechend erhoht. Die Lebensdauer der Polari-
tonen (~1—10 ps) liegt weit unterhalb der Lebensdauer der Exzitonen (~1 ns). Die
Coulomb-Wechselwirkung des exzitonischen Anteils der Polaritonen fiithrt zu Stéfen
der Polaritonen untereinander, was neben Stéfsen der Polaritonen mit Phononen des
Kristallgitters zu einer Thermalisierung des Polaritonengases fithren kann [67].
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Inzwischen gibt es zahlreiche experimentelle Arbeiten, bei denen Kondensations-
effekte von Exziton-Polaritonen beobachtet wurden [15-18, 68, 69]. Oberhalb ei-
ner kritischen Polaritonendichte kommt es zu einer makroskopischen Besetzung
eines einzelnen Impulszustandes k|, begleitet von spontan auftretender Phasen-
kohédrenz [16, 17]. Wegen der kurzen Lebensdauer und dem Auftreten struktur-
verdndernder Prozesse bei hohen Dichten, ist das Exziton-Polaritonen-System in
einem Ubergangsbereich zwischen Nichtgleichgewicht und Gleichgewicht anzusie-
deln [15, 70, 71]. Experimentell zeigt sich iiblicherweise, dass die thermodynami-
schen Eigenschaften des Exziton-Polariton Systems stark vom Szenario des idealen
Bose-Gases abweichen [16, 72|, und sowohl die Phasenkorrelationen (bzw. die Lini-
enbreite der Polaritonenemission) als auch die zeitlichen Dichtekorrelationen ¢?(7)
werden durch Wechselwirkungs- und Lebensdauereffekte beeinflusst [18, 73].

1.5 Photonen im Farbstoff-Mikroresonator

Dieser Abschnitt soll einen Uberblick iiber das experimentelle Schema geben, mit
dem eine Bose-Einstein-Kondensation von Photonen im Rahmen dieser Arbeit rea-
lisiert wird. Eine detailliertere Behandlung der Theorie und Experimente zur Ther-
malisierungsdynamik des Photonengases, sowie den Korrelationen erster und zweiter
Ordnung des Bose-Einstein-Kondensats folgt in spéateren Kapiteln.

Im Experiment werden Photonen im griin-gelben Spektralbereich von 530 bis 600 nm
in einem optischen Mikroresonator gefangen (Abbildung 1.6). Der Mikroresonator
besteht aus zwei hochreflektiven, sphérisch gekriimmten Spiegeln. Zwischen den
Spiegeln befindet sich eine Farbstoflosung, welche fiir das Photonengas im Resonator
sowohl ein Warmebad als auch ein Teilchenreservoir realisiert. Die Farbstoffmole-
kiile werden durch einen optischen Pumpstrahl elektronisch angeregt und zerfallen
nach einer charakteristischen Lebensdauer unter der Emission von Fluoreszenzpho-
tonen in die Resonatormoden (7, =~ 4 ns). Die Finesse des Resonators erlaubt eine
effiziente Speicherung des Lichts fiir eine Dauer von bis zu 500 ps. Es kommt zu ei-
ner Kaskade von Absorptions- und Reemissionsprozessen von Fluoreszenzphotonen
durch Farbstoffmolekiile, wodurch ein thermischer Kontakt zwischen dem Photonen-
gas und den Molekiilreservoir hergestellt wird. Diese Ankopplung erfolgt im Sinne
des grofkanonischen Ensembles: das Photonengas nimmt die Temperatur 7' (Raum-
temperatur) und das chemische Potential p an, welche durch das externe Reservoir
von molekularen Anregungen vorgegeben wird.

Der fluoreszenzinduzierte Thermalisierungsprozess und der Einfluss des Teilchenre-
servoirs auf die Photonenzahl-Statistik im Bose-Einstein-Kondensat werden in den
Kapiteln 2 und 3 detaillierter diskutiert. An dieser Stelle soll nur eine kurze Dar-
stellung des Thermalisierungsvorgangs erfolgen: Die Thermalisierung des Photonen-
gases geht letztendlich auf Stofe zwischen Farbstoff- und Losungsmittelmolekiilen
zuriick. Die StoRe bewirken eine sténdige Anderung der Rotations- und Vibrations-
zustédnde der Farbstoffmolekiile und wegen der Vielzahl von Stofen kommt es zu
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Abbildung 1.6: Schema des Mikroresonator-Experiments. (a) Der optische
Resonator aus zwei hochreflektiven Spiegeln im Abstand von ¢ = 7 Halb-
wellen schliefst eine Farbstofflosung ein. Die sphérische Spiegelkriimmung
sorgt flir ein harmonisches Fallenpotential V' (z,y) fiir transversale Photo-
nen (links). Ein Pumpstrahl regt Farbstoffmolekiile an und die nachfolgen-
den Fluoreszenz- und Absorptionsprozesse thermalisieren das Photonengas
(T = 300 K). Das transmittierte Licht (rechts) wird rdumlich-, spektral- und
zeitaufgelost analysiert. (b) Modenspektrum der Photonen im Mikroresona-
tor (oben) und spektrale Profile der Farbstoffemission f(v) und -absorption
a(v) (unten). Der Anstieg der Moden gibt die Entartung der Photonenener-
gie an. Die Fluoreszenz im Mikroresonator erfolgt in Transversalmoden mit
longitudinaler Wellenzahl ¢ = 7 (schwarze Balken), womit dieser Freiheits-
grad ausfriert und ein effektiv zweidimensionales Photonengas entsteht.

einer Relaxation des rovibronischen Molekiilzustands ins thermische Gleichgewicht.
Der Relaxationsprozess ist derart schnell (~1ps), dass Emission und Absorption im-
mer aus thermisch verteilten rovibronischen Energiezustédnden erfolgen [74|. Daraus
resultiert, dass die spektralen Verteilungen von Fluoreszenz f(w) und Absorption
a(w) tiber den Boltzmann-Faktor verkniipft sind, ausgedriickt durch die Kennard-
Stepanov-Relation f(w)/a(w) o w? exp(—hw/ksT) (sieche Abbildung 1.6 (b) fiir die
spektralen Profile des Farbstoffs Rhodamin 6G). Durch den Fluoreszenz-basierten
Energieaustausch mit dem Molekiilbad iibertréigt sich die Thermalisierung auf die
spektrale Verteilung des Photonengases, welches somit selbst im thermischen Gleich-
gewicht mit dem Warmebad steht. Dartiber hinaus erhalt der Thermalisierungsme-
chanismus im zeitlichen Mittel die Photonenzahl im Mikroresonator, da die Wech-
selwirkung zwischen Photonen und Farbstoffmolekiilen analog zu einer photochemi-
schen Reaktion aufgefasst werden kann, siche Abbildung 1.6 (a) unten. Die elek-
tronische Anregungsenergie eines Farbstoffmolekiils i ~ 2.3 €V iiberschreitet bei
weitem die thermische Energie bei Raumtemperatur kT ~ 0.025 eV, sodass die Er-
zeugung von Photonen durch thermische Fluktuationen mit exp(—hw/ksT) ~ 10737
stark unterdriickt ist. Ein Photon wird also nur dann emittiert, wenn zuvor bereits
ein optisches Photon absorbiert wurde. Auch hat dies zur Folge, dass die Photonen
bei Abkiihlung nicht wie bei der Schwarzkorperstrahlung im Medium verschwinden.
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Der Spiegelabstand im Mikroresonator betrdgt abhédngig von den verwendet Spie-
geln Dy ~ 1.4 oder 1.6 pm. Um auf derart kurzen Wegléngen eine ausreichende
Reabsorption durch das Farbstoffmedium zu realisieren, werden zum einen Spiegel
mit einer spektral breitbandigen, hohen Reflektivitit von bis zu 99.9988% verwendet
und zum anderen optische Dichten der Farbstoflosung nahe der Grenze fiir strah-
lungslose Abregung (engl.: self-quenching) gewahlt |75|. Typische Farbstoffkonzen-
trationen liegen bei 1 mMol/1 fiir die verwendeten Fluorophore Rhodamin 6G und
Perylen Rot. Da die Dynamik des Thermalisierungsprozesses und die Gleichgewichts-
eigenschaften des Photonengases entscheidend von dem Verhéltnis zwischen Reso-
natorverlusten durch Spiegeltransmission und Reabsorptions-kontrollierten Kopp-
lungsstarken ans Farbstoffreservoir abhéngen, werden beide Parameter im Laufe der
diskutierten Experimente variiert |76]. Bei vorgegebenem Spiegelabstand schliefst
der Resonator ¢ Halbwellen ein, wobei die longitudinale Wellenzahl im Experiment
g = 7 (bzw. ¢ = 8) betriagt. Mit dem Spiegelabstand auf der optischen Achse
Do = q-A\/2ng wird der freie Spektralbereich zwischen benachbarten Longitudinalm-
oden AN = \?/2nDy ~ 80 nm (bzw. Av ~ 75 THz) vergleichbar mit der spektralen
Fluoreszenzbandbreite des Farbstoffs (Abbildung 1.6 (b)). Hierbei bezeichnet A die
optische Wellenlédnge im Vakuum und ny den Brechungsindex der Farbstoflésung.
Die Anwesenheit der Spiegel modifiziert die spektrale Zustandsdichte derart, dass
ausschlieflich Photonen mit einer festen longitudinalen Wellenzahl ¢ = konst. in
den Resonator emittiert werden. Die Photonen unterscheiden sich dann nur noch in
ihren transversalen Quantenzahlen (m,n), wihrend der longitudinale Freiheitsgrad
der Bewegung vollstindig ausgefroren ist. Die reduzierte Dimensionalitit schafft
iiberdies einen niederenergetischen, nicht-trivialen Grundzustand fiir die Photonen,
der dem Zustand ohne transversalen Anregungen, dem TEM, o, Moden, entspricht.
Der Thermalisierungsprozess sorgt fiir eine thermische Gleichgewichtsverteilung der
Photonen iiber den Satz von transversal angeregten Moden TEMy,,,. Die mittlere
Energie der Photonen ist dann von der Grofenordnung k7" oberhalb der durch die
Abschneidefrequenz w. gegebenen Energie. Die ,kéiltesten Photonen des Gases be-
finden sich im Grundzustand des Systems und propagieren auf der optischen Achse,
wohingegen ,heifse Photonen unter grofsen Winkeln zur optischen Achse propagie-
ren. Wird die Temperatur des Losungsmittels erhoht, fiihrt dies zu einer verstérkten
Besetzung von hoch angeregten Transversalzustdnden. Theoretisch erwartet man,
dass die mittlere Besetzungszahl durch die Bose-Einstein-Verteilung beschrieben ist,
welche fiir eine niedrige Gesamtteilchenzahlen im Gas in die klassische Boltzmann-
Verteilung iibergeht. Diese Vorhersage wird durch experimentelle Beobachtungen
bestétigt.

Das Photonengas verhélt sich formal analog zu einem zweidimensionalen, harmo-
nisch gefangenen idealen Bose-Gas. Aufgrund der Zweidimensionalitéit erhalten die
Photonen eine effektive Masse my, = hw./(c/n0)?, und die Kinetik des Gases re-
duziert sich auf die Transversalebene des Resonators. Die Kriimmung der Spiegel
erzeugt ein effektives Fallenpotential fiir transversal angeregte Photonen (Abbil-
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Abbildung 1.7: Statistisches Ensemble und Teilchenzahlfluktuationen.
(a) Das polychrome Photonengas wird durch Reabsorption nach einer mitt-
leren Photonenlebensdauer 7,,, an das Reservoir aus elektronisch angereg-
ten Molekiilen angekoppelt. Nach der Zeit 7 zerfallen die molekularen An-
regungen und chemisches Gleichgewicht zwischen Photonengas und Teil-
chenreservoir stellt sich ein. Unterdessen erfolgen viele Stofe zwischen den
Farbstoff- und Loésungsmittelmolekiilen (77 = 300 K), sodass die rovibro-
nischen Farbstoffzustdnde bei Raumtemperatur thermalisieren. Durch die
Licht-Materie-Wechselwirkung iibertragt sich das thermische Gleichgewicht
auf das Photonengas und die Molekiile konnen als Warmebad angesehen
werden. (b) Zeitliche Fluktuationen der Photonenzahl unter grofkanonische
Bedingungen (M = 10%, oben), und geddmpfte Fluktuationen im kanoni-
schen Ensemble (M = 105, unten).

dung 1.6 (a), links). Die Resonatorgeometrie bestimmt die harmonische Fallen-
frequenz Q = (c/fg)(DyR/2)~'/?, wobei Dy den Abstand der sphérischen Spie-
gel auf der optischen Achse und R den Kriimmungsradius der Spiegel bezeich-
net. Aus theoretischen Betrachtungen ist bekannt, dass das harmonisch gefange-
ne, ideale Bose-Gas in zwei Dimensionen im thermodynamischen Gleichgewicht
unterhalb einer kritischen Temperatur bzw. oberhalb der kritischen Teilchenzahl
ein Bose-Einstein-Kondensat ausbildet [26, 27]. Im vorliegenden Mikroresonator-
Experiment lasst sich dies bestétigen: iiberschreitet die mittlere Gesamtphotonen-
zahl einen kritischen Wert, bildet sich mit der Injektion weiterer Photonen ins Gas
ein Bose-Einstein-Kondensat im transversalen Grundzustand. Die Bose-Einstein-
Kondensation wird von einer Sattigung transversal angeregter Moden begleitet.

Im Gegensatz zu Polaritonen-Experimenten kann die Wechselwirkung zwischen Pho-
tonen und Molekiilen im Farbstoff-Mikroresonator als inkohérent betrachtet werden,
d.h. es findet keine starke Kopplung zwischen dem molekularen Dipol und dem elek-
tromagnetischen Feld statt. Die rasche Dekohérenz des Farbstoffzustands begriindet
sich durch zahlreiche Stofse zwischen Farbstoff- und Losungsmittelmolekiilen auf
Femtosekunden-Zeitskala |74, 77|, die sich wiahrend der angeregten Lebensdauer ei-
nes Farbstoffmolekiils ereignen. Die Licht-Materie-Wechselwirkung und damit die
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Dynamik von Photonen und Molekiilen kann somit iiber Ratengleichungen model-
liert werden. Dies erlaubt eine Abschiatzung der mittleren Populationen von Photo-
nen und angeregten Farbstoffmolekiilen (sieche Abbildung 1.7 (a)). Zu einem gewissen
Zeitpunkt befinden sich np, Photonen und M, elektronisch angeregte Farbstoffmo-
lekiile im Mikroresonator. Da sich in einem stationédren Zustand die Raten fiir eine
Anderung der Photonen- bzw. angeregten Molekiilzahl gerade ausgleichen, ist deren
relative Anzahl durch das inverse Verhéltnis ihrer jeweiligen charakteristischen Le-
bensdauern gegeben, M /np, = Tpn/7+. Die mittlere Lebensdauer eines Photons 7,
ist durch die Reabsorptionszeit gegeben und betragt ~10 ps fiir typische experimen-
telle Parameter. Die charakteristische Zerfallszeit der Farbstoffmolekiile 7y hingegen
liegt im Nanosekundenbereich, sodass fiir diese Parameter zu jeder Zeit im Mit-
tel 10? mal mehr molekulare als photonische Anregungen im System vorliegen. Da
die Lebensdauer der angeregten Molekiile im Allgemeinen von der Anzahl und Fre-
quenz der Photonen abhéngt, lassen sich deutlich grofere Verhéltnisse von My /npp
als in der obigen Abschétzung realisieren. Das Ensemble aus Farbstoffanregungen
kann daher als effektives Teilchenreservoir fiir das Photonengas interpretiert werden.

Der Wérme- und Teilchenaustausch des Photonengases mit dem Farbstoffreservoir
erlaubt die Untersuchung des Ubergangs von kanonischen zu grofkanonischen sta-
tistischen Ensemble-Bedingungen, wie in Abbildung 1.7 schematisch dargestellt. Im
grofkanonischen Modell unterliegen die Besetzungszahlen jedes Zustands starken
Fluktuationen An;/n; ~ 1 (siche Abschnitt 1.3.1), was sich in einer unterdriickten
Kohérenz zweiter Ordnung fiir das Bose-Einstein-Kondensat niederschlédgt. Dies be-
statigt sich auch experimentell: der Bose-Einstein-kondensierte Grundzustand zeigt
starke, zeitliche Intensitatsfluktuationen, die fiir anwachsende Kondensate (bis zu
no/N ~ 70%) fortbestehen, solange das Teilchenreservoir grofkanonische Bedingun-
gen gewahrleistet. Im Gegensatz dazu berichten Experimente mit kalten, atomaren
Gasen die Unterdriickung von Dichtefluktuationen im Bose-Einstein-kondensierten
Bereich [31, 34]. Die Ausprigung von Kohérenz zweiter Ordnung ist hier eine Kon-
sequenz der Isolierung des atomaren Ensembles von seiner Umgebung, sodass die
experimentelle Situation durch das mikrokanonische Ensemble mit festgelegter Ge-
samtteilchenzahl und reduzierten Fluktuationen An;/n; = 1/y/n; iy 0, wiederge-
geben wird. Im Laser ist die Photonenzahl-Statistik ebenfalls durch eine Poisson-
Verteilung beschrieben [37, 39, 78|. Die Fluktuationseigenschaften des photonischen
Bose-Einstein-Kondensats im grofskanonischen Bereich unterschieden sich also deut-
lich von denen eines Lasers als auch von iiblichen, auf dem mikrokanonischen oder
kanonischen Ensemble basierenden, Bose-Einstein-Kondensaten.
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Kapitel 2

Bose-Einstein-Kondensation von Licht

Es sollen in Folge die Grundlagen des betrachteten experimentellen Systems be-
schrieben werden, in dem die spéateren Untersuchungen zur Thermalisierungsdyna-
mik und zu Kohérenzeigenschaften erster und zweiter Ordnung durchgefiihrt wer-
den. In einem hochreflektiven, optischen Mikroresonator lassen sich Photonen effizi-
ent speichern und formal als zweidimensionale, massive Bosonen betrachten, die in
einem harmonischen Fallenpotential gefangen sind. Thre paraxiale Wellengleichung
entspricht dann der nicht-relativistischen Schrédingergleichung [79, 80|. Bringt man
das Photonengas zusétzlich in thermischen Kontakt mit Farbstoff-Molekiilen, ther-
malisiert das Photonengas unabhéngig von seiner Gesamtteilchenzahl bei der Tem-
peratur des molekularen Wirmebades. Beim Uberschreiten einer kritischen Photo-
nenzahl kommt es zur Auspragung eines Bose-Einstein-Kondensats im transversalen
Grundmoden des Resonators.

2.1 Fluoreszenzinduzierte Thermalisierung

Der Thermalisierungsprozess der Photonen durch ihre Ankopplung an ein mole-
kulares Wéarmebad wurde bereits am Ende von Kapitel 1 schematisch diskutiert.
Der Energieaustausch zwischen dem photonischen System und dem Molekiilreser-
voir erfolgt radiativ, d.h. Absorptions- und Emissionsprozesse von Photonen durch
Farbstoffmolekiile stellen einen thermischen Kontakt zwischen beiden Teilsystemen
her. Dies fiihrt zu einem Photonengas im thermischen Gleichgewicht bei der Tempe-
ratur des Molekiilbads von 7" = 300 K. Die iiberschiissige Energie ,heifler Photonen
wird dabei inkohérent ins Reservoir abgefiihrt, wihrend ,kalten“ Photonen Energie
bereitgestellt werden kann. Anders als im Schwarzkorperstrahler erhélt dieser Me-
chanismus die mittlere Photonenzahl bei Temperaturvariation (vgl. Abschnitte 1.1.2
und 1.5). In diesem Abschnitt wird der Thermalisierungsprozess unter Berticksich-
tigung der photonischen und molekularen Freiheitsgrade behandelt. Eine besonders
wichtige Rolle spielen die spektralen Absorptions- und Emissionsprofile der Farb-
stoffmolekiile, die iiber das Kennard-Stepanov-Gesetz miteinander verkniipft sind
und thermodynamische Informationen iiber das Medium enthalten.
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Abbildung 2.1: Jablonski-Diagramm der Ubergéinge in einem schemati-
schen Farbstoffmolekiil [74].

2.1.1 Kennard-Stepanov-Relation der Farbstoffmolekiile

Zu Beginn werden einige allgemeine Fluoreszenzeigenschaften von Farbstoffmole-
kiilen zusammengefasst [74, 81, 82|. Die Charakteristiken der Fluoreszenzemission
werden anhand des Jablonski-Diagramms in Abbildung 2.1 diskutiert. Darin sind
der Singulett-Grundzustand und die ersten zwei elektronisch angeregten Zustidnde
mit Sy bzw. 512 bezeichnet. Die elektronischen Niveaus sind mit einer Substruk-
tur versehen, welche die vibronischen und rotatorischen Freiheitsgrade des Molekiils
darstellt (schattierte Flachen in Abbildung 2.1). Die Absorption von Photonen bei
Energien hw, und hw! ist durch vertikale durchgezogene Pfeile gezeigt. Die Ener-
gieaufspaltung zwischen Sy und S betriagt typischerweise ca. 2 eV, sodass die ther-
mische Energie bei Raumtemperatur von 1/40 eV keine elektronische Anregung des
Farbstoffmolekiils bewirken kann, sondern fiir eine Anregung ein optisches Photon
bendtigt wird. Nach der Absorption dndern die Farbstoffmolekiile durch Stofe mit
Losungsmittelmolekiilen (alle 1071 s bei Raumtemperatur) laufend ihre Rotations-
und Vibrationszustédnde im elektronisch angeregten Niveau. Im thermischen Gleich-
gewicht stellt sich abhidngig von der rovibronischen Zustandsdichte und der Tempe-
ratur eine gewisse mittlere Besetzung im angeregten Zustand ein. Die iiberschiissige
Energie bei jedem Absorptionsprozess wird durch diese interne Konversion auf einer
Zeitskala von 10712 s ins Losungsmittelbad dissipiert. Die typischerweise viel lang-
samere Fluoreszenzemission (107 s) erfolgt damit in der Regel bei einer geringe-
ren Frequenz als die vorangegangene Absorption (Stokes-Verschiebung [83]), sowie
aus einem Satz von thermisch equilibrierten rovibronischen Niveaus in S7 in den
Grundzustand Sy, der seinerseits ebenfalls innerhalb weniger Pikosekunden therma-
lisiert. Der Thermalisierungsprozess ist dafiir verantwortlich, dass keine Korrelation
zwischen der Energie des absorbierten Photons und dem Spektrum der Fluores-
zenz besteht (Kasha’s-Regel [84]). Da die elektronische Anregung eines Molekiils die
nukleare Geometrie nahezu unveréndert lésst, sind auch die Energieabstinde und
Wellenfunktionen der Vibrationsniveaus in Sy und S; dhnlich. Eine Konsequenz
ist, dass die spektralen Profile von Absorption und Emission gespiegelt erscheinen
(Spiegelbild-Regel). Aufserdem koénnen Singulett-Zustédnde durch Interkombination
strahlungslos in Triplett-Zustande 77 iibergehen, welche dann auf einer langsameren
Zeitskala (> 1073 s) als Phosphoreszenz zerfallen.

28



Eine weitere Konsequenz der rovibronischen Thermalisierung ist die Verkniipfung
von Absorptions- und Fluoreszenzspektren tiber einen Boltzmann-Faktor:

% o w? exp <— ]Z;,) (2.1)

Hierin bezeichnet a(w) den Absorptionskoeffizient und f(w) die spektrale Energie-
dichte (mittlere emittierte Energie pro Frequenzintervall) bei der Frequenz w. Dieser
Zusammenhang wurde zunédchst von Kennard hergeleitet [85, 86] und in spéteren
Arbeiten weitergehend untersucht [87-90|. Zur Herleitung der Relation in Gl. (2.1)
betrachten wir das in Abbildung 2.1 gezeigte Energieschema der Zusténde Sy und
S1, wobei der Energieabstand zwischen den rovibronischen Grundzustédnden hAw,p,,
(,Null-Phononen-Linie*, engl.: zero-phonon line) betrage. Die relativen Fluoreszenz-
und Absorptionsstiarken kénnen durch Integration iiber die Energieniveaus der ro-
vibronischen Substruktur gewonnen werden

f(w) N [ Di(€)p(¢)A(e,w)de
a(w) [ Dy(e)p(e)B(e,w)de ’
wobei €, € die Energien und D, (€), D4 (€¢') die rovibronische Zustandsdichte im Grund-

() bzw. angeregten (1) Zustand bezeichnen. Die Verteilungsfunktion ist aufgrund
der stofsinduzierten Thermalisierung in beiden Zustédnden identisch

ple) = exp (—ij) | 23)

Die Einstein-Koeffizienten A(€’,w) und B(e,w) sind, unter Beachtung der Energie-
erhaltung fw + € = huw,py, + €, Uiber die A-B-Relation miteinander verkniipft [89]

(2.2)

2hw?

e

D ()A€, w)de' = D, (e)B(e,w)de. (2.4)

Unter der Annahme einer identischen rovibronischen Substruktur, D|(e) = D(€'),
liefert Einsetzen von Gl. (2.3), (2.4) in Gl. (2.2)

flw)  2hw? € —¢ 2hw3 R(w — wyp)
AN - - et LV 9.
a(w) X e P ksT T2 P ksT (2:5)

Die Kennard-Stepanov-Relation aus Gl. (2.5) wurde experimentell in fliissigen Farb-
stofflosungen (20, 91-94|, sowie Farbstoff-dotierten Polymermatrizen bei Raumtem-
peratur beobachtet [95]. Andere Experimente haben die Boltzmann-Skalierung von
Absorption und Emission in Halbleitern [96] und ultradichten, druckverbreiterten
Rubidiumgasen [97, 98| bestéatigt.

29



Optische Anregung

‘ 1
Farbstoff- - %
molekiil \ ‘/| 2)

<

o7 %
Spiegel /

Abbildung 2.2: In der ,Photonen-Box“ dndern wiederholte Absorptions-
Emissions-Zyklen von Photonen durch Farbstoffmolekiile laufend die Kon-
figuration des Lichtfeldes (|1) — |2) — ...), sodass die Photonen thermali-
sieren.

Thermisches Gleichgewicht durch Absorption-Emissions-Zyklen

Gemaéf der Kennard-Stepanov-Theorie iibertragt sich das thermische Gleichgewicht
eines molekularen Warmebades auf die spektralen Fluoreszenz-Eigenschaften. Wah-
rend Photonen bei der Fluoreszenz spontan in das Modenkontinuum des freien
Raums emittiert werden, kommt es im optischen Mikroresonator zu wiederholten
Absorptions- und Reemissionsprozessen von Photonen durch das Farbstoffmedium
in ein durch die Resonatorspiegel modifiziertes Modenvolumen (vgl. Abschnitt 2.3).

Die Auswirkung von wiederholten Absorptions-Fluoreszenz-Zyklen (Abbildung 2.2)
auf die Thermodynamik des Photonengases lasst sich durch eine Zufallsentwicklung
(engl.: random walk) der Photonenkonfiguration

’1> = {ng,nl,...,ni,...nj7...} (26)

modellieren, worin n; die (aktuelle) Population des i-ten Resonatormoden (Kreisfre-
quenz w;) bezeichnet. Die Absorption eines Photons aus dem Moden ¢ und nachfol-
gende Emission eines anderen Photons in j fiihre zur Konfiguration des Strahlungs-
feldes

12) = {no,n1,....,ni — 1, ,m; +1,..} (2.7)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Konfigurationen werden durch Ab-
sorption sowie spontane und stimulierte Emission reguliert:

Ry o nia(w;) X (n; + 1)f~(wj)
Ry o< (nj 4 1)a(w;) x nif(wi)

mit der spektralen Fluoreszenzwahrscheinlichkeit pro Moden f(w) = f(w)w2c®/(hw?).
Fiir das Verhéltnis der Ubergangsraten folgt

o) alwp) floge? P

Ry njo(wi)(ng + l)f(w ) a(“i)f(%)“? (2.5) [_ hw; — wi
Ro1 (nj + 1)a(w;)ni f(
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wobei im letzten Schritt die Kennard-Stepanov-Relation eingesetzt wurde. Aus der
Theorie der Markov-Prozesse ist bekannt, dass eine derartige Boltzmann-Relation
der Ubergangsraten einen stationdiren Zustand der Mastergleichung (,detailliertes
Gleichgewicht®) herbeifithrt [20, 99, 100]. Letztere ist eine Ratengleichung fiir den
Wahrscheinlichkeitsfluss zwischen verschiedenen Konfigurationen des Systems. Die
Kennard-Stepanov-Relation stellt somit sicher, dass das Photonengas fiir hinrei-
chend lange Zeiten iiber alle Moden ins thermische Gleichgewicht strebt.

Chemisches Gleichgewicht

Neben dem Energieaustausch mit dem Warmebad bei der Temperatur T, findet auch
ein effektiver Teilchenaustausch zwischen dem Photonengas und dem Farbstoffme-
dium statt. Der Kontakt zu dem Teilchenreservoir fiithrt ein chemisches Potential
ft, fiir die Photonen ein, welches durch den Anregungsgrad des Farbstoffmediums
eingestellt wird. Wegen hw,p;, > kT, kann die Anregung eines Molekiils aus dem
elektronischen Grundzustand (/) in den elektronisch angeregten Zustand (1) prak-
tisch nur durch die Absorption eines optischen Photons () erfolgen. Umgekehrt
fiihrt der Zerfall des Molekiils zur Emission eines Photons. Dies entspricht einer
photochemischen Reaktion

YL =1 (2.11)

die im chemischen Gleichgewicht (kein Netto-Teilchenfluss zwischen den Spezies) die
Angleichung der jeweiligen chemischen Potentiale bewirkt:

[y + py = i (2.12)

Daher folgt fiir die Fugazitéit der Photonen
2= et :e%/e%. (2.13)
Die Zustandssumme eines Farbstoflmolekiils sei

Ky hp—hwzpy,

F =wersT +wre  FBT (2.14)

mit den statistischen Gewichten wy; = [ _, Dy 1(€) exp[—€/kpT]de. Die Wahrschein-

lichkeit, das Molekiil im Grund- oder angeregten Zustand zu finden,

M,

Ky
kBT = 2.15
wy et [F = (2.15)
Hp—hwzpy, M.
wpe FT o JF =t (2.16)

M

ist durch das Verhéltnis der Anzahl von angeregten bzw. relaxierten Farbstoffmole-
kiilen M| zur Gesamtmolekiilzahl M gegeben. Einsetzen in Gl. (2.13) liefert

efT = ——¢ *BT (2.17)



Im chemischen Gleichgewicht wird das chemische Potential der Photonen also durch
den Anregungsgrad der Farbstoffmolekiile M;/M, bestimmt. Wie im folgenden Ab-
schnitt erldutert wird, ist es vorteilhaft, alle Energien im Mikroresonator beziiglich
der des Grundzustandes hw, (siehe Gl. (2.30)) zu renormieren. Mit p := ., — hw,

folgt somit

eFBT — ﬂ%eﬂ“)‘% (2.18)
U}T MJ,

mit der Verstimmung A := w, — wyp;, zwischen Kondensat und Farbstoffresonanz!.

2.2 Dispersionsrelation im Mikroresonator

In diesem Abschnitt wird die Dispersionsrelation des zweidimensionalen, harmoni-
schen gefangenen Photonengases im Mikroresonator diskutiert. Es wird ein Reso-
nator aus zwei sphéarisch gekriimmten Spiegeln betrachtet, die einen Abstand von
wenigen optischen Wellenldngen besitzen (sieche Abbildung 2.3). In einem Medium
mit Brechungsindex n verkniipft die Dispersionsrelation von Photonen im freien
Raum

h
E="k (2.19)

n
die Photonenenergie £ mit dem Betrag des Wellenvektors k = |k|, sieche Abbil-
dung 2.4(a). Im Allgemeinen lasst sich der Wellenvektor in eine longitudinale Kom-
ponente entlang der optischen Achse k, und eine transversale Radialkomponente k,

zerlegen. Fiir die Energie-Impuls-Beziehung in Gl. (2.19) folgt dann

h
E="Ck2+ k2 (2.20)
n

Die Randbedingungen fiir die Photonen-Eigenzusténde im Resonator sind durch den

'Im Folgenden wird A auch als ,Farbstoff-Resonator-Verstimmung“ bezeichnet.

Optische

Achse
Sphérischer

Spiegel

Abbildung 2.3: Schema des Resonators aus zwei sphérischen Spiegeln mit
Kriimmungsradius R im Abstand Dy auf der optischen Achse (z-Richtung).
Bei einer transversalen Position r abseits der optischen Achse verringert
sich der Spiegelabstand auf einen Wert D(r). Der Wellenvektor lasst sich in
Longitudinal- und Transversalkomponente, k, bzw. k,, zerlegen (rechts).
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Abstand der Spiegeloberflaichen mit Kriimmungsradius R vorgegeben. Der Einfach-
heit halber nehmen wir an, dass die Knoten der elektromagnetischen Stehwellen auf
der Spiegeloberfliache liegen und nicht in die reflektierende Schicht eindringen, wie es
bei (den im Experiment verwendeten) dielektrischen Spiegeln der Fall ist. Der Spie-
gelabstand bei einer radialen Entfernung r von der optischen Achse betrage D(r),
und zur vereinfachten Notation bezeichnen wir die maximale Entfernung der Spiegel
auf der optischen Achse mit Dy = D(r = 0). Die verwendeten Parameter sind in
Abbildung 2.3 skizziert. Die z-Komponente des Wellenvektors bei der transversalen
Position r lautet
Tq
k.(r) = —— (2.21)

wobei die longitudinale Wellenzahl ¢ die Anzahl der im Resonator eingeschlossenen
Halbwellen festlegt. Anhand von Gl. (2.21) wird deutlich, dass die z-Komponente
des Wellenvektors in einem Mikroresonator sehr grofs werden kann und somit die
,paraxiale Naherung“ k, > k, relevant wird. Aus geometrischen Betrachtungen
(sieche Abbildung 2.3) folgt fiir den Spiegelabstand

-G

Im verwendeten Mikroresonator ist der Kriimmungsradius der Spiegel wesentlich
grofker als die untersuchten Abstédnde von der optischen Achse (r < R), weshalb
der Wurzelterm in Gl. (2.22) in erster Ordnung entwickelt werden kann. Insgesamt
liefert dies eine parabolische Skalierung

D(r) = Dy — 2R (2.22)

7,2

Unter Verwendung der paraxialen Ndherung folgt fiir die Dispersionsrelation aus

Gl. (2.20) néherungsweise

he <k2 N k? ) (221) mheq N heD(r) 12

E
2k, nD(r)  2mqn "

12

wheq  mheq 5 heDy
k;. 2.24
Do | ARDZ T 2mqn'” (2.24)

12

In der zweiten Zeile wurde der inverse Spiegelabstand D(r)~! wegen Dy > r%/R
fiir kleine %/ R entwickelt. Es soll zusétzlich ein nichtlineares Antwortverhalten des
Brechungsindex aufgrund von Verénderungen der zweidimensionalen Photonendich-
te, d.h. der Intensitét des Lichtfeldes (), in Gl. (2.24) implementiert werden. Mit
dem Ansatz

n = ng+ An, = ng + 1o (7) (2.25)

lasst sich der Gesamtbrechungsindex als Summe des linearen Brechungsindex in der
Abwesenheit von Photonen ng und eines nichtlinearen Anteils 715 ausdriicken. Der
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(2) (b)

Freier Raum Mikroresonator
A
ok <k’
mphc2 {
2
k o —> k
.
Wellenvektor transv. Wellenvektor

Abbildung 2.4: Modifizierte Dispersion im Mikroresonator. (a) Lineare
Abhéngigkeit der Photonen-Energie F = hkc/ny vom dreidimensionalen
Wellenvektor im freien Raum. (b) Im Mikroresonator skaliert die Energie-
Impuls-Beziehung des Photons fiir kleine Werte von k, quadratisch mit dem
transversalen Wellenvektor k,, analog zur Dispersionsrelation eines massiven
Teilchens mit Ruhemasse myp(c/70)?.

letzte Term in Gl. (2.25) beinhaltet damit physikalische Effekte die zu intensitéts-
abhéngigen Energieverschiebungen fiithren, wie z.B. den optischen Kerr-Effekt [101],
oder zeitlich retardierte thermische Linseneffekte. Insgesamt erhélt man:

1 wheq  mheq 5  heDy
E = k
ot Am | Dy RDZ T 2mg

wheg wheq o  heDy ., Theq

T
ﬁoDO ﬁoRDg 27'('(]’&0 " ﬁ%DO

12

Afi, (2.26)

Im letzten Schritt wurde die Néherung ny > An, verwendet und berticksichtigt,
dass nur der erste Term in der Klammer in Kombination mit An, einen wesent-
lichen Beitrag zur Dispersionsrelation liefert. In Gl. (2.26) ldsst sich die effektive
Photonenmasse und die Fallenfrequenz identifizieren

th’fl(] hﬁo

= = k.(0), 2.27
mph D()C c ( ) ( )
c 2
= —/—=—= 2.28
no V DoR’ ( )
womit sich die Energie-Impuls-Beziehung aus Gl. (2.26) umschreiben lésst:
E = mphﬁ—% + 2mph + imth rT— 728 Tlg[(F) (229)

Vernachlédssigt man Wechselwirkungen, no = 0, so entspricht Gl. (2.29) formal der
Dispersionsrelation eines massiven, harmonisch gefangenen Teilchens, dessen nicht-
relativistische Bewegung in den zwei Dimensionen der Transversalebene erfolgt (Ab-
bildung 2.4 (b)). Der erste Term in Gl. (2.29) bezeichnet eine effektive Ruheenergie
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der Photonen, eine globale Energieverschiebung, die durch die Spiegelrandbedingun-
gen festgelegt wird. Sie entspricht gerade der Energie des ¢-ten Longitudinalmoden
ohne transversale Anregungen

CQI

Mph—5 = Fqo0 = I, (2.30)
U,
mit der ,Abschneidefrequenz” w.. In Analogie zur nicht-relativistischen Quantenme-
chanik lassen sich dann mit den transversalen Quantenzahlen n, und n, die diskreten
Energie-Eigenzustande E,, ,, und Wellenfunktionen v, », (,y) des zweidimensio-
nalen, quantenmechanischen Oszillators angeben [102]:

2
C
E%bm,zymm534—h90%—%ny+l) (2.31)
0

¢nx,ny<xay) = %x(fv)%y(y)

- 1 mth Y _mth:”2 mth
%M)_\@ﬁ(wh)e AN (2:32)

Die Wellenfunktionen des zweidimensionalen harmonischen Oszillators separieren in
Losungen des eindimensionalen Problems ¢, (x), wobei H,,(z) = (2 — 0/0x)" - 1
Hermite-Polynome n-ten Grades bezeichnen. Die nicht-relativistische Quantenme-
chanik liefert mit Gleichungen (2.31) und (2.32) dieselben Ergebnisse wie die pa-
raxiale Wellengleichung, welche ebenfalls ein diskretes Spektrum von Hermite-Gauf-
Moden vorhersagt [79, 103].

Gross-Pitaevskii-Gleichung

In der Anwesenheit eines Thermalisierungsprozesses bei gleichzeitiger Teilchenzah-
lerhaltung kann ein Bose-Gas in diesem zweidimensionalen System eine Bose-Ein-
stein-Kondensation zeigen, wie in Abschnitt 2.3 im Detail diskutiert wird. Aus
Gl (2.29) lasst sich eine nichtlineare Wellengleichung fiir den Grundzustand des
kondensierten Systems ableiten, die formal einer Gross-Pitaevskii-Gleichung ent-
spricht [104, 105]. Bei tiefen Temperaturen, T' ~ 0, befindet sich ein makroskopischer
Anteil von Teilchen im transversalen Grundzustand (7). Die Intensitét

2
I(7) = 22 NG 4o ()] (2.33)

noTrt

setzt sich aus der Energie der Ny kondensierten Photonen und der zweidimensiona-
len Photonendichte |1(7)|> pro Resonatorumlaufzeit 7, = 719Dy/c zusammen. Der
Wechselwirkungsterm aus Gl. (2.29) lautet dann

2 4 2
_ M€ 2 _ R (2
By = — ~5 fia No[tho(7)]* = ——gNo|vo (77, (2.34)
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mit der dimensionslosen Wechselwirkungskonstante § = —(m3; ¢*ns) /(F*ng7) [106].
Insgesamt folgt die Dispersionsrelation
N T 2

E ~ - —m, Q%% + —— N, 7|2, 2.35
mphﬁ% + 2mph + 2mph r + mphg 0’1#0(7’)‘ ( )

In Analogie zur nicht-relativistischen Quantenmechanik ldsst sich die zugehorige
Eigenwertgleichung angeben:

h? 1 R?
(=54 e 4 GNP ) ) = (). (230

2mph Mph

wobei p das chemische Potential bezeichnet. Gleichung (2.36) ist die fiir atomare
Bose-Einstein-Kondensate bekannte zeitunabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung.

2.3 Statistische Physik des Photonengases

In diesem Abschnitt wird das Temperaturverhalten des idealen Bose-Gases in zwei
Dimensionen in einem harmonischen Fallenpotential untersucht [25, 27, 107-109].
Neben der kritischen Teilchenzahl bzw. Temperatur, werden die spektralen und
rdumlichen Verteilungen fiir das experimentell untersuchte, zweidimensionale Pho-
tonengas diskutiert. Nach Gl. (2.31) lassen sich die transversalen Anregungsenergien
im Potential des harmonischen Oszillators angeben

C2

Ungmy = Enx,ny — Mph—=5 — h§Y = RS (ng; + ny) . (237)
: : n2

Wie man an Gl. (2.37) sieht, wichst die Entartung der Zustande des harmonischen

Oszillators linear fiir grofer werdende Energien. Entsprechend lautet die Zustands-
dichte

g(u) = 2 (h% + 1) , (2.38)

worin der Faktor 2 die zweifache Polarisationsentartung der Photonen beriicksich-
tigt. Bei einer Temperatur 7" im thermischen Gleichgewicht ist die mittlere Beset-
zungszahl eines transversal angeregten Zustands bei der Energie u durch das Produkt
aus der Zustandsdichte und der Bose-FEinstein-Verteilung bestimmt

g(u)
xpl(— 1) T] — 1
Es wird implizit angenommen, dass sich das System im grofskanonischen Ensemble

befindet. Das chemische Potential y reguliert die mittlere Teilchenzahl N geméf der
Nebenbedingung

(2.39)

fir,,(u) =

N= > ‘ruw). (2.40)

u=0,h2,2h12,...
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Bei hohen Temperaturen bzw. kleinen Gesamtteilchenzahlen erfiillt das chemische
Potential pu/ksT < 0, und Gl. (2.39) geht in die klassische Boltzmann-Verteilung
tiber. Bei grofer werdender Phasenraumdichte (7" — 0 bzw. N — oo) néhert sich das
chemische Potential asymptotisch der Grundzustandsenergie an, hier: 1 — 0~ (Ab-
bildung 2.5 (b)). Die Besetzung des Grundzustandes ng = fiy,—o(u = 0) divergiert
und muss in der Summe aus Gl. (2.40) gesondert betrachtet werden

N =ng + Z fLT’M:o(U). (241)
u=nh$2,2RhC,...

Das Einfiigen weiterer Teilchen ins System fiihrt zu einer makroskopischen Anhéau-
fung der Teilchen im Grundzustand, weil die hochenergetischen Zusténde keine wei-
teren Anregungen aufnehmen konnen. Die Bose-Einstein-Kondensation setzt bei der
kritischen Teilchenzahl ein:

_ 2 (u/hQ+ 1)
Ne= > fruolu)= Y kT — 1 (2.42)
U=, 2000, .. u=hQ, 2100, ..

Im Falle von quasi-kontinuierlichen Energieniveaus, A > k;T, kann die Summe
durch ein Integral genéhert werden. Setzen von = := u/kyT liefert

u/hQ—%l kTN [z
N, du ~ 2 dz. 2.43
Y / eu/ksT — " ( hQ ) /0 er— 1 (243)

Die Losung des Integrals ist durch die Riemann’sche Zeta-Funktion £(2) = 72/6
gegeben, sodass insgesamt fiir die kritische Teilchenzahl bzw. Temperatur folgt

2 (kT2 m
M=1< ) bow. T, = f ¢_ (2.44)

3 \ RS2

Wenn die Fallenfrequenz nach Gl. (2.28) als Funktion der Resonatorparameter aus-
gedriickt wird, dndert sich Gl. (2.44) zu

w2 (kT 7y 2 V6he
Ne = — D bzw. 1T, = 2.45
6 ( h ¢ ) oRt baw ke DO R (2.45)

Um von einem Gleichgewichtsphaseniibergang sprechen zu kénnen, muss die kriti-
sche Temperatur auch im thermodynamischen Limes N,V — oo ihren endlichen
Wert beibehalten. Wie man anhand von Gl. (2.45) sieht, ist dies aber gerade dann
erfiillt, wenn die Teilchenzahl N — oo und das Volumen durch ,Abschalten” des
Fallenpotentials R — oo bei konstant gehaltener Teilchendichte N/R = konst.
vergrofert werden. Obwohl auch gleichzeitiges Vergrofern von N und Dy bei fixier-
ter Potentialgeometrie die Ubergangstemperatur konstant hilt, ist dieser Fall fiir
das hier betrachtete System physikalisch irrelevant, da die Zweidimensionalitéit des
Photonengases fiir grofse Spiegelabstéinde verloren geht. Die erwarteten mittleren
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Abbildung 2.5: Spektrale Verteilung, chemisches Potential und Konden-
satanteil. (a) Mittlere Besetzungszahl 7 als Funktion der optischen Wellen-
linge. Die Ruheenergie der Photonen ist durch die Abschneidewellenlén-
ge A gegeben, my,c®/ny = he/A.. Unterhalb der kritischen Photonenzahl
N, =~ 90000 zeigen die Spektren eine Boltzmann-Skalierung bei kleinen
Wellenléingen. Fiir N > N, wird der Grundzustand makroskopisch besetzt.
(b) Das chemische Potential (in Einheiten des Boltzmann-Faktors), u/ksT,
wachst im klassischen Bereich mit steigender Gesamtteilchenzahl stetig an,
ehe es bei N, mit p = 0 in Sattigung geht. (¢) Anteil von kondensierten Pho-
tonen an der Gesamtteilchenzahl bei Variation der reduzierten Temperatur.
Die numerische Berechnung (Punkte) zeigt die erwartete quadratische Ska-
lierung (gestrichelte Linie). Entsprechend der experimentellen Bedingungen
(T = 300 K = konst.) wird die reduzierte Temperatur durch Anderung der
kritischen Temperatur 7T, o VN angepasst.

spektralen Verteilungen der Photonen fiir zunehmende chemische Potentiale sind in
Abbildung 2.5 (a) als Funktion der Wellenlénge dargestellt.

Kondensatanteil und raumliche Verteilung des Photonengases

In Analogie zu Abschnitt 1.1.1 lésst sich das Verhiltnis aus der Zahl der konden-
sierten Photonen 7y und der Gesamtteilchenzahl N mit der reduzierten Temperatur
T/T. verkniipfen. Nach Gln. (2.41), (2.44) ist die mittlere Anzahl von Photonen in
angeregten Zustanden bei der Temperatur 1" durch

_ _ 2 (kg T\? ey - (T’
Nexc:N_nOZTF_(B ) (2:44)N(_> <246)

3 \ A2 T.

gegeben. Daraus folgt die in Abbildung 2.5(c) gezeigte, quadratische Abhéngigkeit
des Kondensatanteils von der reduzierten Temperatur

_ 2
) T
21 (= 2.4
N (TC) ) ( 7)
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Abbildung 2.6: Spektrale und raumliche Bose-Einstein-Kondensation von
Licht, aus [21]. (a) Spektrum der Besetzungszahlen fiir verschiedene che-
mische Potentiale. Unterhalb der kritischen Photonenzahl beobachtet man
eine Boltzmann-verteilte Besetzung transversal angeregter Energiezustande.
Oberhalb der Kondensationsschwelle sittigt diese Besetzung nahezu und der
Grundzustand wird makroskopisch besetzt. (b) Rédumliche Intensitétsvertei-
lungen Ip—300k,,(,0) unter- und oberhalb der kritischen Teilchenzahl ent-
lang eines Schnittes in z-Richtung (siehe Teilabbildung mit CCD-Bildern).
(c) Linearer Anstieg der kritischen Leistung bei gednderter Fallengeome-
trie durch Einsatz von Spiegeln mit unterschiedlichen Kriimmungsradien
R, entsprechend der theoretischen Vorhersage aus Gl. (2.45).

fiir das harmonisch gefangene, ideale Bose-Gas in zwei Dimensionen [25, 109]. Im har-
monischen Fallenpotential findet neben der Bose-Einstein-Kondensation im Impuls-
raum auch eine Kondensation im Ortsraum statt, sieche Abbildung 2.6(b). Die rdum-
liche Intensitétsverteilung des Bose-Einstein-kondensierten Photonengases folgt aus
einer Summation tiber die Oszillator-Eigenfunktionen aus Gl. (2.32) mit Energien
aus Gl. (2.31) gewichtet mit dem Bose-Einstein-Faktor bei der Temperatur 7"

Enzn hQ(ngtny)—p -1
IT,#(x,y) = Z : y‘fﬂnzyny(iﬁ,y)’Q 2 <e kgT _ 1)

Trt

N,y

h(ngt+ny)—p

2mph02 o [ Hmatny)-p -1
~ > gy ()P (e BT —1 (2.48)

=2
no Trt

Nz, My

Im letzten Schritt wurde die Leistung pro Photon durch E,, ., ~ my(c/ 10)% /Tt
genihert, da die transversalen Energien h(2 im Vergleich zur Ruheenergie my,(¢/7ig)?
vernachléassigt werden kénnen.

Experimentelle Realisierung des Lichtkondensats

Die statischen spektralen und rédumlichen Verteilungen des Photonengases, gege-
ben in Gln. (2.39) und (2.48), wurden im Rahmen der Dissertation von Jan Klérs
fiir den klassischen sowie Bose-Einstein-kondensierten Bereich experimentell verifi-
ziert [21, 22, 110]. Innerhalb der Messgenauigkeit wird hierin auch die theoretische
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Vorhersage fiir die kritische Photonenzahl und deren Abhéngigkeit von der Fallen-
geometrie, siehe Gl. (2.45), gut bestétigt. Abbildung 2.6 zeigt einige der experimen-
tellen Resultate zur Bose-Einstein-Kondensation von Photonen aus Referenz [21].

Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung von Kohérenzeigenschaf-
ten von Bose-Einstein-Kondensaten aus Licht. Typische experimentell realisierte Pa-
rameter fiir den verwendeten Mikroresonatoraufbau sind hierbei ¢ = 8 als longitu-
dinale Wellenzahl, bei einer Abschneidewellenldnge von A. = 580 nm. Die Rand-
bedingung des Resonators verkniipft dies mit einem Spiegelabstand auf der opti-
schen Achse von Dy = 1.62 pm, wobei der Brechungsindex des Farbstoffmediums
ng = 1.43 betragt. Der Kriimmungsradius der Spiegel liegt bei R = 1 m und die
Experimente finden bei Raumtemperatur 7' = 300 K statt. Die effektive Photonen-
masse betrigt somit, nach Gl (2.27), my, = 7.8 - 107%9, und aus Gl (2.28) ergibt
sich die harmonische Fallenfrequenz /27 = 37 - 10° Hz. Mit diesen Parametern
resultiert aus Gl. (2.45) die kritische Teilchenzahl N, = 93000. Bei der Resonator-
umlaufzeit von 7,y = 15 fs betrdagt die im Resonator zirkulierende optische Leistung
dann etwa P, =~ 2.1 W. Aufgrund der hohen Spiegelreflektivitdt wird nur ein gerin-
ger Anteil von T = 2.5-107° der zirkulierenden optischen Leistung durch die Spiegel
transmittiert. Auch wird das Photonenkondensat nur iiber eine Einschaltdauer von
1 : 10000 betrieben. Aus dem Resonator ausgekoppelte, kontinuierlich messbare
Leistungen liegen somit bei ca. P ays = 5 nW. Da im Laufe der dargestellten Ex-
perimente die Parameter vielfiltig variiert werden, gibt Tabelle 2.1 einen Uberblick
iiber fiinf typische Parametersétze.

q 7 7 8 7 7 Einheit
R 1 6 1 1 1 [m]
Ac 580 580 580 560 610 [nm)|

Dy | 142 | 142 | 1.62 | 1.37 | 149 | |um]
men || 7.79 | 7.79 | 7.80 | 8.07 | 7.42 | [10~%kg]
Q/2r || 396 | 162 | 37.1 | 403 | 38.7 | [GH7
N, [ 81700 | 490200 | 93200 | 78800 | 85700

Tabelle 2.1: Experimentelle Konfigurationen des Photonengases bei Va-
riation der Resonatorgeometrie (Brechungsindex ng = 1.43, Temperatur
T =300 K).

40



Kapitel 3

Dynamik & Koharenz von kondensierten Photonen

Bose-Einstein-Kondensation ist ein Phaseniibergang des Bose-Gases im thermischen
Gleichgewicht. Die Thermalisierung eines Nichtgleichgewichts-Systems kann durch
unterschiedliche Mechanismen mit charakteristischer Dynamik erfolgen. Atomare
Gase z.B. relaxieren durch Kontaktwechselwirkung ins thermische Gleichgewicht,
Photonen im optischen Mikroresonator erhalten ihre Temperatur durch thermi-
schen Kontakt an ein molekulares Wéarmebad. Wahrend es zur Equilibrierung rund
fiinf interatomarer Kollisionen bedarf [111, 112|, ist das Photonengas im homo-
genen Fall bereits nach einem einzelnen Absorptions- und Emissionszyklus ther-
misch. Dariiber hinaus kann der Anregungsaustausch zwischen Farbstoff-Reservoir
und Bose-Einstein-Kondensat zu starken Teilchenzahlfluktuationen fiithren, trotz des
Auftretens von Phasenkohérenz. Die Photonenzahl-Statistik des Grundzustands ist
dann &hnlich einer thermischen Lichtquelle nahezu Bose-Einstein-verteilt, im Ge-
gensatz zu sowohl atomaren Bose-Einstein-Kondensaten als auch dem Laser 31, 79,
113]. Unter diesen Bedingungen ldsst sich der Phaseniibergang als Bose-Einstein-
Kondensation im grofskanonischen Ensemble interpretieren.

3.1 Ratengleichungsmodell

In diesem Abschnitt werden die Ratengleichungen fiir Absorption und Emission
von Photonen in die Strahlungsmoden des Mikroresonators diskutiert. Durch den
Einschluss der Farbstofflosung im Innern des Resonators erfolgt die Fluoreszenze-
mission unmittelbar in das reabsorbierende Medium - ein Szenario, welches sich
vom konventionellen Laserbetrieb mafsgeblich unterscheidet. Nach einem Absorpti-
onsprozess resultieren die hohen Stofraten zwischen Losungsmittel- und Farbstoff-
molekiilen (Femtosekunden-Zeitskala bei Raumtemperatur |[74]) in einer Dekohé-
renzrate des molekularen Dipols, welche die Rabi-Frequenz tibertrifft [77, 114]. Das
Photon-Molekiil-System ist somit im Regime schwacher Kopplung anzusiedeln; es
entstehen keine Polaritonen (vgl. Abschnitt 1.4). In erster Ordnung Stérungstheorie
ist es daher ausreichend, die Photonendynamik anhand von semiklassischen Raten-
gleichungen bezogen auf die Diagonaleintrage der Dichtematrix zu modellieren.
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Als Ausgangspunkt der Betrachtungen befinde sich das Lichtfeld in einer Konfigu-
ration {ni,nsg,...,n;, ...} von Photonen-Besetzungen n; in den verschiedenem Reso-
natormoden. Die Ubergangsraten (pro Volumen)

R, (F) = B (wi)u%(F)pini

R\ (7)) = Boy(wi)u'(F)p(ni + 1), (3.2)

geben die Wahrscheinlichkeit pro Zeitintervall, ein Photon in dem Moden ¢ am Ort
7 zu absorbieren oder emittieren. Sie hingen von den Einstein-Koeffizienten fiir
Absorption und Emission By 91(w;), der modenabhéngigen, spektralen Energiedich-
te pro Photon u‘(7) bei der Resonatorposition 7, sowie den Molekiildichten p; 4+ im
Grund- bzw. angeregten Zustand und den Photonenzahlen selbst ab. Der zusétzliche
+1 Term in Gl. (3.1) riihrt von der spontanen Emission. Mit den molekularen Dich-
ten auf der rechten Seite von Gln. (3.1) und (3.2) erhdlt man Raten pro Volumen,
welche nach Integration iiber das Resonatorvolumen in absoluten Raten iibergehen.
Fiir den transversalen Grundzustand (i = ¢00), mit w; = Ey0/h und n; = n, wird
die Absorptionsrate

B2 = [ R v = [ BB/ @pum av

1

= 312(Eq00/h)“q00(0)an7

(3.3)
wobei die spektrale Energiedichte u?0(7) = u°(0)|f%(7)|?/]f1°°(0)|* durch die
normierten Modenfunktionen f*(7) (mit [ |f*(¥)|*dV = 1) ausgedriickt wurde. Wei-

terhin kann in Gl. (3.3) das aus der Literatur bekannte, effektive Modenvolumen
identifizieren werden [115, 116]:

~ 00 2 q00 (|2 1
‘/e(g‘)o — ’f (/F)’_’ dV = |f (T)‘ dV = 7 (34)
max {[f90(7)[*} | f70(0)[? | f200)[?
Fiir die Absorptionsrate folgt dann
R = Bis(Eq0/h)u®(0)p, V" n. (3.5)

Definiert man die modifizierten Einstein-Koeffizienten Blg,gl := Bi2.91(Fy00/h)u?(0)
und die Anzahl der Molekiile im Grund- und elektronisch angeregtem Zustand
M+ = pVE folgen die Ratengleichungen fiir den mit n Photonen besetzten
Grundmoden:
R? = Bi,Mn = Biy(M — X +n)n (3.6)
R* = ByyMi(n+1) = By (X —n)(n+1) (3.7)

Im Hinblick auf die photochemische Reaktion aus Gl. (2.11) ist es hilfreich, die Zahl
aller molekularen und photonischen Anregungen X = M, + n, sowie die Molekiilan-
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zahl M = M|+ M; = M+ X —n im Volumen des Grundmoden einzufiihren. Das vor-
liegende Modell vernachlassigt zustandsandernde Photon-Photon-Wechselwirkungen
und geht von konstanten Reservoirparametern X, M aus. Letzteres ist durch die iib-
licherweise viel groRere Zahl von Molekiilen (~10%) verglichen mit Photonen (~10*)
gerechtfertigt. Die zeitliche Anderung der Photonenzahl im i-ten Moden ist

0

ani = BglMT(ni + 1) - (BI2M¢ + 'th,i)nzﬁ (38)

wobei die zusatzlich eingefiihrte photonische Verlustrate 7, die Spiegeltransmissi-
on von Photonen berticksichtigt. Die Erhaltung der Anregungszahl X erfordert das
Hinzufligen einer ausgleichenden Anregungsrate P in den molekularen Ratenglei-
chungen, die im Experiment durch optisches Pumpen mit einem Laserstrahl reali-
siert wird: 5

0 0
—— M, =—=—M =P — —n; — M 3.9
ot ot ;atn T (3.9)
Die Anregungsrate muss somit auch die molekulare Verlustrate v, ausgleichen, die
aus strahlungsloser Molekiilabregung (Quanteneffizienz n < 100%) und Fluoreszenz
in nicht-gefangene Moden resultiert.

3.2 Thermalisierungsdynamik

Mithilfe der in Abschnitt 3.1 eingefithrten Ratengleichungen lésst sich die Ther-
malisierungsdynamik der Photonen im Farbstoff-gefiillten Mikroresonator quantita-
tiv untersuchen. Das im Folgenden diskutierte, vereinfachte Modell beschreibt ein
homogenes Mehrmoden-System ohne raumliche Photonendynamik. Fiir das unkon-
densierte System (N < N,.) kénnen die Ratengleichungen des Farbstoffmediums aus
Gl. (3.9) dariiber hinaus als quasi-stationdr angenommen werden, da die Molekiilan-
zahl (=~108) bei weitem die mittlere Photonenzahl pro Moden (~10?) iiberschreitet.
Zur Vereinfachung wird die zeitliche Entwicklung der Photonenzahl aus Gl. (3.8) in
einem Resonatormoden mit Index ¢ und Frequenz w; in einer perfekt reflektieren-
den ,,Photonen-Box* untersucht, d.h. mit verschwindenden Pump- und Verlustraten,
P =0 bzw. ypnm = 0, und vorgegebenem molekularem Anregungsgrad My /M, :

9 Ai Ai

Ein vollstandigeres Modell unter Beriicksichtigung von Pump- und Verlustrasten
wurde von Kirton und Keeling ausgearbeitet [117, 118]. Das Kennard-Stepanov-
Gesetz und die Bedingung fiir chemisches Gleichgewicht, siehe Gln. (2.5) und (2.18),
lassen sich fiir den isolierten Moden der Frequenz w; entsprechend umformulieren

B B ’ W, _ Mwi—wzpr) w o ow, My _ s
A2,1 . A21(w2> _ _ie kB:%PL bzw. ekgT = —i—Te kBT’ (3.11)
Biy  Bip(w;) Wi wy M,
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mit der Farbstoff-Resonator-Verstimmung A = w. — w,p;, und den statistischen Ge-
wichten der rovibronischen Niveaus in Grund- und angeregtem elektronischen Mole-
kiilzustand w) 4 (vgl. Abschnitt 2.1). Im stationéren Fall, On;(t)/0t=0, kompensieren
sich die Absorptions- und Emissionsraten und aus Gl. (3.10) folgt die mittlere Pho-
tonenzahl im thermischen und chemischen Gleichgewicht

—1
Bi, M
ﬁi — 12 ~lx -1
B%l My

- {exp {h(“i ;}:;‘j) _“1 - 1}_1, (3.12)

welche der Bose-Einstein-Verteilung entspricht. Die Bewegungsgleichung fiir einen
einzelnen Moden in Gl. (3.10) ldsst sich durch Summation iiber alle Moden mit
Energie ¢, = hw; auf die Modenstruktur des Mikroresonators verallgemeinern. Mit
der Photonenanzahl n(w,t) = >___, ni(t) bei der Frequenz w erhélt man die Ra-
tengleichung des Vielmodensystems

dn(w,t) d 4
dt  dt 2 nilt) = Ba

Ei:r)w

n(w,t) + Z 1] My — Bian(w, t)M,,  (3.13)

ei:ﬁw

wobei > __, 1 die frequenzabhéngige Zustandsdichte der Moden im Mikroresonator
g(w) =2 [(w — w,) /€2 + 1] bezeichnet, vergleiche Gl. (2.38). Insgesamt folgt

dn(w,t)

dt = Bgln(w, t)MT + AQ]_MT — 312n(w, t)Mi, (314)

worin Ay, = g(w)égl mit dem Einstein-Koeffizienten fiir Spontanemission identifi-
ziert wurde. Die Gleichgewichtsverteilung lautet dann in Analogie zu Gl. (2.39)

Aw) = g(w){g:iz; 1}_ (3.15)

ERYCURN {exp {W} _ 1}1_ (3.16)

Zeitliche Evolution der Photonenzahl

Zur Analyse der Zeitskala, auf der sich die Thermalisierung des Photonengases ereig-
net, betrachtet man das Einzelmodenbild aus Gl. (3.10). Um die zeitliche Relaxation
der Photonenzahl n; = n;(t) ins Gleichgewicht zu erhalten, schreiben wir die Diffe-
rentialgleichung (3.10) in der Form
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mit den Koeffizienten o = l%{éMi — B§1MT und 8 = — B, M;. Mit der Anfangsbe-
dingung n;(t = 0) = 0 lautet die allgemeine Lésung von Gl. (3.17)

n(t)=—-=[1—e* =n;[1— e_t/”] : (3.18)

worin im letzten Schritt die Zeitkonstante
n; +1 n;
Ti = T}._F - (3.19)
Bi,M,  Bi,M,

definiert wurde. Um die Evolution der spektralen Photonenzahlverteilung fiir kurze
Zeiten zu untersuchen, ist es hilfreich, die Modenpopulation in zweiter Ordnung als
Funktion der Zeit zu entwickeln. Aus Gl. (3.18) folgt

t t\ (.10,3.19) - t . .
na(t) = i (1 - _) GLOLA) B Mt {1 -3 <312Mi - BZlMT)l . (3.20)

Ti 27—i

Zu frithen Zeitpunkten kann der Term zweiter Ordnung vernachléssigt werden und
die spektrale Verteilung folgt dem durch 321(w) vorgegebenen Emissionsprofil. Eine
Néherung von Gl. (3.20) fiir das klassische Regime mit My < M ¢l§12 /l§21 liefert
die Zeitskala, auf der eine erste Abweichung vom spektralen Emissionsprofil des
Farbstoffs auftritt )

Tih =2 —= ,

th B,
welche gerade der mittleren Reabsorptionszeit eine Photons im Farbstoffmedium
entspricht. Eine Betrachtung der relativen Besetzungszahlen n; und n;.; von zwei
benachbarten Resonatormoden (mit Modenindizes i, i+ 1 und Frequenzen w;, w; +2)
zeigt, dass die spektrale Verteilung nach der Zeit 7, nahezu einem thermischen
Verlauf folgt. Zur Vereinfachung sei die Fluoreszenzemission in benachbarte Moden
spektral flach, BY, = Bit' was fiir den im Experiment verwendeten Farbstoff gut
erfiillt ist, vgl. Kapitel 4. Nach Gl. (3.11) lauten die Absorptionskoeffizienten

(3.21)

i ~i h(wz - WZPL):|
B!, = B exp|———= 3.22
12 21 €XP [ kT ( )
A A h(w; + Q — wyp) ~ hQ
Bi' = Biflexp { T = } = Bj,exp |:]€B_T} (3.23)

Aus GI. (3.20) erhélt man die Dynamik der Besetzungszahlen fiir kleine Zeiten
. t .
nz(t) >~ M¢B;1t : |:1 — §M¢Bi2:| (324)

. t
mal®) = Bt [1- DB (3.25)
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woraus die spektrale Populationsdifferenz berechnet werden kann

Nit1 — N oo 1R exp[Q ) kT
%(t) = _MTM¢B2lB12§TB (3.26)
h i i t?

Aufgrund des geringen Energieabstandes benachbarter Transversalmoden hinsicht-
lich der thermischen Energie von A2/k;T ~ 6 - 1073 wurde die Exponentialfunktion
im letzten Schritt in erster Ordnung entwickelt. Einsetzen der Thermalisierungszeit
aus Gl (3.21) in Gl (3.27) liefert

Niy1 — Ny _ 1
2k, T Mﬂ%%z 2k, T

Q

(t = Tth) = M (328)

im klassischen Grenzfall einer Boltzmann-Verteilung mit 71; = M;Bj (M, Biy)~".
Andererseits findet man fiir die spektrale Besetzungsdifferenz im Gleichgewicht
Niy1 —N; 312) h

q = kBTm' (3.29)
Die Ahnlichkeit von Gln. (3.28) und (3.29) demonstriert, dass das Spektrum der
Photonen nach der charakteristischen Reabsorptionszeit 7y, bis auf einen Faktor
1/2 den spektralen Verlauf einer Boltzmann-Verteilung aufweist. Dieses Ergebnis
legt nahe, dass die Photonen, die sich zu einem Zeitpunkt ¢ im Mikroresonator be-
finden, nach Durchlaufen etwa eines Emissions-Absorptions-Zyklus ins thermische
Gleichgewicht relaxiert sind.

Die Rate, mit der die Photonenbesetzung individueller Moden ins Gleichgewicht re-
laxiert, héngt im Allgemeinen von der Frequenz ab. Zur quantitativen, theoretischen
Untersuchung der Thermalisierungsdynamik der spektralen Photonenverteilung fiir
typische experimentelle Parameter ist es daher hilfreich, den Einstein-Koeffizienten
fiir Absorption Blg(W) als Funktion des experimentell zugénglichen Wirkungsquer-
schnitts o(w) auszudriicken. Ein Koeffizientenvergleich zwischen dem Lambert-Beer-
Gesetz (On/ot), 5 = —M Vg 'o(w)e n und der Einstein’schen Ratengleichung fiir
Absorption (9n/dt), = —M,Bja(w)n liefert

Bia(w) = U‘(;";C. (3.30)

In Abbildung 3.1(a) ist die berechnete Zeitentwicklung der Spektren aus Gl. (3.18)
als Funktion der Wellenldnge gezeigt. Aufgrund der Energieabhéngigkeit des Wir-
kungsquerschnitts fiir Absorption, dessen Maximum bei ~530 nm liegt (Farbstoft:
Rhodamin 6G, vgl. Kapitel 4), variiert die Zeit 7, nach der die spektrale Vertei-
lung die Gleichgewichtspopulation n(\) erreicht hat, stark mit dem untersuchten
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Abbildung 3.1: (a) Erwartete, spektrale Thermalisierungsdynamik
des Photonengases fiir drei verschiedene Abschneidewellenldngen A\, =
{600; 580; 560} nm fiir ein homogenes System. Alle Gleichgewichtsspektren
n(A) (durchgezogene Linie) besitzen ein chemisches Potential nahe der Kon-
densationsschwelle. Die spektral variierende Reabsorptionsstiarke des Farb-
stoffmediums, o(A) o exp(—A\), resultiert in einer wesentlich langsameren
zeitlichen Entwicklung der Photonenbesetzung (gestrichelt) im roten Spek-
tralbereich (107 s) als im griinen (107! s). (b) Der spektrale Anstieg
bei niedrigen Wellenldngen (gestrichelte Linie) ist ein Maf fiir den Grad
der Thermalisierung. Fiir fortschreitende Zeit néhert er sich dem Gleichge-
wichtswert (durchgezogene Linie). Nach der charakteristischen Thermalisie-
rungszeit 7y, ist die Abweichung zwischen beiden Kurven < 1%. (Farbstoff-
konzentration 10~* Mol /1)

Spektralbereich. Wéahrend im roten Spektralbereich das Photonengas innerhalb ei-
niger Nanosekunden ins Gleichgewicht relaxiert (Abbildung 3.1(b), links), findet
man im gelb-griinen Spektralbereich eine erwartete Thermalisierungsdynamik im
Pikosekunden-Regime (rechts).

Zum Beispiel absorbiert der experimentell verwendete Farbstoff (Rhodamin 6G)
Photonen der Wellenldnge A = 580 nm mit einem Wirkungsquerschnitt o(2rc/\) ~
10722 m?. Ausgehend vom Spiegelabstand Dy ~ 1.4 pum und dem Durchmesser
des TEMgo-Moden dy ~ 12 pm, konnen das effektive Grundmodenvolumen zu
Vattoo = 7(do/2)2Dgy ~ 1.8-107'% m? und die Ratenkoeffizienten zu Bia(w) ~ 170 87!
abgeschétzt werden. Bei typischen Farbstoffkonzentrationen im Losungsmittel von
1 mMol/1 befinden sich M, ~ 10® elektronisch abgeregte Molekiile im Grundmo-
denvolumen. Die Thermalisierungszeit der Photonen betragt dann naherungsweise
Ten == 50 ps.
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Zeitkonstante des chemischen Gleichgewichts

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass die spektrale Thermalisierungszeit des
Photonengases 7,,, im klassischen Regime nédherungsweise durch die Reabsorptions-
zeit der Photonen im Farbstoffmedium (BmM 1)~ ! gegeben ist. Diese Thermalisie-
rungszeit kann jedoch von der Zeit 7., abweichen, die das System zur Relaxation
ins chemische Gleichgewicht benétigt, in welchem sich die Gleichgewichtsverteilung
n(w) einstellt. Analog zur Diskussion der Einzelmoden-Dynamik aus Gl. (3.18) l4sst
sich die zeitliche Entwicklung der Photonenzahl mit der zughorigen Zeitkonstante
auch fiir das Multimoden-System aus Gl. (3.14) bestimmen:

n(w,t) = i(w) [1 — e @] mit 7(w) = fz(w) = — nw) 3.31
(w,t) =7(w) [ ] t 7(w) @) B @)V Anr() (3.31)

Im klassischen Regime, p < 0, geht Gl. (3.16) in die Boltzmann-Statistik n(w) =
g(w)Bay(w) My /[Bia(w)M,] tber. Die chemische Relaxationszeit der Gesamtphoto-

nenzahl folgt als gewichtetes Mittel iiber alle frequenzabhéngigen Relaxationszeiten
—1 oo _ Q _ 2h(w7prL) d
f dw 1 fwc (W We + )eXp kgT — w
o f% w)des BuM, S (w—w.+ Q) exp [——h(w,::%PL)] dw
(W'+A)
f (W + Q) exp |: —Ti| dw,

QT hA
_ o e %exp (—k T), (3.32)
fo W'+ Q) exp[ —T} duw’ B

wobei im zweiten Schritt in Analogie zur obigen Diskussion der spektralen Therma-
lisierung ein spektral flaches Emissionsprofil angenommen wurde. Die Verstimmung
A = w, — wypy, belduft sich im Experiment auf Werte zwischen Asgonm = —2.4k5T /R
und Agosnm = —8.7kT /h. Somit tiberragt die Zeitskala fiir chemische Equilibrierung
die thermische Relaxationszeit um einen Faktor von 7, /7, ~ 3 (fiir A, = 560nm)
bis zu 1500 (fiir A, = 605nm). Dieses Verhalten ldsst sich experimentell bestéti-
gen (Kapitel 4). Das diskutierte, analytische Modell der Equilibrierungsdynamik
lasst sich nicht auf die Entwicklung der Grundzustandspopulation in der konden-
sierten Phase anwenden. Die grofse Photonenzahl im Bose-Einstein-Kondensat be-
schleunigt die Dynamik durch {iberwiegend stimulierte Emissionsprozesse und die
Riickwirkung des optischen Feldes auf die Population angeregter Farbstoffmolekiile
muss durch die Ratengleichungen des Mediums, dM; /0t, beriicksichtigt werden.
Unter diesen Umsténden kann die chemische Equilibrierung deutlich schneller erfol-
gen als die Thermalisierung (siche Anhang A.1). Bis zur kritischen Photonenzahl
N. ~ 90000 beschreibt das vereinfachte Ratengleichungsmodell jedoch adaquat die
Relaxationsdynamik fiir die Gesamtzahl der Photonen, d.h. insbesondere einschliefs-
lich des Grundmoden. Die Vorhersage unterschiedlicher Zeitskalen fiir Energie- und
Teilchenrelaxation, 7, und 7, sind eine unmittelbare Folge der spektralen Eigen-
schaften des Farbstoffmediums, sowie der endlichen Grofie des Systems. Im thermo-
dynamischen Limes wird erwartet, dass sich beide Zeitskalen wieder angleichen.
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3.3 Photonenzahl-Statistik

Fiir eine Bose-Einstein-Kondensation unter groftkanonischen Ensemble-Bedingun-
gen, d.h. in der Anwesenheit eines unendlich grofen Teilchenreservoirs (vgl. mit Ab-
schnitt 1.3.1), erwartet man Fluktuationen der Kondensatbesetzung von der Gro-
fenordnung der Gesamtteilchenzahl [8, 9, 54, 55|. Demgegeniiber treten lediglich
hochstens Poisson’sche, also mit der Wurzel der Teilchenzahl skalierende, Fluktua-
tionen im (mikro-)kanonischen Ensemble auf, welches iiblicherweise in Experimenten
mit atomaren Bose-Einstein-Kondensaten realisiert ist [31, 32]. Im hier diskutier-
ten Farbstoff-Mikroresonator-System hingegen koppeln Photonen des Bose-Einstein-
kondensierten Grundzustands an elektronische Uberginge einer bestimmten Anzahl
von Farbstoffmolekiilen. Dadurch kommt es zum Austausch von Anregungen mit
diesem molekularen Reservoir, dessen Grofe M durch das Produkt aus Farbstoft-
konzentration und Modenvolumen des transversalen Grundzustands bestimmt ist.

Mastergleichung und Photonenzahlverteilung

Wir betrachten zunéchst die Mastergleichung fiir die Wahrscheinlichkeit p,, = p,(t),
zum Zeitpunkt ¢ gerade n Photonen im Grundzustand zu finden®. Der Wahrschein-
lichkeitsfluss zwischen Photonen im Kondensat und dem Reservoir folgt

b = B2 et — (R + F2)pn + B2 ps, (333

mit den Raten aus Gln. (3.6) und (3.7) [62, 119]. Fiir die Diskussion der Photo-
nenstatistik betrachten wir die Molekiilzahl M = M; 4+ M, und die Anregungszahl
X = M; + n als konstant. Fiir lange Zeiten ¢ — oo erwartet man, dass der Wahr-
scheinlichkeitsfluss p,(¢) stationér wird, p,(co) = 0, und die Photonenzahlverteilung
ihren Gleichgewichtswert P,, := p,(co) annimmt. In diesem Grenzfall, ldsst sich
Gl. (3.33) durch den Rekursivansatz P, = Py [[}—, R}'/R}%, 16sen. Dieser liefert
fiir die vorliegenden Ratengleichungen die Photonenzahlverteilung

P (M — X)I1X! <z§21> | (334

Po (M—X+n)(X—n)\ By,

woraus die mittlere Besetzungszahl, sowie die Fluktuationen des Grundzustands be-
stimmt werden konnen. Eine alternative Herleitung von Gl. (3.34) gelang mit einem
Entropie-Maximierungs-Prinzip [120].

Im Allgemeinen kann Gl. (3.34) nur numerisch ausgewertet werden. Die Berechnung
basiert auf der Annahme einer konstanten Temperatur 7' = konst., wihrend das
Vergrofiern der mittleren Gesamtphotonenzahl N durch Absenken der reduzierten
Temperatur T/T,(N) den Phaseniibergang auslose. Bei jeder Teilchenzahl N muss

1Zur vereinfachten Notation bezeichnen n (bzw. 71) in den folgenden Abschnitten 3.3 und 3.4
die (mittlere) Photonenzahl im Bose-Einstein-Kondensat.

49



~
o
~
~
=3
~
—_—
S
o3
=
=]
S

1Oz Ai/X A 20F A
E ~
= A= 7 5
§ 0.5r i Z ::t:’ 15+ ® @ ]
g ‘
< @® e >
E 5 \e

0.0 05 1.0 0.0 0.5 1.0

T/T. n/N

Abbildung 3.2: (a) Berechneter Kondensatanteil 7/ N und photonischer
Anteil an der Anregungszahl /X als Funktion der reduzierten Temperatur
T/T.(N) fiir ReservoirgroRen Mg.g = {10%;...; 10'2} bei einer Verstimmung
RA = —4.67k,T aus [62]. (b) Die berechnete Autokorrelation g®(0) des
Kondensats fiir Reservoire wie in (a) lasst starke Photonenzahlfluktuationen
bis tief in die kondensierte Phase erwarten.

iiber die numerische Prozedur eine Anregungszahl X ermittelt werden, welcher die
geforderte Randbedingung an die Gesamtteilchenzahl erfiillt: bei einem Startwert X
folgt die mittlere Photonenzahl im Grundzustand

n=>Y nP, (3.35)

n>0

welche den molekularen Anregungsgrad des Mediums im Volumen des Grundmoden
festlegt
My,  X-n
M, M-X+n

Die Annahme von chemischem Gleichgewicht zwischen den Teilchenspezies, siehe
Gl. (2.18), verlangt eine raumlich homogene Dichte angeregter Molekiile. Aus dem
Anregungsgrad im Volumen des Grundmoden in Gl. (3.36) lasst sich daher der
Anregungsgrad an allen anderen Resonatorpositionen vorhersagen. Das Verhéltnis
M,/ M, steuert nach Gl. (2.18) das chemische Potential der Photonen x, womit die
Beitréage angeregter Zustéinde zur Gesamtphotonenzahl folgen

- g9(u)
"o = 2l ) (T T 330

(3.36)

Bei Abweichungen zwischen 7 + fiexe und der Ziel-Photonenzahl N wird die numeri-
sche Prozedur mit angepasster Anregungszahl X so héufig iteriert, bis ein gewiinsch-
tes Niveau von Ubereinstimmung erfiillt ist.

In Abbildung 3.2 sind Ergebnisse der numerischen Berechnungen exemplarisch dar-
gestellt, siche auch [62]. Die Teilabbildung 3.2(a) zeigt den Kondensatanteil n/N
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als Funktion der reduzierten Temperatur T/T,(N) fiir eine konstante Temperatur
T = 300 K, sowie den Anteil von kondensierten Photonen an der Gesamtanre-
gungszahl /X fiir fiinf verschiedene molekulare Reservoirgrofen. Die Verstimmung
zwischen Bose-Einstein-Kondensat und Null-Phononen-Linie hA = —4.67kxT stellt
gemaf Gl. (3.11) das Verhéltnis der Einstein-Koeffizienten Boy / By, ein und beein-
flusst somit die Photonenstatistik aus Gl. (3.34). Der Kondensatanteil folgt fiir alle
Reservoire der analytischen Losung /N = 1 — (T/T.)* und der Verlauf von 71/X
zeigt, dass bis zu niedrigen Temperaturen ein Grofsteil der Anregungen in moleku-
larer Form vorliegt. Die Autokorrelationsfunktion bei verschwindender Zeitverzoge-
rung

g(2) (7_ _ O) _ <n(n — 1)> _ ZnZO TL(?’L B 1)7)" (3.38)

n? (ano ”Pn) ’
ist fiir dieselben Reservoirparameter in Abbildung 3.2(b) in Abhéngigkeit des Kon-
densatanteils und der reduzierten Temperatur dargestellt. Im klassischen Regime,
T > T, zeigt die Besetzung des Grundzustandes die iiblichen, starken Intensitéts-
fluktuationen des thermischen Bose-Gases, ¢®(0) = 2, und die Photonenzahl folgt
der Bose-Einstein-Statistik. Entgegen der iiblichen Beobachtung in atomaren Bose-
Gasen (siehe Abbildung 1.1(c)), fiihrt die Temperaturreduktion in der Gegenwart
von grofsen Reservoiren zum Fortbestehen die Intensitéatskorrelationen bis weit in den
kondensierten Bereich. Die Fluktuationen sind eine Konsequenz des grofskanonischen
Teilchenaustauschs mit dem Molekiilreservoir. Bei sehr niedrigen Temperaturen un-
terhalb von T werden die Schwankungen ausgefroren und die Rechnungen demons-
trieren eine Auspriagung von Kohiirenz zweiter Ordnung, ¢ (0) = 1, begleitet von
einer Poisson-artigen Photonenzahlverteilung. Der Ubergang zwischen beiden statis-
tischen Bereichen wird von keiner Unstetigkeit in den thermodynamischen Groéfsen
begleitet [62]. Es besteht somit kein Grund zur Annahme eines weiteren Phaseniiber-
gangs innerhalb des Bose-Einstein-kondensierten Bereichs. Dennoch werden wir im
Folgenden sehen, dass das Ubergangsverhalten der Photonenzahlstatistik innerhalb

der Bose-Einstein-kondensierten Phase auch im thermodynamischen Grenzfall seine
Giiltigkeit beibehélt.

Asymptotische Photonenzahlverteilungen

Im Allgemeinen interpoliert die Photonenzahl-Statistik aus Gl. (3.34) zwischen einer

Bose-Einstein-Statistik und einer Poisson-Statistik. In diesem Abschnitt werden die-

se zwei Grenzfille diskutiert. Dazu ist es hilfreich, Gl. (3.34) in einer Rekursionsform
zu schreiben: R

Pn—l—l . X —n Bgl

P. M-X+n+1pB,

(3.39)

Bose-Einstein-Verteilung. Im Falle der Bose-Einstein-Photonenstatistik ist P,
durch eine geometrische Reihe gegeben mit einem Verhéltnis P, y1/P,, das unab-
héngig von n ist. Dies ist gerade dann erfiillt, wenn die Reservoirdimensionen M
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und X so grofs werden, dass die Photonenzahl auf der rechten Seite von Gl. (3.39)
vernachléssigt werden kann, also X > n und M — X > n (,,grofkanonischer Grenz-
fall“). Mit X ~ My und M — X ~ M, folgt

n T. kan. M B Pn r. kan. M B !
Put e dan. My Bay - P e Jan (M Bo ) (3.40)
Pn M, By, Po M, By,

sodass P, exponentiell zerfillt und ein Maximum bei n = 0 besitzt. Normierung von

Gl. (3.40) liefert
Po=11- %1?21 %?21 - (_’%) , (3.41)
M, By, M, By, n+1

wobei im letzten Schritt die mittlere Photonenzahl im Bose-Einstein-Kondensat n
aus Gl. (3.12) eingesetzt wurde. Dieses Ergebnis behélt bei Vergrofserung von M
seine Giiltigkeit, solange der Anregungsgrad M;/M| ~ X/(M — X)) (und somit auch
1,7, N) konstant gehalten wird. Die Verteilung in Gl. (3.41) ist die bekannte Bose-
Einstein-Statistik, die zum Beispiel auch fiir chaotisches, thermisches Licht oder die
Schwarzkorperstrahlung giiltig ist (siehe Abbildung 3.3 fiir 7 < N).

Poisson-Verteilung. Wenn keine Bose-Einstein-Verteilung vorliegt, befindet sich
die wahrscheinlichste Photonenzahl bei einem endlichem Wert n,,. > 0. In guter
Naherung gilt dann in der Umgebung des Maximums P,,_..+1 = Pnoos
Gl. (3.39) folgt:

sodass aus

M+1
1+ 321/ BlZ
Die Statistik in Gl. (3.39) kann in der Umgebung An = n — n,,,, entwickelt werden

(3.42)

nmax ==

., A 1 An\? 1 An\?
7’+1:1__”+f(_”> _ - (_”> . (3.43)
P, A 1+ By /Bia \ A (14 Ba1/Bi2)? \ A
mit dem Parameter R
By M +1

= — —— 5 (3.44)
B (B /B + 1)

Im Grenzfall niedriger Temperaturen héangt die Kennard-Stepanov-Relation aus

Gl. (3.11) empfindlich von der Farbstoff-Resonator-Verstimmung A = w, — wypy,

ab. Fiir die im Experiment realisierten, negativen Verstimmungen divergiert das
Verhiltnis der Einstein-Koeffizienten

(3.45)



und Gl. (3.43) vereinfacht sich im Tieftemperaturfall zu

Pust 720 [ 1- 27 +(8) - (8y) " +.. (A>0) (3.46)
P -5 (A<0
A A > 0)
_ ) owm 3.47
{ Adn (A < 0), (3.47)

worin fiir positive Verstimmungen der Grenzwert der alternierenden geometrischen
Reihe identifiziert wurde. Unter Verwendung dieser Rekursivbedingung lésst sich die
relative Wahrscheinlichkeit in der Umgebung An um das Maximum der Verteilung

Noa. aUsschreiben:
1) n
anax"l‘An ~ % )\A (A > 0) (3 48)
Pro ﬁ \~An (A <0)

Beide Photonenzahlverteilungen in Gl. (3.48) stimmen abgesehen von einer Spiege-
lung An — —An miteinander iiberein, und verhalten sich analog zur gewohnlichen
Poisson-Verteilung

A" PP Al
p _>\_ Nmax+An — AAn 4
PP =e¢ i Pr oA (3.49)

worin nur ein identischer Parameter A fiir Erwartungswert und Varianz enthalten
ist. Die Losungen aus Gl. (3.48) hingegen sind nur beziiglich der Relativphotonen-
zahl An Poisson-artig, weil sie mit der Photonenzahl n,,. einen weiteren, freien
Parameter besitzen. Beispielsweise folgt fiir den Grenzfall 7' = 0 mit A # 0 die
wahrscheinlichste Photonenzahl n,,,, = 7 = N und A = 0, sodass alle Photonen
des Systems in den Grundzustand kondensiert sind und die Photonenzahl scharf
definiert ist.

Ubergang der Statistik

Abbildung 3.3 zeigt verschiedene Photonenzahlverteilungen P,,, d.h. die Wahrschein-
lichkeiten, n Photonen im Bose-Einstein-Kondensat zu finden. Beim Absenken der
reduzierten Temperatur von T'/T. = 1.0 auf 0.4, respektive Vergrofern des Kon-
densatanteils von /N ~ 1% bis 80%, wird ein kontinuierlicher Ubergang von der
Bose-Einstein-Statistik hin zur Poisson-Statistik sichtbar. Die gezeigten Wahrschein-
lichkeitsverteilungen resultieren aus numerischen Berechnungen bei festgehaltener
Reservoirgrofe, realisiert durch eine konstante Molekiilzahl M = 10 und Ver-
stimmung der Kondensat-Eigenfrequenz von der Null-Phononen-Linie des Farbstoffs

A = we — wyp, = —2.4k;T/h.

Als Ubergangspunkt zwischen beiden statistischen Bereichen definieren wir die redu-
zierte Temperatur Ty /7. (N), bei der die wahrscheinlichste Photonenzahl im Grund-
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Abbildung 3.3: Ubergang der Photonenzahl-Statistik von Bose-Einstein-
zu Poisson-Verteilungen von der Kritizitdtsschwelle bis tief in die Bose-
Einstein-kondensierte Phase bei fixierter Reservoirgrofe. Die Wahrschein-
lichkeit P, ist gegen die auf die mittlere Grundzustandsbesetzung n normier-
te Photonenzahl aufgetragen. Fiir i/ N < 33% befindet sich das Maximum
der Verteilung bei ny., = 0. Bei stirkerer Quantenentartung verschiebt
sich die Verteilung zu npy., > 0 und die Varianz der Verteilung nimmt ab,
was eine Dampfung der Teilchenzahlfluktuationen und das Auftreten von
Kohérenz zweiter Ordnung demonstriert. (M = 10 AA = —2.4k;T)

zustand ausgehend von einer Bose-Einstein-Verteilung nicht mehr bei ny.. = 0
Photonen liegt. Dies ist gerade fiir die Bedingung Py = P; (siehe Abbildung 3.3)
erfiillt, welche in Gl. (3.39) eingesetzt liefert:

M+ 1 B
LA ) (3.50)
X B12

Aufgrund der grofen Molekiilanzahl kann M +1 ~ M gesetzt werden. In Analogie zu
den experimentellen Begebenheiten leiten wir die so definierte Ubergangstemperatur
T, fiir eine jeweils konstante Gesamtanzahl von Molekiilen M und Photonen N ab.
Mit der Anregungszahl im stationdren Zustand, X = n + M;, liefert GL. (3.50) die
mittlere Besetzung des Grundzustands

BpM, 4
n=M ?MT . (3.51)
D12 ey
(1+32) (1+32)

Im grofskanonischen Fall (M|, M} > n) enthélt die Photonen-Statistik eine geome-
trische Reihe, siehe Gl. (3.41), und der Zahler in Gl. (3.51) entspricht der inversen,
mittleren Photonenzahl:

N —1
) 0 . kan. BlZ Mi |: (hwc — W ) :|1
a=Y nP, = (2B 1) = fexp (o) 1 3.52
o <321 M, ) PA\T5T (3.52)

Im Ubergangsbereich der Photonen-Statistik sind grofkanonische Bedingungen zwar
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nicht perfekt erfiillt, dennoch kann Gl. (3.52) zur Abschiitzung der Ubergangstem-
peratur Ty verwendet werden. Aus Kombination der Gln. (3.51) und (3.52) folgt

M B M

(1 32) (1+52) 1+ Letar] [1+%ehwzféf””}

(3.53)

3
I

worin im zweiten Schritt sowohl das Kennard-Stepanov-Gesetz als auch chemisches
Gleichgewicht zwischen Photonen und Farbstoffmolekiilen als erfiillt angenommen
wurde, sieche Gl. (3.11). Fiir die statistischen Gewichte durch die rovibronische
Zustandsdichte in Grund- und elektronisch angeregten Zustand wird zur Verein-
fachung w; = w; angenommen, da keine wesentlichen Unterschiede in den inter-
nen molekularen Freiheitsgraden fiir Sy und S; erwartet werden. In der konden-
sierten Phase (T < T.) liegt das chemische Potential der Photonen im Bereich
hwe + Q) < py < hwe, sodass man i, ~ hw. = h(A + wypy,) setzen kann. Das
reduzierte chemische Potential 1 = 11, — hw, liegt dann nahe Null. Die Naherung fiir
das chemische Potential der Photonen kann im zweiten Klammerterm im Nenner
von Gl. (3.53) eingesetzt werden.

Gleichung (3.53) gibt eine obere Grenze fiir die mittlere Anzahl kondensierter Pho-
tonen an, bis zu welcher die Teilchenzahl-Statistik des Kondensats als Bose-Einstein-
artig angesehen werden kann. Mit Gl. (2.47) erhélt man eine implizite Definition der
Ubergangstemperatur

s )

M
= —x (3.54)

<1 + e’cgiATx) <1 + em>
— \/% [1 + cosh (kh? )]1 (3.55)

Um die Skalierung der reduzierten Ubergangstemperatur ¢ = 7., /T, mit den System-
parametern zu untersuchen, ist es hilfreich, Gl. (3.55) umzuformulieren:

1—t*= @ {1 + cosh ( na 1)} o (3.56)

kTt

Die Temperatur des Ubergangs hingt demnach nur von den relativen Systemgrofen
VM /N und der reduzierten Verstimmung AA /k;T. ab. Dies spielt eine entscheiden-
de Rolle bei der Betrachtung des thermodynamischen Grenzfalls

_ vM
N,R,M — oo mit % = konst. und = = konst., (3.57)

wobei die erste Randbedingung R/N = konst. gemif Gl. (2.45) die Ubergangstem-
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| Mop | 10° | 10° [ 10" [ 10" | 10™ |
T./T, | 0.986 | 0.958 | 0.874 [ 0.684 | 0.473
n/N | 27% | 83% | 23.6% | 52.9% | 77.6%
g (0) | 1.5705 | 1.5707 | 1.5708 | 1.5708 | 1.5707

Tabelle 3.1: Numerisch berechnete, reduzierte Temperaturen und zugeho-
rige Kondensatanteile, bei welchen der Ubergang zwischen Bose-Einstein-
und Poisson-Statistik fiir unterschiedlich grofte molekulare Teilchenreser-
voire Mg.e auftritt. Beim Ubergang betrigt die Autokorrelation stets
g\ (0) = m/2, siehe GL (3.59). (hA = —2.4k,T., N = 10°)

peratur 7. erhélt und folglich die reduzierte Verstimmung hA/kpT, festlegt. Die
zweite Forderung M /N = konst. fiihrt zur Erhaltung der Temperatur T unter-
halb von T.. Es ist somit ausgeschlossen, dass die Differenz zwischen beiden Tempe-
raturen aus der endlichen Grofie des Systems folgt. Die Bereiche Bose-Einstein- und
Poisson-artiger Statistik existieren innerhalb der ,,echt Bose-Einstein-kondensierten
Phase. Wéhrend erstere Photonenzahlverteilung auf das groftkanonische statistische
Ensemble hinweist (M > 7n%), beschreibt letztere eine kanonische Ensemblesitua-
tion (M < n?). Ein Ubergang zwischen beiden Bereichen lisst sich durch Varia-
tion von 7n/N bzw. A erreichen. Exemplarisch zeigt Tabelle 3.1 verschiedene, aus
Gl. (3.56) numerisch bestimmte, reduzierte Ubergangstemperaturen 7, /7. fiir Re-
servoire Ma.g = 10® — 10'% bei einer festgehaltenen, typischen Systemgrofe von
N = 10° Photonen und einer Verstimmung AA = —2.4k;T. (Wellenldnge von
Bose-Einstein-Kondensat A, = 560 nm und Null-Phononen-Linie A5, = 545 nm).
Im Grenzfall grofer Reservoire und geringer Verstimmungen dehnt sich die Bose-
Einstein-Statistik weit in den kondensierten Bereich aus.

Kohirenzgrad zweiter Ordnung am Ubergangspunkt

Abbildung 3.4 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung bei einer Ubergangstempera-
tur T, = 0.874 T, (vergleiche mit Tabelle 3.1). Die Datenpunkte wurden numerisch
berechnet und lassen sich in guter Naherung durch eine Gaufiverteilung anpassen:

Pn = i_eXp {—1 (gﬂ (3.58)

™ ™ \Nn

Diese Verteilung ist normiert und héngt ausschlieflich von der mittleren Konden-
satbesetzung 7 ab. Gleichung (3.58) erlaubt die analytische Bestimmung der unver-
zogerten Autokorrelationsfunktion ¢(®(0). Nach Gl. (3.38) folgt

o0 _(n/m)?

o) = Znzan = VP [0 —me ™ dn
2 e 2

[ano nPn} % [foo ne_( o = dn

0
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Abbildung 3.4: Photonenzahl-Verteilung bei der Ubergangstemperatur
T, = 0.874 T, (Besetzungsgrad i/ N ~ 23.6%). Die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung folgt einer Gaukfunktion (durchgezogene Linie) mit einer mittleren
Anzahl von n ~ 13000 Photonen. (M = 10, N ~ 59000; die numerische
Berechnung (Kreise) erfolgte ohne Berticksichtigung der Polarisationsentar-
tung der Photonen)

welches die in Tabelle 3.1 angegebenen, numerischen Ergebnisse wiedergibt. Die
Autokorrelation ist tiber Gl. (1.23) mit den Fluktuationen des Besetzungsgrades
verkniipft. Fiir den Ubergangspunkt ergeben sich mit Gl. (3.59) relative Teilchen-
zahlfluktuationen in der Grundzustandsbesetzung von An/n = /¢®(0) — 1 ~ 75%.

Zeitliche Korrelation zweiter Ordnung des Bose-Einstein-Kondensats

Die Diskussion der Photonenstatistik wird in diesem Abschnitt auf die zeitliche Dy-
namik der statistischen Fluktuationen erweitert [121]. Die Photonen des Kondensat-
moden kénnen von M Molekiilen im elektronischen Grundzustand absorbiert wer-
den, und M; angeregte Molekiile konnen Photonen in den Kondensatmoden emittie-
ren. Unter Vernachlissigung von Verlusten liefert die Ratengleichung aus Gl. (3.8),
mit n = n(t) also die Zahl der Photonen im Grundmoden

0 . .
an = BQlMT (TL + ]_) - Blng’L, (360)

mit der stationdren Losung i = 1/(ByyM, /By My — 1), siehe auch Gl. (3.12). Ein-
setzen der Anregungszahl X = M; + n und Molekiilzahl M = M| + M; liefert

Um zeitliche Abweichungen von der stationdren Photonenzahl einzufiihren, setzt
man 6n(t) := n(t) — n und erhalt

0

a5n(1t) = —(Bis + Ba1)on(t)? — von(t), (3.62)
By X R R
Y= 27_1 + (312 + BQl)ﬁ
312321 M

12

4 (Biy + By)i. (3.63)
Big+ By

o7



Fiir typische experimentelle Parameter, (Bys 4+ By1)dn ~ 105 s~ und v ~ 107 s,
erfiillen die Koeffizienten in Gl. (3.62) die Bedingung

. . )
(Bia + Ba)ny/g@(0) — 1 < v, mit — = /¢®(0) — 1, (3.64)
n

sodass die Bewegungsgleichung linearisiert werden kann:

%(571(1%) ~ —yon(t) (3.65)

Die Autokorrelation zweiter Ordnung zu den Zeitpunkten ¢ und ¢’ = 7 + ¢ lautet
(n(t +7)n(t))

() = DL _ | e+ @) _ | ontr)ingo)

. (3.66)

worin (dn(t + 7)) = (én(t)) = 0 verwendet wurde. Die Auswertung von Gl. (3.66)
erfolgt dann unter Zuhilfenahme des Quantenregressionstheorems, welches besagt,
dass eine zeitliches Mittel vom Typ (A(7)B(0)) dieselben Bewegungsgleichungen
wie das Mittel tiber die einzelne zeitabhéngige Grofe (A(7)) befolgt [121-123]. Die
Dynamik von (dn(7)on(0)) lasst sich somit auf die Zeitentwicklung aus Gl. (3.65)
zurlickfithren:

(0n(1)on(0)) =~ —y(dn(7)on(0)), (3.67)

9
ot
mit der Losung (dn(7)on(0)) = konst. - exp(—v7). Insgesamt folgt

-
gA(r) -1~ [g(Q)(O) — 1] exp (_W) ) (3.68)

Tc
wobei 782 = v~1 die Korrelationszeit zweiter Ordnung bezeichnet. Sie bestimmt die

Zeitskala fiir Intensitéatsfluktuationen des Photonenkondensats, d.h. fiir die mittlere
Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Einbriichen in der Intensitéit. Durch Einfii-
gen der Kennard-Stepanov-Relation, siche Gl. (3.11), lésst sich die inverse Korrelati-
onszeit aus Gl. (3.63) auch als Funktion der experimentellen Parameter formulieren:

1 . RAN] ' M hA
sl (] Wl ()] oo

Bei der Ubergangstemperatur 7. von grokkanonischen zu kanonischen Ensemble-
Bedingungen ist der Besetzungsgrad des Bose-Einstein-Kondensats durch Reservoir
und Farbstoff-Resonator-Verstimmung festgelegt, vergleiche mit der Bedingung in
Gl. (3.55). Die Korrelationsrate zweiter Ordnung skaliert dann abschnittsweise

. %% A (T > T, bzw. n?< M.,)
w - 27_1(312 + Bgl) (T = Tx bzw. n? = Meﬁ (37())
Te fL(BlQ + Bgl) (T < Tx bzw. 77L2 > Meg)
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Abbildung 3.5: (a) Effektive Reservoirgrofe als Funktion der Farbstoff-
Resonator-Verstimmung. (b) Fluktuationsrate der Grundzustandsbesetzung
(= inverse Korrelationszeit zweiter Ordnung) gegen die mittlere Photonen-
zahl im Kondensat fiir fiinf verschiedene effektive Reservoirgrofsen M, ;. Die
Kurvenverldufe zeigen jeweils Minima bei fip, = (M.g)/?, welche den Uber-
gangspunkt vom grofkanonischen (7 < fiy;,) zum kanonischen (7 > fiyiy)
Ensemble markieren. (Parameter: By =10*s7!, M = 107).

mit der effektiven Reservoirgrofe

M RANT
M, :=—|1 h 71
. 5 [ + cos (kBT>] , (3.71)

vergleiche Gl. (3.55). Abbildung 3.5(a) stellt die Variation der effektiven Reservoir-
grofke exemplarisch als Funktion der Verstimmung dar, und Abbildung 3.5(b) zeigt

den analytischen Verlauf der Fluktuationsrate v = 1/ 7% als Funktion von 7 fiir ver-
schiedene Reservoirgrofsen. Fiir ein bestimmtes Mg nimmt die inverse Korrelations-
zeit im grokkanonischen Bereich (¢(®(0) — 2) solange mit wachsender Kondensat-
grofse ab, bis sie einen Minimalwert bei i, = v/ Mg erreicht hat. Im kanonischen
Regime (¢®(0) — 1) zeigt die Fluktuationsrate dann ein gegenteiliges Verhalten
und wéchst linear mit steigender mittlerer Photonenzahl. Numerische Simulationen
der Fluktuationsrate, die im Kontext mit der im folgenden Abschnitt diskutierten
Phasenkohérenz des Photonenkondensats durchgefithrt wurden (Abbildung 3.9(b)),
demonstrieren die Giiltigkeit der mittels des Quantenregressionstheorems hergelei-
teten Formel aus Gl. (3.63).

Als Beispiel schatzen wir die Grofsenordnung der erwarteten Korrelationszeiten zwei-
ter Ordnung fiir die in den Kapiteln 5 und 6 diskutierten Experimente anhand von
Gl. (3.70) beim Ubergangspunkt der Photonenstatistik fiir typische experimentelle
Parameter ab. Fiir eine Kondensatwellenlange von A\, = 580 nm, mit entsprechender
Farbstoff-Resonator-Verstimmung hA = —5.3ksT (Rhodamin 6G) und Einstein-
Ratenkoeffizienten Bjs ~ 170 s~ bzw. By ~ 3.4 -10% s7!, ergibt sich in der Anwe-
senheit von M = 10 Molekiilen beim Ubergangspunkt eine mittlere Kondensatbe-
setzung von 7y, = Meg ~ 7000 Photonen. Aus Gl. (3.70) folgt dann eine erwartete

Zeitskala der IntensititsAuktuationen von 732 ~ 2 ns, ahnlich zu Messergebnissen.
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Abbildung 3.6: Phasor-Modell fiir thermische Lichtquelle, Laser und Bose-
Einstein-Kondensat von Photonen. Wéhrend die Spontanemission im Mittel
keine globale Phase ausbildet, fithren stimulierte Prozesse im Laser zu einer
makroskopischen Phase. Das photonische Bose-Einstein-Kondensat selek-
tiert ebenfalls eine Phase ¢. Im Fall grofer Reservoire verschwindet das
Photonenkondensat zunéchst durch starke Farbstoff-Reabsorption und ent-
steht im Anschluss mit erneut gebrochener Symmetrie ¢ + Ag.

3.4 Phasenkoharenz

Das Phasor-Modell (vgl. mit Abschnitt 1.2.2) dient der Beschreibung der Amplituden-
und Phasenentwicklung, \/n(t) und ¢(t), eines optischen Feldes mit n Photonen. Mit

Hilfe eines Argand-Diagramms, vergleiche Abbildung 3.6, konnen qualitative Unter-

schiede zwischen thermischer Lichtquelle, Laser und Bose-Einstein-Kondensat von

Photonen besonders einfach verdeutlicht werden.

e Fir eine klassische, thermische Lichtquelle fiihrt die Superposition zufallig ver-
teilter Phasenwinkel von spontan emittierten Photonen zu einem random walk
der Gesamtphase. Die destruktive Interferenz der individuellen Wellenziige ver-
hindert die Auspridgung eines makroskopisch besetzten Zustands mit globaler
Phase. Die Photonenzahlstatistik wird durch eine Bose-Einstein-Verteilung be-
stimmt mit der wahrscheinlichsten Photonenzahl n,,., = 0.

e Beim Laserbetrieb ermoglichen stimulierte Emissionsprozesse die makrosko-
pische Besetzung eines selektierten Moden mit einer nahezu stabilen Pha-
se. Erreicht wird dies durch die Vergréferung der optischen Verluste fiir alle
unerwiinschten Moden, sodass Laseremission im Allgemeinen keiner thermi-
schen Gleichgewichtsbedingung geniigt. Der verbleibende Beitrag der Sponta-
nemission zum optischen Gesamtfeld fiithrt zur Schawlow-Townes Linienbreite
und einer Amplituden und Phasenunschérfe [124]. Das Lichtfeld befindet sich
in einem kohédrenten Zustand mit Poisson’scher Photonenzahlverteilung um
Nmax > 0 und verschwindender Null-Photonen-Wahrscheinlichkeit Py = 0.

e Das Zeigerdiagramm lasst sich auch zur Behandlung der Phasendynamik des
Bose-FEinstein-Kondensats von Photonen hinzuziehen: wie in Abschnitt 3.3 ge-
sehen, bewirkt die Kopplung des Systems an ein hinreichend grofes Reser-
voir starke Schwankungen der makroskopischen Besetzungszahl /n(t), welche
durch Bose-Einstein-artige Statistik charakterisiert sind. Fluktuiert die Pho-
tonenzahl kurzzeitig zu n = 0, kommt es infolgedessen nach einer bestimmten
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Zeit zur Emission eines spontanen Photons, welches durch eine Kaskade stimu-
lierter Prozesse eine erneuten Ausbildung der makroskopischen Grundzustand-
spopulation auslost. Durch die Zufallsnatur der Spontanemission erwarten wir
daher, wie weiter unten genauer ausgefiihrt, diskrete Spriinge in der Gesamt-
phase ¢(t) der Wellenfunktion des Kondensats.

Phasendynamik der Wellenfunktion

Basierend auf den Ratengleichungen (3.6) und (3.7) lassen sich Monte-Carlo Si-

mulationen durchfiithren, um die Photonenzahl- und Phasenentwicklung des Bose-
Einstein-Kondensats im Phasor-Modell zu bestim-
A

men [100]. Stimulierte Absorptions- und Emissionsprozesse NrETY) 1
dndern die Phase der Wellenfunktion nicht, ausschlieflich o
spontan hinzugefiigte Photonen bewirken eine Diffusion

des Phasenwinkels [50, 51, 53|. Wie in der nebenstehen- Ag 7

den Abbildung 3.7 dargestellt, lautet der Vektor fiir n

kondensierte Photonen mit Phase ¢ ¢ =
Vne. (3.72) Abbildung 3.7

Infolge der Spontanemission eines Photons mit zufélliger Phase # und Amplitude
V/1 andert sich der Vektor zu

Vi + An T2 = /ne + (Vn+ 1 — /n)e”. (3.73)
Dies bewirkt eine Langenanderung des Zeigers
n+An=1+n-2yncos(d —7) & An=1+2yncost (3.74)
sowie eine Drehung des Gesamtphasenwinkels um

A¢ = sinf/y/n. (3.75)

Der Einfluss der Spontanphase auf die Gesamtphase wird besonders fiir kleine Pho-
tonenzahlen n relevant. Gleichung (3.75) beschreibt jedoch nur relative Anderun-
gen der Phase und gilt nicht fiir die Situation n = 0, wenn die zufillige Selekti-
on der Phase 6 die Symmetrie bricht und die Gesamtphase des neu entstehenden
Bose-Einstein-Kondensats festlegt. Im Allgemeinen wird das Phasenverhalten jedoch
durch Gl. (3.73) vollstédndig beschrieben. Die nachfolgend diskutierten Monte-Carlo-
Simulationen basieren auf der Phasor-Addition aus Gl. (3.73) zur Berechnung von
Anderungen der Kondensatphase.

In Abbildung 3.8(a) ist die simulierte Zeitentwicklung der normierten Besetzungs-
zahl (mittlere Photonenzahl n ~ 300) und die zugehorige Phasenentwicklung eines
fluktuierenden Bose-Einstein-Kondensats gezeigt. Das Reservoir mit den Parame-
tern A = 0kgT und M = 10° erfiillt die Bedingung n < /M. = 500 fiir grok-
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Abbildung 3.8: Simulation der zeitlichen Evolution der normierten Be-
setzungszahl n(t)/n und Phase ¢(t) des Bose-Einstein-Kondensats fiir
Mg = 2.5-105. (a) Unter grofkanonischen Bedingungen weist die Po-
pulation starke Fluktuationen auf (oben) und es werden Phasenspriinge
(unten) zu Zeitpunkten beobachtet, bei denen die Photonenzahl auf Null
abféllt (Kreise). (b) Bei groferen mittleren Photonenzahlen (kanonischen
Bedingungen) nehmen die Schwankungen in der Photonenzahl ab. Wegen
der nun verschwindenden Null-Photonen-Wahrscheinlichkeit Py = 0 ist das
Auftreten von Phasenspriingen stark unterdriickt (unten).

kanonische Ensemble-Statistik. Die simulierten Daten zeigen das Auftreten diskre-
ter Phasenspriinge bei verschwindender Photonenzahl (Kreise in Abbildung 3.8(a)
weisen auf Zeitpunkte mit n = 0 hin). Fiir dieselben Reservoirparameter stellt
Abbildung 3.8(b) die entsprechende Populations- und Phasendynamik eines Bose-
Einstein-Kondensats unter kanonischen Bedingungen dar. Aufgrund seiner endlichen
Grofe, kann das Reservoir die grofsen Teilchenzahlschwankungen des nun stérker
besetzten Kondensats mit 7 ~ 3500 > \/M_; nicht mehr aufnehmen. Die Null-
Photonen-Wahrscheinlichkeit Py wird hier verschwindend gering, sodass keine dis-
kreten Phasenspriinge mehr auftreten.

Abhéngig vom Verhéltnis von Reservoirgrofe Mg und Kondensatbesetzung n wer-
den in den gezeigten Simulationen mit fortschreitender Zeit mehr oder weniger haufig
Spriinge in der Phase des Photonenkondensats beobachtet. Als Mafs fiir die zeitliche
Phasenstabilitat der Kondensatemission ist es daher naheliegend, die Phasensprun-
grate I'p; = #Phasenspriinge/Zeitintervall (engl.: phase jump) einzufithren. Wei-
terhin lésst sich aus den Resultaten der Simulation der Photonenzahl n(t) die Au-
tokorrelationsfunktion g?(7) und die entsprechende Korrelationszeit zweiter Ord-
nung Tc ) ableiten. Es wird erwartet, dass sich die Amphtudenmodulatlon aufgrund
der fluktuierenden Kondensatbesetzung (Zeitkonstante 7 ) durch Phasendiffusion
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Abbildung 3.9: (a) Simulierte Autokorrelationen ¢ (0), (b) Phasensprun-
graten I'py (gefiillte Symbole) und Korrelationsraten zweiter Ordnung 1/7?)
(offene Symbole) als Funktion der Kondensatbesetzung 7 fiir zwei effekti-
ve Reservoirgréfen (violette Punkte bzw. griine Dreiecke). Die Uberein-
stimmung der Phasensprungrate mit BisMP, (durchgezogene Linie) unter-
stiitzt die Annahme, dass Phasenspriinge durch Situationen mit null Photo-
nen verursacht werden. Die Zunahme der Phasenkohérenz erster Ordnung
wird verstarkt, wenn die Photonenzahl-Statistik von einer Bose-Einstein-
zur Poisson-Verteilung tiberfiihrt wird. Dies geschieht bei der Extremal-
stelle n = /M, von 1/7® mit ¢®?(0) ~ 7/2, siehe (a), in Uberein-
stimmung mit der analytischen Vorhersage (gestrichelte Linie). (Parameter:
By =1000 s, M =10°, hA = {—2.8; =7.7T}k,T)

auch im Kohirenzgrad erster Ordnung ¢(*)(7) niederschliigt. Abbildung 3.8(a) (un-
ten) legt jedoch nahe, dass dieser Effekt im Vergleich zu den grofen Phasenspriingen
zu vernachléssigen ist. Er kann zudem im Experiment nicht gemessen werden. Die
Phasenkohérenz beruht somit im Wesentlichen auf der langeren Zeitskala, die durch
1/T'py vorgegeben ist.

Abbildung 3.9(b) zeigt Phasensprungraten und inverse Korrelationszeiten 1/ 7 als
Funktion der mittleren Kondensatbesetzung n fiir zwei unterschiedlich grofte Re-
servoire, realisiert durch variierte Farbstoff-Resonator-Verstimmung A. Die abge-
bildeten Datenpunkte resultieren aus Monte-Carlo-Simulationen dhnlich zu Abbil-
dung 3.8. Im groftkanonischen Bereich (7 < +/M.g) nehmen die Phasensprungrate
und die Korrelationsrate zweiter Ordnung gleichermafsen mit wachsender System-
groke 7 linear ab. Beim Statistik-Ubergang zum kanonischen Regime (7 > /M)
- in Abbildung 3.9(a) erkennbar an der Autokorrelation g®(0) ~ 7/2 sowie dem
Minimum der inversen Korrelationszeit zweiter Ordnung 1/ & (gestrichelte Linie)
in Abbildung 3.9(b) - kommt es zu einer Separation der Zeitskalen. Wahrend Pha-
senspriinge hier verstarkt unterdriickt werden, deuten die Daten auf einen Anstieg
der Korrelationsrate zweiter Ordnung hin. Diese Separation wird fiir beide unter-

63



suchten Reservoire im jeweiligen Ubergangsbereich der Photonenstatistik durch die
Simulationen vorhergesagt und zeigt eine gute Ubereinstimmung mit der analytisch
hergeleiteten Rate fiir die Intensitétsfluktuationen aus Gl. (3.63). Das Kondensat
bildet hier ausgedehnte Phasenkohérenz trotz seiner statistisch fluktuierenden Be-
setzungszahl mit ¢ (0) > 1 aus. Je groker das Teilchenreservoir gewihlt wird, desto
weiter dehnt sich der Bereich mit hohen Phasensprungraten in den kondensierten
Bereich aus.

Abschatzung der Phasensprungrate

Die Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulationen implizieren, dass die Rate I'py, mit
der es zu diskreten Spriingen in der Phase der Kondensat-Wellenfunktion kommt,
und die Wahrscheinlichkeit Py, null Photonen im Grundzustand vorzufinden, mitein-
ander korreliert sind. Unter der Annahme, dass Phasenspriinge nur dann auftreten,
wenn sich keine Photonen im Grundzustand des Resonators befinden, folgt die ent-

sprechende Rate

1
ey =P - s (3.76)
Hierin bezeichne 7y die natiirliche Zeitskala des Systems (bzw. 1/7 eine Photonene-
missionsrate), d.h. die mittlere Zeit, mit der ein Null-Photonen-Zustand im Resona-
tor existieren kann. Infolge einer statistischen Fluktuation des Kondensats zu null
Photonen vergeht also eine gewisse Zeit, ehe dieser Zustand verlassen und einen neue
makroskopische Phase ausgebildet wird. Diese charakteristische Zeitskala der Pha-
senspriinge wird durch die inverse Rate fiir die spontane Emission eines Photons bei
der Frequenz des Resonatorgrundzustands bestimmt. Wie man aus der Ratenglei-
chung Gl. (3.7) fiir n = 0 sieht, héngt sie von dem Einstein-Koeffizienten fiir Emis-
sion By als auch der Anzahl angeregter Farbstoffmolekiile M; ab, 1/7 = BglMT.
Unter stationdren Bedingungen mit n > 1, siche Gl (3.12), erhélt man aufer-
dem BQlMT ~ Bi,M 1. Unter typischen experimentellen Bedingungen gilt weiterhin
M, ~ M, sodass aus Gl. (3.76) insgesamt folgt:

'Y, = BiaMP, (3.77)

Da die Null-Photonen-Wahrscheinlichkeit Py von der jeweiligen Photonenstatistik
abhéngt, werden die zwei, in Abschnitt 3.3 diskutierten Grenzfille der Statistik
betrachtet: Fiir ein grofes Reservoir (grofkanonischer Fall), siehe Gl. (3.41), ist
die Photonenstatistik durch eine Bose-Einstein-Verteilung mit der Null-Photonen-
Wahrscheinlichkeit gegeben:

% (3.78)

g, = ——, (3.79)



was bis auf einen Faktor 2 der theoretischen Vorhersage fiir ein Bose-Einstein-
Kondensat von Photonen in Anwesenheit eines unendlich groffen Reservoirs ent-
spricht [118|. Fir kleinere Reservoire (kanonischer Fall) hingegen kommt es zum
Ubergang von Bose-Einstein- zu Poisson-artiger Statistik und die erwartete Wahr-
scheinlichkeit, null Photonen im Kondensat zu finden, wird fiir zunehmende mittlere
Photonenzahlen stark unterdriickt, sodass wir allgemein fiir die Grenzfille schreiben:

0o _ _
I'p; = , a=

ﬁOé

BioM { 1 (Bose-Einstein & Gauf) (3.50)

oo (Poisson)

Im Grenzfall von Poisson’scher Photonenstatistik fiihrt &« — oo zu einer Unter-
driickung von Phasenspriingen und dem Auftreten von vollstdndiger Phasenkoha-
renz. Auch fiir eine Bose-Einstein-verteilte Photonenstatistik legt Gl. (3.80) na-
he, dass die Phasensprungrate fiir anwachsende Kondensate immer weiter unter-
driickt wird, sofern die Reservoirgréfte M nicht verandert wird. Dies bewirkt jedoch
gleichzeitig einen Ubergang zu Poisson-artiger Statistik. Mit dem obigen Ansatz,
siche Gl. (3.77), ldsst sich der Verlauf der simulierten Phasensprungraten gut re-
produzieren, wie in Abbildung 3.9(b) an der Phasensprungrate I'}; (durchgezogene
Linie) fir beide Reservoire deutlich wird. Die hierin inbegriffene Null-Photonen-
Wahrscheinlichkeit Py wurde wie die in Abschnitt 3.3 gezeigten Photonenzahlver-
teilungen numerisch berechnet.

Korrelationszeiten im thermodynamischen Grenzfall

Abbildung 3.9 demonstriert eine Separation der simulierten Zeitskalen fiir Phasen-
und Intensitatsfluktuationen des Photonenkondensats im Farbstoff-Mikroresonator-
System. Dies lésst den Schluss zu, dass sich die Kohéarenzeigenschaften des Bose-
Einstein-kondensierten Photonengases grundlegend von der Erwartung fiir eine ther-
mische Lichtquelle mit ¢ (7) = 1 4 |¢™"(7)|? unterscheiden. Es stellt sich also die
Frage, ob die Separation der Zeitskalen im thermodynamischen Grenzfall ihre Re-
levanz beibehélt. Durch Kombination der Gleichungen (3.63) und (3.80) folgt das
Verhiltnis der Korrelationszeiten

) _a-1 B n Biy + By 7?
= n - - - —
7 | B2 + Ba By M
i N
(247) a1 N )
=" N Ki(T)+ Ky(T) | — , 3.81

wobei i = N|[1 — (T/T.)?] verwendet wurde. Die Temperaturabhingigkeit ist in den
Konstanten K 5(7") inbegriffen. Im thermodynamischen Limes, siehe Gl. (3.57), mit
N — oo, T. = konst. und N/ VM = konst., erwartet man also eine relative Ska-
lierung der Korrelationszeiten abhingig vom Parameter a, der ebenso wie N/ VM
die Photonenzahlstatistik P, und somit g(®(0) festlegt. Im grokkanonischen Regime
(a = 1) bis zur Temperatur Ty verschwindet die Abhéngigkeit von der Gesamt-
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teilchenzahl N in Gl. (3.81) und die Zeitkonstanten stimmen auch im thermody-
namischen Limes iiberein. Beim Ubergang zu ,Poisson-artiger* Statistik (o > 1),
sowie im Falle echter Poisson-Statistik (o« — o0) wird jedoch ein Divergieren der
Kohéarenzzeit erster Ordnung relativ zur Kohérenzzeit zweiter Ordnung erwartet.
Dementsprechend sagt diese Abschétzung hier trotz verhdltnisméafig starker Kon-
densatfluktuationen mit ¢®(0) ~ 1.5 (fir 1 < a < oo) im thermodynamischen
Limes eine Separation der Korrelationszeiten erster und zweiter Ordnung voraus.

Ein &hnliches Grenzwertverhalten lasst sich auch fiir die heuristisch eingefiihrte Pha-
sensprungrate ['%; erkennen, wenn Gl. (3.80) entsprechend der obigen Grenzwertbe-
trachtung zu

M 1
Iy = K3(T) 5 s (3.82)
umformuliert wird, wobei K3(7T") einen temperaturabhéngigen, jedoch von den Sys-
temgrofen unabhéngigen Parameter bezeichnet. Fir N, M — oo, T, = konst.

und N2/M = konst. wird eine vollstindige Unterdriickung der Phasenspriinge im
thermodynamischen Limes geméf Gl. (3.82) erst fir v > 2 erwartet. Die physi-
kalische Ursache hierfiir liegt darin, dass es im Bereich der Bose-Einstein-artigen
Statistik auch im thermodynamischen Limes immer wieder zu starken Intensitéts-
fluktuationen zu Null-Photonen-Zustéinden im Resonator kommen wird, was eine
Kopplung der Zeitskalen fiir Phasenspriinge und Intensitatsfluktuationen zur Folge
hat, sofern das Teilchenreservoir groft genug ist und die Fluktuationen aufnehmen
kann. Etwas genauer gesprochen nimmt fiir & = 1 bei der Extrapolation der Phasen-
sprungrate I'S; in den thermodynamischen Limes zwar einerseits die Null-Photonen-
Wabhrscheinlichkeit Py oc 7! - dhnlich wie bei einer thermischen Lichtquelle - mit
steigender Photonenzahl ab, andererseits fithrt jedoch die zur Aufrechterhaltung der
Photonenstatistik notwendige, quadratisch anwachsende Anzahl von Molekiilen M
letztendlich zu einem Anstieg der Phasensprungrate.
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Kapitel 4

Experimente zur Thermalisierungdynamik

4.1 Apparativer Aufbau

In diesem Kapitel werden die experimentellen Ergebnisse von zeitaufgelosten Mes-
sungen der spektralen Photonenkinetik vorgestellt, welche Einblick in die Therma-
lisierungsdynamik gewahren und die Equilibrierung durch thermischen Kontakt an
das molekulare Wérmebad demonstrieren. Diese Messungen finden bei Photonen-
zahlen im Bereich der kritischen Photonenzahl N, ~ 90000 (¢ = 8) statt. Aufer-
dem erlaubt das Experiment die rdumlich und spektral aufgeloste Beobachtung der
Ubergangsdynamik von kohérenten, laserartigen Wellenpaketen fern des thermischen
Gleichgewichts ins thermisch equilibrierte Bose-Einstein-Kondensat bei Gesamtpho-
tonenzahlen weit im quantenentarteten Bereich, N > N.. Der experimentelle Auf-
bau ist in Abbildung 4.1 gezeigt und besteht im Wesentlichen aus dem optischen
Mikroresonator, der Pumpquelle und dem Analysesystem. Zur zeitaufgelosten Un-
tersuchung wird das Farbstoffreservoir im Mikroresonator unter einem Winkel von
42° zur optischen Achse durch einen Pikosekunden-Pulslaser gepumpt. Das aus dem
Resonator ausgekoppelte Licht wird rdumlich und spektral mit einer Streak-Kamera
zeitaufgelost detektiert.

Mikroresonator

Der Mikroresonator besteht aus zwei hochreflektiven, sphérisch gekriimmten, di-
elektrischen Spiegeln hergestellt von der Firma CRD Optics (Typ: 901-0010-0550),
die iiblicherweise zur Cavity Ring-down-Spektroskopie eingesetzt werden [125]. Das
messbare Maximum der Spiegelreflektivitét (Abb. 4.2(c)) befindet sich bei einer
Wellenléinge von A & 560 nm und betréigt R = 99.9988(2)%, wihrend sich die Band-
breite mit einer Reflektivitiat von iiber 99.98% iiber einen Bereich von 500—595 nm
erstreckt. Im Rahmen der Masterarbeit von Christian Wahl wurde dies durch Mes-
sung der Cavity Ring-down-Abklingzeit eines im Resonator gespeicherten Lichtpul-
ses, der von einem durchstimmbaren (560—605 nm) Farbstofflaser (Typ: Matisse,
Firma Sirah) emittiert wurde, bestimmt [126]. Der Maximalwert entspricht einer

67



Streak-Kamera

Pulslaser Nd:YAG (SHG) Pulsgenerator Auflésung 1 ps

15ps (100Hz), 47 pJ/Puls DG 645

Synchronisation/E/

I Verzogerung
Zeit-Referenz OD4
M
i

50:50 o> p-G—

PL2210

N

an
v

50:50 raumlich

A2 Dove-
Mikroresonator Objektiv Prisma
Aolographisches
spektral Gitter (1200 mm-")

Abbildung 4.1: Schematischer Aufbau zur zeitaufgelosten Messung der
raumlichen und spektralen Thermalisierungsdynamik des Photonengases.
Der Mikroresonator wird unter einem Winkel von 42° zur optischen Achse
gepumpt und das emittierte Licht rdumlich und spektral auf den Eingangs-
spalt einer Streak-Kamera abgebildet.

Finesse von F ~ 260 000. Uns stehen Spiegel mit zwei Kriimmungsradien R = 1 m
bzw. 6 m zur Verfiigung. Um Spiegelabstéinde im Mikrometerbereich zu realisieren,
muss die gekriimmte Oberfliache eines der Resonatorspiegel verkleinert werden. Da-
zu werden die gelieferten Substrate (Durchmesser 1") zunéchst in 5 x 5 mm grofe
Stiicke zerteilt, deren Oberfliche danach in einem Rotationsschleifprozess von au-
ffen hin auf eine Kreisform mit ~1 mm Durchmesser verkleinert wird (siehe Abbil-
dung 4.2(a)). Die seitlichen Schnittfacetten werden mit einem Polierfilm fiir optische
Fasern auf eine Oberflichenrauheit von bis zu 0.3 um geglattet. Anschlieffend wer-
den die Spiegelstiicke auf ein Quarzglas-Substrat geklebt. Zusétzlich werden seitlich
und auf der Riickseite des Substrats Prismen angebracht, die ein Pumpen der Farb-
stoflosung unter dem Winkel maximaler Transmission von 42° erlauben. Da die
Spiegeltransmission auferdem von der Polarisation abhéngt, kann die in den Mikro-
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Abbildung 4.2: Fotografie der geschliffenen und mit optischen Zugéngen
versehenen Resonatorspiegel, (a) frontal (b) in Aufsicht in der verwendeten
Resonatorkonfiguration. (c¢) Reflexionskoeffizient R der Spiegel [126].
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resonator eingekoppelte Pumpleistung durch Rotation einer A/2-Verzogerungsplatte
optimiert werden. Der direkt messbare transmittierte Anteil der einfallenden opti-
schen Leistung durch den gesamten Resonator betriagt dann etwa 80%. Das Pumpen
unter einem Winkel zur optischen Achse hat weiterhin den Vorteil, dass wegen der
fehlenden Modenanpassung keine direkte Anregung der Resonatormoden durch den
Pumpstrahl erfolgt, sondern Photonen nur durch Farbstoff-Fluoreszenz in die Mo-
denstruktur emittiert werden. Durch Anpassung der Linse L1 ldsst sich sowohl der
Durchmesser als auch die Position des Pumpstrahls in der Resonatorebene variieren,
sodass sich sowohl ein rdumlich nahezu homogenes (beispielsweise 500 pm Durch-
messer) als auch alternativ ein sehr konzentriertes (20 pum) Anregungsniveau des
Farbstoffmediums erzielen ldsst. Vergleichsweise betréagt die rdumliche Ausdehnung
des Kondensatmoden dy ~ 15 pum, wihrend sich das thermische Hintergrundgas
iiber die gesamte Pumpregion von gegebenenfalls mehreren hundert Mikrometern
ausdehnt (siche Abbildung 2.6(b)).

Einer der Resonatorspiegel ist auf einem Piezo-Verschiebetisch montiert. Die Gro-
beinstellung der Resonatorldnge erfolgt durch mechanisches Schrauben, und durch
Anlegen einer Spannung an den Piezo-Kristall wird der Spiegelabstand iiber einen
Gesamtbereich von 25 um feinjustiert. Dies hat den Vorteil, dass sich die Resonanz-
bedingung auf der optischen Achse und damit die Wellenlédnge des Bose-Einstein-
Kondensats verdndern und aktiv stabilisieren lasst. Dazu wird ein Helium-Neon La-
ser mit einer Wellenlédnge von 632 nm verwendet. Bei dieser Wellenlénge erlaubt ein
spektral lokales Reflexionsminimum der dielektrischen Spiegel eine ausreichend hohe
Transmission des Lichts (sieche Abb. 4.2(c)). Aufgrund der sphérisch gekriimmten
Oberflache der Resonatorspiegel beobachtet man ringférmige Bereiche konstruktiver
Interferenz, deren Radien von dem Abstand der Spiegel abhéngen. Die Ringe werden
auf eine Zeilenkamera abgebildet, deren Analogsignal von einem Computer ausgele-
sen wird. Durch einen Regelkreis wird der Ist-Wert des Durchmessers auf einen Soll-
Wert stabilisiert, indem eine zur Abweichung von Ist- und Soll-Wert proportionale
Spannung iiber den Rechner am Piezo-Verstarker angelegt wird. Die Regelbandbrei-
te der Stabilisierung liegt bei 10 Hz und sie erreicht eine Wellenléngen-Genauigkeit
von 0.2 nm. Trotz der verhéltnisméfig langsamen Regelrate konnen thermisch oder
mechanisch verursachte Langzeitverschiebungen effektiv vermieden werden. Aufer-
dem weist der Mikroresonator eine hohe passive mechanische Stabilitdt auf, da die
Spiegel einerseits bei ¢ < 10 anstoften und andererseits die viskose Farbstofflosung
(Ethylenglykol) zwischen den Spiegeln eingebracht ist, sodass schnelle akustische
Schwingungen effizient gedampft werden. Die Basisplatte, auf welcher der Resona-
tor montiert ist, ist {iber schwingungsddmpfende Sorbothan-Fiifse vom optischen
Tisch entkoppelt.

Als Farbstoffe werden Rhodamin 6G (Hersteller: Radiant Dyes) und das Perylen-
Derivat Fluoreszenzrot (Hersteller: Kremer Pigmente), welches im Folgenden als
Perylen Rot bezeichnet wird [127, 128] verwendet, dargestellt in Abbildung 4.3.
Die Fluoreszenz-Quantenausbeute von Rhodamin liegt bei ®rpeg = 0.95 [129] und
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Abbildung 4.3: Normierte spektrale Absorptions- und Fluoreszenzstérken
a(N)/amax und f(A)/ fmax im freien Raum fiir (a) Rhodamin 6G gelost in
Ethylenglykol und (b) Perylen Rot gelost in diinnfliissigem Paraffindl zu-
sammen mit den jeweiligen Strukturformeln (oben).

die von Perylen Rot bei ®pp; = 0.96 [130, 131]. Als Losungsmittel fiir Rhodamin
wird vorzugsweise Ethylenglykol mit einem Brechungsindex von ny = 1.43 einge-
setzt, bei Perylen Rot wird diinnfliissiges Paraffindl mit ng = 1.48 verwendet. Die
Farbstoflosungen werden nach ihrer Herstellung einmalig durch einen Spritzenvor-
satzfilter von 0.2 pum Porenstérke von ungelosten Riickstédnden bereinigt, um op-
tische Streuverluste zu reduzieren. Die molare Masse von Rhodamin 6G betragt
mgrnec = 479.02 g/Mol, die von Perylen Rot mpp; = 598.66 g/Mol. Es werden Farb-
stoffkonzentrationen zwischen 0.1 und 5 mMol/l verwendet. Die molare Absorptivi-
tat der Fluorophore bei A = 532 nm betragt egpec = 114000 und epp; = 18000,
eine Grofe, die iiber die Bezichung o = 3.82 x 107%'¢ (in Einheiten von cm? [74])
mit dem Wirkungsquerschnitt fiir Absorption o verkniipft ist, woraus sich ogusa =
4.3 x 1071% cm? und opp; = 6.9 x 10717 cm? ergibt. In einer 1 mMol/1 konzentrier-
ten Farbstofflosung wird ein Photon des griinen Spektralbereichs im Mittel nach
einer Zeit Trueq = (nornecac) ' = 0.13 ps reabsorbiert, fiir den Perylenfarbstoff gilt
analog 7pp; = 0.8 ps. Wie in Kapitel 3 gezeigt, erwartet man Thermalisierungszei-
ten in der Grofenordnung der Reabsorptionsdauer, sodass Farbstoffkonzentrationen
von 0.1 mMol/] eingesetzt werden, um die Thermalisierungsdynamik zeitlich auf-
gelost detektieren zu konnen. Die Null-Phononen-Linien der Farbstoffe liegen bei
wibt¢ = 27¢/ (545 nm) = 27 x 550 THz und wil! = 27¢/(585 nm) = 27 x 513 THz.

ZPL

Pumpquelle

Zum optischen Pumpen des Farbstoffs in dem zeitaufgelosten Experiment wird ein
modengekoppelter, frequenzverdoppelter Nd:YAG Pulslaser (Typ: PL2201, Firma
EKSPLA) verwendet. Bei einer Wellenldnge von A = 532 nm betréigt die Ener-
gie pro Puls 47 pJ, wahrend ohne Frequenzverdopplung eine Emissionsenergie von
100uJ bei 1064 nm erreicht wird. Die Pulslinge betrdgt 15 ps und die Repetiti-
onsrate der Pulsemission lasst sich variabel zwischen 1 Hz und 1 kHz einstellen.
Sowohl raumlich als auch zeitlich folgt das Intensitétsprofil der Laseremission ei-

70



ner Gaufverteilung. Um irreversibles Photobleichen der Farbstoffmolekiile als auch
Anregung von molekularen Triplett-Zustdnden hinreichend zu unterdriicken, wird
im Experiment typischerweise eine Repetitionsrate von maximal 100 Hz verwendet.
Der Strahlradius an der Ausgangsapertur betrdgt 1.5 mm und die Strahldivergenz
1.5 mrad. Das Lasersystem wird als globaler Taktgeber fiir das Experiment einge-
setzt. Es verfligt tiber einen Triggerausgang zur Taktung eines Pulsgenerators (Typ:
DG 645, Firma Stanford Research Systems) und des restlichen Analyseapparats.
Der Triggerausgang verfiigt zudem iiber eine vorschaltbare Verzégerungsdauer zur
Synchronisation von optischem und elektrischem Ankunftsignal am Detektor. Das
zeitliche Rauschen des Signals liegt unter 100 ps. Um im Experiment Zeitauflo-
sungen im Bereich weniger Pikosekunden zu erreichen, wird eine zeitliche Rausch-
korrektur an der Streak-Kamera durch gleichzeitiges Aufnehmen des Pumppulses
durchgefiihrt. Zur Angleichung der Ankunftszeit von Referenzpuls und untersuch-
tem Mikroresonator-Licht an der Streak-Kamera wird ein Teil des Pumplasers durch
einen Strahlteiler in eine variable Zeitverzogerungsstrecke geleitet und danach auf
die Streak-Kamera fokussiert.

Analysesystem

Die zeitaufgeloste Analyse der spektralen und raumlichen Verteilung der Photonen
wird mit einer Streak-Kamera durchgefiihrt. Die Emission der Mikroresonatorstrah-
lung folgt jeder gepulsten Anregung durch den Pumplaser. Das in der Resonatorebe-
ne entstandene, divergente Licht wird zunédchst mit Hilfe eines 10-fach vergrofern-
den Mikroskopobjektivs mit weitem Arbeitsabstand von 33.5 mm (Typ: M-Plan
Apo 10x, Firma Mitutoyo) kollimiert und dann in zwei Teilstrahlen aufgespalten.
In dem ersten Pfad wird das Licht auf ein holographisches Beugungsgitter (600
Linien/mm) geleitet, welches das Licht wellenldngenabhéngig unter verschiedenen
Winkeln dispergiert. Danach bildet eine Linse die unterschiedlichen Winkel auf ver-
schiedene Orte in der Brennebene ab, sodass dort das Spektrum der Mikroresonator-
Strahlung detektiert werden kann. Die Brennebene ist auf den Eintrittsspalt der
Streak-Kamera justiert, der eine Breite von 1.5 cm und eine variable Hohe von typi-
scherweise 30 pum besitzt. Im zweiten optischen Pfad wird ein Teleskop verwendet,
um ein rdumliches Zwischenbild des Photonengases in einem drehbar montierten
Dove-Prisma zu erzeugen, welches eine Rotation der (z,y)-Ortskoordinaten um die
optische Achse erlaubt. Es wird fiir die in Abschnitt 4.4 behandelten rdumlichen
Messungen ohne Rotationssymmetrie eingesetzt, um die Oszillation eines optischen
Wellenpakets in einer beliebigen Transversalachse (cosa,sina) auf den bei o = 0
fixierten Eintrittsspalt der Streak-Kamera rotiert abzubilden. Hinter dem Teleskop
befindet sich eine weitere Linse zur Abbildung der rdumlichen Verteilung auf den
Eintrittsspalt. Aufgrund der begrenzten Detektorfliche der Streak-Kamera erfolgt
die Messung der spektralen und rdumlichen Photonenverteilung nicht gleichzeitig.

Das Streak-Kamera System (Typ: C10910, Firma Hamamatsu), dargestellt in Ab-

bildung 4.4, ist mit einer schnellen Hochspannungsrampe ausgestattet (Fast single
sweep unit, Typ: M10912), welches die zeitaufgeloste Untersuchung des einfallenden
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Abbildung 4.4: Schematischer Aufbau und Funktionsprinzip der Streak-
Kamera nach [132]. Zu unterschiedlichen Zeiten ¢ eintreffende Photonen
werden an der Photokathode in einen Elektronenstrahl konvertiert, der ab-
héngig vom Zeitpunkt unterschiedlich stark im gerampten, elektrischen Feld
der Elektroden deflektiert wird. Nach der Elektronenvervielfachung in einer
Mikrokanalplatte, wird die Phosphoreszenz mit Hilfe einer CCD-Kamera
detektiert. Wahrend die horizontale Achse Ortsinformation enthélt, zeigt
die vertikale Achse die Zeitentwicklung.

Lichts in Zeitfenstern von {50;20; 10; 5; 2; 1}ns sowie {500;200; 100}ps ermoglicht.
Die Zeitauflosung liegt bei jeweils ca. 1% des gesamten Zeitbereichs; sie betragt ma-
ximal somit 1 ps. Eine kontinuierliche Lichtmessung ist in der vorliegenden Konfigu-
ration nicht moglich. Das eingestrahlte Licht passiert den horizontalen Eintrittsspalt
und fillt auf eine Photokathode mit einer Quanteneffizienz von ~6% bei 580 nm,
wo es durch den Photoeffekt freie Sekundérelektronen in einer Kathodenrohre pro-
duziert. Hierin werden die Elektronen einerseits durch ein konstantes elektrisches
Feld in z-Richtung beschleunigt, andererseits durch Anlegen einer zeitlich durch den
Trigger des Pulslasers ausgelosten, schnell ansteigenden Hochspannung auch trans-
versal abgelenkt, ehe sie in einer Mikrokanalplatte mit einer Verstarkung von bis zu
10* vervielfacht werden. Im letzten Schritt fillt der verstiirkte Elektronenstrahl auf
einen Phosphorschirm, dessen Phosphoreszenz von einer aktiv gekiihlten CCD Ka-
mera (Typ: C9300-508, Firma Hamamatsu) mit einer Auflésung von 640 x 480 Pixeln
aufgenommen, digitalisiert und auf einen Rechner iibertragen wird. Die Quanteneffi-
zienz des vollstandigen Streak-Kamera Systems liegt bei etwa 1.5%. Die Datenerfas-
sung erfolgt im Photonenzdhlmodus bei einer Aufnahmerate von 60 Bildern/s. Dies
hat den Vorteil, dass durch gleichzeitige Detektion der Emissionszeit des Laserpulses
ein zeitliches Rauschen in der Pumppuls- und Fluoreszenz-Emission von Schuss zu
Schuss in der Grofsenordnung von 100 ps nachtraglich korrigiert werden kann, was
eine Optimierung der Zeitauflosung erlaubt.

4.2 Spektrale Thermalisierungsdynamik

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Untersuchungen der spektralen Ther-
malisierungsdynamik und -zeiten des Photonengases dargestellt. Die Messungen wer-
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Abbildung 4.5: Vergleich der gemessenen Raten fiir Absorption BioM ,
Fluoreszenz und Verluste durch Spiegeltransmission I' als Funktion der Wel-
lenlédnge. Das Fluoreszenzprofil (gestrichelte Linie, normiert auf das Maxi-
mum der Absorption) ist iiber den betrachteten Wellenldngenbereich nahezu
konstant. Fiir A < 590 nm wird die Photonendynamik durch die exponentiell
abfallende Reabsorptionsrate dominiert (weifse Kreise), und ein thermischer
Gleichgewichtszustand wird erwartet (blau schraffiert). Die durchgezoge-
ne Linie entspricht einer exponentiellen Anpassung an die Absorptionsra-
te ocexplhe(A — Agpr)/kgT| mit T = 308(14) K. Verstérkte Spiegelverluste
(Punkte, gepunktet-gestrichelte Linie [126]) im langwelligen Spektralbereich
verursachen fiir eine Abschneidewellenldnge in diesem Spektralbereich eine
dissipative Dynamik. (Rhodamin 6G bei Raumtemperatur, p = 1 mMol/])

den fiir verschiedene Kopplungsstarken an das molekulare Wéarmebad sowie verschie-
dene Verlustraten durch Spiegeltransmission durchgefiihrt. Da sowohl die Reabsorp-
tion als auch die Spiegeltransmission von der Wellenldnge des Lichts abhéngen, las-
sen sich beide Parameter experimentell durch Variation der Abschneidewellenlénge
Ae = {601; 585; 577; 571} nm verdndern. Dariiber hinaus kann die Reabsorptionsstér-
ke durch die Farbstoffkonzentration p = {0.1; 1} mMol/] eingestellt werden. Im Rah-
men der in diesem Kapitel diskutierten Messungen wird ausschliefslich Rhodamin 6G
als Farbstoff verwendet. Abbildung 4.5 zeigt neben dem spektroskopisch bestimm-
ten Verlauf der Absorptions- und Emissionsraten, auch die Verlustrate durch Spie-
geltransmission. Wéahrend die Fluoreszenz im untersuchten Spektralbereich nahezu
keine Abhéngigkeit von der Wellenlénge aufweist, féllt die Absorptionsrate exponen-
tiell mit zunehmenden Wellenlangen ab. Diese relative Skalierung der Absorptions-
und Emissionsstirke erfiillt in guter Nédherung das Kennard-Stepanov-Gesetz, sie-
he Gl. (2.10). Die Photonen-Verlustrate durch Spiegeltransmission wéchst im roten
Spektralbereich, sodass man nur fiir Abschneidewellenldngen unterhalb von 590 nm
einen thermischen Gleichgewichtszustand innerhalb der Lebensdauer des Photonen-
gases erwarten kann. Fiir Abschneidewellenldngen grofser als 590 nm verhindert Dis-
sipation einen thermischen Zustand des Gases.

Den Ausgangspunkt der Messung bildet eine rdumlich homogene Anregung des mo-
lekularen Mediums mit Hilfe eines aufgeweiteten, zentral positionierten Pumpstrahls
von 500 pm Durchmesser. Durch diese Art der Anregung weist das Farbstoffmedium
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keine Gradienten im Anregungsgrad auf und befindet sich zum Startzeitpunkt ¢ = 0
im chemischen Gleichgewicht, sodass eine wohldefinierte Anfangsbedingung fiir die
Messung realisiert ist. Abbildung 4.6(a) zeigt Streak-Kamera-Bilder mit gemessenen
Zeitentwicklungen der spektralen Modenbesetzung fiir fiinf Parameterséitze, welche
iiber eine Messdauer von jeweils 8-9 Stunden integriert wurden. Der Startpunkt
t = 0 ist durch den Zeitpunkt festgelegt, an dem die ersten Fluoreszenzphotonen
den Resonator verlassen, vergleiche mit der Gesamtphotonenzahl N/N.(t = 0) in
Abbildung 4.6(d). In Abbildung 4.6(a) wurden die Rohdaten der Streak-Kamera
Messung zeilenweise normiert, und die spektrale Leistung P(\, t) in linearer Skalie-
rung und Falschfarben dargestellt. In den abgebildeten Messreihen wird die Reab-
sorptionsstirke durch entsprechende Anderung der Abschneidewellenléinge von links
nach rechts vergrofert. Zur Auflésung der Thermalisierungsdynamik bedarf es einer
entsprechenden Anpassung des Detektions-Zeitfensters. Die in Abbildung 4.6(b) hal-
blogarithmisch gezeigten Spektren bei fortschreitenden Zeiten wurden aus (a) nach
einer Gewichtung mit dem Spiegeltransmissionskoeffizienten extrahiert. Zur besse-
ren Ubersicht sind die Spektren gegeneinander vertikal verschoben dargestellt.

Aufgrund der Modenstruktur des Mikroresonators existiert eine Photonenbesetzung
nur bei Wellenldngen unterhalb der Abschneidewellenlénge \., welche dem transver-
salen Grundmoden (TEMgg) entspricht. Angeregte Transversalmoden, welche einen
spektralen Abstand A = 42 pm (Q2/27 = 37 GHz) besitzen, kénnen mit dem verwen-
deten Beugungsgitter von 1 nm Auflésung nicht aufgelost werden. Im analysierten
Spektralbereich der Breite A\ = 25 nm (AE = 3.5k;T) befindet sich ein Grofsteil
aller Photonen des Gases. Die Gesamtzahl der Photonen in diesem Bereich ergibt

sich zu: - (w/ )
(239 [77"B 2(u/hQY+1 -
Nexp, = / du~0.93-N 4.1
> = )y ool kT —1 4y

Es wird entsprechend davon ausgegangen, dass sich anhand der vorliegenden Spek-
tren eine verldssliche Aussage iiber den Grad der spektralen Thermalisierung des
gesamten Photonengases treffen liasst. Die Leistung des Pumplasers wird so ange-
passt, dass am Ende des Detektionszeitraums die Auspragung einer makroskopi-
schen Grundzustandsbesetzung beginnt, wonach die asymptotische Photonenzahl
gerade der kritischen Photonenzahl von N, = 90000 Photonen entspricht. Durch
Integration iiber die Verteilungen bei fritheren Zeiten ¢ sind somit die Gesamtphoto-
nenzahl N(¢) und das zugehorige chemische Potential p(t) zu beliebigen Zeitpunk-
ten kalibriert und die Spektren koénnen mit den korrespondierenden Bose-Einstein-
Verteilungen im thermischen Gleichgewicht (durchgezogene Linien, Gl. (2.39)) ver-
glichen werden.

Fiir einen Spektralbereich mit schwacher Farbstoffreabsorption und hohen Trans-
missionsverlusten, A, = 601 nm (Abb. 4.6, links), weicht die thermische Flanke
(schraffiert) zu allen Zeitpunkten von der Gleichgewichtsverteilung ab und das Pho-
tonengas thermalisiert nicht wahrend seiner Lebensdauer im Mikroresonator. Bei
Erh6hung der absorptiven Kopplungsrate ans Molekiilbad, A, > 585 nm, (Abbil-
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Abbildung 4.6: Thermalisierungsdynamik des Photonengases bei verstirkter Reservoirkopplung (von links
nach rechts). (a) Streak-Kamera Bilder (zeilenweise normiert) zeigen den Zeitverlauf der spektralen Photo-
nenverteilung. (b) Aus (a) extrahierte Spektren zu verschiedenen Zeiten (Punkte) mit 300 K-Bose-Einstein-
Verteilungen von entsprechendem chemischen Potential (durchgezogene Linien). Der Anstieg der thermischen
Flanke (schraffiert) erlaubt eine Quantifizierung der Thermalisierungszeit durch den (c) gemessenen spektralen
Anstieg (Punkte) im Vergleich zum Gleichgewichtswert (Linie). Die Thermalisierungszeiten nehmen von links
nach rechts durch verstérkten Kontakt ans Warmebad ab. (d) Die auf N, normierte, emittierte Gesamtleistung
gibt die Zeitskala fiir chemische Equilibrierung zwischen Photonen und Farbstoffanregungen.
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Abbildung 4.7: Experimentell beobachtete Thermalisierungszeit 7y,
(Punkte) gegen Reabsorptionszeit in der Farbstofflosung. Fir 7, < Tres
erreicht das Photonengas einen thermischen Gleichgewichtszustand (blau),
andernfalls existiert ein Nichtgleichgewichtsgas im Mikroresonator.

dung 4.6, 2.-5. Spalte) beobachtet man ein Fortschreiten der Thermalisierung, und
nach der Thermalisierungszeit 7y, zeigt die Population in den angeregten Zustan-
den den Anstieg einer Raumtemperatur-Verteilung. Die Thermalisierungszeit 1asst
sich durch die Steigung On(\,t)/0X\ der spektralen Flanke quantifizieren, wie in
Abbildung 4.6(c) gezeigt. Falls das Photonengas thermalisiert, ndhern sich die spek-
tralen Steigungen (Punkte) im Laufe der Zeit der Steigung der Gleichgewichtsvertei-
lung (durchgezogene Linie). Die angegebenen Werte fiir die Thermalisierungszeiten
Ten = {415;140;65;40} ps resultieren aus den Zeitpunkten, an denen die Abwei-
chung zwischen gemessener und theoretischer Gleichgewichtssteigung weniger als
1% betragt. Abbildung 4.6(d) zeigt die Zeitentwicklung der aus dem Resonator
ausgekoppelten Gesamtleistung, welche solange anwéchst, bis sich ein chemisches
Gleichgewicht zwischen Photonen und Farbstoffmolekiilen eingestellt und die Beset-
zungszahl in jedem Zustand ihren stationdren Wert angenommen hat. Die Zeitskala
fiir thermische Equilibrierung stimmt im Allgemeinen nicht mit der chemischen Re-
laxationsrate liberein, wie am Ende von Abschnitt 3.2 diskutiert. Letztere wird durch
das Verhéltnis von spontaner und stimulierter Emission kontrolliert. Auch wenn die
Gesamtphotonenzahl noch nicht ihren stationdren Wert erreicht hat, konnen die im
Mikroresonator enthaltenen Photonen bereits thermisch verteilt sein.

In Abbildung 4.7 sind die gemessenen Thermalisierungszeiten gegen die Absorpti-
onszeit (po(M)e) " aufgetragen. Die Datenpunkte folgen der linearen Skalierung

T = 0.37(5) - (po(M\)e) ™" (4.2)

Die Skalierung der Zeiten 7, demonstriert, dass das Photonengas durch thermi-
schen Kontakt zum Warmebad aus Farbstoffmolekiilen ins thermische Gleichgewicht
relaxiert und eine verstarkte reabsorptive Kopplung die Thermalisierungsdynamik
beschleunigt. Die Photonen thermalisieren damit so schnell, wie sie reabsorbiert
werden. Kommt es innerhalb der Lebensdauer des Photonengases im Resonator zur
Thermalisierung, 7, < Tyes & 500 ps, so stellen sich Gleichgewichtsbedingungen ein
(blau schraffiert). Andernfalls, sieche den Datenpunkt fiir eine Abschneidewellenlédnge
von 601 nm, miissen die Photonen als Gas im Nichtgleichgewicht angesehen werden.
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4.3 Dynamik der Bose-Einstein-Kondensation

Die in Abschnitt 4.2 diskutierten Experimente zur Thermalisierungsdynamik des
Photonengases erfolgten bei Gesamtphotonenzahlen unterhalb der kritischen Teil-
chenzahl, sowie stets ausgehend von einem rédumlich homogenen Anregungsgrad
des molekularen Mediums. In diesem Abschnitt werden Messungen der zeitlichen
Entwicklung der spektralen Photonen-Verteilung dargestellt, die sich auf eine (i)
raumlich inhomogene und (ii) stark invertierende Anregung des Farbstoffs (Konzen-
tration p = 0.25 mMol/1) folgend ereignet. Wie zuvor wird die Dynamik fiir ver-
schiedene Kopplungsstirken an das molekulare Warmebad po(A)c und Resonator-
Verlustraten I'(\) untersucht. Experimentell wird dies durch Variation der Abschnei-
dewellenldnge des Resonators A, erreicht (vgl. Abschnitt 4.2). Im dissipativen Be-
reich (I'(A) > po(A)c) resultiert der Nichtgleichgewichtszustand des Mediums in
einem Vielmoden-Laserbetrieb, wéhrend das Photonengas fiir I'(\) < po(\)c ther-
misches Gleichgewicht erreicht und ein Bose-Einstein-Kondensat bildet.

Abbildung 4.8(a) zeigt das Schema der experimentellen Realisierung von Startbedin-
gungen fern des Gleichgewichts. Der Pumpstrahl wird mit einen Durchmesser von
do = 80 pum auf einen Transversalpunkt (r = Az, y = 0) im Abstand Az = 150 ym
von der optischen Achse (z = 0,y = 0) in die Resonatorebene fokussiert, was eine
raumlich inhomogene Dichte von gepumpten Farbstoffmolekiilen p4(z) bewirkt. In-
folge des lokalisierten Pumpprozesses relaxieren die angeregten Molekiile zunéchst
unter Spontanemission von Photonen in transversal hoch angeregte Resonatormo-
den, die einen maximalen raumlichen Uberlapp mit der Pumpregion aufweisen. Diese
angeregten Eigenzustinde des harmonischen Oszillatorpotentials besitzen eine héhe-
re Energie (niedrigere Wellenlénge) als der transversale Grundzustand mit Aw, (Ac).
Ein diffusiver, chemischer Ausgleich der Molekiildichten in Grund- und angeregtem
Zustand vor der Lichtemission wird wegen der verhéaltnisméafig langsamen Diffusion
der Molekiile im Losungsmittel nicht erwartet [133].

Nach den ersten Emissionsprozessen hangt die Dynamik des Photonengases im Re-
sonator mafgeblich von der Reabsorptionsstiarke durch das Molekiilreservoir sowie
den Resonatorverlusten durch Spiegeltransmission ab. Die erste Teilabbildung in
Abbildung 4.8(b) zeigt die spektrale Zeitentwicklung eines Photonengas im schwach
reabsorbierenden, roten Spektralbereich mit A, = 603 nm. Die Streak-Kamera Bilder
wurden zeilenweise (in Richtung der Zeit-Achse) normiert, um relative Umverteilun-
gen der spektralen Besetzungszahlen besser sichtbar zu machen. Die freie Reabsorp-
tionsdauer von (po(A.)c)”' = 5.8 ns und die nach Gl. (4.2) zugehérige Thermalisie-
rungszeit 7, = 2.3 ns iiberschreiten hier deutlich die Speicherungszeit eines Photons
im Resonator 7es(A.) = 18 ps, sodass eine Redistribution der Photonen zu einer
Gleichgewichtsverteilung unerreicht bleibt. Vielmehr fiihrt die optische Riickkopp-
lung der Photonen auf das invertierte Medium im Mikroresonator zur stimulierten
Verstarkung des Lichtfeldes in den angeregten Moden im Wellenldngenbereich um
Amax = 995.7 nm nach etwa 100 ps. Die Maximalstelle der Nichtgleichgewichts-
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Abbildung 4.8: Zeitliche Entwicklung der spektralen Verteilung ausge-
hend von einer Nichtgleichgewichts-Anregung abseits des harmonischen Po-
tentialminimums V(z = 0) fiir fiinf verschiedene Thermalisierungsraten.
(a) Der intensive Lichtpuls regt lokalisiert Molekiile p4(z) an, welche unter
stimulierter Emission von Photonen in die mit der Region iiberlappenden,
hoch angeregten Transversalmoden zerfallen. (b) Streak-Kamera Aufnah-
men (oben) und daraus extrahierte Spektren kurz nach der Photoneninjekti-
on (unten, griine Quadrate) und am Ende des Detektionsfensters (rote Krei-
se). Bei schwacher Kopplung ans Reservoir, A, = 603 nm, wird keine Ther-
malisierung der Photonen beobachtet. Fiir verstiarkte Reabsorption, A\, =
{590; 582}nm, relaxiert das Maximum der Photonenemission partiell zu gro-
fseren Wellenléingen (weifs gestrichelte Linie), und fiir A, = {574; 567 }nm
wird das Nichtgleichgewichtsgas vollstandig zu einer thermischen, bimoda-
len Bose-Einstein-Verteilung umverteilt. In der hinterlegten Teilabbildung
ist die spektrale Entwicklung im Ubergangsbereich fiir A, = 574 nm ge-
zeigt. (Parameter: p = 0.25 mMol/l, 7y, = {2300;388;124;38; 13}ps, 1/e-
Resonatorlebensdauer 7. = {18;83; 165; 303; 500 }ps)
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Verteilung (gestrichelte Linie) behélt dabei iiber den gesamten Detektionszeitraum
ihren Wert bei. Im Abstand r = Ax vom Fallenzentrum weicht die Wellenldnge der
Photonen nach Gl. (2.23) von der Abschneidewellenldnge ab:

2n r?
ANT) = A — A1) = —— 4.3
(7 =% (13)
Bei r = 150 pm entspricht dies einem um 8 nm unterhalb der Abschneidewellen-
lange verschobenen spektralen Emissionsmaximum, in guter Ubereinstimmung mit

dem gemessenen spektralen Abstand von 7.3 nm.

In weiteren Messungen, wie in Abbildung 4.8(b) dargestellt, wird die Kopplung an
das Molekiilbad durch Verringern der Abschneidewellenléinge \. sukzessive vergro-
fsert und eine immer rascher auftretende, spektrale Umverteilung der Photonen mit
fortschreitender Zeit beobachtet. In diesem Spektralbereich werden Photonen infol-
ge ihrer Emission wieder in das Farbstoffmedium reabsorbiert, was zu einem che-
mischen Ausgleich der Dichtegradienten von Grund- und elektronisch angeregten
Molekiilen fiihrt. Durch die Anwesenheit des harmonischen Fallenpotentials erfolgt
dieser licht-induzierte Diffusionsprozess iiberwiegend gerichtet in Transversalmoden,
die eine geringere Energie besitzen als Moden, die mit der Region des Pumpstrahls
iiberlappen. Insbesondere kommt es zu einer makroskopischen Besetzung des Grund-
zustandes, und fiir sowohl A\, = 574 nm (Abbildung 4.8(b), Box links unten) als auch
Ae = 567 nm (Abbildung 4.8(b), rechts unten) bildet sich innerhalb der Lebensdauer
des Photonengases ein Bose-Einstein-Kondensat mit thermisch besetzen angeregten
Zusténden heraus. Fiir A, = 567 nm geschieht die Thermalisierung der injizierten
Anregungen derart schnell, dass keine Nichtgleichgewichtsemission innerhalb der De-
tektorauflosung gemessen werden kann.

Alle in Abbildung 4.8 gezeigten Messungen erfolgten bei identischer Pumpstrahlgeo-
metrie und zeigen eine gute Ubereinstimmung mit den im Anhang A.1 behandel-
ten numerischen Simulationen der spektralen Photonendynamik bei Farbstoffanre-
gung abseits des Potentialminimums. Die hier gewonnenen Resultate weisen darauf
hin, dass stimulierte optische Verstarkung durch Riickkopplung, was als Vielmoden-
Laservorgang interpretiert werden kann, durch verstarkten Energieaustausch des
Photonengases mit einem inkohdrenten Warmebad unterdriickt wird. Das zweidi-
mensionale, harmonisch gefangene Photonengas im thermischen Kontakt mit einem
raumlich homogenen Wérmebad formiert sich oberhalb der kritischen Teilchenzahl
stets als Bose-Einstein-Kondensat mit einer makroskopischen Besetzung des ener-
getisch niedrigsten verfiigharen Eigenzustandes. Die Photonenkinetik zeigt im Fal-
le einer rdumlich inhomogenen Pumpverteilung des molekularen Anregungsgrades
im Gegensatz zu den in Abschnitt 4.2 diskutierten, homogenen Anfangsbedingun-
gen keine universelle Thermalisierungsdynamik, sondern die Thermalisierungszeit ist
mafkgeblich durch die anfangliche Pumpverteilung mitbestimmt - eine Beobachtung,
die auch durch numerische Simulationen (Anhang A.1) bestétigt wird.
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Abbildung 4.9: Modengekoppelter Laserbetrieb und Bose-Einstein-
Kondensation von Photonen. (a) Streak-Kamera-Aufnahmen der Zeitent-
wicklung des rdumlichen Profils der Photonenemission aus dem Mikroreso-
nator (zeilenweise normiert) fiir drei verschiedene Werte der Abschneidewel-
lenldnge. Der Pumpstrahl (dy ~ 27 pm, Az ~ 50 um) regt ein oszillieren-
des Wellenpaket im harmonischen Fallenpotential an (oben). Bei schwacher
Farbstoff-Reabsorption (links) wird eine unabgeschwéchte, modengekoppel-
te Laseroszillation beobachtet (gestrichelte Linie), wobei der Grofiteil des
Lichts an den Umkehrpunkten aus dem Resonator ausgekoppelt wird. Bei
verstérkter Reabsorption (Mitte und rechts) thermalisieren die Photonen
und ein Kondensat bildet sich im Fallenzentrum. (b) Digitalkamera-Bild
der Resonatoremission. (c) Zeitliche Variation der detektierten relativen In-
tensitét aus (a, rechts) an den Umkehrpunkten (oben) und in dem Konden-
satmoden (unten). (Parameter: p = 0.1 mMol/l, A\, = {596; 581; 571 }nm)

4.4 Messung der raumlichen Photonenkinetik

Wie bereits in Abschnitt 2.3 gesehen, findet die Bose-Einstein-Kondensation auf-
grund der Anwesenheit des harmonischen Fallenpotentials nicht nur im Impuls- son-
dern auch im Ortsraum statt. Im Folgenden soll daher die rdumliche Kondensations-
dynamik des Photonengases untersucht werden. Zur Untersuchung der raumlichen
Dynamik des Photonengases infolge einer lokalen Inversion des Farbstoffmediums
(Konzentration p = 1 mMol/1) wird - &hnlich wie im vorherigen Abschnitt - ein stark
fokussierter Pumpstrahl (dy ~ 27 pm) abseits des Fallenzentrums (Az ~ 50 um)
eingestrahlt. Zur Analyse der rdumlichen Intensititsverteilung der Photonen wird
die Resonatorebene auf den Eintrittsspalt der Streak-Kamera abgebildet, siehe Ab-
bildung 4.1. Zuvor wird das Lichtbiindel durch ein Dove-Prisma (Typ: PS992M-A,
Firma Thorlabs) gefiihrt, wodurch die Abbildung bei Bedarf in der Transversalebene
(um die z-Achse) rotiert werden kann.
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Eine typische Digitalkameraaufnahme der aus dem Resonator ausgekoppelten Fluo-
reszenz (Abbildung 4.9(b)) zeigt neben dem optischen Signal im Fallenzentrum
(x = 0,y = 0) zwei weitere, helle Emissionspunkte: einerseits in der Region der
Pumpstrahlanregung (—50um, 0), andererseits auch bei der um das Fallenzentrum
gespiegelten Position (50um, 0). Experimentell wird bei Verdnderung der Pumpstrahl-
position fiir beliebige Koordinaten (x,y) beobachtet, dass einer der beiden Emissi-
onspunkte dem Pumpstrahl folgt, wihrend der andere das um den Punkt (0,0) ge-
spiegelte Verhalten aufweist. Die in Abbildung 4.9(a) dargestellten Streak-Kamera-
Aufnahmen (falschfarben, zeilenweise normiert) zeigen die Intensitatsverteilung ent-
lang der z-Achse als Funktion der Zeit und geben Aufschluss iiber die Ursache der
beobachteten, um das Fallenzentrum gespiegelten Emission: nach der inhomogenen
Farbstoffanregung durch dem Pumppuls formiert sich ein optisches Wellenpaket,
welches im harmonischen Fallenpotential oszilliert. Die gespiegelte Emission ist so-
mit durch die Position des riickwartigen Umkehrpunkts des Wellenpakets gegeben.
Die gemessene Oszillationsperiode T = 27 ps zeigt eine hervorragende Ubereinstim-
mung mit der theoretisch erwarteten inversen Fallenfrequenz 2 /Q ~ (37.1 GHz) ™'
(vgl. Tabelle 2.1). Die Formation des Wellenpakets innerhalb weniger Pikosekunden
passiert deutlich schneller als die spontane Zerfallszeit eines elektronisch angereg-
ten Rhodamin-Molekiils 7, ~ 4 ns und basiert folglich auf stimulierten Emissions-
prozessen, welche die Phase des optischen Feldes erhalten. Resonatormoden, deren
Umkehrpunkte in der Nahe der Pumpregion liegen, erfahren wegen ihres raumlichen
Uberlapps mit der invertierten Farbstoffregion maximale Verstarkung. Die zeitliche
Dynamik des Wellenpakets kann nicht durch einzelne stationdre Eigenzustédnde des
zeitunabhéngigen Hamilton-Operators beschrieben werden. Sie lésst sich jedoch als
kohérente Superposition benachbarter Eigenzustdnde mit Energieabstand h{2 erkla-
ren, deren Relativphasen konstant sind, in Analogie zu einem modengekoppelten
Pulslaser mit extrem hoher Wiederholrate. Ein Grofsteil der im Wellenpaket gespei-
cherten Photonen verlédsst den Resonator an den Umkehrpunkten der Schwingung,
wo die Geschwindigkeit des Wellenpakets - klassisch gesprochen - minimal wird und
das Licht somit eine erhohte Auskoppelwahrscheinlichkeit pro Strecke erfahrt. Quan-
tenmechanisch lasst sich diese erhohte Transmission auf die konstruktive Interferenz

zwischen den Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators zuriickfiihren, siehe
Gl (2.32).

Die Messung der rdumlichen Photonenkinetik im Bereich schwacher Reabsorption
und hoher Resonatorverluste, siche Abbildung 4.9(a) fiir Ac = 596 nm (links), offen-
bart {iber das gesamte Detektionsfenster von 250 ps eine ungestérte modengekoppel-
te Photonenemission aus dem angeregten, kohdrenten Superpositionszustand. Der
nicht-verschwindende raumliche Uberlapp zwischen den dufieren Bereichen der Pum-
pregion und der lateralen Ausdehnung des Grundmoden um x = 0 fithrt auch dort
zu einer schwachen Photonenpopulation, die im Laufe der Zeit jedoch wegen der hier
grofen Resonatorverluste schnell abklingt. Ein anderes Verhalten zeigt sich, wenn
durch Verringerung der Abschneidewellenlédnge zu A. = 581 nm und 571 nm (mitt-
lere und rechte Aufnahme in Abbildung 4.9(a)) ein verstérkter thermischer Kontakt
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an das Farbstoffreservoir hergestellt wird. Die Photonen durchqueren bei ihrer Oszil-
lation das eingeschlossene Farbstoffvolumen im Bereich [—50um, 50um], wobei der
zunéchst inhomogene molekulare Anregungsgrad des Mediums py/p,(z) durch ver-
mehrte Reabsorptionsprozesse ausgeglichen wird, siche Abbildung A.1 im Anhang.
Mit fortschreitender Zeit kommt es zu einer dynamischen Umverteilung der rela-
tiven Population vom laserartigen Wellenpaket zu einem Bose-Einstein-Kondensat
in dem transversalen Grundmoden. Die Dampfung der zeitabhéngigen, kohédrenten
Oszillation und das Anwachsen der Grundzustandspopulation in der Anwesenheit
eines thermischen Warmebades wird in Abbildung 4.9(c) sichtbar. Numerische Si-
mulationen der Photonenkinetik zeigen eine qualitative Ubereinstimmung mit den
experimentellen Resultaten |76], wie im Anhang A.1 néher erldutert wird.

Die beschriebenen experimentellen Beobachtungen der Photonendynamik demons-
trieren, dass die Thermalisierung der Photonen im Mikroresonator durch die Kopp-
lung an ein molekulares Warmebad hervorgerufen wird. Thermisches Gleichgewicht
ist eine notwendige Voraussetzung fiir die Auspriagung eines Bose-Einstein-Konden-
sats. Insbesondere kann die Effizienz des thermischen Kontakts, d.h. die Thermalisie-
rungsrate, systematisch durch die optische Dichte des Farbstoffmediums kontrolliert
werden. Im Sinne des kanonischen und grofkanonischen statistischen Ensembles, vgl.
mit Abschnitt 1.3, wird die Temperatur der Farbstofflosung somit zu einem extern
vorgegebenen Systemparameter fiir das Photonengas.
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Kapitel 5

Experimente zur Statistik kondensierter Photonen

5.1 Apparativer Aufbau

Im vorliegenden Kapitel werden die experimentellen Resultate von Messungen zur
Photonenzahlstatistik und Korrelationsfunktion zweiter Ordnung in photonischen
Bose-Einstein-Kondensaten préasentiert. Das Photonengas wird an unterschiedlich
grofe molekulare Teilchenreservoire gekoppelt, wodurch sowohl kanonische als auch
grofskanonische statistische Bedingungen realisiert werden kénnen. In Abschnitt 3.3
wurde diskutiert, dass sich die statistische Physik des Quantengases dann in un-
terschiedlich starken Teilchenzahlfluktuationen manifestiert: wihrend im Grenzfall
kleiner Reservoire (kanonisch) die Photonenzahl-Statistik einer Poisson-Verteilung
folgt und relative Fluktuationen gedimpft sind, An/n = 1/y/n ~ 0 fiir 7 > 1, zeigen
Kondensate in der Gegenwart von grofen Teilchenreservoiren (grofskanonisch) relati-
ve Teilchenzahlfluktuationen von der Gréfsenordnung der mittleren Besetzungszahl,
An/n = 1 ebenfalls fiir n > 1. Die Messung der Photonen-Korrelationen erfolgt mit
Hilfe eines Hanbury Brown-Twiss-Interferometers (vgl. Abschnitt 1.2.2) [37, 43],
wahrend zur zeitaufgelosten Detektion der Fluktuationen und Statistik ein Photo-
vervielfacher (PMT) herangezogen wird. In allen Messungen weisen Bose-Einstein-
verteilte Spektren der Mikroresonatorstrahlung darauf hin, dass die Kopplung an
das Warmebad bei T' = 300 K stets gegeben ist.

Abbildung 5.1 zeigt den schematischen Aufbau des Experiments. Im Vergleich zu
dem im vorherigen Kapitel diskutierten Aufbau kommt eine andere Pumpquelle und
ein abgeéndertes Analysesystem zum Einsatz, wie im Folgenden erldutert wird. Ana-
log zu Kapitel 4 wird derselbe Mikroresonator bei einer longitudinalen Wellenzahl
von ¢ = 8 verwendet, was bei A\, = 580 nm einem Spiegelabstand Dy ~ 1.62 pym
entspricht. Als Farbstofflosung wird bei diesen Messreihen neben Rhodamin 6G in
Ethylenglykol nun auch alternativ Perylen Rot in diinnfliissigem Paraffinél bei va-
rilerenden Farbstoffkonzentrationen zwischen den Resonatorspiegeln eingebracht.
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Abbildung 5.1: Schematischer Aufbau zur zeitaufgelosten Messung der
Korrelationen, Photonenzahlstatistik und -fluktuationen im Grundzustand
des Bose-Einstein-kondensierten Photonengases. Der Mikroresonator wird
quasi-kontinuierlich gepumpt, und das durch einen Resonatorspiegel trans-
mittierte Licht spektral analysiert. Die entgegengesetzte Emission im trans-
versalen Grundmoden passiert im Fernfeld mehrere Modenfilter und wird
in einem Hanbury Brown-Twiss-Interferometer detektiert.

Pumpquelle

Das optische Medium wird mit einem frequenzverdoppelten Nd:YAG-Laser (Typ:
Verdi V8, Firma Coherent) gepumpt, der bei einer Wellenlédnge von A = 532 nm ei-
ne maximale Ausgangsleistung von Py, = 8 W emittiert. Zum schnellen Schalten
des Strahls wird ein akusto-optischer Modulator (AOM) eingesetzt, der mit einer
Beugungseffizienz von 85% eine Intensitdtsmodulation des Pumplichts zu 200 ns
langen Pulsen bei einer Wiederholrate von 200 Hz erlaubt. Die Dunkelzeit ist ei-
nerseits notwendig, um die elektronische Anregung von unerwiinscht langlebigen
Farbstoff-Triplett-Zustdnden zu minimieren, andererseits lasst sich der mittlere Be-
setzungsgrad des Bose-Einstein-Kondensats durch einen geeigneten Zeitverlauf der
Pumpstrahlintensitét tiber die gesamte Pulsdauer nahezu konstant halten (Abbil-
dung 5.2(a)). Dazu wird das in den AOM eingekoppelte Radiofrequenzsignal mit
einem arbitridren, vorzugsweise zeitlich ansteigendem Spannungspuls gemischt, der
durch einen Funktionsgenerator (Typ: AFG3252, Firma Tektronix, 240 MHz Band-
breite) erzeugt wird. Die Amplitude des Radiofrequenzsignals wird aufserdem iiber
einen spannungsgesteuerten variablen Abschwécher angepasst, was der aktiven Sta-
bilisierung der Kondensatleistung iiber einen computergesteuerten Regelkreis (10 Hz
Regelbandbreite) dient. Ein Teil der Leistung im Kondensatmoden wird dazu mit
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einem Photovervielfacher detektiert und zur Weiterverarbeitung im Computer iiber
eine Sampling-Karte (Typ: PCle-6320 & BNC-2111, Firma National Instruments)
digitalisiert.

Der Pumpstrahl wird {iber die Linse L1 (Abbildung 5.1) mit f1,; = 40 cm Brennwei-
te auf einen Durchmesser von dy &~ 150 pm in die Mikroresonatorebene fokussiert,
was im Resonator zur Ausbildung eines zweidimensionalen Photonengases fiihrt. Die
Pumpleistung bestimmt den Anregungsgrad des Farbstoffmediums, und damit auch
das chemische Potential und die Zahl der im Resonator gespeicherten Photonen.
Letzteres bestimmt auferdem den Kondensatanteil 72g/N. Durch kontinuierliches
Einstrahlen des Pumplichts iiber die gesamte Pulsdauer von 200 ns werden Verluste
aus dem Farbstoff-Mikroresonator-System kompensiert und der molekulare Anre-
gungsgrad aufrechterhalten.

Analysesystem

Spektrometer. Um den Kondensatanteil /N und die reduzierte Temperatur
T/T. zu bestimmen, wird die mittlere Energieverteilung der Photonen, vergleiche
mit Gl. (2.39) und Abbildung 5.3(a), spektroskopisch gemessen. Dazu wird das durch
einen Resonatorspiegel transmittierte Licht kollimiert und in einen 4 f-Aufbau ge-
fithrt, der aus zwei holographischen Gittern (2400 Striche/mm) und zwei Linsen
mit f = 10 cm Brennweite aufgebaut ist. Diese Anordnung Fourier-transformiert
die einfallende, rdumliche Photonenverteilung in Raumfrequenzen in der Brennebe-
ne, welche durch Abtasten mit einem elektronisch positionierbaren Spalt selektiert
werden kénnen. Das zweite, symmetrisch angeordnete Gitter sorgt fiir eine Riick-
transformation des transmittierten Lichts in den Ortsraum, wo es in einer opti-
schen Vielmodenfaser auf einen Detektor transportiert wird. Auf diese Weise lassen
sich auch geringe Photonenbesetzungen mit einem empfindlichen Photovervielfacher
(Typ: H10721-210, Firma Hamamatsu) detektieren. Die Auflésung des Spektrome-
ters betrdgt AX = 0.5 nm, weshalb benachbarte Transversalmoden mit einem Ab-
stand von A\ ~ 41 pm spektral nicht getrennt werden konnen. Zur Verifizierung
der ausschlietlichen makroskopischen Besetzung des transversalen Grundzustandes
wird daher ein Doppelmonochromator (Typ: Demon, Firma Lasertechnik Berlin)
mit 6 pm Auflésung eingesetzt (siehe die Teilabbildung in Abbildung 5.3(a) und 5.4).

Hanbury Brown-Twiss-Interferometer. Die Intensitidtskorrelationen der kon-
densierten Photonen werden mit einem Hanbury Brown-Twiss-Experiment aufge-
nommen, wie in Abbildung 5.1 dargestellt. Um den Kondensatmoden von den héhe-
ren Transversalmoden zu separieren, wird die durch den linken Spiegel transmittier-
te, divergente Resonatorstrahlung im Fernfeld durch einen Fourier-Filter (kreisformi-
ge Apertur von 0.5 cm Durchmesser im Abstand von 85 cm zum Resonator) gefiihrt!.

!Interessanterweise verhilt sich die freie und divergente Propagation des Photonengases Aqui-
valent zur freien Expansion eines harmonisch gefangenen atomaren Gases, was in Experimenten
mit atomaren Gasen zur ortsaufgelosten Bestimmung (in der ,Fourier-Ebene”) der urspriinglichen
Impulsverteilung der Gasteilchen genutzt wird [25].

85



' S

25 75 125 175 0 100 200
t, (ns) t (ns)

Abbildung 5.2: Typische experimentelle Resultate der (a) mittleren
(normierten) Pulsdauer und (b) Korrelationsfunktion zweiter Ordnung
g®(ty,ty) aus dem Hanbury Brown-Twiss-Interferometer. (c) Zeitentwick-
lung der mit einem einzigen Photovervielfacher bestimmten (normierten)
Kondensatpopulation fiir verschiedene Besetzungsgrade /N (grofies Bild
unten) und zugehorige Autokorrelationsfunktionen fiir 7 = 5 — ¢; (kleines
Bild oben).

Die Irisblende agiert als transversaler Impulsfilter, der Beitrdge angeregter Moden
bestmdglich unterdriickt. Die Nullpunktsenergie des Fallenpotentials A{) bestimmt
die transversale Impulsunschirfe! des Grundmoden k, = /2m,Q0/h ~ 3-10* m™*,
und die Longitudinalkomponente des Wellenvektors betragt nach Gl. (2.21) gera-
de k.(0) = gn/Dy ~ 1.5- 107 m~!. Unter Beriicksichtigung des Quarzglas-Luft-
Ubergangs (no,Quarz =~ 1.46) bei der Auskopplung des Resonatorstrahlung ergibt
sich ein Divergenzwinkel von © = 0.33°, und der Kondensatmoden besitzt am
Ort des Impulsfilters einen Durchmesser von ~0.49 cm. Der erste transversal an-
geregte Eigenzustand (2A() hingegen misst bereits ~0.69 cm, sodass dessen Maxi-
malstellen durch den Impulsfilter blockiert werden. Das transmittierte Licht durch-
lauft einen Polarisator, der nur Photonen einer Polarisation des zweifach-entarteten
Grundmoden transmittiert. Im Anschluss wird das Licht im Hanbury Brown-Twiss-
Aufbau von einem nicht-polarisierenden Strahlteilerwiirfel in zwei Pfade aufgeteilt
und auf (Avalanche)-Photodioden mit Einzelphotonensensitivitit (Typ: PD5CTC,
Firma MPD) fokussiert. Die Zeitauflosung der Halbleiterdetektoren liegt bei At ~
50 ps, die Totzeit betrégt 7o pp ~ 79 ns und die optisch aktive Chipfliche misst
50 x 50 pm. Die Detektoren sind mit zwei individuellen Kanélen eines elektroni-
schen Korrelatorsystems (Typ: PicoHarp 300, Firma PicoQuant) verbunden, wel-
ches Histogramme von Detektionsereignissen bei den Zeiten t¢y,t, registriert und
Photonenkorrelationen der Kondensatbesetzung mit einer zeitlichen Genauigkeit
von bis zu ~ 60 ps erlaubt. Um die Koinzidenzmessung nicht durch Totzeiteffekte
(Ttot,Picotarp = 90 ns) zu verfélschen, wird das Kondensatlicht mit Neutraldichte-

1Uber die Unschirferelation dg - k, > 1 /2 lasst sich aufierdem auch unmittelbar die Groéfkenord-
nung des Durchmessers des Bose-Einstein-Kondensats dy ~ 17 ym abschéatzen.
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filtern hinreichend stark abgeschwécht, sodass die Photonenzéhlrate pro Detektor
iiblicherweise bei ~0.5 Photonen/Puls (2.5 - 10° Photonen/s) liegt. Die Auswertung
der Histogramme liefert die zeitabhéngige Korrelationsfunktion zweiter Ordnung fiir
den Grundmoden,

(no(t1)no(t2))

(no(t1))(no(t2))’

wobei (...) eine zeitliche Mittelung {iber viele Detektionsereignisse angibt. Ein typi-
scher Datensatz ist in Abbildung 5.2(b) gezeigt. Zu gleichen Zeiten t; = t5 wird eine
Anhiufung von Photonen gemessen, ¢®(¢,,t;) ~ 1.7 (gelbliche Diagonale), wohin-
gegen grofe Zeitabstinde keine Intensititskorrelationen aufweisen, g (¢, t5) ~ 1.0.
Da die mittlere Anzahl kondensierter Photonen innerhalb eines Messzyklus nahe-
zu konstant ist (vgl. Abbildung 5.2(a)), hédngen die Korrelationen zweiter Ordnung
nur von der relativen Zeitverzogerung 7 = ty — t; ab. Dementsprechend wird fiir
die weitere Analyse die zeitlich gemittelten Korrelationsfunktion zweiter Ordnung
g (1) = <g(2) (tl,t2)> 1y—t,—, Derangezogen. Die an- und absteigenden Flanken des

9(2)(t1,t2) = (51)

Pulses, siehe grau-schattierte Fliche in Abbildung 5.2(b), werden von der Analyse
ausgeschlossen.

Direkte Intensitiatsdetektion. Die Zeitentwicklung der Intensitdt im Grundzu-
stand wird in dem selben optischen Analysepfad, siche Abbildung 5.1 (oben), mit
einem Photovervielfacher detektiert (Typ: H9305-01, Firma Hamamatsu, Zeitauflo-
sung 1.4 ns, Quantenausbeute ~10%) und von einem Oszilloskop mit 5 GHz Band-
breite (Typ: DDA 5005A, Firma Lecroy) digitalisiert. Die Fluktuationen in der In-
tensitét ereignen sich typischerweise auf einer Zeitskala von ~2 ns und kénnen somit
fiir verschiedene mittlere Kondensatpopulationen direkt gemessen werden. Typische
Zeitspuren sind in Abbildung 5.2(c) exemplarisch gezeigt. Im Laufe der Experi-
mente hat sich gezeigt, dass eine hohe Photovervielfacher-Quantenausbeute fiir eine
korrekte Messung der Photonenstatistik erforderlich ist. Aus der zeitlichen Konden-
satintensitit Io(t) lasst sich ebenfalls die Korrelationsfunktion zweiter Ordnung pro
Puls ableiten,
S0y — LDt + ) Io(e)
(To(£))e(o(t + 7))’
wobei (...); = (T —7)7! OT_T (...)dt das zeitliche Mittel tiber einen Puls der Lange T
bezeichnet. Das Resultat ist insbesondere fiir die verzdgerungsfreie Autokorrelation
¢?(0) mit dem Ergebnis der Hanbury Brown-Twiss-detektierten Korrelationsfunk-
tion konsistent. Im Allgemeinen ist die Messung der Korrelationsfunktion mit den
beiden Einzelphotonendetektoren jedoch als exakter zu betrachten, da sie im Kor-
relationsaufbau eine hohere Zeitauflosung aufweisen.

(5.2)

5.2 Zeitaufgeloste Photonenkorrelationen

Im Folgenden werden experimentelle Resultate der Intensitétskorrelationen unter-
schiedlich , kalter Bose-Einstein-Kondensate von Photonen in der Anwesenheit eines
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Abbildung 5.3: (a) Die gemessenen spektralen Verteilungen fiir unter-
schiedliche Kondensatanteile (Kreise) stimmen mit entsprechenden 300 K
Bose-Einstein-Verteilungen iiberein (durchgezogene Linien). Die separat ge-
zeigten, hochaufgelosten Spektren (kleines Bild, oben links) weisen die
ausschlieflliche makroskopische Besetzung des Kondensatmoden nach. Die
Spektren sind zur besseren Darstellung gegeneinander vertikal verschoben.
(b) Die Korrelationsfunktion zweiter Ordnung ¢® (1) zeigt fiir ®—® nicht-
verschwindende Intensitdtskorrelationen bei kurzen Zeitverzogerungen T.
(Experimentelle Parameter: \. = 590 nm, AA = —6.7k;T, p = 1 mMol/l,
Rhodamin 6G)

konstant grofen molekularen Teilchenreservoirs vorgestellt. Dazu wird sowohl die
Farbstoffkonzentration p = 1 mMol/] als auch die Verstimmung zwischen Konden-
satwellenldnge A. = 590 nm und Null-Phononen-Linie A,p;, = 545 nm (Rhodamin
6G)

1 1
hA = he ()\C )\sz) = —6.7TksT (5.3)
in allen Messungen konstant gehalten. Die Aufnahme der Korrelationsdaten erfolgt
im Hanbury Brown-Twiss-Interferometer, und der thermodynamische Zustand des
Photonengases bei Raumtemperatur wird aus der spektralen Photonenverteilung

abgeleitet.

Abbildung 5.3(a) zeigt Photonenspektren, die sich in der kondensierten Phase ober-
halb der kritischen Teilchenzahl N, ~ 90 000 befinden und neben dem Bose-Einstein-
kondensierten Maximum bei der Abschneidewellenldnge eine thermische Besetzung
angeregter Zustinde aufweisen. Die Kondensatanteile g/ N = {4%; 16%; 28%; 58%},
und die zugehorigen reduzierten Temperaturen T'/T, = {0.98;0.92;0.85;0.65}, wer-
den aus einer Anpassung von Theorie-Spektren bei T' = 300 K, siehe Gl. (2.39), an
die Messdaten extrahiert. Die korrespondierenden, absoluten Populationen betragen
no =~ {4;19;37;120} - 10° und N =~ {100;119;132;207} - 10%. Das eingebettete Dia-
gramm in Abbildung 5.3(a) zeigt ein hochaufgelostes Spektrum der Modenbesetzung

88



m,n= 04030201 00
TTT o Yo7 T 1 13121110 7]

)

—_

(e)
w

§222120 :

—
S
T

Signal (w.E.
>

10°

580.0 580.5
A (nm)

Abbildung 5.4: Hochaufgelostes, transversales Modenspektrum im Mikro-
resonator mit Bose-Einstein-Kondensat bei A, ~ 580.55 nm.

des transversalen Grundzustandes TEMg, mit einer spektralen Halbwertsbreite von
9 pm, was die Einzelmodeneigenschaft des Bose-Einstein-Kondensats verifiziert. Die
thermische Population in benachbarten Transversalmoden TEM,,,,, im Abstand von
diskreten Vielfachen von A\ = 41 pm (gestrichelte Linien), ist zu gering, um ein
Signal oberhalb des Rauschniveaus des Detektors zu generieren. Die Modenstruktur
wird messbar, wenn die gesamte emittierte Mikroresonatorstrahlung in den Doppel-
monochromator eingekoppelt wird, siehe die Abbildung 5.4 fiir A, ~ 580.55 nm. Ab-
bildung 5.3(b) préasentiert die gemessenen Korrelationsfunktionen zweiter Ordnung
g (7). Sie zeigen Korrelationen ¢®(0)g_a = {1.64(2); 1.30(2); 1.15(2); 1.01(1)} ge-
folgt von einem exponentiellen Zerfall auf ¢(® (7) ~ 1 bei groferen Zeitverzogerungen
(gestrichelte Linien) entsprechend der theoretischen Vorhersage aus Gl. (3.68),

g(2) (1)=1+ [9(2)(0) — 1} exp (—%) , (5.4)

Tc,exp

mit den fiir die Datensidtze ®—® angepassten Korrelationszeiten zweiter Ordnung
78 ~ {1.75(5); 1.56(8); 1.18(3) }ns. Fiir Datensatz @ liefert die Anpassung auf-
grund der verschwindenden unverzégerten Autokorrelation, ¢g®(0) ~ 1, eine un-
bestimmte Korrelationszeit Téﬁm ~ 1.8 £ 91.8 ns. Entgegen der experimentellen
Beobachtung erwartet man beim Uberschreiten der kritischen Teilchenzahl N, in
einem System mit streng erhaltener Teilchenzahl einen unmittelbaren Abfall auf
g?(0) = 1 [35, 62|. Das hier beobachtete Verhalten kann jedoch gut als Konse-
quenz aus einem grofkanonischen Teilchenaustausch des Photonenkondensats mit
einem effektiven Teilchenreservoir erkldrt werden. Beobachtet wird ein Wert von
g?(0) > 1 fiir die gezeigten Messdaten nur bis zu einem endlichen Kondensatanteil,
was darauf zuriickgefiihrt wird, dass fiir grofse Kondensatpopulationen grofskanoni-
sche Bedingungen nicht mehr erfiillt sind: das Molekiilreservoir kann die starken
Fluktuationen des Bose-Einstein-Kondensats dann nicht mehr aufrechterhalten und
kanonische Ensemblebedingungen beginnen die statistische Physik des Gesamtsys-
tems zu dominieren. Nach der in Kapitel 3 eingefiihrten Relation

O _ Jg@(0) — 1 (5.5)

Ng
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Abbildung 5.5: Autokorrelationen ¢ (0) und die entsprechenden re-
lativen Kondensatfluktuationen dng/ng als Funktion des Besetzungsgra-
des ng/N (sowie der entsprechenden reduzierten Temperatur T/7T.), fiir
fiinf verschiedene Reservoire R1—R5. Das Anwachsen der effektiven Re-
servoirgrofe wird durch den Parameter ¢ quantitativ ausgedriickt (Ta-
belle). Die Fluktuationen der Grundmodenpopulation dehnen sich fiir
groke Farbstoffkonzentration p und geringe Verstimmung A (R5) weit
in den kondensierten Bereich aus. Die durchgezogenen Linien zeigen die
Vorhersage des theoretischen Modells aus Abschnitt 3.3. Die Fehler-
balken geben statistische Unsicherheiten an. (Experimentelle Parameter:
Ae = {598;595;580;598; 602}nm fiir R1—R5; Farbstoffkonzentration p =
{0.1;1.0; 1.0}mMol/1 fiir R1—R3 (Rhodamin 6G) und p = {0.1; 1.0}mMol/1
fiir R4,R5 (Perylen Rot). Fiir die Theoriekurven ergeben sich Reservoirgro-
Ben M = {5.5(22);20.5(71); 16.0(57);2.1(4); 10.8(37)} - 10? fiir R1—-R5)

ist die unverzdgerte Autokorrelation ¢ (0) mit der relativen Fluktuationsstirke der
Kondensatbesetzung dng/ng verkniipft. Fiir die Messwerte aus Abbildung 5.3(b) er-
hélt man daraus dng/ne = {80(1); 55(2);39(3); 10(5) }%. Die relativen Fluktuationen
werden auch in den nachfolgend behandelten Messungen angegeben.

5.3 Bose-Einstein-Kondensate fiir variable Reservoir-
grofien

In diesem Abschnitt werden experimentelle Resultate vorgestellt, welche die groftka-
nonische Natur des Photonen-Farbstoff-Systems in der Bose-Einstein-kondensierten
Phase verifizieren, indem die Reservoirgrofie variiert wird. Im Allgemeinen, sie-
he Gl (3.71), ldsst sich das Reservoir effektiv durch erhéhte Farbstoffkonzentra-
tion p und eine Kondensatwellenldnge A. nahe der Null-Phononen-Resonanz A,p;,
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der Farbstoffmolekiile vergrofsern. Abbildung 5.5 zeigt unverzogerte Autokorrelatio-
nen ¢®(0), respektive den relativen Grad der Fluktuationen, gegen den Kondensa-
tanteil ng/N fiir fiinf verschiedene Kombinationen von Farbstoffkonzentration und
Farbstoff-Resonator-Verstimmung. Die Datensédtze R1—R3 wurden mit Rhodamin
6G (Null-Phononen-Linie Azp;, ~ 545 nm) aufgenommen, wihrend fiir Messungen
R4 und R5 Perylen Rot (Azp, ~ 585 nm) als Farbstoffspezies verwendet wurde.
Letzteres erlaubt die Realisierung von geringen Verstimmungen AA > —2.5k;T mit
extrem hohen Reabsorptionsraten in einem Spektralbereich mit ausreichend grofier
Spiegeltransmission (585—605 nm), sodass eine noch messbare Lichtleistung den Re-
sonator verlasst. Zur Quantifizierung der relativen effektiven Reservoirgrofen, wird
das Verhaltnis

Meg g, (3.71) PR, y 1 + cosh (hAg1 /ksT)
Meff’Rl N PR1 1 + cosh (hARZ/kBT) ’

definiert, wie in der dritten Spalte der Tabelle in Abbildung 5.5 angegeben, wo-
durch auf die Messung mit Reservoir R1 normiert wird. Im Falle der geringsten
Farbstoffkonzentration und der groften Verstimmung (R1) ist das Teilchenreservoir
so klein, dass Fluktuationen der Kondensatbesetzung nahezu direkt oberhalb der
Kondensationsschwelle (N > N.) gedampft werden. Durch Erhohung der Farb-
stoffkonzentration und Reduktion der Verstimmung (R1—R5) kann der Bereich
starker Fluktuationen systematisch bis hin zu groferen Kondensatanteilen ausge-
dehnt werden. Fiir das grofte realisierte Reservoir (R5) werden Korrelationen von
g (0) ~ 1.2 bei einem Kondensatanteil von 7ig/N =~ 60% beobachtet. Bei die-
sem Punkt zeigt das Photonenkondensat immer noch starke Fluktuationen der Teil-
chenzahl von dng/fg = (¢ (0) — 1)Y/2 ~ 45%, obwohl seine Besetzungszahl von
no =~ 144 000 Photonen vergleichbar mit der Gesamtphotonenzahl N ~ 240000 ist.
Dieses Verhalten liefert eine starke Evidenz fiir eine Photonenstatistik, die durch
grofskanonischem Teilchenaustausch zwischen dem Kondensat und dem Farbstoffre-
servoir bestimmt wird.

(5.6)

Die Messergebnisse werden durch das theoretische Modell (durchgezogene Linien in
Abbildung 5.5) gut bestétigt, mit Ausnahme des Bereichs geringer Kondensatanteile
unter ~ 5%. Die beobachtete Abweichung in diesem Bereich wird auf eine unvoll-
standige raumliche Filterung der Mikroresonatoremission zuriickgefiihrt, die es auch
Photonen in angeregten Transversalmoden teilweise gestattet, das Detektionssys-
tem zu erreichen. Die Mittelung unkorrelierter Photonen in mehreren, bei N ~ N,
ahnlich stark besetzten Transversalmoden hat dann ein unterdriicktes Korrelati-
onssignal zur Folge. Diese Problematik spielt eine untergeordnete Rolle, wenn die
Besetzung des Grundzustandes hinreichend hoch, ng/N > 5%, wird. Bei genauerer
Betrachtung der Datenreihen R4 und R5, welche die stirksten Fluktuationen aufwei-
sen, fallt zudem auf, dass die maximal detektierte Kondensatkorrelation im Bereich
von ¢?(0) ~ 1.6—1.7 liegt, was zu einer Abweichung der Theoriekurven in diesen
Messreihen fiihrt. Zur Anpassung aller gezeigten Theoriekurven an die Messdaten
wird ein einzelner Parameter, die Reservoirgrofe M, verwendet. Eine gute Uber-
einstimmung zwischen Theorie und Experiment wird fiir Reservoire mit 10°—10'°
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Abbildung 5.6: (a) Schema der effektiven Reservoirvergroferung durch
die indirekte Ankopplung von Farbstoffmolekiilen im Volumen angeregter
Transversalmoden. (b) Resonator in seitlicher Ansicht.

Molekiilen erzielt. Die exakten Werte mit Fehler finden sich in der Beschriftung von
Abbildung 5.5. Dies legt nahe, dass nicht nur Farbstoffmolekiile im TEMy, Moden-
volumen des Resonators (=~ 10® Molekiile bei p = 1 mMol/1), sondern in einem
groferen effektiven Farbstoffvolumen zum Reservoir beitragen.

Die schematische Abbildung 5.6 illustriert eine mogliche Ursache fiir die Reservoir-
vergroferung im vorliegenden Vielmoden-System. Die Skizze des Mikroresonators
in seitlicher Ansicht (Abbildung 5.6(b)) deutet den raumlichen Modentiberlapp von
TEM,,,,, und TEMyp-Moden an. Dadurch wird eine Kopplung zwischen Farbstoffmo-
lekiilen aufserhalb und innerhalb des Grundmodenvolumens durch Absorption und
Emission ,thermischer Photonen in angeregten Eigenzustédnden hergestellt (Abbil-
dung 5.6(a)). Dies fiihrt zu einer effektiven Reservoirvergroferung fiir die ny Kon-
densatphotonen, welche nur mit Molekiilen im TEMg,-Volumen wechselwirken. Die
gemessene Abhéngigkeit der Photonenkorrelationen und -fluktuationen von Reser-
voirgrofe und Verstimmung demonstriert, dass die Sattigung des Reservoirs, wie von
der grofkanonischen Theorie fiir Bose-Einstein-Kondensate vorhergesagt (8, 9, 62|,
die Photonenstatistik festlegt.

5.4 Intensitatsfluktuationen und Photonenstatistik

Wie in den vorherigen Abschnitten gesehen, liegen die experimentell bestimmten
Korrelationszeiten zweiter Ordnung des kondensierten Grundzustandes typischer-
weise im Bereich von ~ 2 ns, sieche Abbildung 5.3. Die Zeitskala der Intensitatsfluk-
tuationen ist damit hinreichend langsam, um die Zeitentwicklung der Kondensat-
besetzung mittels eines Photovervielfachers mit 0.7 GHz Bandbreite aufzunehmen.
Dennoch darf die Zeitauflosung des verwendeten Detektors nicht génzlich vernach-
lassigt werden, da sie die charakteristische Zeitkonstante der Fluktuationen nur recht
knapp unterschreitet. In dem vorgestellten experimentellen Ansatz wird dementspre-
chend auf eine systematische Analyse der Korrelationszeiten zweiter Ordnung TC(Q)
verzichtet. Die direkte Untersuchung der Zeitreihen erlaubt auferdem die Bestim-
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Abbildung 5.7: (a) Zeitliche Entwicklung der normierten Kondensatpopu-
lation ng(t)/ng (=~ 1.4 ns Zeitauflosung). Mit ansteigendem Besetzungsgrad
(®—®) wird eine Dampfung der Fluktuationen beobachtet. (b) Die ex-
trahierten Photonenzahlverteilungen weisen auf einen Ubergang von Bose-
Einstein- zu Poisson-artiger Statistik hin. Zur besseren Sichtbarkeit wurden
die Kurven vertikal gegeneinander verschoben. Die gestrichelten Linien zei-
gen Theoriekurven, siche Abbildung 3.3. (Experimentelle Parameter wie in
Abbildung 5.3: A\. = 590 nm, hA = —6.7k;T, p = 1 mMol/l, Rhodamin
6G)

mung der unverzogerten Intensititskorrelation ¢ (0), die mit den Messergebnis-
sen von ¢?(0) fiir entsprechende Kondensatanteile aus dem Hanbury Brown-Twiss-
Aufbau konsistent ist, sieche Abschnitt 5.2.

Abbildung 5.7(a) zeigt den Zeitverlauf der mit dem Photovervielfacher bestimm-
ten, auf die mittlere Photonenzahl normierten Messdaten als Funktion der Zeit,
no(t)/no(t), fiir eine konstante effektive Reservoirgrofe bei den selben experimentel-
len Parametern wie in Abschnitt 5.2. Unmittelbar oberhalb der kritischen Teilchen-
zahl weist die Kondensatpopulation starke Fluktuationen auf, die mit wachsendem
Kondensatanteil immer stiarker geddmpft werden. Eine Histogramm-Analyse von
etwa 50 Zeitspuren pro Besetzungsgrad liefert die Photonenzahlstatistik P, - die
Verteilung der Wahrscheinlichkeit n Photonen im Kondensat zu finden, wie in Abbil-
dung 5.7(b) dargestellt. Die ermittelten Photonenzahlstatistiken zeigen einen Uber-
gang von einer ndherungsweise exponentiell abfallenden Bose-Einstein-Verteilung
fiir das stark fluktuierende Kondensat zu einer Poisson-Verteilung im Bereich schwa-
cher Fluktuationen. Die Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilungen dng gibt ein Maf
fiir den relativen Fluktuationsgrad dng/ng des jeweiligen Photonenkondensats. Die
Messresultate zeigen eine gute Ubereinstimmung mit den theoretisch erwarteten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen (gestrichelte Linien) aus Gl. (3.34), und der vorher-
gesagte kontinuierliche Ubergang der statistischen Bedingungen von kanonischem zu
grofskanonischem Verhalten wird hier direkt sichtbar (vgl. Abschnitt 3.3).
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Interessanterweise zeigen auch stark besetzte Bose-Einstein-Kondensate, die zig-
Tausende von Photonen enthalten, in der Anwesenheit von hinreichend grofsen Mo-
lekiilreservoiren eine endliche Wahrscheinlichkeit Py >0, einen Zustand vorzufinden,
der keine Photonen enthélt. Es stellt sich somit ganz natiirlich die Frage: Welchen
Einfluss haben die statistischen (Amplituden)-Fluktuationen der Kondensatbeset-
zung auf die zeitliche Phasenstabilitit der Wellenfunktion? Demgegeniiber steht
der Grenzfall kleiner Reservoire, in welchem die Null-Photonen-Wahrscheinlichkeit
Py = 0 aufgrund der Poisson-verteilten Photonenstatistik verschwindet, sodass -
ungeachtet von moglichen Diffusionsprozessen [50-53] - eine definierte Phase er-
wartet wird. Das Auftreten von Phasenkohérenz in der Kondensatwellenfunktion
wird durch entsprechende experimentelle Beobachtungen mit (mikro-)kanonischen
atomaren Bose-Einstein-Kondensaten nahegelegt [29-32|. Das hieran anschlieffende
Kapitel 6 setzt sich genauer mit der zeitlichen Phasenkohirenz des Bose-Einstein-
Kondensats von Photonen auseinander.
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Kapitel 6

Experimente zur zeitlichen Phasenkoharenz

6.1 Apparativer Aufbau

In diesem Kapitel werden experimentelle Resultate vorgestellt, welche die zeitliche
Kohéarenz der Phase des Bose-Einstein-Kondensats demonstrieren. Die Untersuchung
der Phasenentwicklung erfolgt mit Hilfe eines Heterodyn-Interferometers, in dem die
Emission des Photonenkondensats mit der eines frequenz- und phasenstabilen Refe-
renzlasers iiberlagert und das resultierende Schwebungssignal zeitaufgelost detektiert
wird [53]. Die zeitliche Entwicklung der Kondensatintensitit wird zudem fiir jeden
Besetzungsgrad gesondert aufgenommen, woraus sich der Fluktuationsgrad ¢®(0)

und die Korrelationszeit zweiter Ordnung 7 ableiten lisst.

Abbildung 6.1 zeigt ein Schema des experimentellen Aufbaus. In allen Messungen
betragt die longitudinale Wellenzahl ¢ = 7, was bei einer Abschneidewellenléinge
Ae = 580 nm einem Abstand der Resonatorspiegel Dy ~ 1.42 pum entspricht. Als
optisches Medium wird eine Rhodamin 6G Farbstoflosung mit einer Konzentration
von p = 3 mMol/l in Ethylenglykol zwischen den Resonatorspiegeln eingebracht. Die
zeitliche Modulation der kontinuierlichen Pumpquelle wird im Vergleich zu dem in
Kapitel 5 dargestellten Verfahren leicht modifiziert, und als Analysesystem kommt
ein Heterodyn-Interferometer zum Einsatz, in dem ein Farbstofflaser als phasenstabi-
ler, lokaler Referenzoszillator verwendet wird. Die Funktionsweise und Eigenschaften
der drei Komponenten werden im Folgenden erldutert.

Pumpquelle

Die optische Anregung des Farbstoffmediums erfolgt wie in Kapitel 5 mit einem kon-
tinuierlichen Laser. Durch Anlegen geeigneter Radiofrequenz-Pulse an einen akusto-
optischen Modulator, in den der Pumpstrahl fokussiert wird, wird die Laseremission
in zeitlich dquidistante Rechteck-Pulse von 600 ns Lénge mit einer Wiederholra-
te von 40 Hz zerteilt. Wie nachfolgend diskutiert wird, ist eine zeitliche Verlan-
gerung der Pumppulse notwendig, um hinreichend lange Schwebungssignale zwi-
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Abbildung 6.1: Schema des heterodynen Interferometrie-Aufbaus zur Un-
tersuchung der Phasenevolution des Photonenkondensats. Der Grundmoden
wird mit einem Impuls-Filter von der restlichen Resonatoremission (linker
Pfad) getrennt und in einer Einzelmoden-Faser mit der Emission eines Farb-
stofflasers tiberlagert. Das Schwebungssignal der optischen Felder wird von
einem Photovervielfacher (PMT) detektiert und mit Hilfe eines Digitaloszil-
loskops dargestellt. Die entgegengesetzte Resonatoremission (rechter Pfad)
dient sowohl der parallelen Aufnahme von Kondensat- und Farbstofflaser-
wellenlédnge, \. und A, mit in einem hochauflésenden Doppelmonochroma-
tor, als auch der Analyse des Kondensatanteils mit einem 4 f-Spektrometer.

schen der Kondensat- und FarbstofHlaseremission detektieren zu konnen, siehe Ab-
bildung 6.2(b) fiir eine typische Intensitétsspur.

Der zeitliche Intensitéatsverlauf der Pumppulse zwischen ansteigender und abfallen-
der Flanke wird durch zeitabhéngiges Mischen des an den akusto-optischen Modu-
lator angelegten Radiofrequenzsignals geeignet angepasst (Typ: AFG3252, Firma
Tektronix, vgl. Abschnitt 5.1), sodass eine im zeitlichen Mittel stationéire Konden-
satbesetzung aus dem Resonator ausgekoppelt wird, sieche Abbildung 6.2(a). Zur
langsameren Intensitdtsmodulation der Pulse wird ein baugleicher Funktionsgene-
rator verwendet, wie in Abbildung 6.2(a) unten als abfallende Rampe dargestellt
ist. Dadurch werden vier verschiedene Besetzungsgrade im zeitlichen Abstand von
25 ms eingestellt. Diese zeitliche Sequenz wiederholt sich alle 100 ms. Zur zeitlichen
Steuerung dieser Pulsfolge kommen zwei Pulsgeneratoren (Typ: DG645, Firma St-
anford Research Systems) zum Einsatz.

Diese Methode hat den Vorteil, dass die detektierten Schwebungssignale innerhalb
einer Vierersequenz in jedem Puls einen vergleichbaren Zeitverlauf aufweisen, sodass
sich auch bei kleinen Kondensatleistungen Schwebungen aufgrund der Koinzidenz ei-
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Abbildung 6.2: (a) Protokoll der zeitlichen Taktung und Intensitétsmodu-
lation der Kondensatemission n(¢) (unten). Durch ein 10 Hz Signal (rot, P:
Pulsgenerator) wird eine Sequenz von vier Pulsen (blau) sowie eine langsa-
me, abfallend Rampe (violett, F: arbitrarer Funktionsgenerator) ausgelost.
Die Vierersequenz wird unter Verwendung eines weiteren Funktionsgene-
rators innerhalb der Pulsdauer amplitudenmoduliert (griin). Die zeitliche
Modulation des Pumppulses fithrt zu einer Fluoreszenzemission von vier
unterschiedlich stark besetzten Photonenkondensaten mit jeweils zeitlich
konstanter Population (gelb). (b) Typisches Intensitatssignal der resonan-
ten Uberlagerung von Farbstofflaser und Kondensat mit Interferenzsignal.
(c) Hochaufgelstes Spektrum, in dem die Emission des Farbstofflasers bei
der Wellenlénge A;, und des Bose-Einstein-Kondensats bei . erkennbar ist.

nes Interferenzsignals bei hoher Besetzung identifizieren lassen. Die Ursache hierfiir
liegt in der Stabilitdt der mittleren Kondensatwellenldnge in zwei aufeinanderfol-
genden Pulsen aufgrund des geringen mechanischen Drifts der Resonatorspiegel. Im
Rahmen der Experimente hat es sich als hilfreich erwiesen, die Pulsabstinde &dqui-
distant einzustellen. Zwar ist es moglich, eine rasche Pulssequenz gefolgt von hinrei-
chend langer Dunkelzeit zur Vermeidung von Triplett-Anregung auf den Farbstoff
einzustrahlen, allerdings fiihrt jeder Pumppuls zu einem Wérmeeintrag im Farbstoff-
medium und damit zu einer zeitabhéngigen Verschiebung der Kondensatwellenlédnge
(siehe Abschnitt 6.1.1). Da die Autheizung des Losungsmittels typischerweise erst
nach einigen Millisekunden abgeklungen ist, dehnt sich der Wellenlédngendrift fiir
schnelle Wiederholraten der Pumppulse iiber die gesamte Sequenz der vier Pulse
aus. Entsprechend werden dann keine Interferenzsignale mehr in allen vier aufein-
anderfolgenden Pulsen beobachtet.

Referenzlaser

Als lokaler Osrzillator fiir die Heterodyn-Interferometrie kommt ein kontinuierlich
emittierender Farbstofflaser (Typ: Matisse, Firma Sirah) zum Einsatz, siehe Ab-
bildung 6.1 (rechts). Der Laserfarbstoff (Rhodamin 6G in Ethylenglykol) wird von
einem diodengepumpten Festkorperlaser (Typ: Verdi G12, Firma Coherent, 12 W)
gepumpt. Die maximale Emissionsleistung des Farbstofflasers betragt 2 W bei einer
Linienbreite von 250 kHz und die Wellenlénge des Lichts kann iiber einen Bereich von
AL, = 560-605 nm durchgestimmt werden. Der Laserstrahl wird iiber eine polarisati-
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onserhaltende Einzelmodenfaser auf den optischen Tisch gefiihrt und im Anschluss
mit Hilfe eines akusto-optischen Modulators in 800 ns lange Pulse mit einer Wie-
derholrate von 40 Hz zerteilt, wie in Abbildung 6.2(b) gezeigt. Die Intensitét des
transmittierten Lichts kann durch variable Neutraldichtefilter addquat abgeschwécht
und die Polarisation mit Hilfe einer \/2-Verzogerungsplatte gedreht werden, bevor
der Laserstrahl in den Interferometer-Aufbau gefithrt wird. Die nullte Beugungs-
ordnung des akusto-optischen Modulators wird zur Wellenlangendetektion in einen
hochauflésenden Doppelmonochromator eingekoppelt.

Analysesystem

4f-Spektrometer. Die rechtsseitig aus dem Mikroresonator ausgekoppelte Fluores-
zenz, wird durch ein Mikroskopobjektiv kollimiert (Abbildung 6.1). Danach wird die
Hélfte der Lichtleistung tiber einen nichtpolarisierenden Strahlteilerwiirfel in das in
Kapitel 5 diskutierte 4 f-Spektrometer geleitet. Aus den Multimoden-Spektren im
Wellenlangenintervall (Energiebereich) von 30 nm (~ 4kzT") wird der thermodyna-
mische Zustand des Photonengases (mittlere Grundzustandsbesetzung 7y, Gesamt-
photonenzahl N und Kondensatanteil 7o/ N) abgeleitet. Die Messmethode ist durch
Aufnahme eines Referenzspektrums an der Kondensationsschwelle {iber die bekann-
te kritische Teilchenzahl N. ~ 79000 (vgl. Tabelle 2.1) kalibriert.

Doppelmonochromator. Ein Grofiteil der durch den Strahlteilerwiirfel transmit-
tierten Resonatoremission wird gemeinsam mit Farbstofflaserlicht iiber eine Multi-
modenfaser in einen hochauflésenden Doppelmonochromator eingekoppelt. Abbil-
dung 6.2(c) zeigt ein typisches Spektrum der relativen Lage von Kondensat- und
Referenzlaser-Wellenlédnge. Photonen in transversal angeregten Zustdnden werden
aufgrund der begrenzten Empfindlichkeit des hier verwendeten Detektors nicht re-
gistriert. Bei typischen Spiegelabsténden (Dy &~ 1.42 pm) sind mechanische Drifts
der Resonatorldnge nur relativ schwach ausgeprigt, da die gekriimmten Spiegel be-
reits fest aufeinander aufliegen. Unter diesen Umstéanden lésst sich die Wellenlédnge
des Kondensatmoden besonders gut durch aktive, Piezo-gesteuerte Variation der
Resonatorlange auf die des FarbstofHasers abstimmen. Die spektrale Prézision von
AN =~ 10 pm bei A = 580 nm erlaubt somit eine Stabilisierung des Spiegelabstands
auf eine Genauigkeit von ADy = Dy - AN/ =~ 24.5 pm.

Heterodyn-Interferometer. Nach einer freien Expansion des linksseitig aus dem
Mikroresonator ausgekoppelten Photonengases wird der Kondensatmoden durch
einen Transversalimpulsfilter im Fernfeld (Fourier-Ebene) von dem thermischen Hin-
tergrundgas separiert, siche Abbildung 6.1 und Kapitel 5. Ein Teil der transmit-
tierten Kondensatleistung wird von einem Photovervielfacher detektiert, der andere
Teilstrahl passiert einen Polarisator und eine \/2-Verzogerungsplatte, welche die Po-
larisationsebenen der elektrischen Felder von Kondensat und FarbstofHlaser aufeinan-
der rotiert. Im Interferometer werden letztlich 90% der optischen Kondensatleistung
durch einen nichtpolarisierenden Strahlteiler transmittiert und in einer polarisati-
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onserhaltenden Einzelmodenfaser mit 10% der Farbstofflaserintensitit iiberlagert.
Das optische Signal wird von einem Photovervielfacher (Typ: H10721-20, Firma Ha-
mamatsu) mit 0.57 ns zeitlicher Auflésung detektiert und von einem Oszilloskop
(Typ: DPOT7000, Firma Tektronix) mit 3.5 GHz Bandbreite im Fast Frame-Modus
digitalisiert. Abbildung 6.2(b) zeigt ein typisches Signal, bei dem die Wellenldngen
der beiden Lichtquellen #hnlich sind. Im Allgemeinen liefert die Uberlagerung der
optischen Felder von Bose-Einstein-Kondensat . (t) = \/n¢(t) exp{i[w.(t)t + ¢(t)]}
und Laser ¢r,(t) = \/ny(t) exp(iwrt) eine Zeitentwicklung der Form

[et) + YL@ = ne(t) + nu(t) + 2¢/ne(t)nw(t) cos {[we(t) — wi] t + (1)}, (6.1)

wobei ¢(t) die Evolution der Kondensatphase enthélt, und die Zeitabhédngigkeit der
Kondensatfrequenz w,(t) explizit angegeben wurde, wie in Abschnitt 6.1.1 genauer
diskutiert wird. In ersten Experimenten zur Detektion des Interferenzsignals war
ein Aufbau zur balancierten Heterodyndetektion [134] verwendet worden, bei der
die Intensitéaten in beiden Ausgangsports eines symmetrischen (50:50) Strahlteilers
gemessen und unter Ausnutzung der 180° Phasenverschiebung voneinander subtra-
hiert werden. Bei geringen Kondensatleistungen hat es sich jedoch als vorteilhaft
erwiesen, die optische Leistung in einem der beiden Interferometerausginge unter
Verwendung eines asymmetrischen Strahlteilers (90:10) zu maximieren, was ein bes-
seres Signal-zu-Rausch-Verhéltnis in den Schwebungssignalen erlaubte.

6.1.1 Modulation der Kondensatfrequenz

Die gemessenen Intensitéatsspuren zeigen eine Frequenzmodulation der Schwebungs-
signale. Das Signal lasst sich mit Variation des Spiegelabstandes durch Anlegen
einer Piezo-Spannung beeinflussen, wie in Abbildung 6.3(a) dargestellt, was auf eine
mogliche absolute Wellenldngenverschiebung durch das Steuersignal zuriickgefiihrt
werden kann. Wenn die mittlere, mit Hilfe des Doppelmonochromators gemesse-
ne Kondensatwellenlédnge relativ zur Farbstofflaserwellenlénge blauverschoben wird,
verschwindet das Schwebungssignal. Fiir den Fall einer Rotverschiebung fallt hin-
gegen auf, dass sich im Schwebungssignal zwei Resonanzdurchgénge auspragen, die
sich fiir zunehmende Verstimmung zwischen Farbstofflaser und Kondensat zeitlich
immer weiter aufspalten. Unter diesen Umstédnden tiberschreitet die Oszillationsfre-
quenz zwischen den Resonanzdurchgidngen die Detektionsbandbreite. Der aus der
modulierten Schwebung extrahierte Frequenzdrift v.(t) des Bose-Einstein ist in Ab-
bildung 6.3(b) fiir verschiedene Spiegelabsténde gezeigt.

Abbildungen 6.3(a) und (b) zeigen Daten, die bei zeitlich dquidistanter Pulsanre-
gung (Pulslinge At = 1.5 ps bei Abstand T}, = 25 ms) aufgenommen wurden. Unter
diesen Umstédnden weisen die Schwebungssignale in aufeinanderfolgenden Konden-
satpulsen einen dhnlichen Zeitverlauf aus. Bei rascher Pulsfolge (At = T}, = 600 ns,
nach dem vierten Puls 100 ms Dunkelzeit), siche Abbildung 6.3(c), wird hingegen
immer nur in jeweils einem Puls der Vierersequenz ein Schwebungssignal beobach-

99



(@ S (b) (©)
g R —
f<) /: Q \ H H \ H f H
T g = SO N ™ M"‘
§[1 o L M<he —_ 0 T — T
s [ s ) 1) O = | Pl
= = 0 S SN
A - M S s |
af il § o F20)
E M MWW.MWVM - A< gﬂ fofflaser ’é 1
= 2l. Abb. 6.2(b) : o
G w0 S R IV
L) - W~M«~ﬂLx g | oE T
) - - i) 0!; H SR ] B | .
0 400 800 1200 1600 0.0 05 10 15 0 1 2 3 4 5

Zeit, t (ns) t (us) t (us)

Abbildung 6.3: (a) Interferenzsignale beim Durchfahren der Kondensat-
wellenlédnge A. iiber die Farbstofflaserlinie A\;, = konst. (rot) durch Ver-
grofern des Spiegelabstandes. Neben einer Frequenzmodulation wird ei-
ne zeitliche Separation von zwei Resonanzdurchgéngen (®©,®) beobachtet.
(b) Intensitétsspur (oben) und aus den Zeitreihen in (a) rekonstruierter re-
lativer Drift der Kondensatfrequenz (unten). Vertikal verschobene Kurven
entsprechen von oben nach unten zunehmenden Resonatorlangen, und die
schraffierte Flache deutet die Detektionsbandbreite von ~1.75 GHz an. (c)
Kondensatintensitét (oben) und -frequenzdrift (unten) bei Pumpanregung
mit einer Vierersequenz von zeitlich um 600 ns getrennten Pulsen. Der Fre-
quenzdrift setzt sich tiber das Ende der jeweiligen Pulse hinaus fort, und
das parabelformige Driftverhalten reproduziert sich in guter Ndherung bei
jedem einzelnen Anregungspuls.

tet, welches dennoch den charakteristischen, nahezu parabolischen Frequenzverlauf
enthélt. Zuriickgefithrt wird dieses Verhalten darauf, dass jede Pumpanregung auf-
grund der endlichen Quanteneffizienz des Farbstoffmediums (nqr =~ 95%) einen
globalen Wérmeeintrag verursacht, der eine Brechungsindex- und Wellenldngenan-
derung mit einer Abklingzeit im Millisekundenbereich bewirkt - in Analogie zu einem
thermischen Linseneffekt |20, 21]. Das Hin- und Zuriicklaufen der Eigenfrequenz des
Photonenkondensats wahrend eines einzelnen Pulses, das auf einer erheblich schnel-
leren Zeitskala erfolgt, hingegen wird den steilen Flanken der Pumppulse selbst
zugeschrieben, wie in der wiederholten Modulationsstruktur aus Abbildung 6.3(c)
sichtbar wird. Dieses Verhalten wird nur bei longitudinalen Wellenzahlen ¢ < 10
beobachtet, wenn das Farbstoff-Medium eine hinreichende geometrische Zweidimen-
sionalitdt aufweist. Beide Beobachtungen geben Anlass zu der Annahme, dass der
parabolische Anteil der Frequenzmodulation v, (t) wihrend eines einzelnen Pulses
auf einer Dichte- und Brechungsindexmodulation basiert, die aus dem Anschwingen
einer stark geddmpften Schallwelle im zweidimensionalen Farbstofffilm resultiert.
Da innerhalb der Pulsdauer Variationen des Spiegelabstands vernachléssigt werden
konnen, ist zu jedem Zeitpunkt ¢ die Randbedingung

Ac(t) c
27io(t)  2io(t)relt)
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Abbildung 6.4: Schema der angenommenen zeitlichen Dichtemodulation
im Farbstoffmedium nach dem Anschalten der Pumpanregung (griin schraf-
fiert). Eine starke Pumpstrahlfokussierung (durchgezogene Linie) resultiert
in einer erhohten Modulationsamplitude und -dynamik wéihrend der Kon-
densatemission (gelb), im Vergleich zu dem zeitlichen Verlauf bei schwacher
Fokussierung (gestrichelte Linie).

erfiillt, wobei ¢ die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Fiir den Brechungsin-
dex ny(t) und die Dichte p(t) der Farbstoflosung im Grundmodenvolumen folgt

c 1
) = D)~ )’ (6.3)

p(t) o< ng(t

wobei im letzten Schritt die Resonatorumlaufzeit im Vakuum 7y = 2D /c eingesetzt
wurde. Nach Gl. (6.3) verhélt sich die Dichte invers zum Frequenzverlauf aus Ab-
bildung 6.3(b), und die Fliissigkeit wird auf der Querschnittsfliche des Pumpstrahls
komprimiert. Ursache hierfiir ist mutmaflich eine anfangliche, lokale Aufheizung
und Verdiinnung des Mediums durch den Pumppuls, siche Abbildung 6.4. Die ent-
standene Kavitdt wird dann durch verstiarkten Riickfluss von Ethylenglykolmole-
kiilen (CoHgO4) verdichtet, ehe sich das Medium homogenisiert. Die Zeitkonstante
lasst sich durch die Laufzeit einer Schallwelle durch das Grundmodenvolumen vom
Durchmesser dy ~ 15 pum abschitzen, t; = dy/vs &~ 1078 s, wobei v, = 1688 m/s die
Schallgeschwindigkeit in Ethylenglykol bei 300 K bezeichnet [135]. Sie liefert eine ent-
sprechend schnellere Dynamik verglichen mit der beobachteten Abklingzeit (1072 s)
des linearen thermischen Linseneffekts. Der obige Interpretationsansatz wird durch
die weitere experimentelle Beobachtung unterstiitzt, dass die Geometrie des Pump-
fokus entscheidend den Zeitverlauf der Frequenzmodulation beeinflusst. So ereignet
sich bei schwécherer Fokussierung die Dichtemodulation wesentlich langsamer und
das Maximum der Kompression verschiebt sich zu spateren Zeitpunkten (gepunktet-
gestrichelte Linie). Die Defokussierung ermoglicht prinzipiell also eine Detektion von
zeitlich ausgedehnten Schwebungssignalen. Dies erfordert aber auch eine Verldnge-
rung der Pulsdauer, was aufgrund der Anregung von Triplett-Zustéinden und dem
damit verbundenen Ausbleichen des Photonenkondensats experimentell nicht unpro-
blematisch realisierbar ist. Fiir die folgenden Messungen der Interferenzsignale und
der zugehorigen Phasenentwicklung wurde die Pumpgeometrie mit einem Durchmes-
ser von 2wg; = 2Afr1/mwe ~ 140 pm (Pumpstrahltaille: wy = 1 mm, Brennweite:
fr1 = 40 cm, siehe Abbildung 6.1) fiir alle Datensétze beibehalten.
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Abbildung 6.5: Phasensprunganalyse simulierter Interferenzsignale.
(a) Zeitliche Entwicklung der stark fluktuierenden Photonenzahl und mar-
kierte Zeitpunkte mit null oder einem Photon (Punkte, oben). (b) Zugeho-
rige Phasenentwicklung (in Einheiten von 27) des Photonenkondensats mit
einer Auflosung von Ap > 0.27 (rote Késtchen markieren Phasenspriinge
auferhalb des Detektionsfensters). (¢) Schwebung zwischen Kondensat und
Referenzlaser (schwarz) und digitalisiertes Rechtecksignal (rot). Starke Un-
regelméfigkeiten in der relativen Breite und zentralen Position aufeinander-
folgender Rechteckanteile werden markiert (grau, siehe Zeitausschnitt) und
zeigen Koinzidenzen mit Phasenspriingen in (b). Die Resonanzumgebung
wird von der Detektion ausgeschlossen (schraffiert). (Simulationsparameter:
Reservoirgrofie M = 10°, Kondensatbesetzung n. = 280 mit Intensitéits-
korrelation &% (0) = 1.67, Farbstoff-Resonator-Verstimmung hA kT = 0.
Photonenzahl im Referenzlaser n;, = 1000 mit g(()z)(O) = 1.0, Wellenléngen-
modulation A.(t) = A - [1 — (0.5 —¢/T)/20] mit T =1 pus)

6.1.2 Algorithmus zur Phasensprungdetektion

Die diskutierte zeitliche Variation der Resonatoreigenfrequenz verhindert sowohl ei-
ne direkte Messung der Kondensatphase fiir den Fall dauerhafter Resonanz zwischen
Photonenkondensat und Farbstofflaser, A\. = Ar,, als auch eine direkte analytische
Anpassung eines kosinusformigen Schwebungssignals an die Messdaten. Gut kénnen
jedoch diskrete Spriinge in der Phase des Kondensats erkannt werden, indem die
Interferenzsignale (vgl. Abbildung 6.2(b)) auf Irregularitidten in ihrem Oszillations-
verhalten {iberpriift werden. Zur Analyse wird ein Algorithmus eingesetzt, dessen
Funktionsweise anhand von simulierten Daten in Abbildung 6.5 illustriert ist. Das
in Abbildung 6.5(c) gezeigte simulierte Schwebungssignal zwischen Bose-Einstein-
Kondensat und Farbstofflaser (schwarz) wird in ein Rechtecksignal (rot) digitalisiert.
Der Analyseprozess durchlduft die Zeitentwicklung und iiberpriift das Signal auf Un-
regelméfigkeiten in (i) der Breite und (ii) der zentralen Position benachbarter hoch-
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und niederwertiger Abschnitte. Falls die Unregelméfigkeiten vorgegebene Grenz-
werte Uberschreiten, wird der entsprechende Zeitpunkt markiert (graue Fléchen).
Die durch eine Fourieranalyse automatisiert eingegrenzte Resonanzumgebung nie-
derfrequenter Komponenten wird von der Detektion ausgeschlossen (schraffiert), um
eine hier vermehrt beobachtete fehlerhafte Phasensprungmarkierung zu vermeiden.
Anhand der Simulationsdaten wird die korrekte Funktionsweise des Algorithmus
verifiziert, wie anhand der Koinzidenzen von grau markierten Regionen mit Pha-
senspriingen (Abbildung 6.5(b)) und Null- bzw. Ein-Photonen-Zeitpunkten (Abbil-
dung 6.5(a)) sichtbar ist. Somit konnen Phasenspriinge im Intervall [0.27, 1.87] ver-
lasslich registriert werden. Aufgrund der Analyse von relativen Unregelméfigkeiten
ist die Zeitauflosung durch die jeweilige Schwebungsperiode limitiert.

6.2 Phasenevolution des Bose-Einstein-Kondensats

Abbildung 6.6 zeigt drei verschiedene, gemessen Zeitverldufe von Interferenzen zwi-
schen Photonenkondensat und FarbstofHaser fiir variierte Photonenstatistik bei fi-
xierter Reservoirgrofe, ausgehend von einem stark besetzten, zweite-Ordnung kohé-
rentem Bose-Einstein-Kondensat in (a) bis hin zu einer statistisch stark fluktuieren-
den Kondensatbesetzung in (c). Die linke Spalte in Abbildung 6.6 gibt normierte
Zeitspuren der Kondensatpopulation, n(t)/n, die im Anschluss an jede Interferenz-
messung bei geblockter Farbstofflaseremission mit demselben Photodetektor aufge-
nommen wurde. Aus dem zeitlichen Verlauf wird die Autokorrelation ¢®(7) berech-
net (Mitte), welche bei 7 = 0 als Maf fiir den Fluktuationsgrad An = fi/¢® (0) — 1
dient (vergleiche Kapitel 5). Aus der Anpassung eines exponentiellen Zerfalls an die
experimentellen Daten wird die zugehorige Korrelationszeit zweiter Ordnung 72
ermittelt, siche die angegebenen Werte in der Abbildung. Der zuvor diskutierte Fre-
quenzdrift ist in allen Messreihen erkennbar.

Im Bereich kanonischer Ensemblebedingungen mit Poisson-artiger Photonenstatis-
tik, siche Abbildung 6.6(a) mit ¢ (0) = 1.01(2), weist das Schwebungssignal eine
stetige Oszillation auf, welche die zeitliche Kohérenz des Bose-Einstein-Kondensats
iiber den gesamten Zeitbereich des Detektionsfensters von 120 ns demonstriert!.
Wird der Kondensatanteil verringert so ist die gegebene Reservoirgréfse hinreichend,
dass wir uns zunehmend im Bereich grofkanonischer statistischer Fluktuationen be-
wegen, wie anhand der sichtbar erhohten Intensitatsfluktuationen in Abbildung 6.6(b)
mit ¢®(0) = 1.33(4), respektive (c) mit ¢®(0) = 1.93(13) erkennbar (links). Dem-
zufolge wird in den zugehorigen Interferenzreihen (rechts) ein diskontinuierliches Os-
zillationsverhalten beobachtet, das mit verstidrkten Fluktuationen weiter zunimmt
und den mittleren Zeitabstand zwischen aufeinanderfolgenden Phasenspriingen auf
[p; ~ 21.3 ns in (b) beziehungsweise I'p; &~ 5.3 ns in (c) reduziert. Hierzu wurde

1Bei schwacher Pumpstrahlfokussierung betrug die ldngste, in einer einzelnen Intensitdtsspur
detektierte Zeit ohne Phasensprung I'p } ~ 1 us, entsprechend einer Kohérenzldnge e&” ~ 300 m.
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Abbildung 6.6: Zeitliche Interferenz zwischen Photonenkondensat und
Farbstofflaser (rechts) fiir mittlere Besetzungszahlen (a) 7 = 114000 (Kon-
densatanteil i/ N = 57%) (b) 8300 (10%) und (c) 3700 (5%), wodurch ver-
schiedene Grade statistischer Teilchenzahlfluktuationen realisiert werden,
wie in der normierten Photonenzahlentwicklung (links) und der Intensi-
tatskorrelation (Mitte) sichtbar ist. Die durch den Algorithmus markierten
Regionen (grau hinterlegt) weisen auf Phasenspriinge hin, deren Rate von
(a) nach (¢) zunimmt. Die Drehwinkel der Phase werden aus einer Anpas-
sung abgeleitet, wie im Einsatz von (b) gezeigt. (Experimentelle Parameter:
Farbstoffkonzentration p = 3 mMol/l, Abschneidewellenldnge A, = 582 nm)

die Phasensprungrate eingefiihrt:

#Phasenspriinge in Zeitintervall T’

I_\F'J: T

(6.4)

Der Algorithmus zur Phasensprungdetektion markiert die entsprechenden Zeitpunk-
te (graue Flichen), in deren Umgebung eine Sinus-Anpassung Aufschluss iiber die
aufgetretenen Phasenverschiebungen gibt, wie im Einsatz von Abbildung 6.6(b)
(rechts) beispielhaft gezeigt ist. Eine Anpassung ist bei sehr hohen Stérungsraten
der Phase wie in Abbildung 6.6(c) (rechts) nicht mehr durchfiihrbar. Die beob-
achteten Rotationswinkel der Kondensatphase sind innerhalb des Detektionsfens-
ters [0.27m,1.87] im Rahmen der Fehlergrenzen gleichverteilt, wie an dem Histo-
gramm in Abbildung 6.7 deutlich wird. Die Zufallsverteilung folgt der erwarteten
U(1)-Symmetrie des unendlich entarteten Grundzustands. Zuriickgefithrt wird die
Gleichverteilung der Phasenwinkel auf den zufélligen Phasenwinkel der spontanen
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Abbildung 6.7: Histogramm der Rotationswinkel Ay bei 108 analysierten
Phasenspriingen in typischen Interferenzsignalen wie in Abbildung 6.6(b)
dargestellt. Innerhalb des Halbwerts-Detektionsintervalls [0.27, 1.87] ist ei-
ne zuféllige Verteilung von Rotationswinkeln erkennbar. An die Daten wur-
de eine exponentiell abfallende Fensterfunktion angepasst (rote Linie). Die
Beobachtung reflektiert die U(1)-Symmetrie des phasenentarteten Grund-
zustands, welche bei der Kondensation durch die Zufallsphase eines spontan
emittierten Photons gebrochen wird.

Emission, die nach Fluktuationen der Kondensatintensitit zu sehr kleinen Werten
zu einem erneutem Anschwingen des Kondensats fiihrt.

6.3 Korrelationszeiten erster und zweiter Ordnung

Ein Vergleich der Zeitkonstanten von Intensitéts- und Phasenfluktuationen in der
linken und rechten Spalte von Abbildung 6.6 legt eine Separation der Dynamik offen:
Wéahrend 7'(;(2) nahezu konstant bleibt, skaliert die Zeitskala fiir die Kohérenz erster
Ordnung wesentlich stédrker mit der Wahl des statistischen Ensembles und der damit
verbundenen Null-Photonen-Wahrscheinlichkeit Py. Ein entsprechendes Verhalten
wurde bereits in den theoretischen Berechnungen und numerischen Simulationen im
Rahmen von Kapitel 3 beobachtet. Worin liegt die physikalische Ursache fiir die Se-
paration der Zeitskalen? Einerseits ist nur die Spontanemission in der Lage, die Phase
der Wellenfunktion beliebig zu rotieren. Dies geschieht allerdings nur zu Zeitpunk-
ten, bei denen wenige Photonen den Grundzustand des Mikroresonators besetzen.
Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist aber gerade durch die Photonenzahlverteilung vor-
gegeben und dominiert somit die Zeitskala der Phasenfluktuationen, siehe Gl. (3.80).
Andererseits unterliegt die Dynamik der Teilchenzahlfluktuationen nach Gl. (3.63)
den Absorptions- und Emissionsraten von Photonen durch das Farbstoffmedium.
Fiir anwachsende Kondensatbesetzungen n bei gegebener Reservoirgrofse nehmen
die relativen Fluktuationen on/n zwar ab, die Zeitskala fiir verbleibende absolu-
te Intensitéatsfluktuationen wird jedoch weiterhin durch die Einstein-Koeffizienten
kontrolliert. Starke Kondensatbesetzungen fithren sogar zu einer Verringerung der
Korrelationszeit zweiter Ordnung, im Gegensatz zur Ausdehnung der Kohérenzzeit
erster Ordnung.
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Abbildung 6.8: Intensitatskorrelationen und Kohérenzzeiten. Inverse Kor-
relationszeit zweiter Ordnung 1/ ® (offene Symbole) und Phasensprungra-
ten I'p; (gefiillte Symbole) als Funktion der Zahl der Photonen im Konden-
sat flir drei unterschiedlich grofse Reservoire, realisiert durch Variation der
Farbstoff-Resonator-Verstimmung AA = {—7.7;5.6;2.8}kpT". Die effektiven
Reservoirgrofsen relativ zum ersten Reservoir sind durch den Parameter e
aus Gl. (5.6) quantifiziert, und die durchgezogenen Linien sind Theorie-
kurven fiir I%; mit M = {2.0;4.5;5.0} - 10°, By, = {140;250;1300}s .
Im experimentell zuginglichen Bereich unterschreiten die beobachteten
Phasensprungraten signifikant die inversen Korrelationszeiten zweiter Ord-
nung. Die Teilabbildung (rechts) zeigt die unverzogerten Autokorrelationen
g®(0) als Funktion der Kondensatpopulation fiir entsprechende Parame-
ter. (Experimentelle Parameter: A\, = {597;582;563}nm, p = 3 mMol/l,
n = /Mg ~ {1.0;4.1;16.5} - 10?, angegebene Fehler sind statistischer Na-
tur)

Zur quantitativen Analyse der Zeitskalen zeigt Abbildung 6.8 experimentell be-
stimmte Phasensprungraten I'p; gemeinsam mit inversen Korrelationszeiten zweiter
Ordnung 1/ 7% als Funktion der mittleren Photonenzahl im Kondensat. Die Messun-
gen erfolgen an drei unterschiedlich groften Teilchenreservoiren, was durch Verstim-
mung der Wellenldngen von Kondensat A\, und Null-Phononen-Resonanz A, reali-
siert wird. Wie in Gl. (3.71) gesehen, bewirken geringe Verstimmungen eine Vergro-
Rerung des effektiven Reservoirs Mg = M/ {2+ 2 - cosh[hc(A\;t — A\ ) /ksT]}. Die
Phasensprungraten (gefiillte Symbole) steigen sowohl mit anwachsender effektiver
Reservoirgrofe als auch abnehmender Photonenzahl im Kondensat (Systemgrofse).
Dies begriindet sich durch die in beiden Fallen erhohte Wahrscheinlichkeit, eine sehr
geringe Photonenzahl im Grundmoden zu finden (siehe erhdhter Fluktuationsgrad
im Einsatz von Abbildung 6.8), sodass die Phasenkohérenz des Kondensats nicht auf-
rechterhalten wird. Die Raten fiir null Photonen im Grundzustand, T') 5= ElgM Po,
(durchgezogene Linien in Abbildung 6.8) zeigen innerhalb der Fehlergrenzen eine
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gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten. Dies legt nahe, dass das
vollstdndige Einbrechen der Kondensatemission gefolgt von einem spontanen Emis-
sionsprozess die physikalische Ursache fiir die beobachteten Phasenspriinge erfasst.

Zum Vergleich zeigen die offenen Symbole in Abbildung 6.8 die inverse Korrela-
tionszeit zweiter Ordnung 1 /Tc(z) mitsamt der Theoriekurven (gestrichelte Linien)
aus Gl. (3.69). In allen drei Konfigurationen separieren die charakteristischen Zeits-
kalen der Kohirenz erster und zweiter Ordnung im Ubergangsbereich der Photo-
nenstatistik, n = \/M.g. Obwohl die angewandte Analyse der zeitlichen Phasenko-
hérenz keine diffusiven Beitrage zur Linienbreite des Kondensats erfasst [53], de-
monstriert bereits dieser experimentelle Befund den ungewohnlichen Charakter des
Bose-Einstein-kondensierten Lichts: es handelt sich um eine Lichtquelle bestehend
aus einem einzelnen makroskopisch besetzten, statistisch fluktuierenden Emitter
mit hoher Phasenraumdichte und relativen Intensitéitsfluktuationen, welche diesel-
be Grofenordnung erreichen konnen wie Fluktuationen von thermischem Licht. Die
fiir thermisches Licht bekannte Verkniipfung von Korrelationen erster und zweiter
Ordnung ¢® (1) = 1+ |¢gV(7)|? [37, 42], wird hier jedoch nicht befolgt.

6.4 Phasenstabilitat im thermodynamischen Limes

Im vorliegenden Abschnitt wird die Frage nach der Phasenstabilitdt der Wellen-
funktion im thermodynamischen Grenzfall diskutiert, also nach der Signifikanz von
statistischen Teilchenzahlfluktuationen und Phasenkohérenz im thermodynamischen
Limes. Hierzu wird die Phasensprungrate als Funktion der Systemgrofe untersucht.
Sowohl die Photonenzahl im Grundzustand n (und damit die Gesamtzahl der Pho-
tonen N = n/[1 — (T/T.)?]), als auch das effektive Teilchenreservoir M.g werden
dabei so vergrofert, dass die statistischen Ensemblebedingungen erhalten bleiben.

Abbildung 6.9 demonstriert, dass die Erhaltung des Grofenverhéltnisses v/ Meg/n =
konst. mit der Erhaltung der unverzogerten Autokorrelation g(z)(()) = konst. ein-
hergeht. Jeder gezeigte Datenpunkt ist numerisch berechnet worden, indem bei
festgehaltener Photonenzahl n die Reservoirgrofe Mg so lange angepasst wird,
bis die zugehdrige Photonenstatistik P,, eine gewisse vorgegebene Autokorrelation
g?(0) = {1.10; ...; 1.90} liefert. Danach wird die Prozedur fiir vergrokerte Kondensa-
te wiederholt, und man erhalt weitere Datenpunkte bei demselben Fluktuationsgrad,
siehe Abbildung 6.9. Es zeigt sich, dass fiir jeden einzelnen Datensatz mit fixiertem

g?(0) auch das zugehorige Verhiltnis \/M.g/7 konstant bleibt.

Die oben angestellten Betrachtungen demonstrieren, dass das Verhalten der Phasen-
kohérenz in den thermodynamischen Grenzfall (72, N, M — oo, /M /i = konst.) ex-
trapoliert werden kann, sofern der Fluktuationsgrad ¢(® (0) beibehalten wird. Streng
genommen muss bei der Extrapolation auch die Ubergangstemperatur 7. o< /N /R,
siehe Gl. (2.45), durch eine zu N dquivalente Vergroferung des Spiegelkriimmungsra-
dius R — oo konstant gehalten werden, um den Kondensatanteil 77/ N unabhingig
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Abbildung 6.9: Berechnete Skalierung der relativen effektiven Reservoir-
und Kondensatgrofse  Mog/n als Funktion der mittleren Kondensatpopu-
lation 7 fiir verschiedene vorgegebene Fluktuationsgrade ¢®(0). Fiir jede
Besetzung 7 wird Mg numerisch angepasst, bis ¢®?(0) den jeweiligen vor-
gegebenen Wert angenommen hat. Die Daten zeigen, dass das Verhéltnis
V' Mg/ konstant bleibt, wenn die Autokorrelation beibehalten wird. (Si-
mulationsparameter: AA = 0ksT, M = 0.5-2.0 - 101°)

von der Gesamtphotonenzahl N zu konservieren. Experimentell ist eine derartige
Skalierung jedoch extrem aufwendig und mit dem vorliegenden Aufbau nicht reali-
sierbar, sodass wir lediglich die Forderung an die Erhaltung der relativen Kondensat-

und Reservoirgrofe erfiillen konnen®.

Abbildung 6.10(a) zeigt Messwerte der Phasensprungrate I'p; gegen die Autokorrela-
tion ¢g®(0) fiir drei unterschiedlich grofe Reservoire, experimentell realisiert durch
Variation der Verstimmung zwischen Farbstoff- und Kondensatfrequenz (Parame-
ter wie in Abschnitt 6.3). Beim Vergleich der Raten fur identische Autokorrelatio-
nen fallt auf, dass das Photonenkondensat im Kontakt mit dem kleinsten Reservoir
(hRA = —7.7k;T) fir alle Fluktuationsgrade eine geringere Kohérenzzeit besitzt
als Kondensate, die an das mittlere (ARA = —5.6ksT") und grofse (AA = —2.3ksT)
Reservoir ankoppeln. Bei einem gleichen Wert der Teilchenzahlfluktuationen redu-
ziert die erhohte Kondensatbesetzung in der Gegenwart eines groften Reservoirs die
Wahrscheinlichkeit Py, null Photonen im Kondensat zu finden, in qualitativer Uber-
einstimmung mit numerischen Ergebnissen, siehe Einsatz von Abbildung 6.10(a).

Aus den Daten in Abbildung 6.10(a) werden Phasensprungraten fiir drei ausge-
withlte Werte der unverzogerten Autokorrelation ¢ (0) = 1.59(18), 1.18(9) und
1.02(1) extrahiert, die gegen die inverse Kondensatbesetzung 1/n aufgetragen wer-
den, siche Abbildung 6.10(b). Die Datenpunkte liegen alle im Bereich 7 > /Mg,
fiir den in Abschnitt 6.3 eine Separation der Zeitskalen von I'p; und 1/ 7 beob-
achtet wurde. Eine lineare Extrapolation der gezeigten Daten zu einem unendlich

! Aktuell finden im Rahmen der Dissertation von David Dung vielversprechende Experimente
zur wiarmeinduzierten Erzeugung arbitrirer Potentiallandschaften fiir das Photonengas im Mikro-
resonator statt, welche einen Losungsansatz fiir dieses Problem darstellen kénnten.
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Abbildung 6.10: Extrapolation der Phasenkohérenz bei Vergroferung des
Photon-Molekiil-Systems. (a) Phasensprungraten I'p; gegen die unverzo-
gerte Autokorrelation ¢(®(0) fiir drei Reservoirgroken. Bei jedem Fluktua-
tionsgrad weist das grofere System eine erhohte Phasenstabilitdt auf. Die
numerisch berechneten Null-Photonen-Wahrscheinlichkeiten P, (eingebet-
tete Abbildung) fiir entsprechende Reservoirparameter zeigen ein analoges
Verhalten als Funktion von ¢®(0). (b) Phasensprungrate gegen inverse
Kondensatpopulation 1/n fiir Datensétze bei drei fixierten Fluktuations-
graden ¢®(0) (gefiillte Symbole). Die Extrapolation 7 — oo (gestrichelt)
deutet in allen Fallen auf volle Phasenkohérenz im thermodynamischen Li-
mes hin. Die schwarzen Symbole resultieren aus numerischen Berechnungen
von I'l; = BisMPy, bei entsprechendem Fluktuationsgraden g (0), mit
M =4-10°, By, = 1000 s~'. (Parameter wie in Abbildung 6.8.)

grofsen Kondensat (7 — oo) deutet darauf hin, dass das Kondensat im thermo-
dynamischen Grenzfall vollstdndige Phasenkohérenz erlangt, trotz der Tatsache,
dass das Kondensat keine Kohérenz zweiter Ordnung aufweist. Dieses Fazit wird
auch durch die in Abbildung 6.10(b) gezeigten numerischen Berechnungen (schwar-
ze Symbole, gestrichelte Linien) fiir ¢®(0) = 1.50,1.18 und 1.05 unterstiitzt. Der
stirkste Fluktuationsgrad entspricht in guter Niherung den Bedingungen am Uber-
gangspunkt der Photonenstatistik (¢®(0) = 7/2), bei dem die Null-Photonen-
Wahrscheinlichkeit Py = 2/7 7! im Kondensat aus der Gauf’schen Photonenzahl-
verteilung Gl. (3.58) folgt. Aus der Anpassung an die Messdaten an diesem Punkt
folgt T'py/ BlgM = Py = 0.51(14)n~!, was innerhalb der Fehlergrenzen und unter
Annahme, dass Phasenspriinge lediglich zu Zeitpunkten mit null Photonen im Reso-
nator auftreten, die erwartete Skalierung mit Py = 2/m-n~1 ~ 0.64 0! reproduziert.
Fiir geringere Fluktuationsgrade lasst sich analytisch keine Formel ableiten, welche
die Skalierung der Null-Photonen-Wahrscheinlichkeit Py als Funktion der mittleren
Photonenzahl vorhersagt. Daher werden die Messdaten in diesen Féllen ausschliefs-
lich mit numerischen Resultaten verglichen, die im untersuchten Messbereich eben-

falls eine lineare Abhéngigkeit von der inversen Kondensatgrofe (P31 = 0.13(5)n !

109



und Pj% = 0.06(2)n"! ) demonstrieren. Es sei darauf hingewiesen, dass die Am-
plitudenfluktuationen der Kondensatwellenfunktion /n(t) exp(i¢(t)) den Kohérenz-
grad erster Ordnung reduzieren und zu einer spektralen Ausdehnung der Linienbreite
fiihren konnen. Dennoch wird die Phasenkohédrenz im System geméf der Extrapo-
lation niemals verloren gehen.

6.5 Photonisches Bose-Einstein-Kondensat & Laser

In den vorherigen Kapiteln wurden Experimente zur Thermalisierungsdynamik eines
photonischen Bose-Einstein-Kondensats ausgehend von laserartigen Nichtgleichge-
wichtszustdnden und den zeitlichen Korrelationen der Photonenzahl und Phase im
Kondensat fiir unterschiedliche statistische Ensembles diskutiert. Sowohl der Laser
als auch das Bose-Einstein-Kondensat weisen in ihrer Funktionsweise und Eigen-
schaften gewisse Parallelen auf - ein Umstand, der auch im experimentellen Umfeld
ultrakalter atomarer Gase den Begriff ,, Atomlaser* gepragt hat (31, 32, 52, 136, 137].

Fiir das photonische Bose-Einstein-Kondensat zeigt bereits der experimentelle Auf-
bau bestehend aus einem Resonator, in den ein extern gepumptes, optisch akti-
ves Medium eingebracht wird, eine Ahnlichkeit mit einem konventionellen Laser-
system. In beiden Lichtquellen fithren stimulierte Emissionsprozesse oberhalb einer
gewissen kritischen optischen Resonatorleistung eine makroskopische Photonenbe-
setzung eines Einzelmoden-Zustandes herbei, die neben hoher Brillanz (= spek-
trale Photonenstromdichte pro Raumwinkel) und Phasenkohérenz, unter adiqua-
ten Umstédnden auch durch Kohérenz zweiter Ordnung charakterisiert ist. Wah-
rend Bose-Einstein-Kondensation oberhalb einer wohldefinierten, kritischen Pha-
senraumdichte eintritt [2, 3, 25, 26|, existiert streng genommen keine eindeutige
und universelle Definition des Lasers [32]. Meist definiert sich Laseroperation durch
den Charakter der Ausgangsstrahlung, welche intensiv, gerichtet, monochromatisch,
frequenz- und intensitétsstabil und in allen Ordnungen rédumlich und zeitlich ko-
hérent ist [40, 78, 79, 113, 138|. Laserlicht besitzt also insbesondere eine Pois-
son’sche Photonenstatistik P,, = n"e~"/n!, im Gegensatz zur Bose-Einstein-Statistik
P, =n"/(n+ 1)""! einer thermischen (chaotischen) Lichtquelle.

Im Allgemeinen ist die Emission eines Lasers damit fern des thermischen Gleich-
gewichts zu betrachten [70|. Einerseits beruht das Verstarkungsprinzip des Lichtfel-
des auf einer gezielt nicht-thermischen Populationsinversion eines strahlungsstarken,
quantenmechanischen Ubergangs in einem optisch aktiven Medium (z.B. in einem
Gas, Festkorper, Fliissigkeit, etc.). Andererseits stellt der Laser ein hochgradig dis-
sipatives System dar, in dem spontan in das gesamte Modenvolumen emittierte
Photonen bewusst nicht vom Resonator eingefangen werden, sodass durch die Ver-
luste eine scheinbare Entropieabsenkung von ungeordneter Pump- hin zu geordne-
ter Laserstrahlung erreicht wird. Die Inversion des atomaren Ubergangs unterdriickt
zudem die Absorption von Photonen, sodass keine thermodynamische Information
zwischen Medium und Resonatorlichtfeld wechselseitig ausgetauscht wird. Anders
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Abbildung 6.11: Phasendiagramm zur Einordnung des photonischen
Bose-Einstein-Kondensats (BEC) relativ zu anderen Lichtquellen, sowie
auch makroskopischen Quantensystemen, anhand der spezifischen Intensi-
tatskorrelationen, Phasenkohérenz und Phasenraumdichte im thermodyna-
mischen Grenzfall.

als im Bose-Einstein-kondensierten Photonengas resultieren Intensitédts- und Pha-
senfluktuationen von Laserstrahlung daher nicht aus der Kopplung an ein thermi-
sches Reservoir, sondern basieren fundamental auf verbleibender Spontanemission
von Photonen in den Lasermoden [124, 139|. Hinsichtlich dieser Laser-definierenden
Eigenschaften liefert die vorliegende Arbeit experimentelle Evidenzen, die eine Ab-
grenzung der Phinomene des Laserprozesses und der Bose-Einstein-Kondensation
nahe legen, siche auch Abbildung 6.11:

Vielmoden-System. Die Photonenverteilung iiber die Eigenzustinde des Resona-
tors folgt einem Gleichgewichtsspektrum bei der Temperatur des aktiven Farbstoff-
mediums (7" = 300 K). Das Emissionsspektrum ist somit nicht durch das Fluo-
reszenzprofil, sondern durch die relative Skalierung von Fluoreszenz und Absorpti-
on mit einem Boltzmann-Faktor (Kennard-Stepanov-Relation) bestimmt. Demnach
steht das Photonengas im thermischen Kontakt mit dem Farbstoffmedium, welches
aufgrund seiner enormen Gréfse und effizienten Thermalisierung durch Losungsmit-
telstole ein Warmebad fiir die Photonen darstellt. Spontanemission wird in der
hochreflektiven Mikroresonatorgeometrie eingefangen und in das optische Medium
durch Reabsorption zuriickgefiihrt, wodurch Verluste niedrig gehalten werden. Der
durch stimulierte Emission makroskopisch besetzte Zustand ist stets der Grundmo-
den unabhéngig von der spektralen Position der Abschneidewellenldnge. Letzteres
gilt im realen System naturgeméfs nur in einem Bereich, in dem das Absorptions-
profil eine hinreichend starke Thermalisierung erlaubt.

Einzelmoden-Charakteristik. Die Kopplung des Bose-Einstein-Kondensats an
ein Teilchenreservoir kann grofkanonische statistische Bedingungen realisieren mit
Teilchenzahlfluktuationen von der Groéfenordnung der mittleren Kondensatpopula-
tion bis weit in die kondensierten Phase, analog zu einer (thermischen) chaotischen
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Lichtquelle. Die Fluktuationen sind eine Konsequenz der Bose-Einstein-artigen Pho-
tonenstatistik, welche beim Laser unmittelbar oberhalb der Schwelle einer Poisson-
Verteilung folgt |79, 113]. Bis weit in den Bereich hoher Teilchenzahlfluktuationen
zeigt das stark besetzte Kondensat ausgedehnte Phasenkohérenz. Insbesondere wird
dann trotz starker Fluktuationen eine Separation der charakteristischen Zeitskalen
fiir die Kohérenz erster und zweiter Ordnung beobachtet.

Photonendynamik. Das molekulare Wirmebad kontrolliert den Ubergang von ei-
nem Nichtgleichgewichtsgas hin zu einem Bose-Einstein-Kondensat. Die Dynamik
wird durch die absorptive Kopplungsstiarke bestimmt. Bei hinreichend starker Pum-
panregung kann ein kohéarentes Wellenpaket, analog zu einem modengekoppelten
Pulslaser, in einem Satz von angeregten Zustinden injiziert werden. Nur in der Ab-
wesenheit des Warmebades bildet sich die Laseroszillation dauerhaft aus, ansonsten
equilibriert das Molekiil-Photon-System und thermalisiert zum Zustand mit mini-
maler freier Energie, einem Bose-Einstein-Kondensat. Ein Vergleich der experimen-
tellen Resultate mit numerischen Simulationen demonstriert, dass das Anschwingen
der Laseroszillation eine lokale Inversion des aktiven Mediums und ein rdumlich
inhomogenes chemisches Potential erfordert. Bei der Bose-Einstein-Kondensation
hingegen befinden sich Photonen und Farbstoffmolekiile im chemischen sowie ther-
mischen Gleichgewicht und keine Inversion des Mediums ist notwendig.
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Kapitel 7

Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Doktorarbeit wurden Untersuchungen der Dynamik,
der zeitlichen Korrelations- und Kohérenzeigenschaften, sowie der statistischen Phy-
sik eines Bose-Einstein-kondensierten Photonengases durchgefiihrt. Dabei konnte
erstmals eine Bose-Einstein-Kondensation im grofskanonischen statistischen Ensem-
ble anhand von verschiedenen experimentellen Evidenzen nachgewiesen werden. Die
wichtigsten Hinweise hierfiir lassen sich in drei Punkten zusammenfassen:

i) Die spektrale Dynamik des Photonengases zeigt, dass die Thermalisierung der
Photonen durch reabsorptive Kopplung an ein molekulares Warmebad erfolgt.
Sofern die Kopplungsrate die Verlustrate der Photonen iibersteigt, wird die For-
mation einer Gleichgewichtsverteilung ausgehend von einem nicht-thermischen
Gas verfolgt.

ii) Aufgrund der Entkopplung von Photonenzahl und Temperatur im Farbstoff-
Mikroresonator stellen die elektronisch angeregten Molekiile ein effektives Teil-
chenreservoir fiir die Photonen dar. Das grofkanonische Ensemble manifestiert
sich in den beobachteten Intensitéatskorrelationen des Bose-Einstein-Kondensats
bis in den Bereich hoher Quantenentartung.

iii) Das an das Farbstoffreservoir gekoppelte Photonenkondensat zeigt eine spon-
tan gebrochene Symmetrie und die damit verbundene Phasenkohérenz, deren
Zeitskala die der statistischen Intensitédtsfluktuationen deutlich iibersteigt. Die
zu grofer Teilchenzahl extrapolierten Ergebnisse lassen im thermodynamischen
Limes trotz der begrenzten Koharenz zweiter Ordnung vollstdndige Phasenko-
hérenz erwarten.

Die Beobachtungen legen den Schluss nahe, dass es sich bei der Bose-Einstein-
Kondensation des idealen, photonischen Bose-Gases um einen Phaseniibergang han-
delt, der thermisches und chemisches Gleichgewicht erfordert. Die Interpretation
als Phasentiibergang wird ferner durch die beobachtete Aufhebung der unendlichen-
fachen Entartung der Grundzustandswellenfunktion durch Selektion einer makrosko-
pischen Phase und der Auspriagung von Kohérenz unterstiitzt [6, 7]. Die Realisierung
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eines Bose-Einstein-Kondensats im grofskanonischen Ensemble gewihrt erstmals Ein-
blick in das viel diskutierte Phanomen der ,grofkanonischen Fluktuationskatastro-
phe* [8, 9, 54, 55, 57-60]. Die Beobachtung von duferst grofsen, statistisch schwan-
kenden Kondensatpopulationen demonstriert die physikalische Relevanz des grofs-
kanonischen Ensembles fiir die Bose-Einstein-kondensierte Phase. In gewisser Weise
stellen die gewonnenen Resultate eine Konsistenz zwischen der statistischen Be-
schreibung des Bose-Einstein-Kondensats und des idealen Bose-Gases her, denn tra-
ditionell wird in der analytischen Herleitung der Bose-Einstein-Kondensation selbst
das grofskanonische Ensemble zur Einfiihrung des chemischen Potentials verwendet.
Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit erlauben die fundamentale Einsicht, dass
Bose-Einstein-Kondensation keine Kohérenz zweiter Ordnung impliziert und im en-
geren Sinne als ,thermisch“ zu betrachten ist.

Die vorliegende, experimentelle Studie der Photonendynamik stellt eine tiefergehen-
de Charakterisierung basierend auf der erstmaligen experimentellen Realisierung ei-
nes Bose-Einstein-kondensierten Photonengases dar [20], in welcher der Hauptfokus
auf die thermodynamischen, stationdren Eigenschaften des Kondensats gelegt wurde.
Hierin wurde die asymptotische Gleichgewichtsverteilung des Photonengases unter-
und oberhalb der Kondensationsschwelle beobachtet und die Skalierung der kriti-
schen Teilchenzahl anhand verschiedener Fallenparameter verifiziert [21, 110]. Eben-
so konnten rdumliche Relaxationseffekte von Fluoreszenzphotonen im Fallenpotenti-
al beobachtet werden, deren Dynamik und physikalische Ursache in der vorliegenden
Arbeit zeitaufgelost analysiert und verstanden worden sind. Gegenstand aktueller
Forschung sind die Untersuchung der raumlichen Phasenkohérenz sowie der kalori-
metrischen Eigenschaften des Photonengases, anhand derer bislang u.a. die spezifi-
sche Warme bestimmt werden konnte. Die Beobachtung des von Helium II bekannten
Lambda-Ubergangs markiert hierbei auf besonders eindrucksvolle Weise das Auftre-
ten des Phaseniibergangs der Bose-Einstein-Kondensation von Photonen [140]. Zu-
kiinftig stellt sich weiterhin die Frage, ob neben der im Rahmen der vorliegenden Ar-
beit beobachteten Phasensprungrate des optischen Bose-Einstein-Kondensats unter
grofskanonischen statistischen Ensemble-Bedingungen auch der theoretisch vorher-
gesagte diffusive Beitrag zur Linienbreite beobachtet werden kann [53]. Ungeachtet
der benétigten Photon-Photon-Wechselwirkung, wiren hierzu sicher optische Bose-
Einstein-Kondensate sehr hoher Frequenzstabilitiat erforderlich.

Eine weitere spannende Perspektive stellt die Untersuchung von Photonengasen in
periodischen Gitterstrukturen dar. Einerseits konnen durch statische Mikrostruktu-
rierung der Spiegeloberflachen, anderseits auch durch reversible Modifizierung des
optischen Brechungsindex im Farbstoffmedium im Prinzip arbitrire attraktive oder
repulsive Potentiale fiir das Photonengas im Mikroresonator realisiert werden. Zur
raumlichen Potentialstrukturierung konnen den Losungsmitteln fiir das Farbstoffme-
dium thermosensitive Polymere beigefiigt werden, welche bei laserinduzierter War-
medeposition zu einer nichtlinearen Modulation des Brechungsindex fiihren [141].
Erste Ergebnisse dazu, in denen das Tunneln von Photonen zwischen Kondensaten in
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benachbarten Potentialtopfen untersucht wurde, erscheinen vielversprechend [142].
Die im Rahmen der vorliegenden Arbeit erlangte Kenntnis iiber die Phasenstabi-
litdt des makroskopisch besetzten Grundzustandes erlaubt den formalen Analogie-
schluss zwischen in einer Gitterstruktur angeordneten Bose-Einstein-Kondensaten
und einem XY-Modell aus zweidimensionalen Spins [49]. Hierbei kann das Tunneln
von Photonen zwischen zwei Kondensaten als effektive Spin-Spin-Wechselwirkung
interpretiert werden. Grofkanonische Teilchenzahlfluktuationen kénnten in diesem
System die Rolle von thermischen Fluktuationen bei einer effektiven Temperatur
iibernehmen. Bei niedrigen ,, Temperaturen® ist der Berezinskii-Kosterlitz-Thouless-
Ubergang vorhergesagt, ein topologischer Phaseniibergang zu einem suprafluiden Zu-
stand mit langreichweitiger Ordnung [106, 143-145]. Weiterhin ist vorstellbar, dass
durch externes Koppeln von arbitriaren Gitterplatzen komplexere Wechselwirkungen
realisiert werden kénnen, mit dem Potential fiir z.B. antiferromagnetisches Verhal-
ten [146]. Selbst in der Abwesenheit von Gitterstrukturen wird fiir extrem hohe Farb-
stoffdichten im Mikroresonator erwartet, dass die Physik des Systems aus Photonen
und kollektiven molekularen Dicke-Zustdanden durch ein Mott-Hubbard-Modell be-
schrieben wird [147]. Dariiber hinaus kénnte die Suprafluiditdt von Photonen auch
auf direktem Wege durch nichtlineare Photon-Photon-Wechselwirkungen im homo-
genen System implementiert und anhand der kritischen Landau-Geschwindigkeit
tiberpriift werden [148].
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Anhang

A.1 Numerische Simulation der Photonendynamik

Um einen Einblick in die physikalischen Prozesse zu erhalten, die den Ubergang
von transientem Laserverhalten (kritisches Nichtgleichgewichtsgas) zu einem Bose-
Einstein-Kondensat (kritisches Gleichgewichtsgas) auslosen, werden numerische Si-
mulationen der Photonendynamik im Mikroresonator durchgefiihrt [76]. Sie basieren
auf einem Ratengleichungsmodell fiir ein harmonisch gefangenes Photonengas, wel-
ches sowohl die radiative Wechselwirkung mit einem optischen Medium als auch die
Bewegung der Photonen beschreibt. Zur Vereinfachung beschranken sich die Berech-
nungen auf das eindimensionale System. Die Resultate konnen qualitativ auch durch
eine semiklassische Theorie reproduziert werden [149]. Die Bewegungsgleichung der
Photonendichte folge der partiellen Differentialgleichung

9
ot

0

—y Al
— (A1)

A = By pr (R + &) — (B}Qm + Fi> iy — v
mit der Anzahldichte von Photonen 71, = 71;(x,t) im i-ten Moden am Ort x und zur
Zeit t (im Mittel iiber viele Realisierungen), den Anzahldichten von Molekiilen im
Grund- und elektronisch angeregten Zustand PLy = Py, +(z,t), sowie den Ratenkoef-
fizienten fiir Absorption und Emission 312 9] = = By, 21(w;) bei der Photonenfrequenz
w;. Weiterhin bezeichnen ¢; = ¢;(z) die Anzahldichte eines einzelnen Photons im
i-ten Resonatormoden, I'; = I'(w;) die Verlustrate des Resonators und v; = v;(z)
ein im Folgenden diskutiertes Geschwindigkeitsfeld der Photonen. Die Summe der
Photonen und angeregten Farbstoffmolekiile sei eine Erhaltungsgrofse, sodass folgt

0 - 0 - 0
——M, ==M=P—-Y —,, A2
ot o Z ot (A.2)
wobei P = P(x,t) die Injizierung von Photonen durch den Pumpstrahl beschreibe.

In einem heuristischen Ansatz wird ein Satz von optischen Moden betrachtet, der
sich aus kohédrenten Zustdnden |a;) mit den Amplituden |o;| = y/u;/hQ mit u; =
1 - hQ2 und der Fallenfrequenz () zusammensetzt. Das Energiespektrum der Moden
{u;} stimmt mit den Energien der Eigenzustédnde des harmonischen Oszillatorpo-
tentials iiberein. Im Gegensatz zu den stationdren Eigenzustédnden, erlauben die
kohérenten Zustande eine Beschreibung der oszillatorischen Bewegung von Teilchen
oder Wellenpaketen in der Falle. Die normierten Photonendichtefunktionen ¢;(z) aus
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GL (A.1) ergeben sich aus einer zeitlichen Mittelung

e = 5 [ lalos(t) Pa (A3

tiber eine Oszillationsperiode T = 27 /). Setzt man die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit eines Teilchens im Intervall dz, ¢;(x)dz, gleich dem zeitlichen Anteil an einer
Halbperiode, den das Teilchen in jenem Intervall verbringt, dt/ %T, ldasst sich das
Geschwindigkeitsfeld der Photonen zu
dz

vi(x) = pri +Q/7me;(x) (A.4)
definieren, wobei das Vorzeichen nach jeder Halbperiode der Bewegung wechselt. Im
Fall eines verlustfreien Resonators, I'; = 0, zeigen Simulationstestlaufe, dass das heu-
ristische Modell die analytisch vorhergesagten Bose-Einstein-verteilten Photonen-
energien und die Bose-Einstein-Kritizitdt bei der erwarteten Gesamtphotonenzahl
asymptotisch reproduziert (sieche Abbildung A.1(b)), sofern die Einstein’schen Ra-
tenkoeffizienten das Kennard-Stepanov-Gesetz erfiillen. Mit den Simulationen kann
der Thermalisierungsprozess der Photonen fiir verschiedene Anfangsbedingungen im

molekularen Medium reproduziert werden, wie auch experimentell beobachtet (Ab-
schnitte 4.3 & 4.4).

Thermalisierungsprozess bei Anregung mit fokussiertem Pumpstrahl

Im Folgenden wird der Fall eines scharf fokussierten Anregungsstrahls untersucht,
was der in Abbildung 4.9 gezeigten experimentellen Situation entspricht. Dazu werde
das optische Medium durch einen kurzen Laserpuls gepumpt, der in Raum und Zeit
durch eine Gaukverteilung beschrieben sei

P(z,t) o exp [—(x — 0)*/202] x exp [—(t — t0)?/207] | (A.5)
von Dauer o; = 1.5 ps und rdumlicher Breite o, = 7.5 pm. Der Pumppuls ist
aufkerhalb des Fallenzentrums bei zp = —30 pum platziert, wo dessen Absorption

unmittelbar zu einem lokalen Anstieg des molekularen Anregungsgrades innerhalb
der ersten Pikosekunden fiihrt, siche Abbildung A.1(a). Zu diesem Zeitpunkt weisen
die chemischen Potentiale von Photonen (), Grund- ({) und elektronisch angereg-
ten (1) Farbstoffmolekiilen starke Gradienten auf, wie sich sowohl im Ungleichge-
wicht zwischen Photonen- und Anregungszahl in der Pumpregion als auch in der
rdumlichen Inhomogenitit des Anregungsgrades des optischen Mediums zeigt. Die
geeignete Wahl der Abschneidewellenlénge (A, = 570 nm) realisiert eine effiziente
Kopplung des Photonengases an das Molekiilreservoir. Die von den tatsédchlichen
experimentellen Grofen leicht abweichenden Simulationsparameter (siche auch de-
taillierte Abbildungsunterschrift von Abbildung A.1) sind so gewé&hlt, dass die Si-
mulation effizient berechnet werden kann und dennoch einen qualitativen Vergleich
mit dem Experiment erlaubt.
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Abbildung A.1: Numerische Simulation des Thermalisierungsprozesses bei
Anregung mit einem kurzen Pumppuls abseits des Fallenzentrums. (a) Dich-
te der angeregten Molekiile fiir angegebene Zeiten nach dem Pumppuls. Der
Puls generiert ein elektronisch stark angeregtes Medium um zy = —30 pm
abseits des Potentialminimums, woraus die Formation eines Wellenpakets
resultiert (siehe (b)). Die Reabsorption des propagierenden optischen Pul-
ses fiihrt zu einem homogen angeregten Medium nach einer Oszillationspe-
riode. (b) Zeitentwicklung der réaumlichen Photonendichteverteilung. Zu-
néchst oszillieren die Photonen als Wellenpaket im harmonischen Fallenpo-
tential, gefolgt von einer Dampfung dieses transienten laserartigen Verhal-
tens. Nach 250 ps ist die Mehrheit der Photonen in den transversalen Reso-
natorgrundzustand relaxiert. (c) Zeitentwicklung der spektralen Photonen-
dichteverteilung. Die Energieachse ist auf die Energie eines kondensierten
Photons, hc/A., renormiert. Nach etwa 250 ps sind die Photonenenergi-
en Bose-Einstein verteilt, und der Kondensatanteil erreicht ng/N ~ 95%.
(Simulationsparameter: Fallenfrequenz Q/2m = 93 GHz, Abschneidewellen-
lange A. = 570 nm, Farbstoff-Resonator-Verstimmung AA ~ —4k;T bei
T = 300 K, Ratenkoeffizient fiir Absorption Bjs = 1.3 kHz, Molekiildichte
pr(x) + py(x) = 1.5-10% pm™', Verlustrate I'; = 0.)
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Die in Abbildung A.1 gezeigten numerischen Simulationen der Photonendynamik
unter Vernachlassigung von Photonenverlusten verdeutlichen, dass der Thermalisie-
rungsprozess in mehreren Schritten vonstatten geht. Zunéchst generiert das stark
angeregte Medium in der Pumpregion eine hohe Photonendichte, welche nach nur
wenigen Pikosekunden ihr Maximum erreicht hat. Das Fallenpotential durch die ge-
kriimmten Resonatorspiegel beschleunigt die Photonen als Wellenpaket in Richtung
des Fallenzentrums auf der optische Achse (x = 0), siehe Abbildung A.1(b). Diese
Startkinetik verhélt sich vollig analog zu der Pulspropagation in einem modengekop-
pelten Laser. Wahrend der Oszillation in der Falle regt der Puls das optische Medium
durch Reabsorptionsprozesse an, wodurch die molekularen Anregungen im Medium
in der gesamten inneren Region des Resonators nach einer halben Oszillationsperi-
ode (T'/2 = 5.4 ps) raumlich nahezu homogen verteilt werden (Abbildung A.1(a)).
Wie anhand von Gl. (2.18) gesehen, sorgt die rdumliche Homogenitéit des Anre-
gungsgrades (M;/M,)(x) fiir chemisches Gleichgewicht unter den Teilchenspezies
und die Existenz eines globalen chemischen Potentials fiir das Photonengas. Die-
se Beobachtungen implizieren, dass der Zustand des optischen Mediums bereits zu
frithen Zeitpunkten nahe des Gleichgewichtszustandes ist - eine Situation, die mit
den in Abschnitt 4.2 diskutierten Experimenten unter rdumlich homogener Pum-
panregung verglichen werden kann. Im Gegensatz zum Medium befindet sich das
Photonengas dann jedoch eindeutig in einem nicht-thermischen Zustand, wie die
spektrale Verteilung in Abbildung A.1(c) zeigt. Der Thermalisierungsprozess des
Photonengases nimmt zusétzliche 250 ps in Anspruch, was die Zeitskala fiir chemi-
sche Equilibrierung um ungefdhr ein bis zwei Groéfienordnungen iiberschreitet. Im
Anschluss ist das laserartige Verhalten abgeklungen, und die Photonenenergien fol-
gen einer Bose-Einstein Verteilung mit einer mehrheitlichen Photonenbesetzung des
Resonatorgrundzustands, dem Bose-Einstein-Kondensat.

Die Simulationen der rdumlichen Dynamik in Abbildung A.1(b) zeigen eine gute
Ubereinstimmung mit den experimentellen Resultaten in Abbildung 4.9(a, rechts).
Hierbei wird ein Wellenpaket bei o ~ —50 pm injiziert, welches mit der Fallen-
frequenz von 37 GHz oszilliert und dessen Amplitude mit der Zeit geddmpft wird.
Fiir A\ = 571 nm beginnt nach der ersten Halbperiode der Wellenpaketoszillation
die Auspragung einer makroskopischen Besetzung des transversalen Grundmoden.
Dies ist ein Indiz fiir eine rasche Homogenisierung des molekularen Anregungsgrades
basierend auf starker Farbstoffreabsorption. Entsprechend wird im schwach reabsor-
bierenden Bereich fiir A, = 596 nm, siche Abbildung 4.9(a, links), keine Thermalisie-
rung und Redistribution von Photonen innerhalb der experimentellen Lebensdauer
der Photonen im Resonator beobachtet. Zudem decken sich die numerischen Simu-
lationen der Zeitentwicklung der spektralen Photonenverteilung (Abbildung A.1(c))
mit den experimentellen Beobachtungen bei Pumpanregung abseits des Fallenzen-
trums (Abbildung 4.8(b)). Zu frithen Zeiten werden nicht-thermische Spektren mit
einer maximalen Photonenzahl bei einer energiereicheren spektralen Position als der
Grundzustand beobachtet. Die Verteilung um das Maximum enthélt die Energien
vieler angeregter Resonatormoden, welche raumlich mit der Pumpregion iiberlap-
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pen. In Simulation und Experiment verschiebt sich Emissionsmaximum graduell
hin zur Abschneidewellenldnge, und letztlich thermalisiert das Photonengas zu ei-
ner Bose-FEinstein-Verteilung. Die Zeitskala der Thermalisierung hangt - wie auch
in Abbildungen 4.6 und 4.7 dargestellt - von der Reabsorptionszeit der Photonen
durch das Farbstoffmedium und der Inhomogenitat der anfanglich Pumpanregung
ab. Die makroskopische Besetzung des transversalen Grundmoden erfolgt bereits,
bevor die Dampfung der Oszillation des Wellenpakets vollstandig abgeschlossen ist
(vgl. Abbildung 4.8(b) und A.1(c)).
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