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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden ultrakalte Rubidiumatome (87Rb) in variablen eindimensio-
nalen Gitterpotentialen untersucht, was die Realisierung einer Veselago-Linse für
Materiewellen sowie die direkte Beobachtung topologisch geschützter Randzustän-
de erlaubt. Ausgehend vom Bloch-Ansatz lässt sich die Dynamik der Atome durch
das Bändermodel beschreiben, und die Dispersionsrelation der Atome kann so einge-
stellt werden, dass diese sich wie relativistische Teilchen verhalten. In der Nähe der
zweiten Bandkante folgt die Bewegung der Atome der 1+1D-Dirac-Gleichung, mit
einer effektiven Masse und einer effektiven Lichtgeschwindigkeit, die für die Ato-
me viele Größenordnungen kleiner als die reale Lichtgeschwindigkeit der Photonen
ist. Dadurch lassen sich in diesem System relativistische Effekte untersuchen, die in
anderen physikalischen Systemen schwer zu realisieren sind. Ein Beispiel hierfür ist
negative Brechung, die an Grenzflächen zwischen Medien mit positivem und nega-
tivem Brechungsindex auftritt und mit der Abbildungen unterhalb des Beugungs-
limits möglich sein sollen. Im vorliegenden Experiment wird negative Brechung für
ein Wellenpaket aus Atomen mit Hilfe eines Raman-Pulses erreicht, der die Atome im
optischen Gitter zwischen verschiedenen Blochbändern transferiert. Hierdurch ist es
möglich, das atomare Wellenpaket in Analogie zu einer Veselago-Linse für Licht auf
ihre ursprüngliche Größe abzubilden, wenn das Gitterpotential so eingestellt ist, dass
die effektive Masse der Atome verschwindet.
Des Weiteren werden in dieser Arbeit optische Vier-Photonen-Gitterpotentiale ge-
nutzt, um für Atome im magnetischen Gradientenfeld eine räumlich variierende ef-
fektive Masse zu realisieren. Im Speziellen lassen sich optische Gitter erzeugen, bei
denen das Vorzeichen der effektiven Masse räumlich wechselt, so dass am Ort, an dem
die effektive Masse verschwindet, lokalisierte Randzustände auftreten. Der Randzu-
stand, der energetisch auf dem Kreuzungspunkt des ersten und zweiten Blochbandes
liegt, wird durch eine Superposition der freien Zustände beschrieben und kann im
Experiment mittels Bragg-Pulsen besetzt werden. Mittels eines optischen Mikroskops
kann der Randzustand direkt räumlich aufgelöst werden. Die Ladedynamik der Ato-
me in diesen Randzustand wird in Abhängigkeit der Phase der Superposition un-
tersucht und daraus die für das System charakteristische Frequenz ermittelt. Zuletzt
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wird durch Variation der Impulsbreite der Atome die Ladeeffizienz in den Randzu-
stand bestimmt.
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KAPITEL 1

Einleitung

In der Quantenmechanik beschreibt die Dirac-Gleichung die Dynamik von relati-
vistischen Teilchen, also Teilchen mit einer hohen kinetischen Energie im Vergleich
zu ihrer Ruhemasse [1]. Durch diese Gleichung lässt sich zum Beispiel die Lamb-
Verschiebung im atomaren Termschema [2], und Teilchen-Antiteilchen-Effekte erklä-
ren, wie das Klein-Tunneln oder die Zitterbewegung [3, 4]. Einige solche Phänomene
sind in der Natur schwer experimentell zu beobachten. Um beispielsweise relativisti-
sches quantenmechanisches Tunneln von freien Elektronen zu beobachten wären elek-
trische Feldstärken > 1016 V/cm notwendig [5], da sich das Potential innerhalb der
Compton-Wellenlänge ~/mec um die Ruhemasse der Elektronen mec2 ändern müss-
te. Um solche Effekte dennoch untersuchen zu können wurden in den letzten Jah-
ren physikalische Systeme benutzt, bei denen die Bewegung der zu untersuchenden
Teilchen der Dirac-Gleichung folgt, allerdings mit einer effektiven Masse und einer
Lichtgeschwindigkeit, die typischerweise viele Größenordnungen unterhalb der von
realen Teilchen liegt [6]. Hierdurch sind in solchen Systemen viel geringere Energien
notwendig, um eine Beschleunigung auf quasirelativistische Geschwindigkeit zu er-
reichen. Die Idee einer solchen Quantensimulation, bei der ein schwer zugängliches
quantenmechanisches System durch ein einfacher zugängliches System nachgeahmt
wird, geht auf R. Feynman zurück [7]. Bekannte Beispiele von Systemen mit denen
Quanteneffekte simuliert werden können sind neben ultrakalten Atomen in optischen
Gitterpotentialen [8, 9] auch gefangene Ionen in Paul-Fallen [10, 11] oder Elektronen
in Graphen [5, 12].
Ultrakalte Atome in optischen Gitterpotentialen, kurz optische Gitter, sind ein idea-
les System um Effekte auch aus anderen Bereichen zu untersuchen, da die Gitter-
potentiale variabel und kontrollierbar sind. Insbesondere Effekte aus der Festkörper-
physik lassen sich mit diesem System gut simulieren, wobei hier die Atome die Rolle
der Elektronen im Festkörper einnehmen. Bereits ein Jahr nach der ersten Realisie-
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1 Einleitung

rung eines atomaren Bose-Einstein-Kondensats [13, 14] wurden Bloch-Oszillationen
mit kalten Atomen in optischen Gittern beobachtet [15]. Weitere Beispiele sind der
Phasenübergang von einem Superfluid zu einem Mott-Isolator [16] oder die Erzeu-
gung künstlicher Magnetfelder zur Untersuchung des Quanten-Hall Effekts [17]. Re-
lativistische Effekte lassen sich mit Atomen im optischen Gitter untersuchen, indem
ein sogenannter Dirac-Punkt realisiert wird, einem Punkt in der Dispersionsrelation,
in dem sich zwei Bänder linear kreuzen [18, 19]. In der vorliegenden Arbeit werden
quasirelativistische Atome im eindimensionalen optischen Gitter untersucht, wobei
sich die Arbeit thematisch in zwei Hauptthemen aufteilen lässt.
Als erstes Hauptthema wird negative Brechung für ein atomares Wellenpaket un-
tersucht. Ganz allgemein tritt negative Brechung für elektromagnetische Wellen an
Grenzflächen zwischen Medien mit positivem und negativem Brechungsindex auf.
V. G. Veselago konnte zeigen, dass Materialien mit negativer Permittivität und Per-
meabilität auch einen negativen Brechungsindex besitzen, also eine negative Ant-
wort sowohl auf das äußere elektrische, als auch auf das magnetische Feld geben
[20]. Mit Hilfe eines Materials mit negativem Brechungsindex lässt sich eine Linse
konstruieren, die sogenannte Veselago-Linse, mit der Objekte grundsätzlich unter-
halb des Beugungslimits abgebildet werden können [21]. Da allerdings in der Na-
tur solche Materialien nicht vorkommen, werden heutzutage künstliche Materialien
entwickelt, sogenannte Metamaterialien, die für bestimmte Wellenlängen einen ne-
gativen Brechungsindex besitzen [22] und mit denen auch eine erste Realisierung ei-
ner Veselago-Linse für elektromagnetische Wellen im infraroten Frequenzbereich ge-
lang. Auch gibt es Vorschläge für die Realisierung einer Veselago-Linse für Materie-
wellen, z.B. mit quasirelativistischen Elektronen in Graphen [23] oder für kalte Ato-
me in Dunkelzustands-Materialien [24]. In der vorliegenden Arbeit verhalten sich
die Atome im optischen Gitter aufgrund der linearen Dispersionsrelation wie mas-
selose Teilchen bzw. Photonen. Hierdurch ist es möglich, den Energiebändern einen
Brechungsindex zuzuordnen. Mittels Lichtpulsen können die Atome zwischen den
Bändern transferiert werden, so dass sie von einem Band mit positivem Brechungs-
index zu einem mit negativem Brechungsindex wechseln können, wodurch die Atome
negative Brechung erfahren. In Analogie zu einer Veselago-Linse für elektromagneti-
sche Wellen lässt sich so das atomare Wellenpaket abbilden.
Im zweiten Hauptthema dieser Arbeit wird ein optisches Gitter mit zwei Bereichen
unterschiedlicher topologischer Phase realisiert und untersucht. An der Grenze zwi-
schen diesen Bereichen existieren topologisch geschützte Randzustände, wie sie auch
an Grenzflächen zwischen topologischen und gewöhnlichen Isolatoren auftreten [25].
Bei Festkörpern ist die Leitfähigkeit entlang der Grenzfläche zwischen den Isolatoren
aufgrund der Randzustände recht hoch. Beim ersten Experiment, bei dem die Existenz
solcher Randzustände beobachtet werden konnte, wurde eine Verbindung aus Queck-
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silbertellurid (HgTe) und Cadmiumtellurid (CdTe) erzeugt [26, 27]. Die beiden Mate-
rialien besitzen eine zueinander inverse innere Bandstruktur, so dass sich aufgrund
der Stetigkeit der Bänder die Bandlücke zwischen Valenz- und Leitungsband an der
Kontaktfläche schließt, wodurch die Leitfähigkeit hier steigt. Ebenso wie in Festkör-
pern lassen sich auch bei ultrakalten Atomen in optischen Gittern den Bloch-Bändern
eine Topologie zuordnen. Diese lässt sich in einer Dimension über die Messung der
Zak-Phase [28, 29] oder in zwei Dimensionen über die Berry-Phase bestimmen [30–
32], aus der die Chernzahl als topologische Invariante bestimmt werden kann. Die ers-
ten Beobachtungen von Randzuständen mit ultrakalten Atomen gelangen, indem die
innere Struktur der Atome eine Dimension im Zustandsraum bildete [33, 34]. Im Ge-
gensatz dazu werden im vorliegenden Experiment zwei räumlich benachbarte Berei-
che mit unterschiedlicher topologischer Phase realisiert, indem zwei Vier-Photonen-
Gitterpotentiale mit einem magnetischen Gradientenfeld überlagert werden [35]. Die-
ses System lässt sich näherungsweise durch eine eindimensionale Dirac-Gleichung
mit räumlich variierender Masse beschreiben [36], wie sie auch im SSH-Model als An-
satz genutzt wird [37, 38]. Die Randzustände, die am Ort auftreten, an dem die Masse
verschwindet, werden im vorliegenden Experiment mit Atomen besetzt.

Struktur der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich wie folgt. Im folgenden, zweiten Kapitel werden die Grund-
lagen des Phasenübergangs zur Bose-Einstein-Kondensation beschrieben. Anschlie-
ßend werden die Techniken erläutert, die im Experiment benutzt werden, um ein ato-
mares Bose-Einstein Kondensat aus Rubidiumatomen (87Rb) herzustellen. Das Kapitel
schließt mit einer Beschreibung von ultrakalten Atomen im optischen Gitterpotential,
welches mit Zwei-Photonen und Vier-Photonen-Übergängen realisiert wird, ab.
Das dritte Kapitel befasst sich mit Quantensimulationen der eindimensionalen Dirac-
Gleichung, die die Dynamik der Atome in der Nähe der zweiten Bandkante be-
schreibt. Es werden die Ausdrücke für die effektive Masse und Lichtgeschwindigkeit
der Atome hergeleitet. Im Anschluss folgt eine detaillierte Beschreibung der negati-
ven Brechung eines atomaren Wellenpakets, sowie die theoretische Beschreibung der
lokalisierten Randzustände, die sich in einem optischen Gitterpotential mit räumlich
abhängiger effektiver Masse ergeben.
Der experimentelle Aufbau wird in Kapitel 4 vorgestellt. Dabei wird zunächst der
generelle Experimentablauf beschrieben und anschließend das verwendete Vakuum-
und Magnetfeldspulensystem erläutert. Danach werden die Lasersysteme für die
magneto-optische Falle, die optische Dipolfalle und das optische Gitterpotential, so-
wie das Abbildungssystem beschrieben.
In Kapitel 5 werden die experimentellen Ergebnisse vorgestellt. Das Kapitel beginnt
mit einer Beschreibung des phasenabhängigen Ladens in einen Bloch-Zustand, einem
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1 Einleitung

Eigenzustand im Gitter, der sich als Superposition von freien Eigenzuständen zusam-
mensetzt. Anschließend werden die Messungen vorgestellt, bei denen das atomare
Wellenpaket negativ gebrochen und in Analogie zu einer Veselago-Linse auf seine ur-
sprüngliche Größe abgebildet wird. Im letzten Abschnitt wird das räumlich variable
Gitter charakterisiert und das Ladeverhalten der Atome in den Randzustand unter-
sucht. Die Arbeit schließt mit einem Ausblick auf mögliche Erweiterungen des expe-
rimentellen Schemas auf mehrere Dimensionen oder der Untersuchung des Einflusses
der interatomaren Wechselwirkung auf topologisch geschützte Randzustände ab.
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KAPITEL 2

Ultrakalte atomare Bose-Gase in
optischen und magnetischen
Potentialen

Dieses Kapitel befasst sich mit ultrakalten atomaren Bose-Gasen in optischen und ma-
gnetischen Potentialen. Zunächst wird der Phasenübergang von einem idealen Bose-
Gas zu einem Bose-Einstein-Kondensat beschrieben, der bei einer kritischen Tempera-
tur einsetzt. Anschließend wird der Einfluss von interner Wechselwirkung in dünnen
atomaren Kondensaten mit Hilfe eines Ansatzes aus der Molekularfeldtheorie (engl.
mean field theory) erläutert. Dieser Ansatz führt zu einer nichtlinearen Bewegungs-
gleichung, der Gross-Pitaevskii Gleichung. Im Anschluss werden die für das Ver-
ständnis der Arbeit relevanten Techniken zur Erzeugung atomarer Bose-Einstein-
Kondensate vorgestellt und erläutert. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels beschreibt
die Dynamik eines ultrakalten atomaren Gases in periodischen optischen Gitter-
potentialen.

2.1 Grundlagen der Bose-Einstein-Kondensation

Quantenmechanische Teilchen, wie beispielsweise Atome, lassen sich aufgrund ihres
Spins in zwei Klassen einteilen. Teilchen mit ganzzahligem Spin (S=0,1,. . . ) werden
Bosonen genannt und ihre Vielteilchenwellenfunktion ist symmetrisch unter Aus-
tausch zweier Teilchen. Im Gegensatz dazu gibt es Fermionen, Teilchen mit halb-
zahligem Spin (S=1

2 , 3
2 ,. . . ), deren Wellenfunktion antisymmetrisch unter Teilchenaus-

tausch ist. Aufgrund der Ununterscheidbarkeit solcher identischer Teilchen kann ein
quantenmechanischer Zustand nicht von mehr als einem Fermion besetzt werden.
Dieses Phänomen, auch Pauli-Prinzip genannt, wurde erstmals 1925 von W. Pauli [39]
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2 Ultrakalte atomare Bose-Gase in optischen und magnetischen Potentialen

im Zusammenhang mit der Besetzung von Elektronenschalen in Atomen beschrieben.
Bei Bosonen hingegen können sich mehrere identische Teilchen in ein und denselben
quantenmechanischen Zustand befinden. Diese Teilchen können ein Bose-Einstein-
Kondensat bilden, bei dem sich eine makroskopische Anzahl von Bosonen im Grund-
zustand, dem energetisch niedrigsten Zustand, befindet. Der Phasenübergang von ei-
nem klassischen Gas zu einem Bose-Einstein-Kondensat kann bei gegebener Dichte
unterhalb einer kritischen Temperatur beobachtet werden.

Kritische Temperatur und Phasenraumdichte

Ein ideales Bose-Gas besteht aus freien, nicht wechselwirkenden Bosonen, dessen Ei-
genschaften S. N. Bose im Falle von Photonen darstellte [40]. A. Einstein erweiterte
Boses Theorie und sagte für massive Bosonen einen Phasenübergang von einem ther-
mischen Gas zu einem Bose-Einstein-Kondensat vorher [41]. Die folgenden Herleitun-
gen orientieren sich an [42].
Bosonen im thermischen Gleichgewicht gehorchen der Bose-Einstein Statistik

〈n(εν)〉 =
1

e(εν−µ)/kBT − 1
, (2.1)

mit εν > µ, wobei 〈n(εν)〉 die mittlere Besetzungszahl des Zustands ν mit Energie εν
bezeichnet. Hierbei steht kB für die Boltzmann-Konstante und µ für das chemische
Potential, welches im Allgemeinen eine Funktion der Teilchenzahl N und der Tempe-
ratur T ist. Die Teilchenzahl ist gleich der Summe der Besetzung aller Zustände

N =
∑
ν

〈n(εν)〉 . (2.2)

Da das chemische Potential immer kleiner ist als die Energie des niedrigsten mög-
lichen Zustandes, geht die mittlere Besetzungszahl für hohe Temperaturen in die
Boltzmann-Verteilung, dem klassischen Grenzfall, über

〈n(εν)〉 = e−(εν−µ)/kBT , (2.3)

wobei die mittlere Besetzung eines Zustandes viel kleiner als 1 wird.
Im Folgenden wird die Zustandsdichte in einem dreidimensionalen harmonischen
Potential berechnet, um daraus die kritische Phasenraumdichte sowie die kritische
Temperatur beim Phasenübergang zu einem Bose-Einstein-Kondensat zu ermitteln.
Nimmt man ein Wellenpaket in einem dreidimensionalen harmonischen Oszillator-
potential an

Vext(r) = 1
2m(ωxx2 + ωyy

2 + ωzz2), (2.4)
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2.1 Grundlagen der Bose-Einstein-Kondensation

mit r = (x,y,z) und ωx,y,z den Fallenfrequenzen in den drei Raumrichtungen, so ergeben
sich die Energieniveaus

ε(nx,ny,nz) = ~ωx

(
nx + 1

2

)
+ ~ωy

(
ny + 1

2

)
+ ~ωz

(
nz + 1

2

)
, (2.5)

mit den Quantenzahlen nx,y,z ∈ N0 und dem Planckschen Wirkungsquantum ~ = h/2π.
Für große Energien kann man die Nullpunktsenergie vernachlässigen und die Anzahl
der Zustände G(ε) mit Energien kleiner als ε lässt sich über das Integral

G(ε) =
1

~3ωxωyωz

∫ ε

0
dεx

∫ ε−εx

0
dεy

∫ ε−εx−εy

0
dεz =

ε3

6~3ωxωyωz
(2.6)

bestimmen, wobei hier ε = εx + εy + εz =
∑

i=x,y,z ~ωini gilt. Die Zustandsdichte

g(ε) =
dG(ε)

dε
=

ε2

2~3ωxωyωz
(2.7)

ist über die Ableitung gegeben und somit proportional zu ε2. Die Anzahl der Teilchen,
die sich in angeregten Zuständen befinden, ist gegeben durch

Nex =

∫ ∞

0
dεg(ε) 〈n(ε)〉 (2.8)

und wird maximal, wenn das chemische Potential verschwindet. In diesem Fall be-
stimmt die kritische Temperatur Tc den Punkt, an dem noch keine makroskopische
Besetzung des Grundzustandes auftritt

N = Nex(Tc,µ = 0)
(2.1)
=

∫ ∞

0
dεg(ε)

1
eε/kBTc − 1

. (2.9)

Unterhalb der kritischen Temperatur wird Nex < N, sodass sich dann eine makrosko-
pische Anzahl von Teilchen N0 = N−Nex im Grundzustand befindet. Das Integral kann
mit Hilfe von ∫ ∞

0
dx

xα−1

ex − 1
= Γ(α)ζ(α) (2.10)

und der Substitution x = ε/kBTc gelöst werden, wobei Γ(α) die Gammafunktion und
ζ(α) die Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnen. In dem betrachteten Fall eines drei-
dimensionalen harmonischen Oszillatorpotentials nimmt α = 3 an, wodurch sich
Γ(3) = 2 und die Apéry-Konstante ζ(3) = 1.202 ergeben. Für die kritische Tempera-
tur gilt schließlich

Tc =
~

kB

(
ωxωyωzN
ζ(3)

)1/3

≈ 0.94~ω̄k−1
B N1/3. (2.11)
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2 Ultrakalte atomare Bose-Gase in optischen und magnetischen Potentialen

z

E

Vext(z)

thermisches Bose-Einstein

T > Tc T < Tc

~ω

BA

T � Tc

T > Tc

T ≈ Tc

T = 0

d
v

λdB

Bose-Gas Kondensat

Abbildung 2.1: Übergang vom thermischen Gas zum Bose-Einstein-Kondensat. A: Für hohe
Temperaturen T � Tc verhalten sich die Atome wie klassische Billardkugeln. Der mittlere
Abstand und die thermische Geschwindigkeit der Atome sind relativ groß. Für kleinere Tem-
peraturen wird die thermische De-Broglie-Wellenlänge größer, so dass die Wellenfunktionen
der Atome überlappen. Bei T = Tc tritt eine makroskopische Besetzung des Grundzustandes
auf. Im idealisierten Fall T = 0 wird das ganze Ensemble durch eine Wellenfunktion beschrie-
ben. (Illustration nach [43]) B: Besetzung der Energieniveaus in einem harmonischen Potential
im Falle eines thermischen Gases (links) und eines Bose-Einstein-Kondensats (rechts).

Bei typischen Werten, bei denen man einen Phasenübergang zu einem Bose-Einstein-
Kondensat beobachtet, liegt die mittlere Fallenfrequenz bei ω̄ = (ωxωyωz)1/3 = 2π ·75 Hz
und die Teilchenzahl bei etwa 5 · 104 Atomen, so dass sich eine kritische Temperatur
von Tc,typ = 125 nK ergibt. Abbildung 2.1 zeigt schematisch den Phasenübergang von
einem thermischen Gas zu einem Bose-Einstein-Kondensat. Für Temperaturen klei-
ner als die kritische Temperatur, ist der Anteil an Teilchen im Grundzustand gegeben
durch [44]

N0

N
= 1 −

(
T
Tc

)3

. (2.12)
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2.1 Grundlagen der Bose-Einstein-Kondensation

Die kritische Phasenraumdichte, oberhalb der die Kondensation eintritt, ergibt sich
aus dem Vergleich der mittleren freien Weglänge l ∝ n−1/3, welche über die Teilchen-
dichte n gegeben ist, und der thermischen De-Broglie-Wellenlänge

λdB =

(
2π~2

mkBT

)1/2

. (2.13)

Mit der Annahme einer konstanten Teilchendichte in einem würfelförmigen Volumen
mit Kantenlänge λdB ergibt sich eine kritische Phasenraumdichte von

ρc = nλ3
dB ≈ 2.612. (2.14)

Einfluss von atomarer Wechselwirkung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Wechselwirkung zwischen den Teilchen
im Kondensat zunächst vernachlässigt. Bei atomaren Bose-Einstein-Kondensaten be-
obachtet man jedoch trotz geringer Teilchendichten von n ≈ 1014 cm−3 Wechsel-
wirkungseffekte. Im Falle eines Kondensats aus Alkaliatomen ist der mittlere Ab-
stand der Atome groß gegenüber den relativen Streulängen, wodurch man sich auf
Stöße zwischen zwei Atomen beschränken kann. Auch ist die verbleibende thermi-
sche Energie so gering, dass sich die Wechselwirkung auf die s-Wellenstreuung re-
duziert [45]. Die s-Wellenstreuung stellt Stöße zwischen Atomen dar, bei denen kein
Drehimpuls übertragen wird und somit keine inneratomare Anregung stattfindet. Sie
ist durch die atomspezifische Steulänge as charakterisiert, die im Falle von repulsi-
ver Wechselwirkung positive und bei attraktiver Wechselwirkung negative Werte an-
nimmt. Das in dieser Arbeit verwendete Rubidiumisotop (87Rb) besitzt eine Streulän-
ge von as = 5,77 nm [46]. Das Zwei-Teilchen Wechselwirkungspotential lässt sich in
Bornscher Näherung als Deltapotential annehmen

VSt(r,r′) = gδ
(
r − r′

)
=

4π~2as

m
δ
(
r − r′

)
, (2.15)

mit dem Kopplungsparameter g und der Teilchenmasse m [47, 48]. Der Vielteilchen-
Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung, der N wechselwirkende Bosonen in ei-
nem externen zeitlich konstanten Potential Vext beschreibt, lautet

Ĥ =

∫
drΨ̂†(r)

[
−
~2

2m
∇2 + Vext(r)

]
Ψ̂(r) +

1
2

∫
drdr′Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′)VSt(r,r′)Ψ̂(r′)Ψ̂(r), (2.16)

9



2 Ultrakalte atomare Bose-Gase in optischen und magnetischen Potentialen

mit den FeldoperatorenΨ̂†(r) und Ψ̂(r), die Teilchen am Ort r erzeugen bzw. vernich-
ten. Mit Hilfe der Heisenbergschen Bewegungsgleichung

i~
∂

∂t
Ψ̂(r,t) =

[
Ψ̂,Ĥ

]
(2.17)

und der Molekularfeldnäherung von Bogoliubov Φ(r,t) ≈
〈
Ψ̂(r,t)

〉
, wonach die

Kondensat-Wellenfunktion als der Erwartungswert des Feldoperators angenommen
wird, und mit der Normierung N0(t) =

∫
dr |Φ(r,t)|2 erhält man die Bewegungs-

gleichung der Kondensat-Wellenfunktion

i~
∂

∂t
Φ(r,t) =

(
−
~2∇2

2m
+ Vext(r) + g |Φ(r,t)|2

)
Φ(r,t). (2.18)

Diese nichtlineare Bewegungsgleichung, auch als Gross-Pitaevskii-Gleichung be-
kannt, wurde von E.P. Gross und L. P. Pitaevskii unter der Annahme aufge-
stellt, dass die Teilchenzahl im Kondensat N0 � 1 ist [49–51]. Mit dem Ansatz
Φ(r,t) = φ(r)exp(−iµt/~) folgt die zeitunabhängige Gross-Pitaevskii Gleichung

µφ(r) =

(
−
~2∇2

2m
+ Vext(r) + g |φ(r)|2

)
φ(r), (2.19)

die aufgrund des nichtlinearen Terms g |φ(r)|2 im Allgemeinen nur numerisch gelöst
werden kann.

Thomas-Fermi-Näherung

Die Thomas-Fermi Näherung beschreibt den Fall, in dem die Wechselwirkungs-
energie groß ist im Vergleich zur verbleibenden kinetischen Energie

Eint

Ekin
∝

N0 |as|

rho
, (2.20)

mit rho = (~/mω̄)1/2 dem Radius eines wechselwirkungsfreien Wellenpakets im Grund-
zustand eines harmonischen Oszillatorpotentials [48]. Der Quotient nimmt bei Alkali-
atomen mit repulsiver Wechselwirkung typischerweise Werte zwischen 10 und 104

an. In dieser Näherung kann der kinetische Term in der Gross-Pitaevskii Gleichung
vernachlässigt werden, wodurch die Teilchendichte in einem harmonischen Fallen-
potential eine parabelförmige Verteilung annimmt

n(r) = |φ(r)|2 =

{ [
µ − Vext(r)

]
g−1 , µ > Vext(r)

0 , µ ≤ Vext(r)
. (2.21)
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2.2 Erzeugung atomarer Bose-Einstein-Kondensate

Die maximale Teilchendichte im Zentrum des Kondensats beträgt

n0 = µg−1 =
r2

TF

2g
mω̄2, (2.22)

mit dem Thomas-Fermi Radius rTF, der über den Punkt definiert ist, an dem das che-
mische und das externe Potential gleich groß sind µ = Vext(rTF) [48]. Er wächst mit
zunehmender Teilchenzahl N0 =

∫
dr n(r) im Kondensat

rTF = rho

(
15N0as

rho

)1/5

. (2.23)

Da zu den Rändern des Kondensats die kinetische Energie jedoch nicht zu vernach-
lässigen ist, beschreibt die Thomas-Fermi Näherung die Dichteverteilung hier nur be-
dingt.

2.2 Erzeugung atomarer Bose-Einstein-Kondensate

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen zum Fangen und Kühlen von
atomaren Gasen vorgestellt, und die Konzepte, die im Rahmen dieser Arbeit benutzt
werden, um ein Bose-Einstein-Kondensat zu erzeugen. Ausgangspunkt bei der Er-
zeugung atomarer Bose-Einstein-Kondensate ist das Vorkühlen von Atomen in einer
magneto-optischen Falle (MOT). In diese können Atome aus dem Hintergrundgas
oder aus einem thermischen Atomstrahl gefangen und in einen Temperaturbereich
von wenigen Mikrokelvin gebracht werden, wodurch es möglich wird, die Atome an-
schließend in konservativen Fallen, wie beispielsweise in einer optischen Dipolfalle
oder einer Magnetfalle, zu fangen. Damit sich die gefangenen Atome nicht durch Stö-
ße mit thermischen Atomen aus dem Hintergrundgas wieder aufheizen, finden die
Experimente in einem Ultrahochvakuumsystem statt. Das vorgekühlte Ensemble von
Atomen kann in der konservativen Falle mittels Verdampfungskühlung weiter abge-
kühlt werden, um die kritische Phasenraumdichte zu erreichen. Im Folgenden wer-
den die Funktionsweisen einer magneto-optischen Falle, einer quasi-elektrostatischen
Dipolfalle und einer Magnetfalle erklärt und anschließend das Prinzip des evaporati-
ven Kühlens erläutert, mit dem eine Bose-Einstein-Kondensation der Atome erreicht
werden kann.
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2 Ultrakalte atomare Bose-Gase in optischen und magnetischen Potentialen

Magneto-optische Falle für Rubidium

Die erste magneto-optische Falle wurde erstmals 1987 von Chu, Pritchard et al. rea-
lisiert [52] und beruht auf dem Prinzip der Laserkühlung [53]. Hierbei wird Atomen
in einem rotverstimmten Lichtfeld aufgrund der Photonenstreuung kinetische Ener-
gie entzogen. Ein Atom mit zwei internen Zuständen |g〉 und |a〉 und den zuge-
hörigen Energien Eg und Ea nimmt durch Absorption eines Photons mit Energie
Eph = ~ωph = Ea−Eg den Impuls des Photons ~k auf und geht dabei vom Grundzustand
in den angeregten Zustand über. Der Betrag des Wellenvektors ist über |k| = k = ~ωph/c
mit der Lichtgeschwindigkeit c gegeben. Kommt es anschließend zur spontanen Emis-
sion, so wird ein Photon in eine zufällige Raumrichtung emittiert und das Atom re-
laxiert in den Grundzustand. Aufgrund dieser Isotropie findet im Mittel über vie-
le Absorptions- und Emissionsprozesse nur bei der Absorption ein Impulsübertrag
statt. Ist das Lichtfeld zusätzlich gegenüber dem atomaren Übergang rotverstimmt,
d.h. Eph < Ea − Eg, so kommen aufgrund der Doppler-Verschiebung nur Atome in Re-
sonanz, die sich auf die Lichtquelle zubewegen. Diese werden aufgrund des Impuls-
übertrags verlangsamt, wodurch sie kinetische Energie verlieren. Mit diesem Prinzip
lässt sich eine sogenannte optische Melasse realisieren, die aus drei orthogonal zuein-
ander stehenden Paaren von gegenläufigen Laserstrahlen besteht, und somit atomare
Gase zwar kühlen, aber nicht räumlich fangen kann [54].
Um die Atome in einer magneto-optischen Falle auch räumlich zu lokalisieren, wer-
den die Laserstrahlen zirkular polarisiert und zusätzlich ein inhomogenes Magnet-
feld angelegt. Zur Realisierung eines inhomogenen Magnetfeldes wird oftmals ein
Spulenpaar in Anti-Helmholtz-Konfiguration benutzt, welches ein Quadrupolfeld er-
zeugt, mit einem konstanten magnetischen Gradienten (s. Abb. 2.4). Das absolute
Magnetfeld verschwindet im Zentrum zwischen den Spulen, in dem sich die sechs
Laserstrahlen kreuzen. Das Magnetfeld bewirkt eine positionsabhängige Zeeman-
Aufspaltung der atomaren Zustände. Abbildung 2.2 zeigt das Funktionsprinzip der
magneto-optischen Falle in einer Dimension, wobei der angeregte Zustand in die-
sem Beispiel einen Gesamtdrehimpuls von F′ = 1 besitzt und somit in drei Zeeman-
Zustände aufspaltet. Im positiven Bereich der z-Achse wird der Zustand mF = −1 ener-
getisch nach unten verschoben und kommt somit mit dem aus positiver z-Richtung
kommenden σ− Licht in Resonanz, welches den Übergang ∆mF = −1 treibt. Hier-
durch entsteht eine Rückstellkraft in Richtung des Fallenzentrums. Ebenso kommen
im Bereich negativer z-Richtung Atome in Resonanz mit dem gegenläufigen σ+-
polarisierten Licht, wodurch auch hier eine effektive Kraft entsteht, die zum Zentrum
der Falle gerichtet ist.
Entgegen der bisherigen Betrachtung besitzen Atome im Allgemeinen ein komple-
xeres Termschema. Bei dem hier verwendete Rubidiumisotop (87Rb) spaltet sich der
52S 1/2-Grundzustand in der Hyperfeinstruktur in zwei Niveaus auf (F = 1 und F = 2),
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Abbildung 2.2: Funktionsprinzip einer magneto-optischen Falle. A Der Zustand
|F′ = 1,mF′ = −1〉 wird in positiver z-Richtung aufgrund des Zeeman-Effekts energetisch ab-
gesenkt, so dass hier das aus positiver z-Richtung kommende σ−-polarisierte Licht resonant
wird. Entsprechendes gilt für den Zustand |F′ = 1,mF′ = +1〉 im negativen Bereich der z-Achse
und dem aus negativer z-Richtung kommenden σ+-polarisiertem Licht. Hierdurch entsteht ei-
ne effektive Kraft auf die Atome, die ins Zentrum bei z = 0 gerichtet ist. B Das Niveauschema
der D2-Linie von Rubidium (87Rb) mit Hyperfeinstrukturaufspaltung zeigt die verwendeten
Übergänge für Kühl- (KL) und Rückpumplaser (RP).

wodurch der Einsatz von zwei Lichtfrequenzen notwendig wird (s. Abb. 2.2). Die Fre-
quenz des sogenannten Kühllasers ist leicht rotverstimmt zum optischen Übergang
|F = 2〉 → |F′ = 3〉. Durch dieses Licht angeregte Atome können teilweise in den F=1
Grundzustand relaxieren und werden daraufhin nicht mehr mit der Frequenz des
Kühllasers angeregt. Diese Atome würden also nicht mehr am Kühlprozess teilneh-
men und könnten die Falle verlassen. Um dies zu verhindern, kommt ein weiterer
Laser, der sogenannte Rückpumplaser, zum Einsatz, dessen Licht die Atome aus die-
sem Dunkelzustand anregt und somit wieder in den Kühlprozess integriert. Ein Maß
für die erreichbare Temperatur der Atomwolke in der magneto-optischen Falle bie-
tet die Doppler-Temperatur TD = ~/(2kBτ), die von der Lebensdauer τ des angereg-
ten Zustandes abhängt. Die Doppler-Temperatur für den im Experiment verwende-
ten Kühlübergang der D2-Linie von Rubidium (87Rb) beträgt TD = 145,57 µK [55]. Da
in magneto-optischen Fallen die kritische Temperatur bzw. Phasenraumdichte eines
Bose-Einstein-Kondensats nicht erreicht wird, werden andere Fallen- und Kühltech-
niken benötigt. Beispiele hierfür sind die im Experiment verwendete fernverstimmte
optische Dipolfalle und das evaporative Kühlen, die im Folgenden genauer beschrie-
ben werden.
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2 Ultrakalte atomare Bose-Gase in optischen und magnetischen Potentialen

Fernverstimmte optische Dipolfalle

Es gibt hauptsächlich zwei Arten von konservativen Fallen für neutral geladene Ato-
me. Zum einen gibt es Magnetfallen, die auf der zustandsabhängigen Kraft des ma-
gnetische Dipolmoments der Atome beruhen. Zum anderen existieren optische Dipol-
fallen, die auf der Wechselwirkung des induzierten elektrischen Dipolmoments mit
einem Lichtfeld basieren. Im Folgenden wird diese Wechselwirkung zwischen Atom
und Lichtfeld, und das daraus folgende optische Dipolpotential, mittels eines klassi-
schen Ansatzes beschrieben. Eine ausführlichere Darstellung ist in [56] zu finden.
Das Atom wird im Lorentz-Modell als klassischer Oszillator betrachtet, bei dem ein
Elektron mit der Masse me und der Elementarladung e elastisch an den Atomkern
gebunden ist. Die Eigenfrequenz der Oszillation ist dann durch ω0 gegeben und
entspricht der Frequenz des optischen Übergangs des Atoms. Angetrieben wird die
Oszillation durch das Lichtfeld, welches durch das elektrische Feld E(t) = E0 cos(ωt)
gegeben ist. Die Magnetfeldkomponente des Lichts kann aufgrund der relativ gerin-
gen Kopplung an das magnetische Dipolmoment der Atome vernachlässigt werden.
Die Bewegungsgleichung des Elektrons

ẍ + Γω ẋ + ω2
0x = −

e
me

E(t) (2.24)

enthält einen Dämpfungsterm Γω � ω0, der die abgestrahlte Leistung der beschleu-
nigten Ladungen berücksichtigt. Über die Larmor-Formel ergibt sich eine Dämpfung
von

Γω =
e2ω2

6πε0mec3 , (2.25)

mit der elektrischen Feldkonstante ε0 und der Lichtgeschwindigkeit c. Mit dem Lö-
sungsansatz x(t) = x0 cos(ωt + φ) erhält man für das elektrische Dipolmoment des
Atoms

p(t) = −e · x(t) =
e2

me
·

1
ω2

0 − ω
2 − iωΓω

· E(t) = α · E(t). (2.26)

Hierbei ist die atomare Polarisierbarkeit α gegeben durch

α ≡ α(ω) =
e2

me
·

1
ω2

0 − ω
2 − iωΓω

= 6πε0c3 Γ/ω2
0

ω2
0 − ω

2 − i(ω3/ω2
0)Γ

(2.27)

mit der Dämpfungsrate auf der atomaren Resonanz Γ ≡ Γω0 = (ω2
0/ω

2)Γω. Gleichung
(2.26) zeigt, dass das elektrische Dipolmoment des Atoms dem äußeren Feld folgt,
wobei der Realteil der komplexen Polarisierbarkeit α die dispersiven und der Imagi-
närteil die absorptiven Eigenschaften des Teilchens beschreibt. Erweitert man diese
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2.2 Erzeugung atomarer Bose-Einstein-Kondensate

Betrachtung für ein isotropes Medium auf drei Dimensionen, so sind das elektrische
Feld und das Dipolmoment gegeben durch

E(r,t) = êE(r)E(t) (2.28)

p(r,t) = êp(r)p(t), (2.29)

mit dem Polarisationsvektor ê des Lichtfeldes und der Beziehung

p(r,t) = α · E(r,t). (2.30)

Das optische Dipolpotential, welches die Wechselwirkung zwischen induziertem
Dipolmoment und elektrischem Feld beschreibt, ist proportional zum Realteil von α

Vdip(r) = −
1
2

〈
pE

〉
t = −

1
2ε0c

Re(α)I(r), (2.31)

mit der Intensität des Lichtfeldes I(r) = ε0c/2 · |E(r)|2. Der Vorfaktor 1/2 in Gleichung
(2.31) berücksichtigt, dass es sich hierbei um ein induziertes und nicht permanentes
Dipolmoment des Atoms handelt. Die eckigen Klammern stellen eine zeitliche Mitte-
lung über schnell oszillierende Terme dar.
Der Imaginärteil von α beschreibt die gegenphasig schwingende Komponente der
Oszillation und ist somit für die absorbierte Leistung Pabs und die damit zusammen-
hängende Photonenstreurate verantwortlich

ΓSt(r) =
Pabs

~ω
=

〈
ṗE

〉
t

~ω
=

1
~ε0c

Im(α)I(r). (2.32)

Setzt man die in Gleichung (2.27) hergeleitete atomare Polarisierbarkeit in die Glei-
chungen (2.31) und (2.32) ein, so ergibt sich für das Dipolpotential und die Streurate

Vdip(r) = −
3πc2

2ω3
0

(
Γ

ω0 + ω
+

Γ

ω0 − ω

)
I(r) (2.33)

ΓSt(r) =
3πc2

2~ω3
0

(
ω

ω0

)3 (
Γ

ω0 + ω
+

Γ

ω0 − ω

)2

I(r). (2.34)

Sind Lichtfrequenz und Frequenz des optischen Übergangs des Atoms vergleichbar
(ω0 ≈ ω), das heißt |∆| � ω0 mit der Verstimmung ∆ = ω − ω0, können die Terme
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~ω

~ω0

0

E

angeregter Zustand

Grundzustand

Abbildung 2.3: Licht verschiebt die Energieniveaus eines Atoms, hier dargestellt durch
einen Grundzustand und ein angeregtes Niveau. Bei rotverstimmter Lichtfrequenz ω < ω0

wird der Grundzustand energetisch abgesenkt und der angeregte Zustand angehoben (links).
Ein Gauß-förmiges Intensitätsprofil erzeugt so ein Potentialminimum für Atome im Grund-
zustand, in dem diese gefangen werden können (rechts). (Illustration nach [56])

mit ω0 + ω im Nenner vernachlässigt werden. Mit dieser sogenannten Drehwellen-
näherung und ω/ω0 ≈ 1 erhält man

Vdip(r) =
3πc2

2ω3
0

Γ

∆
I(r) (2.35)

ΓSt(r) =
3πc2

2~ω3
0

(
Γ

∆

)2

I(r). (2.36)

Für rotverstimmtes Licht (∆ < 0) ist das Dipolpotential attraktiv, wodurch es möglich
wird, Teilchen in einem fokussierten Laserstrahl zu fangen (siehe Abb. 2.3). Im Falle
von blauverstimmtem Licht (∆ > 0) ist das Potential repulsiv, das heißt, dass Ato-
me vom Intensitätsmaxima wegbeschleunigt werden. Das Dipolpotential skaliert mit
I/∆ und die Streurate mit I/∆2, weshalb für Dipolfallen oft sowohl Verstimmung als
auch Intensität groß gewählt werden, um bei gleichbleibender Potentialtiefe Verluste
durch Photonenstreuung zu minimieren. Im Gegensatz zur magneto-optischen Falle
gibt es in einer optischen Dipolfalle keine dissipativen Kühlkräfte. Zur Verringerung
der Temperatur des in einer Dipolfalle gefangenen Ensembles von Atomen kommt
das Prinzip des evaporativen Kühlens zum Einsatz.
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2.2 Erzeugung atomarer Bose-Einstein-Kondensate

Zustandsabhängige magnetische Kraft

Ein weiterer Fallentyp für neutrale Atome stellt die Magnetfalle dar, die auf der zu-
standsabhängigen magnetischen Kraft (auch Stern-Gerlach Kraft) beruht. Diese Kraft
wurde erstmals 1922 von O. Stern und W. Gerlach entdeckt, geht von einem inhomo-
genen Magnetfeld aus und wirkt auf das permanente magnetische Dipolmoment von
Teilchen [57]. Die Stern-Gerlach-Kraft ist gegeben durch

FSG(r) = −mFgFµB · ~∇ |B(r)| , (2.37)

mit der magnetischen Quantenzahl mF , dem Landé Faktor gF und dem Bohrschen
Magneton µB. Teilchen mit positivem magnetischem Moment (mFgF > 0) werden
„Schwachfeld“-Sucher genannt, da sie aufgrund der Kraft zu geringeren Magnet-
feldern hin beschleunigt werden. Dem gegenüber stehen sogenannte „Starkfeld“ -
Sucher, die aufgrund ihres negativen magnetischen Moments (mFgF < 0) zu stärkeren
Magnetfeldern hin beschleunigt werden. Da sich gemäß der Maxwell-Gleichungen
mit statischen Magnetfeldern nur Magnetfeldminima, aber keine Maxima erzeugen
lassen, sind Magnetfallen nur für Atome in Zuständen mit positivem magnetischen
Moment denkbar. Ein Magnetfeldminimum stellt für diese Atome ein attraktives Po-
tential dar.
Die erste Magnetfalle zum Fangen von neutralen Atomen wurde 1985 mittels einer so-
genannten Quadrupolfalle realisiert [58]. Das Magnetfeld einer Quadrupolfalle wird,
wie auch bei dem Magnetfeld einer magneto-optischen Falle, durch ein Spulenpaar
in Anti-Helmholtz-Konfiguration erzeugt, jedoch werden hierbei höhere Feldstärken
benötigt, da die Atome rein mit magnetischen Kräften gefangen werden. Ein Spulen-
paar in Anti-Helmholtz-Konfiguration ist gegeben aus zwei identischen kreisförmi-
gen Spulen, die parallel zueinander im Abstand A entlang der Symmetrieachse z zu-
einander angeordnet sind und mit elektrischem Strom I in entgegengesetzer Richtung
durchflossen werden (siehe Abb. 2.4). Das magnetische Feld eines solchen Spulenpaa-
res mit den Spulenradien R ist entlang der Symmetrieachse gegeben durch

Bz(0,0,z) =
µ0NI

2

 R2(
R2 + (z − A

2 )2
)3/2 −

R2(
R2 + (z + A

2 )2
)3/2

 , (2.38)

wobei µ0 die magnetische Feldkonstante und N die Windungszahl bezeichnen. Aus
Symmetriegründen verschwinden die radialen Anteile Bx(0,0,z) = By(0,0,z) = 0 ent-
lang der Symmetrieachse z. In Anti-Helmholtz-Konfiguration beträgt das Verhältnis
aus Abstand und Spulenradien A/R =

√
3. Hierdurch verschwinden bei einer Taylor-

Entwicklung von Gleichung (2.38) um z = 0 die dritte Ableitung sowie alle ganzzahli-
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A
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Abbildung 2.4: Schematischer Aufbau einer Quadrupolfalle (links). Zwei Spulen in Anti-
Helmholtz-Konfiguration erzeugen ein inhomogenes magnetisches Feld, dass im Zentrum
verschwindet. Das magnetische Potential (rechts) ist attraktiv für Atome im magnetisch fang-
baren Zuständen. Die schwarze gestrichelte Linie zeigt das Potential entlang der Symmetrie-
achse (x2 + y2 = 0) und die blaue Linie das Potential mit einem Versatz parallel zur Symme-
trieachse (x2 + y2 > 0).

gen Ordnungen von z. Das resultierende Feld kann bis zur vierten Ordnung als linear
angesehen werden

Bz(0,0,z) =

√
3
√

7

48
49
µ0NI

R2 · z + O
(
z5

)
≈ b · z (2.39)

mit dem Magnetfeldgradient b = ∂zBz in axialer Richtung. In radialer Richtung ist der
Gradient etwa halb so groß [59], so dass das gesamte Magnetfeld durch

B(r) = −
b
2

(xêx + yêy) + bzêz (2.40)

|B(r)| =
b
2

√
x2 + y2 + 4z2 (2.41)

beschrieben wird. Im Zentrum bei r0 = (0,0,0) verschwindet das absolute Magnetfeld
und steigt in alle Raumrichtungen linear an. Das magnetische Potential (s. Abb. 2.4),
welches sich für neutrale Atome mit magnetischem Moment ~µ in dieser Quadrupol-
falle ergibt, ist gegeben durch

Vmag(r) = −~µB(r) = mFgFµB
b
2

√
x2 + y2 + 4z2. (2.42)
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2.2 Erzeugung atomarer Bose-Einstein-Kondensate

In einer solchen Quadrupolfalle lassen sich neutrale Atome fangen, aber eine Bose-
Einstein-Kondensation durch evaporative Kühlung ist hier nicht möglich, da das ab-
solute Magnetfeld im Fallenzentrum und damit auch die Zeeman-Aufspaltung ver-
schwindet. Für Atome, die diese Position passieren, kann der Spin der Atome dem
äußeren Feld nicht mehr adiabatisch folgen, da hier die Lamor-Frequenz ωL =

gFµB
~
|B|

stark abnimmt. Dies hat zur Folge, dass sich der magnetische Zustand der Atome
beim Nulldurchgang ändern kann, wodurch es möglich wird, die Falle zu verlas-
sen [60]. Da diese Verluste das Erreichen der kritischen Phasenraumdichte zur Bose-
Einstein-Kondensation in Quadrupolfallen verhindern, wurden Magnetfallen mit
nicht-verschwindendem Magnetfeld im Zentrum entwickelt, in denen Bose-Einstein-
Kondensation möglich ist, wie beispielsweise eine Ioffe-Prichard-Falle [59]. Dennoch
kommt im Rahmen des beschriebenen Experiments eine abgewandelte Form der Qua-
drupolfalle zum Einsatz, um mit Hilfe der Stern-Gerlach Kraft die Gravitationskraft
für Atome im Kondensat auszugleichen.

Evaporatives Kühlen

Um in einer konservativen Falle, wie beispielsweise der optischen Dipolfalle oder der
Magnetfalle, ein atomares Gas abzukühlen, wird das Prinzip des evaporativen Küh-
lens, auch Verdampfungskühlung genannt, angewendet. Es wurde erstmals 1987 mit
Wasserstoffatomen in einer Magnetfalle [61] und etwa zehn Jahre später mit Natrium-
atomen in einer optischen Dipolfalle angewendet [62] und legte den Grundstein zur
Erzeugung eines atomaren Bose-Einstein-Kondensats.
Bei diesem Verfahren werden die schnellsten bzw. heißesten Atome aus der Falle ent-
fernt, so dass die mittlere kinetische Energie der noch gefangenen Atome sinkt. Durch
elastische Stöße der verbleibenden Atome rethermalisiert das Gas und es stellt sich
eine tiefere Temperatur ein. Das evaporative Kühlen unterscheidet sich je nach Fal-
lentyp. In einer Magnetfalle werden die heißesten Atome mittels Radiofrequenzen in
andere Zeeman-Zustände gebracht, so dass diese Atome nicht mehr von der Magnet-
falle gefangen werden und die Falle verlassen. Bei der Dipolfalle hingegen nutzt man
die Tatsache, dass die Fallentiefe von der Intensität des Lichtfeldes abhängig ist. Eine
stetige Reduzierung der Lichtleistung der Dipolfalle verringert die Fallentiefe, wo-
durch nur noch die langsamsten Atome in der Falle bleiben. Damit die Evaporation
effizient abläuft, ist eine schnelle Rethermalisierung des Ensembles nötig. Die damit
verbundene hohe Stoßrate bzw. hohe Teilchendichte wird dadurch erreicht, dass man
einen stark fokussierten Laserstrahl als Dipolfalle verwendet. Im Rahmen der Disser-
tation von G. Cennini wurde das evaporative Kühlen von Rubidiumatomen in der
im vorliegenden Experiment verwendete mit einem CO2-Laserstrahl (λCO2 = 10,6µm)
realisierte Dipolfalle untersucht [63].
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2 Ultrakalte atomare Bose-Gase in optischen und magnetischen Potentialen

2.3 Ultrakalte Atome in optischen Gitterpotentialen

Bei der Überlagerung von gegenläufigen Laserstrahlen gleicher Frequenz bildet sich
aufgrund der Interferenz eine optische Stehwelle aus. Das optische Dipolpotential
(vgl. Gl. (2.35)) bewirkt, dass Atome im rotverstimmten Lichtfeld die dabei entstan-
denen Intensitätsmaxima als attraktive Potentialtöpfe wahrnehmen und von diesen
angezogen werden.
Dieser Abschnitt beschreibt die Erzeugung von optischen Gittern, die eine Periodizi-
tät von einer halben bzw. einer viertel Wellenlänge des verwendeten Lichts besitzen.
Für Letztere wird im vorliegenden Experiment die inneratomare Struktur ausgenutzt.
Anschließend wird die Dynamik der Atome im optischen Gitterpotential beschrieben,
die sich mit Hilfe des Bloch-Theorems herleiten lässt.

Konventionelle optische Gitter

Zwei gegenläufige Laserstrahlen gleicher Frequenz ν = ω/2π und linearer Polarisation
erzeugen eine Stehwelle aus Licht. Die einzelnen Lichtfelder werden als ebene Wellen
angenommen und durch

E1(z,t) = E1ê1 cos(ωt − kz + ϕ1) (2.43)

E2(z,t) = E2ê2 cos(ωt + kz + ϕ2) (2.44)

beschrieben, wobei der Wellenvektor k = 2π/λ über die Wellenlänge des Lichtes
λ = c/ν gegeben ist. Die Phasen der Wellen sind mit ϕ1/2 bezeichnet. Bei der Über-
lagerung der beiden Lichtfelder entsteht eine Stehwelle mit Bereichen minimaler und
maximaler Intensität. Die Gesamtintensität ist über das zeitliche Mittel gegeben

I(z) = cε0

〈
E2

ges

〉
t
= cε0

〈
(E1 + E2)2

〉
t

= cε0

〈
E2

1 + E2
2 + 2E1E2

〉
t

= I1 + I2 + Iint(z), (2.45)

wobei I1/2 = 1
2cε0E1/2 die Intensitäten der einzelnen Lichtfelder sind. Der Interferenz-

term Iint(z) hängt vom Winkel α zwischen den beiden Polarisationsvektoren ê1/2 ab

Iint(z) = 2
√

I1I2 cos(2kz + ϕ) · cos(α) (2.46)

cos(α) = ê1 · ê2, (2.47)

mit dem Phasenunterschied ϕ = ϕ1 − ϕ2. Bei parallelen Polarisationsrichtungen ê1 ‖ ê2

wird der Interferenzterm maximal, während er für senkrecht zueinander stehende Po-
larisation ê1 ⊥ ê2 verschwindet. Die Intensitätsmaxima (bei cos(2kz +ϕ) = 1) treten mit
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2.3 Ultrakalte Atome in optischen Gitterpotentialen

einer räumlichen Periodizität von λ/2 auf. Bei rotverstimmter Lichtfrequenz bezüg-
lich des atomaren Übergangs wirken diese Intensitätsmaxima wie attraktive Potential-
töpfe für Atome in diesem Lichtfeld (vgl. Gl. (2.35)). Im Falle paralleler Polarisations-
vektoren ergibt sich das optische Gitterpotential zu

Vλ/2(z) =
V2

2
cos(2kz + ϕ) + const, (2.48)

mit der Potentialtiefe V2 ∝
√

I1I2. Die Stehwelle aus Licht lässt sich über die Phase ϕ
räumlich verschieben.
Im alternativen Teilchenbild kann die Wechselwirkung zwischen Atomen und Licht-
feld auch aus einer Reihe von Absorptions- und anschließenden stimulierten Emis-
sionsprozessen verstanden werden (s. Abb. 2.5A). Das Atom absorbiert ein Photon
des einen Lichtfeldes und wird von einem Photon des anderen Lichtfeldes stimu-
liert wieder abgeregt. Durch diesen Prozess ändert sich der Impuls des Atoms um
∆p = ±2~k, je nach Richtung des absorbierten Photons. Mittels dieser Diskretisierung
des Impulsübertrags lässt sich ebenfalls auf ein Gitter mit einer räumlichen Periodizi-
tät von ∆z = 2π~/∆p = λ/2 schließen, an dem die Atome gebeugt werden. Ein solches
Gitter wird oft auch als Zwei-Photonen-Gitter bezeichnet.

|g1〉

|g2〉

|a3〉

|a4〉

ω

ω + ∆ω
ω − ∆ω

Ωπ

Ωπ

Ωσ−

Ωσ+

∆

∆

∆ω
δ

ωω ± ∆ω ω

|g〉

|a〉

ω

∆

ω ω

A B

Abbildung 2.5: Schema zur Erzeugung von optischen Gittern mit den Periode λ/2 (A) und
λ/4 (B). A Das Atom im Grundzustand erfährt durch die zyklische Abfolge von Absorption
und stimulierter Emission von Photonen der Frequenz ω ein effektives periodisches Poten-
tial mit der Periodizität von λ/2. Die Ein-Photonen-Verstimmung zum optischen Übergang
ist durch ∆ gegeben. B Das Atom wird hierbei durch zwei Grund- und zwei angeregte Ener-
gieniveaus beschrieben. Das Licht mit den Frequenzen ω aus einer Richtung und ω ± ∆ω aus
der anderen Richtung bewirkt, dass das Atom im Grundzustand |g1〉 zwei Absorptions- und
stimulierte Emissionsprozesse vollzieht. Dadurch wird ein Impuls von 4~k an das Atom über-
tragen, was zu einem effektiven optischen Potential mit einer Periode von λ/4 führt. Die Zwei-
Photonen-Verstimmung zum Zustand |g2〉 ist δ und die Rabi-Frequenzen sind Ωπ,σ±
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2 Ultrakalte atomare Bose-Gase in optischen und magnetischen Potentialen

Multiphotonen-Gitter

Optische Gitter mit einer kürzeren räumlichen Periode lassen sich einerseits durch
Verwendung von Lichtfeldern mit kürzerer Wellenlänge [64], oder andererseits durch
Prozesse höherer Ordnung erreichen, bei denen mehr als nur zwei Photonen beteiligt
sind [65]. Bei einem Absorptions- und Emissionszyklus, an dem 2n-Photonen teilneh-
men, kann ein Impuls von bis zu 2n~k an das Atom übertragen werden, was zu einem
Gitterpotential mit einer Periodizität von λ/2n führt. Um hierbei Prozesse niedriger
Ordnung zu unterdrücken, können Lichtfelder mit unterschiedlichen Frequenzen und
Polarisationen genutzt werden.
Das im Experiment angewandte Schema ist in Abbildung 2.5B dargestellt und ist ein
Beispiel für ein Vier-Photonen-Gitter, bei dem Zwei-Photonen-Prozesse unterdrückt
sind. Das Niveauschema des Atoms wird durch zwei Grundzustände |g1〉 und |g2〉,
und durch zwei angeregte Niveaus |a3〉 und |a4〉 repräsentiert. Das Atom wird mit
Licht der Frequenz ω aus einer Richtung und Licht der Frequenzen ω±∆ω aus der ent-
gegengesetzten Richtung beleuchtet. Wie in Abbildung 2.5 gezeigt, kann ein Atom im
Grundzustand |g1〉 aufgrund der gewählten Lichtfrequenzen eine Abfolge von zwei
Absorptions- und Emissionsprozessen durchlaufen, ohne einen der anderen Zustände
zu besetzen. Im Doppler-sensitiven Fall nimmt das Atom dabei einen Impuls von 4~k
auf, was zu einem Gitter mit einer Periodizität von λ/4 führt. Dieser Vier-Photonen-
Prozess wird im Folgenden mittels der zeitabhängigen Störungstheorie genauer be-
trachtet, wobei sich die Beschreibung an [66] orientiert.
Es wird die Lösung für die zeitabhängige Schrödingergleichung

i~∂t |ψ(z,t)〉 =
[
Ĥ0 + Ŵ(z,t)

]
|ψ(z,t)〉 , (2.49)

gesucht, wobei die Eigenwerte des ungestörten Hamilton-Operator Ĥ0 bekannt seien.
In Matrixform lässt der Hamilton-Operator sich in der Basis der ungestörten Lösun-
gen {|g1〉 , |g2〉 , |a3〉 , |a4〉} durch

Ĥ0 = ~


0 0 0 0
0 ∆ω − δ 0 0
0 0 ω + ∆ 0
0 0 0 ω + ∆

 (2.50)

ausdrücken. Hierbei geht die Annahme ein, dass δ < ∆ω � ∆ � ω, wodurch für
H4,4 = ω + ∆ + ∆ω − δ ≈ ω + ∆ vereinfacht angenommen wurde. Die zeitabhängige
Störung wird durch die Wechselwirkung des induzierten Dipolmoments pind des
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2.3 Ultrakalte Atome in optischen Gitterpotentialen

Atoms mit der elektrischen Komponente des Lichtfeldes E(z,t) beschrieben. Die nicht-
verschwindenden Einträge der Wechselwirkungsmatrix Ŵ(z,t) sind

W1,3 = W∗
3,1 = 〈g1|pindE(z,t) |a3〉

= ~Ωπ cos(ωt + kz) (2.51)

W1,4 = W∗
4,1 = ~Ωσ+ cos((ω + ∆ω)t − kz) (2.52)

W2,3 = W∗
3,2 = ~Ωσ− cos((ω − ∆ω)t − kz) (2.53)

W2,4 = W∗
2,4 = ~Ωπ cos(ωt + kz), (2.54)

wobei Ωπ und Ωσ± die Rabi-Frequenzen der jeweiligen π- und σ±-Übergänge darstel-
len. Zur Vereinfachung wurde hier angenommen, dass sich die Wellenzahlen nur mar-
ginal unterscheiden k ≡ k(ω) ≈ k(ω + ∆ω) ≈ k(ω − ∆ω). Setzt man den Lösungsansatz

|ψ(z,t)〉 =


c1(z,t)

e−i(∆ω−δ)t · c2(z,t)
e−i(ω+∆)t · c3(z,t)
e−i(ω+∆)t · c4(z,t)

 (2.55)

in Gleichung (2.49) ein, ergeben sich vier gekoppelte Differenzialgleichungen für die
Koeffizienten ci:

ċ1 = −
i
2

(
Ωπe−i∆t+ikz · c3 + Ωσ+e−i∆t−ikz · c4

)
(2.56)

ċ2 = −
i
2

(
Ωσ−e−i(∆+δ)t−ikz · c3 + Ωπe−i(∆+δ)t+ikz · c4

)
(2.57)

ċ3 = −
i
2

(
Ω∗πe

i∆t−ikz · c1 + Ω∗σ−e
i(∆+δ)t+ikz · c2

)
(2.58)

ċ4 = −
i
2

(
Ω∗σ+ei∆t+ikz · c1 + Ω∗πe

i(∆+δ)t−ikz · c2

)
. (2.59)

Hierbei wurde die Drehwellennäherung berücksichtigt, bei der schnell oszillierende
Terme vernachlässigt werden. Unter der Annahme, dass sich die Koeffizienten c1 und
c2, und damit die Besetzungen der beiden Grundzustände, nur langsam ändern, las-
sen sich die Gleichungen (2.58) und (2.59) zeitlich integrieren. Die hieraus gewonne-
nen Ausdrücke für c3 und c4 lassen sich in die Gleichungen (2.56) und (2.57) einsetzen
und man erhält ein effektives Zwei-Niveau-System, das den Differenzialgleichungen

ċ1 =
i
2

[
|Ωπ|

2 + |Ωσ+ |
2

2∆
c1 + eiδt

(
Ω∗eff,−e

i2kz + Ωeff,+e−i2kz
)

c2

]
(2.60)

ċ2 =
i
2

[
e−iδt

(
Ωeff,−e−i2kz + Ω∗eff,+ei2kz

)
c1 +

|Ωπ|
2 + |Ωσ− |

2

2∆
c2

]
(2.61)
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2 Ultrakalte atomare Bose-Gase in optischen und magnetischen Potentialen

folgt, wobei Ωeff,± = Ωσ±Ω
∗
π/2∆ benutzt wurde. Geht man des Weiteren davon aus,

dass sich die Besetzung anfänglich im Zustand |g1〉 befindet, also c1 � c2, und die
Verstimmung δ groß genug ist, kann auch die Gleichung (2.61) integriert werden und
somit der Grundzustand |g2〉 adiabatisch eliminiert wird. Setzt man diese Lösung für
c2 in Gleichung (2.60) ein, so ergibt sich

ċ1 = i

 |Ωπ|
2 + |Ωσ+ |

2

4∆
−

∣∣∣Ωeff,+

∣∣∣2 +
∣∣∣Ωeff,−

∣∣∣2
4δ

−

∣∣∣Ωeff,+Ωeff,−

∣∣∣
2δ

cos(4kz + ϕλ/4)

 c1 (2.62)

Dieses Ergebnis kann als effektive Energieverschiebung des Grundzustandes ver-
standen werden, wobei der erste Term eine positionsunabhängige Verschiebung auf-
grund von Zwei-Photonen-Prozessen angibt. Der zweite und dritte Summand be-
schreiben die Prozesse vierter Ordnung und beinhalten im dritten Term die er-
wartete räumliche Periodizität von λ/4, wobei die Phase ϕλ/4 gegeben ist über
Ωeff,+Ωeff,− =

∣∣∣Ωeff,+Ωeff,−

∣∣∣ eiϕλ/4 . Das resultierende effektive Potential ist demnach gege-
ben durch

Vλ/4(z) =
V4

2
cos(4kz + ϕλ/4) + const, (2.63)

mit der Potentialtiefe V4 ∝ IπIσ/δ, die antiproportional zur Zwei-Photonen-
Verstimmung δ ist. Aufgrund der Abhängigkeit der Potentialtiefe von der Zwei-
Photonen-Verstimmung ist es möglich, ortsabhängige Potentialtiefen in inhomogenen
Magnetfeldern zu realisieren (s. Kap. 3.4). Im Allgemeinen kann das Vier-Photonen-
Gitterpotential auch über die Phase ϕλ/4 räumlich verschoben werden, wie es auch
beim Zwei-Photonen-Gitterpotential der Fall ist (vgl. Gl. (2.48)).

Bloch-Bändermodell

Die Dynamik von Atomen im eindimensionalen optischen Gitter lässt sich durch die
zeitabhängige Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.18) beschreiben, wobei für geringe Teil-
chendichten der interatomare Wechselwirkungsterm vernachlässigt werden kann. So-
mit ergibt sich die Schrödingergleichung

i~
∂

∂t
Φ(z,t) =

(
p̂2

2m
+ Vext(z)

)
Φ(z,t), (2.64)
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2.3 Ultrakalte Atome in optischen Gitterpotentialen

mit dem Impulsoperator p̂ = i~∂z. Das externe Potential setzt sich im Experiment aus
einer Summe aus Zwei- und Vier-Photonen-Gitter Potential zusammen (vgl. Gl. (2.48)
und (2.63))

Vext(z) = Vλ/2(z) + Vλ/4(z)

=
V2

4

(
ei2kz + e−i2kz

)
+

V4

4

(
ei(4kz+ϕ) + e−i(4kz+ϕ)

)
. (2.65)

Da das externe Potential räumlich periodisch ist (Vext(z) = Vext(z + L), mit L = λ/2), be-
sitzt die Wellenfunktion nach dem Theorem von F. Bloch ebenfalls Anteile mit dieser
Periodizität [67]. Die Wellenfunktion lässt sich mit dem sogenannten Bloch-Ansatz

Φ(z,t) = eiqz/~uq(z,t) (2.66)

als eine ebene Welle mit einer periodisch variierenden Amplitude uq(z,t) = uq(z + L,t)
schreiben. Der Quasiimpuls q gibt den relativen Impuls der Atome zum Gitter an.
Setzt man den Bloch-Ansatz in Gleichung (2.64) ein, folgt

i~
∂

∂t
uq(z,t) =

(
(p̂ + q)2

2m
+ Vext(z)

)
uq(z,t). (2.67)

Die periodische Funktion uq(z,t) lässt sich als diskrete Fourier-Summe schreiben

uq(z,t) =
∑

l

cq,l(t)ei2lkz (2.68)

mit l ∈ Z. Setzt man diese Summe und das externe Potential (2.65) in Gleichung
(2.67) ein, ergeben sich für die Koeffizienten cq,l(t) gekoppelte Differenzialgleichung
der Form

i~ċq,l =
(2l~k + q)2

2m
cq,l +

V2

4

(
cq,l−1 + cq,l+1

)
+

V4

4

(
e+iϕcq,l−2 + e−iϕcq,l+2

)
. (2.69)

Das Gleichungssystem lässt sich in Matrixdarstellung in Form einer Schrödinger-
gleichung schreiben

i~∂t |ψ〉 = H |ψ〉 (2.70)
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Abbildung 2.6: Dispersionsrelation der Atome im optischen Gitter im Falle eines Zwei-
Photonen-Gitter (links, grün) und eines Vier-Photonen-Gitters (rechts, blau). A An der ersten
Bandkante bei q = ±1~k zeigt sich die Wechselwirkung der Atome mit einem Zwei-Photonen-
Gitter (V2 = 2Er). Im Unterschied zur Dispersion eines freien Teilchens (gestrichelt) wird an
dieser Stelle die Entartung der Energiebänder aufgehoben und es kommt zu einer vermiede-
nen Kreuzung. B Bei einem Vier-Photonen-Gitter (V4 = 2Er) zeigt sich die Wechselwirkung
erst an der zweiten Bandkante bei q = 0~k und E = 4Er, wo sich das erste und zweite ange-
regte Band kreuzen.

mit |ψ〉 =
∑

l cq,l |2l~k + q〉 = (. . . , cq,l−1, cq,l,cq,l+1, . . .)T, wobei die nicht-verschwindenden
Einträge des Hamiltonoperators gegeben sind durch

Hl,l =
(2l~k + q)2

2m
(2.71)

Hl,l+1 = H∗l+1,l =
V2

4
(2.72)

Hl,l+2 = H∗l+2,l =
V4

4
e+iϕ. (2.73)

Auf der Diagonalen (2.71) sind die Eigenenergien des freien Atoms mit Impuls
p = 2l~k + q zu finden, die der kinetischen Energie der Atome entsprechen. Die ersten
Nebendiagonaleinträge (2.72) beschreiben den Einfluss des Zwei-Photonen-Gitters
und auf der zweiten Nebendiagonalen (2.73) kommt die Wechselwirkung des Vier-
Photonen-Gitters ins Spiel.
Die stationären Lösungen E(q), mit H |ψ〉 = E(q) |ψ〉, werden als Dispersionsrelation be-
zeichnet. Abbildung 2.6 zeigt die Dispersionsrelation der energetisch tiefsten Bänder
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2.3 Ultrakalte Atome in optischen Gitterpotentialen

für ein Zwei- (grün) und ein Vier-Photonen-Gitter (blau). In beiden Fällen ist das glei-
che reduzierte Bandschema (q = [−~k, + ~k]) gewählt. Die Energie wird üblicherweise
in Einheiten der Rückstoßenergie aufgetragen Er = (~k)2/2m, der kinetischen Energie,
die ein Atom in Ruhe durch den Impulsübertrag eines Photons erhält. Im Falle von
verschwindenden Potentialtiefen ist die Dispersionsrelation äquivalent zu der eines
freier Teilchens (schwarz, gestichelt). Kommt die Wechselwirkung mit den optischen
Gittern hinzu, so wird die Entartung an Stellen, an den sich die Parabeln kreuzen,
aufgehoben und es entstehen sogenannte vermiedene Kreuzungen, deren Energie-
lücke mit steigender Potentialtiefe wächst. Durch die Überlagerung von Zwei- und
Vier-Photonen-Gittern kann die Aufspaltung nahe der zweiten Bandkante bei E ≈ 4Er

weitestgehend variiert werden. In Analogie zur Dispersionsrelation von Elektronen
in Festkörperkristallen spricht man hier auch von einer Bandstruktur.
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KAPITEL 3

Quantensimulation der Dirac-Gleichung
mit ultrakalten Atomen

Freie massebehaftete Teilchen besitzen eine Energiedispersion, die quadratisch vom
Impuls des Teilchens abhängt. Teilchen mit kleiner Masse, wie beispielsweise Elek-
tronen, können leicht auf hohe Geschwindigkeiten gebracht werden, so dass relati-
vistische Effekte eine Rolle spielen. Bei masselosen Teilchen, wie Photonen, ist die
Energie proportional zum Impuls des Teilchens. Für Atome im optischen Gitter, na-
he der Kreuzung zwischen dem ersten und zweiten angeregten Blochband, kann die
Dispersion der Teilchen durch das Gitter so verändert werden, dass sich die Ato-
me verhalten, als ob sie eine effektive Masse besitzen, die kleiner ist als ihre Ru-
hemasse. Mit geeignet gewählten Gitterparametern lässt sich diese effektive Masse
sogar, im Rahmen der Messgenauigkeiten, auf null reduzieren. Hierdurch verhalten
sich die Atome wie ultrarelativistische Teilchen. Auch bei im Vergleich zur Rücksto-
ßenergie kleinen Aufspaltungen verhalten sich die Teilchen in guter Näherung wie
relativistische Teilchen und folgen der spinlosen Dirac-Gleichung, wobei die effek-
tive Lichtgeschwindigkeit der Atome nur wenige Zentimeter pro Sekunde beträgt.
Mit dieser Anordnung lassen sich Quantensimulationen von Effekten relativistischer
Wellengleichungen durchführen. Allgemein zeigen solche Quantensimulationen Ef-
fekte, die aus anderen quantenmechanischen Systemen bekannt oder vorhergesagt,
dort aber schwierig zu untersuchen sind. Beispiele hierfür sind das in früheren Arbei-
ten gezeigte Klein-Tunneln [8] und die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Experi-
mente zum negativen Brechungsindex. Im Folgenden wird die effektive Bewegungs-
gleichung der Atome im Gitter nahe der zweiten Bandkante hergeleitet [68]. Eine ähn-
liche Herleitung mit zusätzlich langsam veränderlichem Potential ist in [18] veröffent-
licht. Anschließend wird die Quantensimulation des negativen Brechungsindex mit
Atomen im optischen Gitter vorgestellt. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden
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3 Quantensimulation der Dirac-Gleichung mit ultrakalten Atomen

die Grundlagen über Randzustände in räumlich variablen optischen Gitterpotentialen
beschrieben.

3.1 Eindimensionale spinlose Dirac-Gleichung

Da die Schrödinger-Gleichung wegen der unterschiedlichen Ordnungen der zeitli-
chen und räumlichen Ableitungen nicht Lorentz-kovariant ist, wurde zunächst 1926
von E. Schrödinger [69], W. Gordon [70] und O. Klein [71] mittels des Korresponds-
prinzips eine relativistische skalare Wellengleichung aufgestellt, die die Bewegung
von Teilchen mit der Masse m beschreibt. Die als Klein-Gordon-Gleichung bekannte
Gleichung lautet (

∂µ∂
µ +

(mc
~

)2
)
ψ = 0, (3.1)

wobei ∂µ = ∂/∂xµ , mit xµ = (ct,x,y,z), und über doppelt vorkommende Indizes sum-
miert wird. Diese Gleichung beschreibt nach der Interpretation von W. Pauli und V.
Weisskopf Teilchen mit Spin Null [72], wie beispielsweise π-Mesonen. Wegen der zu-
meist als unphysikalisch eingestuften Lösungen der Klein-Gordon-Gleichung mit ne-
gativer Wahrscheinlichkeitsdichte wurde durch P. Dirac ein weiterer Ansatz zur Auf-
stellung einer relativistischen Wellengleichung verfolgt. Die nach ihm benannte Dirac-
Gleichung lautet

i~∂tψ =

(
~c
i
αk∂k + mc2β

)
ψ ≡ Hψ, (3.2)

die im Vergleich zur Klein-Gordon-Gleichung eine lineare Form besitzt, wie ei-
ne Schrödinger-Gleichung. Die Variablen αk und β stellen im Allgemeinen Matri-
zen dar, die so gewählt werden, dass die relativistische Energie-Impuls Beziehung
E2 = p2c2 + m2c4 erfüllt wird. Hieraus ergeben sich die Bedingungen

αiα j + α jαi = 2δi, j1, (3.3)

αiβ + βαi = 0, (3.4)

α2 = β2 = 1. (3.5)

In drei Dimensionen, mit k = (x,y,z), lassen sich die Bedingungen nur mit mindestens
4 × 4-Matrizen lösen. Beschränkt man sich hingegen auf nur in eine Dimension, also
k = z, genügen schon die Pauli-Matrizen σx,y,z mit der Größe 2× 2. Hierdurch wird die
Dirac-Gleichung zu

Hψ =
(
p̂zcσz + mc2β

)
ψ, (3.6)
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3.2 Effektive Dirac-Gleichung im optischen Gitter

wobei αz = σz gewählt wurde und β eine Linearkombination β = cos(ζ)σx + sin(ζ)σy

aus den beiden anderen Pauli-Matrizen darstellt, mit dem frei wählbaren Mischungs-
winkel ζ und dem Impulsoperator p̂z = −i~∂z. Mit dieser Wahl sind die Bedingungen
(3.3), (3.4) und (3.5) erfüllt.
Die stationären Lösungen der Dirac-Gleichung lassen sich finden, indem H2 berech-
net wird, wodurch eine Diagonalmatrix entsteht. Die Eigenenergien von H ergeben
sich aus der Wurzel der Diagonaleinträge zu E1,2 = ±

√
p2c2 + m2c4. Der Zustand mit

positiver Eigenenergie beschreibt ein Teilchen mit Ruheenergie mc2 und Impuls p. Die
Lösung mit negativer Energie sind physikalisch gesehen bedenklich, da die Energien
nach unten nicht beschränkt sind. Eine Möglichkeit zur Interpretation hierzu wurde
1930 von P. A. M. Dirac vorgeschlagen, wonach im Vakuum alle Zustände mit nega-
tiven Energien besetzt sind. In diesem sogenannten „Dirac-See“ können Teilchen mit
positiver Energie aufgrund des Pauli-Verbots nicht übergehen. Ein Problem dieser In-
terpretation ist allerdings, dass somit der Vakuumzustand unendlich hohe, negative
Energie besitzt. Einen Ausweg liefert die Feynman-Stückelberg-Interpretation, nach
der die Dirac-Gleichung sowohl Teilchen, als auch Antiteilchen beschreibt (s. z.B. [73]).
Die Lösungen negativer Energie können hiernach durch zeitlich rückwärts laufende
Teilchen erklärt werden, die als zeitlich vorwärts propagierende Antiteilchen verstan-
den werden können. Die Verallgemeinerung dieser Interpretation ist im CPT-Theorem
zusammengefasst, wonach die Dirac-Gleichung invariant unter der Kombination aus
Ladungs- (C, engl. charge), Paritäts- (P, engl. parity) und Zeitumkehr (T, engl. time)
ist.

3.2 Effektive Dirac-Gleichung im optischen Gitter

In diesem Abschnitt wird die Dispersion auf den Kreuzungspunkt des ersten und
zweiten angeregten Blochbandes beschränkt und es wird gezeigt, dass die Dynamik
der Atome der eines quasirelativistischen Teilchens gleicht. Anschließend werden die
grundlegenden Messmethoden vorgestellt, die zur Charakterisierung der optischen
Gitter dienen, wie eine Rabi-Oszillation zwischen Impulszuständen und das Landau-
Zener Tunneln.
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3 Quantensimulation der Dirac-Gleichung mit ultrakalten Atomen

Beschränkt man sich auf die drei energetisch niedrigsten Blochbänder, d.h. Grund-
band sowie erstes und zweites angeregtes Band, so lässt sich der Hamiltonoperator
aus Gleichung (2.70) schreiben als

H =



(−2~k+q)2

2m
V2
4

V4
4 e−iϕ

V2
4

q2

2m
V2
4

V4
4 eiϕ V2

4
(2~k+q)2

2m


. (3.7)

Die Basis der Matrix ist die der ungestörten Impulszustände
{|−2~k + q〉 , |q〉 , |+2~k + q〉}. Für kleine Quasiimpulse q � ~k können die quadra-
tischen Terme in q vernachlässigt werden, wodurch sich der Hamiltonoperator
vereinfacht zu

H '



−q2~k
m + 4Er

V2
4

V4
4 e−iϕ

V2
4 0 V2

4

V4
4 eiϕ V2

4 q2~k
m + 4Er


. (3.8)

Eine Energieverschiebung um 4Er liefert H′ = H − 4Er · 1, wodurch der neue Ener-
gienullpunkt auf Höhe der Kreuzung zwischen dem ersten und zweiten angeregten
Blochband liegt (vgl. Abb. 2.6). Um die Eigenenergien des gekoppelten Systems zu
finden, kann mittels der linearen Transformation H′′ = U†H′U und der Transformati-
onsmatrix

U =



1 0 0

V2
16Er

1 V2
16Er

0 0 1


(3.9)

das System umgeformt werden, wodurch man ein System mit nur noch zwei gekop-
pelten Bändern und dem kopplungsfreien Grundband erhält.

H′′ =



−q2~k
m +

V2
2

64Er
0 V2

2
64Er

+ V4
4 e−iϕ

0 −4Er 0

V2
2

64Er
+ V4

4 eiϕ 0 q2~k
m +

V2
2

64Er


. (3.10)
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Abbildung 3.1: Dispersionsrelation am Kreuzungspunkt zwischen den ersten beiden ange-
regten Bändern. A Eine Kopplung durch das optische Gitter erzeugt eine vermiedene Kreu-
zung mit Energieabstand ∆E = 2

∣∣∣meffc2
eff

∣∣∣ zwischen den Bändern. B Die Dispersion der Atome
im Falle einer verschwindenden effektiven Masse gleicht der eines Photons, da die Energie
proportional zum (Quasi-)Impuls ist.

Die neue Basis, die sich durch die Transformation ergibt, lautet
{|−2~k + q〉 , |q〉 + ε, |+2~k + q〉}, wobei ε = V2/16Er(|−2~k + q〉 + |+2~k + q〉). An die-
ser Stelle sei angemerkt, dass es sich hierbei nicht um eine unitäre Transformation
handelt, da U†U , 1, und deshalb nur für kleine Werte der Zwei-Photonen-
Gitter Potentialtiefe V2 � 16Er vertretbar ist. Da nun die Einträge auf der ersten
Nebendiagonalen verschwinden, lässt sich das System in der reduzierten Basis
{|−2~k + q〉 , |+2~k + q〉} schreiben als

Heff =


−q 2~k

m
V2

2
64Er

+ V4
4 e−iϕ

V2
2

64Er
+ V4

4 eiϕ q2~k
m

 , (3.11)

wobei hier die Nullpunktsenergie um V2
2/64Er im Vergleich zu Gleichung (3.10)

verschoben wurde. Definiert wird nun eine effektive Lichtgeschwindigkeit mit
ceff = 2~k/m und eine effektive Masse mit

meff(V2,V4,ϕ) =

(
V2

2

64Er
+

V4

4
e−iϕ

)
/c2

eff . (3.12)

Damit erhält man aus (3.11) für den effektiven Hamilton-Operator
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3 Quantensimulation der Dirac-Gleichung mit ultrakalten Atomen

Heff =


−qceff meffc2

eff

m∗eff
c2

eff
qceff


= Re(meff)c2

effσx + Im(meff)c2
effσy − qceffσz, (3.13)

mit den drei Pauli-Matrizen σi die Form der eindimensionalen Dirac-Gleichung (vgl.
Gl. (3.6)).

Eigenzustände und Rabi-Oszillation

Für die folgende Betrachtung sei die effektive Masse real und meff > 0. Hierdurch ver-
schwindet in Gleichung (3.13) der Term proportional zu σy. Die Eigenenergien dieses
Systems sind nun gegeben durch

E± = ±

√
(qceff)2 +

(
meffc2

eff

)2

≈ ±

(
meffc2

eff +
q2

2meff

)
(3.14)

mit den Eigenzuständen

|+〉 = sin
(
θ

2

)
|+2~k + q〉 + cos

(
θ

2

)
|−2~k + q〉 (3.15)

|−〉 = cos
(
θ

2

)
|+2~k + q〉 − sin

(
θ

2

)
|−2~k + q〉 , (3.16)

wobei tan(θ) = −meffceff/q mit 0 ≤ θ < π [74]. Ebenso lassen sich die ungestörten Eigen-
zustände |±2~k + q〉 in der neuen Basis |±〉 ausdrücken

|−2~k + q〉 = cos
(
θ

2

)
|+〉 − sin

(
θ

2

)
|−〉 (3.17)

|+2~k + q〉 = sin
(
θ

2

)
|+〉 + cos

(
θ

2

)
|−〉 . (3.18)

Nimmt man an, dass zum Zeitpunkt t0 = 0 sich das System bei einem Quasi-
impuls von q0 = 0 in einem der ungestörten Zustände befinde, beispielsweise in
|ψ(t0)〉 = |−2~k〉, so ist die zeitliche Entwicklung des Ausgangszustandes gegeben über

|ψ(t)〉 = Û(t) |ψ(t0)〉

= 1
√

2

(
e−iE+t/~ |+〉 − e−iE−t/~ |−〉

)
(3.19)
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Abbildung 3.2: Rabi-Oszillation der gekoppelten Impulszustände |±2~k〉. Zum Zeitpunkt
t = 0 befinden sich die Atome im Zustand |−2~k〉. Durch die Kopplung mit dem Gitter, mit
Re(meff) > 0 und Im(meff) = 0, ändert sich die Wahrscheinlichkeit die Atome im Ausgangs-
zustand (P−2~k, grün gestichelt) oder im Zustand |+2~k〉 zu finden (P+2~k, blau) oszillatorisch.
Betrachtet man diese Entwicklung auf einer Blochkugel, so entspricht diese Oszillation einer
Drehung des Bloch-Vektors (rot) um die x-Achse.

mit dem Zeitentwicklungsoperator Û(t) = e−iĤt/~. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich
das System nach der Zeit t im Zustand |+2~k〉 befindet, ist

P+2~k(t) = |〈+2~k|ψ(t)〉|2

= sin2
(E+ − E−

2~
· t

)
=

1
2

[
1 − cos

(
2

meffc2
eff

~
· t

)]
. (3.20)

Eine analoge Rechnung der Besetzungswahrscheinlichkeit des Zustandes |−2~k〉 lie-
fert P−2~k(t) = cos2(meffc2

eff
/~ · t). Es kommt demnach zu einer Oszillation der Besetzung

der beiden ungestörten Eigenzustände, wobei die Gesamtwahrscheinlichkeit das Sys-
tem in einem von beiden Zuständen zu finden P+2~k(t)+P−2~k(t) = 1 ist. Dieses Verhalten
wird auch als Rabi-Oszillation bezeichnet. Aus der Messung der Oszillationsfrequenz

ωRabi = 2meffc2
eff/~ (3.21)

lässt sich der Wert für die effektiven Masse und damit auch die Potentialtiefe der
optischen Gitter bestimmen (vgl. Gl. (3.12)). Abbildung 3.2 zeigt die Rabi-Oszillation
sowie eine äquivalente Betrachtung anhand einer Bloch-Kugel. Jeder Punkt auf der
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3 Quantensimulation der Dirac-Gleichung mit ultrakalten Atomen

Oberfläche der Bloch-Kugel entspricht einem Zustand. Dieser kann als Superposition
der Impulszustände geschrieben werden

|ψ〉 = eiφ sin
Θ

2
|+2~k〉 + cos

Θ

2
|−2~k〉 , (3.22)

mit 0 < Θ < π und 0 < φ < 2π. Die mit |±i〉 bezeichneten Zustände liegen bei Θ = π/2
und eiφ = ±i.

Landau-Zener Tunneln

Klassisch hat eine externe Kraft auf ein Objekt eine Impulsänderung zur Folge. F.
Bloch konnte zeigen, dass sich der Quasiimpuls von Elektronen in einer periodischen
Kristallstruktur ebenso verändert, wenn eine schwache äußere Kraft auf diese wirkt
[67]. Der Quasiimpuls erhält somit eine zeitliche Abhängigkeit

q(t) = q0 + F · t, (3.23)

mit dem Quasiimpuls q0 zum Zeitpunkt t = 0 und der konstanten Kraft F = m · a.
Durch die Änderung des Quasiimpulses verschiebt sich die Position der Atome in der
Dispersionsrelation. Abbildung 3.3 zeigt ein Szenario, in dem die Atome über eine
vermiedene (A) und eine echte Kreuzung (B) beschleunigt werden. Die theoretische
Beschreibung dieses Prozesses geht auf L. Landau und C. Zener zurück, die namens-
gebend für diesen Effekt sind und ihn unabhängig voneinander entdeckt haben [75,
76]. Die Atome haben, abhängig von der Größe der Bandlücke ∆E eine Wahrschein-
lichkeit in höhere Bänder zu tunneln bzw. in ihrem Band zu bleiben. Die Tunnelwahr-
scheinlichkeit hängt dabei von der Beschleunigung a und der Energielücke zwischen
den Bändern ∆E =

∣∣∣2meffc2
eff

∣∣∣ ab

Γ(a,∆E) = e−akrit/a, (3.24)

mit der kritischen Beschleunigung

akrit =
π∆E2

4~2k
. (3.25)

Bei einer gegebenen Energielücke und einer langsamen Beschleunigung a � akrit ver-
schwindet die Tunnelwahrscheinlichkeit, so dass die Atome dem Band adiabatisch
folgen können. Für hohe Beschleunigungen a � akrit dominiert hingegen die Wahr-
scheinlichkeit zu tunneln, so dass die Atome ihr Band wechseln. Bei einer festen Be-
schleunigung lässt sich mit Hilfe des Landau-Zener-Tunnelrate, dem Verhältnis aus
getunnelten zu reflektierten Atomen, die Energieaufspaltung der Bänder ermitteln. Im
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Abbildung 3.3: Landau-Zener Tunneln an einer Bandkante. Die Atome mit Quasiimpuls
q < 0 werden mit Hilfe einer externen Kraft über eine Bandkante zu q > 0 hin beschleunigt. A
Ein Teil der Atome werden an der Bandkante reflektiert, d. h. sie bleiben in ihrem Band. Der
andere Teil der Atome tunnelt in das energetisch höhere Band. B Verschwindet die Bandlücke
zwischen den Bändern, so wird die Wahrscheinlichkeit die Atome im höheren Band zu finden
eins.

Falle der Bandlücke zwischen erstem und zweiten angeregtem Blochband verschwin-
det die Energielücke für (vgl. Gl. (3.12))

V4 = −V2
2/16Er · eiϕ, (3.26)

so dass hier die Tunnelwahrscheinlichkeit unabhängig von der Beschleunigung gleich
1 wird. Das Verfahren des Landau-Zener-Tunnelns bietet somit eine Möglichkeit, die
beiden Potentialtiefen V2 und V4, sowie die Phase ϕ so einzustellen, so dass die bei-
den Bänder sich bei E = 0 kreuzen. Ein solcher Kreuzungspunkt von zwei Zweigen
entgegengesetzt linearer Dispersion wird oft auch als Dirac-Punkt bezeichnet, da sich
die Atome hier wie masselose Teilchen verhalten, die sich mit ihrer effektiven Licht-
geschwindigkeit bewegen.

37



3 Quantensimulation der Dirac-Gleichung mit ultrakalten Atomen

3.3 Negative Brechung für atomare Wellenpakete

Optische Lichtbrechung tritt an Materialoberflächen auf, an denen sich der materi-
alspezifische Brechungsindex der beiden berührenden Materialen unterscheidet. Der
Brechungsindex ist im Allgemeinen eine komplexe Zahl, wobei der Realteil die Di-
spersion und der Imaginärteil die Absorption von Licht im Medium beschreibt. Der
Brechungsindex ist gegeben über

n2 = εµ (3.27)

n = ±
√
εµ. (3.28)

In der Natur vorkommende Materialien besitzen in der Regel einen positiven
Brechungsindex. Jedoch konnte V. G. Veselago 1964 mit Hilfe der Maxwell-
Gleichungen folgern, dass Materialien mit negativer Permittivität ε und negativer
Permeabilität µ einen negativen Brechungsindex n besitzen müssen [20], auch wenn
damals keine Materialien mit negativem Brechungsindex bekannt waren. Die theore-
tische Beschreibung solcher Materialien zeigt, dass diese ungewöhnliche optische Ei-
genschaften besitzen, insbesondere an den Grenzflächen zu Materialen mit positivem
Brechungsindex. Die Lichtbrechung an einer Oberfläche wird durch das Snelliussche
Brechungsgesetz beschrieben

n1 sinα1 = n2 sinα2, (3.29)

wobei n1 und n2 die Brechungsindizes der beidem Materialien darstellen. Hierbei be-
zeichnen α1 und α2 die Winkel des einfallenden und des ausgehenden Lichtstrahls
bezüglich des Lots zur Oberfläche (s. Abb. 3.4). An der Grenzfläche mit einem Mate-
rial mit positivem Brechungsindex n1 > 0 und einem mit negativem Brechungsindex
n2 < 0 kommt es zur negativen Lichtbrechung, da der Winkel α2 negativ wird und
somit sowohl der einfallende, sowie der ausgehende Lichtstrahl auf der selben Seite
des Lots liegen. Die Wellenvektoren k und k′ des einfallenden Lichtstrahls und des
ausgehenden Lichtstrahls stehen in der Beziehung

|k|
n1

=
|k′|
n2

(3.30)

k′x = kx (3.31)

k′y = ky = 0 (3.32)

k′z = kz · n2 cosα2/n1 cosα1 (3.33)

und zeigen beide in Richtung der Grenzfläche. Hierbei findet die Brechung des Licht-
strahls in der x-z-Ebene statt, so dass die y-Komponenten der beiden Wellenvektoren
verschwinden. Der Poynting-Vektor S, der den Energiefluss angibt, zeigt in beiden
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Abbildung 3.4: Negative Brechung. A An der Oberfläche zwischen einem Medium mit po-
sitivem und einem mit negativem Brechungsindex kommt es zur negativen Brechung, d. h.
der gebrochene Strahl propagiert auf der gleichen Seite des Lots (gestrichelt). Hierbei sind
im Medium mit positivem (negativen) Brechungsindex der Wellenvektor k und die Gruppen-
geschwindigkeit vg parallel (antiparallel). B Divergentes Licht einer Punktquelle wird durch
eine Veselago-Linse fokussiert und innerhalb des Mediums mit negativem Brechungsindex
auf einen Punkt abgebildet. Die Abstände zwischen Objekt und Grenzschicht, sowie zwischen
Grenzschicht und Bildebene sind identisch.

Materialien in Vorwärtsrichtung. Der Effekt der negativen Brechung konnte erstmals
mit künstlichen Materialien (Metamaterialien) im Frequenzbereich von Mikrowellen
gezeigt werden [77].
Mit seiner Kenntnis entwarf V. G. Veselago eine „Linse“ aus Material mit negativem
Brechungsindex und planaren Oberflächen (s. Abb. 3.4). Diese Veselago-Linse bildet
divergente Strahlen einer Punktquelle wieder auf einen Punkt ab. Hingegen wer-
den parallel einfallende Strahlen im Gegensatz zu herkömmlichen Linsen durch die
Veselago-Linse nicht fokussiert. J. B. Pendry konnte zeigen, dass eine solche Veselago-
Linse mit n1 = 1 und n2 = −1 eine nicht durch das Beugungslimit begrenzte Auflö-
sung besitzt [21]. Da in Medien mit negativem Brechungsindex evaneszente Wellen
verstärkt werden, können auch Strukturen aufgelöst werden, die kleiner sind als die
Wellenlänge des verwendeten Lichts. Zunächst im infraroten Frequenzbereich [22]
und später ultravioletten Frequenzbereich [78, 79] konnten Veselago-Linse realisiert
werden, wobei jeweils ein Auflösungsvermögen unterhalb des Beugungslimits be-
obachtet wurde. Für quasirelativistische Elektronen in Graphen wurde ebenfalls der
Effekt der negativen Brechung vorhergesagt [23], der am Übergang von p- und n-
dotiertem Graphen auftreten soll. Im Bereich der ultrakalten Atome in Dunkelzustän-
den gibt es analoge Vorhersagen [24].
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Abbildung 3.5: Der Übergang zwischen dem Band mit positiver Energie, wo Gruppen-
geschwindigkeit und Quasiimpuls das selbe Vorzeichen besitzen, zu einem Band mit negati-
ver Energie, in dem Quasiimpuls und Gruppengeschwindigkeit entgegengesetzte Vorzeichen
haben, wird durch einen Vier-Photonen Raman-Puls realisiert und entspricht dem Eintritt des
Wellenpakets in ein Medium mit negativem Brechungsindex.

In der in Abschnitt 3.2 beschriebenen quasirelativistischen Dynamik der ultrakalten
Atome im optischen Gitterpotential lässt sich ebenfalls der Effekt der negativen Bre-
chung zeigen [80]. Für den Fall einer verschwindenden effektiven Masse (s. Gl. (3.26))
verhalten sich die Atome lichtartig, d.h. sie bewegen sich wie masselose Teilchen. Al-
lerdings ist man durch das im Experiment verwendete eindimensionale Gitter auf
eine Dimension beschränkt, weshalb die Bewegung der Atome nur in der x-Achse
betrachtet wird, so dass q ≡ ~kx (s. Abb. 3.4 und vgl. Gl. (3.31)). Die Ausbreitung in
Richtung der z-Achse wird durch die zeitliche Entwicklung der Atome im Gitter er-
setzt. In einer Dimension ergeben sich somit zwei Teilstrahlen, einer in positiver und
der andere in negativer x-Richtung. Die Gruppengeschwindigkeit der Atome in der
Nähe des Dirac-Punktes ist gegeben durch

vg(q) =
∂E(q̃)
∂q̃

∣∣∣∣∣
q

= ±ceff . (3.34)

Somit ist die Geschwindigkeit der Atome in erster Ordnung unabhängig von ihrem
Quasiimpuls. Für Atome mit Energie E > 0 hat die Gruppengeschwindigkeit und der
Quasiimpuls das gleiche Vorzeichen, so dass die Bewegung der Atome der Ausbrei-
tung von Licht durch ein Medium mit positivem Brechungsindex n1 = 1 gleicht. Im
Gegensatz dazu haben bei Atomen mit Energien E < 0 die Gruppengeschwindigkeit
und der Quasiimpuls entgegengesetze Vorzeichen, so dass man hier den Vergleich
zur Propagation von Licht in einem Medium mit negativem Brechungsindex n2 = −1
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ziehen kann. Der Wechsel von einem Wellenpaket mit positiver Energie zu einem mit
negativer Energie bei gleich bleibendem Quasiimpuls entspricht nach dieser Interpre-
tation also einem Eintritt von Licht in ein Medium mit negativem Brechungsindex.
Im Experiment kann dies durch einen Vier-Photonen Raman-π-Puls umgesetzt wer-
den [80, 81], der die Zustände |+2~k + q〉 und |−2~k + q〉 genau solange koppelt, bis die
Besetzungen der beiden Zustände getauscht haben. Eine Veselago-Linse lässt sich mit
diesen Mitteln konstruieren, indem Atome zunächst in den beiden Dispersionszwei-
gen mit positiver Energie präpariert werden und sich dort aufgrund ihrer unterschied-
lichen Gruppengeschwindigkeiten von einander separieren. Nach einer gewissen Pro-
pagationsdauer t1 folgt der Raman-π-Puls, der die Atome in die Bänder mit negativer
Energie transferiert, wodurch sich die Gruppengeschwindigkeit der Atome umkehrt
und sie sich im idealisierten System nach der Zeit t2 = 2t1 wieder am Ursprungspunkt
treffen.

3.4 Randzustände in variablen optischen
Gitterpotentialen

Ein topologischer Isolator besitzt, wie auch ein gewöhnlicher Isolator, eine große
Bandlücke zwischen ihrem Valenz- und Leitungsband. Bringt man einen topologi-
schen und einen gewöhnlichen Isolator zusammen, so müssen sich die Energiebänder
kontinuierlich verbinden. Allerdings ist die Bandstruktur eines topologischen Iso-
lators (teilweise) zu der des gewöhnlichen Isolators invertiert, was bedeutet, dass
sich das Valenzband des einen Isolators mit dem Leitungsband des anderen verbin-
det und umgekehrt. An der Grenzfläche treten so durch die Zeit-Umkehr-Symmetrie
geschützte Randzustände auf, da sich die Bandlücke dort schließt [25]. Diese Rand-
zustände bewirken eine hohe Leitfähigkeit an der Grenzfläche. Die Existenz solcher
Randzustände wurde 2006 erstmals experimentell beobachtet, mit Hilfe eines Quan-
tentopfs bestehend aus einer Verbindung aus Quecksilbertellurid (HgTe) und Cadmi-
umtellurid (CdTe) [26, 27].
Die Beschreibung von Randzuständen in unserem System geht auf die Untersuchung
der eindimensionalen Feldtheorie von R. Jackiw und C. Rebbi [36] zurück und von ei-
ner spinlosen Dirac-Gleichung mit räumlich varriierender Masse aus. Das Vorzeichen
der Masse wechselt dabei von negativ für Positionen z < 0 nach positiv für z > 0. Ein
solcher Ansatz wird auch im SSH-Modell (Su, Schrieffer und Heeger) benutzt, wel-
ches ursprünglich mobile Defekte in Polyacetylen-Ketten beschreiben sollte [37, 38].
Im vorliegenden Experiment kann mit Hilfe eines magnetischen Gradientenfeldes
eine räumlich abhängige Potentialtiefe des Vier-Photonen-Gitters erzeugt werden.
Hieraus lässt sich eine positionsabhängige effektive Masse meff ≡ meff(z) ∝ a · z rea-
lisieren, die bei z0 = 0 verschwindet, analog zum SSH-Model. Die theoretische Be-
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FSG

Fg

Bω ω ± ∆ω1

ω ± ∆ω2

x

z Atomwolke

Abbildung 3.6: Ein um 90◦ im Uhrzeigersinn gedrehtes experimentelles Schema. Die Atome
befinden sich in einem magnetischen Gradientenfeld, wobei die Feldlinien des B-Feldes senk-
recht auf der Achse des optischen Gitters bzw. der Gravitationsrichtung stehen. Die optischen
Frequenzen ω, ω ± ∆ω1 und ω ± ∆ω2 erzeugen zwei überlagerte Gitter mit Periodizität λ/4
und räumlich variabler Amplitude. Die Stern-Gerlach-Kraft und die Gravitationskraft glei-
chen sich aus, so dass keine äußere Kraft auf die Atome wirkt.

schreibung unseres Systems wurde in Zusammenarbeit mit A. Rosch und M. Genske
der Universität von Köln ausgearbeitet [35]. Als Lösungen ergeben sich räumlich loka-
lisierte Randzustände, die alle bis auf einen paarweise auftreten. Der einzige Singlett-
zustand liegt bei der Energie E = 0 und ist bei z0 lokalisiert. Dieser Zustand ist topo-
logischer Natur, seine soll nun genauer beschrieben werden.
Für die folgende Betrachtung befinden sich die Atome zusätzlich zum optischen
Gitterpotential in einem linearen magnetischen Gradientenfeld mit |B| = B0 + bz und
b = grad(B)z, wobei die z-Achse mit der Richtung des optischen Gitters überein-
stimmt (siehe Abb. 3.6). Das Magnetfeld bewirkt eine positionsabhängige Zeeman-
Aufspaltung der Atome und erzeugt die Stern-Gerlach-Kraft entlang der z-Achse

FSG,z = mFgFµBb. (3.35)

Diese Kraft soll die gleiche Stärke wie die Gravitationskraft FG = mg mit der Erd-
beschleunigung g besitzen, allerdings dieser entgegengesetzt sein, so dass keine äu-
ßere Kraft mehr auf die Atome wirkt. Die Atome befinden sich im optischen Gitter,
das aus einer Überlagerung von zwei Vier-Photonen-Gittern realisiert wird. Dabei hat
das eine Vier-Photonen-Gitter eine positive Zwei-Photonen-Verstimmung δ1 > 0 und
das andere Gitter eine negative Verstimmung δ2 < 0 am Ort der Atome. Ein Zwei-
Photonen-Gitter ist bei dieser Betrachtung nicht vorhanden, d. h. V2 = 0. Die verblei-
bende positionsabhängige Zeeman-Aufspaltung hat Einfluss auf die Potentialtiefe der
beiden Vier-Photonen-Gitter, da die Zwei-Photonen-Verstimmungen ebenfalls positi-
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onsabhängig werden (vgl. Gl. (2.63) und Abb. 2.5). Die Verstimmungen und die Po-
tentialtiefen lassen sich schreiben als

δi(z) = ±δi + (mFgFµBb/~) · z (3.36)

V4,i(z) = ~
|Ωeff |

2

δi(z)
, (3.37)

mit i = {1,2}. Berücksichtigt man nur den konstanten und linearen Anteil einer Taylor-
Entwicklung der Potentialtiefen V4,i um die Position z0 = 0, so ergeben sich

V4,i(z) = ±V0 + 2a · z + O(z2), (3.38)

mit V0 = ~ |Ωeff |
2 /2δ0 und a = −V0mFgFµBb/(2~δ0), wobei δ0 ≡ δ1 = −δ2 gelten soll. Für

die gesamte Potentialtiefe (vgl. Gl. (2.63)) der beiden Vier-Photonen-Gitter ergibt sich
schließlich

Vλ/4(z) = V4,1(z)/2 cos(4kz) + V4,2(z)/2 cos(4kz + ϕ)
ϕ=0
= 2a · z cos(4kz), (3.39)

für den Fall, dass die Phasenverschiebung zwischen den Gittern ϕ = 0 beträgt. Für
den Kopplungsterm in der eindimensionalen Dirac-Gleichung (3.13) ergibt sich nun
mit Gleichung (3.12)

meffc2
eff = a · z, (3.40)

wodurch der effektive Hamiltonoperator zu

Heff = a zσx − q ceff σz (3.41)

wird. Da der Hamiltonoperator nun sowohl vom Ort als auch vom Impuls abhängt,
sind die Lösungen keine ebenen Wellen mehr, wie es beim Bloch-Ansatz noch der
Fall war. Die Lösungen sind vielmehr Funktionen, die sowohl von Ort wie auch vom
Impuls abhängen, ähnlich den Lösungen eines quantenmechanischen harmonischen
Oszillators.
Um die Eigenenergien des Systems zu bestimmen, wird zunächst H2

eff
berechnet, wo-

bei der Quasiimpuls durch q = −i~∂z ersetzt wird. Der quadrierte Hamiltonoperator
ist gegeben durch

H2
eff =

(
~2c2

eff ∂
2
z + (a z)2

)
1 + a ~ ceff

[
z, ∂z

]
σy, (3.42)

wobei der Kommutator
[
z, ∂z

]
= −1 ist. Der erste Term besitzt die Form eines

quantenmechanischen harmonischen Oszillatorpotentials, so dass hier ein Ansatz mit
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Abbildung 3.7: Anschauliche Darstellung der räumlich variierenden Bandstruktur. Für Po-
sitionen z > 0 sind die effektive Masse und damit auch der Kopplungsterm ebenfalls positiv,
so dass eine „normale“ Bandstruktur vorliegt. Im Gegensatz dazu haben die Bänder für Po-
sitionen z < 0 eine andere topologische Phase. Hier ist die effektive Masse negativ, so dass
der Zustand |+〉 (|−〉) eine negative (positive) Eigenenergie besitzt und die Bandstruktur da-
her „invertiert“ erscheint. Im Zentrum, bei z = 0, wo die Kopplung der Bänder verschwindet,
existiert ein Randzustand zwischen den beiden unterschiedlichen topologischen Phasen mit
Eigenenergie null (grün).

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren A† bzw. A naheliegt. Diese werden definiert
durch

A† =

√
1

2a ~ ceff

(−~ceff ∂z + a z) (3.43)

A =

√
1

2a ~ ceff

(~ceff ∂z + a z) , (3.44)

und erfüllen somit die Kommutatorrelation
[
A, A†

]
= 1. Der quadrierte Hamiltonope-

rator vereinfacht sich dann zu

H2
eff = ~2ω2

(
A†A +

1
2

)
1 −
~2ω2

2
σy, (3.45)

mit der Frequenz ω =
√

2aceff/~. Die Diagonalisierung dieser Matrix liefert

H2
eff =

(
~2ω2 n̂ 0

0 ~2ω2(n̂ + 1)

)
, (3.46)

wobei n̂ = A†A der Besetzungszahloperator (Anregungsoperator) ist, mit

n̂ |n〉 = n |n〉 . (3.47)
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Abbildung 3.8: A Energiespektrum der Eigenzustände um z = 0. Bei Quantenzahlen n > 0
existieren jeweils ein Zustand mit positiver Energie (blau) und einer mit negativer Energie
(rot). Lediglich bei n = 0 existiert nur ein Zustand mit Energie E = 0 (grün). B Das Betrags-
quadrat der Wellenfunktionen mit Quantenzahlen n ≤ 3 im Ortsraum.

Da die Matrix in Gleichung (3.46) eine Diagonalform besitzt, können die Eigenener-
gien En zum Zustand mit Quantenzahl n des effektiven Hamiltonoperators aus der
Wurzel der Diagonalelemente errechnet werden. Die Eigenenergien sind demnach

En =

{
0, wenn n = 0

±~ω
√

n, wenn n ≥ 1
. (3.48)

Für Quantenzahlen n > 0 gibt es jeweils eine Lösung mit positiver und eine Lösung
mit negativer Energie. Bei n = 0 gibt es jedoch nur einen Zustand, welcher bei E = 0
liegt (s. Abb. 3.8A). Der Eigenzustand zu n = 0 ist in Ortsdarstellung gegeben durch

〈z|ψ0〉 = ψ0(z) = C1 exp
(
−C2

∫ z

0
a z′dz′

) (
C3

C4

)
(3.49)

=

(
a

4π~ceff

)1/4

exp
(
−

a z2

2~ceff

) (
1
i

)
, (3.50)

wobei sich die Konstanten Ci durch das Einsetzen in

Heff |ψ0〉 =

(
0
0

)
(3.51)∫ ∞

−∞

|ψ0(z)|2 dz = 1 (3.52)
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ergeben. Der Eigenzustand ist demnach eine Gauß-förmige Welle, die sich als Super-
position aus den Impulszuständen |−2~k〉 und |2~k〉 mit Phasenwinkel φ = π/2 zu-
sammensetzt. Der 1/

√
e-Radius des Wellenpakets beträgt ∆z =

√
~ceff/2a. Die Wellen-

funktionen der Randzustände mit Quantenzahl n > 0 und positiver (+) und negativer
Eigenenergie (−) sind von der Form [82]

〈
z|ψ±n

〉
= ψ±n (z) =

1
√

4

[
ϕn−1(z)

(
i
1

)
± ϕn(z)

(
1
i

)]
(3.53)

mit

ϕn(z) =
1
√

2nn!

(
a

π~ceff

)1/4

exp
(
−

a z2

2~ceff

)
Hn(

√
a/~ceffz), (3.54)

wobei Hn die hermiteschen Polynome sind. Das Betragsquadrat der Wellenfunktion
der Zustände mit n ≤ 3 ist in Abbildung 3.8B dargestellt.
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KAPITEL 4

Experimenteller Aufbau

Dieses Kapitel beschreibt den generellen experimentellen Aufbau zur Untersuchung
von ultrakalten Rubidiumatomen in optischen Gittern. Dabei wird auf die im Rahmen
dieser Arbeit durchgeführten Veränderungen gegenüber früherer Arbeiten [63, 66, 83–
85] näher eingegangen. Zunächst wird ein Überblick über den experimentellen Ablauf
gegeben. Anschließend werden das Vakuumkammersystem und die Anordnung der
Magnetfeldspulen beschrieben. Danach werden die Lasersysteme für die magneto-
optische Falle, die optisches Dipolfalle und das optische Gitter vorgestellt. Das Kapitel
schließt mit einer Beschreibung des Abbildungssystems ab.

4.1 Übersicht über den Ablauf des Experiments

Da das Bose-Einstein-Kondensat nach der Wechselwirkung mit dem optischen Gitter
durch die Detektion mit nahresonantem Licht vernichtet wird, findet das Experiment
zyklisch statt. Der Experimentzyklus ist in Abbildung 4.1 schematische dargestellt
und lässt sich grob in vier Phasen aufteilen: MOT-, Dipolfallen-, optische Gitter-, De-
tektionsphase.
Während der MOT-Phase gelangen Rubidiumatome aus einem erhitzten Rubidium-
dispenser ins Hintergrundgas der Vakuumkammer. Ein Teil der frei gewordenen Ato-
me werden dann in der magneto-optischen Falle gekühlt und im Zentrum der Kam-
mer gefangen. Am Ende dieser Phase werden die vorgekühlten Atome in die optische
Dipolfalle umgeladen. Die Dipolfalle wird durch einen fokussierten CO2-Laserstrahl
mit einer Wellenlänge von λ = 10,6 µm realisiert, der etwa eine Sekunde vor Ende der
MOT-Phase eingeschaltet wird. Während der zweiten Phase befinden sich die Ato-
me in der optischen Dipolfalle und das nahresonate Licht der Laserstrahlen für die
MOT ist ausgeschaltet. Nach einer kurzen natürlichen Evaporation setzt die forcierte
Evaporation ein, was erreicht wird indem die Intensität des CO2-Laserstrahls herab-
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Abbildung 4.1: Experimentelle Sequenz. Der experimentelle Zyklus kann grob in vier logi-
sche Phasen aufgeteilt werden. Während der ersten Phase sind Kühllaserstrahl (KL), Rück-
pumplaserstrahl (RP) und die MOT-Spulen aktiv. Am Ende dieser Phase wird der Dipol-
fallenlaserstrahl eingeschaltet und der Rückpumplaserstrahl abgeschwächt. In der zweiten
Phase befinden sich die Atome in einer Dipolfalle, die durch einen CO2-Laserstrahl erzeugt
wird und deren Potentialtiefe kontinuierlich heruntergefahren wird. Wahlweise werden wäh-
rend dieser Phase die MOT- und GRAV-Spulen zusätzlich hochgefahren, um ein magnetisches
Gradientenfeld zu erzeugen, so dass die zustandsabhängige Stern-Gerlach-Kraft auf die Ato-
me wirkt. Am Ende dieser Phase ist das Bose-Einstein-Kondensat erzeugt, das anschließend
in der dritten Phase mit dem optischen Gitter wechselwirkt (GL: Gitterlaser). Die optische
Dipolfalle stellt gegebenenfalls währenddessen ein zusätzliches externes Potential dar. In der
letzen Phase wird die Atomwolke mit einer Absorptionsabbilung detektiert.

gesenkt wird. Die Kühlung wird fortgesetzt bis die Rubidiumatome kondensieren.
Das in der Dipolfalle erzeugte Kondensat kommt in der nächsten Phase in Wechsel-
wirkung mit dem periodischen optischen Gitter. Zusätzlich dazu können sich die Ato-
me noch in einem externen Potential wie beispielsweise dem Dipolfallenpotential des
CO2-Laserstrahls oder einem magnetischen Potential befinden. Nach der Wechsel-
wirkung mit dem optischen Gitter werden die Atome durch eine Absorptionsabbil-
dung detektiert.
Gesteuert wird der Experimentzyklus durch einen Mikroprozessor (Jäger Computer-
gesteuerte Messtechnik, ADwin-Pro), der über verschiedene analoge (-10V. . . +10V,
Auflösung 16 bit) und digitale (TTL) Ausgangskanäle verfügt, deren Ausgangs-
spannungen mikrosekundengenau variiert werden können. Diese Ausgangsspan-
nungen dienen als Steuerspannung oder als Triggersignal für jegliche Netzteile,
Radiofrequenz-Verstärker, mechanische Lichtverschlüsse, Funktionsgeneratoren etc..
Der zeitliche Ablauf dieser Ausgangssignale kann mit einem grafischen Steuerpro-
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gamm1 am PC festgelegt werden, der mit dem Mikroprozessor über die Netzwerk-
schnittstelle kommuniziert. Das Programm wurde im Rahmen dieser Arbeit dahin-
gegen erweitert, dass in jedem Durchlauf die Experimentphase des optischen Gitters
immer zur gleichen Phase der Netzspannung anfängt, um Magnetfeldvariationen von
Zyklus zu Zyklus zu vermeiden.

4.2 Vakuumsystem und Magnetfelder

Die Lebensdauer der in der Dipolfalle gefangenen Atome ist unter anderem durch
Stöße mit thermischen Atomen aus dem Hintergrundgas beschränkt. Um diese Stoß-
rate so gering wie möglich zu halten ist es nötig, dass das Experiment in einem
Ultrahochvakuum stattfindet. Das Vakuumsystem besteht im vorliegenden Experi-
ment aus zwei verbundenen Edelstahlkammern, einer sphärischen Hauptkammer
und einer zylindrischen Vorkammer (s. Abb. 4.2 und 4.9). An der Vorkammer be-
finden sich die Vakuumpumpen und ein Drucksensor (Leybold, TR 211). Als Vaku-
umpumpen kommen eine Ionen-Getter-Pumpe (Meca2000, VTS 25l/s) und eine Titan-
Sublimationspumpe (Riber, TSP2) zum Einsatz.2 Der Druck in den Kammern beträgt
etwa 3 · 10−10 mbar.
Die Vorkammern ist mit einem CF-63-Flansch mit der Hauptkammer verbunden und
hat auf der gegenüberliegenden Seite ein 70 mm großes Quarzfenster. Die Hauptkam-
mer hat einen Durchmesser von 162 mm und verfügt über ein 90 mm großes Haupt-
fenster gegenüber der Verbindung zur Vorkammer. Die Frontalansicht der Haupt-
kammer in Abbildung 4.2 zeigt vier symmetrisch angeordnete Flanschpaare (CF-38).
Mit Ausnahme der horizontalen Achse und dem Flansch, an dem sich der Dispenser
befindet, sind alle Flansche mit einem 40 mm großen Quarzfenster ausgestattet, die
für nahinfrarotes Licht antireflextionsbeschichtet sind. Hinzu kommen vier kleinere
Flanschpaare, deren Positionen der Übersichtlichkeit halber nur gepunktet angedeu-
tet sind. Diese verfügen ebenfalls über optische Zugänge und besitzen einen Durch-
messer von 20 mm.
Auf der x-Achse verläuft der CO2-Laserstrahl (gelb), der das Dipolfallenpotential er-
zeugt, horizontal durch die Hauptkammer. An den beiden Flanschen auf dieser Ach-
se befinden sich Fenster aus Zinkselenid (ZnSe), da diese für die infrarote Strahlung
des CO2-Lasers transparent sind. Mit Hilfe von drei Justageschrauben an den beiden
Flanschen kann das vakuumseitige Teleskop, bestehend aus zwei ZnSe-Linsen mit
Brennweite f = 38,1 mm, eingestellt werden. Die Eingangslinse des Teleskops fokus-

1 programmiert von C. Geckeler in der Programmiersprache python
2 Da der Betrieb dieser beiden Pumpen ein Hochvakuum voraussetzt, wurde das Kammersystem zunächst bei

etwa 120◦C ausgeheizt und mit einer an die Vorkammer vorübergehend angeschlossene Turbomolekularpumpe
sowie einer vorgeschalteten Drehschieberpumpe evakuiert.
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Abbildung 4.2: Schematischer Aufbau der Hauptkammer (Frontansicht). Die Verwendung
der optischen Zugänge der sphärischen Hauptkammer (dunkelgrau) werden durch farbige
Pfeile gezeigt (CO2-Laserstrahl: gelb, Kühl- und Rückpumplaserstrahl (MOT): rot, optische
Gitterstrahlen: dunkelrot). Das Spulenpaar auf der MOT-Hauptachse werden als MOT-Spulen
(orange) und orthogonal dazu als GRAV-Spulen (braun) bezeichnet. Auf dieser Diagonalen
befinden sich die Dispenser und die Mikrowellenantenne (grün). In blau sind die Kompensa-
tionsspulenpaare in x- und z-Richtung dargestellt. Umgeben wird die Vakuumkammer durch
einen achteckigen Weicheisenring (dunkelbraun) und eine quaderförmige Magnetfeldabschir-
mung aus µ-Metall (grau). In hellgrau sind Aluminiumhalterungen dargestellt.

siert den CO2-Laserstrahl ins Zentrum der Hauptkammer, so dass hier ein attraktives
harmonisches Dipolpotential für die kalten Atome entsteht.
Auf der MOT-Hauptachse (−45◦) befindet sich das Spulenpaar (orange) für die
magneto-optischen Falle, das im Folgenden mit MOT-Spulen bezeichnet wird. Die-
se Spulen wurden im Rahmen dieser Arbeit selbst entworfen, gewickelt und getestet.
Die Spulen bestehen aus runden isolierten Kupferröhrchen mit je 28 Wicklungen, die
zur Kühlung wasserdurchflossen sind. Die Kupferröhrchen haben einen Außendurch-
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messer von 4 mm und eine Wandstärke von 0,5 mm. Die Spulen haben einen mittleren
Radius von R = 43,1 mm und einen mittleren Abstand zueinander von A = 91,5 mm.
Somit ist das Verhältnis von Abstand zu Radius A/R ≈ 2,1 >

√
3 leicht größer als das

für ein Spulenpaar in perfekter Anti-Helmholtz-Konfiguration (vgl. Kap. 2.2). Hier-
durch kommt in Gleichung (2.39) ein Term proportional zu z3 hinzu, der aber für
kleine Abstände vom Zentrum vernachlässigt werden kann. Die beiden Spulen sind
in Reihe geschaltet, wobei die Stromrichtungen entgegengesetzt sind, so dass sie ein
Quadrupolfeld erzeugen. Für den MOT-Betrieb fließt ein Strom von 70 A, welcher ei-
nem magnetischen Gradienten von etwa b = 11,6 Gs/cm im Zentrum der Kammer
entspricht. Am Netzteil (Agilent, 6691A), welches beide Spulen versorgt, fallen wäh-
renddessen ca. 10 V Spannung ab. Die Wasserkühlung der Spulen wurde im Dauerbe-
trieb getestet und reicht für Ströme bis zu 200 A und einer Verlustleistung von 3 kW
je Spule aus [86]. Die anderen beiden Strahlenachsen für die magneto-optische Falle
sind orthogonal zur Hauptachse und verlaufen durch die kleineren Flansche.
In der x,z-Ebene und orthogonal zur MOT-Hauptachse (+45◦) befindet sich am oberen
Flansch eine elektrische Durchführung zu den drei in der Hauptkammer befindlichen
Rubidiumdispensern. Diese bestehen aus mit Rubidiumchromat (Rb2CrO4) beschich-
teten Metallstreifen (SAES Getters, RB/NF3.4). Ein Rubidiumdispenser wird während
der MOT-Phase mit einem Strom von ca. 4 A durchflossen, so dass sich das Me-
tall erhitzt und Rubidiumatome durch eine chemische Reaktion frei gesetzt werden.
Auf dem gegenüberliegenden Flansch auf dieser Achse ist ein SMA-auf-Hohlleiter-
Adapter (Flann, 14094-SF40) fest installiert, der als Mikrowellenantenne dient. Mikro-
wellenpulse mit einer Frequenz von etwa 6.8 GHz kommen bei der Abbildung der
Atome zum Einsatz und können dazu verwendet werden, nur Atome in bestimmten
Zeeman-Zuständen abzubilden (s. Kap. 4.6).
Auf dieser Diagonalen befindet sich ein weiteres Spulenpaar (braun), welches als
GRAV-Spulen bezeichnet ist. Diese Spulen sind baugleich zu den MOT-Spulen, wer-
den aber durch ein separates Netzteil des gleichen Typs (Agilent, 6691A) mit Strom
versorgt. Die Stromrichtung in den beiden Spulen ist entgegengesetzt, so dass auch
dieses Spulenpaar ein magnetisches Quadrupolfeld erzeugt, allerdings mit anderer
Orientierung gegenüber den MOT-Spulen (s. Abb. 4.3). Diese Spulen können zusätz-
lich zu den MOT-Spulen eingeschaltet werden, um so für Atome in Zuständen mit
magnetischem Moment (z.B. mF = −1) während der Dipolfallen- und optischen Git-

51



4 Experimenteller Aufbau

x
z

BQP(r)

IMOT,1

IMOT,2

IGRAV,1

IGRAV,2

Abbildung 4.3: Effektives zweidimensionales Quadrupolfeld erzeugt durch zwei Spulen-
paaren in Anti-Helmholtz-Konfiguration. Auf der Mittelsenkrechten stehen die Feldlinien
(schwarze Pfeile) orthogonal zur Achse des optischen Gitters (rote Pfeile). Die Stromrichtung
durch die Spulen ist mit blauen Pfeilen dargestellt.

terphase mittels der Stern-Gerlach-Kraft die Gravitationskraft zu kompensieren. Das
Magnetfeld beider Spulenpaare lässt sich mit

BMOT(r) = Ry(−π/4) ·


b/2 0 0
0 b/2 0
0 0 −b

 · Ry(π/4) · r =
b
4
·


−x + 3z

2y
3x − z

 (4.1)

BGRAV(r) = Ry(π/4) ·


−b/2 0 0

0 −b/2 0
0 0 b

 · Ry(−π/4) · r =
b
4
·


x + 3z
−2y

3x + z

 (4.2)

angeben, wobei durch die Drehmatrixen Ry(α) berücksichtigt wird, dass die Spulen-
paare um die Winkel α = ±π/4 um die y-Achse gedreht sind, im Vergleich zu Glei-
chung (2.39). Das resultierende Feld ist gegeben durch

BQP(r) = BMOT(r) + BGRAV(r)

=
3b
2

(xêz + zêx) (4.3)∣∣∣BQP

∣∣∣ (r) =
3b
2

√
x2 + z2 (4.4)
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4.2 Vakuumsystem und Magnetfelder

Es wird also effektiv ein zweidimensionales Quadrupolfeld in x-z-Richtung erzeugt,
wobei die y-Komponente verschwindet. Abbildung 4.3 zeigt das erzeugte Magnet-
feld mit den jeweiligen Stromrichtungen der vier Gradientenspulen. Damit die
Stern-Gerlach-Kraft (Gl. (2.37)) für Atome im Zeeman-Zustand |F = 1,mF = −1〉 mit
gF = −0.5 genau so groß ist wie die Gravitationskraft, wird ein magnetischer Gradient
von etwa 3b/2 = 30,5 Gs/cm benötigt, der mit einem elektrischen Strom durch die
Spulen von etwa 120 A erreicht wird. Die Ströme durch die Spulen sind aufgrund des
16-bit Digital-Analog-Wandlers des ADwin-Systems auf eine minimale Schrittweite
von 3,4 mA beschränkt und besitzen ein relatives Rauschen von etwa ∆Irms/I = 6 ·10−5,
gemessen im Bereich von DC bis 1kHz.
Damit das Magnetfeld am Ort der Atome bei r = (0,0,0) nicht verschwindet, kann
mit Hilfe von Kompensationsspulen (s. Abb. 4.2, blau) ein zusätzliches homogenes
Magnetfeld (Offset-Feld) erzeugt werden. Hierfür ist in jeder Raumrichtung ein Spu-
lenpaar in nahezu Helmholtz-Konfiguration angebracht, deren Magnetfeldstärke bis
zu 5 Gs beträgt. Durch die Überlagerung des Quadrupolfeldes BQP mit einem homo-
genes Magnetfeld −B0êx entlang der x-Achse ergibt das gesamtes Magnetfeld

Bges(r) =
3b
2

(xêz + zêx) − B0êx (4.5)∣∣∣Bges

∣∣∣ (r)
x≈0,z≈0
≈ B0 −

3b
2

z +
9b2

8B0
x2. (4.6)

Die Kombination aus magnetischem Potential für Atome im Zustand mF = −1 und
Gravitationspotential Vg(r) = mRbgz hat schließlich die Form

Vges(r) = Vmag(r) + Vg(r)

≈ mFgFµB(B0 +
9b2

8B0
x2), (4.7)

wobei mFgFµB3b/2 = −mRbg ist. Der konstante Anteil des Potentials entspricht der
Energieverschiebung durch den Zeeman-Effekt und der zweite Summand stellt ein
harmonisches Potential entlang der x-Achse dar.
Die Hauptkammer ist umgeben von einer magnetischen Abschirmung aus µ-Metall,
die Streufelder am Ort der Atome unterdrücken soll. Die quaderförmige Abschir-
mung hat eine Wandstärke von 1 mm und besitzt optische Zugänge auf den MOT-
Achsen, sowie für den CO2-Laserstrahl, die Gitterstrahlen und zur Detektion. In ei-
nem separaten Aufbau wurde die Effizienz der Abschirmung mittels einer auf eine
Spule gegebene Störfrequenz außerhalb und eines rauscharmen Magnetfeldsensors
(Stefan Mayer Instruments, FLC 100) innerhalb der Abschirmung untersucht. Im Fre-
quenzbereich der typischen Fallenfrequenzen (DC bis 500 Hz) wurde hierbei eine Ver-
ringerung der Amplitude am Sensor von 20 bis 15 dB gegenüber einer Messung ohne
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Abschirmung festgestellt. Da die im Inneren der Abschirmung verwendeten Gradi-
entenspulen ein Magnetfeld erzeugen, welches das µ-Metall sättigen und somit die
Abschirmwirkung aufheben würde, umgibt ein segmentierter achteckiger Weichei-
senring die Spulen (s. Abb. 4.2). Der Weicheisenring hat eine Stärke von 4 mm und
bewirkt, dass sich ein Großteil der Feldlinien der Spulen außerhalb der Hauptkam-
mer in ihm schließen und damit der magnetische Fluss durch die µ-Metall reduziert
wird.

4.3 Lasersystem für die magneto-optische Falle

Wie bereits in Kapitel 2.2 beschrieben werden für einen magneto-optische Falle für
Rubidium (87Rb) ein Kühl- und ein Rückpumplaser benötigt. Das chemische Element
Rubidium gehört zu den Alkalimetallen. Das hier verwendete Rubidiumisotop 87Rb
kommt in der Natur mit einer relativen Häufigkeit von etwa 28 % vor und besitzt
eine Masse von mRb87 ≈ 1,44 · 10−25 kg. Der Spin des Elektrons auf der äußersten
Schale koppelt mit dem Kernspin I = 3/2, so dass sich der 52S 1/2-Grundzustand in
zwei Hyperfeingrundzustände aufspaltet (F = 1 und F = 2). Die Energiedifferenz
der beiden Grundzustände von ~ωHF ≈ 2π · 6,835 GHz liegt im Mikrowellenbereich.
Der angeregte Zustand 52P3/2 spaltet aufgrund der Hyperfeinstruktur in vier Nive-
aus auf (F′ = 0, 1, 2, 3), deren Energiedifferenzen im Megahertz-Bereich liegen. Die
Linienbreite der angeregten Zustände beträgt etwa Γ = 2π ·6 MHz. Die im Experiment
verwendeten optischen Übergänge (λ ≈ 780,24 nm) für Kühl- und Rückpumplaser
sind in Abbildung 2.2 dargestellt (s. auch Abb. A.1 im Anhang).
Der sogenannte Rückpumplaser (s. Abschnitt 2.2) ist auf den optischen Übergang
|F = 1〉 → |F′ = 2〉 stabilisiert. Er besteht aus einem selbstgebauten gitterstabilisierten
Dipodenlaser in Littrow-Konfiguration. Die verwendete Laserdiode (eagleyard pho-
tonics, EYP-RWE-0780) ist antireflexionsbeschichtet, so dass sich die emittierte Wellen-
länge des Laserlichts über die Position des Reflexionsgitters kontrollieren lässt. Die
Abbildung 4.4 skizziert den Strahlengang des Rückpumplasers, dessen Ausgangsleis-
tung etwa 35 mW beträgt. Der Laser wird durch einen optischen Isolator vor Rück-
reflexionen geschützt. Mit Hilfe der Kombination aus λ/2-Verzögerungsplatte und
Polarisationsstrahlteilerwürfel wird der Laserstrahl aufgeteilt. Ein Teilstrahl mit ge-
ringer Leistung wird für die Doppler-freie Frequenzmodulationsspektroskopie an ei-
ner Rubidium-Zelle verwendet, um den Laser auf den gewünschten Übergang zu sta-
bilisieren [66].
Der Hauptteil des Laserlichts passiert zunächst einen mechanischen Lichtverschluss
(Melles Griot, 04LSC001), der zur MOT-Phase geöffnet und in Dipol- und optischen
Gitterphase geschlossen ist, damit während der letzteren beiden Phasen kein reso-
nantes Licht zu den Atomen gelangt. Üblicherweise stehen in diesem Experiment
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Abbildung 4.4: Strahlengang des Rückpumplasers. Verwendete Abkürzungen: OI: optischer
Isolator, λ/2: λ/2-Verzögerungsplatte, PBS: Polarisationsstrahlteilerwürfel, LV: mechanischer
Lichtverschluss, AOM: Akusto-optischer Modulator, LB: Lochblende, PD: Photodiode.

alle Lichtverschlüsse im Fokus eines 1:1 Teleskops, um möglichst kurze Schaltzei-
ten zu erreichen. Dahinter durchläuft der Strahl einen akusto-optischen Modulator
(kurz: AOM, Isomet, 1205C-1) um den Laserstrahl schnell schalten zu können, sowie
die Lichtleistung dahinter zu kontrollieren. Der Laserstrahl in der ersten Beugungs-
ordnung des AOM wird durch ein Teleskop aufgeweitet. Zur räumlichen Filterung
des Strahlprofils befindet sich eine Lochblende (d = 50 µm) im Fokus des Teleskops.
Das Licht besitzt am Ausgang des Teleskops eine Leistung von etwa 20 mW und wird
anschließend für die magneto-optische Falle mit dem Licht des Kühllasers überlagert.
Als Kühllaser kommt ein trapezverstärkter Diodenlaser (Toptica, DLX 110) mit einer
Ausgangsleistung von etwa 400 mW zum Einsatz. Abbildung 4.5 zeigt schematisch
den Strahlengang des Kühllasers. Der Strahl passiert einen optischen Isolator, der den
Kühllaser vor Rückreflexen schützt, und wird mit Hilfe der Kombination aus λ/2-
Verzögerungsplatten und Polarisationsstrahlteilerwürfeln in Teilstrahlen aufgeteilt.
Die Wellenlänge des Kühllasers kann mit Hilfe von Dopplerfreier-
Sättigungsspektroskopie über die Position des Reflextionsgitters im Laser auf den
optischen Übergang |F = 2〉 → |F′ = 3〉 justiert werden. Zur genauen Stabilisierung
wird ein Teil des Kühllaserlichts dazu verwendet, den Frequenzabstand zur Rück-
pumplaserfrequenz zu messen und konstant zu halten. Dafür wird der Teilstrahl des
Kühllasers mit Licht des Rückpumplasers an einem Polarisationsstrahlteilerwürfel
überlagert. Hinter der Überlagerung steht ein Polarisator, der die Polarisations-
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Abbildung 4.5: Strahlengang des Kühllasers. Verwendete Abkürzungen: OI: optischer
Isolator, λ/2: λ/2-Verzögerungsplatte, PBS: Polarisationsstrahlteilerwürfel, AOM: Akusto-
optischer Modulator, LV: mechanischer Lichtverschluss

richtung beider Strahlen auf die selbe Achse projiziert. Im Anschluss detektiert eine
schnelle Photodiode (Alphalas, UPD-50-SP) das Schwebungssignal mit der Frequenz
ωRP − ωKL ≈ 6,57 GHz. Das Signal der Photodiode wird mit einer Referenzfrequenz
von 5,71 GHz eines Signalgenerators (Rohde & Schwarz, SMT 06) herunter gemischt.
Das Signal wird anschließend mit Hilfe eines Frequenz-Spannungswandlers zu
einem schwebungsfrequenzabhängigen Fehlersignal für die Regelelektronik, dessen
Ausgangsspannung die Wellenlänge des Kühllasers über einen Piezokristall am Re-
flexionsgitter steuert. An der Regelelektronik kann eine zusätzliche Offset-Spannung
auf den Piezokristall gegeben werden, um die Laserfrequenz manuell zu verstimmen.
Eine detailliertere Beschreibung der Frequenzabstandsstabilisierung ist in [66] zu
finden.
Der Hauptstrahl des Kühllasers durchläuft einen AOM (Crystal Technology Inc., 3080-
122), um die Lichtleistung in der ersten Beugungsordnung schnell schalten zu können.
Anschließend wird ein Teil des Lichts für die Absorptionsabbildung in der Detekti-
onsphase abgezweigt. Das Detektionslicht wird durch einen mechanischen Lichtver-
schluss geschaltet und gelangt über eine Glasfaser zur Vakuumkammer (s. Abb 4.9).
Das Kühllaserlicht für die MOT wird ebenfalls durch einen mechanischen Lichtver-
schluss geschaltet und mit Hilfe einer kurzen Glasfaser räumlich gefiltert. Zusätzlich
dient die Faser zur Entkopplung der Strahlengänge für die MOT von dem bisherigen
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Strahlengang. Der Laserstrahl wird hinter dem Faserauskoppler durch ein Teleskop
aufgeweitet und besitzt eine Lichtleistung von etwa 100 mW.
Im Anschluss werden die beiden aufgeweiteten Hauptstrahlen des Kühl- und des
Rückpumplasers überlagert und auf drei Teilstrahlen mit etwa gleicher Lichtleistung
aufgeteilt. Die drei Strahlen durchlaufen jeweils λ/4-Verzögerungsplatten, um das
Licht zirkular zu polarisieren, und werden anschließend senkrecht zueinander durch
die Hauptkammer geschickt, wobei sie sich im Zentrum der Kammer kreuzen. Hin-
ter den Ausgangsfenstern befinden sich jeweils eine λ/4-Verzögerungsplatte und ein
Spiegel, um die Strahlen in sich zurück zu reflektieren und so die erforderliche Kon-
figuration aus gegenläufigem σ+- und σ−-polarisiertem Licht zu realisieren (vgl. Abb.
2.2).
Während der MOT-Phase ist der Kühllaser etwa drei Linienbreiten gegenüber dem
atomaren Übergang |F = 2〉 → |F′ = 3〉 rotverstimmt. Nach etwa 25 Sekunden befin-
den sich in der magneto-optischen Falle etwa 5 · 108 Atome, die eine Temperatur von
wenigen 100 µK besitzen. Für die Umladesequenz in die Dipolfalle wird die Intensität
des Rückpumplasers verringert, um die Atome mit Hilfe des Kühllaserübergangs op-
tisch in den Hyperfeingrundzustand

∣∣∣52S 1/2,F = 1
〉

zu pumpen. Gleichzeitig wird in-
nerhalb von 120 ms die Laserfrequenz des Kühllasers weiter gegenüber dem atomaren
Übergang rotverstimmt (etwa 30 Linienbreiten), um die AC-Stark-Verschiebung des
atomaren Übergangs durch das CO2-Laserlicht auszugleichen. Dadurch, dass die Ato-
me währenddessen auch weniger Photonen streuen, wird das Ensemble kälter und
dichter. Diese sogenannte zeitliche Dark-MOT wurde in vergangenen Arbeiten ge-
nauer untersucht [83, 87]. Die räumliche Überlagerung der beiden Fallentypen (MOT
und Dipolfalle) wird mit Hilfe eines homogenen Magnetfeldes erreicht, mit dem die
Position der magneto-optischen Falle variiert werden kann. Die Umladeeffizienz ist
durch den geometrischen Größenunterschied der beiden Fallentypen beschränkt und
beträgt typischerweise ca. 2%. Nach dem Umladen werden der Kühl- und Rückpum-
plaserstrahl durch ihre AOMs und Lichtverschlüsse abgeschaltet.

4.4 Fernverstimmte optische Dipolfalle

Die optische Dipolfalle wird durch einen fokussierten Strahl eines CO2-Lasers (Co-
herent, GEM-50S) realisiert. Das Licht dieses Lasers hat eine Wellenlänge von 10,6 µm
und ist damit weit gegenüber den optischen Übergängen von Rubidium rotverstimmt,
so dass Teilchenverluste in der Dipolfalle durch Photonenstreuung keine Rolle spie-
len. Abbildung 4.6 zeigt schematisch den Strahlengang des CO2-Lasers, dessen Aus-
gangsleistung etwa Pmax = 50 W beträgt. Am Ausgang wird ein sehr geringer Teil des
Licht an einer Glasplatte aus Zinkselenid (ZnSe) reflektiert und zur Überwachung des
Modenspektrums des Lasers durch ein Fabry-Pérot-Interferometer (FPI) geschickt,
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Abbildung 4.6: Strahlengang des CO2-Lasers. Die Zahlen an den Strahlen hinter den
AOMs stellen die Beugungsordnung dar und der blau markierte Bereich zeigt den Strahlen-
gang durch die Hauptkammer in x-z-Ebene. Verwendete Abkürzungen: GP: ZnSe-Glasplatte,
AOM: Akusto-optischer Modulator, FPI: Fabry-Pérot-Interferometer, PD: Photodiode, L1-L4:
ZnSe-Linsen, DFP: Dünnfilmpolarisator

wobei der Spiegelabstand des FPI periodisch durch einen Piezokristall variiert wird.
Im Hauptstrahl hinter der Glasplatte befindet sich ein erster akusto-optischer Mo-
dulator (Gooch & Housego, 37040-8-10.6). Die verwendeten AOMs werden mit einer
Radiofrequenz von 40 MHz betrieben und sind wegen ihrer hohen Radiofrequenz-
Eingangsleistung von bis zu 100 W wassergekühlt. Ein geringer Anteil des einlaufen-
den Lichts wird am Kristall eines AOMs isotrop gestreut, wodurch die Lichtleistung in
der ersten Ordnung selbst bei verschwindender Radiofrequenzleistung endlich bleibt
(& 10−4 · Pmax) und damit auch die Fallentiefe in der optischen Dipolfalle. Um den-
noch sehr geringe Fallentiefen am Ende der Evaporation zu erreichen, befindet sich
im Strahlengang ein weiterer AOM (2A), der den Anteil des isotrop gestreuten Lichts
weiter unterdrückt. Der infrarote Laserstrahl besitzt hinter dem AOM 2A eine maxi-
male Lichtleistung von etwa 28 W, wird durch ein verstellbares Teleskop mit ZnSe-
Linsen der Brennweiten fL1 = 63,5 mm und fL2 = 127 mm aufgeweitet und durchläuft
danach die Hauptkammer horizontal in x-Richtung. Im Fokus des vakuumseitigen
Teleskops beträgt der Radius des Gauß-förmigen Strahlprofils etwa w0 = 21,5 µm, so
dass die Potentialtiefe der optischen Dipolfalle bei voller Leistung etwa Vmax = 3 mK
beträgt. Das Eingangssignal von AOM 2A wird frequenzmoduliert, so dass die Positi-
on des Strahlfokus in der Kammer vertikal periodisch oszilliert. Da die Modulations-
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frequenz von 50 kHz groß ist, im Vergleich zu den Fallenfrequenzen von typischer-
weise ω̄ < 2 kHz, nehmen die Atome ein zeitlich gemitteltes Potential wahr. Somit ist
die Dipolfalle effektiv breiter und etwas flacher, als im unmodulierten Fall, wodurch
die Umladeeffizienz der in der MOT gefangenen Atome steigt [83, 87].
Die Modulationsamplitude wird während der Evaporation in der Dipolfallen-Phase
heruntergefahren, um die Teilchendichte und damit die Stoßrate zu erhöhen. Gleich-
zeitig wird die Lichtleistung der Dipolfalle durch Reduzieren der Radiofrequenzleis-
tungen an AOM 1 und 2A heruntergefahren, so dass eine forcierte Evaporation statt-
findet. Während dieser Zeit können gezielt Atome in bestimmten Zeeman-Zuständen
(mF = −1, 0 oder +1) mit Hilfe eines magnetischen Gradientenfeldes aus der Falle
entfernt werden, da die Stern-Gerlach-Kraft je nach Zustand in unterschiedliche Rich-
tungen zeigt (vgl. Gl. (2.37)). Mit dieser Technik lässt sich ein spinpolarisiertes Bose-
Einstein-Kondensat von etwa dreißigtausend Atomen erzeugen, bei dem sich in guter
Näherung alle Atome im selben Zeeman-Zustand befinden. Die Dauer der Evaporati-
on beträgt etwa 7 Sekunden.
Die Atome im Kondensat besitzen aufgrund der Unschärferelation und der endlichen
Ausdehnung der Atomwolke eine endlich schmale Impulsverteilung. Die Impulsver-
teilung entlang der Achsen i = x,y,z ist näherungsweise Gauß-förmig, wobei die 1/

√
2-

Breite der Verteilung ∆pi =
√

21/8~/rTF,i beträgt, mit dem Thomas-Fermi Radius rTF,i

entlang der jeweiligen Achse [88] (vgl. Abschnitt 2.1). Einige im späteren Verlauf der
Arbeit gezeigten Messungen setzen eine Atomwolke mit einer sehr schmalen Impuls-
verteilung entlang der Achse des optischen Gitters voraus (s. Abschnitt 5.3). Um dies
zu erreichen wird nach der eigentlichen Evaporation das Dipolfallenpotential lang-
sam weiter abgesenkt und zusätzlich durch gleichzeitige Frequenzmodulation am
AOM 2A das Potential entlang der z-Achse aufgeweitet. Hierdurch sinkt der räum-
liche Einschluss des Potentials, wodurch die räumliche Ausdehnung der Atomwolke
zu- und die Impulsbreite abnimmt. Während dieser Expansion des Fallenpotentials
erzeugt ein magnetischen Gradientenfeld eine Stern-Gerlach Kraft entgegen gerichtet
zur Gravitationskraft, so dass die Atome nicht aus der Falle herausfallen. Ebenfalls es-
senziell ist, dass diese Veränderung des Fallenpotentials auf Zeitskalen statt findet, die
langsamer als die momentane Fallenfrequenz sind, damit die Atome dem Grundzu-
stand adiabatisch folgen können und es zu keiner Anregung kommt. Mit diesem Ver-
fahren konnte die Fallenfrequenz in vertikaler Richtung innerhalb von 10 Sekunden
von typ. 250 Hz auf etwa 4 Hz herabgesenkt werden, wodurch auch die Teilchendich-
te und die damit verbundene inneratomare Wechselwirkungsenergie des Ensembles
abnimmt.
Der CO2-Laserstrahl in der nullten Ordnung des AOM 1 wird mit einem weiteren
AOM (2B in Abb. 4.6) geschaltet und propagiert anschließend in entgegengesetzter
Richtung durch die Vakuumkammer. Hiermit lässt sich während der optischen Git-
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terphase ein zusätzliches externes Potential für die Atome erzeugen. Die Fokusse
der beiden Dipolfallenstrahlen sind mit Hilfe der vakuumseitigen Teleskoplinsen in
Überlagerung gebracht. Der Strahlradius im Fokus des zweiten Dipollaserstrahls be-
trägt Berechnungen zufolge etwa w0 ≈ 700 µm und kann durch das externe Teleskop
( fL3 = fL4 = 63,5 mm) variiert werden. Somit lassen sich harmonische Potentiale mit
geringer Fallenfrequenz realisieren. Um den CO2-Laser vor Rückkopplung zu schüt-
zen befinden sich zwei Dünnfilmpolarisatoren (II-VI Deutschland) im Strahlengang,
die das infrarote Licht je nach Polarisation reflektieren oder transmittieren. Die Po-
larisation der beiden gegenläufigen Strahlen stehen aufgrund einer entsprechenden
Spiegelanordnung senkrecht aufeinander, so dass beide Strahlen hinter der Kammer
durch die Dünnfilmpolarisatoren in Strahlabsorber reflektiert werden.

4.5 Eindimensionales optisches Gitter

Für das eindimensionale optische Gitter werden zwei Lichtstrahlen benötigt, die eine
bestimmte Frequenz- und Phasenbeziehung zueinander haben. Im Experiment wird
dies durch eine einzelne Lichtquelle realisiert, deren Licht auf beide Pfade aufge-
teilt wird. Die Lichtquelle für das eindimensionale optische Gitter ist ein trapezver-
stärkter gitterstabilisierter Diodenlaser (Toptica, DLX 110) mit einer Ausgangsleistung
von 800 mW. Abbildung 4.7 zeigt schematisch den Strahlengang des Gitterlasers. Der
Strahl geht durch einen optischen Isolator, um den Laser vor Rückreflexen zu schützen
und wird dahinter mittels λ/2-Verzögerungsplatte und Polarisationsstrahlteilerwürfel
oder einer Glasplatte aufgeteilt. Ein kleiner Teil des Lichts geht in ein Fabry-Pérot-
Interferometer, um das Modenspektrum des Lasers zu überprüfen und sicherzustel-
len, dass der Laser im Ein-Moden-Betrieb läuft. Ebenso geht etwas Lichtleistung in ein
Spektrometer (High Finesse, Anstrom WS6), mit dem die Wellenlänge des Laserlichts
bestimmt werden kann. Diese wurde über die Position des Reflexionsgitters im Inne-
ren des Lasers auf λ = 783,5 nm eingestellt. Der Teilstrahl mit dem Hauptteil der Licht-
leistung wird mit einem mechanischen Lichtverschluss geschaltet und wird anschlie-
ßend an einem holographisch hergestellten Reflexionsgitter (Ondax Inc, PLR808-92.5-
13-17.5-1.5) zweimal reflektiert, um das Licht des Lasers zusätzlich spektral zu filtern.
Im Laser spontan emittierte Photonen, die nicht die Wellenlänge der Laserphotonen
besitzen, werden so herausgefiltert. Hinter dem Reflexionsgitter wird der Strahl in
zwei Teilstrahlen mit etwa gleicher Leistung aufgeteilt. Diese beiden Strahlen durch-
laufen jeweils einen AOM (Crystal Technology, 3200-121), um die Frequenz und die
Leistung des Lichts dahinter zu kontrollieren. Das Licht der ersten Ordnungen hin-
ter den AOMs gelangt über polarisationserhaltende Glasfasern (Schäfter + Kirchhoff)
zur Hauptkammer. Der blau markierte Bereich von Abbildung 4.7 zeigt den Strah-
lengang durch die Hauptkammer in der x-z-Ebene. Die beiden Teilstrahlen werden
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4.5 Eindimensionales optisches Gitter

λ/2

OI

PBS

AOM 2

FPI
zum

LV

Gitterlaser

Spektrometer
zum

AOM 1

RG

z

x

GP

Abbildung 4.7: Strahlengang des Lasers für das optische Gitter. Der blau markierte Bereich
zeigt den Strahlengang durch die Hauptkammer in x-z-Ebene. Verwendete Abkürzungen: OI:
optischer Isolator, λ/2: λ/2-Verzögerungsplatte, PBS: Polarisationsstrahlteilerwürfel, LV: me-
chanischer Lichtverschluss, AOM: Akusto-optischer Modulator, GP: Glasplatte, FPI: Fabry-
Pérot-Interferometer, RG: Reflexionsgitter.

oberhalb und unterhalb der Hauptkammer ausgekoppelt und verlaufen gegenläufig
in vertikaler Richtung durch die Kammer. Beide Strahlen werden durch die an den Fa-
serauskopplern (Schäfter + Kirchhoff, 60FC-4-M8-10) befindlichen Linsen auf die Po-
sition der Atome im Kammerzentrum fokussiert, so dass der Strahlradius dort etwa
170 µm beträgt, wodurch die Rayleighlänge etwa 116 mm beträgt. Die Polarisations-
richtung des oberen Laserstrahls kann mit Hilfe einer λ/2-Verzögerungsplatte einge-
stellt werden. Bei paralleler Ausrichtung zur Polarisationsrichtung des unteren Strahls
würde die Potentialtiefe des Zwei-Photonen-Gitters maximal. Im Rahmen der durch-
geführten experimentellen Untersuchungen standen die beiden Polarisationsachsen
jedoch nahezu senkrecht zueinander. Der Grund hierfür ist, dass dadurch im Licht
sowohl σ+, σ− als auch π-polarisierte Anteile vorhanden sind, wenn die Quantisie-
rungsachse (Richtung der magnetischen Feldlinien am Ort der Atome) nicht mit der z-
Achse zusammenfällt (s. z.B. [89]), wodurch es möglich wird, die beschriebenen Vier-
Photonen-Prozesse zu nutzen.
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Abbildung 4.8: Schaltskizze der Radiofrequenzschaltung für die akusto-optischen Modula-
toren des optischen Gitters. Die Funktionsgeneratoren FG 1 bis FG 5 erzeugen unterschied-
liche Frequenzen im Bereich von ω0 = 47 MHz. Diese Signale werden durch Radiofrequenz-
Mischer auf ≈ 201 MHz hochgemischt und anschließend durch Hoch- und Tiefpässe gefiltert.
Nach einem Radiofrequenzverstärker gehen die Signale auf die beiden AOMs. Verwende-
te Abkürzungen: FG: Funktionsgenerator, LT: RF-Leistungsteiler , +: RF-Kombinierer, AOM:
Akusto-optischer Modulator.

Für das Zwei- und Vier-Photonen-Gitter sowie für Bragg- bzw. Raman-π-Pulse wer-
den gleichzeitig unterschiedliche Lichtfrequenzen auf den beiden Pfaden benötigt.
Hierfür werden die akusto-optischen Modulatoren mit gleichzeitig mehreren Radio-
frequenzen betrieben, da sich die Lichtfrequenzen in der ersten Beugungsordnung
um die Treiberfrequenzen der AOMs erhöhen. Abbildung 4.8 zeigt die elektrische
Schaltung zur Erzeugung der benötigten Radiofrequenzen. Die benutzten Funktions-
generatoren (FG 1 bis FG 5) sind phasenstabilisiert und laufen im sogenannten Burst-
Modus. Der Funktionsgenerator FG 5 (Tabor, WW2571) erzeugt eine konstante Fre-
quenz ω0 = 47 MHz. Das Signal wird mit einer Radiofrequenz von 154 MHz ei-
nes Funktionsgenerators (Hameg, HM8134-2) auf 201 MHz hochgemischt. Die unge-
wollten Mischfrequenzen, die hierbei entstehen, werden mit einer Kombination aus
Hoch- und Tiefpässen herausgefiltert [66]. Hinter den Frequenzfiltern befindet sich
ein Radiofrequenz-Schalter (RF-Schalter), der mit einem TTL-Signal geschaltet wird.
Das anschließend verstärkte Signal geht zu AOM 2. Statt nur die konstante Frequenz
ω0 auszugeben, kann der FG 5 auch einen zusätzlichen Frequenzoffset δωq haben oder
durch eine lineare Frequenzrampe ω̃ · t zeitlich variiert werden, so dass ein bewegtes
bzw. beschleunigtes Gitter am Ort der Atome entsteht [85].
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4.6 Abbildungssystem

Das kombinierte Signal für AOM 1 kommt von den Funktionsgeneratoren FG 1 bis 4
(Tektronix, AFG3102 bzw. AFG3101), deren Einzelsignale mikrosekundengenau und
unabhängig voneinander mit RF-Schaltern an oder ausgeschaltet werden können. Die
Funktionsgeneratoren FG 1 und FG 2 besitzen jeweils zwei Ausgänge und stellen die
Frequenzen ω0 ±∆ω1 bzw. ω0 ±∆ω2 für je ein Vier-Photonen-Gitter bereit. Mit der Fre-
quenzω0 am Ausgang von FG 3 kann ein Zwei-Photonen-Gitter realisiert werden. Um
die Atome mit Bragg- oder Raman-π-Pulse in angeregte Zustände zu befördern, kön-
nen die Ausgänge an FG 4 mit den Frequenzen ω0 ± δωB/R benutzt werden. Bei dem
hier verwendeten Bragg-Puls wird ein Impuls von ±2~k durch Absorption und stimu-
lierte Emission von Photonen auf ruhende Atome übertragen. Dabei entspricht die
Frequenzverschiebung eines Bragg-Pulses von δωB = (2~k)2/2mRb~ ≈ 2π · 14,9 kHz der
kinetischen Energie eines Atoms mit Impuls von ±2~k. Bei einem Raman-Puls wird
zusätzlich zum Impulsübertrag der magnetische Zustand der Atome um ∆mF = ±1
geändert, so dass in der Frequenzverschiebung für diesen Puls δωR = ±δωB ± ∆ωZ

die Zeeman-Aufspaltung ∆ωZ eingeht. Die Signale der Funktionsgeneratoren (FG 1
bis 4) werden mit einem Radiofrequenz-Kombinierer vereint, so dass keine Mischfre-
quenzen entstehen. Hinter dem RF-Kombinierer werden die Signale ebenfalls hochge-
mischt und durch einen Bandpass gefiltert. Der anschließende RF-Schalter wird zeit-
gleich zum RF-Schalter für AOM 2 während der optischen Gitter-Phase geöffnet, wo-
durch das Signal verstärkt zum AOM 1 gelangt.

4.6 Abbildungssystem

Die letzte Phase in jedem Zyklus stellt die Detektionsphase dar, bei der Atome durch
eine Absorptionsabbildung detektiert werden. Die optischen Potentiale sind während
dieser Phase ausgeschaltet. Da das Abbildungslicht des Kühllasers resonant mit dem
nahezu geschlossenen Übergang |F = 2〉 → |F′ = 3〉 ist, werden nur Atome im Hyper-
feinzustand |F = 2〉 detektiert. Da sich die Atome im Hyperfeingrundzustand |F = 1〉
befinden, werden die Atome zunächst mit einem etwa 300 µs kurzen Lichtpuls des
Rückpumplasers auf den MOT-Achsen optisch in den energetisch höheren Zustand
|F = 2〉 gepumpt. Statt des Rückpumplaserlichts kann alternativ ein etwa 50 µs langer
Mikrowellen-π-Puls mit einer Frequenz von ωMW = ωHF + l · ∆ωZ gezielt die Über-
gänge |F = 1,mF〉 → |F = 2,mF + ∆mF〉 zwischen den Hyperfeinniveaus treiben, wobei
∆mF = 0 oder ±1 und ωHF = 6,835 GHz (s. auch A.1). Durch Verwendung der Mikro-
welle lassen sich so gezielt nur Atome in bestimmten magnetischen Zuständen mF ab-
bilden. Anschießend werden die Atome mit dem resonanten Licht des Kühllasers be-
leuchtet (s. Abb. 4.9). Durch Absorption und isotrope Reemission des Kühllaserlichts
durch die Atome entsteht ein Schatten am Ort der Atome, der mit einem Linsensystem
auf eine Kamera abgebildet wird. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine neue Kame-
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Abbildung 4.9: Seitenansicht des Vakuumsystems und Strahlengang für die Absorptionsab-
bildung. Ein Teil des Lichts des Kühllasers (KL) wird zur Absorptionsabbildung verwendet.
Senkrecht zum optischen Gitter und zur optischen Dipolfallenachse geht der Strahl durch Vor-
und Hauptkammer, wo er die Atome trifft. Das von den Atomen gestreute Licht (schwarz ge-
strichelt) wird mit einer Kombination aus drei Linsen auf einer Kamera abgebildet. In blau
sind die Kompensationsspulenpaare in y- und z-Richtung dargestellt.

ra (Andor, Zyla 5.5 sCMOS) im Experiment eingesetzt, sowie ein neues Linsensystem
entworfen und aufgebaut.
Der Abbildungsstrahl und das gestreute Licht werden über drei achromatische Linsen
(Thorlabs, 2× AC508-100-B und AC254-030-B) auf die Kamera abgebildet. Das Linsen-
system bildet Objekte mit einer Vergrößerung von etwa 6 ab, so dass die Höhe bzw.
Breite eines Pixel auf dem Bild 0,985 µm in der Objektebene entsprechen. Die nume-
rische Apertur ist durch die Größe der ersten Linse und des Abstandes zum Objekt
begrenzt und liegt bei etwa 0.24, so dass theoretisch aufgrund des Beugungslimits
nur Objekte mit einem Abstand von d > 2,0 µm aufgelöst werden können. Die aus
den Aufnahmen bestimmte Auflösung liegt jedoch bei etwa 4,8 µm. Ein möglicher
Grund hierfür könnten sphärische Linsenfehler sein.
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4.6 Abbildungssystem

Da die Intensität dieses Abbildungsstrahls deutlich kleiner ist als die Sättigungsin-
tensität, kann das Lambert-Beersche Gesetz benutzt werden, um die optische Dichte
D(x,z) zu bestimmen

I(x,z) = I0(x,z) e−D(x,z) (4.8)

D(x,z) = ln
(

I0(x,z)
I(x,z)

)
= σ0

∫
y

n(x,y,z) dy, (4.9)

mit der Teilchendichte n(x,y,z). Der Photonenabsorptionsquerschnitt σ0 für resonantes
Licht des verwendeten optischen Übergangs ist gegeben durch [55]

σ0 =
7

15
3λ2

2π
≈ 1.356 · 10−9cm2. (4.10)

Um das Intensitätsverhältnis I0/I und damit die optische Dichte zu bestimmen, wer-
den drei aufeinanderfolgende Bilder mit der Kamera aufgezeichnet. Das erste Bild
detektiert, wie zuvor beschrieben, den Schatten der Atomwolke mit einer Belichtungs-
zeit von 80 µs. Das Bild (I1 = I + IStreu) beinhaltet die Information über den Schatten,
sowie Steulicht aus der Umgebung, das während der Belichtungszeit auf den Detek-
tor fällt. Das zweite Bild (I2 = I0 + IStreu) wird 80 ms später aufgezeichnet, wobei die
Atome in der Zwischenzeit den Aufnahmebereich aufgrund der Photonenstreuung
des ersten Bildes verlassen haben. Nach weiteren 80 ms wird das Streulicht IStreu ohne
Abbildungsstrahl detektiert, das als Referenz für die anderen beiden aufgenommenen
Bilder dient, um die optische Dichte und die über die y-Achse integrierte Teilchendich-
te nint(x,z) =

∫
n(x,y,z) dy zu berechnen.
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KAPITEL 5

Ergebnisse

In diesem Kapitel sind die im Rahmen dieser Arbeit erzielten experimentellen Ergeb-
nisse zusammengestellt. Zunächst wird die Impulsbreite eines atomaren Wellenpa-
ketes mit Hilfe von Flugzeitaufnahmen und Bragg-Spektroskopie bestimmt, um die
anfängliche Form des Wellenpaketes für die folgenden Messungen zu ermitteln und
um die späteren Ergebnisse mit numerischen Simulationen vergleichen zu können.
Anschließend wird eine Methode vorgestellt, um die Bandkante zwischen erstem und
zweitem angeregten Blochband im optischen Gitter mit Atomen zu besetzen. Im zwei-
ten Abschnitt werden Messungen zur Simulation einer Veselago-Linse für Materie-
wellen aus ultrakalten Atomen im optischen Gitter dargestellt. Das Kapitel schließt
ab mit einer Beschreibung der Beobachtung von Randzuständen in einem variablen
optischen Gitterpotential.

Bestimmung der Impulsbreite einer Atomwolke

Um die Breite der Impulsverteilung eines atomaren Wellenpaketes zu bestimmen wer-
den zwei unterschiedliche Methoden angewendet. Zum einen kann die Impulsbreite
eines Ensembles von Atomen über Flugzeitaufnahmen bestimmt werden, bei denen
das Fallenpotential, gegeben durch die CO2-Dipolfalle, instantan ausgeschaltet wird
und sich die Atomwolke im kräftefreien Raum anschließend über die Zeit ausdehnt.
Während der Expansion wird die inneratomare Wechselwirkungsenergie in kineti-
sche Energie konvertiert, so dass mit dieser Methode immer die Summe aus Wechsel-
wirkungsenergie des Kondensats in der Falle und anfänglicher kinetischer Energie
bestimmt wird. Zum anderen kann mit Hilfe von Bragg-Pulsen des optischen Gitter-
potentials die Impulsverteilung auch für kurze Expansionszeiten bestimmt werden,
was eine Abschätzung der Wechselwirkungsenergie erlaubt. Die folgenden Messun-
gen sind bei der experimentellen Sequenz durchgeführt, bei der das magnetische Qua-
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Abbildung 5.1: Flugzeitaufnahmen zur Bestimmung der Impulsbreite der Atomwolke. Für
verschieden lange Expansionszeiten texp werden die Atome mit Absorptionsaufnahmen de-
tektiert, um daraus die Größe des Ensembles zu bestimmen. Aus der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit kann die Impulsverteilung und für ein thermisches Ensemble auch die Temperatur
berechnet werden. Die Aufnahmen zeigen die relative optische Dichte (OD), die für einen
besseren Kontrast mit Falschfarben dargestellt wird.

drupolfeld die Atome in Schwebe hält und das Potential der Dipolfalle nach der Eva-
poration adiabatisch expandiert wurde (vgl. Abschnitt 4.4).
Abbildung 5.1 zeigt die Ausdehnung des atomaren Ensembles in Flugzeitaufnahmen.
In den Bildern ist die (über y) integrierte Teilchendichte n(x,z) in Falschfarben für ver-
schieden lange Expansionszeiten texp dargestellt. Die Atomwolke breitet sich bei dieser
Messung nur entlang der z-Achse kräftefrei aus, da ein angelegtes magnetisches Po-
tential (s. Gl. (4.7)) die Atome in x-Richtung hält, so dass bei dieser Messung keine
Achsenumkehr [14, 48] zu erwarten ist. Die Größe des Kondensats ∆z entlang der
vertikalen Achse wird durch eine Anpassung einer Gauß-förmigen Kurve der Form
f (z) ∝ exp(−(z − z0)2/2∆z2) an die integrierte Teilchendichteverteilung n(z) =

∫
x

n(x,z)dx
bestimmt, die sich aus den Absorptionsabbildungen berechnen lässt. Die gesamte Teil-
chenzahl ist gegeben durch Nges =

∫
z
n(z)dz und beträgt etwa 104. Das rechte Diagramm

zeigt die gemessene Breite der Atomwolke für verschiedene Expansionszeiten texp, wo-
bei für lange Expansionszeiten ein linearer Anstieg der Breite sichtbar ist. Hieraus lässt
sich die Impulsbreite ∆pz(∞) ≡ ∆p∞ = mRb · limtexp→∞ ∆z(texp)/texp ermitteln. Die aus den
gezeigten Daten errechnete Impulsbreite beträgt ∆pz = 0,034 ~k. Für ein thermisches
Ensemble würde dies einer Temperatur von nur T = ∆p2

z/mkB ≈ 415 pK entsprechen.
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Bragg-Spektroskopie am atomaren Wellenpaket

Direkt nach dem Ausschalten des Fallenpotentials, also für kurze Expansionszeiten,
ist die Teilchendichte noch so groß, dass ein Teil der Energie in Wechselwirkungs-
energie gespeichert ist. Diese Energie wird erst im Laufe der Expansion in kinetische
Energie umgewandelt, so dass die bei einer Flugzeitaufnahme gemessene Energie der
Summe aus kinetischer und innerer Energie entspricht. Im Thomas-Fermi Grenzfall,
der bei atomaren Bose-Einstein Kondensaten üblicherweise deutlich erreicht ist, do-
miniert dabei die Wechselwirkungsenergie. Aus der mittleren Fallenfrequenz und der
Teilchenzahl (Nges ≈ 10000) lassen sich der Thomas-Fermi Radius und die Teilchen-
dichte im Zentrum der Atomwolke abschätzen (vgl. Abschnitt 2.1). Die mittlere Fal-
lenfrequenz3 in dem kombinierten Potential aus Dipolfallen- und magnetischem Po-
tential (s. Gl. (4.7)) beträgt etwa ω̄ ≈ 2π · 10,4 Hz, so dass sich in der Thomas-Fermi
Näherung nach Gleichung (2.22) eine Teilchendichte von n0 ≈ 9·1017 Atome/m3 ergibt.
Der Thomas-Fermi Radius entlang der für die Impulsbreitenbestimmung interessante
z-Achse beträgt rTF,z ≈ 16 µm.
Bei der durchgeführten Bragg-Spektroskopie wird Licht mit den Frequenzen ω + δωq

und ω+δωB gegenläufig auf der Achse des optischen Gitters eingestrahlt (mit δωB aus
Abschnitt 4.5), wodurch die anfänglich ruhenden Atome mit einem mittleren Impuls
von 0~k durch Absorption und stimulierter Emission einen Impulsübertrag von 2~k
erfahren. Dieser sogenannte Bragg-π-Puls koppelt die Impulszustände |0~k + q〉 und
|2~k + q〉 über einen 2-Photonen-Prozess miteinander, wobei die Pulsdauer tpuls und
Stärke der Kopplung so gewählt werden, dass auf der Zwei-Photonen-Resonanz eine
halbe Rabi-Oszillation stattfindet. Die Atome mit Impuls 2~k besitzen nach dem Puls
eine Geschwindigkeit von ceff ≈ 11 mm/s, die größer ist als die kritische Geschwin-
digkeit des Superfluids [91]. Anschließend wird der relative Anteil an Atomen mit
dem Impuls 2~k gemessen. Die Bestimmung der Anteile von Atomen mit verschiede-
nen Impulsen wird im folgenden Kapitel noch genauer erläutert. Über eine Variation
der Frequenzverschiebung δωq lässt sich die Breite der Zwei-Photonen-Resonanz be-
stimmten. Die Bragg-Puls Resonanz ist bedingt durch die endliche Größe des Kon-
densats Dopplerverbreitert ∆ωD =

√
21/8ceff/rTF,z = ceff∆pz/~. Zusätzlich kann die

Resonanz durch die inneratomare Wechselwirkung ∆ωint =
√

8/147n0g/~ oder durch
die endliche Bragg-Pulslänge ∆ωpuls ≈ π/tpuls verbreitert sein. Die gemessene Brei-

te der Bragg-Resonanz ist gegeben durch ∆ωBragg =
√

∆ω2
D + ∆ω2

int + ∆ω2
puls [88]. Mit

der oben abgeschätzten Teilchendichte und dem Thomas-Fermi Radius folgt, dass
die erwartete Verbreiterung der Resonanz durch die inneratomare Wechselwirkung
∆ωint ≈ 2π·11 Hz � ∆ωD ≈ 2π·185 Hz deutlich kleiner als die erwartete Dopplerverbrei-

3 Bestimmt wurden die Fallenfrequenzen (ωx ≈ 2π·28 Hz,ωy ≈ 2π·10 Hz,ωz ≈ 2π·4 Hz bei PCO2 = 3·10−6Pmax)
durch Modulation des Dipolfallen- und des magnetischen Potentials und parametrischer Anregung der Atome
(s. z.B. [90]).

69



5 Ergebnisse

Impuls [~k]

Ü
be

rt
ra

g
[%

]

20

10

0
−0,1 −0,05 0 0,05 0,1

Expansionsdauer texp [ms]
Im

pu
ls

br
ei

te
∆

p z
[~

k]

0,1

0,02

0
0 25 50 75 100

30

0,04

0,06

0,08

A B

PCO2/Pmax = 3 × 10−6 PCO2/Pmax = 3 × 10−6

6 × 10−6

10 × 10−6
6 × 10−6

10 × 10−6

Frequenz δωq/2π [kHz]
−1,5 −0,75 0 0,75 1,5

Abbildung 5.2: Messung der Impulsverteilung mittels Bragg-Spektroskopie. A Resonanz
des Doppler-sensitiver Bragg-Pulses für drei verschiedene Leistungen der CO2-Laser Dipol-
falle und einer festen Expansionszeit von texp = 75 ms. Über die angepassten Gauß-förmigen
Kurven an die Datenpunkte wird die Breite der Resonanzen ∆ωBragg ermittelt, die proportional
zur Impulsbreite der Atome ist. B Die durch Bragg-Spektroskopie gemessene Impulsbreite für
verschieden lange freie Expansionsdauern nähert sich der über Flugzeitaufnahmen ermittelte
Impulsbreite (gestrichelt) an.

terung und damit zu vernachlässigen ist. Ebenso wird die Pulsdauer tpuls so groß ge-
wählt, dass auch die Verbreiterung ∆ωpuls klein gegenüber der Dopplerverbreiterung
wird. Dadurch ist die Breite der Bragg-Resonanz in guter Näherung ∆ωBragg = ceff∆pz/~

direkt proportional zur Impulsbreite der Atomwolke.
Abbildung 5.2A zeigt die Bragg-Resonanz für drei Atomwolken, die aus der CO2-
Laser Dipolfalle mit unterschiedlichen Lichtleistungen PCO2 am Ende der adiabati-
schen Expansion stammen. Das atomare Ensemble konnte bei diesen Messungen nach
dem Ausschalten der Falle für texp = 75 ms frei expandieren, bevor der Bragg-Puls mit
einer Einstrahldauer von tpuls = 2,5 ms eingestrahlt wurde. Für schwächere Dipolfal-
lenpotentiale ist die Impulsverteilung der in der Falle gefangenen Atome schmaler
und der gemessene maximale Übertrag durch den Bragg-Puls höher wird. Über eine
Anpassung einer Gauß-förmigen Kurve an die Messpunkte lässt sich die Impulsbreite
∆pz(texp) bestimmen, die in Abbildung 5.2B für verschieden lange Expansionszeiten
aufgetragen ist. Für kurze Expansionszeiten wurde eine Bragg-Pulsdauer auf bis zu
tpuls = 10 ms erhöht, damit die Energieunschärfe des Pulses weiterhin deutlich schma-
ler bleibt, als die kinetische Energieverteilung der Atome. Die eingezeichneten ge-
strichelten Linien entsprechen den Impulsbreiten, die bei gleichen Einstellungen über
Flugzeitaufnahmen bestimmt wurden. Die Messungen zeigen, dass sich die Impuls-
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breite der Atomwolken mit steigender Expansionszeit dem Wert der Flugzeitmessung
nähert und erst bei etwa texp ≈ 100 ms diesen erreicht. Nach dieser Expansionszeit hat
sich die innere Wechselwirkungsenergie vollständig in kinetische Energie umgewan-
delt. Die an die Daten angepassten Kurven haben die Form [88]

∆pz(t) =
√

(∆p0)2 + (∆p∞ωxt)2/
√

1 + (ωxt)2, (5.1)

wobei ∆p0 und ∆p∞ die Impulsbreiten zum Zeitpunkt t = 0 bzw. t → ∞ darstellen. Da
die im Folgenden vorgestellten Messungen mit Atomen im optischen Gitterpotential
auf einer Zeitskala kleiner als 5 ms stattfinden, spielt die Impulsbreite ∆p0 für kurze
Expansionszeiten eine entscheidendere Rolle. Die kleinste im Experiment realisierte
Impulsbreite einer Atomwolke liegt bei etwa ∆pz(0) = 0,012~k und ist im Einklang mit
dem über die Thomas-Fermi Näherung erwarteten Wert ∆pz =

√
21/8~/rTF,z ≈ 0.012~k.

5.1 Phasenabhängiges Laden in Bloch-Zustände

In diesem Abschnitt wird zunächst beschrieben, wie sich die Besetzung von Bloch-
Bändern im optischen Gitterpotential bestimmen lässt. Anschließend wird erläutert,
wie die anfänglich ruhenden Atome mittels Lichtpulsen in einen Bloch-Zustand (s. Gl.
(3.22)), der sich als Superposition von freien Impulszuständen schreiben lässt, trans-
feriert werden können und wie insbesondere die Phase φ bestimmt werden kann.

Besetzung von Bloch-Zuständen

Zunächst wird angenommen, dass Atome mit Quasimoment |q| � ~k nur die ers-
ten drei Blochbänder im periodischen Gitter, also das Grundband und die beiden
nächsten höheren Bänder |−〉 und |+〉 besetzen. Durch schnelles Ausschalten des pe-
riodischen Potentials wird die Wellenfunktion auf die freien Impulseigenzustände
|0~k + q〉 und |±2~k + q〉 projiziert. Die Besetzung des Grundbandes ist nahezu äqui-
valent zum freien Eigenzustand |0~k + q〉. Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, sind
die beiden angeregten Bänder |±〉 durch eine Superposition der Impulszustände
|±2~k + q〉 gegeben (vgl. Gl. (3.15) und (3.16)), so dass für die Ermittlung der Beset-
zung der Bänder sowohl der Mischungswinkel Θ als auch die Relativphase φ zwi-
schen |±2~k + q〉 bestimmt werden müssen (s. Gl. (3.22)). Nach dem Ausschalten des
periodischen optischen Gitters und einer freien Expansionszeit von typischerweise
10 bis 15 ms trennen sich die Atome in den drei freien Eigenzuständen |−2~k + q〉,
|0~k + q〉 und |+2~k + q〉 aufgrund ihrer unterschiedlichen Impulse räumlich vonein-
ander. In der so erzeugten Impulsdarstellung können die Beugungsordnungen durch
〈p|p0 + q〉 = ψp0+q(p) ≈ exp

[
(−(p + (p0 + q))2/4∆p2

z )
]

beschrieben werden, als Wellen mit
mittlerem Impuls p0 = {0~k, ± 2~k} und Impulsbreite ∆pz. Die Atomzahlen in den
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Abbildung 5.3: Beugung der Atome am optischen Gitter. A Nach der Wechselwirkung mit
dem optischen Gitterpotential mit der Einstrahldauer t können die Atome frei expandieren,
so dass die Beugungsordnungen sichtbar werden. Aus den Aufnahmen kann so die relative
Besetzung der Zustände bestimmt werden. B Mit dem Präparationspuls werden die Atome
aus dem Ausgangszustand |0~k〉 durch zwei gleichzeitig durchgeführte Bragg-Pulse in die Im-
pulszustände |±2~k〉 transferiert. Bei einer Einstrahldauer von 450µs sind nahezu alle Atome
übertragen. Ein Puls mit dieser Dauer stellt das Analogon eines π-Pulses dar.

so entstehenden Beugungsordnungen N0,±2 =
∫ ∫

n(x,z) dxdz können über Integrati-
on der Teilchendichte um die Region der Beugungsordnung berechnet werden. Der
Mischungswinkel Θ = 2 arcsin

(√
N+2~k/(N+2~k + N−2~k)

)
ergibt sich aus den Teilchenzah-

len der Beugungsordnung. Die Phase φ ist bei dieser Messung allerdings noch unbe-
stimmt, kann aber durch andere Analysemethoden verifiziert werden, die im späteren
Verlauf dieser Arbeit vorgestellt werden.
Abbildung 5.3A zeigt eine Serie von Absorptionsabbildungen mit verschiedenen Be-
setzungen der drei Beugungsordnungen. Die horizontal gestrichelten Linien zeigen
die Schwerpunkte der Beugungsordnungen mit Impuls p an. Für die folgenden Expe-
rimente zur Simulation der Dirac-Gleichung sollen sich möglichst alle Atome in der
Nähe der Bandkante zwischen erstem und zweitem angeregtem Blochband bei q = 0
befinden. Dazu wird zunächst ein Präparationspuls benutzt, um die Atome aus ihrem
Ausgangszustand |0~k〉 in einen Superpositionszustand

|ψ(Θ,φ)〉 = eiφ sin
Θ

2
|+2~k〉 + cos

Θ

2
|−2~k〉 (5.2)

zu transferieren (vgl. Gl. (3.22)). Hierfür werden durch das Licht des optischen Gitters
zwei Bragg-Pulse simultan eingestrahlt, in dem die Lichtfrequenzen ω und ω ± δωB

verwendet werden. Das Diagramm in Abbildung 5.3B zeigt die gemessenen relativen
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Beugungsbesetzung Pi = Ni/Nges für verschieden lange Einstrahldauern der beiden
Bragg-Pulse. Die Besetzung des Ausgangszustandes nimmt über die Zeit ab, während
die Besetzung der beiden Beugungsordnung |±2~k〉 simultan zunehmen. Bei einer Ein-
strahldauer von etwa 450 µs wird ein Maximum von knapp 50 % Beugungsbesetzung
in |±2~k〉 erreicht, so dass man hier den gewünschten Superpositionszustand |ψ(Θ,φ)〉
mit einem Mischungswinkel von etwa Θ = π/2 erzielt.
In einer theoretischen Betrachtung kann dieser Präparationspuls durch die gleichzei-
tige Kopplung der drei Zustände |−2~k + q〉, |0~k + q〉 und |+2~k + q〉 beschrieben wer-
den, die durch den Hamiltonoperator in Matrixform ausdrücken wird

Ĥ =


−ceffq W− 0

W∗
− 0 W+

0 W∗
+ ceffq

 , (5.3)

wobei W± die Wechselwirkungsstärke der beiden einzelnen Bragg-Pulse angibt, die
analog zur Potentialtiefe V2 eines Zwei-Photonen-Gitters von der Lichtleistung ab-
hängt. Die Besetzungen zum Zeitpunkt t ergeben sich über das Anwenden des Zeit-
entwicklungsoperators U(t) = exp(−iĤ/~ · t) auf den Anfangszustand (0, 1, 0). In der
gezeigten Messung sind die Wechselwirkungsstärken |W+| ≈ |W−| vom Betrag her
annähernd gleich groß, so dass beide Zustände |±2~k〉 gleichmäßig besetzt werden.
Der erzeugte Zustand entspricht im Bild der Blochkugel einem Bloch-Vektor, der zum
Äquator in der x-y-Ebene zeigt (vgl. Abb. 3.2). Die anschließende Messung der Beset-
zung der beiden Impulszustände |±2~k〉 entspricht einer Projektion des Bloch-Vektors
auf die z-Achse und ergibt daher unabhängig vom Azimutwinkel φ immer gleichmä-
ßige Besetzung.

Bestimmung der Potentialtiefe

Um die Potentialtiefe des optischen Gitterpotentials und somit auch die effektive Mas-
se der Atome an der Bandkante zwischen dem ersten und zweiten angeregten Bloch-
band zu bestimmen, werden die Atome durch einen Bragg-π-Puls in den Zustand
|+2~k〉 transferiert (also Θ = π). Anschließend werden nur die Lichtfelder zur Erzeu-
gung eines Vier-Photonen-Gitterpotential V4 eingeschaltet, d.h. V2 = 0. Da der Zustand
|+2~k〉, in dem sich die Atome befinden, mit Gitterpotential kein Eigenzustand des
Systems ist, kommt es bei schnellem Einschalten des Gitters zu der wie in Abschnitt
3.2 beschriebenen Rabi-Oszillation, wodurch sich die Besetzungswahrscheinlichkeit
von |+2~k〉 und |−2~k〉 periodisch ändern.
Abbildung 5.4A zeigt den zeitlichen Verlauf der relativen Beugungsbesetzung der bei-
den Impulszustände für verschiedene Einstrahldauern des Vier-Photonen-Gitters. Die
Oszillationsfrequenz, die sich aus dieser Messung ergibt beträgt ωRabi ≈ 2π · 7,6 kHz.
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Abbildung 5.4: Rabi-Oszillation an der Bandkante zwischen den ersten beiden angeregten
Blochbändern und Vier-Photonen-Gitter Potentialtiefe. A Die Besetzungswahrscheinlichkeit
der durch das optische Gitter gekoppelte Impulszustände ändert sich periodisch, wobei die
Oszillationsfrequenz mit der Potentialtiefe zusammenhängt. B Die Potentialtiefe des Vier-
Photonen-Gitters ist invers von der Zwei-Photonen-Verstimmung δ abhängig.

Hieraus ergibt sich nach den Gleichungen (3.21) und (3.12) eine effektive Masse von
meff ≈ 0.126 · mRb87 bzw. eine Potentialtiefe von V4 ≈ 4,0Er. Die leichte Dämpfung der
Oszillation lässt sich mit der endlichen Impulsbreite der atomaren Wolke erklären, da
Atome mit Quasiimpuls |q| > 0 nicht resonant an der Rabi-Oszillation teilnehmen.
Abbildung 5.4B zeigt die auf gleiche Weise gemessene Vier-Photonen-Potentialtiefe V4

für verschieden eingestellte Zwei-Photonen-Verstimmungen δ. Hierbei bleibt die ver-
wendete optische Lichtleistung und die Zeeman-Aufspaltung am Ort der Atome von
∆ωZ ≈ 2π · 700 kHz zwischen den Einzelmessungen unverändert. Für Verstimmungen
von mehr als δ/2π = 100kHz ist der erwartete 1/δ-Verlauf der Potentialtiefe deutlich zu
erkennen (vgl. Gl. (2.62)). Bei kleineren Verstimmungen weichen die Messpunkte von
der angepassten Kurve ab, da hier die Verstimmung so klein ist, dass es zu Raman-
Übergängen in den benachbarten Zeeman-Zustand mF = 0 kommt. Somit verliert die
adiabatische Eleminierung dieses Zustandes (vgl. Gl. (2.60) bis (2.62)) ihre Gültigkeit.
In den folgenden Experimenten werden deshalb Zwei-Photonen-Verstimmungen von
etwa δ/2π = 300kHz verwendet, damit diese Raman-Übergänge unterdrückt werden.
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Phasenabhängigkeit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich die Phase φ des Superpositionszustan-
des |ψ〉 messen und einstellen lässt. Dazu wird der oben beschriebene, aus zwei
überlagerten Bragg-Pulsen bestehende Präparationspuls verwendet, um den Aus-
gangszustand |ψ(Θ = π/2,φ)〉 zu erzeugen. Um die Phase φ zu bestimmen, wird an-
schließend das Vier-Photonen-Gitterpotential eingeschaltet, wobei die Potentialtiefe
bzw. die damit verknüpfte Rabi-Oszillationsfrequenz aus vorangehenden Messun-
gen (Abb. 5.4A) bekannt ist. Durch das Vier-Photonen-Gitter kommt es zur Kopp-
lung der Impulszustände |±2~k〉. Das periodische Potential wird für eine Dauer von
t = π/(2ωRabi) = 30µs eingestrahlt, was einem π/2-Puls bzw. einer viertel Rotation des
Bloch-Vektors um die x-Achse entspricht. Im Anschluss an den Vier-Photonen-Gitter-
Puls, der auch als Analysepuls verstanden werden kann, wird die relative Besetzung
P±2~k = N±2~k/(N+2~k + N−2~k) der beiden Impulszustände gemessen. Zu erwarten ist,
dass die relativen Besetzungen P±2~k = (1 ± sin(φ))/2 von der Phase des Ausgangszu-
standes abhängen. Experimentell kann die Phase φ des Ausgangszustandes über die
Phasendifferenz der Lichtfrequenzen ω + δωB und ω − δωB der beiden Bragg-Pulse
eingestellt werden, da sich die Lichtphasen auf die komplexen Phasen der Wechsel-
wirkung W± übertragen und damit auch auf die Relativphase zwischen den Zustän-
de |±2~k〉 festgelegt wird. Die Lichtphasen können über die Phase der Radiofrequenz
an den Frequenzgeneratoren für das optische Gitter eingestellt werden, jedoch kann
es durch Verwendung unterschiedlicher elektrischer Bauteile und unterschiedlicher
Kabellängen vor dem Kombinierer zu einem zusätzlichen Phasenversatz kommen.
Deshalb dient die folgende Messung als Kalibration dieser Phase bezüglich der am
Frequenzgenerator eingestellten Phase.
Abbildung 5.5A zeigt die Messung der relativen Beugungsbesetzung nach dem π/2-
Puls. Zeigt der Bloch-Vektor nach dem Präparationspuls entlang bzw. entgegen der
x-Achse (φ = 0 bzw. π), so befinden sich die Atome in den Eigenzuständen |+〉 bzw.
|−〉 des Vier-Photonen-Gitters. Demnach bleibt ein solcher Zustand durch den π/2-
Puls unverändert und es wird eine Gleichverteilung detektiert. Im Gegensatz dazu
werden die Ausgangszustände |+i〉 und |−i〉 (φ = π/2 bzw. 3π/2) durch den π/2-Puls
auf die freien Zustände |+2~k〉 und |−2~k〉 projiziert, wodurch die gemessene relative
Besetzung der jeweiligen Beugungsordnung steigt.
Zusätzlich zu dieser Phasenmessung gibt es eine weitere Methode, mit der sich
die Phase φ des Superpositionszustandes bestimmen lässt. Dazu wird ebenfalls das
Vier-Photonen-Gitter nach dem Präparationspuls eingeschaltet, diesmal aber mit ei-
ner längeren Einstrahldauer. Zusätzlich wird mit einer linearen Frequenzrampe am
Funktionsgenerator FG 5 das Gitter beschleunigt. Im Beobachtungssystem des be-
schleunigten Gitters verändert sich so effektiv der Quasiimpuls q der Atome. Die be-
nutzte Frequenzrampe ändert den Quasiimpuls von ursprünglich 0~k auf 0,5~k, so
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Abbildung 5.5: Messungen zur Bestimmung der Phasenabhängigkeit des Blochzustandes.
Mit Hilfe eines π/2-Pulses (A) oder adiabatischem Beschleunigen des Gitterpotentials (B) nach
der Präparation des Superpositionszustandes |ψ(Θ = π/2,φ)〉 (s. Gl. (5.2)) lässt sich die Phase φ
bestimmen.

dass sich die Atome nach der Rampe nicht mehr an der Bandkante befinden. Die Ein-
strahldauer des Vier-Photonen-Gitters ist mit t = 1ms deutlich länger als die Perioden-
dauer einer Rabi-Oszillation, so dass die Atome den Blochbändern adiabatisch folgen
können. Da sich die Energiebänder im optischen Gitter und die freien Lösungen bei
q = 0,5~k nur wenig unterscheiden (vgl. Abb. 2.6), entsprechen hier die Besetzungen
der beiden Blochbänder |±〉 denen der freien Zustände |∓2~k〉 nach dem Ausschalten
des Gitters. Im Bild der Blochkugel kann das adiabatische Beschleunigen des Gitters
als eine langsame viertel Rotation des Bloch-Vektors um die y-Achse verstanden wer-
den. Die erwarteten relativen Besetzungen P±2~k = (1∓ cos(φ))/2 nach Ausschalten des
Gitters sind ebenfalls nur von der Phase φ des Ausgangszustandes abhängig, aber im
Vergleich zur ersten Analysemethode um π/2 verschoben. Abbildung 5.5B zeigt die
entsprechende Messung der relativen Besetzung der Beugungsordnungen nach die-
ser Sequenz in Abhängigkeit der Präparationsphase φ. Die angepasste Cosinuskurve
hat einen kleinen Phasenversatz von 0,13π im Vergleich zum erwarteten Verlauf. Die-
ser Phasenversatz spiegelt die Unsicherheit in der Bestimmung der Phase wider.
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5.2 Veselago-Linse für atomare Wellenpakete

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse vorgestellt, bei denen sich die Atome im
optischen Gitter nahe der zweiten Bandkante verhalten wie Photonen in Material mit
positivem oder negativem Brechungsindex. Durch Raman-Pulse können die Atome
zwischen diesen Bereichen transferiert werden, so dass es möglich wird, dass ein ato-
mares Wellenpaket negative Brechung erfährt und refokussiert wird, analog zu einer
Veselago-Linse. Dabei werden anhand der Messungen mögliche Abbildungsfehler in
Abhängigkeit der effektiven Masse der Atome diskutiert.

Masselose Dirac-Teilchen

Damit sich die Atome im Gitter wie masselose Dirac-Teilchen (meff = 0) verhalten,
wird zunächst die Landau-Zener-Tunnelrate an der zweiten Bandkante gemessen und
die Phase sowie die Amplitude der Gitterpotentiale so eingestellt, dass die Energie-
lücke zwischen den ersten beiden angeregten Blochbändern verschwindet. Das opti-
sche Gitter setzt sich im hier gezeigten Fall aus einer Kombination eines Zwei- und
eines Vier-Photonen-Gitter zusammen, so dass die Energielücke verschwindet, wenn
Gleichung (3.26) erfüllt ist. Um die Landau-Zener-Tunnelrate zu messen, wird mit
einer linearen Frequenzrampe am Funktionsgenerator FG 5 das optische Gitter be-
schleunigt. Im Beobachtungssystem des Gitters befinden sich die Atome im ersten
angeregten Blochband bei q = −0,2~k und diese werden durch die Frequenzrampe in-
nerhalb von 800 µs über die Bandkante zu q = 0,2~k hin beschleunigt. Ein Teil der Ato-
me wird an der Bandkante bei q = 0~k Bragg-reflektiert und bleibt im unteren Band,
die anderen können durch die Energielücke tunneln und befinden sich hinterher im
zweiten angeregten Blochband. Die Tunnelwahrscheinlichkeit Γ = NT/Nges ist äquiva-
lent zur relativen Anzahl an getunnelten Atomen. Die Besetzung der beiden Bänder
lässt sich durch eine nachfolgende freie Expansion ermitteln, da sich die Atome dann
nicht mehr in der Nähe einer Bandkante befinden und so die Blochbänder nahezu
äquivalent zu den entsprechenden freien Zuständen sind. Abbildung 5.6A zeigt eine
typische Messung der Landau-Zener-Tunnelrate in Abhängigkeit der Phasendifferenz
ϕ der beiden Gitterpotentiale. Die Tunnelrate nimmt für eine Phase von ϕ = π den Ma-
ximalwert von etwa 1 an, da die Potentialtiefen V2 ≈ 2Er und V4 ≈ 0,25Er durch eine
separate Messung so eingestellt sind, dass die Energielücke für diesen Phasenwin-
kel verschwindet. An diesem Punkt kommt es zur destruktiven Interferenz zwischen
Bragg-Streuung erster Ordnung des Vier-Photonen-Gitters und Bragg-Streuung zwei-
ter Ordnung des Zwei-Photonen-Gitters. Für eine Phase von ϕ = 0 ist die Tunnelrate
mit etwa 0,38 minimal, wobei dieser Wert einer Bandlücke von ∆E ≈ 0,25Er bzw. ei-
ner effektiven Masse von meff ≈ 0,016 · mRb87 entspricht (vgl. Gl. (3.24) und (3.25)). Für
die folgenden Experimente wird die Phase auf ϕ = π gesetzt, damit sich die Atome
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Abbildung 5.6: Messung der Landau-Zener Tunnelrate in Abhängigkeit der Phasendifferenz
ϕ zwischen einem Zwei- und einem Vier-Photonen Gitterpotential. Die Tunnelrate wird bei ei-
ner Phasendifferenz von πmaximal, so dass hier die Energielücke zwischen den Blochbändern
bzw. die effektive Masse der Atome verschwindet. Die eingezeichnete Kurve entspricht dem
theoretischen Verlauf nach Gleichung (3.24) mit den verwendeten Potentialtiefen V2 = 2Er

und V4 = 0,25Er und der verwendeten Beschleunigung von a = 0,4~k/800µs/mRb87 ≈ 2,9 m/s2.

wie masselose Teilchen verhalten, die sich in erster Ordnung unabhängig von ihrem
Quasiimpuls mit ihrer effektiven Lichtgeschwindigkeit bewegen.

Experimentablauf

Der Ausgangspunkt für die Experimente zum negativen Brechungsindex und zur
Veselago-Linse für eine atomare Materiewelle ist ein Bose-Einstein-Kondensat im
Hyperfein-Zeeman-Zustand |F = 1,mF = 0〉. Das Kondensat wird in der Dipolfalle er-
zeugt, indem während der Evaporation ein kleiner magnetischer Gradient angelegt
wird, der eine Kraft auf Atome in den beiden anderen Zeeman-Zuständen |mF = ±1〉
ausübt und diese somit aus der Falle entfernt. Nach dem Erzeugen des Kondensats
werden die Atome aus der ursprünglichen Dipolfalle in die Dipolfalle umgeladen,
die durch den CO2-Laserstrahl aus der entgegenkommenden Richtung erzeugt wird
(s. Abb. 4.6), da dieser einen größeren Strahlradius und dessen Fallenpotential eine
geringere Fallenfrequenz besitzt. Der Umladeprozess geschieht, indem das Fallen-
potential der ersten Dipolfalle linear reduziert und das Potential der zweiten Falle
gleichzeitig erhöht wird. Die Umladezeit ist mit etwa 400 ms lang im Vergleich zu
den inversen radialen Fallenfrequenzen (ω1/2/2π ≈ 250Hz bzw. 70 Hz) der beiden
Fallen, so dass der Umladeprozess nahezu adiabatisch stattfindet. Zudem kommt es
hierbei auf eine genaue räumliche Überlagerung der beiden Fallen an, da die Atome
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sonst zum Minimum der zweiten Falle hinbeschleunigt werden und so an kinetischer
Energie gewinnen. Der räumliche Einschluss der Atome im Fallenpotential der zwei-
ten Dipolfalle ist so gering, dass Wechselwirkungseffekte zwischen den Atome nähe-
rungsweise hier vernachlässigt werden können. Die Impulsbreite der umgeladenen
Atome beträgt etwa ∆pz = 0,7~k.
Als nächstes werden die Atome mit zwei simultan eingestrahlten Raman-Pulsen in
die Nähe der zweiten Bandkante gebracht. Dazu wird Licht des Gitterlasers mit den
Frequenzen ω und ω ± δωR = ω ± (∆ωZ + δωB) aus entgegenkommenden Richtungen
auf die Atome eingestrahlt. Das Licht dieser Raman-Pulse hat die gleiche Funktion
wie der Präparationspuls aus Abschnitt 5.1, ändern aber zusätzlich noch den Zeeman-
Zustand der Atome, so dass hiermit die Übergänge |mF = 0, 0~k〉 → |mF = −1,±2~k〉 ge-
trieben werden. Bei diesen induzierten Raman-Übergängen wird eine Pulsfläche von π
bei einer Einstrahldauer von 20 µs erreicht, bei der nahezu alle Atome übertragen sind.
Direkt im Anschluss wird das optische Gitter, das aus einem überlagerten Zwei- und
Vier-Photonen-Gitter besteht, eingeschaltet, wobei die zweite Dipolfalle weiterhin für
ein schwaches harmonisches Potential sorgt. Die Atome laufen im Gitter aufgrund
ihrer unterschiedlichen Gruppengeschwindigkeiten von ±ceff auseinander und ver-
halten sich so analog zu Photonen in einem Medium mit positivem Brechungsindex.
Nach einer Propagationszeit von 1,3 ms im optischen Gitter wird durch einen erneu-
ten Raman-Puls der Eintritt in ein Medium mit negativem Brechungsindex simuliert.
Für diesen Raman-Puls werden die selben Frequenzen wie zuvor verwendet, die die
drei Zustände |mF = −1,−2~k〉 ↔ |mF = 0, 0~k〉 ↔ |mF = −1,+2~k〉 koppeln. Mit einer
etwas höheren Lichtleistung als der erste Puls und mit einer Länge von 22 µs ist die-
ser Puls so gewählt, dass die Besetzungen in den beiden Impulszuständen |±2~k〉 im
mF = −1 Zeeman-Zustand genau ausgetauscht werden. Dieser Raman-Puls stellt das
Analogon zu einem π-Puls dar. Anstatt eines längeren Pulses mit geringer Lichtleis-
tung wurde hier ein kurzer Lichtpuls mit höherer Lichtleistung verwendet, damit auf-
grund der Energie-Zeit-Unschärferelation auch Atome, die in der Zwischenzeit einen
kleinen Quasiimpuls aufgenommen haben transferiert werden. Anschließend propa-
gieren die Atome weiter mit der durch das optische Gitter vorgeschriebenen Dispersi-
on. Zur Detektion der Atome wird ein Mikrowellenpuls verwendet, der den Übergang
|F = 1,mF = −1〉 → |F = 2,mF = −1〉 treibt, so dass nur Atome abgebildet werden, die
sich im Zeeman-Zustand mF = −1 befinden. Atome, die durch die Raman-Pulse nicht
oder nur teilweise transferiert werden und sich noch im Zustand mF = 0 befinden,
werden mit dieser Abbildungsmethode daher nicht detektiert.
Abbildung 5.7A zeigt eine Serie von Absorptionsabbildungen von den Atomen im
Gitter für den Fall, dass die effektive Masse der Atome verschwindet. Die anfäng-
lich kompakte Atomwolke teilt sich zunächst in zwei divergent auseinander laufen-
de Wellen auf. Nach 1,3 ms wird die Geschwindigkeit aller Atome durch den zwei-
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Abbildung 5.7: Eindimensionale Veselago-Linse für den Fall meff = 0. A Serie von Absorp-
tionsabbildungen von Atomen im Gitter, die zu verschiedenen Zeitpunkten mit einer Schritt-
weite von 100 µs aufgenommen wurden. B Numerische Simulation mit den im Experiment
verwendeten Parametern. C Die Breite der Atomwolke ist aus den Einzelbildern extrahiert
und zeigt, dass bei 2,3 ms die anfängliche Breite wieder erreicht wird.

ten Raman-Pulses umgekehrt, wodurch die Atome eine effektive negative Brechung
erfahren. Anschließend bewegen sich die Atome zu ihrem Ausgangspunkt zurück
und bilden einen Fokus innerhalb des „Mediums“ mit negativem Brechungsindex.
Im weiteren Verlauf gehen die beiden Teilstrahlen der atomaren Welle wieder ausein-
ander. Die Messung ist in guter qualitativer Übereinstimmung mit der in Abbildung
5.7B gezeigten numerischen Simulation (Details zu den Simulationen befinden sich
im Anhang B). Für eine quantitative Analyse ist die vertikale Breite der Atomwol-
ke ∆z aus den einzelnen Absorptionsabbildungen bestimmt und in Abbildung 5.7C
gegen die Zeit im optischen Gitter aufgetragen. Die Auswertung zeigt, dass die an-
fängliche Größe des Wellenpakets im Fokus nach 2,3 ms wieder erreicht wird, also
das Wellenpaket durch diese Veselago-Linse scharf abgebildet wird. Allerdings wür-
de man bei einer Veselago-Linse für Licht mit den Brechnungsindex n1/2 = ±1 erwar-
ten, dass der Fokus im gleichen Abstand zur Grenzfläche erscheint wie das Objekt.
Da sich der Quasiimpuls der Atome im Laufe ihrer Bewegung aufgrund des überla-
gerten Dipolpotential des CO2-Laserstrahls leicht ändert, entsteht der Fokus bei der
hier gezeigten Veselago-Linse schon nach 2,3 ms, statt den erwarteten 2,6 ms. Die un-
vermeidbare Nichtinearität der Blochbänder resultiert in einer leichten Abhängigkeit
der Gruppengeschwindigkeit vom Quasiimpuls der Atome, die im Modell durch die
Vernachlässigung der Terme mit q2 ab Gleichung (3.8) nicht berücksichtigt ist. Dieser
Effekt kann auch dadurch interpretiert werden, dass der effektive Brechungsindex der
Blochbänder nicht exakt n1/2 = ±1 beträgt.
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5.2 Veselago-Linse für atomare Wellenpakete
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Abbildung 5.8: Eindimensionale Veselago-Linse für den Fall |meff | > 0. A Serie von Absorp-
tionsabbildungen von Atomen im Gitter, die zu verschiedenen Zeitpunkten mit einer Schritt-
weite von 100 µs aufgenommen wurden. B Numerische Simulation mit den im Experiment
verwendeten Parametern. C Die Breite der Atomwolke erreicht in diesen Fällen nicht mehr
den ursprünglichen Wert.

In Abbildung 5.8A ist eine Serie von Absorptionsabbildungen von Atomen im Gitter
gezeigt, bei der die effektive Masse der Atome endlich ist. Im Gegensatz zu der vor-
herigen Messung teilt sich die Atomwolke hier nicht in zwei Teile auf. Aufgrund der
Krümmung der Blochbänder an der Bandkante ist nun die Gruppengeschwindigkeit
von dem Quasiimpuls der Atome stark abhängig. Das hat zur Folge, dass es wegen
der endlichen Impulsbreite der Atomwolke zu einer Dispersion der Welle kommt und
dass Gruppengeschwindigkeiten im Bereich von −ceff bis +ceff kontinuierlich vorhan-
den sind. Der Umkehrpuls bei 1,3 ms invertiert zwar die Gruppengeschwindigkeit
aller Atome, aber eine starke Fokussierung ist in den Messungen sowie in den Simu-
lationen (Abb. 5.8B) nicht zu erkennen. Der zeitliche Verlauf der Breite der Atomwolke
ist in Abbildung 5.8C für drei verschiedene effektive Massen gezeigt. Die Größe der
Atomwolke im Fokus nimmt mit steigender effektiver Masse zu, wobei sich zusätzlich
die Zeitspanne zwischen Raman-Puls und Fokus verkürzt. Die ursprüngliche Grö-
ße der Wolke wird in diesen Fällen nicht mehr erreicht. Eine mögliche Interpretation
hierfür ist, dass Atome mit unterschiedlichem Quasiimpuls unterschiedliche Grup-
pengeschwindigkeiten besitzen und damit auch verschieden lange Zeiten benötigen,
um ihren Ursprungspunkt zu erreichen. Es kommt also zu einer Art chromatischen
Aberration, die mit steigender effektiver Masse zunimmt.
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5 Ergebnisse

5.3 Topologisch gebundener Zustand

Im Folgenden werden die Ergebnisse vorgestellt, bei denen, mit Hilfe der Kombina-
tion aus zwei Vier-Photonen-Gittern und einem magnetischen Gradientenfeld, die ef-
fektive Masse der Atome räumlich variiert wird, wie in Abschnitt 3.4 beschrieben. Zu-
nächst wird das optische Gitter charakterisiert und anschließend werden Atome mit
Hilfe des Präparationspulses in den Randzustand bei E = 0 befördert. Zuletzt wird die
Ladeeffizienz in den Randzustand in Abhängigkeit der Impulsbreite der Atomwolke
untersucht.

Charakterisierung des Gitters

Für diese Experimentreihe wird ein Bose-Einstein-Kondensat im Zeeman-Zustand
mF = −1 in der Dipolfalle erzeugt. Der Strom durch die Gradientenspulen (MOT-
und GRAV-Spulen) wird während der Evaporationsrampe gleichmäßig auf etwa 120
Ampere erhöht, so dass ein magnetischer Gradient von 30,5 Gs/cm entlang der z-
Achse erreicht wird. Das homogene Magnetfeld der Kompensationsspulen ist so ein-
gestellt, dass sich der Magnetfeldnullpunkt des Quadrupolfeldes etwas oberhalb der
Atome befindet. Das absolute Magnetfeld B0 am Ort der Atome kann über Mikrowel-
lenspektroskopie ermittelt werden und beträgt etwa 1 Gs. Durch den magnetischen
Gradienten wird eine Kraft auf die Atome ausgeübt, die gerade die Gravitationskraft
kompensiert. Dadurch ist es möglich, die Fallentiefe der CO2-Dipolfalle nach der ei-
gentlichen Evaporation weiter zu reduzieren, ohne dass die Atome aufgrund von äu-
ßeren Kräften die Falle verlassen. Durch eine Reduktion der Lichtleistung des CO2-
Laserstrahls innerhalb von 10 s und einer gleichzeitigen effektiven Aufweitung des
Strahls durch Modulation der Treiberfrequenz an AOM 2A wird das Fallenpotential
flacher und breiter. Das Wellenpaket im Grundzustand der Falle wird durch diese
adiabatische Expansion des Potentials räumlich größer und gleichzeitig schmaler in
der Impulsverteilung. Am Ende dieser Phase beträgt die abgebildete Breite der Atom-
wolke ∆z ≈ 10 µm und die über Bragg-Spektroskopie ermittelte Impulsbreite etwa
∆pz ≈ 0,01~k (vgl. Abb. 5.2).
Das optische Gitter wird aus zwei überlagerten Vier-Photonen-Gittern realisiert, wo-
bei die Frequenzverschiebungen ∆ω1 = 935 kHz und ∆ω2 = 535 kHz betragen, so dass
die Zwei-Photonen-Verstimmung am Ort der Atome etwa δ0 = 200 kHz ist. Der kon-
stante Anteil der Potentialtiefen beider Gitter von V0 = 0,35Er kann für jedes Gitter
einzeln durch Rabi-Oszillationen bestimmt werden. Hieraus ergibt sich für den po-
sitionsabhängigen Term in Gleichung (3.38) ein Wert von etwa a = 18,7Er/cm. Um
sicherzustellen, dass die effektive Masse am Ort der Atome (bei z = 0) verschwindet,
wird die Landau-Zener Tunnelrate in Abhängigkeit der Phasenverschiebung ϕ zwi-
schen den Gittern gemessen. Für eine Phase ϕ = 0 heben sich die konstanten Anteile

82
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Abbildung 5.9: Messung zur Verifizierung der räumliche Änderung der Bandstruktur. Die
Atome werden am Ort z0 im Zustand |+〉 präpariert. Nach einer anschließenden Beschleu-
nigung des Gitters befinden sich die Atome abhängig von ihrer effektiven Masse bzw. der
Bandstruktur entweder im oberen (blaue Quadrate) oder unteren (grüne Kreise) Blochband,
deren Population nach einer freien Expansionsphase gemessen wird.

der Potenialtiefen genau auf (vgl. Gl. (3.39)), so dass die Tunnelrate für diese Phase
den Wert 1 annimmt.
Zunächst wird das optische Gitter charakterisiert. Es ist erwartet, dass die effektive
Masse der Atome positionsabhängig ist und für z < 0 das umgekehrte Vorzeichen be-
sitzt als für z > 0. Um das Vorzeichen der effektiven Masse festzustellen, werden die
Atome zunächst in dem Superpositionszustand |+〉 = 1/

√
2(|+2~k〉+ |−2~k〉) präpariert.

Abhängig von der Position der Atome und der Bandstruktur befinden sich die Atome
damit im oberen oder unteren Blochband (vgl. Abb. 3.7). Um die Besetzungen in den
beiden Blochzuständen zu bestimmen, wird das optische Gitter anschließend inner-
halb von 5 ms adiabatisch beschleunigt, so dass sich der Quasiimpuls der Atome von
q = 0~k auf q = 0,5~k ändert. Da sich die Atome nun an einem Punkt in der Band-
struktur befinden, an dem die Energiebänder nahezu identisch zu den freien Energie-
lösungen sind, lässt sich über die Messung der Beugungsbesetzungen die Besetzung
der Blochbänder messen. Durch die adiabatische Beschleunigung werden also, ähn-
lich wie schon bei der Messung in Abbildung 5.5B, die Blochzustände auf die freien
Zustände projiziert, d.h. |+〉 → |−2~k + q〉 für meff > 0 und |+〉 → |+2~k + q〉 für meff < 0
(vgl. Gl. (3.15)). Für das in Abbildung 5.9 gezeigte Diagramm wurde die Besetzung der
beiden Beugungsordnungen gemessen, für verschiedene anfängliche Positionen z0 der
Atomwolke, bezüglich des Ortes, an dem die effektive Masse im Gitter verschwindet
(z = 0). Dabei wurde nicht die Position der Atome geändert, sondern durch eine Än-
derung der Zwei-Photonen-Verstimmen δ1/2 = ±δ0±δz0 beider Vier-Photonen-Gitter in
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Abbildung 5.10: Effektives magnetisches Moment der Atome im Vier-Photonen-Gitter. A
Effektives Kopplungsschema. Durch die Kopplung der Atome durch das Gitter mit dem be-
nachbarten Zeeman-Zustand ändert sich das magnetische Moment der neuen Eigenzustände.
B Dadurch ist die Stern-Gerlach-Kraft auf die Atome bei unverändertem Wert des Gradien-
tenfeldes schwächer als die Erdbeschleunigung, wodurch die Atome innerhalb von 3 ms im
optischen Gitter einen Impuls von etwa −0,1~k aufnehmen.

entgegengesetzte Richtung um δz0 = mFgFµBb/~ · z0 eine effektive Positionsänderung
um z0 bewirkt. Die Messung zeigt, dass bei z0 > 0 mehr Atome im Zustand |−2~k〉 de-
tektiert werden, so dass sich die Atome durch die Präparation im oberen Blochband
befunden haben müssen, und somit die effektive Masse der Atome an dieser Position
positiv ist. Im Gegensatz dazu werden für z0 < 0 mehr Atome im Zustand |+2~k〉 de-
tektiert, so dass die Atome sich in der Bandstruktur im unteren Band befunden haben
müssen und die effektive Masse negativ ist. In der Mitte bei z0 = 0 (s. Abb. 5.9), der
Stelle an der die effektive Masse verschwindet, werden beide Bänder zum gleichen
Teil besetzt. Diese Messung ist eine experimentelle Bestätigung dafür, dass die Band-
struktur in diesem optischen Gitter, und damit das Vorzeichen der effektiven Masse
der Atome, von der einen Seite zur anderen Seite invertiert wird.
Da die Lichtfelder der Vier-Photonen-Gitter die Atome in mF = −1 mit dem benach-
barten Zeeman-Zustand mF = 0 koppeln ändert sich effektiv das magnetische Moment
der Atome (s. Abb. 5.10A). Das effektive magnetische Moment der Atome wird durch
die Kopplung mF,eff > −1 etwas größer. Hierdurch wird die Erdbeschleunigung für
diese Atome nicht mehr durch das magnetische Gradientenfeld vollständig kompen-
siert und die Atome erfahren eine Kraft in Richtung negativer z-Achse. Diese Kraft
ist ausreichend, um die Atome, die die Randzustände besetzen, heraus zu beschleu-
nigen und muss deswegen kompensiert werden. Durch die Messung des mittleren
Impulses der Atome nach einer bestimmten Zeit im optischen Gitter kann die aus
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der Kraft resultierende Beschleunigung der Atome ermittelt werden. Abbildung 5.10B
zeigt eine Messung der Impulsverteilung der Atome über Bragg-Spektroskopie nach
einer Einstrahldauer des Gitters von 3 ms, wobei die Atome einen mittleren Impuls
von etwa −0,1~k aufnehmen. Die effektive Beschleunigung, die auf die Atome wirkt,
beträgt somit etwa 0,195 m/s2, was ungefähr 2% der Erdbeschleunigung entspricht.
Um nun diesen Effekt auszugleichen müssten die Ströme durch die Gradientenspulen
(MOT, GRAV-Spulen) beim Einschalten des Gitters instantan erhöht werden, damit
auch im Gitter die Gravitation kompensiert ist. Da dies aber nur auf Kosten von grö-
ßerem Stromrauschen durch die Spulen (und großem technischen Aufwand) möglich
ist, ist in den folgenden Messungen dieser Effekt nicht auf diese Weise kompensiert.
Stattdessen wird, soweit nicht anders beschrieben, ein mit der gleichen Beschleuni-
gung wie die Atome bewegtes Gitter verwendet, das durch eine Frequenzrampe am
Funktionsgenerator FG 5 realisiert wird.

Besetzung des Randzustandes

Um den Randzustand |ψ0(z)〉 bei E = 0 zu besetzen, werden die Atome bei z = 0
zunächst durch den Präparationspuls in den Superpositionszustand |ψ(Θ,φ)〉 (s. Gl.
(5.2)) mit einem Mischungswinkel von Θ = π/2 gebracht. Die präparierte Phasendif-
ferenz zwischen den beiden Impulszuständen beträgt φ = π/2, der Phase, bei der der
Randzustand zu erwarten ist (vgl. Gl. (3.50)). Direkt im Anschluss werden die bei-
den überlagerten Vier-Photonen-Gitter angeschaltet. Abbildung 5.11A zeigt eine Serie
von Absorptionsabbildungen nach verschiedenen Haltezeiten im optischen Gitter. Die
Atomwolke bleibt für die Messdauer bis 2 ms relativ kompakt im Zentrum, so dass
man davon ausgehen kann, dass einige Atome den bei z = 0 lokalisierten Randzustand
besetzen. Im Gegensatz dazu ist bei einer anfänglich präparierten Phase von φ = −π/2
eine Aufspaltung der Atomwolke in zwei voneinander divergierende Anteile zu er-
kennen (s. Abb. 5.11B). Von der theoretischen Seite ist ein solches Verhalten auch zu
erwarten, da der Superpositionszustand mit einem Phasenversatz von π gegenüber
dem Randzustand |ψ0〉 keinen Überlapp mit diesem Zustand besitzt. Vielmehr kann
gezeigt werden, dass der Zustand mit Phasendifferenz φ = −π/2 eine Überlagerung
der beiden Randzustände mit Quantenzahl n = 1 darstellt [82] (vgl. Gl. (3.53))

1
√

2

[
ψ+

1 (z) + ψ−1 (z)
]

=
i
√

2
ϕ0(z)

(
1
−i

)
. (5.4)

Da diese beiden Randzustände eine Energiedifferenz von 2~ω zueinander besit-
zen (vgl. Gl. (3.48)), erwartet man für diesen Fall ein oszillatorisches Verhalten.
Für Haltezeiten im Bereich von 2 ms ist ein Ansatz einer solchen Oszillation zu-
rück zum Zentrum zu erkennen. Aus der beobachteten Oszillationsperiode von etwa
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Abbildung 5.11: Zeitliche Entwicklung der atomaren Teilchendichte im Gitter mit räum-
lich variierender effektiver Masse. Serien von Absorptionsabbildungen für die anfänglichen
Phasen φ = π/2 (A) und φ = −π/2 (B). C und D zeigen numerische Simulationen mit den im
Experiment verwendeten Parametern.

T = 3,16(32) ms lässt sich die für das Energiespektrum typische Frequenz von
ω/2π = 1/2T = 158(18) Hz bestimmen, die in guter Übereinstimmung mit dem aus
den verwendeten Potentialtiefen erwarteten Wert von etwa 160 Hz liegt. Für längere
Haltezeiten im optischen Gitter nimmt der Unterschied in den beiden Messreihen ab,
da sich die Atomwolke vermutlich durch Photonenstreuung des Gitterlichtfeldes auf-
heizt. Die sichtbare Ausbreitung der Atomwolke im Falle von φ = π/2 kann durch eine
nicht perfekte Modenanpassung der atomaren Wellenfunktion mit dem Randzustand
bei E = 0 erklärt werden. Einen kleinen Effekt hat beispielsweise, dass das atomare
Wellenpaket durch den Thomas-Fermi Ansatz gut beschrieben wird, der Randzustand
ψ0(z) aber Gauß-förmiger Natur ist. Diese Anpassungsungenauigkeit resultiert darin,
dass die Atome sogar bei richtig eingestellter Phase φ Zustände mit Quantenzahl n > 0
besetzen, die ein räumlich größeres Volumen einnehmen. Dieser Effekt ist ebenfalls in
den numerischen Simulationen (s. Abb. 5.11C bzw. D) sichtbar, wobei hier für einen
qualitativen Vergleich Gauß-förmiges Wellenpakete mit einer anfänglichen Breite von
10 µm angenommen wurden.

Phasenabhängigkeit

Im Folgenden wird die Phasenabhängigkeit beim Laden in den Randzustand bei E = 0
genauer untersucht und durch Variation der anfänglichen Impulsbreite der Atomwol-
ke wird die Ladeeffizienz in diesen Zustand bestimmt. Hierfür werden die Atome im
Superpositionszustand |ψ(π/2,φ)〉 präpariert und nach einer festen Haltezeit im Gitter
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5.3 Topologisch gebundener Zustand

von 1,7 ms für verschiedene Relativphasen φ zwischen den Impulszuständen detek-
tiert. Aus den Einzelmessungen wird die gesamte Breite der Atomwolke entlang der
z-Achse über

∆z =
(〈

z2
〉
− 〈z〉2

)1/2
(5.5)

bestimmt, wobei gilt 〈
zi
〉

=

∫
z
zi · n(z) dz/Nges. (5.6)

Die gesamte Breite der Atomwolke ist in Abbildung 5.12A gegen die Phase φ für zwei
Messreihen aufgetragen. Hierbei ist bei der ersten Messreihe (blaue Punkte) ein mit-
bewegtes Gitter verwendet worden, um das effektive magnetische Moment der Ato-
me im Randzustand zu berücksichtigen. Die zweite Messreihe (grüne Quadrate) wur-
de aufgenommen, indem der Strom durch die MOT-Spulen während des Präparati-
onspulses innerhalb von 100 µs um etwa 10 Ampere erhöht wurde, um so die we-
gen des effektiven magnetischen Moments der Atome veränderte Stern-Gerlach Kraft
wieder auf die Gravitationskraft anzupassen. In beiden Messreihen ist die kleinste
gemessene Breite bei einer Phase von etwa φ = π/2 zu beobachten. Im Gegensatz
dazu spaltet sich die Atomwolke für eine Phase von φ = −π/2 in zwei Anteile auf
und man misst somit eine größere gesamte Breite. Im Zwischenbereich zwischen die-
sen beiden Extremwerten ist ein kontinuierlicher sinusförmiger Verlauf der Breite der
Atomwolke zu erkennen. Beide Messreihen sind in guter Übereinstimmung zueinan-
der, jedoch sind die relativen Fehler bei der zweiten Messreihe deutlich größer, was
auf ein technisch bedingtes größeres Stromrauschen durch die MOT-Spulen zurück
zu führen sein könnte.
Aus dieser Messung lässt sich ein Kontrast K definieren, als

K = [∆z(−π/2) − ∆z(π/2)] / [∆z(−π/2) + ∆z(π/2)] . (5.7)

Der Kontrast einer Messung wird aus dem Quotient von Amplitude zu Mittelwert
der angepassten Sinuskurve ermittelt. Um die Ladeeffizienz in den Randzustand bei
E = 0 zu bestimmen, wird die anfängliche Impulsbreite ∆pz der Atome variiert und
jeweils der Kontrast bestimmt. Beeinflusst werden kann die Impulsbreite der Atome
beispielsweise über den Endpunkt der adiabatischen Expansion des Kondensats in
der Dipolfalle, d.h. die Lichtleistung des CO2-Laserstrahls am Ende dieser Phase kann
erhöht werden, um die Atomwolke räumlich schmaler und die Impulsbreite damit
größer zu machen (vgl. Abb. 5.2) Abbildung 5.12B zeigt den Kontrast in Abhängigkeit
von der über Bragg-Spektroskopie ermittelten Impulsbreite der Atomwolke. Für grö-
ßere Impulsbreiten nimmt der Kontrast ab und die Phasenabhängigkeit verschwindet.
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5 Ergebnisse
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Abbildung 5.12: Abhängigkeit von der Phase und Impulsbreite des anfänglichen Zustandes.
A Die Breite der Atomwolke ∆z nach 1,7 ms im optischen Gitter variiert mit der anfänglich
präparierten Phase φ. B Der Kontrast (s.Gl. (5.7)) in Abhängigkeit der Impulsbreite der Atom-
wolke.

Grund hierfür ist, dass mit größerer Impulsbreite mehr Randzustände mit Quanten-
zahl n > 0 besetzt werden, welche Dubletts darstellen, und die Dynamik weniger
abhängig von der anfänglichen Phase wird. Die grüne Linie zeigt den aus numeri-
schen Simulationen erwarteten Verlauf des Kontrasts, der in guter Übereinstimmung
mit den Messungen ist. Die ideale Impulsbreite, um ausschließlich den Randzustand
bei E = 0 zu besetzen, kann über eine Fouriertransformation von Gleichung (3.50)
berechnet werden und würde bei den verwendeten Parametern etwa ∆pz = 0,005~k
betragen. Die im Experiment erreichte kleinste Impulsbreite ist mit ∆p0 = 0,01~k etwa
doppelt so groß. Die gemessene Impulsbreite würde bei einem thermischen Ensemble
von Atomen einer Temperatur von gerade einmal T = ∆p2

0/mkB = 36 pK entsprechen
und liegt damit an der unteren Grenze von bisher erzielten Temperaturen von atoma-
ren Gasen [92]. Dennoch lässt sich aus dem Vergleich von Theorie und Experiment
auf eine Ladeeffizienz in den Randzustand von bis zu 80% im Falle der schmalsten
erreichten Impulsbreite schließen [35].
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KAPITEL 6

Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden ultrakalte Atome in periodischen op-
tischen Gitterpotentialen untersucht, wobei sich die Dynamik der Atome nahe der
zweiten Bandkante durch die eindimensionale Dirac-Gleichung beschreiben lässt. Zu-
nächst wurde das diabatische Laden in die Blochzuständen an der zweiten Bandkante
mit Hilfe von Bragg-Pulsen realisiert. Dabei konnte gezeigt werden, dass eine Super-
position zwischen den freien Zuständen mit einer beliebigen Phasendifferenz einge-
stellt und gemessen werden konnte. Des Weiteren wurde durch einen Raman-π-Puls
negative Brechung für quasirelativistische Atome im optischen Gitterpotential simu-
liert, wodurch es möglich wurde eine Veselago-Linse für ein atomares Wellenpaket in
einem harmonischen Potential zu realisieren. Die Abbildung der Veselago-Linse wur-
de in Abhängigkeit der effektiven Masse der Atome untersucht, wobei nur im Falle
verschwindender Masse eine Fokussierung auf die urspüngliche Größe der Atom-
wolke erreicht wurde. Für die Zukunft wäre eine Realisierung einer Veselago-Linse in
einem mehrdimensionalen System mit einer quasirelativistischen Dispersion [19, 93]
von Interesse, da erst dann Effekte wie die Möglichkeit eine Abbildung unterhalb des
Beugungslimits relevant werden können.
In nachfolgenden Experimenten wurde mit einer Kombination aus Vier-Photonen-
Gittern und magnetischem Gradientenfeld die effektive Masse der Atome positions-
abhängig, wodurch es möglich war, Randzustände zwischen zwei Bereichen mit un-
terschiedlicher topologischer Phase zu besetzen und diese Randzustände direkt räum-
lich abzubilden. Hierbei wurde die Ladeeffizienz der Atome in den Randzustand bei
E = 0 in Abhängigkeit der Phase und der Impulsbreite der Atome untersucht. Zu-
künftig ist der Einfluss von interner Wechselwirkung der Atomwolke auf die Randzu-
stände ein interessanter Aspekt [94], der möglicherweise Aufschluss über wechselwir-
kende topologische Quantenmaterie geben könnte [95]. Eine solche Wechselwirkung
könnte beispielsweise durch Erhöhung der Teilchenzahl oder eine Hinzunahme von
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6 Ausblick

Feshbach-Resonanzen implementiert werden [96]. Auch könnte statt Rubidium die
Verwendung anderer atomarer Spezies, wie beispielsweise Erbium oder Dysprosium,
zu längeren Kohärenzzeiten im Vier-Photonen-Gitterpotential führen [97], wodurch
es möglich sein könnte, topologische Berry-Phase Effekte im Phasenraum zu untersu-
chen [98].
Das Quanten-Rabi-Modell beschreibt die Wechselwirkung eines Zweiniveauatoms
mit einem äußeren Lichtfeld [99]. Ist die Kopplungsstärke des Lichtfeldes an das Atom
klein gegenüber des Energieabstandes der beiden atomaren Niveaus, so geht das
Quanten-Rabi-Modell mit Hilfe der Drehwellennäherung in das Jaynes-Cummings-
Modell über [100]. Ist die Kopplungsstärke allerdings in der Größenordnung des Ener-
gieabstandes der beiden Niveaus, so kann die Drehwellennäherung nicht angewendet
werden [101]. Dieser Bereich der starken Kopplung erreicht man mit üblichen Atomen
im Lichtfeldern nicht. Allerdings ließe sich dieser Bereich in einer Quantensimulation
mit ultrakalter Atome in einer Kombination aus optischem Vier-Photonen-Gitter und
zusätzlichem externem harmonischem Potential untersuchen [102].
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ANHANG A

Termschema Rubidium 87Rb

F = 1

F = 2

F′ = 0

F′ = 2

F′ = 1

52S 1/2

52P3/2

72,2 MHz

156,9 MHz

266,7 MHz

F′ = 3
Feinstruktur Hyperfeinstruktur

mF

gF = −1/2

im Magnetfeld

0
+1
+2

−1
−2

−1
0

+1∆ωZ

780,2 nm
384,2 THz

ωHF/2π = 6,834682611 GHz

gF = +1/2

Abbildung A.1: Optischer D2-Übergang von Rubidium (87Rb) mit Hyperfeinaufspaltung
[55]. Im Magnetfeld spalten die Hyperfeingrundzustände |F = 1〉 und |F = 2〉 in ihre drei bzw.
fünf Zeeman-Zustände mit Quantenzahlen mF auf, mit ∆ωZ ∝ |B|. Mögliche Mikrowellenüber-
gänge für den Zustand |F = 1,mF = 0〉 sind in rot (∆mF = +1, ωHF + ∆ωz), grün (∆mF = 0, ωHF)
und blau (∆mF = −1, ωHF − ∆ωz) dargestellt. Die Zeeman-Level der angeregten Niveaus sind
nicht dargestellt.
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ANHANG B

Numerische Simulationen

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie die numerischen Simulation aus Kapitel
5.2 und 5.3 durchgeführt sind. Dazu dient als Ausgangspunkt der effektive Hamilton-
operator aus Gleichung (3.13) ohne innere Wechselwirkung, aber mit zusätzlichem
harmonischen Potential Vext(z) (nur bei Abb. 5.7 und 5.8 mit ω = 2π × 70 Hz) und mit
Berücksichtigung der Terme ∝ q2 in Matrixform

Hges =


−qceff meffc2

eff

meffc2
eff

qceff

 +
q2

2m
· 1 +

1
2

mω2z2 · 1, (B.1)

wobei meff die effektive Masse und m die Rubidiummasse darstellen. Da der Hamilton-
operator sowohl vom Ort-, als auch vom Impulsoperator abhängt und diese nicht ver-
tauschen, wurde für die Zeitentwicklung der Wellenfunktion ein Split-Step-Methode
benutzt (s. z.B. [103]). Das Prinzip ist das Folgende. Die Wellenfunktion sei zum Zeit-
punkt t0 bekannt. Um die Wellenfunktion zum Zeitpunkt t0 + ∆t zu berechnen wird
die Wellenfunktion zunächst im Ortsraum um ∆t/2 und anschießend im Impulsraum
um ∆t entwickelt. Zuletzt folgt nochmals ein halber Zeitschritt (∆t/2) im Ortsraum.
Um die Zeitentwicklungsoperatoren im Orts- und Impulsraum zu bestimmen wird
der Hamiltonoperator in die Anteile für Ort und Impuls aufteilen

Hges = Hq + Hz =


−qceff +

q2

2m 0

0 qceff +
q2

2m

 +


1
2mω2z2 meffc2

eff

meffc2
eff

1
2mω2z2

 . (B.2)
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B Numerische Simulationen

Mit der Annahme, dass ein Zeitschritt ∆t klein genug ist, lässt sich der Zeit-
entwicklungsoperator U(∆t) schreiben als

U(∆t) = exp
(
i
Hges

~
∆t

)
(B.3)

≈ Uz(∆t/2)Uq(∆t)Uz(∆t/2) = exp
(
i
Hz

~
∆t/2

)
· exp

(
i
Hq

~
∆t

)
· exp

(
i
Hz

~
∆t/2

)
. (B.4)

Die Zeitentwicklungsoperatoren lassen sich vereinfachen zu

Uz(∆t) =

[
cos

(
meffc2

eff

~
∆t

)
1 + i sin

(
meffc2

eff

~
∆t

)
σx

]
·

[
exp

(
i
mω2z2

2~
∆t

)
1

]
(B.5)

Uq(∆t) =

[
cos

(qceff

~
∆t

)
1 − i sin

(qceff

~
∆t

)
σz

]
·

[
exp

(
i

q2

2m~
∆t

)
1

]
, (B.6)

mit den Pauli-Matrizen σx und σz. Somit ist die Wellenfunktion zum Zeitpunkt t0 + ∆t

ψ(z,t0 + ∆t) = U(∆t) · ψ(z,t0) ≈ Uz(∆t/2) · Fq→z

[
Uq(∆t) · Fz→q

[
Uz(∆t/2) · ψ(z,t0)

]]
, (B.7)

wobei Fz→q und Fq→z die Fourier-Transformation der Wellenfunktion vom Orts- in den
Impulsraum bzw. die Rücktransformation darstellen. Die anfängliche Wellenfunktion
bei t0 = 0 im Ortsraum |φini(z)〉 lässt sich schreiben als

ψini(z) =
1

√
∆z 4√2π

e(z−z0)2/(4∆z2) ·

(
c−2~k

c+2~k

)
. (B.8)

mit der Normierung∫
z
dz |ψ(z)|2 =

∫
z
dz

1

∆z
√

2π
e(z−z0)2/(2∆z2)︸                          ︷︷                          ︸

=1

·
(
|c−2~k|

2 + |c+2~k|
2
)

= 1. (B.9)

Das Betragsquadrat der beiden komplexen Koeffizienten c±2~k stellt die Besetzungen
der beiden Impulszustände |±2~k〉 dar. Für eine gleich starke Besetzung der Zustände
zum Zeitpunkt t0 unterscheiden sich die Koeffizienten nur um die Phase φ (vgl. Gl.
(3.22))

c−2~k = c+2~k · eiφ =
1
√

2
. (B.10)
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