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1 Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist ein klassischer Satz von Wedderburn, der besagt, dass die
komplexe Gruppenalgebra CG einer endlichen Gruppe G isomorph zu einer Algebra von
Blockdiagonalmatrizen ist:
h
CG ~ i,

j=1
Jeder Algebrenisomorphismus D: CG' — @?:1 C4*di wird als diskrete Fouriertransfor-
mation (DFT) auf G (bzw. CG) bezeichnet. In Anlehnung an den klassischen Fall wird
in den Anwendungen CG auch als Signalbereich und @?Zlcdedj als Spektralbereich be-
zeichnet. Die Elemente in der Gruppenalgebra CG sind komplexwertige Signale a: G — C
und die Multiplikation in CG setzt die Multiplikation in G bilinear fort. Diese sogenannte
Faltung ist also fiir a,b € CG gegeben durch

(axb)(t) =) _alg)blg™")-

geG

Da eine DFT D multiplikativ ist, wird durch D eine Faltung in die Multiplikation von

Blockdiagonalmatrizen iibergefiihrt:
D(a*b) = D(a) - D(b).

Durch Anwendung der inversen DFT eroffnet sich hier ein alternativer Weg zur Berechnung

von Faltungen:
axb=D"(D(a)- D(b)).

Im klassischen Fall ist G = Cy die zyklische Gruppe der Ordnung N. Die DFT der Ldnge
N beschreibt hier einen Isomorphismus zwischen CCy und dem Raum der N-reihigen
Diagonalmatrizen. Fiir die Auswertung der klassischen DFT haben James W. Cooley und
John W. Tukey im Jahr 1965 in [15] einen schnellen Algorithmus, die sogenannte Fast
Fourier Transform (FFT), veroffentlicht. Cooley und Tukey haben gezeigt, dass die DFT
der Linge N = 2" mit O(N log N) arithmetischen Operationen berechnet werden kann.
Bluestein konnte 1970 in [4] das Ergebnis fir DETs beliebiger Lange N verallgemeinern.
Zum Vergleich erfordert die naive Methode zur Auswertung einen Aufwand von O(N?)
arithmetischen Operationen. Auch die inverse DFT ldsst sich mit einem Aufwand von

O(Nlog N) arithmetischen Operationen auswerten. Als direkte Konsequenz ist im Fall
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von Signalen auf der C'y der oben beschriebenene, alternative Weg zur Berechnung von
Faltungen schneller als die naive Herangehensweise. Im Spektralbereich ist die Multipli-
kation zweier N-reihigen Diagonalmatrizen mit N Multiplikationen der Diagonaleintréige
durchfiithrbar. Entsprechend ist die Anzahl der benotigten Operationen der Faltung zwei-
er Signale auf der Cy von der Ordnung O(N log N) im Vergleich zu O(N?) beim naiven
Ansatz. Eine Standardanwendung des Verfahrens ist beispielweise die Polynommultipli-
kation. Die Signale sind hier beschrieben durch die Koeeffizientenvektoren der Polynome.
Fiigt man den Eingabevektoren ausreichend Nullen zu, vermeidet man verfilschende Uber-
lappungseffekte, die bei der Berechnung der (zyklischen) Faltung auftreten kénnen. Diese
Technik wird auch mit Zero-Padding bezeichnet. Wir betrachten also bei der (gewohnli-
chen) Polynommultiplikation Signale von spezieller Gestalt.

Eine weitere Anwendung der klassischen DFT ist Multiplikation zweier ganzer Zahlen.
Hierzu haben Schonhage und Strassen 1971 in [39] ein schnelles Verfahren vorgestellt. Der
sogenannte Schonhage-Strassen-Algorithmus berechnet die Multiplikation zweier ganzer
Zahlen mit O(N -log(N) -log(log N)) Bitoperationen, wobei hier N die maximale Bitldnge
der beiden ganzen Zahlen ist. Die Grundidee des Algorithmus ist im Groben eine Zerlegung
der Multiplikation. Hierfiir werden zunéchst die zu multiplizierenden Zahlen (in Binérdar-
stellung) in Stiickfolgen passender Lénge zerlegt. Die Multiplikation dieser Stiickfolgen ge-
schieht mit dem oben beschriebenen Weg zur Faltung zweier Signale. Zum Schluss werden
die Teilergebnisse wieder zusammengesetzt, um das eigentliche Ergebnis der Multiplikation
zu erhalten.

Ein anderer klassischer Fall ist G = C3* mit C§" = C5 x ... x (5. Die entsprechende lineare
Transformation ist bekannt als Walsh-Hadamard Transformation (WHT). Die WHT lésst
sich als mehrdimensionale Variante der klassischen DFT der Grofle 2 x ... x 2 auffassen.
Die zugehorige Transformationsmatrix H,, ist darstellbar als m-faches Kroneckerprodukt
von DFT-Matrizen (s.u.) der Lange 2: H,, = ®,DFT,.

Insgesamt gehoren der klassische FFT Algorithmus und diverse Varianten heute zu den
fundamentalen Algorithmen, die in ganz unterschiedlichen Bereichen wie Mathematik, In-
formatik, Physik und den Ingenieurwissenschaften zum Einsatz kommen und ohne die
manche Entwicklungen wie MP3, JPEG, MPEG, Streaming, WLAN, UMTS, LTE, ADSL,
VDSL, etc. gar nicht moglich gewesen wéren. Ausgehend von dieser zentralen Bedeutung
der klassischen DFT und ihrer schnellen Auswertung ist aus historischer Sicht bemerkens-
wert, dass die Veroffentlichung des FF'T Algorithmus von Cooley und Tukey eine Wieder-
entdeckung ist. In einer 1866 posthum verdffentlichten Abhandlung [20] beschreibt Carl
Friedrich Gau8 die Grundlagen der modernen FFT. Sein Interesse galt hier der Berech-



nung der Flugbahnen von Asteroiden und deren Positionen. Eine genauere Einordnung der
Geschichte der FFT und der Zusammenhang zu Gaufl wird von Heideman, Johnson und

Burrus in [21] beschrieben.

Fiir konkrete Anwendungen zeigt sich, dass vornehmlich Spezialfiille des Satzes von Wed-
derburn von Interesse sind. Entscheidend dabei ist die Identifikation der Elemente eines
Anwendungsproblems als Elemente einer komplexen Gruppenalgebra CG. Es stellt sich nun
die Frage, ob fiir die entsprechende Gruppe ebenfalls schnelle, effiziente Algorithmen zur
Auswertung der DFT gefunden werden konnen. Konsequenterweise versucht man bereits
bekannte Techniken bzw. Prinzipien wie beispielsweise den Divide-and-Conquer Ansatz
der klassischen FFT auf andere Gruppenalgebren zu verallgemeinern. In diesem Zusam-
menhang wurden seit Ende der 70er Jahre FF'Ts fiir nicht abelsche, endliche Gruppen von
Baum, Beth, Clausen, Diaconis, Maslen, Rockmore, Willsky und anderen untersucht. Eine
Ubersicht fiir die Entwicklungen in diesem Bereich bis in die 90er Jahre findet man bei-
spielsweise in [32, 37] oder auch Kapitel 13 in [5]. Als eine neuere Entwicklung haben Cohn
und Umans in [14] einen gruppentheoretischen Ansatz zur Matrixmultiplikation veroffent-
licht. Matrizen werden hier als Signale einer passenden Gruppenalgebra CG enkodiert.
Dies erméglicht die Matrixmultiplikation als eine Faltung in CG aufzufassen. Vergleichbar
zu der Polynommultiplikation kénnen nun Matrizen mit dem oben beschriebenen Weg zur
Berechnung von Faltungen multipliziert werden. Entscheidend in dem gesamten Frame-
work von Cohn und Umans ist die Wahl einer nicht abelschen Gruppe G mit gewissen
Eigenschaften. Hierzu werden von Cohn et al. diverse Konstruktionen von Gruppen in [13]
betrachtet.

Fiir diese Arbeit sind spezielle komplexwertige Signale, deren Definitionsbereich eine sym-
metrische Gruppe! ist, relevant. Zu der schnellen Auswertung der Fouriertransformation
von Signalen auf der S, gibt es zwei bedeutende Arbeiten. Clausen hat in [7] gezeigt,
dass die Fouriertransformation solcher Signale mit O(N log® N), N := n!, arithmethischen
Operationen durchfiihrbar ist. Maslen konnte dies in [31] auf O(N log? N) verbessern. An-
wendungen von Fouriertransformationen von Signalen auf der .S,, finden sich u.a. bei der
statistischen Analyse von Datensétzen mit einem Ranking (siche [17, 18]), beim Graph
Mining zur Messung der Ahnlichkeit zweier Graphen (siche [28, 29]), beim Multi-Object
Tracking bzw. Identity Management Problem (siehe [22]) sowie bei Optimierungsproblemen
wie das Quadratic Assignment Problem (siehe [36, 27]).

Gemeinsames Merkmal ist hier die kombinatorische Natur der betrachteten Probleme, in

Mit S,, wird im Folgenden die symmetrische Gruppe aller Permutationen von [1,n] := {1,2,...,n}
bezeichnet.
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denen Permutationen von Objekten eine Rolle spielen. Wir wollen kurz auf zwei Anwen-
dungen eingehen. So suchen Kondor, Shervashidze und Borgwardt in [29] nach Graphen-
invarianten, bei denen die Anordnung der Knoten im Graphen keine Rolle spielt. Hierbei
enkodieren sie die Adjazenzmatrix eines Graphen beziiglich der Adjazenzmatrix von Graph-
lets (elementare Teilgraphen mit & Knoten) in ein bestimmtes, niederfrequentes Signal auf
gewissen homogenen Raumen von der S,,. Die gesuchten Grapheninvarianten ergeben sich
dann im Spektralbereich. Ein weiteres Beispiel ist Kondors Ansatz zur Losung des Qua-
dratic Assignment Problems (QAP) in [27]. Die Zielfunktion des QAP misst den Grad der
, Ubereinstimmung zweier Graphen und ist iiber die Adjazenzmatrizen dieser Graphen
definiert. Gesucht ist eine Permutation, die diese Funktion maximiert. Kondor setzt die
Untersuchungen von Rockmore et al. in [36] fort und zeigt, dass die Zielfunktion ebenfalls
als ein niederfrequentes Signal auf der S,, aufgefasst werden kann. Mittels eines Branch-and-
Bound Verfahrens im Spektralbereich wird dann eine maximierende Permutation ermittelt.
In Kapitel 6 werden beide Beispiele wieder aufgegriffen und ndher betrachtet. Motiviert
von diesen beiden Beispielen ist der Gegenstand dieser Arbeit die Betrachtung dieser nie-

derfrequenten Signale.

Hintergrund dieser niederfrequenten Signale sind homogene Rdume. Diese sind hier spezi-
fiziert durch eine (endliche) Gruppe G und eine Untergruppe U von G. Statt beliebigen
Signalen a: G — C beschranken wir uns auf U-rechtsinvariante Signale a, fiir die al-
so a(gu) = a(g) fir alle ¢ € G und alle u € U gilt. Konkret werden in dieser Arbeit
S,_r-rechtsinvariante Signale auf der symmetrischen Gruppe S,, betrachtet. Anschaulich
gesehen sind diese Signale Treppenfunktionen, die konstant auf den Linksnebenklassen der

Stabilisatoruntergruppe
Snr ={mresS,|Vi>n—k:n(j) =j}

in S,, sind. Zudem sind diese Funktionen , bandbegrenzt“, d.h. nach Auswertung der DFT
zeigt sich, dass nur eine begrenzte Anzahl der Blockdiagonalmatrizen von Null verschieden
sind. In [33] haben Maslen und Rockmore 1997 fiir eine geeignete DET auf S,, gezeigt, dass

die Auswertung der DF'T solcher S,,_j-rechtsinvarianten Signalen mit weniger als
ko (n? —kn+ 221 (S, S, 4]

arithmetischen Operationen berechnet werden kann. Diese obere Schranke konnte von Mas-



len 1998 in [31] auf
S k-(2n—k—1)-[Sy:Sn 4]

verbessert werden. Fiir den Fall £ = 1 entspricht die obere Schranke %(n2 — n) arithmeti-

schen Operationen. Clausen und Kakarala haben 2010 in [12] einen Algorithmus vorgestellt,
bei dem die Auswertung der Fouriertransformation von S,,_;-rechtsinvarianten Signalen mit
3n — 4 arithmetischen Operationen berechnet werden kann. Fiir den Fall £ = 2 entspricht
die obere Schranke 2 - (2n—3)-n-(n—1) arithmetischen Operationen. Hier konnte Hiihne in
seiner Diplomarbeit [23] einen Algorithmus angeben, der mit 9n? — 22n + 3 arithmetischen

Operationen auskommt.

Die vorliegende Arbeit ist die Fortsetzung dieser Arbeiten. Ziel ist es, einen Ansatz zu
beschreiben, mit dem es moglich ist, fiir kleine k& asymptotisch optimale Algorithmen im
Vergleich zu Maslens ©(n*!) Algorithmus zu entwickeln. Inhaltlich liegt diese Arbeit im
Grenzgebiet von Darstellungstheorie und Algorithmenentwurf. Um hier den Lesern einen
Einstieg in die Thematik zu erméglichen, werden in den Kapiteln 2 bis 7 relevante ma-
thematische Grundlagen und bisherige Resultate auf diesem Gebiet zusammengefasst. In
Kapitel 2 werden fundamentale algebraische Konzepte rund um der Verallgemeinerung der
DFTs auf beliebige endliche Gruppen G sowie die Komplexitidt der Auswertung solcher
DFTs und Faltungen betrachtet. Als Fortsetzung behandelt Kapitel 3 die Generalisierung
diverser Resultate auf die oben beschriebenen homogenen Ridume. In Kapitel 4 werden
darstellungstheoretische Grundlagen fiir den Fall, dass die Gruppe G eine symmetrische
Gruppe vom Grad n ist, wiedergegeben. Es werden konkrete DFTs auf der .S, beziiglich
der sogenannten Youngschen Seminormalform bzw. Youngschen Orthogonalform konstru-
iert. Diese DFTs dienen als Grundlage fiir die FFT und iFFT Algorithmen in Kapitel 5.
Als Nichstes werden in Kapitel 6 diverse behandelte Punkte vorangegangener Kapitel im
Fall von S,,_j-invarianten Signalen auf der S,, beschrieben. Mit dem Graphlet-Spektrum
und dem QAP werden zwei Beispiele behandelt, wie S, _,-invariante Signale und die DFT's
solcher Signale verwendet werden. Im Anschluss beinhaltet Kapitel 7 die Beschreibung des
Algorithmus von Clausen und Kakarala [12] fiir die Auswertung der DFT S,,_;-invarianter

Signale. Dieser Algorithmus ist eine essentielle Grundlage fiir die folgenden Kapitel.

In Kapitel 8 werden grundlegende Konzepte vorgestellt, wie man fiir die Auswertung von
DFTs S,_j-invarianter Signale asymptotisch optimale Algorithmen fiir kleine k& konstru-
ieren kann. Fiir die Einsparung von arithmetischen Operationen wird sich zeigen, dass

verschiedene Skalare ausgeklammert werden konnen, und dass diverse berechnete Teil-



1 Einleitung

strukturen sowie bekannte Algorithmen (wie der Algorithmus von Clausen und Kakarala)
wiederverwendet werden konnen. Mit diesen Konzepten kann eine verbesserte Variante des
Algorithmus von Hiihne [23] zur Auswertung von DFTs S, _s-invarianter Signale hergelei-
tet werden. Mit dem vorgestellten Verfahren ist die Auswertung der DFT auf Basis der
Youngschen Seminormalform mit weniger als 9n? — 22n arithmetischen Operationen und
einem Speicheraufwand von 2n? — 2 durchfithrbar. Die Auswertung der DFT eines reell-
wertigen Signals ist fiir n = 5000 auf einem Einsteiger-Notebook mit weniger als einer
Sekunde moglich. Fiir kleine k lassen sich die grundlegenden Konzepte wiederholt anwen-
den. Hierzu muss schrittweise vorgegangen werden. Fiir ein £ > 2 benotigt man hierzu die
Algorithmen zur Auswertung von DFTs S, _,-invarianter Signale, wobei ¢ < k. Fiir den
Fall £ = 3 werden die entsprechenden Resultate in Kapitel 9 zusammengefasst. Mit dem
beschriebenen Verfahren ist auf Basis der Youngschen Seminormalform die Auswertung
der DFT S,,_s-invarianter Signale mit weniger als 16.5n% — 72n? + 50.5n + 9 arithmeti-
schen Operationen und einem Speicheraufwand von 2n3 — 4.5n? — 0.5n + 2 durchfiihrbar.
Des Weiteren entsteht fiir die Umrechung in die Youngsche Orthogonalform lediglich ein

linearer Overhead in dem Index von S,,_j; in S,,.

Zum Abschluss dieser Arbeit befinden sich im Anhang mehrere Beispiele zur Unterstiitzung
der Inhalte aus den Kapiteln 2 bis 6.
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Gelegenheit, sein letzter Promovend sein zu diirfen und diese Arbeit anfertigen zu kénnen.
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2 Algebraische Grundlagen und Komplexitat

In Abschnitt 2.1 werden fundamentale Definitionen und Resultate aus der Darstellungs-
theorie im Zusammenhang mit dem Satz von Wedderburn zusammengefasst. Neben der
Generalisierung der DFT auf beliebige endliche Gruppen durch diesen wichtigen Satz wird
auch auf ihre Inverse eingegangen. Die Auswertung einer DFT auf einer endliche Grup-
pe G der Ordnung N lauft auf die Multiplikation einer N x N-Matrix A mit einem N-
dimensionalen Eingabevektor hinaus. Die Frage nach der Minimalzahl an arithmetischen
Operationen, die ausreichend sind, um die Matrix A auszuwerten, fiihrt zu dem linearen Be-
rechnungmodell und der Definition der linearen Komplexitéat einer Matrix A. Abschnitt 2.2
betrachtet wesentliche Eigenschaften der linearen Komplexitéit, obere und untere Schran-
ken beziiglich der Auswertung von DFT-Matrizen sowie den arithmetischen Aufwand von
Faltungen im Spektralbereich. Schliellich beinhaltet Abschnitt 2.3 ein Grundkonzept zum
Entwurf von effizienten DFT Algorithmen. Insgesamt orientiert sich das Kapitel vor allem
an dem Buch von Clausen und Baum [10] sowie Kapitel 13 in dem Buch von Biirgisser,
Clausen und Shokrollahi [5]. Als weitere Grundlage ist das Buch von Serre [40] zu benen-
nen. Fiir fehlende Grundkenntnisse in Algebra, insbesondere der Gruppentheorie, eigenen

sich w.a. die Biicher von Artin [1] oder Lang [30].

2.1 Diskrete Fouriertransformationen aus algebraischer Sicht

Eine (assoziative) C-Algebra ist ein komplexer Vektorraum A, der zudem mit einer C-
bilinearen Multiplikation *x: A x A — A so ausgestattet ist, dass (A, +, %) einen Ring mit
Eins bildet. Beispiele fiir C-Algebren sind:

e C" zusammen mit der punktweisen Multiplikation,

o C¥4 der Vektorraum der d-reihigen Matrizen iiber C, zusammen mit der Matrix-

multiplikation,

o CIX]:={Yisp@X"|a;i € CAInVi>mn:a; =0}, der Vektorraum aller univariaten

Polynome iiber C, zusammen mit der Polynommultiplikation (Faltung)

(Z a:X') + <Zb X7) = ;;aibjxiﬂ =3 (XC aiby)x*,

k itj=k

e CG :={a|a: G— C}, der Vektorraum aller komplexwertigen Funktionen auf einer
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endlichen (multiplikativen) Gruppe G, zusammen mit der Faltung?

(QEZG agg) * <,1€ZG bhh> = ZZagbhgh Z(Z agbh)

keG gh=Fk
als Multiplikation.

Die C-Algebra CG wird auch Gruppenalgebra von G iiber C genannt. Ferner wird die
C-Algebra C*™*? als volle Matrizalgebra bezeichnet.

Ein Untervektorraum U einer Algebra A ist eine Unteralgebra von A, wenn U das Einsele-
ment 1,4 enthélt und zudem multiplikativ abgeschlossen ist, d.h. aus a1, as € U folgt stets
ayas € U. Die Menge U := @;:1 C%*4 aller Blockdiagonalmatrizen vom Typ (dy,...,d,)
mit d := 25:1 d; und d; € Z, ist eine Unteralgebra der vollen Matrixalgebra C**¢. Ein
zweiseitiges Ideal I in einer Algebra A ist ein Untervektorraum, der zusétzlich unter Mul-
tiplikation von links und rechts mit beliebigen Elementen aus A abgeschlossen ist, d.h. fiir
a € Aund x € I gilt stets za € I und azx € I. Eine Algebra A besitzt die zwei trivialen
zweiseitigen Ideale 0 und A. Der Faktorraum A/l = {a + [ | a € A} einer Algebra A
nach dem zweiseitigen Ideal I in A wird durch (ay 4+ I) - (a3 + I) := ajay + I zu einer
C-Algebra. Diese wird auch Faktoralgebra genannt. Eine C-lineare Abbildung ¢: A — A’
zwischen zwei Algebren A und A’ wird Algebren-Morphismus genannt, falls ¢(14) = 1as
und p(ajas) = (a)p(ay) fur alle ay,ay € A. Falls ¢ bijektiv ist, wird ¢ als Algebren-
Isomorphismus bezeichnet. Das Bild p(A) := {¢(a) | a € A} von ¢ ist eine Unteralgebra
von A’. Der Kern ker(¢) := {a € A| ¢(a) =0} von ¢ ist ein zweiseitiges Ideal in A. Sei
@: A — A" ein Algebren-Morphismus, dann wird fiir a € A durch a + ker(¢) — ¢(a) ein
wohldefinierter Algebren-Isomorphismus zwischen A/ ker(yp) und ¢(A) definiert.

Fiir eine positive ganze Zahl N ist w := exp(2mi/N) eine primitive N-te Einheitswurzel.
(D.h. w¥ =1 und w™ # 1 fiir alle m € [1, N —1].) Die klassische DFT der Linge N ergibt

sich, wenn man C[X] mit Hilfe der multiplen Auswertung

CIX] > f = (f(1), f(w), f(w?), ..., fl@™T) T e CV

nach CV abbildet. Diese Abbildung ist ein surjektiver Algebren-Morphismus. Der Kern

dieser Abbildung ist das von dem Polynom H;V:_Ol (X —wl) = XN — 1 erzeugte zweiseitige

2Um die Analogie zur Polynomfaltung zu betonen, identifizieren wir die zum Gruppenelement g € G
gehorige Indikatorfunktion x, := (G > h + d,4p,) mit g, so dass wir hier und im Folgenden fiir a € CG

statt a =3 o a(g)xg symbolisch kurz a = " 5 aq9 schreiben.

geG geG
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Ideal (XV — 1), das aus allen Vielfachen des Polynoms X~ — 1 besteht. Zusammengefasst

hat man einen kanonischen Algebren-Isomorphismus
CIX]/(XxN —1) = CV.

Die Faktoralgebra C[X]/(X" — 1) kann angesehen werden als Algebra aller univariaten
Polynome vom Grad kleiner als N mit Multiplikation modulo X" — 1. Die Auswertung
von f(X):= Z;V;Ol ¢; X7 € C[X]/(XN —1) an den Stellen 1,w,w?, ..., w™ "1 ldsst sich wie
folgt als Matrix-Vektor-Multiplikation schreiben:

£(1) 11 1 1 ‘o

f(w) 1w w? wh—t el

f(wQ) — 11 w2 wt Ww2(N-1) s
FN ) 1 WN-1 20N L (NN N1

Die Matrix DFTy = (w*)g<p o<y wird (N-reihige) DFT-Matriz genannt. Die durch diese
Matrix beschriebene lineare Abbildung ist die (klassische) diskrete Fouriertransformation
der Linge N.

Bevor wir die klassische DFT verallgemeinern, schauen wir uns nochmals beide Seiten
vom kanonischen Algebren-Isomorphismus C[X]/(X" — 1) — CV an. Die Faktoralgebra
C[X]/(XN — 1) hat als Algebra aller univariaten Polynome vom Grad kleiner als N mit
Multiplikation modulo XV —1 die Polynome 1, X, X2, ..., XV~! als C-Basis. Zudem gilt die
Relation X» = 1. Daher ist diese Basis multiplikativ gesehen die zyklische Gruppe Cy der
Ordnung N und C[X]/(X* —1) — als lineare Hiille dieser Gruppe — ist die Gruppenalgebra
CCy. Auf der anderen Seite kann man CV mit punktweiser Multiplikation auch als Algebra

der N-reihigen Diagonalmatrizen auffassen. Zusammenfassend kann man also festhalten:

Satz 2.1. Die Gruppenalgebra der zyklischen Gruppe der Ordnung N ist isomorph zur

Algebra der N -reihigen Diagonalmatrizen.

Dieses Resultat wird nun erheblich verallgemeinert:

Satz 2.2 (Wedderburn). Die Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe G ist isomorph zu

einer Algebra von Blockdiagonalmatrizen. Priziser: hat G genau h Konjugationsklassen?,

3Konjugationsklassen sind die Aquivalenzklassen der folgenden Relation auf der Gruppe G: z ~ y gdw.
dg€G:grg~t =1y.
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so gibt es einen Algebren-Isomorphismus

h
D: CG — @i

J=1

mit eindeutig bestimmiten positiven ganzen Zahlen dy < ... < dj, die aus Dimensions-

grinden der Gleichung |G| = Z?:l djz gentigen.

Beweis. Siehe z.B. Abschnitt 2.3 in [10]. O

Jeder derartige Isomorphismus heifit eine diskrete Fouriertransformation (DFT) auf G
(bzw. CG). Im klassischen Fall G = Cy ist h = N und fiir alle j € [1, N] gilt d; = 1. In
Anlehnung an den klassischen Fall wird in den Anwendungen CG auch als Signalbereich
und @?:l(cdf“lf als Spektralbereich bezeichnet.

Als Néchstes gehen wir ndher auf die natiirlichen Projektionen Dy, ..., D), von D ein.
Hintergrund ist die Darstellungstheorie von Algebren, hier insbesondere die Darstellungs-
theorie der Gruppenalgebra A = CG. Allgemein versteht man unter einer d-dimensionalen
Darstellung D der Algebra A einen Algebren-Morphismus D von A in die Algebra End (V)
aller Endomorphismen eines d-dimensionalen C-Vektorraums V. Statt D(a)(v) schreibt
man kurz av und spricht dann auch vom A-Linksmodul V. Ein Untervektorraum U von V'
mit au € U fiir alle a € A und alle u € U heifit A-Untermodul von V. Gibt es auler dem
Nullraum und V', den sogenannten trivialen Untermoduln, keine weiteren A-Untermoduln
in V', so heiit die Darstellung D irreduzibel und V heifit ein einfacher A-Linksmodul.
Zwei Darstellungen D;: A — End(V}) und Dy: A — End(V3) heilen dquivalent (und die
zugehorigen A-Moduln V; und V; heiflen isomorph), wenn es einen Vektorraumisomorphis-
mus 7': V; — V; gibt, so dass fiir alle a € A stets Dy(a) =T o Dy(a) o T gilt. Will man
konkret rechnen, so wahlt man in den Moduln Vektorraumbasen aus und beschreibt die
linearen Abbildungen D(a) durch d x d-Matrizen. Auf diese Weise entstehen Matrizdarstel-
lungen beziiglich des Algebren-Morphismus A — C%*¢. Die obigen Begriffe (Irreduzibilitiit,
Aquivalenz, etc.) iibertragen sich entsprechend auf Matrixdarstellungen.

Wir betrachten nun den hier relevanten Fall A = CG. Eine Darstellung einer endlichen
Gruppe G ist ein Gruppenmorphismus D: G — GL(V'). Eine Matrixdarstellung von G
vom Grad d ist ein Gruppenmorphismus D: G — GL(d,C). Falls D: CG — End(V') eine
Darstellung der Gruppenalgebra CG ist, dann ist die Restriktion auf G eine Darstellung
von G. Umgekehrt kann der Gruppenmorphismus D: G — GL(V') eindeutig zu einem

10
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Algebren-Morphismus CG — End(V') durch

Z agg — Z agD(g)

geG geG

linear fortgesetzt werden. Insgesamt handelt es sich bei Moduln, Darstellungen und Ma-
trixdarstellungen von Gruppen und ihrer entsprechenden Gruppenalgebra um &quivalente

Konzepte.

Ein A-Modul, der durch eine direkte Summe von einfachen A-Untermoduln beschrieben
werden kann, wird vollstindig reduzibel genannt. Der folgende zentrale Satz von Maschke
besagt, dass jeder CG-Modul vollstandig reduzibel ist.

Satz 2.3 (Satz von Maschke).

(a) Jede Matrizdarstellung D: G — GL(d,C) von G ist dquivalent zu einer direkten
Summe irreduzibler Darstellungen: D = D1 @ ... & D,,.

(b) Jeder CG-Linksmodul V ist die direkte Summe von einfachen CG-Untermoduln.:

Beweis. Siehe z.B. Abschnitt 2.2 in [10]. O

Eine Matrixdarstellung D von G wird unitdr genannt, falls fiir alle ¢ € G die Matrizen
D(g) unitédr sind. Im Zusammenhang mit dem Satz von Maschke und dessen Beweis stellt
sich zudem heraus, dass jede Matrixdarstellung dquivalent zu einer unitdren Darstellung
ist.

Ferner stellt sich heraus, dass die Anzahl der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen
von CG endlich ist und mit der Anzahl A der Konjugationsklassen von G {ibereinstimmt.
Ist Dy,...,D) ein Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen irreduzibler Matrixdar-
stellungen von CG, so ist D := Dy & ... ® Dy eine DFT auf CG und jede DFT auf CG
ergibt sich auf diese Weise. Dies zeigt, dass sich zwei DFTs auf CG nur um einen Basis-
wechsel in jeder Komponente unterscheiden. Die Wahl geeigneter Basen in den einfachen

CG-Moduln wird in dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielen.

Ist G eine endliche Gruppe der Ordnung N und

h h
D= D;: cG — P
Jj=1 j=1

11
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eine DFT auf CG, so beschreibt D eine lineare Abbildung zwischen N-dimensionalen C-
Vektorrdumen und kann also bzgl. natiirlicher Basen* in CG und @?:1 Cd4i*di durch eine

N-reihige Matrix D beschrieben werden. Die Zeilen dieser Matrix sind parametrisiert durch

U {Gm )1 < pyv < dj},

1<j<h

wobei (j, u, v) die Position (p,v) in D; beschreibt. Die Spalten sind mit den Gruppenele-

menten indiziert. Insgesamt ist damit

D(jnu‘)l/))g = D.Y(g)/ﬂ/ (21)

Die Abbildung eines Signals a: G — C in den Spektralbereich entspricht aus dieser Sicht
der Matrix-Vektor-Multiplikation D - (a(g))geq. Bis auf Permutationen der Spalten und
Reihen ist die Matrix D durch D eindeutig bestimmt. Solche Permutationen haben keinen
Einfluss auf die (arithmetische) Komplexitéit der Matrix-Vektor-Multiplikationen, siehe

Lemma 2.7 im nachsten Abschnitt.

Im klassischen Fall G = C} gibt es genau N inéquivalente irreduzible Darstellungen
Dy, ..., Dy_4, die alle 1-dimensional sind. Genauer ist D; als Algebren-Morphismus schon
durch Angabe von D;(X) := w’ eindeutig bestimmt. Die zugehorige N-reihige Matrix ist
dann gerade die Matrix DFT y.

Ein wichtiges Hilfsmittel in der Darstellungstheorie von Algebren ist das Lemma von Schur
(sieche Lemma 2.4). Mit diesem Lemma lassen sich u.a. die sogenannten Schur Relationen
(siche Satz 2.5) beweisen, die einen engen Zusammenhang der DFT und ihrer Inversen

aufzeigen.

Lemma 2.4 (Lemma von Schur). Sei A eine Algebra mit den irreduziblen Darstellungen
D: A — End(V) und D': A — End(V') beziiglich der einfachen A-Linksmoduln V' und
V'. Falls es einen A-Morphismus T von V nach V' gibt, so dass TD(a) = D'(a)T fir alle
a € A, dann ist T =0 oder T ist ein Isomorphismus. Falls zusdtzlich V' gleich V' ist, dann
ist T ein skalares Vielfaches der Identitit.

Beweis. Siehe beispielsweise Abschnitt 2.2 in [40] oder Lemma (2.2) in [10]. O

Im Folgenden bezeichnet I};™ die n x n Matrix, die eine 1 bei Position (a,b) hat und

sonst Null ist. Ist der Kontext klar, wird abkiirzend 1,; verwendet. Mit I, wird die n X n

4Indikatorfunktionen der Gruppenelemente bzw. Indikatorfunktionen der Blockdiagonalpositionen.

12
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Einheitsmatrix bezeichnet.

Satz 2.5 (Schur Relationen). Sei Dy, ..., Dy, eine Transversale irreduzibler Matrizdarstel-
lungen von CG' jeweils vom Grad dy, ..., dy. Dann gilt fir alle 1 < j,j' <h, 1 <p,v <d,
und 1 < ', v/ <dj:

- G|
> Di( @ - Dyrg™ s = 0O Qv ™~ -
geG J
Beweis. Siche beispielsweise Abschnitt 2.2 in [40] oder Theorem (5.4) in [10]. O

Korollar 2.6. Es sei G eine endliche Gruppe. Falls D eine DFT-Matriz fir G ist, wobei

CG ~ @?:1 C%>d  dann existieren Permutationsmatrizen P und Q, so dass
 d
-1_p.DT.O. '
D'=pP.D"-Q .@IIG|Idﬂ2"
‘]:

Beweis. Sei n die Ordnung der Gruppe G und Dy, ..., D), eine Transversale irreduzibler
Darstellungen von CG mit d; := deg(D;). Falls D € C"" eine DFT-Matrix von CG
beziiglich Dy, ..., Dy ist, dann sind die Spalten von D durch die Gruppenelemente von G

und die Zeilen von D durch

U LG )t < v < dj)

1<j<h

parametrisiert, d.h. (j, u, ) beschreibt die Position (u,v) in D;. Nun sei P-DT - Q €
C*™ die Matrix die man aus D erhélt. Hierzu wird zunéchst die Matrix D transponiert.
AnschlieBend werden in D' die Permutation P der Zeilen bzgl. der Inversion (G > g +— g~1)
und die Permutation @) der Spalten bzgl. (j, u,v) — (j, v, u) ausgefithrt. Nach den Schur
Relationen ist D (P-D" - Q) eine Diagonalmatrix mit d3-maligem Vorkommen von |G|/d;

fir 1 <j<h,dh.D-(P-DT-Q) =@, P O

j=1d;

Fihrt man die Konstruktion des Beweises im klassischen Fall G = Cy mit den weiter oben
beschriebenen irreduziblen Darstellungen aus, dann ist h = N, P = Iy + Zj\[:—ll Lin_j,
Q=1Iy,d; =1"firalle j € [1, N] und |G| = N. Ingesamt erhilt man

h N-1
_ d; 1
DFT,' = P-DFT} - Q- P |_é|1d? =5 (Too+ Y Tin—j) DFTy.
Jj=1 j=1

13
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2.2 Zur Komplexitit von DFTs und Faltungen

Das letzte Abschnitt hat gezeigt, dass wir vor folgendem Berechnungsproblem stehen: Gege-
ben ist eine konkrete N-reihige Matrix A. Diese Matrix ist mit beliebigen N-komponentigen
Spaltenvektoren zu multiplizieren. Gesucht ist ein Verfahren, das mit moglichst wenig arith-
metischen Operationen (Additionen, Subtraktionen, Skalarmultiplikationen) auskommt.
Die Minimalzahl an Operationen zur Auswertung von A wird die lineare Komplexitdt von A
genannt und mit L., (A) bezeichnet. Lisst man bei den Skalarmultiplikationen nur Skalare
vom Betrag kleiner gleich ¢ zu, so ergibt sich die c-lineare Komplexitit L.(A). Nattirlich ist
L.(A) > Ly (A). Die bisher bekannten schnellen Fouriertransformationsalgorithmen kom-
men mit Programmkonstanten aus, die meist den Betrag 1 haben. Hier ist die Forderung

¢ > 2 keine gravierende Einschrinkung.® Zuniichst stellt man folgende Eigenschaften fest:
Lemma 2.7. Sei2 < ¢ < oo und A= (a;;) € C™™.
(a) L.(P) =0, falls P eine Permutationsmatriz ist.

(b) Falls B eine Teilmatriz von A ist, d.h. B entsteht durch das Léschen von Zeilen und
Spalten aus A, gilt L.(B) < L.(A).

(¢) Lo(A-B) < L(A) + L.(B), falls A und B multipliziert werden kénnen.
(d) Lo(P-A-Q) = L.(A), falls P und Q Permutationsmatrizen sind.

Beweis. (a) Durch eine Permutationsmatrix entstehen lediglich Kopieroperationen. Es ent-
steht kein arithmetischer Aufwand.

(b) Klar.

(¢) Wird bei einer Matrix-Vektor-Multiplikation der Vektor zunéchst mit B und das Re-
sultat anschliefend mit A multipliziert, folgt sofort die obere Schranke L.(A) + L.(B).
(d) Man kombiniere (a) und (c). O

Der folgende Satz gibt eine untere Komplexititsschranke fiir die c-lineare Komplexitdt an.

Satz 2.8 (Morgenstern). Es sei A = (a;;) € C™™ invertierbar und 2 < ¢ < co. Dann ist

L.(A) > log, | det(A)].

5Man fordert ¢ > 2 statt ¢ > 1, da es ansonsten zu einer Inkonsistenz kiime: z + = wire ein Berech-
nungsschritt, aber 2 - x wire bei ¢ < 2 kostspieliger!

14
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Beweis. Siehe [34], siehe auch S. 312 in [5]. O

Als direkte Anwendung erhalten wir eine nichttriviale untere Schranke fiir die 2-lineare
Komplexitiat der DFT-Matrizen der Lange N:

Korollar 2.9 (Morgenstern). Ly(DFTy) > Jlog N.

Beweis. Mit DFT} = N - (TIoo + Y1 Lv—;) gilt |det(DFTy)[? = | det(DFT})| = NV,

woraus mit dem Satz von Morgenstern die Behauptung folgt. 0J

Nach dem Algorithmus von Bluestein ist Lo(DFTy) = O(Nlog N). Damit ist gezeigt,
dass innerhalb des 2-linearen Berechnungsmodells die FFT-Algorithmen im Fall G = Cy

grofenordnungsméflig optimal sind.

Der folgende Satz von Kaminski, Kirkpatrick und Bshouty zeigt eine enge Verbindung

zwischen der linearen Komplexitit einer Matrix A und ihrer Transponierten AT auf.

Satz 2.10 (Transpositionssatz). Sei A € C"™*", dann gilt
Lo(AT) = Lo(A) —n+m — z(A) + z(A"),

wobei mit z(A) die Anzahl der Nullzeilen von A bezeichnet wird. Fir eine invertierbare

Matrixz A gilt insbesondere
Lo(A) = L(AT).

Beweis. Siehe [25]. O

Eine beliebige endliche Gruppe G hat im allgemeinen unendlich viele DFT-Matrizen, die
sich in ihrer linearen Komplexitéit unterscheiden kénnen. Daher definiert man die c-lineare

Komplexitiat von G durch
L.(G) := min{L.(D) | D ist DFT-Matrix von CG}.
Lemma 2.11. FEs gilt:
|Gl =1 < Leo(G) <2-1G] - (|G| = 1)

Beweis. Da die Einsdarstellung in jeder DF'T D auf CG involviert ist, gibt es in einer wie
oben beschrieben konstruierten DFT-Matrix D eine Zeile B = (1,...,1) € C*I¢ Weil

15
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Lo (BT) =0, folgt aus dem Transpositionssatz und Lemma 2.7 (b), dass |G| —1 = Lo (B) <
Loo(D). Da D € CI¢*IG und eine Zeile in D gleich B ist, ist die Multiplikation von D
mit einem Vektor in C!¢l mit hochstens (|G| — 1) - |G| Multiplikationen und (|G| — 1) - |G|
Additionen durchfiihrbar. O

Mit Hilfe der Schur Relationen (siehe Satz 2.5), dem Transpositionssatz, dem Satz von

Morgenstern und Lemma 2.7 konnten folgenden Resultate bewiesen werden.

Satz 2.12 (Baum, Clausen). Sei D eine DFT-Matriz fir eine endliche Gruppe G, dann
gilt

(1) L(D™) < Le(D) + |G| fiir 2 < ¢ < co.
(2) |Loo(D) = Loo(D7H)| < |G.

Beweis. Siehe [3]. O

Satz 2.13 (Baum, Clausen). Fir eine endlichen Gruppe G der Ordnung N ist

Ly(G) > 2 Nlog N.

1
1
Beweis. Siehe [3]. O

Aufgrund von Satz 2.13 sind innerhalb des 2-linearen Berechnungsmodells bei endlichen
Gruppen der Ordnung N FFT-Algorithmen, die mit Aufwand ©(N log N) auskommen,
das grofle Ziel.

Dieses Ziel wurde fiir die Klasse der iiberauflésbaren Gruppen® erreicht und fast erreicht

fiir die Klasse der symmetrischen Gruppen:

Satz 2.14. (1) (Baum) Fir eine iberauflosbare Gruppe G der Ordnung N ist Ly(G) <
vNlog N, mit einer Konstanten 1.5 < v < 8.5, die nur von den Primfaktoren von
N abhdingt.

(2) (Clausen) Ly(S,) < 0o(|S,|1og®|S,]).

6Eine endliche Gruppe G ist diberauflésbar gdw. es eine Kette G = G,, > G,_1 > ... > G; = {1}
von Normalteilern G; in G gibt, so dass alle Indizes [G;: G;_1] prim sind. Beispielsweise sind alle endli-
chen abelschen Gruppen, sowie alle nilpotenten Gruppen (das sind direkte Produkte von Gruppen von
Primzahlpotenzordnung) iiberauflosbar.
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2.2 Zur Komplexitéit von DFTs und Faltungen

(3) (Maslen) Ly(S,) < o(|Sn|log? |S,|).
Beweis. (1) siehe [2], (2) siehe [7], (3) siehe [31]. O

Mit Hilfe einer DFT D auf CG ldsst sich die Faltung zweier Signale a,b € CG auf die

Multiplikation zweier Blockdiagonalmatrizen iiberfiihren:
axb=D"(D(a)  D(b)).

Das folgende Lemma betrachtet den arithmetischen Aufwand im Spektralbereich.

Lemma 2.15. Seien D := @?:1 D;: CG — @?:1 C4%>*di eine DFT auf einer endlichen
Gruppe G und a,b € CG, dann kénnen D(a) und D(b) mit weniger als 2 - |G[>? arithme-

tischen Operationen multipliziert werden.

Beweis. Mit d := maxjepp d; gilt d* < Z?Zl d? = |G|, m.a.W. ist also d < |G|Y2.
Zwei Blockdiagonalmatrizen in P, C%*dj kénnen mit weniger als 2+ > i d? aritmethischen

Operationen multipliziert werden. Wegen

h
2.y di<2-d-) di<2-|G]'*-|G| =2 |G}
: —

j=1
folgt die Behauptung. ([l

Wie in der Einleitung beschrieben, wird im klassischen Fall G = Cy durch die DFT die
Faltung sogar in die Multiplikation von Diagonalmatrizen iiberfiihrt. Im Spektralbereich
ergibt sich also ein linearer Aufwand. Bereits dieses Beispiel zeigt, dass die Struktur der
Blockdiagonalmatrizen (in Abhéngigkeit von ) entscheidend ist, ob die obere Schranke
in Lemma 2.15 weiter verbessert werden kann.

a*b
a,b ax*xb

D D!

D(a), D(b) 5D0 D(a * b)

Abbildung 1: Die Faltung zweier Signale ¢ und b aus CG.

Um nun zwei Signale in CG geméf dem Schema in Abbildung 1 schnell zu falten, muss

zundchst ein FFT-Algorithmus zur Auswertung von D an Signalen a gefunden werden.
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2 Algebraische Grundlagen und Komplexitét

Nach Satz 2.12 (2) entsteht bei der inversen DFT lediglich ein Overhead, der linear in
der Gruppenordnung ist. Der folgende Abschnitt beinhaltet grundlegende Konzepte zur
Konstruktion von FFT-Algorithmen.

2.3 Symmetrieangepasste DFT's

Nach dem Satz von Maschke ist jede Matrixdarstellung von CG dquivalent zu einer direk-
ten Summe irreduzibler Matrixdarstellungen. Kommt eine irreduzible Matrixdarstellung
bis auf Aquivalenz mehrfach vor, so kann man durch geeigneten Basiswechsel zudem er-
reichen, dass dquivalente irreduzible Bestandteile sogar gleich sind. Das wird, wie sich u.a.
in Abschnitt 5.2 (Formel (5.1)) zeigen wird, den Berechnungsaufwand reduzieren helfen,
indem man ein Ergebnis einmal berechnet, aber mehrfach wiederverwendet. Diese Grund-
philosophie wird auf geeignete Ketten von Untergruppen verallgemeinert und fithrt dann

zu symmetrieangepassten Basen. Grundlegend ist folgende

Definition 2.16. Sei 7 := (G = G,, > ... > Gy = {1}) eine Kette von Untergruppen der
endlichen Gruppe G. Eine Matrixdarstellung D von CG wird symmetrieangepasst bzw.
T-angepasst genannt, falls fiir alle j € [0, n] die folgenden Bedingungen gelten:

(a) Die Restriktion D | CG; von D nach CGj ist gleich der direkten Summe von

irreduziblen Matrixdarstellungen von CGj.
(b) Aquivalente irreduzible Bestandteile von D | CG; sind gleich.
Zunéachst stellt man fest, dass 7-Anpassung immer moglich ist:
Satz 2.17. Jede Darstellung von CG ist dquivalent zu einer T -angepassten Darstellung.

Beweis: Siehe z.B. Theorem (7.2) in [10]. O

Kombiniert man diesen Satz und dessen Beweis mit der Tatsache, dass jede Matrixdarstel-

lung Aquivalent zu einer unitéren Darstellung ist, folgt

Korollar 2.18. Jede Darstellung von CG ist dquivalent zu einer unitdren T -angepassten

Darstellung.

Modultheoretisch basiert die T-Anpassung einer Darstellung auf der Wahl spezieller, sog.
T-angepasster Basen im Darstellungsraum. Besonders einfach gestaltet sich 7-Anpassung,
wenn fiir jedes j die Einschrénkung einer irreduziblen Darstellung D; von CG; auf CG,_y

vielfachheitenfrei ist. Wir sprechen dann auch von vielfachheitenfreier T -Anpassung.
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2.3 Symmetrieangepasste DFTs

Satz 2.19 (Janusz). Bei vielfachheitenfreier T -Anpassung sind die T -angepassten Basen

bis auf Reihenfolge und Skalierung eindeutig bestimmt.

Beweis. Siehe z.B. Theorem (7.4) in [10]. O
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3 DFTs U-invarianter Signale auf der Gruppe G

Dieses Kapitel ist im Wesentlichen die Fortsetzung von Kapitel 2. Ausgangspunkt ist eine
endliche Gruppe G der Ordnung N sowie eine echte Untergruppe U von G. In Abschnitt
3.1 werden der Signal- und Spektralbereich im Fall von U-invarianten Signalen auf G be-
schrieben. In Abschnitt 3.2 wird die Komplexitéat von DFTs und Faltungen solcher Signale
betrachtet. Dabei werden ausgehend von den Publikationen von Kondor und Borgwardt
[28] sowie von Kondor, Shervashidze und Borgwardt [29] bekannte Resultate auf den Fall

von U-invarianten Signalen verallgemeinert.

3.1 Signal- und Spektralbereich U-invarianter Signale

Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung N, U eine echte Untergruppe von G. Allgemein

wird in dieser Arbeit die Auswertung einer DFT D auf G auf den Unterraum
C[GmodU]:={a: G- C|Vge GueU:algu) =alg)}

der U-rechtsinvarianten Signale auf G beschrénkt. Sei T' = {t1,...,t,,} eine Transversale
der Linksnebenklassen von U in G: G = |_|;n:1 t;U. Gemifl dieser Zerlegung von G lésst

sich zunéchst jedes Signal a: G — C wie folgt umschreiben:

m m m
a= E (g9 = E E atjutju = E t; E AU = E t;aj,
geG =1 uelU J=1 uelU J=1
wobei a; 1= Y . ayqu € CU. Ist nun a zudem U-rechtsinvariant, so sind die Signale a;

von spezieller Form:

a; :Zatjuu:Zatju:athu. (3.1)

uelU uelU ueU

= L E
Ly ‘= U] u

uelU

Mit dem idempotenten Element

und r; := |U| - a;; erhélt man:
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3 DFTs U-invarianter Signale auf der Gruppe G

Insbesondere ist damit gezeigt, dass C[G mod U] das durch das idempotente Element ¢
erzeugte Linksideal in CG ist: C[Gmod U] = CG * ¢yy. Modultheoretisch ist CU * ¢y das
minimale Linksideal in CU zur Einsdarstellung von U und CG % ¢y ein induzierter Modul
der Dimension [G: U]. Fiir mehr Details siehe beispielsweise Abschnitt 6.2 in [10].

Gegeben sei ein beliebiges a € CG. Wir betrachten das Signal b := a x ¢y aus CG. Es gilt:

axty = Z‘—}]'Zaggéz Z<|—(1]|Zak471>k

geG e keG e
= ZZ(ﬁZatﬂMil)tjy
j=1 yeU Leu
(u:y:Ll) Z Z (ﬁ Z at].u> t;y
=1 yeU uelU
= Z(ﬁzatju> thy
j=1 uelU yeU

Demnach entsteht das Signal b aus a mittels Tiefpassfilterung durch die Rechtsmultiplika-
tion mit ¢y. Das Signal b ist konstant auf jeder Linksnebenklasse ¢;U und der konstante
Wert ergibt sich durch den Mittelwert [U|™' " s as,u. Diese Methode zur Glattung nennt
man auch gleitende Mittelwertbildung. Fiir jedes x € GG ist das Signal

|U|'£B*LU:Z£EU

uelU

die Indikatorfunktion der Linksnebenklasse zU.

Sei D = @?:1 D; eine (G > U)-angepasste DFT auf G und d; der Grad von D;. Die
zugehorige Abbildungsmatrix D = (D;(g)u) des Isomorphismus erhélt man durch die
Konstruktion in (2.1). Die Zeilenindizes (7, i, v) sind lexikographisch angeordnet, wobei j €
[1,h] und p,v € [1,d;]. Die Spaltenindizes sind parametrisiert durch g € G. Des Weiteren
ist F' = @;_, F; die zugehorige DFT auf U und F; bezeichnet die Einsdarstellung von CU.
Durch die Symmetrieanpassung gilt D; | CU = Fj1 @ ... ® Fj,, mit Fj € {Fy,..., F,}.
Falls f; der Grad von Fj, ist, enthalt I'; == {1+, , fie | Fjx = F1} C [1,d;] diejenigen
Diagonalpositionen von D; | CU, die zur Einsdarstellung von CU korrespondieren. Fiir

eine positive ganze Zahl d und I C [1,d] ist

Cd,I):={AecC™ |Vke[1,dVl&T: ap =0} (3.2)
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3.2 Komplexitdt von DFTs und Faltungen U-invarianter Signale

der Raum aller d x d Matrizen, deren Spalten mit Index nicht in I' Null sind. Der folgende
Satz beschreibt den Spektralbereich von C[G mod U].

Satz 3.1. @?:1 C(d;,T';) ist das D-Bild von C|GmodU]. Ferner ist |I';| die Vielfachheit
der Finsdarstellung Fy in der Restriktion D; | CU.

Beweis. Wegen des Satzes von Wedderburn und der (G > U)-Anpassung gilt:

D(C[GmodU]) = D(CGx*wy)= D(CG)- D(wy)
h

_ @(Cdedj . ééFj,k(bU))-

j=1

Nach dem Lemma von Schur (siehe Lemma 2.4) ist F};(cy) die Einheitsmatrix I;, falls
Fjx = Fi. Andernfalls ist Fj(up) die fjx X fjx Nullmatrix. Demnach ist @, Fjx(tw)
eine bindre Diagonalmatrix mit einer 1 genau an den Positionen ¢ € I';. |I';| ist die gesuchte

Vielfachheit. Zusammengefasst gilt

h h

D(C[Gmod U]) = @(Cdﬂd]‘ - ZIZ@”’J‘) - Pcd,ry).

j=1 i€l J=1
O

Beschrénkt man nun die Auswertung einer DFT auf CG auf den Raum C[G mod U], kann

sich die Anzahl der arithmetischen Operationen erheblich reduzieren.

3.2 Komplexitit von DFTs und Faltungen U-invarianter Signale

Der obige Ismorphismus C[G mod U] — @?:1 C(d;,T'j) kann beziiglich natiirlicher Basen
(das arithmetische Mittel der U-Linksnebenklassen in G bzw. die Indikatorfunktionen der
nichttrivialen Matrixpositionen bestimmt durch I';) vergleichbar zu der Konstruktion in
(2.1) durch eine [G: U] x [G: U]-Matrix Dgmoar beschrieben werden. Genauer hat D¢ moq v
die Zeilenindizes (7, i1, v), wobei nur die Indizes j € [1, h| durchlaufen werden, wo D; einge-
schrankt auf CU die Einsdarstellung Fy enthélt, 1 € [1,d;] und v € T';. Diese Indizes sind
linear geordnet durch (j, u,v) < (5, 1/, v"), gdw. (4, v, 1) <iex (j', V', it’). Die Spaltenindizes
sind die Elemente der linear geordneten Transversale T' der Linksnebenklassen von U in G.

Demnach ist der Eintrag der Matrix D¢ moar bei Position ((j, i, v), t) gleich Dj(t * i),
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3 DFTs U-invarianter Signale auf der Gruppe G

Die c-lineare Komplezitit von G modulo U ist definiert durch
L.(G|U) :=min{L.(Dgmoav) | D ist eine DFT-Matrix von CG}.

Lemma 2.11 lésst sich wie folgt verallgemeinern:

Lemma 3.2. FEs gilt:
(G:Ul—1< L(GIU) <2-[G:U]-([G:U] —-1).

Beweis. Sei m := [G: U]. Da die Einsdarstellung in jeder DE'T D auf C[G mod U] involviert
ist, gibt es in einer wie oben beschrieben konstruierten DFT-Matrix A := Dgumoqau €ine
Zeile B = (1,...,1) € C™™ Weil Lo (B") = 0, folgt aus dem Transpositionssatz (Satz
2.10) und Lemma 2.7 (b), dass m — 1 = Ly (B) < Loo(A). Da A € C™*™ und eine Zeile
in A gleich B ist, ist die Multiplikation von A mit einem Vektor in C™ mit hochstens
(m — 1) - m Multiplikationen und (m — 1) - m Additionen durchfiihrbar. O

Im Folgenden wird die inverse DFT auf C[G' mod U] betrachtet. Auch hier zeigen die Schur
Relationen (Satz 2.5) einen engen Zusammenhang der DFT und ihrer Inversen auf. Das

folgende Lemma betrachtet die Schur Relationen und Korollar 2.6 im Fall von unitéren
DFTs.

Lemma 3.3. Fir eine unitire DFT D = @?:1 D; auf G gilt:

(@) g Di(9) o Dy (@) = 83+ Sy - Sup - 2.

/N N /. N G .
(0) Xyec Di(9)w Dir(g9)use = b330 6 - Dy (W) - T, fiiry € G.
(¢) D ist quasi-unitir: D~ =DT - @?:1 %Id?.

Beweis. (a): Da Dj unitér ist, gilt Dj(¢g~") s = Dji(g),,. Die Behauptung folgt durch
Anwendung der Schur Relationen (Satz 2.5).
dys
(b): Folgt aus (@) und Dy(gy)y = 52, Dy(@)ymDy (1)
(c) folgt aus (a). O

Mit Lemma 3.3 kann nun eine Variante der Schur Relationen und Korollar 2.6 beziiglich
der DFTs von U-invarianten Signalen auf G bewiesen werden. Im Folgenden wird fiir eine

komplexe Matrix A die zugehérige adjungierte Matrix mit AT bezeichnet.
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3.2 Komplexitdt von DFTs und Faltungen U-invarianter Signale

Satz 3.4. Fulls D = @?:1 D; eine unitire (G > U)-angepasste DFT auf G ist, dann
ist die Matriz Dgmoau, die den Isomorphismus C|G mod U] — @?:1 C(d;,T';) beschreibt,

quasi-unitdr. Genauer gilt:

G
Demodv - DYy = @ | PP

J

wobei in der direkten Summe nur die Indizes j durchlaufen werden, wo D; eingeschrinkt
auf CU die Einsdarstellung I enthidlt.

Beweis. Wie oben beschrieben ist 7' die linear geordnete Transversale der Linksneben-
klassen von U in G. Sei D := Dgumoau. Zudem bezeichnet X den Eintrag bei Position
(G, o), (5, V', 1)) in D -DF: X := (D - D) 0,570y Mit dieser Notation erhalten wir:

X = Y Dyuni Dyans =D Dyt % w)uw - Dyt 5 )y
teT teT

= U Y " Dita)un - Dy (ty)ur
teT z,yelU

= |U‘72 Z Z Dj<tx),u,l/ : Dj’(txxily)u/,,u’
teT x,yecU

= |U|” QZZD (tz), (ZD (tzx=ly),, />
teT xzeU yeU

@ U]~ ZZD (tz), (ZD txyl,u>
teT zeU yeu

(B) - N

= U Y  Di(@)uw - Dy (gy)ur
yeU geG

© a7y g

= |UIY 65 8 Dy o - '
yelU

G:U N ow e

= &5 S - D)o

D) [G:U

2] 5 ], 8t Ot~ Ot - 5uerj/ ]

Da U 3y~ o'y € U (fiir ein festgewiihltes x € U) eine Bijektion ist, gilt (A). (B) folgt
aus der Tatsache, dass T'x U > (t,u) +— tu € G eine Bijektion ist. (C) folgt aus Lemma
3.3 (b). (D) folgt aus der Tatsache, dass das idempotente Element ¢y zur Einsdarstellung
von U korrespondiert, sieche Abschnitt 3.1. 0

Das folgende Resultat verallgemeinert Satz 2.12 (2).
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3 DFTs U-invarianter Signale auf der Gruppe G

Korollar 3.5. Mit den Voraussetzungen und der Notation von Satz 3.4 gilt:
’LOO<DGm0dU) - Loo(DélmodU)‘ < [G U]

Beweis. Sei D := Dgnoqy und A = @j % - I4;.r,|, wobei M := [G: U].
Nach Lemma 2.7 (c), dem Transpositionssatz (Satz 2.10), Le(A) = Lo (A) (Konjugation

ist ein Képerautomorphismus von C) und Satz 3.4 gilt:
Loo(D™) < Loo(D) + Loo(A™Y) < Lo (D) + M.
Mit D -Df = A folgt D = A - (D)~ = A - (D!)f. Demnach ist
Loo(D) < Loo(A) + Lo (DY) < M + Lo (D7Y).
O

Zur Faltung zweier Signale a,b € C[G mod U] kann das Schema in Abbildung 2 verwendet

werden.
ax*xb
a,b a*b
D D!
D(a),D(b) D(a * b)
D(a) - D(b)

Abbildung 2: Die Faltung zweier U-invarianter Signale ¢ und b aus CG mit D := Dgmoqu-

Das folgende Lemma betrachtet den arithmetischen Aufwand im Spektralbereich und ver-

allgemeinert Lemma 2.15.

Lemma 3.6. Seien @), C(d;,T;) das D-Bild von C[GmodU] und a,b € C[Gmod U],
dann kénnen D(a) und D(b) mit weniger als 2-[G: U)*/? arithmetischen Operationen mul-

tipliziert werden.

Beweis. Mit I' := max;e(1 4 |T;] gilt ['* < Z?Zl IT;|-d; = [G:U], ma.W.ist T < [G: U2,
Die Multiplikation zweier Blocke D;(a) und D;(b) entspricht einer Multiplikation von einer
d; x |I';|-Matrix mit einer |I';| x |I';|-Matrix. Demnach kénnen zwei Blockdiagonalmatri-

zen @; C(d;, T';) mit weniger als 2- 3 d; - |T';|* arithmetischen Operationen multipliziert
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3.2 Komplexitdt von DFTs und Faltungen U-invarianter Signale

werden. Wegen

h h
2-) d;- TP <2 T di- Ty <20 [G:UV? (G U] =2 [G:UP?

j=1 j=1
folgt die Behauptung. OJ

Wie man in den vorangegangenen Abschnitten sehen kann, lassen sich einige bekannte
Resultate bzgl. allgemeiner Signale auf G, d.h. {15 }-invarianter Signale, auf U-invariante
Signale verallgemeinern. Bisher fehlt der Entwurf von FFT-Algorithmen zur Auswertung
von . Der restliche Teil der Arbeit beschéftigt sich mit diesem Problem fiir den wichtigen
Spezialfall, dass G = 5,, eine endliche symmetrische Gruppe und U = S, diejenige
Untergruppe ist, die alle Ziffern j > n — k stabilisiert.
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4 Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen

Nach dem Satz von Wedderburn wissen wir bereits, dass es fiir die symmetrische Gruppe

Sy, einen Algebren-Isomorphismus (DFT)

h
D = @Dj: CS, — @1@%‘*%
J J=

gibt, wobei h die Anzahl der Konjugationsklassen der S, und d; < ... < d}, geeignete posi-
tive ganze Zahlen sind. In diesem Kapitel werden wir zunéchst auf die Konjugationsklassen
und wichtige Eigenschaften der S,, eingehen (siehe Abschnitt 4.1) und danach die einzelnen
Komponenten D; einer moglichen DET D auf S,, beschreiben (siche Abschnitt 4.2). Zum
Schluss beinhaltet Abschnitt 4.3 die Konstruktion konkreter irreduzibler Matrixdarstel-
lungen der symmetrischen Gruppe 5,,. Die Grundlage fiir dieses Kapitel bilden die Biicher
von James und Kerber [24], Sagan [38] sowie Clausen und Baum [10]. Des Weiteren basiert
Abschnitt 4.2 im Wesentlichen auf der Publikation von Clausen [8].

4.1 Symmetrische Gruppen — Grundlagen

Fiir eine Permutation m € S,, gibt es drei verschiedene Schreibweisen, die wir fiir die

Darstellung von 7 verwenden konnen. Die erste Schreibweise ist eine zweireihige Matrix:

1 2 ... n
= .
7(1) w(2) ... w(n)
Da die erste Zeile fix ist, kann diese auch weggelassen werden. Man erhélt die Tupelschreib-

welse:

Zuletzt kann fiir m die Zykelschreibweise verwendet werden. Betrachtet man ein Element
k € [1,n], so kénnen die Elemente der Folge k, 7(k), 7%(k), 73(k), ... nicht alle verschieden
sein. Sei ¢ die kleinste natiirliche Zahl, so dass (k) = "(k), fiir ein h € [0,¢ — 1]. Wére
h > 0, so wiirde sich 7/~"(k) = k ergeben, im Widerspruch zur Minimalitit von £. Also ist
7t(k) = k und wir erhalten den Zykel:

(k,m(k), m*(k), ..., 7" '(k)).
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4 Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen

Ein Zykel (ki, ko, k3, ..., k;) bedeutet, dass ky — ko, ko +— ks, ..., k; — k;. Nun nehmen
wir eine weitere Zahl aus [1,n], die nicht in dem Zykel von k enthalten ist und iterieren
den beschriebenen Prozess solange, bis alle Elemente in [1, n] verwendet wurden. Das Pro-
dukt der so erhaltenen disjunkten Zykel” ergibt die Zykelschreibweise einer Permutation.

Beispielsweise ist

(123456789

231759 8 4 6):(17273)(477,8)(5)(6,9).

Das zyklische Vertauschen der Elemente innerhalb eines Zykels verdndert nicht die Permu-

tation, z.B. ist:

(1,2,3) = (3,1,2) = (2,3, 1).

Des Weiteren kommutieren disjunkte Zykel. Beispielsweise ist
= (1,2,3)(4,7,8)(5)(6,9) = (4,7,8)(1,2,3)(6,9)(5).

Ein Zykel mit ¢ Elementen wird auch als Zykel der Léange ¢ oder kurz als ¢-Zykel bezeichnet.
Die Permutation in dem obigen Beispiel besteht aus zwei 3-Zykel, einem 2-Zykel und einem
1-Zykel. Ein 2-Zykel wird auch Transposition genannt. Bei der Zykelschreibweise l&sst man,
sofern n aus dem Kontext klar ist, 1-Zykel gern weg. Der Zykeltyp von 7 ist ein Ausdruck
der Form

(1rme 2m2 0 ™)
wobei m;, die Anzahl der Zykel der Lange k in 7 ist. Beispiel:
= (1,2,3)(4,7,8)(5)(6,9) hat den Zykeltyp (1,2!,32,0,0,0,0,0,0).

Ordnen wir in der Zykelschreibweise einer Permutation 7 € S, die Zykel geméfl ihrer
Léangen von links nach rechts schwach monoton fallend an, beschreibt die so geordnete

Folge der Zykelldngen eine Partition «(7) von n. Eine Partition von n ist eine Folge
a= (o, ag,...,q)

schwach monton fallender positiver ganzer Zahlen oy, mit Zzzl oy = n. Dies ist eine andere
Moglichkeit den Zykeltyp einer Permutation darzustellen, indem mg-mal die Zykelldinge k

in einer Partition wiederholt wird, wobei my > 0. Beispiel:

"Zwei Zykel (p1,pa,...,p) und (q1,qa, ..., qs) heiflen disjunkt, falls py # qo fiir alle k& und ¢ gilt.
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4.1 Symmetrische Gruppen — Grundlagen

Fir 7 = (1,2,3)(4,7,8)(5)(6,9) ist a(7) = (3,3,2,1).

Sei
7= (k1 Koy s o) -+ (Ko Ko ovs i) € S

in Zykelschreibweise, dann gilt fiir ein beliebiges o € S,

oro b = (o(ky),0(ka),...,o(ke)) - (0(km), 0 (kmi1), o 0 (kn)) -

Umgekehrt sieht man sofort, dass zwei Permutationen gleichen Zykeltyps durch Konjuga-

tion miteinander verbunden sind. Demnach gilt:

Satz 4.1. Die Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppe S, sind parametrisiert

durch die Partitionen von n.

Beispielsweise besitzt die Sy fiinf Konjugationsklassen, denn
4), (3,1, (2,2)=:(2%), (2,1,1)=:(2,1%), (1,1,1,1)=:(1%)

sind alle Partitionen von 4. Allgemein wird eine Partition a = («q, ..., @,) von n gern mit
dem zugehorigen Young-Diagramm Y, :=J_,{(7,j) | 1 < j < «;} identifiziert und durch
n gleichgrofie Boxen visualisiert, von denen «; linksjustiert in Zeile i stehen. Es folgt eine

[lustration der Young-Diagramme im Fall n = 4:

Satz 4.2. Firl <j<k<mn seigj,:=(j,j+1,...,k). Dann gilt:
(1> Sn = |_|;L:1 gj,nSnfl-

(2) Fir k € [1,n] sei J? := {(JnsJn-1,--->Jkr1) | Vi > k1 < gy < i} und g; =
GinnGjn—1m—1" " Gjpir k1. Dann ist g; fir j € Ji eine Transversale der Linksneben-

klassen von Sy in S,,:

J€Ji

(3) Jede Permutation m € S, ist darstellbar als T = g; = gj, nGj,_1n—1" " Gja,2 Mil einem

eindeutig bestimmten j = (jn, .. .,J2) aus Ji'.
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4 Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen

(4) S,, wird erzeugt von den Transpositionen benachbarter Ziffern:

S = ((1,2),(2,3),....(n—1,n)).

Beweis. (1) Wir zeigen: ¢;,5,-1 = {m € S, | 7(n) = j}. Die Inklusion C ist klar. Sei
umgekehrt 7 € S, mit m(n) = j. Dann ist gj_ﬂiﬁ € S,_1, dh. 7= gjm(gj_’,lﬂr) € gjnSn-1-

(2) folgt aus (1) per Induktion.
(3) ist der Spezialfall k =1 in (2).
(4) folgt aus (3) und der Beobachtung, dass

Gix=0 i+ DG +1,5+2) ... (k—2k—1)(k—1,k)

gilt. U

4.2 Aquivalenzklassen der irreduziblen Darstellungen von CS,,

Nach dem Satz von Wedderburn, siche Satz 2.2, und dem Satz {iber die Konjugations-
klassen der S, siche Satz 4.1, sind die Aquivalenzklassen einfacher CS,-Linksmoduln pa-
rametrisiert durch die Partitionen von n. Als Néchstes beschreiben wir diese einfachen
CS,-Moduln. Dazu betrachten wir den Polynomring C[X] := C[X}; | 4,j € [1,n]]. Die S,
operiert auf C[X] als Gruppe von Algebrenautomorphismen vermoge 7.X;; := Xy ;. Ein
m € S, wirkt also linear auf C[X] und bildet das Potenzprodukt [],; X;7* auf [[,; X[,
ab. Man beachte, dass die S, nur auf den linken Indizes operiert. Mit den rechten In-
dizes werden spéter kombinatorische Strukturen erzeugt, die letztendlich Vielfachheiten

beschreiben.

Wir sortieren zunéchst die Potenzprodukte grob nach den ,, Inhalten® der linken und rechten
Indizes. Ein n-Tupel a = (ay, ..., a,) nichtnegativer ganzer Zahlen mit »_ a; = d nennen
wir eine uneigentliche Partition von d und kiirzen dies durch a F d ab. ZuaF dund b F d

bilden wir den Raum

(Ca,b = <H XZL”
Y]

Vi:Zmij:ai/\Vj:Zmiijj>a
7 A

der die Gesamtheit aller Potenzprodukte, bei denen links der Index ¢ genau a;-mal und

rechts der Index j genau b;-mal vorkommt, als C-Basis hat. Der Polynomring lasst sich
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4.2 Aquivalenzklassen der irreduziblen Darstellungen von CS,,

damit folgendermaflen in Untervektorrdume endlicher Dimensionen zerlegen:

CX =P & Cav

d>0 aFd,b=d

Von besonderem Interesse ist der Spezialfall a = b = (1), da hier C(;»y 1) nicht nur ein
Untervektorraum, sondern sogar ein CS,-Untermodul ist, in dem zudem die Permutati-
onsmonome X, := [[/; Xy, zu allen 7 € S, eine C-Basis bilden. Da fiir 0,7 € S,
stets 0 X = X,r gilt, ist C(yn) 1ny als CS,-Linksmodul isomorph zu CS,, aufgefasst als
CS,-Linksmodul. (Man spricht dann auch vom reguliren CS,,-Linksmodul.)

Der Polynomring C[X] besitzt neben der C-Basis aus den Potenzprodukten eine weitere,
darstellungstheoretisch relevante C-Basis. Diese wird als Néchstes beschrieben. Dazu gehen
wir von der n x n Matrix X = (X};) aller Unbestimmten aus. Die alternative Basis besteht
aus gewissen Potenzprodukten von Minoren der Matrix X. Ein Minor ist die Determinante
einer quadratischen Teilmatrix von X und kann wie folgt durch Angabe von k Zeilen- und

k Spaltenindizes gekennzeichnet werden:

T C1 Xrlcl Xrlcg Xrlck

T2 | C2 Krger Xroes - Xpoer
_ = det ) _

Tk Ck ercl erCQ s erck

Die Determinante verschwindet, wenn zwei Zeilen - oder Spaltenindizes gleich sind. Die
Determinante dndert ihr Vorzeichen, wenn zwei Zeilen- oder Spaltenindizes vertauscht wer-
den. Sei a - d und Y, das zugehorige Young-Diagramm. Ein a-Tableau ist eine Abbildung
S:Y, — [1,n]. Die uneigentliche Partition (|S™*[1]],...,[S™*[n]|) von d wird als der In-
halt von S bezeichnet. Ein Paar (S,T') von a-Tableaux nennt man auch ein Bitableau der
Gestalt «, oder auch kurz a-Bitableau vom Inhalt (a,b), wenn S den Inhalt @ und 7" den
Inhalt b hat. Ist (S,T) ein Bitableau und bezeichnet S° bzw. T* die i-te Spalte von S bzw.
T, so heiBt (S|T) := [[,(S*|T") die Bideterminante zu (S, T).

Beispiel 4.3. Zum (3,2, 1)-Bitableau

1
2[1]
3]

‘O‘ll—‘[\')
Ne)
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4 Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen

erhalten wir die Bideterminante

2]9]

—_

2/1]2]
19 =
19

(B - (@i

X12 Xll X15
Xo X
det( °t 29 > 'X92 .

oo~
—_

= det XQQ XQl X25
Xll X19
X32 X31 X35

Sind in einem a-Tableau S vom Inhalt @ die Eintrdge in den Zeilen von links nach
rechts gelesen schwach monoton steigend und in den Spalten von oben nach unten ge-
lesen streng monoton steigend, so nennt man S ein a-Standardtableau. Ein Paar (S,T') von
a-Standardtableaux nennt man ein a-Standardbitableau und die zugehorige Bideterminan-
te eine Standardbideterminante. Sind a und b uneigentliche Partitionen von d, so bezeichne
SBT(a,b) bzw. SBD(a, b) die Menge aller Standardbitableaux bzw. aller Standardbideter-
minanten vom Inhalt (a,b). Damit kénnen wir nun den folgenden fundamentalen Satz von

Désarmenien, Kung und Rota formulieren.

Satz 4.4 (Désarmenien, Kung, Rota). Die Standardbideterminanten bilden eine C-Basis
von C[X]. Genauer gilt fir uneigentliche Partitionen a und b von d: Die Menge aller

Standardbideterminanten vom Inhalt (a,b) bildet eine C-Basis von C,p.

Beweis. Siehe [16]. O

Wir bereiten eine Verfeinerung der gerade gemachten Aussage vor. Dazu sei « eine Partition
von d und a und b uneigentliche Partitionen von d. Mit ST%(a) bezeichnen wir die Menge
aller a-Standardtableaux vom Inhalt a, weiter bezeichnet SBT*(a,b) die Menge aller a-
Standardbitableaux vom Inhalt (a,b). Der folgende Satz beschreibt eine wichtige Folgerung
aus dem Satz von Désarmenien, Kung und Rota. Er kann - wie wir gleich ndher erldutern

werden - als modultheoretische Variante des Satzes von Wedderburn interpretiert werden.

Satz 4.5. Die C-lineare Hiille C((iny 1n)) der Permutationsmonome X, := H?:l Xr(i)i 2u
allen w € S, ist ein CS,,-Linksmodul und als solcher isomorph zu CS,,. Der Raum C(1n 1))
hat die Bideterminanten zu allen Standardbitableaux (S,T) vom Inhalt ((17),(1™)) als C-

Basis. Genauer sind die Bideterminanten zu den Bitableauxr aus

|| SBT*((1"), (1)

akFn
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4.2 Aquivalenzklassen der irreduziblen Darstellungen von CS,,

eine C-Basis von C((iny ny). Insbesondere ergibt sich durch einen Dimensionsvergleich die

Formel:

nl = |ST(1").

akn

Beispiel 4.6. Eine naheliegende Basis von C((;s) (13)) ist:

Xy = X11 X0 X33, X)) = Xo1X12X33,  X13) = X31 X2 X113,
X23) = X11X32X03, X123 = X1 X30X13, X132 = X31X12X03.

Nach Satz 4.5 bilden die Bideterminanten in Abbildung 3 eine alternative Basis.

(1) (1)
(1) (GP1E)

Abbildung 3: C-Basis von C((;3) (13)) aus den Bideterminanten zu allen Standardbitableaux
(S,T) vom Inhalt ((1%), (13)).

‘l\.’)»—l
‘oo_x

([112]3][[1]2]3])

Die darstellungstheoretische Relevanz der gerade beschriebenen alternativen Basis wird
durch die Anordnung der Basiselemente in Blockdiagonalform angedeutet. Bezeichnet Us 3
die C-lineare Hiille aller Bideterminanten in den ersten s Spalten dieser Blockdiagonalma-
trix, so ist

Ca3),13)) = Usg > Us 3 > Uy 3 > U3 > Uy s = {0}

zunéchst eine Kette von Untervektorrdumen von C(s) 13y). Es gilt aber noch viel mehr:
Die U, 3 sind CS3-Untermoduln von C((;3) (13y) und die Quotienten Us,3/Us—1,3 sind einfache
CS5-Linksmoduln. Um dies einzusehen, betrachten wir der Reihe nach spezielle Substitu-
tionsoperatoren. Zunéchst betrachten wir den durch X;; — X;; (¢ € [1,n]) definierten
Algebrenmorphismus Rpgppg. Dies ist derjenige Substitutionsoperator, der in allen Bideter-
minanten (S|7") in 7" alle Eintrage durch 1 ersetzt. Da Rppp nur auf den rechten Indizes
operiert, handelt es sich um einen CS3-Morphismus, dessen Bild und Kern jeweils CSj3-

Moduln sind. Die Basis aus Bideterminanten wird durch R wie folgt abgebildet:
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4 Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen

(

|

13]|[1]1] 1]3]|[1]1]
2] L1 2] [[1]
1[2]|[1]1] 1[2]|[1]1]
3] L1 131 |1

([LT2[3]|[1]1]1])

Folglich ist ([1]2[3]|[1][1]1]) Basis eines 1-dimensionalen CSs-Linksmoduls, den wir mit
S(3) bezeichnen, und Us 3z ist als Kern der Einschrinkung von Rpprm auf Uys ein CSs-
Untermodul von Uy 3. Allgemein stellt man fest, dass in Abbildung 3 in der j-ten Spalte alle
rechten Standardtableaux gleich sind. Sei T ein solches Tableau. Dann definieren wir den
Substitutionsoperator R als denjenigen Algebrenmorphismus, der X;; auf X;, abbildet,
wenn j in der a-ten Zeile von T steht. Dieses Rp ist wieder ein CS3-Morphismus. Wie aus

folgendem Schaubild klar wird,

3\’

2\)

1

12]
1

13]

1
12]
1
12]

1
2]
1
3]

2\’

1

3]
1

13

2\>

R
_

1\)

1

12]
1

13

1
[1]
1
L]

1

12]
1

3]

1
2]
1
2]

1\)

bildet R den CS3-Modul Us 3 ab auf den 2-dimensionalen CSs-Linksmodul Spp 1) mit
3

() (5 )
Zudem ist Us 3 als Kern dieser Abbildung selbst wieder ein CS3-Untermodul. Analog bildet
R den CS3-Modul Us 3 ab auf denselben 2-dimensionalen CS3-Linksmodul S 1y. Zudem

Basis

1
2

1
2

1
3

1
2

3‘

2‘

ist U 3 als Kern dieser Abbildung selbst wieder ein CS3-Untermodul, den wir mit S 1 1)
bezeichnen. S3y korrespondiert zur Einsdarstellung, S 1,1y zur alternierenden Darstellung
(Signum-Darstellung) und S,1) (bei Wahl einer geeigneten Basis) zur Darstellung der Ss

als Symmetriegruppe des regulidren Tetraeders.

Das Beispiel der S5 lasst sich wie folgt verallgemeinern. Zur Partition o von n bezeichne
P, die Projektion von Y, auf die erste Komponente. Weiterhin bezeichne S, die C-lineare
Hiille aller Bideterminanten (S|P,), wobei S alle Bijektionen Y, — [1,n] durchléuft.

36



4.2 Aquivalenzklassen der irreduziblen Darstellungen von CS,,

Satz 4.7. Die sogenannten Spechtmoduln S,, o Partition von n, sind CS,,-Untermoduln
von C[X] und haben die Bideterminanten (S|P,) zu allen S € ST*(1") als Basis. Weiterhin
ist (Sa)arn €in vollstindiges System einfacher CS,,-Moduln.

Beweis. Siehe z.B. [§]. O

Hinweis: Die folgende Passage basiert auf unveréffentlichten Notizen von Clausen [9]. Da-
durch kénnen die bisherigen Uberlegungen im Vergleich zu bestehender Literatur konse-

quenter fortgesetzt werden.

Als Néchstes diskutieren wir die Frage, wie ein einfacher CS,,-Linksmodul in einfache
CS,,_1-Linksmoduln zerfallt. Dieses Verzweigungsverhalten von Spechtmoduln wird bei
der konkreten Beschreibung von Darstellungsmatrizen von Bedeutung sein. Wir illustrie-
ren das Verzweigungsverhalten anhand der Partition a = (3,3,2,1) von n = 9. Die Basis
aus Standardbideterminanten des Spechtmoduls S, zerféillt geméf der Position von n = 9

in drei Teile:

s x|k [[|1|1]1 % | % 1111 * *|[|1]1]1
. * x| *x[[]2]2]2 * |k 2022 * 9112122
Sa_<<>x<>x< 313 %19 313 HE 33 )
9] 4] L*] 4] L*] 4]
Der durch

Xgj > 0ju und Xy — Xgp fira <9

definierte Algebrenmorphismus Lg 4 ist sogar ein CSs-Morphismus, der im Fall ¢ < b <

c < 9 wegen

Xar Xaz Xaz Xaa
Xp1 Xoo Xpz Xu
X Xeo Xz Xeu
Xo1 Xoga Xoz Xos

Xal Xa2 Xa3 Xa4

Xbl Xb2 XbS Xb4

Xcl Xc? Xc3 Xc4
0 0 0 1

) = L9,4(det

= det

den Spechtmodul zur Partition o = (3,3,2,1) auf den Spechtmodul zur Partition (3, 3,2)
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4 Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen

abbildet. Kern dieser Abbildung ist der CSg-Untermodul

* *|[1111]1 x| k([ 1|1]1
1. x| x| %1222 x|x 91222
Sa = ({ %9 313 ’ * 313 2
| * ] E3 | * | E3

Analog bildet der durch
Xgj 03 und Xy = Xgp fira <9

definierte Algebrenmorphismus Lg s, der wiederum ein CSg-Morphismus ist, den CSg-
Untermodul S} auf den Spechtmodul zur Partition (3,3,1,1) ab. Kern dieser Abbildung
ist der CSg-Untermodul

[\]

[\
~
~—

Sa =

‘»&ww»—l
w

‘***%

Dieser wird mit dem CSg-Morphismus Lg 5 isomorph abgebildet auf den Spechtmodul zur
Partition (3,2,2,1). Die von o = (3, 3,2, 1) erreichten Partitionen von n — 1 = 8 ergeben
sich also aus a durch Elimination eines Eckkéstchens im zu « gehorigen Young-Diagramm.

Auch dieses Beispiel lasst sich auf beliebiges n verallgemeinern.

Satz 4.8 (Verzweigungssatz von Young). Ist « eine Partition von n, so ist der Spechtmodul

D s
B

wobei die direkte Summe fdiber alle Partitionen 8 von n — 1 lduft, so dass Yg C Y,. Ins-

S, als CS,,_1-Modul isomorph zu

besondere ist die Einschrinkung der zu o gehérigen irreduziblen Darstellung von CS,, auf
CS,,—1 vielfachheitenfrei, d.h. in der Finschrinkung kommt keine irreduzible Darstellung

mehrfach vor.

Beweis. Siehe z.B. Abschnitt 2.8 in [38]. O

Iteriert man dieses Resultat, so stoffit man auf den sogenannten Young-Verband, der das
Verzweigungsverhalten iiber die gesamte Untergruppenkette S,, > S,_1 > S,_2 > ... > 5]

kombinatorisch festhalt:
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/\
m/\ /\

Abbildung 4: Hlustration des Young-Verbands.

Aufgrund des Satzes 4.7 stimmt die C-Dimension d, des Spechtmoduls S, mit der Anzahl
der a-Standardtableaux vom Inhalt (1) {iberein. Die Dimension d, von S, ist gleich der

Anzahl der Pfade von (1) zu o im Young-Verband. Jeder Pfad korrespondiert zu einem

a-Standardtableau mit den Eintragen 1,2,...,n
1[3] .[]
2la] - H“ ]
2] [ [T _ .
34] - ]

/\/\

A\ N A
1 i E

Abbildung 5: Illustration der Dimension d3 3) von S ). Es gilt: d(39) = 2.

Eine alternative Moglichkeit zur Bestimmung der Dimension d, von S, bietet die soge-
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nannte Hakenformel von Frame, Robinson, Thrall [19]:

d, = |ST*(17)] !

* H(i,j)GYa h% ’

wobei hf; := [{(a,b) € Yo : (a=iAb>j)V (b=jAa>1i)}| die Hakenlinge zur Position
(1,7) in Yy, ist.

Beispiel 4.9. In dem folgenden Tableau zu o = (4,3,2) F 9 stehen in den Boxen die

entsprechenden Hakenléngen, z.B. ist his = 5.

6/5]3[1]
4131
211
Mit der Hakenformel erhalten wir
9!

d(47372) - 168-

6-5-4-3-3-2-1-1-1

4.3 Die Youngsche Seminormal- und Orthogonalform

Im Folgenden werden irreduzible Matrixdarstellungen der symmetrischen Gruppe S,, kon-
struiert. Konkret wird die sogenannte Youngsche Seminormalform, die kontragrediente
Version der Youngschen Seminormalform und die sogenannte Youngsche Orthogonalform
beschrieben, die jeweils symmetrieangepasste Darstellungen der .S,, sind. Eine vielfachhei-

tenfreie Symmetrieanpassung ist wegen des Verzweigungssatzes von Young bei der Kette
Tn = (Sy > Sp1>...> 5 ={1})

der iterierten Stabilisatoruntergruppen von S,, gegeben. Das kombinatorische Geriist einer
T.-angepassten Basis basiert auf der sogenannten Last Letter Sequence, einer speziellen
Totalordnung aller a-Standardtableaux zu a F n. Diese Totalordnung ergibt sich durch die
folgende Definition: Sei o F n und seien S und T zwei verschiedene a-Standardtableaux
vom Inhalt (1™). Die Ziffer n komme in S (bzw. in T') in der p-ten (bzw. g-ten) Zeile vor. Im
Fall p < ¢ kommt dann S in der Last Letter Sequence vor T', kurz: S < T'. Falls p = ¢, wird
in beiden Tableaux die Box mit n geloscht und der Vergleich mit der Position von n — 1
fortgesetzt. Die Last Letter Sequence aller Elemente in ST(1") kann anschaulich durch
die Blatter eines Baumes, dem sogenannten Last Letter Sequence Baum, illustriert werden.

Das Verzweigungsverhalten der Knoten ergibt sich aus der Definition der Totalordnung.
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4.3 Die Youngsche Seminormal- und Orthogonalform

45‘ < 54‘ < 45‘
/N \ |
25‘< 345‘< 24‘< 354‘< 453‘
] | | |
B < GEF < G0 < G < [P
] | | |
B < BEF < B0 < B < pRP

Abbildung 6: Last Letter Sequence Baum fiir a = (3,2). Sein (total geordnetes) i-tes Level
(auch S,,_;-Level genannt) besteht aus allen partiell gefiillten Tableaux mit exakt ¢ Eintréigen.

Da die S,, von den Transpositionen benachbarter Ziffern erzeugt wird (siche Satz 4.2), ist je-
de Darstellung D von CS,, komplett durch die Angabe von D((i,i+1)), wobeii € [1,n — 1],
bestimmt. Fiir eine Partition a von n wird zunéchst die Youngsche Seminormalform o
beschrieben, die eine irreduzible Darstellung von CS,, vom ,, Typ a“ ist. Die Spalten und
Zeilen sind durch die Last Letter Sequence T} < ... < Ty, aller a-Standardtableaux para-

metrisiert. Um die Matrix

o®((i,i+ 1)) =t ()1 <pp<a,
fiir ein festgewéhltes i € [1,n — 1] zu beschreiben, wird zwischen zwei Féllen unterschieden:

Fall 1: Fiir ein a € [1,d,]| befinden sich die Zahlen 7 und i + 1 in derselben Zeile oder
Spalte in 7},. In diesem Fall ist o, , = 1, wenn ¢ und ¢ + 1 in derselben Zeile von 7j, sind.
Hingegen ist o,, = —1, wenn sich ¢ und ¢ + 1 in derselben Spalte von T; befinden. Die

restlichen Eintrége in der a-ten Spalte und der a-ten Zeile in o®((i,7+ 1)) sind gleich Null.

Fall 2: T} entsteht aus T, durch die Vertauschung von ¢ und 7 4 1: Falls a < b ist
Opa Oy dt 1 —d?
' * = 1 = Jdod; (41)
Ozb7a O-’b,b 1 —d
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4 Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen

wobei d := |u— x|+ |v —y| die Azialdistanz der Positionen (u,v) von i und (x,y) von i+ 1
in T, ist. Abbildung 7 illustriert die Axialdistanz. Die restlichen Eintréige in diesen zwei

Spalten und Zeilen der Matrix o“((4,7 + 1)) sind gleich Null.

i+1

Abbildung 7: Illustration der Axialdistanz. Die Axialdistanz d ist hier gleich 11.

Die Matrix o*((i,i + 1)) ist 2-diinn, d.h. in jeder Spalte und Zeile befinden sich maximal

zwei von Null verschiedene Eintrdge. Des Weiteren sind alle Eintrége rationale Zahlen.

Beispiel 4.10. Die Last Letter Sequence fiir v = (3,2) ist:

113]5] 112]5] 1/3[4] 1/2]4] 1/2]3]
2]4 < 31 < 25 < 30 < [15

Die Dimension d(3 ) ist gleich 5 und fiir i € [1,4] sehen die Matrizen o®2 ((i,i + 1)) wie

folgt aus:
1 1
0'<3*2)((1, 2)) = ~1 ; 0-(3,2)((3,4)) = 1 )
1 8
1 39
1 L =3
103 3 i
2 4 2 4
1 —3 2 i
o32((2,3)) = 1 3 o®I((4,5) =1 -}
1 -1 1 3
1 1

Im Anhang findet man in Tabelle 10 die Matrizen o®((i,7 + 1)) fiir n =4, a4 und alle
ie[l,3].
Durch das Ersetzen der Matrix auf der rechten Seite der Gleichung (4.1) im 2. Fall mit

a,a a d_l
Qaa Cap | _ qd,l — (4.2)
Qbq  Qpp g —d
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4.3 Die Youngsche Seminormal- und Orthogonalform

wobei g 1= Vd? — 1/d, erhalten wir die Youngsche Orthogonalform w®.

Die kontragrediente Version der Youngschen Seminormalform o ist fiir ein 7 € .S, be-

stimmt durch

Wegen (i,i+ 1)t = (i,i + 1) ist k*((i,5+ 1)) = 0%((i,i + 1)) . Konkret muss also fiir die
Berechnung von k®((7,7 + 1)) die Matrix auf der rechten Seite der Gleichung (4.1) im 2.

Fall transponiert werden:

a,a a d_l ]‘
Oé ) a 1b — 2 _1 :: H7d. (4‘3)
Qpg O q; —d

Diese Variante der Youngschen Seminormalform wird spéter wichtig sein.

Satz 4.11 (Young). Die diskreten Fouriertransformationen

an::@aa, wn::@wo‘ und &n::@ma

atFn akFn abn

auf CS,, sind T,-angepasst. Genauer gilt fir p* € {o®* w*, kK*}:

p*Lsa= @ », (4.4)

BFn—1:8Ca
wobet die direkten Summanden gemajfl dem ersten Level des Last Letter Sequence Baumes
fiir o sortiert sind.
Beweis. Siehe Abschnitte 3.3 und 3.4 in [24]. O
Beispiel 4.12.

bzw.

Mit der Parametrisierung der Zeilen und Spalten wie bei (2.1) kénnen wir nun n!-reihige
DFT-Matrizen D, ,,, Dy, , oder D, ,, fiir die S,, beschreiben, die jeweils auf der Youngschen
Seminormalform, der Youngschen Orthogonalform oder der kontragredienten Version der
Youngschen Seminormalform basieren. Es folgt ein Beispiel fiir n = 3 und der Verwendung

der Youngschen Seminormalform.
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4 Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen

Tabelle 1: Matrixdarstellungen aller 7 € S3 (Youngsche Seminormalform).

Nr. | m€S3 | a®(r) | o®V(x) |albbl(7)

1. | (1,3) (1) o (1)

2. | (1,2,3) | (1) _i B (1)

3.1 (13,2 @ :i _i (1)

Ll @3 | (j ) (-1)
-1 0

5.1 (1,2) (1) ( 0 1) (1)
10

6 (1) (1) (0 1) (1)

(1,3) (1,2,3) (1,3,2) (2,3) (1,2)

(e, 1 1 1 1 1

I T T T

(@] —§ -3 7 i 0

(@) | —1 1 —1 1

R T T T

() -1 1 1 -1 -1

_ = O O = =

(4.5)

In den Abschnitten A.4 und A.7 werden jeweils die DFT-Matrizen D, 4 und D, 4 fiir die

S4 konstruiert.

Die Youngsche Seminormalform (bzw. die kontragrediente Version der Youngschen Se-

minormalform) lasst sich mit dem folgenden Resultat relativ einfach in die Youngsche

Orthogonalform iiberfiihren.
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4.3 Die Youngsche Seminormal- und Orthogonalform

Korollar 4.13. Es gibt eine bis auf einen nichtnegativen Skalar eindeutig bestimmte inver-
tierbare Diagonalmatriz A, , = @, AL (bzw. Ay, = D, AL), so dass fir alle m € S,
gilt: Doy - on(7) - AL = wi(m) (bzw. Ay - Kn(7) - AL = wi(T)).

Beweis. Siche Abschnitt 3.4 in [24]. O

Mit dem Ansatz Ay = diag(éy,...,dq,) (bzw. Ay = diag(d],...,d;_ )) erhdlt man

5a : 0'a<7'(')ab . (51:1 = wo‘(w)ab (46)
= wOL

(bzw. & - K (T)ap - 0} (M) ab), (4.7)

fir alle 7 € S, und alle a,b € [1,d,]. Fiir a = b ergibt die Gleichung 4.6 (bzw. Gleichung
4.7) keine nichttriviale Relation. Des Weiteren kénnen die folgenden Uberlegungen auf
die Transpositionen (1,2),(2,3),..., (n— 1,n) beschrankt werden, die die S,, erzeugen. Da
0*((1,2)) = w*((1,2)) (bzw. k*((1,2)) = w*((1,2))) eine Diagonalmatrix ist, bleiben zum
Vergleich die aulerdiagonalen Positionen in den Matrizen o ((é,i41)) (bzw. k*((i,i+1)))
und w®((¢,74 1)) fiir ¢ € [2,n — 1] tibrig. Die auflerdiagonalen Positionen werden im 2. Fall
zur Konstruktion der Matrixdarstellungen beschrieben, siehe die Gleichungen (4.1) (bzw.
(4.3)) und (4.2). Mit o*((i,i + 1))pe = 1, 6°((1,5 4+ 1))ap = @& (bzw. &*((i,7 + 1))pa = ¢2,
KO((1,0+1))ap = 1) sowie w*((7,7 4+ 1))pa = w*((4,7 4+ 1))ap = qa ergibt sich sofort fiir die
Positionen (a,b) und (b, a) die gleiche Relation: 8y/d, = qq (bzw. 0,/6, = qa). Betrachtet
man diese Relationen fiir alle Paare (a,b) und allen Transpositionen (7,7 + 1) mit i €
[2,n — 1] ergibt sich eine vollstandige Menge von Relationen, die A (bzw. A?) bis auf
einen nichtnegativen Skalar bestimmen. Wir normalisieren A% (bzw. A?), indem §; = 1

(bzw. 6, = 1) gesetzt wird.

Beispiel 4.14. Wir berechnen A? for a = (3,2). Nach Abbildung 6 erhalten wir neben
£*((1,2)) = w((1,2)) = diag(-1,1, -1, 1,1)

% 1 % a2
- © -
w((2,3) = 3 1|, Wi ((23)= R
= “ -
1 1
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4 Darstellungstheorie symmetrischer Gruppen

—1 —1
1 1
w*((3,4)) = 1 , wi((3,4) = 1
% 1 % as
b o~
% 1 % 42
% 1 % q2
((4,5) = |7 -3 , w((4,5) = | @ -3
P 0
1 1

Betrachtet man die hevorgehobenen Einsen, erhalten wir folgenden Gleichungen:

(2,3) : 61/0y=q, 03/0) = qo,
(37 4) : 611/52 = {3,
(47 5) : 5/1/5213 = {42, 5&/54/1 = Q2.

Zusammen mit d; := 1 folgt A* = diag(q3qs, 203, G243, q3, 1).
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5 FFT und iFFT fiir symmetrische Gruppen

Im letzten Kapitel haben wir verschiedene DFTs auf S,, kennengelernt. In diesem Kapitel
wird konkret ein Algorithmus fiir die schnelle Auswertung der diskreten Fouriertransforma-
tion auf den symmetrischen Gruppen basierend auf der Youngschen Seminormalform (o,)
beschrieben. Die Varianten des Algorithmus basierend auf der kontragredienten Version
(k) oder der Youngschen Orthogonalform (w,) werden sich durch leichte Modifikationen
ergeben. Die vorgestellten Algorithmen zur FFT (siehe Abschnitt 5.2) und iFFT (siehe Ab-
schnitt 5.3) beruhen auf den Publikationen von Clausen [7] sowie von Clausen und Baum
[11] (bzw. Kapitel 9 in [10]).

Wie bereits eingangs in Kapitel 1 erwahnt, hat Maslen in [31] einen FFT Algorithmus
vorgestellt, der mit weniger arithmetischen Operationen auskommt. Dieser Algorithmus er-
setzt die Matrixmultiplikation im Zusammenhang mit den ,, Twiddle Faktoren® in Clausens
Algorithmus (s.u.) durch Summen. Diese Summen sind indiziert durch kombinatorische Ob-
jekte, die das Konzept der Young Tableaux verallgemeinern. Das sich ergebende Resultat
wird dhnlich zum Horner-Schema berechnet. Es hat sich jedoch in neueren Entwicklungen
gezeigt, dass in diversen Anwendungen u.a. wegen einer hoheren Zugénglichkeit Clausens
Algorithmus verwendet wird, siehe beispielsweise in [22, 26, 27, 28, 29, 35]. Auch spétere
Ausfithrungen in dieser Arbeit basieren auf Clausens Algorithmus. Aus diesen Griinden be-
schranken wir uns im Folgenden auf die Beschreibung von Clausens Algorithmus. Zunéchst

wird die fiir diesen Algorithmus benotigte Vorverarbeitung beschrieben.

5.1 Vorverarbeitung

Zur Auswertung von o, sind zunéchst fiir alle ¢ < n, fiir alle § - ¢ und alle 7 < ¢ sémtliche
Matrizen o?((i,4+1)) zu berechnen und zu speichern. Wie wir bereits gesehen haben, sind
die Matrizen o”((i,i+ 1)) diinnbesetzt. Diese Eigenschaft kann ausgenutzt werden, um die
Matrizen effizient zu speichern. Die 2-diinne Matrix o°((i,i 4 1)) =: (84,) wird durch eine
Tabelle (ba, ca)1<a<a, reprasentiert, wobei 1 < b, < dg und —1 < ¢, < £. Das a-te Tupel
der Tabelle (b, c,) beschreibt die a-te Zeile der Matrix. Falls a = b, befinden wir uns im
1. Fall bei der Konstruktion der Matrix (siche oben): 8,, = ¢, € {£1}. Ansonsten sind

wir im 2. Fall: Falls a < b, gilt By0 = ¢;' und By, = 1 — ¢, % Falls a > b, ist Bup, = 1

a
-1
und 8, , = —c, .
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5 FFT und iFFT fiir symmetrische Gruppen

Beispiel 5.1.

1 3
3 H a| b, | ¢y
1 3 1132
2 ! ol 42
oG4y =] 1 -1 S
1
1 -3 41212
1 5051

Mit Hilfe dieser Kodierung sind nur 2%, (¢ —1) 35, dg ganze Zahlen im Gegensatz zu
> i<n (€ = 1) 35, d3 rationale Zahlen zu speichern,

Zu Beginn wird der Young-Verband bis zum n-ten Level erstellt, siehe Abbildung 4. Mit
dem Young-Verband kénnen simtliche Partitionen, die zugehérigen Matrizen o ((i,i+1)),
die entsprechenden Grade und das Verzweigungsverhalten der korrespondierenden Darstel-

lungen verwaltet werden.

Hierzu kann bei der Erstellung wie folgt vorgegangen werden. Zunéchst werden alle Knoten
des Young-Verbands konstruiert. Dabei werden im /-ten Level alle Partitionen lexikogra-
phisch sortiert erzeugt. Die entsprechenden Knoten werden in Form einer einfach verket-
teten Liste beginnend mit der Partition (¢) gespeichert. Die Listenkopfe werden dabei in
einem Array abgespeichert. Dadurch wird im spéteren Verlauf ein schneller Zugriff auf die
Blockstruktur von Signalen auf der S, ermoglicht. Als Néchstes werden die Kanten in den
Graphen eingefiigt. Ausgehend von einem Startknoten konnen hier die Endknoten der Kan-
ten ebenfalls in Form einfach verketteter Listen gespeichert werden. Bei der Konstruktion
der Riickwirtskanten (vom f-ten zum ¢ — 1-ten Level) ist zu beachten, dass diese geméif
dem ersten Level des Last Letter Sequence Baumes anzuordnen sind. Im Anschluss werden
die Matrizen ?((i,i+ 1)) sukzessive fiir Sy, Ss, ..., S, berechnet. Sei 8 F ¢ < n und i < /.

Dann gibt es zwei Fille:

1. Fiiri < £ —1 gilt

o’((i,i+1)) = (67 L Se)((ii+1) = € o7((i+1)

BOyHI—1

2. Fiir i = ¢ — 1 wird die Matrix o?((¢ — 1, ¢)) mit Hilfe der Last Letter Sequence von

£ geméf der Formel fiir die Youngsche Seminormalform konstruiert.
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5.1 Vorverarbeitung

Durch die Sortierung der Riickwértskanten im berechneten Young-Verband kann im ersten
Fall die korrekte Reihenfolge der Summanden bei der Bildung der direkten Summe geméfl
dem ersten Level des Last Letter Sequence Baumes (vgl. Satz 4.11) eingehalten werden.
Zusétzlich erhalten wir kostenfrei durch die ,Bottom-up“-Struktur der Berechnung der

Se-Level und durch die Bildung der direkten Summe die Dimension dg von ob.

l

0] < 5]

| VRN

< < 45\

N\ /N |
iOl< 34O]< g4l< 354]< 453‘
| |
B < BB < 0 < B < e
| | | | |
B < BB < B < B <

Abbildung 8: Last Letter Sequence Baum fiir v = (3, 2).

Nur fiir i = £ — 1 im zweiten Fall wird die Matrix o”((¢ — 1, ¢)) mit Hilfe der Last Letter
Sequence geméifl der Formel fiir die Youngsche Seminormalform konstruiert. Hierzu brau-
chen wir nur die Positionen von £ — 1 und ¢ in den S-Standardtableaux 71 < ... < Ty, zu
kennen. Der komplette Last Letter Sequence Baum muss nicht konstruiert werden. Es ist
ausreichend, den Last Letter Sequence Baum bis zum zweiten Level zu konstruieren und
die Knoten N; < ... < N, in diesem Level zu betrachten. Jeder Knoten N; definiert ein
Intervall I; C {Tl, e ,Tdﬁ}, das jedes Blatt in dem Unterbaum mit Wurzel N; enthélt.
Loschen wir bei dem Knoten N; in dem Tableau die Boxen bzw. Positionen, wo sich ¢ — 1
und ¢ befinden, erhalten wir ein Young-Diagramm bzw. ein noch leeres Tableau zu der
Partition A C (. Es gilt: |I;| = d,. Befinden sich ¢ — 1 und ¢ in derselben Zeile oder Spalte
in Nj, so gilt das auch fiir alle S-Standardtableaux in ;.

Ensteht nun fiir ein A > j ein Knoten N}, aus N; durch Vertauschen von ¢ — 1 und ¢, so
erhalten wir ein Young-Diagramm bzw. ein noch leeres Tableau zu der gleichen Partition

A C B, wenn wir die Boxen bzw. Positionen, wo sich ¢ — 1 und ¢ in N}, befinden, 16schen.
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5 FFT und iFFT fiir symmetrische Gruppen

Es gilt |I;| = |I;]. Die Reihenfolge, mit denen 1,...,¢ — 2 bei N; und N, in das Young-
Diagramm zu A aufgefiillt werden und weitere Kindknoten entstehen, ist dieselbe. Daraus
folgt, dass das u-te Element in [j, aus dem u-ten Element in I; entstanden ist. Abbildung
8 veranschaulicht diese Situation. Zusammenfassend kann im Fall ¢ = ¢ — 1 wie folgt

vorgegangen werden:

[. Berechne den Last Letter Sequence Baum bis zum zweiten Level.

In diesem Level erhélt man die Knoten Ny < ... < N,,.
II. Fir alle 1 < j <m:

a. { —1 und ¢ sind in derselben Zeile (Spalte) von N;:

Wende Fall 1 der Konstruktion der Youngschen Seminormalform (s.o.) fiir alle

Elemente 7T, in I; an.
b. Fiir ein h > j entsteht N}, aus N; durch Tausch von ¢ — 1 und ¢:

Wende Fall 2 der Konstruktion der Youngschen Seminormalform (s.o.) fiir alle
Paare (T}, T}), bestehend jeweils aus dem u-ten Element von I; und I, an. Die

Axialdistanz d ist gleich fiir alle diese Paare.

Bei der Speicherung der 2-diinnen Matrizen mit der oben beschriebenen Datenstruktur
wird nur bei IL.b. die Axialdistanz berechnet. Die so gespeicherten Matrizen konnen auch
bei der kontragredienten Version oder der Variante basierend auf der Youngschen Ortho-
gonalform verwendet werden. Hierfiir muss bei einer Matrix-Matrix-Multiplikation oder
Matrix-Vektor-Multiplikation lediglich der 2. Fall zur Rekonstruktion einer Zeile (siehe

Definition der Datenstruktur) entsprechend angepasst werden.

5.2 FFT Algorithmus

Gegeben sei ein Element a = ) ges, g9 I CS,. Ziel ist die schnelle Auswertung von
o, (a). Satz 4.2 (1) gibt eine disjunkte Zerlegung der S, in die Linksnebenklassen von der
Untergruppe S,,_; an:

Sn = |_| gj,nSn—b
j=1

wobei g, = (4,7 + 1,...,n). GeméB dieser Zerlegung kann das Element a anders aufge-

n
a = E :gj,naj )
j=1

schrieben werden:
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5.2 FFT Algorithmus

wobei

a; = Z ag; .nh € CSp 1.

he€Sn—1

Da o, sowohl ein Algebren-Morphismus als auch eine 7T,-angepasste DFT auf S,, (siehe

Satz 4.11) ist, erhalten wir fiir die Auswertung von o, (a):

on(a) = Z Tu(gin)an(a;) =) €D (g5m)0" (ay)

j=1 atn

= Z @ a'o‘(gj,n)(o'a ! CSnfl)(aj)

=1 aln
=> Pogin) P oflay). (5.1)
7j=1 atn aDfFn—1

Die letzte Zeile zeigt, dass die Auswertung von o*(a;) fiir alle  F n und 5 C o mit Kopien
von 0¥ (a;) durchgefithrt werden kann. Hier zeigt sich der Vorteil T,-angepasster DFTs,
da das Kopieren als kostenfrei angesehen werden kann. Wiederholt man das obige Schema
fir o,(a;), so erhalten wir einen rekursiven Algorithmus fiir die Auswertung von o, (a).
In Anlehnung an die klassischen FFT-Algorithmen wird o®(g;,) als , Twiddle Faktor®
bezeichnet. Hier zeigt sich, dass die Wahl der Transversalen der Linksnebenklassen von
Sp—1 in S, bestehend aus den Elementen g;,, 1 < j < n, weiter ausgenutzt werden kann.
Es gilt g;,, = (j,j +1,...,n) = (j,j +1)(j + 1,7 +2)...(n — 1,n). Demnach ist o(g;n)

das Produkt von n — j vielen 2-diinnen Matrizen. Genauer gilt:

o (gin) = 0((,+1)) - o ((+1,j+2)-...-0%((n—1,n)).

Statt erst die Matrix 0®(g;,,,) direkt zu berechnen und einer anschliefenden Multiplikation

von o%(g;,) mit 0*(a;) wird das folgende Schema verwendet:

(e*(Gi+)- o (o™ (n=2n-1) (=10 0%@)] ) ...]  (52)
Fiir den arithmetischen Aufwand wurde das folgende Resultat gezeigt.

Satz 5.2 (Clausen).
) 1 11
Lo(S) < [ 20?4+ =n? — —n ) nl.
2(Sy) < (12n + 2n 1271) n

Beweis. Siehe [11]. O
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5 FFT und iFFT fiir symmetrische Gruppen

Eine Implementation des angedeuteten rekursiven Ansatzes zur Berechnung der Fourier-
transformation ist sehr speicherintensiv. Die im Folgenden geschilderte iterative Variante
umgeht dieses Problem. Im Groben wird die Berechnung unterteilt in n Level. In Level k
bzw. im Si-Level wird die DFT o auf S, fiir jede Linksnebenklasse von Sy in .S, ausge-

wertet.

Nach Satz 4.2 (2) bilden die Elemente

95 = GinnGin-1m—1""" Gjgpr k1, L < Ji <4,

eine Transversale der Linksnebenklassen von S; in S,,. Eine lexikographische Sortierung

von (Jn, ..., Jr+1) fiithrt zu einer Totalordnung der Linksnebenklassen von Sy in S,,. Gemé8
Sn = |_| g]Sk
J€JY

kann das Eingangssignal a € CS,, wie folgt aufgeschrieben werden:

a= Zgiai mit a; € CSj.

J

Demnach sind die Daten in Level & in n!/k! Blocke o,(a;) der GréBe k! unterteilt. Diese
Blocke sind in Level k nach der eben erwéhnten lexikographischen Sortierung der Links-
nebenklassen von Sy in S,, angeordnet. Jeder Block o (a;) ist eine Blockdiagonalmatrix,
die durch einen Vektor der Lange k! wie folgt représentie}t wird: Die zu den Partitionen
von k korrespondierenden Matrizen auf der Diagonalen werden entsprechend einer lexiko-
graphischen Sortierung der Partitionen von k angeordnet. Von jeder Matrix werden die
Eintrage zeilenweise abgespeichert. Durch diese Anordnung koénnen die Daten in Level k
als ein Vektor v, € C™ beschrieben werden. Nach Satz 4.2 (3) lisst sich jede Permutation
7 € S, darstellen als m = ¢, ngj, 1 n—1" " gj, 2 Mit einem eindeutig bestimmten (j,, ..., j2).
Folglich sind die Koeffizienten von a in dem Eingabevektor v; geméafl der lexikographischen

Sortierung der Gruppenelemente angeordnet.

Mit einer gegebenen Eingabe v; werden nun sukzessive die Vektoren vs, ..., v, berechnet
und am Ende v,, ausgegeben. In Level k& wird v; aus vx_; berechnet. Genauer wird jeder
Block o(a;) von k Blécken o_1(ay) mit gpSy—1 C g;Sk geméf Formel (5.1) berechnet.
Die einzelnen Blocke und Matrizen lassen sich mit Pointern auf den Vektoren v, und
vg—1 ansteuern. Abbildung 9 zeigt die Blockstruktur (links) der DFT o3 auf S3 und die
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5.2 FFT Algorithmus

Datenpfade (rechts), die sich durch die Bildung der direkten Summen ergeben. Von den

Vektoren vy, ..., v, miissen nur zwei in Level k gespeichert sein. Fiir die Berechnung des

Ausdrucks (5.2) werden zusitzlich O(d?) Elemente gespeichert, wobei d,, der maximale

Grad aller Darstellungen von CS,, ist. Das Speichern von zwei n! groen Vektoren ist eine

der Haupteinschrinkungen des Algorithmus.

O
91,2
(| (|
H 92,2 O H
T 91,3 o
91,2 a
1] (|
92,3
B B
H . H
92,2 O
gl X
M 91,2 O (|
H H
92,2
O

Abbildung 9: Blockstruktur (links) der DFT o3 auf S3 und die Datenpfade (rechts).

Beispiel 5.3. Gegeben ist ein Signal a € CSj3, so dass

O

v = (0'(1)(611,1)70(1)(%,2), 0(1)(612,1),0'(1)(@2,2)7U(l)(a3,1>>70'(1)(a3,2))T =(1,2,3,4,5,6)".

vy = 03(a1) B o2(az) B oa(as)
Sei im Folgenden 1 < i < 3 und 8 € {(2),(1?)}:
oy(a;) = o (a;) ® o) (a;)

U'B(ai) = 0’3(91,2) 'U(l)(am) + 0'5(92,2) : 0'(1)(6%,2)

o@(a)=1-14+2=3 oW(a)=-1-1+2=1
o@(ay)=1-34+4=7 oM(ay)=-1-34+4=1
o@(az)=1-54+6=11 " (az)=—-1-54+6=1

vy = a3(a) = 0 (a) ® oV (a) © ) (a)
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5 FFT und iFFT fiir symmetrische Gruppen

3

o®(a)=> 0¥ (g3)-0P(a)=1-1-3+1-T+11 =21

J=1

3
oV (a) = Z a®V(g,3) - (0'(12)(aj) ® 0'(2)(aj)) = siehe Abbildung 10
j=1

(-1)-(-1)-1+(-1)-14+1=1

Q
o
—
—~
—
\:—‘

)
—
=

Il
N
\
—_
—_
~~_

Q
—
™
i
=
—~
—
N
w
=
=
I
//
L L
|
Dol— oo
N~ —

ot

6

Abbildung 10: Veranschaulichung der Beispielrechnung zur DFT o3 auf Ss.

Die (gespeicherten) Matrizen o®((j,7 + 1)) werden nur bei der Multiplikation mit den

» Twiddle Faktoren“, siehe (5.2), verwendet. Wie weiter oben beschrieben, muss hier ledig-

lich die Matrix-Matrix-Multiplikation angepasst werden, um die Varianten des Algorithmus

fiir die kontragrediente Version (k,) oder der Version basierend auf der Youngschen Or-

thogonalform (w,,) zu erhalten.

o4



5.3 IFFT Algorithmus

5.3 IFFT Algorithmus

Ausgangspunkt ist die bekannte Fourier-Inversionsformel.

Satz 5.4 (Fourier-Inversionsformel). Es sei @?:1 D, eine DFT auf CG =~ @?:1 Cdixdi
Dann gilt fiir a € CG und g € G

ol) = g D0k Sour(Dilg ™) - Di(o).

Beweis. Siehe beispielsweise Theorem (6.8) in [10] oder Proposition 11 in [40]. O

Im Fall der S,, folgt nach diesem Satz:

@)

fiir jede Blockdiagonalmatrix @, A, € 0,(CS,,). Diese Formel kann geméf der bekannten

(Zd -Spur(a®(g™) -Aa)> g
€Sn @

Zerlegung S, = |_|;7:1 9;nSn—1 anders aufgeschrieben werden:

_1|

1 (@Aa> > Gin T

akFn i<n

::jzzgﬁnxgm

i<n

Z (Z Ci_a . Spur(o-a(g—l) . o-a(gj_ﬁlb) . Aa)> q

gESn—1 o

Sei p, die natiirliche Projektion von C%*da auf die Blockdiagonale D.- Brn1 C?s*ds und

sel

6{9‘4 = (g]n)’14a)'

Nach Kapitel 4 in [11] (bzw. Kapitel 9.3 in [10]) folgt:

().

wobei
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5 FFT und iFFT fiir symmetrische Gruppen

Ingesamt ergibt sich folgende Formel:

o' (EB Aa> = Z Ginon (@ Af) . (5.3)
akn j<n B

Die Berechnung von o' (D, A,) gestaltet sich wie folgt. Im ersten Schritt werden alle Pro-

dukte Ua(gj_ﬁ)-Aa berechnet. Mit der Zerlegung gj_i = (n—1,n)(n—2,n—1)---(4,j+1) und

einer Herangehensweise wie in Formel (5.2) erhalten wir all diese Produkte (und demnach

die Blocke Afm.). Danach konnen alle Blocke Af mit der obigen Summenformel berechnet

werden. Schlussendlich wird a;il(@ﬁ Af ) fiir alle j berechnet, indem der Algorithmus

rekursiv angewendet wird.

Fiir den arithmetischen Aufwand wurde das folgende Resultat gezeigt.
Satz 5.5 (Clausen).

5 4 7
Ly(o;! —nd 4+ Vo 4 — I
2(0,7) < (12n +3\/_n —|—12n n

Beweis. Siehe [11]. O

Anschaulich gesehen liest man bei der iFFT die Illustrationen der Blockstruktur und Da-
tenpfade in Abbildung 9 ,riickwéarts“, d.h. von links nach rechts. Mit dieser Sichtweise
erhélt man eine iterative Variante der iFFT, indem der iterative Algorithmus zur FFT in
Abschnitt 5.2 , riickwérts“ (unter Verwendung der obigen Formeln zur iFFT) gelesen wird
und exakt die gleichen Datenstrukturen und ihre Anordnung verwendet werden. Entspre-
chend lassen sich die Aussagen zur Implementation aus den vorangegangenen Abschnit-
ten iibertragen. Die Varianten des Algorithmus fiir die kontragrediente Version (k) oder
der Youngschen Orthogonalform (w,,) erhélt man entsprechend durch die Anpassung der
Multiplikation mit den ,, Twiddle Faktoren“, wie es bereits am Ende von Abschnitt 5.2

beschrieben wurde.
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6 S,_r-invariante Signale auf der S,

In den Abschnitten 6.1 und 6.2 wird der Spektralbereich und die Multiplikation im Spek-
tralbereich von S,,_g-invarianten Signalen betrachtet. Beispielkonstruktionen von S, -
bzw. S, _j-invarianten Signalen werden in Abschnitt 6.4 zum Graphlet-Spektrum und in
Abschnitt 6.5 zum Quadratic Assignment Problem behandelt. Diese Abschnitte basieren
auf Resultaten, die von Kondor und Borgwardt in [28], von Kondor, Shervashidze und
Borgwardt in [29], von Rockmore et al. in [36] sowie von Kondor in [27] vorgestellt wurden.
Des Weiteren werden in Abschnitt 6.3 die DFTs von S,,_i-invarianten Signalen basierend
auf der Youngschen Seminalform (bzw. der kontragredienten Version der Youngschen Se-

minormalform) und der Youngschen Orthogonalform gegeniibergestellt.

6.1 Spektralbereich S,,_g-invarianter Signale

Satz 4.11 kombiniert mit Satz 3.1 ergibt folgenden

Satz 6.1. Sei k € [1,n — 1] und p,, € {on, Kn,wy}. Das p,-Bild von C[S, mod S,_y] ist
gleich @, C(da, Lo k), wobei a alle Partitionen von n mit oy > n — k durchlauft und T'y,
die Menge aller Indizes a ist, so dass T, das a-te a-Standardtableau (in der Last Letter

Sequence) mit den Zahlen 1,2,...,n —k in der ersten Zeile ist.

Fiir k = n—11ist C[S, mod 5] = CS,, und der letzte Satz ergibt den Satz von Wedderburn
fiir den Fall G = S,,. Betrachtet man kleine k, beispielsweise 2k < n, dann ist

k
pn((C[Sn mod Sn—k]) = @ @ C(d(n_gwg), F(n—é,/j),k)a (61)

(=0 B¢

und T gy | = ds - (IZ) Vergleicht man die Dimensionen in (6.1), ergibt sich fiir den Fall
2k < n:
k
[Sn : Sn—k] = Z Z d(n,g,g) . dﬁ . (lz) (62)
(=0 BHe

Beispiel 6.2. Wir beschreiben das p,,-Bild von C[S,, mod S,,_] fiir n > 6 und k € [1, 3].
Tabelle 2 beinhaltet alle relevanten Partitionen «, die zugehorigen Dimensionen d,,, sowie
alle Elemente in I', ;. Des Weiteren illustriert Abbildung 11 diese Spektralbereiche.
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6 S, _g-invariante Signale auf der S,

Tabelle 2: Aufstellung relevanter Parameter, die die p,,-Bilder von C[S,, mod S,,_] fiir n > 6
and k£ < 3 beschreiben.

’ abkn \ do, \ k \ Elemente in I'y ‘
(n) 1 1 1
(n—1,1) n—1 1 do
) 1 2 1
(n—1,1) n—1 2 do — 1, d,
(n—2,2) n(n—3)/2 2 dq
(n—2,1%) (n—1)(n—2)/2 2 dy
) 1 3 1
(n—1,1) n—1 3| dy,—2,d,—1,4d,
(n—2,2) n(n—3)/2 3 din—32), do — 1, dq
(n—2,1%) (n—1)(n—2)/2 3| din-siz), do— 1, dg
(n—3,3) n(n—1)(n—>5)/6 3 do
(n—3,21) n(n—2)(n—4)/3 3 | din—a21) + dm_312), do
(n—23,1%) | (n—1)(n—2)(n—3)/6 | 3 do
S
k=2 mo :I ® ®
k=3: B |:. S @ S

58

Abbildung 11: Das p,,-Bild von C[S,, mod S,,_]| fiir k& € [1, 3].




6.2 Multiplikation S, _g-invarianter Signale im Spektralbereich

6.2 Multiplikation S,,_g-invarianter Signale im Spektralbereich

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von folgendem

Satz 6.3. Sei 2k < n und seien a,b € C[S, mod S,,_;]. Falls p, € {0, kn,w,}, dann
kénnen im Spektralbereich p,,(a) und p,(b) mit weniger als 2 - (UJ;%) - VE! - [Sp: Sn_]
arithmetischen Operationen multipliziert werden.

Beweis. Nach Gleichung (6.1) sind p,(a) und p,(b) in @;_, Dse Cldm—r.8), Cin—t,8).1)-
Wegen |I'(,—.8)x] = ds - (lz) entspricht die Multiplikation p,, (a) - p,,(b) fiir jede Partition g
von ¢ < k einer Multiplikation von einer d(,—s,g) X |T'(n—¢,),k|-Matrix mit einer |I'(,_¢ g) x| X

T (n—¢,8),c|-Matrix. Demnach kann p,,(a) - p,,(b) mit weniger als

k
Hok =23 deg - di- (B

(=0 B¢

arithmetischen Operationen berechnet werden. Es seien by := max,<j (];) = (Lkljz j) und

¢ = maxgr<i, dg. Aus dem Satz von Wedderburn, sieche Satz 2.2, folgt

S
Bre
fiir £ > 1. Es gilt ¢ < Y5 ,d3 = 0! <k, maW. ist ¢, < VE!. Mit Gleichung (6.2) ergibt

sich die obere Schranke

#n,kSQ'bk'Ck'[SnISnk]§2'< )m[snsnk}

k
/2]

Beispielsweise gilt #,2 < 6 - [S,,: Sp—o] und #,3 < 15 [S,: Sh_3].

Fiir ein festgewihltes k£ und ein ausreichend grofies n erhalten wir demnach die obere
Schranke #,, 1 < vk - [Sn: Sn_k), wobei 7 eine nur von k£ abhéngende Konstante ist. Dieses
Resultat ist vergleichbar zum klassischen Fall G = Cl, bei dem die Faltung in die Mul-
tiplikation von Diagonalmatrizen iiberfithrt wird. Hier ist der arithmetische Aufwand im

Spektralbereich linear in |Cy|.
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6 S, _g-invariante Signale auf der S,

6.3 Youngsche Seminormalform vs. Youngsche Orthogonalform

Der Isomorphismus C[S,, mod S,,—x] = @, C(da,'a ) kann beziiglich der arithmetischen
Mittel der Linksnebenklassen von S, _j in S,, als Basis in C[S,, mod S,,_x] und den Indika-
tormatrizen von moglicherweise von Null verschiedenen Positionen in €@, C(d,,I's ) als
Basis im Spektralbereich durch eine [S,: S,—] X [Sp: Sp—g]-Matrix Dg,moas,_, beschrieben
werden, sieche Abschnitt 3.2. Die Matrix Dg, mod s, _, wird bei Verwendung der Youngschen
Seminormalform mit D, ,, bei Verwendung der kontragredienten Version der Youngs-
chen Seminormalform mit D, ,; und bei Verwendung der Youngschen Orthogonalform
mit D, ,, » bezeichnet. Das folgende Resultat zeigt, dass man sich auf die Verwendung von
DFTs basierend auf der Youngschen Seminormalform (bzw. der kontragredienten Version
der Youngschen Seminormalform) beschrinken kann, da die Youngschen Orthogonalform

im Vergleich lediglich einen Overhead linear in [S,,: S, x| verursacht.

Satz 6.4. Fir p € {o,k} gilt:

Loo(Dw,n,k> S Loo(Dp,n,k) + [Sn . Snfk] - Z ‘Fa,kl .

akFn,a1 >n—k

Beweis. Es sei a € C[S,, mod S,_;]. Nach Satz 6.1 ist p,(a) = @, p*(a) und w,(a) =
@D, w*(a), wobei a alle Partitionen von n mit a; > n — k durchléuft. Zudem sind p*(a)
und w?(a) in C(dy,'ax). Nach Korollar 4.13 gibt es fiir a eine Diagonalmatrix A% mit
w*(a) = A%-p*(a)-(A%)~. Falls AY = diag(dy, 0y, . . .), dann ist w*(a)y; = (516;1) -p*(a).
Die beschriebene Konjugation ist fiir jede Spalte mit weniger als d, — 1 Multiplikationen
durchfithrbar. Da fiir eine Matrix in C(d,, I', 1) weniger als |T', x| Spalten von Null verschie-
den sind, gilt: Loo(Dynk) < Loo(Dpnk) +Zam7a12n_k(da —1)-|T4x|- Ein Vergleich der Di-
mensionen in C[S, mod S,,_;] = @, C(da, o) ergibt [S,: Sh_i] = Zal—n,a12n—k do - |Takl-
Es folgt die Behauptung. O

Beispiel 6.5. Satz 6.4 und Tabelle 2 ergeben fiir p € {0, k} folgende oberen Schranken:

Loo(Dw,n 1) S Loo(Dp,n,l) + [Sn Sn—l} -2
Loo(Dw,n,Z) S Loo(me,,Q) + [Sn : Sn—Q} -3
Loo<Dw,n 3) S Loo(DanS) + [Sn Snfiﬂ — 14

60



6.4 Das Graphlet-Spektrum

6.4 Das Graphlet-Spektrum

Um Strukturen wie Molekiile oder Personen in einem sozialen Netwerk zu modellieren,
sind Graphen die naheliegende Datenstruktur. Dabei représentieren die Knoten die Objek-
te und die Kanten die Beziehungen zwischen diesen. Eine zentrale Frage ist, inwieweit zwei
Graphen dhnlich zueinander sind. Ein fundamentales Problem zur Darstellung von Graph-
instanzen in Lernalgorithmen ist der Entwurf von Merkmalen, die invariant beziiglich der
Nummerierung der Knoten sind. Im Bereich des Machine Learning gibt es im Wesentlichen
zwei Ansétze: der Entwurf von Graph-Kernelfunktionen oder der Entwurf einer expliziten
Merkmalsabbildung. Eine Ubersicht zum ersten Ansatz ist beispielsweise in [41] zu finden.
Kondor, Shervashidze und Borgwardt verfolgen in [29] den zweiten Ansatz, indem sie einen
algebraischen Zugang zu Grapheninvarianten mit Hilfe der Gruppenalgebra CS,, beschrei-
ben. In diesem Abschnitt wird dieser Zugang skizziert und dabei erlautert, wie man auf
kanonische Weise auf das Problem der Fouriertransformation S,,_o- bzw. S,,_;- invarianter

Signale stof3t.

Im Folgenden beschrinken wir uns auf schleifenfreie Graphen mit Knotenmenge [1, n] und
reellwertigen Kantengewichten. Die gewichteten Adjazenzmatrizen derartiger Graphen kor-
respondieren dann zur Menge R(*" aller reellwertigen n x n-Matrizen mit verschwindender
Diagonalen. Ein Graphenisomorphismus wird durch eine Knotenpermutation = € S,, be-
schrieben und fiihrt zur neuen Adjazenzmatrix A™ mit Afr(i)m(j) = A;;, fir alle 7,5 € [1,n].
Gesucht sind Grapheninvarianten ¢: Ry™™ — R mit der Eigenschaft, dass fir alle 7 € S,
gilt
c(A) = c(A™).

Zunéchst wird einem A € Rj*" das Element

fa = Z Asn),o(n-1)0 € RS,

UESn

zugeordnet. Wir betrachten f4 genauer: Zunéchst ist fa(0) = Ag(m)om-1). Damit ergibt

fa=> falo)o =) Ay%y;,

oc€Sn 1#£]

sich

wobei ¥;; die Indikatorfunktion der Menge aller o € S, mit o(n) =i und o(n — 1) = j

ist. Da fiir alle 7 € S,,_5 stets fa(c) = fa(o om) gilt, ist fiir eine beliebige Permutation
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6 S, _g-invariante Signale auf der S,

mij € Sy, mit mi(n) =i und m;(n—1) =3

Eij:ﬂ-ij E W:(H—Q)!'ﬂ'ij*LSn_2,

TESh—2

wobei — zur Erinnerung — g, , das arithmetische Mittel aller Elemente in S,,_5 bezeichnet.
Insgesamt ist

fa= ZAU (n—=2)! %, ,

1#]

ein S,,_s-rechtsinvariantes Signal.
Dies wird wie folgt verallgemeinert. Fiir k < n bezeichne Z* die Menge aller injektiven k-
Tupel mit Eintriigen aus [1,n]. Zu g = (gi;) € RE** und A € Ry*" ist die Indikatorfunktion
fag: IF — {0,1} durch

1 falls g;; < Ay, Vi # J

0 sonst

pag(vr,. .. vg) = {

definiert. Die Funktion ju4 4 gibt an, ob g ein Teilgraph von A an der Position (vq,. .., vy)
ist. Zu g = (gi;) € RE**, A € Ry*™ und o € S,, definiere

faglo) :=payg(o(n),c(n—1),...,0(n—k+1)).

Die Funktion f4, ist S,_j-rechtsinvariant, d.h. fir alle 7 € S,,_, gilt fa,(0) = fa (o o).
Eine Alternative lisst sich auch fiir die Indikatorfunktion v ,: ZF — {0,1} konstruieren,

die wie folgt definiert ist:

1 falls g;j = Ay, v, Vi # J
vag(vr, ... v5) =
0 sonst.
Diese Funktion gibt an, ob g ein induzierter Teilgraph von A an der Position (vq,. .., vg)

ist. Der folgende Satz liefert die Grundlage zur Konstruktion von Graphenvarianten.

Satz 6.6. Sind f,h € CS,, und bezeichnet D, eine unitdre irreduzible Darstellung von S,

zur Partition o von n, so gilt fiir beliebige Permutationen ™ € S,
Da(h)" Da(f) = Da(mh)! - Da(f).

Beweis. Wegen der Unitaritit von D, und Dy (7h)" = (Do (1) - Do (h))T = Dy (h)T- Dy(m)T
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6.5 Das Quadratic Assignment Problem

sowie Dy (mf) = Dy(m) - Do(f) folgt

Do(7h)! - Da(nf) = Da(h)'- Da(m)' - Da() - Da(f)

Damit ist der Satz bewiesen. ]

Als unitére Darstellung wird die Youngsche Orthogonalform verwendet. Eine spezielle Ei-
genschaft der Youngschen Orthogonalform ist, dass sémtliche Darstellungsmatrizen reell-
wertig sind. Bilden nun gy, . . ., g,, € RE** eine Bibliothek kleiner Graphen (sog. Graphlets),

so ist nach Satz 6.6 jede Komponente

[wa<fA,gi)T : wa<fA,gj)]a,b (6.3)

eine Grapheninvariante, wobei a und b alle a-Standardtableaux durchlaufen. Die Funktion

(a>ivj) = wa(fA,gi)T ’ wa<fA,gj)

heifit das Graphlet-Spektrum von A beziiglich der Graphlet-Bibliothek (g1, ..., g, ). Dabei
durchlauft « alle Partitionen von n und 1 < ¢ < 57 < m. Eine alternative Konstruktion

ergibt sich bei Verwendung der Indikatorfunktion vy ,.

Wie in Abschnitt 6.1 beschrieben, sind S,,_j-invariante Funktionen , bandbegrenzt®. Ge-
nauer ist i
wn(fag) € B ED Cldmrp). Tnrsn).
(=0 Bt
Zur Berechnung des Graphlet-Spektrums kann eine Variante des FFT-Algorithmus in Ka-
pitel 5 verwendet werden, in der nur die relevanten Partitionen und Spalten in den diversen

Matrizen beriicksichtigt werden.

6.5 Das Quadratic Assignment Problem

Das Quadratic Assignment Problem (QAP) ist eines der zentralen NP-schweren Probleme
in der Kombinatorischen Optimierung. Diverse bekannte Probleme wie beispielsweise das
Graphpartitionierungsproblem, das Problem der maximalen Clique oder das Problem des
Handlungsreisenden lassen sich als Spezialfille des QAP formulieren. Eine Ubersicht zum

QAP ist unter anderem in [6] zu finden. In [27] entwickelt Kondor einen Branch-and-
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6 S, _g-invariante Signale auf der S,

Bound Algorithmus, der auf der DFT auf S, basiert. Im Folgenden wird dieser Ansatz

zusammenfassend dargestellt.

Seien A, A" € Ry™" gewichtete Adjazenzmatrizen zweier schleifenfreier Graphen mit n
Knoten. Die Zielfunktion fa ar: S, — R, definiert durch

fau( Z As(i).o (6.4)

2,7=1

des QAP misst die , Ubereinstimmung® zweier Graphen nach Knotenumbenennung mittels

der Permutation o. Das QAP ist die Bestimmung von

argmax, g, fa,.4/ (7).

Fiir jedes A ist die Graphfunktion fa: S, — R, definiert durch fa(o) := Asm)om—1), €ine
Sp_o-rechtsinvariante Funktion, siehe Abschnitt 6.4 zum Graphlet-Spektrum. Die Menge
aller 7 € S, mit 7(n) =i und 7(n — 1) = j enthélt (n — 2)! Elemente. Demnach gilt:

Fund z Mooty = gy 3 Avewrono Ay

i,7=1 TESK

= ,ZfAO?TfA'( 7).

TESh

Zu einer Graphfunktion g4: S, — R sei g;: S, — R definiert durch g5 (o) := ga(c™!).
Die Funktion g, ist S,_o-linksinvariant. Es folgt:

Fanle) = o= 3 Falom ) = o 3 falom )
( TES (n 2)' TESy
:(n—2 ZfA orn ) f(m)
TESy
-5 ! i U= £3)(0).

M.a.W. lasst sich die Zielfunktion des QAP als Faltung einer S,,_s-rechtsinvarianten mit
einer S, _o-linksinvarianten Funktion darstellen. Kondor verwendet die Youngsche Ortho-

gonalform, um die Funktion f4 4 in den Spektralbereich abzubilden. Durch die Orthogo-
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6.5 Das Quadratic Assignment Problem

nalitit gilt w®(g,) = w*(ga)" fiir alle a F n. Es folgt zusammen mit Abschnitt 6.1:

1

wy(fa,a) = ﬁ cwn(fa) - walfa)" = e P w(fa)-w(fa)T

2) akFn

a;>n—2

Abildung 12 veranschaulicht die Struktur der relevanten Blockdiagonalmatrizen. Die Ziel-
funktion fa 4 ist ,bandbegrenzt“. Zudem ist fir o € {(n —2,2), (n —2,1,1)} die Matrix

w(fa) - w*(fa)" ein dyadisches Produkt.

WL (f4) - @=L (f)T

w(fa) - @ (fa)
o-0

W2 (f4) - w22 ()T

w(n—zAlQ)(fA) . w(w—Z.lz)(f;l')T

Abbildung 12: Tllustration von w(®(f4) - w®(f4)7 fiir a F n mit a; > n — 2. Mit grau
wurden die Bereiche gekennzeichnet, die von Null verschieden seien kénnen.

Es werden im Folgenden die Grundlagen des Branch-and-Bound Verfahrens skizziert. Die

Elemente

95 = GjnnYin_1mn—=1"""Gjpy1,k+1s 1< Ji £ 1,

bilden nach Satz 4.2 (2) eine Transversale der Linksnebenklassen von Sy in S,. Es ldsst
sich ein Baum der Linksnebenklassen derart konstruieren, dass die Knoten zu g;S5). korre-
spondieren. Ein Elternknoten g; S}, ist iiber eine (ungerichtete) Kante zu einem Kindknoten
9¢Sk—1 verbunden, falls g,Sy_1 C g;Sk. Insgesamt gibt es &k solcher Kindknoten. Nach Satz
4.2 (3) lasst sich jede Permutation 7 € Sy, darstellen als T = ¢;, nGj, 11" gjp2 Mit

einem eindeutig bestimmten (j,,. .., j2). Demnach befinden sich in den Blattern sdmtliche
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6 S, _g-invariante Signale auf der S,

Elemente der S,,.

Das Branch-and-Bound Verfahren von Kondor maximiert die Zielfunktion des QAP, in-
dem dieser so konstruierte Baum untersucht wird. Als Grundlagen zur Formulierung des
Verfahren dienen zwei Punkte. Erstens werden eingeschriankte Zielfunktionen betrachtet.

GeméB der Zerlegung
Sn =] 9:5

JEJi

kann das Signal f4 4 wie folgt aufgeschrieben werden:

faw = faw(o)o =YD fanlgmem =D g Y fanlgmn=>_ gff,

o€Sn JEI] TESK jeJp  meSk jep

wobei fJ’lc Sk — R definiert ist durch ff(ﬂ) := faar(gym). Die Funktion ff ist mit dem
entsprechenden Knoten g;5; des Baumes assoziiert. Zweitens wird eine zugehdrige obere
Schranke

max f(r) < Blwi(f}) (6.5)

TESE  * =

betrachtet. Das Branch-and-Bound Verfahren basiert auf der Tiefensuche, bei dem stets
der Zweig mit der gréfiten Schranke verfolgt wird. Falls fiir einen aktuellen Kandidaten
Obest gilt, dass B(wg( ff)) < faa(Ovest), wird der entsprechende Zweig verworfen. Das
Verfahren von Kondor wird ausschlielich im Spektalbereich ausgefiihrt. Hierzu kann eine
Variante des iFFT Algorithmus in Abschnitt 5.3 verwendet werden. Die Blockstruktur der
Vektoren in den Si-Leveln bei der iFF T, siehe Abbildungen 9 und 33, entspricht dem weiter

oben konstruierten Baum. Ausgehend von der Wurzel im S,,-Level

wnlfaw) = gy €D @ ()@ ()

akFn
a;>n—2

werden nur die Blocke berechnet, die sich iiber das Branch-and-Bound Verfahren ergeben.

Es zeigt sich, dass die eingeschriankten Zielfunktionen f]'»C ebenfalls ,bandbegrenzt“ sind.

Satz 6.7. Wie in (6.4) sei faa: S, = R die Zielfunktion des QAP. Dann ist

wi(f}) = P w(f))

akk

nur fir o € {(k),(k—1,1),(k—2,2),(k—2,1,1)} von Null verschieden. Des Weiteren ist
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6.5 Das Quadratic Assignment Problem

w(fF) fir o € {(k—2,2),(k—2,1,1)} ein dyadisches Produkt.
Beweis. Siche Kapitel 4 in [27]. O

Demnach lésst sich das Verfahren in den Blocken weiter auf die Matrizen zu den relevan-
ten Partitionen einschranken. Als Grundlage fiir die Berechnung der erwéhnten oberen
Schranke in Formel (6.5) dient der folgende Satz.

Satz 6.8 (Kondor). Fiir eine Funktion f: S, — R gilt

1 a
gré%}ff(o) < mgda”w (Ol

wobei mit |||« die Spurnorm einer Matriz (Summe der Singuldrwerte einer Matriz) be-

zeichnet wird.

Beweis. Siehe Kapitel 5 in [27]. O
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7 FFT von S,,_;-invarianten Signalen auf der S,

In den folgenden Kapiteln werden gewisse Algorithmen wieder verwendet. Diese Algorith-
men haben verschiedene Ausgabevektoren, die separat adressiert werden miissen. Der j-te
Ausgabevektor des i-ten Algorithmus wird beziiglich der Eingabeparameter pq, ..., pr und

dem Index ¢ mit

ALG;(p1, ..., Pk; q);

bezeichnet. Zudem spielt hierbei die kontragrediente Version der Youngschen Seminormal-

form eine wichtige Rolle. Es wird bei der Matrix

Lo (a0 VP
K,d — qﬁ _d_l y 4d = d )

die im 2. Fall bei Konstruktion der Youngschen Seminormalform auftaucht, ausgenutzt,
dass bei Position (1,2) eine Eins steht.

In dem néchsten Abschnitt werden die in [12] vorgestellten Resultate zur Berechnung der
FFT von S, _i-invarianten Signalen auf der S,, zusammengefasst. Sie werden an spéterer

Stelle von Bedeutung sein.

7.1 Verwendung der Youngschen Seminormalform

Gegeben sei ein S,,_j-rechtsinvariantes Signal a in CS,,. Gemifl Satz 4.2 (1) gibt es eine

disjunkte Zerlegung der S,, in die Linksnebenklassen von der Untergruppe S, _1:
Sn = |_| gj,nSn—h
j=1

wobel g;, = (j,7+1,...,n). Demnach kann das Signal a wie folgt aufgeschrieben werden:

n

a = (Z ry- gjﬂ) *US, 1, wobei Ty = |S”_1| ) a(gj’n)'

=1

Das idempotente Element v, , = [S,-1|7' > ,cg _, b korrespondiert zur Einsdarstellung

n—1)

K von CS,,_;. Wegen des Verzweigungssatzes (Satz 4.8) ist k*(tg, ,) = 0, wenn «
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7 FFT von S,,_;-invarianten Signalen auf der S,

nicht gleich (n) oder (n — 1, 1) ist. Demzufolge gilt:

kn(a) =M@ " @) P Ouxd.
a#(n)’(nfl’l)

Mit k™ | CS,_; = kY folgt k™ (a) = 2?21 r;. Aufgrund des Verzweigungssatzes (Satz
4.8) und der Last Letter Sequence gilt, dass "~V | CS,,_; = k2D @ k=1, Demnach
folgt kK" 1V (1g, ) = 0,_9xn_2 @ (1) und wir erhalten

n

n(n—l,l)(a) _ er ) m(”_l’l)(gj,n) (0p_2xn_2 ® (1)). (7.1)

j=1

Fiir alle j kann nur die letzte Spalte in r;-£™ =1 (g;.,)-(0,,_2xn_2® (1)) von Null verschieden
sein. Folglich trifft dies auch auf k1Y (a) zu. Entsprechend brauchen wir wihrend der
Berechnung nur die Verdnderungen der letzten Spalte in jedem Summanden zu verfolgen.
Mit y € C"! bezeichnen wir die letzte Spalte von k=11 (a) und formulieren die Gleichung

(7.1) wie folgt um:

n

y=3r; K(g ) [0"1-2] . (7.2)

=1

Sei ¢ :=n — 1 und mit 7; := (i,7 + 1) gilt fir den Zykel gj 41 = (j,j+1,...,0+1) =
TiTj+1 ... Te. Filir die Matrix-Vektor-Multiplikation in jedem Summanden verwenden wir

das bekannte Schema:

KO (7)) ( ) (w”m_o - <n<m><n> - [03‘1] )) . ) . (7.3)

Zur effizienten Berechnung jedes Summanden brauchen wir die genaue Kenntnis der Ma-

trizen k(41 (7). Der folgenden Satz liefert die Struktur dieser Matrizen.

Satz 7.1. Fira= ({,1)F(+1 gilt

I ® J,g’k S I, f(],”S k€ [2, g]
K',(e’l)(Tk) =

(1) eIy falls k = 1.

Beweis. Mit Hilfe der Hakenformel ergibt sich d( ;) = ¢. In Abbildung 13 ist £+ 1 mit =
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7.1 Verwendung der Youngschen Seminormalform

kodiert.

F—==
/

[T T - [m
L]

/

(=]
L]

Abbildung 13: Last Letter Sequence Baum von (¢,1) - £ + 1 bis zum Sy-Level.

Der rechte Teilbaum korrespondiert zur Einsdarstellung von CS,. Wenn die Box mit =
geloscht wird, wird sich im linken Teilbaum das illustrierte Verzweigungsverhalten fiir die
Partition (/—1, 1) von ¢ wiederholen. Demzufolge ist die Last Letter Sequence T} < ... < T
spezifiziert durch Ty(2,1) = k + 1. Aus der kontragredienten Version der Youngschen

Seminormalform folgt die Behauptung. OJ

Wir definieren die Vektoren r := (ry,...,7,)" und C; := k™ 5Y(g;,.) - (0,...,0,1)7. Sei
C = (Cy,...,C,) = (Cy) € C 1" Dann ist y = C - r. Mit Satz 7.1 und einer Induktion
entlang der Spalten (beginnend mit der letzten) folgt mit ¢, := —1/d

€1 1 0
€2 €2

€3 €3 €3

E€n—2 En—2 Epn—2 En—2 Ep-2 1 0

—_

€n—1 &n-1 En—-1 En—-1 En—1 E&En-1

n(/,l)(aj) R(“)(a)

yeCt
R(/}H)(a)

’I“jECl .

Abbildung 14: Struktur von &1 (a;) (links), *1)(a) (mitte) and & (a) (rechts).

Abbildung 14 veranschaulicht die Situation zur Auswertung von k41 (a). Zur Berechnung
von y = C -7 und r := kY (a) wird der Algorithmus ALG,; verwendet.
Erweitert man die Matrix C' in (7.4) um eine Zeile, die nur aus Einsen besteht, entspricht

das Result der Matrix Dy, ,, ;. Insgesamt wurde das folgende Resultat gezeigt.
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7 FFT von S,,_;-invarianten Signalen auf der S,

Algorithmus ALGy(rq,...,701;¢)
S=T
Yy1=7r2—3S
for j =2to (do

§=s5+71;

Y =Tj+1 — %S
end for
T =5+ T
Output 1:  y= (y1,...,4)"
Output 2: =«

Satz 7.2 (Clausen, Kakarala). Die Auswertung der Fouriertransformation S,_1-invarian-
ter Funktionen auf der symmetrischen Gruppe S, (auf Basis der Youngschen Seminormal-
form) ist mit 2n — 2 Additionen und n — 2 Multiplikationen durchfihrbar. Insbesondere gilt
Loo(Sn|Sn-1) < Loo(Dg i) < 3n —A4.

7.2 Verwendung der Youngschen Orthogonalform

Die DFT basierend auf der Youngschen Orthogonalform ergibt sich iiber geringfiigige Mo-
difikationen gegeniiber der DF'T basierend auf der Youngschen Seminormalform. Zunéchst
werden mit ALG; die Matrizen £“*Y(a) und &“"(a) berechnet, siche Abbildung 14. Im
Anschluss wird Korollar 4.13 zur Berechnung von w+Y(a) und w®Y(a) verwendet. Da
k() = W) bleibt die Betrachtung von w®(a) iibrig.

Analog zu Satz 7.1 erhiilt man w“Y(7;,) = I _o® J,x By, falls k € [2,4], und w V(1)) =
(—1) ® I,_;. Nach Korollar 4.13 gibt es eine bis auf einen nichtnegativen Skalar eindeutig
bestimmte invertierbare Diagonalmatrix AV so dass w®(a) = AEGD.kED (g)-(AEGD) 1,
Mit dem Ansatz AV = diag(dy, ..., d;) und der Normalisierung &, = 1 ergibt sich durch
eine einfache Rechnung, dass d;_1/dx = ¢ fiir k € [2,/]. Es folgt induktiv o, = Hfl:k +14d

fir k£ € [1,/]. Durch einen einfachen Induktionsbeweis folgt

Lemma 7.3. Seien p und q positive ganze Zahlen und p < q, dann gilt

T p=1)(g+1)
(qu_\/ p-q .
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7.2 Verwendung der Youngschen Orthogonalform

Demnach gilt fiir k € [1, /]

T
—~
[
| —

o =
Zusammenfassend ergibt sich

w@&)(@) — A(Z’l) . H(Z71)<a) . (A(Z’l))_l
— Al . [OME_UM (AL = ALY B (o),

Die Berechnung von w®!(a) aus “"(a) ist also mit £ — 1 (= n — 2) zusétzlichen Skalar-
multiplikationen durchfithrbar (vgl. Satz 6.4).

Der Ansatz in [23] zur Verwendung der Youngschen Orthogonalform machte eine Vorvera-
beitung und Zwischenspeicherung von Skalaren notwendig. Diese entfallen komplett durch

die Verwendung der Matrix A®Y und der explizten Angabe der Diagonalelemente.
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8 FFT von S,,_s-invarianten Signalen auf der S,

Dieses Kapitel ist eine gegléttete, iiberarbeitete und erweiterte Version von Kapitel 5 in [23].
Insbesondere werden nun grundlegende Konzepte fiir eine schnellen Auswertung der DFT
vorgestellt und diverse Zusammenhénge aufgezeigt. Mit diesen Konzepten kann eine verbes-
serte Variante des FFT-Algorithmus in [23] zur Auswertung von DFTs auf C[S,, mod S,,_2]
hergeleitet werden. Zunéchst wird eine Variante basierend auf der Youngschen Seminormal-
form beschrieben. Im Anschluss wird auf die Umrechnung in die Youngsche Orthogonalform

eingegangen.

8.1 Vorbereitungen

Gegeben sei ein S,_o-rechtsinvariantes Signal a in CS,,. GeméB Satz 4.2 (1) lésst sich a

n
a = E :gj,naj
j=1

mit geeigneten S, _o-invarianten a; € CS,,_;. Genauer gilt

schreiben als

n—1
a; = (Z ajk - gk,n71> * 1S, o s (81>
k=1

wobel a; = |Sh—2| - @j(gkn—1). Wegen des Verzweigungssatzes von Young (Satz 4.8) hat
die Matrix &,_1(a;) hochstens zwei von Null verschieden Blocke, namlich &) (a;) und

k(=21 (a;). Genauer ist
K"V (a;) © k" () =

Die grauen Flachen veranschaulichen die moglicherweise von Null verschiedenen Teile von
Kn—1(a;).

Nach Satz 7.2, kénnen alle k,_1(a;) mit n - (2n — 4) Additionen und n - (n — 3) Multipli-
kationen berechnet werden. Wegen Satz 6.1 hat ein S,,_s-invariantes Signal a € CS,, im

Spektralbereich die Form

kn(a) = k™ (a) ® k" (a) ® k" 2V(a) ® k"2 (a) @ Z, (8.2)

75



8 FFT von S,,_s-invarianten Signalen auf der S,

wobei Z := P BBy <n—2 04 xd, eine direkte Summe von Nullmatrizen ist. Fiir die Berechnung

der relevanten Blocke beziiglich der Partitionen o von n mit oy > n — 2 gilt
K%(a) =Y k(1) K (i) - K () - KO (). (8.3)
j=1

Mit dem bekannten Multiplikationsschema (5.2) werden die Matrix-Matrix-Multiplikati-
onen in den Summanden durchgefiihrt. Zur effizienten Berechnung der relevanten Blécke
wird die genaue Kenntnis der Matrizen k®(7;) benotigt. Der Fall & = (n) entspricht der
Einsdarstellung, so dass k™ (7;) = (1) fiir alle k. Der Fall & = (n — 1,1) ist mit Satz 7.1
erfasst. Der folgende Satz liefert die genaue Struktur der Matrizen k(1) fiir o = (n—2,2)

und a = (n —2,1,1). Zur Erinnerung: die Matrix J, 4 ist definiert durch
N
Jn,d = q?l _d_l .

(a) Fira=(m,2)Fm+2>4 ist

Satz 8.1.

Lom-3)2 ® Jem—1 @ L1 @ (1) falls k =m +1
K,(m’2)(7'k) =

KD (1) @ K (7 falls k € [1,m].
Im Fall o = (2,2) ist

H(2,2)(7_1) _ n(2’1)(7'1) = (—1) ) (1)
/1(2’2)(72) = "5(2’1)(7'2> = Jr2

K®I(r) = (-1)® (1),

(b) Fira=(m,1,1)Fm+2 >4 ist
Lnm-3)/241 ® Jems1 @ Lyo1 @ (=1) falls k =m+1

n(m,Ll) (Tk) _

kM=LLD (1) @ k™) (1) falls k € [1,m].
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8.1 Vorbereitungen

Im Fall « = (2,1,1) ist

&(2,1,1)<7_1> = (D@ R(2,1)(7.1) =(-He (Do)
16(2’1’1)(7'2> _ (_1) ® R(2’1)(T2) = (—1) & J[{’2
n(Q’l’l)(Ta) = Ju3®(—1).

Beweis. (a) Der Fall k = m + 1 und m > 2 folgt aus der kontragredienten Version der
Youngschen Seminormalform und der Betrachtung des Last Letter Sequence Baums von
a = (m,2) bis zu dem Level, in dem bereits m + 2 (codiert durch m) und m + 1 (codiert

durch e) eingefiigt wurden, siche Abbildung 15, links.

[

f

\ { e [
™~

1\

| g .
4 \ (] Hj —~ Je] Q ] n ...1.] N =] N "4.] L\ L]

Abbildung 15: (m,2)-LLS-Baum (links) & (m, 1, 1)-LLS-Baum (rechts) bis zum S,-Level.

Auf dem S,,-Level ergeben sich vier Teilbdume T}, 75,73 und T (von links nach rechts
gesehen). Die Standardtableaux (= Blétter) in Teilbaum 7; haben die Zahlen m + 1 und
m + 2 in Zeile 1 stehen. Bei den Standardtableux von T} stehen diese Zahlen hingegen in
Zeile 2. Die Standardtableux in 75 haben die Zahl m+-2 in Zeile 1 stehen, wéhrend m+1 in
Zeile 2 sich befindet. Bei T3 sind gegeniiber 75 die Rollen von m + 2 und m + 1 vertauscht.
Nach der Hakenformel ergeben sich fiir die Grade, die mit der Anzahl der Blétter in den
Teilbdumen {ibereinstimmen: d(,,—2.9) = m(m — 3)/2, dum—1,1) = m — 1 sowie d,) = 1. Bei
samtlichen Blattern der Teilbaume 75 und 75 haben m~+1 und m+2 die Axialdistanz m—1.
Zudem haben diejenigen Blétter in diesen beiden Teilbdumen, die durch Vertauschen von
m + 1 und m + 2 auseinander hervorgehen, einen Abstand von m — 1 in der Last Letter
Sequence. Aus der kontragredienten Version der Youngschen Seminormalform ergibt sich
damit die Behauptung im Fall £ = m+ 1 und m > 2. Die Giiltigkeit der Rekursion im Fall
k € [1,m] folgt aus dem Verzweigungssatz (Satz 4.8) und der Last Letter Sequence. Der Fall

m = 2 ergibt sich direkt aus der kontragredienten Version der Youngschen Seminormalform.

(b) Analog zu (a), mit Abbildung 15, rechts. O

Fiir die effiziente Berechnung der Summanden in (8.3) ist die Struktur der rechts stehenden
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8 FFT von S,,_s-invarianten Signalen auf der S,

Faktoren xk*(a;) von entscheidender Bedeutung, da diese Matrizen weitgehend Null sind,
siehe Abbildung 16.

1) (m— (n—2)(n—3)
(n 1)2( 4) D, X
v; n—2
u; Uj Uj
O uj
Y Y
n—1 n(n—3) (n—1)(n—2)
2 2

Abbildung 16: Struktur von k%(a;) fir o = (n),(n —1,1),(n — 2,2) und (n — 2,1,1).
Zusitzlich sind fiir ein festes j die drei grauen Vektoren in C"~? gleich. Entsprechendes gilt
fiir die zwei 1 x 1 Blocke.

In Abschnitt 8.2 werden wir einen Algorithmus fiir die Auswertung von &("22 bei S,,_o-
invarianten Signalen entwerfen und im Detail beschreiben. Da die Algorithmen fiir die

(n—2,1,1

Auswertung von K ) und k=Y dhnlich zu unserem Algorithmus fiir die Auswertung

von k(™22 gind, werden wir diese nur kurz in Abschnitt 8.3 skizzieren.

8.2 Schnelle Auswertung von k("~22)

Mit obiger Notation ist das Hauptziel dieses Abschnitts einen effizienten Algorithmus zur

Berechnung von

m+2
K™ (q) = Z K™D (g:i2) ™2 (a;). (8.4)
j=1

fiir m := n—2 > 2 zu beschreiben. Um dieses Ziel zu erreichen, miissen wir uns zunéchst die
Berechnung von (™% (a) im Detail ansehen (Unterabschnitt 8.2.1). Nach der Herleitung
von grundlegenden Konzepten in Unterabschnitt 8.2.2 werden wir einen Algorithmus fiir

die schnelle Auswertung von k(™% (a) in Unterabschnitt 8.2.3 angeben.

Hinweis: In dem ganzen Abschnitt 8.2 sind die definierten Strukturen abhéngig vom
Parameter m. Um die Notation so einfach wie moglich zu halten, werden wir auf die

Angabe von einem weiteren Index m verzichten.
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8.2 Schnelle Auswertung von k(?=22)

8.2.1 Die Auswertung von «(™?2 im Detail

Da nur die letzte Spalte von &(™?(a;) moglicherweise von Null verschieden ist, trifft dies
auch auf k™2 (a) zu. Daher verfolgen wir bei der Berechnung von k(™2 (a) nur, wie sich
die letzte Spalte von k(™% (a;) im Verlauf der Berechnung von k(™% (g; ,,+2a;) entlang der

Formel
ROD(1)- (- (KD (5) - (K7D (Tnr) - 6 (a7)). ) (8:5)

verdndert. Es bezeichne 1/;- e Cm+2)(m=1/2 dje letzte Spalte der Matrix im i-ten Mulipli-
kationsschritt der Formel (8.5), wobei i € [0,m + 2 — j]. Respektive bezeichnet fiir i = 0
der Vektor

V;) =0, ... 0,051, ot Ujm) | (8.6)
—— e —
(m+1)2(m—2) :51};

die letzte Spalte von k(™2 (a;) und fiir i € [1,m + 2 — j] definieren wir

V; = k™D (1 0 i) - 1/;_1.

Des Weiteren bezeichnen wir mit y € Cm+2(m=1/2 die letzte Spalte der Matrix £(™?) (a).

Mit obiger Notation und der Formel (8.4) kann der Vektor y wie folgt berechnet werden:

m—+2

y=> v (8.7)
j=1

Bevor wir die Summanden genauer analysieren und die Formel (8.7) umformulieren, be-

trachten wir zunéchst ein Beispiel.
Beispiel 8.2. Abbildung 17 veranschaulicht die Berechnung eines Summanden in (8.7) fiir
m=4und j = 3.

In diesem Beispiel weisen die Linien in den Vektoren auf eine Partitionierung aller Vektoren
in drei Teilvektoren hin. Der Berechnungsvorgang folgt einem gewissen Muster. Wir erken-
nen Kopierprozesse, Multiplikationen gewisser Komponenten mit dem selben Skalar und
diverse Matrix-Vektor-Multiplikationen. Diese Beobachtungen werden wir nun im Detail

beschreiben.

Allgemein legen die rekursive Struktur der Aussagen des Satzes 8.1 und Abbildung 18
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8 FFT von S,,_s-invarianten Signalen auf der S,

3 2 1
121 V3 V3 1241
—’U371 ’U3,1 0 0
V3,2 V32 0 0
—~ 1 —~ —~
—3 U3 & —5 U3 S 31 e 0
= - =
3,1 1 x 1 ~ =
KOD(73) - | =3 - v32 > —3 V32 ) U2 ) 0
Q < <
V33 — V3,3 — V33 — 0
1 1 1
—3°U31 —3°U31 —3°U31 Us3,1
1 1 1
—3 " Us2 —3 " Us2 —3 " Us2 V3,2
) (7, . . 3 41) . 3 ’ 3
kY (15 1) | kD (74) 1 1
—3°U33 —3°U33 —3°U33 V3,3
U3,4 U3,4 U3,4 U3,4

Abbildung 17: Illustration wichtiger Aspekte einer effizienten Berechnung der Summanden

7
I/j.

Vi )
[1,m — 1], nahe. Die Spaltenvektoren b;” behinhalten die Eintréige von v} zu den Indizes in

[(h;rl), (%2) —1]. Demnach ist bj“ = (v, viy)T, b?l = (V3,1 4, Vi5) " und schlussendlich

beinhaltet b;”_l’i die letzten m Eintrége von vi.

eine Unterteilung der Vektoren v%, i € [0,m + 2 — j], in Teilvektoren bz” € CMl h e

=]
l
N

L(m-3)/2

H(m—l,z)(n;)

72

H(m,l)(Tk)

\

Abbildung 18: Links: Illustration von (™2 (7,,,1) - v, wobei v ein Vektor ist, bei dem
hochstens die letzten m Eintrége von Null verschieden sind; d := m — 1. Rechts: Illustration
von k(™2 (7;.) -z, wobei k € [1,m] und z ein beliebiger Vektor passenden Formats ist.

Ein effizientes Verfahren zur Berechnung von 1/; aus V;_l basiert auf dem folgenden Satz.
Satz 8.3. Mit obiger Notation gilt:

(a) b;” ist der Nullvektor fiir alle h € [1,m —i —2].

(b) Nachdem b;'l_l’o = v, (siehe (8.6)) gesetzt und alle anderen b;” mit Nullvektoren in-
itialisiert wurden, resultiert der Vektor 1/;- aus V;_l durch das Anwenden der folgenden
Fille:
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8.2 Schnelle Auswertung von k(?=22)

Fall 1: h+i=m—1. Hier wird b;” durch die ersten h+1 Eintrdige von b?“’i_l ersetzt.

Fall 2: h+i=m. Hier wird b;” durch b?’i_l ersetzt. Anschlieffend werden die ersten h

Fintrage mit —1/h multipliziert.

Fall 3: h+i€ [m+1,m+i—1]. Hier wird b durch K"+ (1,,5 ;) - b1 ersetzt.

Beweis. Beide Behauptungen werden durch Induktion iiber ¢ bewiesen. Fiir ¢ = 0 ist
Behauptung (a) wahr, siehe Gleichung (8.6). Bei Behauptung (b) tritt keiner der angege-
benen Félle ein. Als Néchstes betrachten wird den Fall ¢ = 1. Nach Definition und Satz
8.1 erhalten wird

1/3l = K™ (To41) - VJQ - (Im(m73)/2 b Jom-1 QL1 D (1)) ‘ VJQ'

Hochstens die letzten m Eintréage l/]Q sind von Null verschieden, demzufolge kénnen hochs-

m—1,1 m—2,1
bj bj

tens und von Null verschiedene Vektoren sein. Anders ausgedriickt ist b?’l der

Nullvektor fiir alle h € [1,m — 3] in Ubereinstimmung mit (a). Ferner folgt wegen

m—2,1

[ ’ 1,1

b; ™

dass b;n_l’l = (—=5L,-) @ (1)) - b;-n_l’o. Demnach beschreibt Fall 2 (mit h = m — 1)

korrekt den Ubergang von b?@_l’o zum Vektor b;n_l’l. Schlieflich ist der Block bei Position

(1,2) in Jy -1 ®1,,-1 gleich I,,,_;. Diese Matrix verursacht eine Kopieroperation, wie sie in

Opn—
= (Jem1 @ L1 (1)) - [ bmfl,l() ] ’
J

Fall 1 (mit h = m —2) beschrieben wird. Der Induktionsanfang ist vollstdndig beschrieben,
da Fall 3 fiir 2 = 1 nicht eintritt. Fiir eine Veranschaulichung des Induktionsanfangs siehe
Abbildung 18 (links).

Fiir den Induktionsschritt ¢ — 1 — ¢, wobei ¢ > 2, verwenden wir fiir jedes k € [3,m] die

Gleichung

m

£ (1) = k() @ P V(1) |
=k
die durch eine Induktion aus Satz 8.1 (a) folgt. Sei nun k = m+2—i. Falls wir beide Seiten

in dieser Gleichung mit dem Vektor 1/; U multiplizieren, sehen wir, dass der Teil des sich
ergebenen Vektors v! beziiglich @, ., ; &“Y (T42-;) korrekt durch Fall 3 beschrieben
ist. Der Teil beziiglich K (mt1-i2) (Tma2—i) ist korrekt durch Fall 1 und Fall 2 erfasst. Damit

ist der Satz bewiesen. O

Seien h und j fest gewéahlt. Die Reihenfolge, in der die obigen Fille auftreten, ist beschrinkt
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8 FFT von S,,_s-invarianten Signalen auf der S,

durch die nachstehenden Folgen der Fille: 1 und 1239, wobei ¢ eine nicht negative ganze
Zahl ist. Ob und wann diese Félle auftreten, hdngt von j ab. Sobald der 1. Fall im /-
ten Schritt eingetreten ist, ist eine anschlieBende Modifikation aller Vektoren b?’i, 1 €
[, m 42 — j], unabhéngig von anderen Teilvektoren. Des Weiteren kann der 1. Fall anders
interpretiert werden. Hier wird der Vektor b;” durch die ersten h+ 1 Eintrige von b;”fl’o =

(Vj1y..+,V;m) = v; ersetzt, siche Gleichung (8.6) und Tabelle 3.

Fiir ein fest gewéhltes h und i € [¢,m + 2 — j] stellt sich die Frage, fiir welche j die
verschiedenen Fille bei b;” auftreten konnen. Fall 1: Hier ist ¢+ = m — 1 — h und mit
i < m + 2 — j erhalten wir j < h + 3. Als direkte Konsequenz erhalten wir j < h + 2 im
Fall 2 und 7 < h+ 1 im Fall 3.

Beispiel 8.4. Wir veranschaulichen die Situation fiir n = 6 und m = n — 2 = 4. Sei

v} =(0,0,0,0,0,v51,v52,v;3, v;4) " die letzte Spalte von k(%2 (a;). Mit den Beobachtungen

von eben erhalten wir die Resultate in Tabelle 3.

Tabelle 3: Diese Tabelle ist spaltenweise von rechts nach links zu lesen. Die i-te Spalte

beinhaltet den Vektor Vji» in strukturierter Form.

5 4 3 2 1 0 )
(1,2) (2,3) (3,4) (4,5) (5,6) (6,6) Th
KD (7)) . b},4 K2D(7,) b]1.73 <u]-,1> (vj,1> (0) <0> bjlf
Vj2 Vj2 0 0
—3 Vi1 Vi1 0
KB (7p) - b?’4 KB (1y) - b?"s KB (73) - b?’Q —% “Uja Vj2 0 b]2‘
Vi3 V3 0
—5 U Uji1
“Louu | vis _
K@D (1) -b;’."‘ K@D (1) - bf-"3 KD (1) - b;s_,z KD (1) .bl;,l i js j, bl;,z
—3° Vi3 V5,3
Vja) | \Vja
1,1] 1,2 1,3 1,4 L5 | e

Eine schematische Version von Tabelle 3 befindet sich in Abbildung 19 (oben). Die angedeu-
teten Kopierprozesse und die Bildung von Teilvektoren konnen ebenfalls in dem Last Letter
Sequence Baum abgelesen werden, siehe Abbildung 19 (unten). Falls im S,,-Level des Last
Letter Sequence Baumes ein Knoten N, durch das Vertauschen von m + 1 und m + 2 im
Knoten Nj resultiert, sind die zugehorigen Teilbdume isomorph und miteinander verbun-

den. Das Gewicht dieser Verbindung ist nach Definition die Axialdistanz zwischen diesen
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8.2 Schnelle Auswertung von k(?=22)

ANV RNV
ANV

7 \\\Y

— R\
o NN

(3,4) (4,5) (5,6) (6,6)  Dim. h
-1 1
—2 1
1
g u
1
1 2
% 2 3 )
1
4 A+
1
-1 3
3 4 > 3
b n
77 N | N
3 4 5 6
=
\\ll 1
= [ ]
=]

P

[7]€]
[ofs] | |

1]
v,

2[7]
OEEN

T
=
o

EN

T

N

u

e
=
=
o
]

Abbildung 19: Oben: Schematische Version von Tabelle 3. Unten: Rotierter, gekiirzter Last
Letter Sequence Baum fiir @ = (4, 2), sich wiederholende Teile werden nicht gezeigt.
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beiden Knoten. Ein Vergleich zwischen dem Last Letter Sequence Baum mit der schema-
tischen Version von Tabelle 3 zeigt eine enge Verbindung zwischen (partiellen) Last Letter
Sequence Biumen, Kopierprozessen und der Bildung von Teilvektoren. Geméf3 vorange-
gangener Diskussion kann die Berechnung entlang der Formel (8.5) restrukturiert werden.
Genauer und bezogen auf unser Beispiel werden die Eintrége Schritt fiir Schritt zeilenweise
von oben nach unten und in jeder Zeile von rechts nach links berechnet. Dadurch kénnen

wir die partiellen Kopier- und Modifikationsoperationen beriicksichtigen.

Wir sind nun vorbereitet die Formel (8.7) zur Berechnung von y (die letzte Spalte von
k(™2 (a)) umzuformulieren. Analog zur Aufteilung der Vektoren v} in Teilvektoren b;” €
Ch*L fiir h € [1,m — 1] unterteilen wir y in Teilvektoren y* € C"*!. Beispielsweise ist
y' = (y1,92) " und y? := (y3,y4,y5) " . Fiir h € [1,m] sei Py := [11|0hx (m—n)] € C"*™. Jeder

Teilvektor y" ldsst sich nun wie folgt berechnet werden:

h+3 h+1
h h,m+2—j h,m+2—j h,m—h h,m—h—1
g =30 S ety phmehel
= =1 ~—— —— N—\—
Fall 3 Fall 2 Fall 1

Wir wenden Satz 8.3 auf die drei Falle an und erhalten

L. p
hom+2—j _ . (h+1,1 —n TRy
bj = k! )(gj,h+2) : )
Ujht1
— 4+ Py Ungo
h,m—h
bhﬂ = " ) und
Vh4-2,h+1
hm—h—1
bh+3 = Pry1-Ungs.
Insgesamt erhalten wir
h+2 1 P
h _ h+1,1 —3 Lh Uy
v = DR (ginea) - + Pt vnys - (8.8)
=1 Uj,ht1

Wir kénnen nun den Vektor y blockweise berechnen. Im Folgenden werden wir den arith-
metischen Aufwand zur Berechnung von " betrachten. Zunichst wird fiir A > 2 die Mul-
tiplikation des Vektors P, - v; mit dem Skalar —%, j € [1, h + 2] ausgefiihrt. Dies erfordert
(h + 2) - h Multiplikationen. Als Néchstes multiplizieren wir in jedem Summanden die
Matrix n(h“’l)(gj’hﬂ) mit dem sich ergebenen Vektor nach dem bekannten Multiplikati-

onsschema (siehe (5.2)). Nach Satz 7.1 wissen wir, dass k"5 (7,.) = T o ® Jo s @ Ly s,
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8.2 Schnelle Auswertung von k(?=22)

falls k € [2, h+1], und &1 (7.) = (=1) @1}, falls k = 1. Die Multiplikation von J ; mit
einem 2-dimensionalen Vektor ist mit 3 Multiplikationen und 2 Additionen realisierbar. Fiir
J € [2, h+2] ist die Berechnung der Matrix-Vektor-Multiplikation im j-ten Summanden mit
2-(h+2—j) Additionen and 3-(h+2—7) Multiplikationen durchfiithrbar. Fiir die Félle j = 1
und j = 2 ist die Anzahl der Additionen und Multiplikationen gleich. Schliefllich werden alle
Summanden, inklusive dem Vektor P, 1 -vp13, mit (h+2)-(h+1) Additionen aufsummiert.
Insgesamt kann jeder Teilvektor y”, h > 2, mit (h—|—2)-h+3h+3-2?:22(h+2—j) = 3p?4+Lh
Multiplikationen und (A +2) - (b 4 1) + 2k + 2 - S0 42(h + 2 — j) = 2h% 4 6h + 2 Addi-

J
tionen berechnet werden. Die Berechnung von ' ist durchfiihrbar mit 10 Additionen und

6 Multiplikationen. Demnach ist der arithmetische Aufwand zur Berechnung des Vektors

y= (?JIT; ?JQT, e ,ymflT)T kubisch in n.

8.2.2 Grundlegende Konzepte fiir die schnelle Auswertung von k(™2

Wir werden die Struktur der Formel zur Berechnung von y" weiter verfeinern. Im We-
sentlichen ist es moglich, verschiedene Skalare auszuklammern, diverse Teile von vorher
berechneten Teilvektoren in y wiederzuverwenden, und den schnellen Algorithmus zur Aus-
wertung der Fouriertransformation von S,,_;-invarianten Funktionen wieder anzuwenden.
Als Erstes teilen wir den linken Summanden in der Formel (8.8) in zwei Teile auf, so dass
wir den Skalar 1/h ausklammern kénnen. Um dies durchzufiihren, definieren die folgenden
Vektoren fiir h € [0, m]

h+2

Py, - v,
Ch—‘rl = Sh — Zn(h+1’1)(gj,h+2) . J
j=1

0

und fiir h € [0, m — 1]

h+2
On
CMl s ph = Zﬂ(hﬂ’l)(gj,hﬁ) : [ ] :

j=1 Uj,h-i—l
Insbesondere ist s® = 0 und 7° = vy ; — vy 1. Es folgt sofort fiir A € [1,m — 1]

h Lo b
Y'=—5 -8 +1" 4 Ppp1 - Unys.

Als Néchstes betrachten wir genauer den Vektor s, um einen engen Zusammenhang zwi-
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8 FFT von S,,_s-invarianten Signalen auf der S,

schen den Teilvektoren ¢ and y"~! festzustellen. Zunichst ist

h+1
s = (Z KT (gn2) - ) +
j=1

J/
a'e

=S

Ph'l)j
0

Pp, - vpqo
0 .

Nach Satz 7.1 (mit { = k = h 4+ 1) und dem Verzweigungssatz von Young (Satz 4.8) gilt

h+1 v
- U
5= 3 R g0 -k ) - |
7=1
h+1 Py - vy
= ('f(hﬂ’l) b Sh1)(gint1) - (T @& Jingr) - Vj.h
j=1 0
h+1 Py_1- (]
— Z(,{(h,l) ® ,{(h+1))(gj,h+1) ) hLH “Vjp
= q}%ﬂ " Uj,h
h+1 Py_1- Uy
1
= (8" (gjne1) ® (1) - | 57 Vi
= i1 " Vi

Schlussendlich teilen wir den Summanden S in drei Teile auf, so dass wir die auftretenden

Skalare ausklammern kénnen. Wir erhalten die folgenden Teile:
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8.2 Schnelle Auswertung von k(?=22)

Fiir h € [1,m] definieren wir die Summen
h+1
Vh = Z Uj.h-

Jj=1

Fiir h > 0 kann der Vektor s" mit der Formel

h—1
sh = s
0

berechnet werden. Folglich kénnen wir Teile bei der Berechnung des Vektors y"~! wieder

h—1

1 T Oh
+h—+1'[ 0

Vh

Py, - vpyo 9
0 dpyq -

bei der Berechnung von " verwenden.
Die Situation fiir die Berechnung des Vektors 7" ist genau die gleiche wie fiir die Berechnung
des ersten Ausgabevektors mit ALG; und der Eingabe v; 41, 7 € [1,h + 2|, d.h.

" = ALG1 (V1 1, - -+ Unpongns B+ D1

Die Summe V" kann ebenfalls mit ALG; berechnet werden:

h+1

Vh = Z ’Uj,h = ALGl(Ul,h, Ce >Uh+1,h; h)g

j=1

8.2.3 Ein Algorithmus fiir die schnelle Auswertung von «(?

Insgesamt erhalten wir den folgenden effizienten Algorithmus zur Berechnung des Vektors
y € Cm+2(m=1/2 (dje letzte Spalte von k(™2 (a)), siche Abbildung 20. Die Eingabe fiir
diesen Algorithmus besteht aus den Vektoren v; € C™, j € [1,m + 2], siche Abbildung
16. Tabelle 4 fasst den arithmetischen Aufwand zur Berechnung von y zusammen. Die
Berechnung des Vektors y" ist fiir h € [2,m — 1] mit 6k + 4 Additionen und 3h + 2
Multiplikationen durchfiihrbar. Insgesamt ist der Aufwand quadratisch in m und folglich
in n. Verglichen mit dem kubischen Aufwand der naiven Methode am Ende von Abschnitt

8.2.1 ist der vorliegende Algorithmus eine wesentliche Verbesserung.
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8 FFT von S,,_s-invarianten Signalen auf der S,

Algorithmus Berechnung von y
1. s¥ = 0
2: ALGl (Ul,la V2,1, 1)
3 = ALG(v11,v21;5 1)1
4: Vl == ALG1 (Ul,la V2,15 1)2
5 for h=1tom—1do

h—1

Sh—1 r Py - Unyo On
6: sh—{0}+h+rl-{o}+{ 0 1+qi+1[vh}
7 ALGl(ULh+1, « ooy Un42,h+1; h —+ 1)

g: rh = ALGy (v pi1s - Vng2nss b+ 1)1
9: Vhtl — ALGl(Ul,h+17 oy Ungahrts b+ 1)s

10: yh = —% st et Py v
11: end for
12: OQutput: y = (le, yﬂ, o ,ym_lT)T

Tabelle 4: Arithmetischer Aufwand zur Berechnung von y.

Berechnung von | # Add. | # Mult. | Parameter
ALG(...;h+1) 2h + 2 h h € [0,m —1]
st 1 2
sh 2h h+1 h e [2,m—1]
Y 4 0
y" 2(h+1) h+1 h € [2,m —1]

(71—271,1)( )

K a

K () e C' H
yl e C? | z e C? {_
y? € (C3{ 22 c Cg{

I{,(7L71’1)(CL) Ale Y [ #
t 0 0
> 1 m— m m— m
n(n)(a) tg// Yy leC v leC
O

Abbildung 20: Mit grau wurden die Bereiche in k*(a) gekennzeichnet, die von Null ver-
schieden sein koénnen, a € {(n),(n —1,1),(n —2,2),(n —2,1,1)}. Es ist m :=n — 2.
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8.3 Schnelle Auswertung von k(=211 & g(—11)

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, wie man einen effizienten Algorithmus

(n=22) hei S, _o-invarianten Signalen herleiten kann. Wir setzen diese

zur Auswertung von K
Herangehensweise fort, um eine effiziente Auswertung der iibriggebliebenden, von Null ver-
schiedenen Blocke beziiglich der Partitionen (n—2,1,1), (n —1,1) und (n) zu beschreiben.

Weiterhin ist m :=n — 2.

8.3.1 Effiziente Auswertung von k(™11
Die effiziente Berechnung von &™) (a), m > 2, basiert auf der Formel

m+2
j=1

wobei z, (J € Cmm+1/2 jeweils die letzten Spalten von k(™Y (a) und k™'Y (a;) be-
zeichnen. Nur die letzten m Eintrdge des Vektors C]Q kénnen von Null verschieden sein.
Nach Abbildung 16 stimmen die letzten m Eintrage von VJQ und C]Q iiberein und bilden den
Vektor v;. In Analogie zu der Unterteilung von y bei der Berechnung von k(™2 (a) wird
nun z in Teilvektoren z" € Ch*! unterteilt. Folglich ist 20 := (21)7, 2! := (29, 23)", etc.
Schlussendlich beinhaltet z™~! die letzten m Eintrége von z, siche Abbildung 20 (rechts).
Die Uberlegungen fiir die effiziente Berechnung von &% (a) in Abschnitt 8.2 kénnen

analog iibernommen werden. Es gibt jedoch drei Unterschiede:

1,1)

1. dima1) = dpmp2) + 1, d.h. die Dimension von K™ ist um 1 grofer als bei k™2,

2. Im Fall bei (m, 2), wo die ersten h Eintrdge mit dem Skalar —1/h multipliziert werden,
ist nun im Fall bei (m, 1,1) der neue Skalar —1/(h + 2).

3. In dem gleichen Fall wird nun der Eintrag bei Position A + 1 mit —1 multipliziert.

Der erste Unterschied hat zur Folge, dass es zusétzlich noch einen weiteren Teilvektor
20 € C! gibt. Betrachtet man den Fall m = 2 in Satz 8.1 (b), so ist erkennbar, dass 2° mit

der ersten Komponente der Vektoren v, v, und v3 berechnet werden kann:
0= Uig — Va1 + Uz = —V+ Py v, (8.9)

Verglichen mit der Berechnung von 3", wirken sich der zweite und dritte Unterschied bei
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8 FFT von S,,_s-invarianten Signalen auf der S,

der Berechnung von 2", h € [1,m — 1], wie folgt aus:

h _ 1 h h h _ 1 h h
Y ——}—L'S +r +Ph+1'vh+3 VS, 2 ——h—_’_g'S -Tr +Ph+1'vh+3-

8.3.2 Effiziente Auswertung von x(™+H1) & g(m+2)

Die Matrix ™+ (a;) hat zwei méglicherweise von Null verschiedene Spalten, siche Ab-
bildung 16. Deswegen konnen nur die letzten beiden Spalten in &+ (a) ebenfalls un-
gleich Null sein. Die Berechnung von (™11 (a) wird unterteilt. Sei ¢; die vorletzte und
ty die letzte Spalte der Matrix x(™+1:1)(a). Der Vektor ¢, ist gleich s™ und kann wie folgt

berechnet werden:

B sm—l .
t, = 0 + prear

Ein Vergleich der Abbildung 16 mit Abbildung 20 zeigt, dass t, und £(™*+?) (a) mit Algo-

rithmus ALG; berechnet werden konnen.

m—1

O,
Vm

Pm * Um+2
0 ] +q72n+1‘

8.4 Zusammenfassung und Aufwandsanalyse

Jeder Block im S,,_i-Level kann mit Algorithmus ALG; berechnet werden. Die Notation
fiir die moglicherweise von Null verschiedenen Teile des S,,_1-Levels ist in Abbildung 16 zu
finden. In Abschnitt 8.1 haben wir bereits gesehen, dass die Berechnung des S,,_1-Levels
mit n - (2n — 4) Additionen und n - (n — 3) Multiplikationen durchfiithrbar ist.

Die Berechnung des S,-Levels wird in zwei Teile aufgeteilt. Abbildung 20 veranschau-
licht die Notation. Der erste Teil berechnet die Vektoren t, € C™! (die letzte Spalte
in k™Y (a)) und k™2 (a) € C'. Der zweite Teil berechnet die Vektoren t; € C™*!
(die vorletzte Spalte in k(™+1Y(a)), y € CI"2Mm=D/2 (die letzte Spalte in k™2 (a)) und
z € C™m+D/2 (die letzte Spalte in &™) (a)).

Der erste Teil wird mit Algorithmus ALG; berechnet. Nach Satz 7.2 ist dies mit 2n — 2
Additionen und n — 2 Multiplikationen durchfithrbar. Der zweite Teil der Berechnung des
Sp-Levels wird mit ALG, ausgefiithrt. Tabelle 5 fasst den arithmetischen Aufwand von
ALG, zusammen. Fiir die Berechnung von ALG, reichen 4n? — 12n + 4 Additionen und

2n? — 6n Multiplikationen aus.
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Algorithmus Berechnung des S,,-Levels — Teil 1

1:
2:
3:

ALGq(u1, ... up;n —1):
tg = ALGl(Ul, ey Uy — 1)1
k™ (a) = ALGy(uy, ..., un;n — 1),

Algorithmus ALGy(vy, ...,V 0;m)

=

*

10:

11:
12:
13:

14:

15:

16:
17:

1
2
3
4:
5
6

:s9=0

ALG;(v11,v21;1):
r0 = ALGl(ULh V2,15 1)1
V1= ALGq(v11,v21;1)2

20 =10+ P o

for h=1tom—1do

h—1 h—1
S T Ph * UVph42 Oh
o 0 e R R R )
ALG1 (Vi pg1s - - - Ungopgr; h 4 1):
= ALG1(U1ht1, - - -5 Ungzpts b+ 1)1
Vhtl = ALG1 (V1 pt1s - -+ Uhro s b+ 1)2
Yt = —4 " "+ Py vngs
Zh = —%H'Sh—Th-i-Phﬂ'Uhﬁ
end for
sm—1 1 rm—1 P Umao 0.
t1:|:01+m_ﬂ 0 + 0 +Qr2n+1'vm
Output 1:y = (y' 32 ,...,y" ' ")T
Output 2: z = (207,21, ... 2m 17T

Output 3: ¢,
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Tabelle 5: Arithmetischer Aufwand von ALGs.

Berechnung von| # Add. # Mult. |Parameter
ALG(...;h+1) 2h + 2 h h € 0,m—1]
st 1 2
sh 2h h+1 he€[2,m—1]
Yyt 4 0
y" 2(h+1) h+1 he2,m—1]
20 1 0
2" 2(h+1) h+1 hell,m—1]
t1 2m m+1
> 4m2 +4m —412m* +2m —4\m=n — 2

Insgesamt wurde das folgende Resultat gezeigt.

Satz 8.5. Die Auswertung der Fouriertransformation S, _s-invarianter Funktionen auf
der symmetrischen Gruppe S, (auf Basis der Youngschen Seminormalform) ist mit 6n* —
14n + 2 Additionen und 3n® — 8n — 2 Multiplikationen durchfiihrbar. Insbesondere gilt
Loo(Sn|Sn—2) € Loo(Dyn2) < 9n? — 22n.

Als Néchstes betrachten wird den Speicheraufwand. Da jedes a; in (8.1) ein Vielfaches von
Ls, , ist, das zur Einsdarstellung der S, korrespondiert, umfasst die Eingabe n - (n — 1)
Werte im S, _o-Level. Im S,,_;-Level werden fiir j € [1,n] nur die Eintrige beziiglich
k(Y (a;) (ein Wert pro j) und die letzte Spalte der Matrix k(=21 (a;) (n — 2 Werte pro
j) gespeichert. Dies sind insgesamt n - (n — 1) Werte. Bei der Berechnung des S,,_;-Levels
werden Partialsummen in ALG; berechnet. Hierbei wird lediglich ein Wert zwischengespei-
chert. Im S,-Level sind 1+2-(n—1)+ ”'(”2_3) + (=022 _ (. — 1) Werte zu speichern,

2
siehe die grauen Flichen in Abbildung 20. Fiir die Berechnung von s"

im zweiten Teil
miissen die Vektoren s"~! und 7", sowie der Wert V" zwischengespeichert sein. Algorith-
mus ALG; wird ebenfalls verwendet zur Berechnung des Vektors " und des Wertes V1.
Insgesamt ist (n—2)+(n—2)+1+1 = 2n—2 eine obere Schranke fiir den Speicheraufwand
bei der Berechung des h-ten Schrittes und des Vektors ¢; in Algorithmus ALG,.

Satz 8.6. Auf Basis der Youngschen Seminormalform kann die Fouriertransformation
von S,_s-invarianten Signalen auf CS, mit einem Speicheraufwand von 2n? — 2 berechnet

werden.

Das Verfahren wurde in C implementiert und auf einem Einsteiger-Notebook (CPU: Intel®
Core™ i3-370M 2,4 GHz, 4 GB RAM) getestet. Die folgende Tabelle zeigt die Auswer-
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tungszeit (ohne die Zeit fiir das Einlesen der Eingabe) und die benétigten arithmetischen

Operationen. Die Eingabe bestand aus einem reellwertigen Signal.

n [Sp:Sn—2] | eval. (s) arith. ops
1,000 999,000 0.033 8,978,000
2,000 3,998,000 0.139 35,956,000
4,000 | 15,996,000 0.602 143,912,000
5,000 | 24,995,000 0.910 224,890,000
6,000 | 35,994,000 1.340 323,868,000
8,000 | 63,992,000 3.300 575,824,000

11,000 | 120,989,000 5.243 | 1,088,758,000
15,000 | 224,985,000 11.674 | 2,024,670,000

Zusammen mit der unteren Schranke fiir die lineare Komplexitdat in Lemma 3.2 folgt

Satz 8.7. Die Fouriertransformation von S, _s-invarianten Signalen auf CS,, auf Basis

der Youngschen Seminormalform bendtigt Q(n?) arithmetische Operationen.

8.5 Umrechnung in die Youngschsche Orthogonalform

Wie in Abschnitt 7.2 wird Korollar 4.13 fiir die Auswertung der DFT basierend auf der
Youngschen Orthogonalform verwendet. Hierzu werden zunéchst die Matrizen K*(a) mit
a1 > n—2, siehe Abbildung 20, wie oben beschrieben berechnet. Nach Korollar 4.13 gibt es
eine bis auf einen nichtnegativen Skalar eindeutig bestimmte invertierbare Diagonalmatrix
A%, so dass w®(a) = AY - k%(a) - (A®)7 Im Fall a = (n) gilt kK™ = w™. Wir wissen
bereits, dass A1V = diag(y,...,8,_1), wobei

k-n
5k:\/(k5+1)-(n—1)

fir k € [1,n — 1], sieche Abschnitt 7.2. Es folgt, dass

w(n—lyl)(a) — Al=11) .R(n—lvl)(a) . (A(n—l,l))—l
— A(—11) [O(nfl)x(n73)|t1|t2] _(A(n—l,l))—l
= AT 06 1) (o) |0, L5 - t1]001] + AT (06, 1) (09| to]
= 0,1, - AT [0n—1)x(n-3)[t1|0n—1] + Al=bD. [0(n—1)x(n—2)|t2] -

Die Berechnung von w™ "V (a) ist demnach mit 2 - (n — 2) zusétzlichen Multiplikationen

durchfithrbar.
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Fiir den Fall oy = m (= n — 2), ergibt sich das Gegenstiick von Satz 8.1 basierend
auf der Youngschen Orthogonalform durch das Ersetzen der Matrix J, ; durch die Ma-
trix J, in diesem Satz. Im Fall @ = (m,2) ergeben sich mit dem Ansatz Am:2)

@, diag(dn1, - - -, 0nns1) die folgenden Gleichungen:
Tkt Ok-3,/0k—25 = Qe—2, k€[4 m+1], je[l,k—2]

und
Tk:éh,k_l/éh,k:qk, k€[2,m], hE[k—l,m—l].

Mit Lemma 7.3 und der Normalisierung 6,,—1,, = 1 folgt induktiv, dass

On = Hqc Hqcl\/ h-k-(m+1) hell,m—1], ke[l,h+1].

c=h+1  d=k+1 (h+1)-(k+1)-(m—1)
Mit dy—1,m = 1 ergibt sich

w(m72) (a) — A(m72) . n(m’z) (CL) . (A(m72))_1
= AMm2) . gm2(g),

Im Fall & = (m, 1,1) werden mit dem Ansatz ALY = @7/ diag(d}, 1, - - -0 4 q) die

vorangegangenen Berechnungen wiederholt. Es ergeben sich die folgenden Gleichungen:
Tk:%f&j/é,’gflj:qk, k€ [B,m—l—l], JE {1,]{)—2],

und
Tk O 1/Ohe = G, k€[2,m], he[k—1,m—1].

Mit Lemma 7.3 und der Normalisierung o/ = 1 folgt induktiv

m—1,m

Ok = Wﬁqyrz' ﬁ Qd:\/gh 2) k- (m—|—2)7 hel0,m—1], ke[l,h+1].

SR sk 3)- (k1) -m

Mit 6;, ;,, = 1 ergibt sich

<.‘)(m,l,l)(a) — A(m,l,l) . K/(m,l,l) (CL) . (A(m,l,l))fl
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Die Berechnung von w(™?(a) und w™ Y (a) ist also mit m2+2m_4 + m2+2m_2 =m?>+m—3

zusitzlichen Multiplikationen durchfithrbar.

Insgesamt ergeben sich m? + 3m — 3 (= n? — n — 5) zusiitzlichen Multiplikationen (vgl.
Satz 6.4).

Der Ansatz in [23] zur Verwendung der Youngschen Orthogonalform machte eine Vorver-
arbeitung und Zwischenspeicherung von Skalaren notwendig. Der hier beschriebene Weg
iiber die Verwendung der Matrizen A® und der expliziten Angabe der Diagonalelemente

fithrt zu weiteren Zeit- und Speicherplatzersparnissen.
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Es ist moglich, den Ansatz von Abschnitt 8.2 zu wiederholen, um einen effizienten Al-
gorithmus zur Auswertung der diskreten Fouriertransformation S, _s-invarianter Signale
auf der 5, basierend auf der kontragredienten Version der Youngschen Seminormalform

herzuleiten. Im Nachfolgenden werden wir die Resultate beschreiben.

Wir beginnen mit einer kurzen Ausfithrung zu der Berechnung des S,,_o-Levels und des
Sn_1-Levels. Die Eingabewerte hdangen mit der Einsdarstellung von CS,,_3 zusammen. Aus-
gehend von den n - (n —1) - (n — 2) Werten im S,,_3-Level werden die n- (n — 1) Blocke des
Sn—o-Levels mit Algorithmus ALG; berechnet. Dies ist moglich mit n - (n — 1) - (2n — 6)
Additionen und n - (n — 1) - (n — 4) Multiplikationen. Ausgehend vom S,,_o-Level wer-
den die n Blocke des S,,_1-Levels, wie in Abschnitt 8.4 beschrieben, mit ALG; und ALG,
berechnet. Der arithmetische Aufwand umfasst hier n - (4n? — 18n + 16) Additionen und
n - (2n% — 9n + 5) Multiplikationen.

Der nachstehende Satz ist eine Fortsetzung von Satz 7.1 und von Satz 8.1. Er gibt die
Matrizen k() fir a € {(n —3,3),(n —3,2,1),(n — 3,1,1,1)} im Detail an. Wir setzen

m :=n — 3. In diesem Satz werden wir die Matrix A, := &™>V(7,,,9) =

Lint1)m—1)(m—3)/3
w1 Lngmoy2 Lotm-1)2
ﬁﬂ “Lmi1)m-2)/2 Lini1)(m—2)/2
(7(”7;,?12)51 ’ Im(m—l)/2 *ﬁ : Im(m-1)/z
1 1, L,
D L)) 2 = Tty mez)2
3.1, -1.1,
verwenden.
Satz 9.1.

(a) Fir oo = (m,3) = m+3 > 6 ist dpp—23) = (m+1)-m-(m —4)/6, dpm-12) =
(m+1)-(m—2)/2 und

Lityomy © Jum—2®@La,, , ®Ln falls k =m+2

H,(m’g) (Tk) =

k™13 (7)) @ k(M2 (1) Jalls k < m+1.
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9 FFT von S,,_z-invarianten Signalen auf der S,

Im Fall o = (3,3) st

(3 1)<7—1) = diag(_L 17 _17 17 1)

K (7-1> = K (7'1) @ K

k33 (2) = kY (12) @ k 1)<7'2) = Je2 ® Je2 @ (1)
O (1) = kP () @ KOV (15) = diag(—1,1,1) @ Jy 3
4 (3:3) (r)) = K (3:2) (14) = Jup @I ® (1)

n(3’3)(7'5) = diag(—1,-1,1,1,1).

A falls k =m + 2

kM=L20(1) @ kMY (1) @ k™D (1) falls k < m + 1.
Im Fall « = (2,2,1) ist

(1) = k(1) & kPP (1) = diag(—1,—1,1,—1,1)

k2D (1)) = k1D (1)) & KD (1) = (—1) @ T2 B i
(13) = k1Y (13) @ kY (13) = Ji3 @ diag(—1,-1,1)
(1) = (1) @ Jp2 @ L.

(¢) Fira=(m,1,1,1)Fm+3 >4 ist

Loim-1)m—2)/6 © Jem+2 @ Liyim—1)/2 © (=1L) falls k = m+2
K',(m’l’l’l)(Tk) _

k(MLLL (1)) @ kML (1) falls k < m+1.

Im Fall o = (1*) ist k1) (3,) = (=1) fiir k € [1,3].

Die nachfolgenden Abschnitte behandeln die Berechnung des S,,-Levels. Diese wird in drei
Teile aufgeteilt. Der néchste Abschnitt umfasst Teil .
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9.1 Schnelle Auswertung von k® im Fall a; > n — 2

9.1 Schnelle Auswertung von kK im Fall a; > n — 2

Die Situation fiir die Auswertung ist in den Abbildungen 21 und 22 dargestellt.

(n—2,1,1)(, .
’4/(”,2_2) (aj) K (aj)
—1)(n— (n=2)(n=3) .
(n 1)2( 4) < Y1 5 < > Zn—1,]
K/(n—l,l)(aj)
’Ul i \ V. \ V.
; BH b2 UL UL
£ (a;) | e | v, 1
D Up—1,5
Up—1,5 Y ~
n—1 n(n;?;) (7171)2(7172)
Abbildung 21: Struktur der Matrix k%(a;) im Fall oy > n — 2.
(n—2,1,1)
R(7L72’2>(a) K ((L)
(7} 21
k1) (q) ty B ts + M
” .
t1 + Y2
t
m(n)(@ :
D 3

Abbildung 22: Die grau gefirbten Spalten in k“(a) sind moéglicherweise von Null verschie-
den. Zudem ist a1 > n — 2.
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9 FFT von S,,_z-invarianten Signalen auf der S,

Mit Hilfe dieser Abbildungen und Abschnitt 8.4 konnen wir erkennen, wie die Vektoren ¢,

ta, ts, Y1, Y2, 21, 22 und k(™ (a) berechnet werden konnen:

Algorithmus Berechnung des S,-Levels: Teil I
1 ALGy(up—11, .-, Up—1pn;n — 1):

2: t3 = ALG1<un,1’1, e ,un,lvn; n — 1)1

3: K,(n) (a) = ALGl(unfl,la ey Up—1 3T — 1)2
4: ALGo(v11, ..., 01 0;m — 2):

5: U1 :ALGQ(ULl,...,ULn;n—2)1

6: 21 = ALGQ(ULl, vy U py M — 2)2

7 tl = ALGQ(UIJ, vy U1 p, M — 2)3

8: ALGy(va1,...,v9;n — 2):

9: Yo :ALG2<U2,17---71}2,n;n_2)1
10: 29 = ALGa(va, ..., 201 — 2)y
11: tQ = ALGQ(UQJ, vy U2y M — 2)3

Dieser Algorithmus ist durchfiihrbar mit (2n — 2) 4+ 2 - (4n? — 12n + 4) = 8n* — 22n + 6
Additionen und (n —2) +2- (2n? — 6n) = 4n* — 11n — 2 Multiplikationen. Die Berechnung
der Vektoren t, und t5 wird jeweils in Abschnitten 9.2 und 9.3 behandelt.

9.2 Schnelle Auswertung von k(™33

Wir haben in Abschnitt 8.2 einen Ansatz gesehen, wie man einen schnellen Algorithmus
zur Auswertung von £("~2?) bei S,_,-invarianten Signalen herleiten kann. Diesen Ansatz
konnen wir fiir die Auswertung von k“ bei S,,_s-invarianten Signalen mit a; = n — 3
wiederholen. Wir werden vergrébert die Herleitung einer schnellen Auswertung von w("=32)
beschreiben und auf die Gemeinsamkeiten hinweisen. Das Ziel ist, die Grundlage eines

effizienten Algorithmus zur Berechnung von

m+3
K9 () = 37 R gy ) - 6 (a)) (9-1)
j=1

fiir m := n — 3 zu beschreiben.
Die Situation zur Berechnung der Summe in Formel (9.1) ist vergleichbar zur der bei der
Berechnung der Summe in Formel (8.4). Nur die letzte Spalte von &™) (a;) ist méglicher-

weise von Null verschieden. Demnach verfolgen wir bei der Berechnung von (™ (a) nur die
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9.2 Schnelle Auswertung von ("=33)

yl c (O
y2 c ?

(n—1)(n—2)(n—6)

B
(m+2)(m—1)
Yn—1,5 < y"2eC 2
~
n(n—1)(n—>5)

6
Abbildung 23: Die grau gefarbten Spalten in k*(a;) (links) und k*(a) (rechts) sind mogli-
cherweise von Null verschieden. Zudem ist m =n — 3 und a = (n — 3, 3).

Veriinderungen der letzten Spalte £(™% (a;) im Verlauf der Berechnung von £ (g; .+ 3a;)

mit dem bekannten Multiplikationsschema (siehe (5.2))

(1) (L (B (Tsn) - (K™ (Tg2) - 609 (a)))). ) -

Der Berechnungsvorgang folgt einem gewissen Muster. Wir konnnen eine Partitionierung
aller Spaltenvektoren in Teilvektoren, Kopierprozesse, Multiplikationen von gewissen Kom-
ponenten mit dem gleichen Skalar und verschiedene Matrix-Vektor-Multiplikationen erken-
nen. Abbildung 24 (oben) veranschaulicht schematisch die Situation bei der Berechnung
von k(%% (a). Wie in Beispiel 8.4 kénnen wir durch den Vergleich von dem oberen mit dem
unteren Teil von Abbildung 24 eine enge Verbindung zwischen (partiellen) Last Letter

Sequence Baumen, Kopierprozessen und der Bildung von Teilvektoren erkennen.

Wir unterteilen die letzte Spalte y der Matrix £(™%(a) in Teilvektoren. Hierzu definieren
wir y = (y' L2,y 2T) mit g € COFDBAN/2 Fiir b € [1,m — 1] sei Py, die Matrix
zur Prefix-Abbildung

Cm+2m=1/2 5 4y (v1, ... ,v(h+3)h)T e Ch+3)h/2

2
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9 FFT von S,,_z-invarianten Signalen auf der S,

(1,2) (2,3) (3,4 (4,5) (56) (6,7) (7,8 (89 (9,9 Dim. h
N N N® B M1 1 N 17
(3:2) ; 9 N % il QT 5 1
EEEEEN ol
w2 N S S N > ~4 ; 9 2
4
4 K H 4 8 NThH || +
-3 9
k2 4 3
3 B B OB B B —
F K K S % % S N T N —— A
-1 14
k(62 20 4
S B P BB B BT —
6
{ U % A 4 7, L J J
1 2 3 | 5 6 7 8 9

[6Is[ol 1]

[T 1]

[T

T 1]

m&

BT

[
&

Abbildung 24: Oben: Schematische Darstellung der Be;echnung von ¥ in f@(673)(a). Unten:
Rotierter, gekiirzter Last Letter Sequence Baum fiir o = (6,3), sich wiederholende Teile
werden nicht gezeigt.
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9.2 Schnelle Auswertung von ("=33)

und fiir h € [0, m — 2| sei Ty, die Matrix zur Tail-Abbildung

Cmt2m=1/2 5 4 1y CIETTINES W rayney) € CF
2 2

Die Herleitung einer Formel zur Berechnung von jedem Teilvektor 3" ist analog zu Ab-

schnitt 8.2.1. Infolgedessen kann jeder Teilvektor wie folgt berechnet werden:

h . (h+2 2) flL : 11 L y” 17j
Yy - E K ’ (gjull+4) ’
j 1,h° yn—l,j

) + Piht1 s Yn—1,ht5 -

J=1

Analog zu Abschnitt 8.2.2 kann die Struktur dieser Formel weiter verfeinert werden. Wir

definieren die folgenden Vektoren fiir h € [0, m — 1]

h+4 j2 ‘
C(h+4)(h+1)/2 5 8111 — Z s (h+2,2) (gj7h+4) LR Yn—1,
=1 Ont2

und fiir h € [0, m — 2]

h+4
Ch+4)(h+1)/2 5 7’? — Z i (h12,2) (gj7h+4) .
j=1

O(n+3)n/2
Tl,h *Yn—15

Es folgt sofort fir h € [1,m — 2]

h 1 h ok
y'=—5 81+ 7 + Prat1 Yno1hys

Insbesondere ist s? = (0,0)". Fiir h € [1,m — 1] definieren wir die Vektoren

h+3
ht2 h . ~ (h+2,1) Tih—1-Yn—1,
C2 s Ul = kM2 (gi4s) - 0 :
j=1

Fiir h > 0 kann der Vektor s mit der Formel

h—1
h_ |51
Sl —_—

Oht2

! O(h+3)n/2

Uy

j1h'yn 1,h
b _7+4
_’_L.

h+1 +

+ Qi21+1 :

Ont2 Oh42

berechnet werden. Algorithmus ALGs kann wiederverwendet werden. Es folgt, dass

ry = ALGo(Tuh - Yn-1,1, - T Yn—1hras B+ 2)1
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9 FFT von S,,_z-invarianten Signalen auf der S,

und
Ul = ALGy(Tyn—1 - Yn—115 > Tin—1 - Yn—1ht3: b+ 1)s.

Zudem folgt fiir die Berechnung des Vektor t4, siche Abbildung 22, dass

_9 _9
_ om—1 _ ST 1 r’ Pt Yn—1,m+3 2 Otm+2)(m—1)/2
t4_81 o +E +qm m—1 :
m+1 Om+1 Opmt1 Ul
9.3 Schnelle Auswertung von x(*—31,1,1)
20 e Ct
2teC?
22 e’
(m+1)m
Zn—1,j < Zm—l ceC p)
=
(n=D(n=-2)(n=3)

3
Abbildung 25: Die grau gefarbten Spalten in K*(a;) (links) und k*(a) (rechts) sind mogli-
cherweise von Null verschieden. Zudem ist m =n —3 und o = (n — 3,1, 1,1).

Fiir m := n — 3 werden wir die Grundlage eines effizienten Algorithmus zur Berechnung

von
m-+3
K(m71’171) (a) fr— Z K(m71?171) (g]’m+3) . K(m717171) (ag).
j=1
beschreiben.
Die letzte Spalte z der Matrix I‘é(m’lg)(a> wird in Teilvektoren unterteilt. Hierzu definieren
wir z 1= (ZOT, AT 2T ,zm_lT) mit 2" € CPH2M+D/2 Fiir h € [1,m] sei Py, die Matrix
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9.3 Schnelle Auswertung von k(?—3:1:1,1)

1,2) (23 (3,4 (45 (5.6 (6,7 (7.8 (88  Dim
w(LL1) 1 —1 [ O B ] ] ] — T 0
m(llal){ i f 2 1114 ;_ 3 }1
1 3
11 4 % N . ; : — 6 > 2
—1 3
0K K o H T
1 6
KL > > > > - |0 > 3
-1 4
Iz 4 K M o T Y
-1 10
PRCARID 15 > 4
S B B BB B —
~1 5
" 7 y , Y p 7 || R J
1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 26: Schematische Darstellung der Berechnung von z in m(5’1’1’1)(a).

zur Prefix-Abbildung

C(m+1)m/2 S0 (Ula o 7v(h+1)h>T c C(h—l—l)h/Q
2

und fiir h € [0, m — 1] sei Ty, die Matrix zur Tail-Abbildung

Cm+m/2 5 4 (v (h+1)h+17 o ,U(h+2)(h+1))T c Chtt
2 2

Jeder Teilvektor 2" kann wie folgt berechnet werden:

1

h+3
h _ (h+1,1,1) “hi3 'P2,h'Zn71,j
= K (Gjh+3)-
j=1 —TQ,h *Zpn—1,j

) + Popy12n—1,h44 -

Wir definieren die folgenden Vektoren fiir h € [0, m]

h+3 o '
Ch+2)(h+1)/2 5 Sg — Z’@(hﬂ’l’l)(gj,mg) C[F2n Fn-1y
=1 Oh41
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9 FFT von S,,_z-invarianten Signalen auf der S,

und fiir A € [0,m — 1]

h+3

QO 5 2§ gt (g Ot 1)h/2 ] |
=1

Tz,h *Zn—1,j

Es folgt sofort fiir h € [0, m — 1]

_ 1 h__.h
2t =g S — Ty + Papgt - Znoipaa

Insbesondere ist s§ = 0 und 2% = —r 4+ Py; - 2,_14. Fiir b € [1,m] definieren wird die

Vektoren

- Toh—1 - 2Zn-1,

C'*t s Uy = Z’i(hﬂ’l)(gj,hﬁ) : 7 2]

i=1 0

Fiir h > 0 kann der Vektor sy mit der Formel
Sg . 82—1 N 1 7‘3_ P2,h'2n—1,h+3 + q,% - 0(h+1)h/2
N +
Oh+1 "2 0p Ont1 Uy

berechnet werden. Schlussendlich gilt

i = ALGa(Top - 2n-11s-- - Ton - Zn1prs;h + 1)a
und
Ugh = ALGz(Tz,h—l *Zp—1,15- - aTQ,h—l * Zp—1,h+2; h)3-
Zudem folgt fiir die Berechnung des Vektor ts5, siche Abbildung 22, dass

[r;n_l

0m+1

0(m+1)m/2

Uy

2

P2,m * Zn—1,m+3
+ Qm+2 '

— M — L
by =5y = +m+2

Om+1
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9.4 Schnelle Auswertung von

9.4 Schnelle Auswertung von k("—3:21)

(nfl)(n;fﬂ)(nfS) 2

n(n—2)(n—4)
B

Zn—1,j <

Yn—1,5

= mmmm e
]

1

1

1

H (h+2)(h+1)

wah ! 2

1

1

1 2.

| >b}11 c Ch +3h+1
]

i ‘ (h43)h

! wf}” eC 2

1

1

1

I
P 3
= mmmm e
]

1

1

1 P b

\ (h+3)(h+2)

H ,w%h+1 5

1

1

i bl e ChP+5h+5
]

! (h+4)(h+1)

1

i wthrZ 5

I

1

1

1

I

b o e e e e s

& W2

o (n—3,2,1)

Abbildung 27: Die grau gefiirbten Spalten in kK*(a;) (oben) und £%(a) (unten) sind mogli-
cherweise von Null verschieden. Zudem ist m =n —3 und o = (n — 3,2, 1).
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9 FFT von S,,_z-invarianten Signalen auf der S,

Fiir m := n — 3 werden wir die Grundlage eines effizienten Algorithmus zur Berechnung

von

m+3

k(2D (g) = Z kM2 (gi i) - kM2 (a)).
j=1

zusammenfassen. Die Berechnung von k(™21 (a) ist komplizierter als in den zuvor betrach-
teten Fillen. Erstens sind zwei Spaltenvektoren in (™% (a;) méglicherweise von Null ver-
schieden, siehe Abbildung 27. Demzufolge gilt dies auch fiir k™% (a). Wir bezeichnen die
zwei nicht trivialen Spalten von £(™2Y(a) mit w; und w,. Zweitens miissen beiden Vekto-
ren separat behandelt werden. Wir unterteilen w; und wy in Teilvektoren. Hierzu definieren
wir wy = (b1 027, b{"‘ﬂ)T mit b € CP B und wy = (37,647, ..., bg"‘ﬂ)T mit
b’g € CM+5m+5  Drittens treten bei der Berechnung von w; und wy zwei unterschiedliche
Kopierprozesse auf, siche Abbildungen 29 und 31. Diese Abbildungen veranschaulichen
die Situation fiir die Berechnung des mit der Nummer 7 versehenden Vektors in den Ab-
bildungen 28 und 30. Ein Kopierprozess ist von Typ 1, falls Komponenten von einem
Teilvektor nach einem Teilvektor eines anderen Blocks kopiert werden, siehe die Pfeile
mit den Axialdistanzen 4 und 6 in den Abbildung 29 und 31. Ein Kopierprozess ist von
Typ 2, falls Komponenten eines Teilvektors nach einem Teilvektor des gleichen Blocks ko-
piert werden, siehe die Pfeile mit der Axialdistanz 2 in den Abbildungen 29 und 31. Diese
Kopierprozesse miissen separat behandelt werden. Deshalb muss die Unterteilung in Teil-

: . : . T T .
vektoren von w; und wsy weiter verfeinert werden. Wir definieren b := (w?*™' " w?" )T mit

w2t e CrHMD/2 ypd w2h € CEHI2, Zudem definieren wir bi 1= (w2h 1! w2h 2T
mit w3t € ChHI+2)/2 ynd 22 ¢ Ch+DM /2 Die Teilvektoren von w; kénnen wie

folgt berechnet werden:

2h—1 — (h+1,1,1) _%'Plh'z”*u
wi! = E KT (ginas) | + P ht1°Zn—1,h+4
=1 §'T2,h'zn—1,j

h+3

O(h2)(h—1)/2
wi = Z w12 (gjnes) - e
j=1

3
1 T2,h * Zn—1,5

Mit Hilfe der zwei vorangegangenen Abschnitte folgt, dass

2h—1 __

R, 1 .h
wy = - '52+§'7"2+P2,h+1'2n—1,h+4;

wi =3 ALGo(Top - Zn11s-- - Toh - Zne1hr3; b+ 1.

=
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9.4 Schnelle Auswertung von k(=321

Wir wiederholen dies fiir die Teilvektoren von wy und erhalten

_— bt . O(ht2)(h+1)/2
wy T = E PAGEES )(gj,h+4) :
T
j=1 Lh " Yn—1,5

= ALGo(Thp  Yn1,1, - s Tk - Yn—1,hta; B+ 2)o

sowie
ht4 _1.p.. A
2h+2 _ h+2,2 his L 1Lh Yn—1,
wy = E K22 (g 4a)- . + P11 Yn—1,h45
j=1 _§'T1,h'yn71,j

_ 1. .k
= =735 — 27 T Piast Yn—tnts

Bei der Betrachtung der obigen Formeln kann man erkennen, dass die Konsequenzen der
Kopierprozesse von Typ 1 (instanziiert durch die Formeln fiir w}"~* und w3"*?) vergleichbar
zu den Kopierprozessen sind, die wir bereits in den vorangegangenen Abschnitten gesehen
haben. Die Konsequenzen des Kopierprozesses von Typ 2 sind verschieden. Die Teilvektoren

w?* und w3 kénnen direkt mit Algorithmus ALGy berechnet werden.
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9 FFT von S,,_z-invarianten Signalen auf der S,

P

P

(511 J

P

(52 4

2,1,1)

2,2)

3,1,1)

(3.2)

4,1,1)

42)

[ [7]8]

110

ANV ANV

w

(45)  (5,6)
—1 ey
1/2 ||
3/4

_1
2
1
2

LN

(6,7)

]

4

7z
5

(7,8)

N

D=

7.
6

7

(8,8)

Dim.

15

14

5

11

19

29

- 2

- 3

4

Abbildung 29: Partieller Last Letter Sequence Baum fiir o = (5,2, 1) beziiglich wy.



K(2L1)

2,2)

PACAR))

RER)

4,1,1)

(42

(511 J

(52 4

[ [7]8]

Abbildung 31

—
)

ANV NV A

—~
)
w

=

—

w
~

=

(4,5)

ANV ANV
AN

7\ Y6\ 4|
NZ

7% 7 7
2 3 4

(5,6)

=

(6,7)

9.4 Schnelle Auswertung von k(=321

o= | o=

7z
5

(7,8)

A

=

o=

7

(8,8)

Dim.

3]

2
6
5

15

14

5

11

19

29

8

!

- 2

- 3

: Partieller Last Letter Sequence Baum fiir o = (5,2, 1) beziiglich ws.
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9 FFT von S,,_z-invarianten Signalen auf der S,

9.5 Zusammenfassung und Aufwandsanalyse

Mit Hilfe der Abschnitte 9.2 bis 9.4 konnen nun die restlichen Teile des S,,-Levels berechnet
werden. Teil I der Berechnung des S,-Levels betrifft die Vektoren y, ws und t4, siehe
Abbildungen 22, 23 und 27. Hingegen betrifft Teil III die Vektoren z, w; und t5, sieche
Abbildungen 22, 25 und 27.

Algorithmus Berechnung des S,-Levels: Teil 11
1: 8[1) = (O, O)T
20 ALGo(Th0 - Yn—11,- -+ T10 - Yn—1,4;2):

3: r) = ALGo(T1,0 - Yn—11:- - T10 - Yn—1,4: 21

4: w% =ALGo(T10 Yn-1,1,-- > 11,0 - Yn—1.4;2)2

5: Ul =ALG2(Ti0 Yn-11,--->T10 Yn-1.4;2)3

6: w3 = —% Y4+ Piy - Yno1s

7. for h=1tom — 2 do

8: Pl,h . S}IL = 8?_1 + hLJrl . T{L_l + Pl,h *Yn—1,h+4

A

10: ALGo(Tup - Yn-11s - s Tk - Yne1,ppas B+ 2):
11: = ALGo(Tip - Yn-11s- > Tih - Yno1pta; b+ 21
12: w%hH = ALGo(Tp - Yn—115- - T1h - Yn—1,ptas b+ 2)
13: Ut = ALGo(Tip - Yn11s - Do Ynethra; B+ 2)3
14: Yt = —% St Pl Yno1nes
15: wgh” = —h+r3 . S}f — % -7’? + P1,h+1 *Yn—1,h+5
16: end for

17 Prmey -ty = 8777 + o M2 4 Pt - Yn—tmts
18: Typno1 - ts=¢2, - U™}

19: Output 1: y = (y1T7 y2T7 o ’ym—QT)TT

20: Output 2: wy = (wi' w2’ ... w227

21: Output 3: #4
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9.5 Zusammenfassung und Aufwandsanalyse

Algorithmus Berechnung des S,-Levels: Teil III

1:

oW

ot

10:
11:
12:

13:
14:
15:

16:
17:

18:

19:
20:

s9=0

: ALGQ(TZO *Zn—1,15 - -
7’(2) = ALGQ(T2’O . ZTL*I,l? ..
U21 == ALGQ(TQ’O " Zn—-1,1, - -

: ZO = —7”8 + Pg,l ‘T Zpn—14

: for h=1tom —1do

Pyp - sh=sy + 75

Ton -85 = Giys - Uy

ALGo(Top - 2n—11, - -

’I“g = ALGQ(TZh *Zn—1,1, - -

. ,TQ,O * Zp—1,35 1)1
. 7T2,0 * Zn—1,3; 1)2
. 7T2,0 * Zn—1,3; 1)3

U2h+1 = ALGQ(TQJL *Zn—1,15 - -

h—1
1y A+ Py Zn—1h43

S Ton - Zno1pys;h+ 1)
wit = % “ALGo(Top - 2n-1,15 -+ Ton - Zn—1,h3  h + 1
S Ton - Zp—1pysi b+ 1)

S Ton - Zne1pysih+1)3

h . h
8y =Ty + Popg1 Zn_1ha

h+3
2h—1 _ 1 _ h 1 .k
wy = "% So + 5" Ty + P27h+1 : 2/n—l,h-i-4
end for
P te = m—1 1 m—1 P
2m U5 =8y T o5 Tyt Lom Zn—1,m43
_ 2 m
Tom s = Gpn - Uy
T 4T 1T
Output 1: z = (2% |2t ...,z )T
) _ (1T 2T 2m—2T\T
Output 2: wy = (w] ,wi ,...,w] )

Output 3: 5
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9 FFT von S,,_z-invarianten Signalen auf der S,

Tabelle 6: Arithmetischer Aufwand von Teil II.

Berechnung von # Add. # Mult. Parameter
ALG,(.. . h +2) 1% + 20h + 20 2h% + 10h + 8 helo,m—2
st 2 5
sh (h+3)h (h+4)(h+1)/2 he2,m-—2]
y! 10 0
y" (h+4)(h+1) (h+4)(h+1)/2 h € [2,m — 2]
w3 2 2
w32 (h+4)(h+1) (h+4)(h+1) hell,m—2]
ly (m+2)(m—1) (m+3)m/2
3 (Tm? + 21m?* — 16m — 36) /3| (8m3 + 27m? — 23m — 66)/6| m =n — 3
Tabelle 7: Arithmetischer Aufwand von Teil III.
Berechnung von # Add. # Mult. Parameter
ALGy(...;h+1) 4h* + 12h + 4 2h* 4 6h hel,m—1]
s 1 3
sh (h+1)h (h+2)(h+1)/2 h€[2,m—1]
20 1 0
2t (h+2)(h+1) (h+2)(h+1)/2 hel,m-—1]
w; 6 3
wih! (h+2)(h+1) (h+2)(h+1) hel2,m—1]
wh 0 (h+3)h/2 he€[l,m—1]
ts (m+1)m (m+2)(m+1)/2
> (Tm? + 21m*+ 2m — 12) /3| (3m® + 10m* —m — 8)/2| m=n—3

Tabelle 8: Arithmetischer Aufwand der gesamten Berechnung.

Berechnung von # Add. # Mult.
Sy—o-Level n-(n—1)-(2n —6) n-(n—1)-(n—4)
S,_1-Level n - (4n* — 18n + 16) n-(2n? —9n +5)
Sp-Level, 1 8n? —22n+ 6 4n? —11n —2
Sp-Level, 11 (Tn® — 42n* + 4Tn + 12)/3 (8n® — 45n* + 31n + 30) /6

Sy-Level, 111 (Tn3 — 42n* + 65n — 18)/3 (3n® — 17n% + 20n + 4)/2
M (32n% — 138n? + 112n + 12)/3 | (35n® — 156n? + 79n + 30)/6

Insgesamt wurde das folgende Resultat gezeigt.

Satz 9.2.

Loo(Sn|Sn—3) < Loo(Dyns) < 16.5n% — 72n% +50.5n + 9.
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9.5 Zusammenfassung und Aufwandsanalyse

Als Néchstes betrachten wir den Speicheraufwand. Vom S,,_3-Level bis zum S,,-Level gibt
esn-(n—1)-(n—2) Werte pro Level. Fiir die Berechnung wird nur Speicher fiir das aktuelle
und das vorherige Level benétigt, d.h. 2-n-(n —1) - (n — 2) Werte sind zu speichern. Fiir
die Berechnung des S,,_s-Levels werden Partialsummen in ALG; berechnet. Hierfiir wird
ein Wert zwischengespeichert. Die n Blocke des S,,_i-Levels werden wie in Abschnitt 8.4
beschrieben mit ALG; und ALG, berechnet. Eine obere Schranke fiir den Speicheraufwand
ist 2n — 4. In Teil I der Berechnung des S,,-Levels werden die Vektoren ebenfalls mit ALG,
und ALGs berechnet. Eine obere Schranke fiir den Speicheraufwand ist hier 2n — 2. In Teil
IT werden die Vektoren s?,r% ALGy(...;h + 2)y und UM zwischengespeichert. Zudem
wird Algorithmus ALG, wiederverwendet. Eine obere Schranke fiir den Speicheraufwand
ist 2- (m+2)(m—1)/24 (m+1)m/2+ (m+1)+ (2m+2) = (3m? +9m +2)/2. In Teil III
werden die Vektoren s, 78, ALGy(...; h+2); und UX** zwischengespeichert. Algorithmus
ALG, wird ebenfalls hier wiederverwendet. Demzufolge ist eine obere Schranke fiir den
Speicheraufwand 2- (m+1)m/2+ (m+2)(m—1)/24+ (m+1)+(2m+2) = (3m?+9m—+4)/2.
Insgesamt ist 2-n-(n—1) - (n—2) + (3n? —9n+4)/2 = (4n® — 9n* — n + 4)/2 eine obere

Schranke fiir den Speicheraufwand bei der Berechnung aller Level.

Das Verfahren wurde in C implementiert und auf einem Einsteiger-Notebook (CPU: Intel®
Core™ i3-370M 2,4 GHz, 4 GB RAM) getestet. Die folgende Tabelle zeigt die Auswer-
tungszeit (ohne die Zeit fiir das Einlesen der Eingabe) und die bendtigten arithmetischen

Operationen. Die Eingabe bestand aus einem reellwertigen Signal.

n | [Sn:Sn_3] | eval. (s) | arithmetic ops
100 970,200 0.061 15,785,059
200 7,880,400 0.497 129,130,109
300 | 26,730,600 1.722 439,035,159
400 | 63,520,800 4.058 | 1,044,500,209
500 | 124,251,000 8.216 | 2,044,525,259
600 | 214,921,200 | 13.310 | 3,538,110,309
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10 Schlussbemerkungen und Awusblick

Fiir k£ € [1, 3] haben wir gesehen, wie grofenordnungsmiflig optimale FFT-Algorithmen
(im Lo.-Modell) von S,,_j-invarianten Signalen auf der S,, hergeleitet werden kénnen. Die-
se konnen bereits fiir das Graphlet-Spektrum (siehe Abschnitt 6.4) und das QAP (siehe
Abschnitt 6.5) verwendet werden. Wird wie in diesen Beispielen die Youngschen Ortho-
gonalform bendtigt, ldsst sich diese ausgehend von der Youngschen Seminormalform mit
einem linearen Overhead in dem Index von S,,_, in .S,, berechnen, sieche Abschnitt 6.3. Als

Grundlage fiir diese Umrechnung dienen Korollar 4.13 und Lemma 7.3.

Die Last Letter Sequence Bédume der relevanten Partitionen geben einen Hinweis, wie der
vorgestellte Ansatz in Abschnitt 8.2 fiir kleine k£ > 3 fortgesetzt werden kénnte. Fiir den Fall
k = 4 befinden sich in Abschnitt A.9 Illustrationen von partiellen Last Letter Sequence
Baumen von Partitionen, die bei der Betrachtung von S,,_,-invarianten Signalen hinzu-
kommen werden. Es zeigt sich ein vergleichbares Kopierverhalten und eine Aufteilung in
Teilvektoren, wie es in den Kapiteln 8 und 9 geschildert wurde. Fiir die wiederholte Anwen-
dung der grundlegenden Konzepte in Abschnitt 8.2 muss schrittweise vorgegangen werden.
Es werden jeweils die Algorithmen zur Auswertung von DFTs auf C[S,, mod S,,_,|, wobei
¢ < k, benotigt. Jedoch werden mit groflerem & die Kopierprozesse und die Partitionierung
der Vektoren in Teilvektoren immer komplexer. Infolgedessen werden die entsprechenden
Algorithmen immer aufwéndiger. Bereits der Fall £ = 3 in Kapitel 9 macht dieses Verhalten
deutlich.

Betrachtet man zudem Darstellungsmatrizen zu Rechteckspartitionen (o = (a,...a) F n),
zeigt der zugehorige Last Letter Sequence Baum ein génzlich anderes Kopierverhalten
im Vergleich zu den beschriebenen Kopierprozessen in den Kapiteln 7 bis 9 auf. In diesem
Zusammenhang eignet sich die hier vorgestellte Herangehensweise fiir den Fall, dass n > k,

d.h. bei einer Darstellungsmatrix zu einer relevanten Partition a gilt a; > as.

Fiir die Verwendung in praktischen Anwendungen ist es zudem fraglich, ob fiir k£ > 6 FFT-
Algorithmen von S,,_j-invarianten Signalen auf der S,, mit einer Laufzeit der Ordnung n*
einen Nutzen haben. Insgesamt eignet sich aus den genannten Griinden der vorgestellte
Entwurf zu groflenordnungsméflig optimalen FFT-Algorithmen von S, j-invarianten Si-
gnalen auf der S, fur die Félle k € [1,5].
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Anhang

In den folgenden Abschnitten befinden sich mehrere Beispiele zur Unterstiitzung der Inhalte
aus den Kapiteln 2 bis 6. Die Abschnitte A.1 und A.2 enthalten jeweils ein Beispiel fiir Satz
4.5 und 4.7 im Fall n = 4. In Abschnitt A.3 werden alle Matrixdarstellungen o®((i,7 + 1))
von CS; und die zugehorige Last Letter Sequence geméfl der Konstruktion in Abschnitt
4.3 aufgefithrt. Mit der Parametrisierung der Zeilen und Spalten wie bei (2.1) werden die
DFT-Matrizen D, 4 und D, 4 in den Abschnitten A.4 und A.7 konstruiert. Des Weiteren
werden die Matrizen D, 45 und D, 42, wie in Abschnitt 3.2 bzw. 6.3 beschrieben, in den
Abschnitten A.6 und A.8 konstruiert. Bei allen Matrizen wurde bei der Konstruktion die
Blockstruktur des FFT Algorithmus fiir symmetrische Gruppen in Abschnitt 5.2 beriick-
sichtigt. Die zugehorige Blockstuktur und die entsprechenden Datenpfade der DFT o4 auf
Sy werden in Abschnitt A.5 visualisiert. Schlussendlich umfasst Abschnitt A.9 Illustratio-
nen partieller Last Letter Sequence Baume fiir o - 12 mit a; = 8. Bei der Betrachtung

von S,,_s-invarianten Funktionen werden Partitionen o mit ooy = n — 4 hinzukommen.

A.1 (C-Basis von C((14)’(14))

2

('
(i

)
2

o)
2

[L]3]|[1]3]
[LT2]|[1]3]
[3]4]][2]4]

)

) (G
)
)

) [
() () (5
=) )

(T2[3T4)|[T2[314])

Abbildung 32: C-Basis von C((14) (14)) aus den Bideterminanten zu allen Standardbitableaux
(S,T) vom Inhalt ((1%), (1%)).
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Anhang

A.2 Spechtmoduln S, zu a4

Tabelle 9: (Sy)ar4

Spechtmodul S, | f, Basis
L]|[1]
2|2
8(14) ]. 3 E
4]114)
1[2]|[1]1] 1[3]][1]1] 1]4]|[1]1]
S2.12) 3 3] |12 2|12 2] |12
4] |3 4] |3 BNl
4 1]2]|[1]1 1]3]|[1]1
St 2 <34'22>’<24'22>
2[3]([1]1]1] 1[2]4]|[1]1]1] 1[3]4]|[1]1]1]
e ’ ’2 BT ] 2R
Sty 1 ((il2[3[4]|[1[1]1]1])
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A3 Alle o*((i,7+ 1)) von CSy inklusive Last Letter Sequence

A.3 Alle 0%((i,i+ 1)) von CS, inklusive Last Letter Sequence

Tabelle 10: Alle o*((4,7+ 1)) von CSy.

Last Letter Sequence o*((1,2))
(1)

—1
11314] [1]2]4] [1]2]3]
2l <[ <[4 b
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Anhang

A.4 Konstruktion der DFT-Matrix D, 4

Tabelle 11: Matrixdarstellungen aller 7 € Sy (Youngsche Seminormalform).
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A.4 Konstruktion der DFT-Matrix D, 4

Tabelle 11: Matrixdarstellungen aller 7 € Ss (Youngsche Seminormalform) (Fortsetzung).
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Anhang

Tabelle 11: Matrixdarstellungen aller 7 € Ss (Youngsche Seminormalform) (Fortsetzung).
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A .4 Konstruktion der DFT-Matrix D, 4
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A.6 Konstruktion der DFT-Matrix D 42

A.6 Konstruktion der DFT-Matrix D, 4

Tabelle 12: Matrixdarstellungen aller = € Sy (kontragrediente Version).
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Anhang

Tabelle 12: Matrixdarstellungen aller 7 € Sy (kontragrediente Version) (Fortsetzung).
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A.6 Konstruktion der DFT-Matrix D 42

Tabelle 12: Matrixdarstellungen aller 7 € Sy (kontragrediente Version) (Fortsetzung).

Nr. T E Sy k@ (1) kG (1) k(22 () k(211 () k1 ()
-1 10 PR 1 0 0
2
20. (1,2,3) (1) % _% 0 3 1 0 _% -1 (1)
4 2
0 01 0 3 —3
-2 10 TR 1 0 0
2L | (1,3,2) | (1) -3 -0 .. 0 -3 1 (1)
4 2
0 01 0o -3 -1
i 10 L -1 0 0
2
22. (2,3) (1) i 30 (3 _1) 0 3 1 (1)
4 2
0 01 o 2 -1
-1.0 0 Lo -1 00
23. (1,2) (1) 010 (0 1) 0 -1 (1)
00 1 0 1
100 Lo 00
24. (1) (1) 01 0 (0 1) 01 0 (1)
00 1 01

Tabelle 13: Matrixdarstellungen aller g € Symod Sz (kontragrediente Version).

Nr. a € CS, k@ (1) kG (1) w22 (1) w21 (1) K(14)(7T)
0o 3 -1 00 -1
00

Lo 3923+ 1,329 | (1) 0 -2 -3 (0 1) 00 —2 (0)
0 —5 —3 00 0
0 —5 -1 00 1
) . 0 1 X
0 -4 1 2 00 —1
9 3 2
0 —5 -1 0 1 00 0

3. 3((1L3,4) +(1,2,3,4) (1) 0 -3 -3 o _1 00 1 (0)
o 8 -1 2 0o 0 L
9 3 2
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Tabelle 13: Matrixdarstellungen aller g € S;mod Sy (kontragrediente Version) (Fortset-
zung).

Nr. a €CSy KO | wBO@m) kP | k@) | RO
0 -2 1 00 1
0 0
4] 3((1,4,2,3) +(1,3)(2,4) (1) 0 -2 -3 (0 1) 00 2 (0)
0 -5 -3 00 0
0o 5 1 00 -1
. 0 -1 )
5. 3((1,4,2) +(2,4) (1) 0 3 -3 ) o0 1 (0)
0 -4 -1 0 7z 00 —3
9 3 2
0o + 1 00 0
0 1
6. 1((1,3,4,2) + (2,3,4)) (1) 0 —-% -3 0 1 00 -1 (0)
T2
0§ 3 00 4
0 -1 0 00 -1
0 1
7| 3((1,4,3) +(1,2,4,3) (1) 0 -5 1 0 1 00 & (0)
T2
0 -3 -3 00 %
0 1 0 00 1
0 -1
8. | 3((1,4,3,2)+(2,4,3) (1) 0 —3 1 (0 1) 00 —% (0)
T2
0 -4 -3 00 3
00 0 00 0
0 0
9. 1((1,2)(3,4) + (3,4)) (1) 0o+ 1 (0 1) 00 0 (0)
0o & -1 0 0 -1
0 -1 0 00 0
) ) 0 -1
10. 3((1,3) +(1,2,3)) (1) 0 -3 0 0 1 00 -1 (0)
0 01 2 00 —1%
0 10 01 00 0
11 $((1,3,2) +(2,3)) (1) 0 -2 0 (0 1) 00 1 (0)
0 0 1 2 00 -3
00 0 0 0 000
12. 1@,2)+ ) (1) 010 (0 1) 00 0 (0)
00 1 00 1
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A.7 Konstruktion der DFT-Matrix D, 4

Tabelle 14: Matrixdarstellungen aller 7 € Sy (Youngsche Orthogonalform).
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A.7 Konstruktion der DFT-Matrix D,, 4

Tabelle 14: Matrixdarstellungen aller 7 € Sy (Youngsche Orthogonalform) (Fortsetzung).
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Anhang

Tabelle 14: Matrixdarstellungen aller 7 € Sy (Youngsche Orthogonalform) (Fortsetzung).
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A.8 Konstruktion der DFT-Matrix D, 4

Tabelle 15: Matrixdarstellungen aller g € Symod S2 (Youngsche Orthogonalform).
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A.8 Konstruktion der DFT-Matrix Dy, 42

Tabelle 15: Matrixdarstellungen aller g € Sy mod Sy (Youngsche Orthogonalform) (Fortset-

zung).
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Anhang

A.9 Partielle Last Letter Sequence Biaume fiir a - 12 mit a7 = 8

Abbildung 34: Partieller Last Letter Sequence Baum fiir o = (8,4).

[ ]
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H\HII\IZ\ [ [T 1T [T 1T [ [T 1T [[TTTT] [[TTTT] \}HHH\

1] | [12] 1112] [12] |

6 3

9

Abbildung 35: Partieller Last Letter Sequence Baum fiir o = (8,3, 1).

N

[T 1T [TTTT]

2]

[ [ [ [ufz [T [T [ [T [TTTT] [TTTT]

1 [12] [12] [1112]

T an aE 0

8

Abbildung 36: Partieller Last Letter Sequence Baum fiir o = (8,2, 2).

138



A.9 Partielle Last Letter Sequence Baume fiir a - 12 mit a¢; = 8

[TTTTT]
Il
] E| |
L] ] [12]

[T [ [T 1109 [T 1109 [T 110 [TTTTT] [T 1T [[TTTT] [TTTTT]

L 1] L [12] e L | [
m m m m m o o B

7 3

10

Abbildung 37: Partieller Last Letter Sequence Baum fiir o = (8,2,1,1).

[T T 1T [TTTTT]

EEE /
N

[T T [ [T T T [T T [TTTTT]

g ]
=]

[

11

Abbildung 38: Partieller Last Letter Sequence Baum fiir « = (8,1,1,1,1).
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