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Zusammenfassung

Die Bose-Einstein-Kondensation ist ein Phasenübergang zu einem Zustand bei dem bosonische Teil-
chen den Systemgrundzustand makroskopisch besetzen und sich somit eine Vielzahl von Teilchen
quasi wie ein einzelnes verhält. Dieser besondere Aggregatzustand konnte zunächst mit atomaren
Gasen bei Temperaturen im Nanonkelvin-Bereich realisiert werden. Mit diesen ultrakalten Gasen
konnten viele Effekte der Festkörpertheorie an einem sehr reinen und defektarmen Modellsystem
in optischen Potentialen realisiert werden. Darunter fällt unter anderem die Beobachtung eines Pha-
senübergangs eines Quantengases von einer suprafluiden in eine Mott-Isolator-Phase. Dazu wurde das
frei einstellbare Verhältnis von Tunnelkopplung und Teilchenwechselwirkung in einem optischen Git-
terpotential variiert. Seit 2010 gelingen Experimente zur Bose-Einstein-Kondensation auch mit Pho-
tonen, den quantisierten Teilchen des Lichts, in mit Farbstoff gefüllten optischen Mikroresonatoren.
Dabei wird das Photonengas durch wiederholte teilchenzahlerhaltende Stöße mit den Farbstoffmo-
lekülen ins thermische Gleichgewicht überführt. Ein geringer Abstand der Resonatorspiegel von nur
wenigen Halbwellenlängen sorgt dabei durch den daraus folgenden hohen freien Spektralbereich für
die Farbstoffemission lediglich in transversale Resonatorzustände einer Longitudinalmode. Diese nie-
derenergetische Begrenzung verleiht dem nun zwei-dimensionalen Photonengas eine effektive Masse.
Darüber hinaus ergibt sich aus der Krümmung der Resonatorspiegel ein harmonisches Potential für die
Photonen. Die Gesamtphotonenzahl wird durch optische Pumpanregung der Moleküle eingestellt und
kann durch Erhöhung dieser über den kritischen Punkt, bei der es zur Kondensation kommt, geführt
werden.

In den letzten Jahren wurden mehrere Methoden entwickelt, um die Potentialfalle für Photonen im
Mikroresonatorsystem variabel zu gestalten. Ein Ansatz verfolgt dabei die Variation des Brechungs-
index der Farbstofflösung durch lokale Erwärmung eines beigemischten thermosensitiven Polymers.
Aus der ortsselektiven Erhöhung des optischen Weges ergeben sich reversible attraktive harmonische
Potentiale mit hohen Fallenfrequenzen. In anderen Ansätzen wird die Potentialgeometrie durch räum-
liche Variationen der Spiegeloberfläche gewählt. Dabei kann dies durch die Strukturierung der Spie-
gelsubstrate vor der Beschichtung mit dielektrischen Schichten geschehen oder bereits beschichtete
Spiegel werden durch wärmeinduzierte Delamination der Schichten mikrostrukturiert.

In Rahmen der vorliegenden Dissertation gelang die Demonstration eines Bose-Einstein-Kondensats
in einen kohärent aufgespaltenen Zustand des Lichts. Dazu wurden Photonen in einem Potential mit
zwei Minima thermalisiert. Zu Beginn der Arbeit wurde die oben beschriebene auf wärmeinduzier-
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ter Delamination der dielektrischen Schichten basierende Technik zur Oberflächenverformung von
Spiegeln erweitert um die Erzeugung von komplexen Strukturen mit kleinen Abweichungen zum
gewünschten Oberflächenprofil der reflektierenden Schicht zu ermöglichen. Durch die wiederholte
Abfolge von interferometrischer Oberflächenvermessung und kleinschrittiger Deformation werden
Resonatorspiegel mit einer longitudinalen Auflösung nahe einem Angström mikrostrukturiert.

Mit dem beschriebenen Verfahren wurde im nächsten Schritt ein Doppelmuldenpotential für Photonen
im farbstoffgefüllten Mikroresonator strukturiert, das von einem schwachen harmonischen Fallenpo-
tential überlagert ist. Aufgrund der Tunnelkopplung zwischen den Plätzen des Doppelmuldenpotenti-
als ist der niederenergetischste Zustand für Resonatorphotonen der symmetrische Superpositionszu-
stand der Doppelmulde. Als nächst höherenergetische Resonatormode folgt die anti-symmetrische
Superposition, wobei sich die energetische Differenz aus der Tunnelkopplung, deren Vermessung
ebenfalls ausführlich besprochen wird, ergibt. Höhere Zustände in der gegebenen Fallengeometrie
sind höhere Harmonischer-Oszillator-Moden. Die spektrale sowie räumliche Aufteilung des durch
Kontakt mit den Farbstoffmolekülen thermalisierten Photonengases zeigt eine Besetzung der System-
moden nach der Bose-Einstein-Statistik und deutet auf ein erzeugtes Quantengas im thermischen
Gleichgewicht hin. Insbesondere ist beim Überschreiten der kritischen Teilchenzahl eine makrosko-
pische Besetzung des symmetrischen Superpositionszustandes im Fallenzentrum zu sehen. Sowohl
die beobachtete räumliche Verteilung der Resonatoremission, als auch eine spektrale Analyse, weisen
die Beobachtung eines Bose-Einstein Kondensats im räumlich aufgespaltenen Grundzustand, der die
symmetrische Linearkombination der beiden lokalisierten Eigenzustände der Doppelmulde darstellt,
nach.

In weiteren Experimenten wurde die Tunneldynamik eines Photonengases in Doppelmulden tiefer-
gehend untersucht. Dazu wird ein kohärentes Wellenpaket in einer der Mulden angeregt. Die Zeit-
entwicklung dessen kann mit Pikosekunden-Auflösung beobachtet und die zeitliche Oszillation der
Muldenbesetzungen, die äquivalent ist zu Rabi-Oszillationen im atomaren Zwei-Niveau-System, auf-
gelöst werden. Dieser Verlauf wird durch die theoretische Zeitentwicklung des initial präparierten
Zustands als Superposition von symmetrischem und anti-symmetrischem Zustand gut beschrieben
und lässt auf die Stärke der Tunnelkopplung schließen. Das Verfahren wird auch zur Vermessung der
Photonendynamik in Dreifachmulden verwendet. Dabei konnten die Eingenmoden der Wellenpaket-
oszillation sowohl in gekoppelten linearen als auch in dreiecks-förmigen Gitterpotentialen beobachtet
werden, wobei in der letztgenannten zweidimensionalen Anordnung, bei geeigneter Anregung, auch
eine kreisförmige Photonendynamik beobachtet werden konnte.

Zukünftige Perspektiven der Arbeiten beinhalten die Thermalisierung von Licht in komplexen opti-
schen Gitterstrukturen. Wenn der Grundzustand in einem solchen System mit einer effektiven Photon-
en-Wechselwirkung einen komplexen verschränkten Quantenzustand darstellt, kann dieser direkt durch
Thermalisierung besetzt werden, was die Erzeugung neuartiger Quantenzustände des Lichts ermögli-
chen kann.
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1

Einleitung

Entartete Quantengase haben sich in den letzten Jahrzehnten als hervorragende experimentelle Platt-
form erwiesen um Effekte der Quantenvielteilchenphysik genauer zu verstehen [1]. Für massive bo-
sonische Teilchen tritt im Bereich der Quantenentartung der Effekt der Bose-Einstein-Kondensation
auf, der sich durch die makroskopische Besetzung des Grundzustandes auszeichnet. Die erste experi-
mentelle Realisierung eines Bose-Einstein-Kondensats erfolgte 1995 mit ultrakalten atomaren Gasen
[2, 3] und geschah somit 70 Jahre nach Albert Einsteins theoretischer Vorhersage des Phasenüber-
gangs [4]. Diese hatte er aus einem von Satyendranath Bose entwickelten Modell zur Quantenstatistik
masseloser Teilchen abgeleitet [5]. Die daraus hervorgehende Bose-Einstein-Statistik beschreibt dabei
die energetische Verteilung eines Quantengases aus massiven bosonischen Teilchen im thermischen
Gleichgewicht. Aus dieser resultiert die Vorhersage der makroskopischen Besetzung des energeti-
schen Grundzustands bei Temperaturen unterhalb einer kritischen Temperatur. Die experimentelle
Herausforderung jenen kritischen Punkt zu erreichen, konnte erst nach der Erfindung des Lasers [6]
und der daraus in Folge entwickelten Kühlverfahren von atomaren Gasen geringer Dichte bewältigt
werden [7, 8]. Neben der Kondensation in Experimenten mit Alkaliatomen konnte dieser Zustand bei
einer Vielzahl von weiteren Atomspezies nachgewiesen werden [9–13].

Photonen spielen bei der Realisierung von atomaren Kondensaten im Kühlverfahren, bei der Beob-
achtung, aber auch bei der anschließenden Manipulation eine zentrale Rolle. Die Realisierung der
Kondensation der bosonischen Lichtquanten selbst gelang jedoch erst viel später. Die Schwarzkör-
perstrahlung gilt zwar als Musterbeispiel eines thermischen Gases und war zentraler Anhaltspunkt
für Boses Überlegungen, eignet sich allerdings nicht um photonische Kondensate zu realisieren, da
sich bei der Kühlung des Schwarzköpers ebenfalls die Anzahl der Photonen reduziert und so die
benötigte kritische Phasenraumdichte nicht erzielt werden kann. Theoretische Überlegungen eine
teilchenzahlerhaltende Thermalisierung durch gemeinhin schwache Photon-Photon-Wechselwirkung
in einem nichtlinearen Fabry-Perot-Resonator zu erzeugen, konnten bislang nicht verwirklicht werden
[14, 15]. Mit der Bose-Einstein-Kondensation von Exziton-Polaritonen 2005 [16], gelang erstmals die
Beobachtung eines Kondensats lichtartiger bosonischer (Quasi-)teilchen, welche der starken Kopp-
lung eines optischen Strahlungsfeldes in einem Resonator mit Elektronen-Loch-Paaren (Exzitonen)
entspringen, möglich. Dabei wird die Thermalisierung durch die Wechselwirkung des materieartigen
Teils dieses Mischzustandes vermittelt. Ein rein photonisches Gas im thermischen Gleichgewicht
konnte wenige Jahre später in einem farbstoffgefüllten Mikroresonator, bei welchem der Spiegelab-
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stand ähnlich wie bei Experimenten mit Exziton-Polaritonen nur wenige Lichtwellenlängen beträgt,
erstmalig realisiert werden [17, 18]. Der daraus resultierende große freie Spektralbereich des Resona-
tors übersteigt dabei die spektrale Farbstofffluoreszenzbreite und sorgt somit für die Beschränkung
der Photonendynamik auf die transversalen Resonatorzustände, wobei der Freiheitsgrad in longi-
tudinaler Richtung ausgefroren wird. Der daraus resultierende Grundzustand nichtverschwindender
Energie dieses zweidimensionalen Gases entspricht dabei einer effektiven Masse. Ferner werden die
Photonen durch die inkohärente Kopplung an die sich bei Raumtemperatur befindenden Farbstoff-
moleküle durch wiederholte teilchenzahlerhaltende Absorption- und Reemissionszyklen in ein ther-
misches Gleichgewicht überführt. Beim Überschreiten einer kritischen Teilchenzahl lässt sich dann
die Kondensation in die gaußförmige Grundmode beobachten [19–21]. Diesem neuartigen Zustand
von Licht konnte unter anderem seine durch die Kopplung an das Farbstoffreservoir resultierende
großkanonische Natur nachgewiesen [22] und der Thermalisierungsmechanismus zeitaufgelöst unter-
sucht werden [23, 24]. Durch die geringe Wechselwirkung des Photongases kann es als nahezu ideales
Bose-Gas betrachtet werden und es erlaubte so die Vermessung kalorimetrischer Eigenschaften eines
solchen [25]. Jüngst konnte durch die Analyse der zeitlichen Korrelationsfunktion zweiter Ordnung
ein neuentdeckter nicht-hermitescher Phasenübergang des thermalisierten Photonengases charakteri-
siert werden [26].

Künstlerische Illustration des thermalisierten Pho-
tonengases mit hochenergetischen grünlichen
Photonen am oberen Rand des harmonischen
Fallenpotentials und niederenergetischen rötli-
chen Photonen die sich im Zentrum zu einem
gespaltenen Bose-Einstein-Kondensat, dargestellt
durch zwei leuchtende Kugeln, formieren.

Da die Thermalisierung des Photonengases durch
ein Farbstoff-Wärmebad vermittelt und nicht wie
bei atomaren Kondensaten ein mehrstufiges Kühl-
verfahren mit variabler Potentialgeometrie benö-
tigt wird, kann von einer direkten Kondensation
in den vom Resonator vorgegeben Grundzustand
gesprochen werden. Diese Bedingungen erlauben
es im Prinzip Kondensate in komplexen Grund-
zuständen ohne nachträgliche Manipulationen zu
realisieren und stellen eine potentielle Plattform
für Quantensimulationen oder Optimierungsproble-
me dar [27].

Zur Erzeugung von Fallenpotentialen für Photonen-
gase, die solche nicht-triviale Zustände bereitstellen,
werden Methoden zur Strukturierung der Resonator-
geometrie benötigt. Dabei wurden bereits mehrere
Ansätze verfolgt: Zum einen konnte der Brechungsin-
dex der Farbstofflösung, welcher ein thermosensitives
Polymer zugegeben wird, durch Erwärmung erhöht
und somit die optische Resonatorlänge lokal erweitert
werden [28]. Daraus entstehen näherungsweise harmonische, attraktive Fallenpotentiale, die in
Punktgittern angeordnet werden können. Die Tunnelkopplung zwischen benachbarten Gittermulden,
sowie die Kondensation in einen gaußförmigen Grundzustand in einer einzelnen Mulde konnten
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so beobachtet werden [29]. Alternative vielversprechende Ansätze verfolgen die Manipulation der
Resonatorgeometrie durch permanente Deformationen der Spiegeloberfläche, welche die Komplexität
von Punktgittern übersteigen. Dazu kann das Spiegelsubstrat entweder vor der Beschichtung
strukturiert werden [30] oder die Spiegeloberfläche wird nachträglich unter Ausnutzung laser-
induzierter Delamination der dielektrischen Schichten strukturiert [29–31]. Neben der deutlich
besseren Höhenauflösung beim Erzeugen der Oberflächenstrukturen mit Hilfe der letztgenannten
Methode, ermöglicht diese auch das schnelle Erstellen von Potentialprototypen direkt im Optik-Labor,
welche nach der Erzeugung sofort im Resonatorsystem untersucht werden können.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit gelang die Realisierung eines Bose-Einstein-Kondensates von
Licht in einen kohärent aufgespaltenen Überlagerungszustand. Dies wurde durch die Weiterent-
wicklung des oben beschriebenen Spiegelstrukturierungsverfahrens zur hochpräzisen Gestaltung von
Fallenpotentialen im farbstoffgefüllten Mikroresonator ermöglicht, da mit diesem ein harmonisch
umschlossenes gekoppeltes Doppelmuldenpotential erzeugt werden konnte, dessen Grundzustand
der symmetrischen Superposition der ungestörten Muldeneigenzustände entspricht. Neben der
Thermalisierung und Kondensation eines Photonengases in diesem System konnte in weiterführenden
Untersuchungen unter anderem die kohärente Tunneldynamik in Doppelmuldenpotentialen in
zeitaufgelösten Messungen beobachtet, analysiert und theoretisch beschrieben werden. Die
komplexere Dynamik in Dreifachmulden wird sowohl in linearer als auch geschlossener Anordnung
der Potentialtöpfe zeitaufgelöst studiert und ermöglicht die Beobachtung zweidimensionaler
photonischer Kreisströme.

Struktur der Arbeit
Im nachfolgenden, zweiten Kapitel werden zunächst die theoretischen Grundlagen zu den in dieser
Arbeit ausgeführten Experimenten erörtert. Folgend wird in Kapitel 3 der experimentelle Aufbau zur
Charakterisierung und Mikrostrukturierung von Spiegeloberflächen präsentiert. Auf diese Weise er-
zeugte Doppelmuldenpotentiale werden in Kapitel 4 untersucht und die Bose-Einstein-Kondensation
von Licht in einen Superpositionszustand demonstriert. In Kapitel 5 wird die zeitaufgelöste Tunneldy-
namik eines Photonengases in gekoppelten Doppel- und Dreifachmuldensystemen untersucht. Kapitel
6 enthält die Zusammenfassung der Arbeit und gibt einen Ausblick auf weiterführende Experimente
des realisierten, experimentellen Systems.
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2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunächst die Grundlagen der Bose-Einstein-Kondensation eingeführt. Dabei
wird auf die Realisierung eines Bose-Einstein-Kondensats in einem nicht-wechselwirkenden Photo-
nengas eingegangen. Der dazu notwendige, teilchenzahlerhaltende Thermalisierungsprozess, welcher
durch den absorptiven Kontakt der Photonen an eine Farbstofflösung realisiert wird, wird im De-
tail diskutiert. Das experimentelle Mikroresonatorsystem und die daraus für das Photonengas resul-
tierenden Potentialfallen werden für harmonische Fallengeometrien, sowie Doppelmuldenpotentiale
diskutiert. Experimentelle Ansätze zur Implementierung dieser Systeme durch die Verwendung ger-
krümmter Resonatorspiegel oder ortsselektiver Brechungsindexvariation des Resonatormediums wer-
den vorgestellt, sowie ein Ratengleichungsmodell zur Beschreibung der Dynamik und der stationären
Zustände des Photonengases im getriebenen-dissipativen Systems eingeführt.

2.1 | Bose-Einstein-Kondensation

Für Bosonen, also Teilchen mit ganzzahligem Spin, ist die Wellenfunktion unter Vertauschung zweier
Teilchen symmetrisch. Dies ermöglicht die mehrfache Besetzung eines Ein-Teilchen-Zustandes, wel-
che für Fermionen, d.h. Teilchen mit halbzahligem Spin und anti-symmetrischer Wellenfunktion, nicht
möglich ist (Pauli-Prinzip). Insbesondere wird eine Mehrfachbesetzung im Vergleich zur Situation
der Statistik klassischer Teilchen sogar präferiert, was zur Formation eines Bose-Einstein-Kondensats
bei niedrigen Temperaturen führen kann. Dabei findet ein Phasenübergang zu einem Zustand mit
makroskopischem Anteil der Teilchen eines bosonischen Gases im Grundzustand des Systems statt.
Zuerst wurde dieses Verhalten phänomenologisch bei supraflüssigem Helium beobachtet. Dabei konn-
ten maximale Grundzustandsbesetzungen von ⇠10% beobachtet werden [32], eine Begrenzung, die
der starken interatomaren Wechselwirkung geschuldet ist. Mit Hilfe der Laser- und der evaporativen
Kühlung atomarer Gase auf Temperaturen von ⇠ 10

�7 K konnte hingegen mit einer Vielzahl von
Atomspezies eine annähernd reine Kondensation beobachtet werden. Das folgende Kapitel soll die
Formation eines solchen Kondensats und die Umstände, die diese ermöglichen, beleuchten.

Thermisches atomares Bose-Gas

Für ein ideales atomares Bose-Gas im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T gilt für die
Besetzung eines Zustandes mit der Energie ✏ über dem energetischen Grundzustand der Energie ✏0
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die Bose-Einstein-Statistik [33]:

nT,µ(✏) =
g(✏)

exp [(✏� µ)/kBT ]� 1
, µ  0. (2.1)

Dabei gibt g(✏) die Entartung des jeweiligen Zustandes an. Bei einem kontinuierlichen Energie-
spektrum tritt an deren Stelle die energieabhängige Zustandsdichte. Die Gesamtteilchenzahl N des
Systems wird über das chemische Potential µ implizit festgelegt. Wegen der Teilchenzahlerhaltung
gilt dann stets

X

✏

nT,µ(✏)
!
= N, (2.2)

auch wenn die Temperatur des Bose-Gases verändert wird. Zunächst soll der Fall eines homogenen,
ungefangenen dreidimensionalen Bose-Gases zur Beschreibung der Bose-Einstein Kondensation be-
trachtet werden. In diesem Fall gilt für die Zustandsdichte

g(✏) =
V m

3/2

21/2⇡2~3
✏
1/2 (2.3)

für Atome mit der Masse m im Volumen V . Für ein homogenes d-dimensionales Gas gilt im Allge-
meinen g(✏) / ✏

d/2�1 [34]. Ferner lässt sich die energetische Skalierung der Zustandsdichte in einem
Fallenpotential über den Parameter ↵ charakterisieren und auch das Niedertemperaturverhalten des
Bose-Gases darüber einordnen. Allgemein kann der Zusammenhang

g(✏) = C↵✏
↵�1

, (2.4)

mit der potentialabhängigen Konstante C↵ aufgestellt werden [34]. Aus Gl. 2.1 ist ersichtlich, dass
die Besetzung jedes Zustandes mit nicht verschwindender Energie ✏ > 0 durch das maximal mögliche
chemische Potential µ = 0 limitiert ist. Die Teilchenzahl in angeregten Moden kann dann zu

Nc = C↵

Z 1

0

d✏ ✏
↵�1

1

exp [✏/(kBT )]� 1
= C↵�(↵)⇣(↵) (kBTc)

↵ (2.5)

berechnet werden. Dabei bezeichnet � die Eulersche Gamma-Funktion [35] und ⇣ die Riemannsche
Zeta-Funktion [36]. Übersteigt die Gesamtteilchenzahl N des Systems den kritischen Wert Nc in Gl.
2.5, so kondensieren N�Nc Teilchen in den energetischen Grundzustand. Umgekehrt ist die kritische
Temperatur, unter der es bei konstanter Gesamtteilchenzahl N zu dieser makroskopischen Besetzung
kommt, über

Tc =
N

1/↵

[C↵�(↵)⇣(↵)]
1/↵

kB

(2.6)

gegeben. Wie aus Abb. 2.1 entnommen werden kann, erfolgt keine Sättigung der Besetzung angeregter
Zustände bei ↵ = 1, da durch ⇣(1) ! 1 der Ausdruck in Gl. 2.5 für endliche Temperaturen
divergiert. Die energetische Skalierung der Zustandsdichte, definiert über den Parameter ↵, ist somit
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2D harm.
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3
2

Abbildung 2.1 Gamma- und Zetafunktion als Funktion des Zustandsdichte-Parameters ↵ – Bei Divergenz des
Produktes dieser Funktionen, bei ↵ = 1, ist die Bose-Einstein-Kondensation bei einer nicht-verschwindenden
Temperatur unmöglich. Dies gilt beispielsweise für ein zweidimensionales homogenes Gas.

entscheidend für das Niedrigtemperaturverhalten des Quantengases. Ein zwei-dimensionales Gas mit
der energieunabhängigen Zustandsdichte

g2D,frei(✏) = g2D,frei =
Am

⇡~2 , (2.7)

wobei A die Fläche bezeichnet, kann also keinen Phasenübergang zum Bose-Einstein-Kondensat bei
T 6= 0 vollziehen, da die kritische Teilchenzahl

Nc =

Z 1

>0

Am/⇡~2
exp (✏/kBT )� 1

d✏! 1 (2.8)

divergiert. Im zuvor behandelten drei-dimensionalen Fall (↵ = 3/2) hingegen lässt sich die kritische
Temperatur

Tc =
2⇡

kBm

✓
~3

⇣(3/2)

N

V

◆ 2
3

(2.9)

mit der in Gl. 2.3 gegebenen Zustandsdichte bestimmen. Somit ist die Formation eines Bose-Einstein-
Kondensates in diesem System bei Unterschreitung von Tc möglich. Experimentell werden atomare
Gase üblicherweise in harmonischen Potentialen gefangen. Allgemein kann hier die Zustandsdichte
über

g(✏) =
✏
d�1

(d� 1)!
Q

i ~⌦i
/ ✏

↵�1
, ↵ = d mit i = x, y, z (2.10)

mit den Fallenfrequenzen ⌦i bestimmt werden [34]. Nach Gl. 2.10 ergibt sich so für eine eindimen-
sionale harmonische Falle die Zustandsdichte g1D,harm = 1/(~⌦). Da somit ↵ = 1 gilt, ist der
Phasenübergang zum Bose-Einstein-Kondensat bei einer endlichen Temperatur erneut unterdrückt.
Im folgenden Abschnitt wird beleuchtet wie es durch eine Begrenzung der Potentialtiefe in ähnlichen
Systemen dennoch zur Kondensation kommen kann.
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Abbildung 2.2 Temperaturabhängigkeit des Kondensatanteils in endlichen zweidimensionalen harmonisch
gefangenen Systemen – Der numerisch berechnete Anteil der Grundzustandspopulation ändert sich mit der über
die maximale Potentialtiefe Emax und die Fallenfrequenz ⌦ gegebene variierende Zahl gebundener Zustände
M = Emax/(~⌦), wobei stets ⌦ = 2⇡ ⇥ 39GHz gewählt wurde. Für das Doppelmuldensystem (DM) mit
nur zwei gebundenen Moden, wurde eine Aufspaltung von �E = h ⇥ 10GHz angenommen. Für diese
Konfiguration mit M = 2 sowie den Fall M ! 1 sind die im Text diskutierten analytischen Lösungen
gezeigt.

Kondensatanteil und Phasenübergang in endlichen Systemen

Allgemein lässt sich nach Gl. 2.5 die Gesamtzahl an Teilchen im angeregten Zustand unterhalb der
kritischen Temperatur Tc und somit bei verschwindendem chemischen Potential µ = 0 berechnen. Für
↵ > 1 konvergiert dieser Ausdruck und lässt sich mit Gl. 2.6 umschreiben zur temperaturabhängigen
Anzahl angeregter Teilchen

Na(T ) = N

✓
T

Tc

◆↵

. (2.11)

Der Anteil der Teilchen im Grundzustand n0, andererseits der Kondensatanteil, ist dann

n0 =
N0

N
=

N �Na

N
= 1�

✓
T

Tc

◆↵

. (2.12)

Der Ausdruck gilt nur für ein unendlich tiefes Potential mit ~⌦/(kBT ) ⌧ 1. In Experimenten ist
die Potentialtiefe jedoch oft limitiert (engl. finite-size) und das Integral in Gl. 2.5 kann nicht mehr
als unbegrenzt angenommen werden. Es wird nun durch die Energie Emax des höchstenergetischen
Zustands begrenzt:

Na(T ) =

Z Emax

0

d✏ n(✏, T, µ = 0) (2.13)

Zweidimensionale Systeme von Photonen in solch endlich tiefen Potentialen werden in dieser Arbeit
experimentell untersucht. Der Kontrollparameter für den Grad der Quantenentartung ist dabei die
Gesamtteilchenzahl N , wobei die Temperatur T konstant gehalten wird. Numerisch lässt sich zu jeder
Teilchenzahl die kritische Temperatur bestimmen, sodass Gl. 2.13 erfüllt wird. Abb. 2.2 zeigt den
Kondensatanteil als Funktion der skalierten Temperatur T/Tc für zweidimensionale harmonische
Potentiale variierender Tiefe und gleicher Fallenfrequenz ⌦. Bei steigender Zahl der gebundenen
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Zustände M , entsprechend einer zunehmenden Fallentiefe, nähert sich der Verlauf dem in Gl. 2.12
gegebenen Grenzfall mit ↵ = 2. Dabei ist ein zunehmendes Aufweichen des Übergangverhaltens von
N0/N um Tc bei der Reduktion von M beobachtbar. Es wird maximal in einem System von zwei
nichtentarteten Moden, welche sich energetisch um �E unterscheiden. In diesem speziellen Fall ist
die Anzahl von Teilchen im angeregten Zustand

Na(T ) =
1

exp (�E/kBT )� 1
(2.14)

und die kritische Temperatur

Tc(N) =
�E

ln (1/N + 1) kB
. (2.15)

Dieser Verlauf ist in einem gekoppelten Doppelmuldenpotential, wie in dieser Arbeit untersucht wird,
zu erwarten. Auch in anderen nicht-harmonischen Systemen spielen finite-size Effekte eine wichtige
Rolle für die Kondensation des Bose-Gases. Durch räumlich endliche Ausdehnung eines Boxpoten-
tials konnte jüngst die Bose-Einstein-Kondensation eines homogen zweidimensionalen Photonen-
gases beobachtet werden [37], welche mit ↵ = 1 in einem unendlich großen System bei T 6= 0

unmöglich wäre.

Thermisches Photonengas – Schwarzkörperstrahlung

Ein bekanntes Photonengas im thermischen Gleichgewicht ist die Schwarzkörperstrahlung. Ihr ther-
misches Spektrum lässt sich mit der folgenden, von Albert Einstein aufgestellten, Argumentation
herleiten und verstehen [38]. Dazu werden Photonen in einem Hohlraumresonator betrachtet. Die
Absorption eines Photons mit Energie ~! durch die in den Hohlraumwänden befindlichen Zwei-
Niveau-Systeme erhöht die Wärmeenergie des Resonators. Gleichzeitig kann diese durch die Emission
eines Photons in den Resonator reduziert werden. Für die zeitliche Änderung der Besetzungswahr-
scheinlichkeit pa des angeregten und pg des Grundzustands des Zwei-Niveau-Systems lässt sich aus
der Gesamtheit spontaner und stimulierter Emission und der Absorption mit der spektralen Photonen-
dichte n der folgende Zusammenhang aufstellen:

@

@t
pa = �(A+ ~!Bn)pa + ~!Bnpg,

@

@t
pg = �

@

@t
pa. (2.16)

Die Raten für spontane und stimulierte Prozesse (A und Bn) sind dabei durch die Einstein-Koeffizienten
A und B gegeben. Im stationären Gleichgewichtszustand, @pg/@t = @pa/@t = 0, gilt somit:

(A+ ~!Bn)pa = ~!Bnpg (2.17)

Da die Zwei-Niveau-Systeme sich im thermischen Gleichgewicht befinden, gilt für das Verhältnis der
Besetzungen von angeregtem Zustand und Grundzustand

pa

pg
= exp (�~!/kBT ) , (2.18)
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wobei T die Temperatur des Schwarzkörpers bezeichnet. Einsetzen dieser Relation in Gl. 2.17 liefert
die spektrale Photonendichte

n(!, T ) =
A

~!B
1

exp (~!/kBT )� 1
. (2.19)

Mit der spektralen Zustandsdichte im dreidimensionalen Raum, A/(~!B) = !
2
/(⇡

2
c
3
), ergibt sich

das aus der statistischen Physik bekannte Plancksche Strahlungsgesetz [5]:

n(!, T ) =
!
2
/(⇡

2
c
3
)

exp (~!/kBT )� 1
(2.20)

Bei Vergleich mit der Bose-Einstein-Statistik in Gl. 2.1 fällt auf, dass das chemische Potential µ in
der Schwarzkörperstrahlung verschwindet. Es gibt somit keine Randbedingung zur Teilchenzahler-
haltung. Eine Reduzierung der Schwarzkörpertemperatur führt automatisch auch zur Verringerung
der Photonendichte. Durch Integration von Gl. 2.20 über alle Frequenzen ergibt sich die Temperatur-
abhängigkeit der Photonendichte

N/V =

Z 1

0

n(!, T )d! / T
3
. (2.21)

Mit T ! 0 gilt somit N/V ! 0 und eine makroskopische Grundzustandsbesetzung ist selbst
am absoluten Nullpunkt unmöglich. Der experimentelle Aufbau, welcher die teilchenzahlerhaltende
Thermalisierung eines Photonengases und dessen Bose-Kondensation zum ersten Mal erlaubte, wird
in den folgenden Abschnitten ausführlich besprochen.

2.2 | Thermisches Photonengas im farbsto�gefüllten optischen Mikroresonator

Wie in den vorherigen Abschnitten gezeigt, kann es in einem bosonischen Gas unterhalb einer kri-
tischen Temperatur zur Bose-Einstein-Kondensation kommen. Dabei ist die Existenz eines teilchen-
zahlerhaltenden Thermalisierungsprozesses und ein nicht verschwindendes chemisches Potential es-
sentiell. Anders als bei stoßinduzierter Thermalisierung atomarer Gase, ist dies für ein thermalisiertes
Spektrum eines Schwarzkörpers nicht gegeben. Im Folgenden wird erklärt, wie die Thermalisierung
und Kondensation eines photonischen Bose Gases dennoch in einem farbstoffgefüllten optischen
Resonator möglich ist und wie dies in Experimenten realisiert wird.

2.2.1 | Farbsto�nduzierte Thermalisierung eines Photonengases

Ein die Gesamtteilchenzahl erhaltender Thermalisierungsprozess wird experimentell durch die in-
kohärente Kopplung von Photonen in einem Mikroresonator an Farbstoffmoleküle über wiederholte
Absorption und Re-Emission erzielt. Entscheidend ist dabei der proportionale Zusammenhang [40,
41]

f(!)

↵(!)
/ !

3
exp

✓
�

~!
kBT

◆
, (2.22)
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Abbildung 2.3 Jablonski Diagramm und Spektren des Farbstoffes Rhodamin 6G – a, Vereinfachtes
Energieschema mit drei elektronischen Singulettniveaus S1, S2 und S3 und dem Triplettniveau T1 mit
den dazugehörigen in orange hinterlegten Energiebändern. Der energetische Abstand zwischen S0 und S1

beträgt ~!0 (Null-Phononen-Linie). Die thermalisierten Besetzungen der Energiebänder sowie die möglichen
Übergänge zwischen den Zuständen sind schematisch dargestellt. b, Absorptions- und Fluoreszenzstärke ↵(!)
und f(!) von Rhodamin 6G, Daten nach [39].

welcher das Verhältnis von Absorption und Fluoreszenz über den Absorptionskoeffizienten ↵(!)

und die mittlere emittierte Energie pro Frequenzintervall f(!) bei der Lichtfrequenz ! mit einem
Boltzmann-Faktor verknüpft. Folgend wird diese sogenannte Kennard-Stepanov-Relation für Farb-
stoffmoleküle schematisch hergeleitet und anschließend anhand von Markov-Prozessen gezeigt, wie
die Molekül-Photon-Wechselwirkung das photonische Quantengas ins thermische Gleichgewicht über-
führen kann.

Kennard-Stepanov-Relation der Farbsto�moleküle

Fluoreszenzfarbstoffe, wie der in dieser Arbeit verwendete Farbstoff Rhodamin 6G (R6G), sind che-
mische Verbindungen, welche sich dadurch auszeichnen, dass nach optischer Anregung des Mo-
leküls in einen höheren elektronischen Zustand mit hoher Wahrscheinlichkeit die Emission eines
Photons folgt. Die Fluoreszenzausbeute eines Farbstoffes, welche angibt mit welcher Effizienz dieser
Prozess stattfindet, beträgt im Falle von R6G in einer Ethylen-Glykol-Lösung etwa 95% [42]. Die
Absorptions- und Fluoreszenzspektren von Farbstoffen weisen üblicherweise ähnliche Eigenschaften
auf. Zum einen erfüllen sie die Kasha-Regel, welche besagt, dass das Fluoreszenzspektrum unab-
hängig von der optischen Anregungsfrequenz ist [43]. Ferner lässt sich eine Rotverschiebung relativ
zum Absorptionsspektrum (Stokes-Shift) sowie eine Spiegelung an der spektralen Achse beobachten
(Spiegel-Bild-Regel) [44]. Anhand des in Abbildung 2.3a dargestellten Jablonski-Diagramms kann
das vereinfachte Energieschema von Rhodamin 6G nachvollzogen und der Ursprung der genannten
Eigenschaften, welche auch dem in Abb. 2.3b gezeigten Spektrum dieses Farbstoffes zu entnehmen
sind, verstanden werden.
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Das Energieschema ist in elektronische Singulett- und Triplettzustände unterteilt. Bedingt durch die
hohe Komplexität des Farbstoffmoleküls existiert eine Mannigfaltigkeit an Rotations- und Vibrations-
zuständen, welche bei nicht-verschwindender Umgebungstemperatur T die elektronischen Zustände
zu höheren Energien hin verbreitert (orange unterlegt). Die Energiedifferenz des ersten angeregten
Zustands S1 und des Grundzustands S0 von ~!npl bei T = 0 wird als Null-Phononen-Linie bezeichnet
und beträgt im Fall von Rhodamin 6G etwa 2.3 eV. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit einer ther-
mischen Anregung dieses Übergangs bei Raumtemperatur stark unterdrückt (e�E/(kBT )

⇠ 10
�40).

Die optische Anregung höherer elektronischer Zustände ist möglich, die Abstrahlung eines Photons
erfolgt jedoch ausschließlich vom ersten angeregten Zustand. Grund dafür sind Konversionsprozesse,
bedingt durch die überlappenden Energiebänder der höheren Niveaus, welche das Molekül über nicht
radiative Prozesse in den ersten angeregten Zustand führen. Die Fluoreszenzlebensdauer in diesem
Niveau beträgt etwa 4 ns.

Wie in Abb. 2.3 eingezeichnet, sind die verbreiterten Energiebänder der elektronischen Zustände
thermisch besetzt, denn über wiederholte Stöße des Farbstoffmoleküls mit den umgebenden Lö-
sungsmittelmolekülen wird überschüssige Energie dissipiert und im Gleichgewicht eine thermische
Verteilung der rovibronischen Anregungen induziert. Dieser Thermalisierungsprozess findet in der
zeitlichen Größenordnung von Pikosekunden statt und ist somit meist vor der Desaktivierung des
angeregten elektronischen Zustands abgeschlossen. Vereinfacht lässt sich somit sagen, unabhängig
von der Energie des anregenden optischen Photons befindet sich das emittierende Farbstoffmolekül
statistisch im selben Zustand. Daran lässt sich einfach die Unabhängigkeit des Farbstofffluoreszenz-
spektrums von der Anregungswellenlänge (Kashas Regel), dessen Rotverschiebung (Stokes-Shift)
sowie seine Spiegelung relativ zum Absorptionsspektrum verstehen.

Neben strahlungsloser Abregung existiert ein weiterer Verlustkanal, welcher die Photonenzahlerhal-
tung durch erneute Emission nach erfolgter Absorption einschränkt. Es handelt sich um den Prozess
der Fluoreszenzlöschung. Dabei wird durch Wechselwirkung der Farbstoffmoleküle untereinander
oder mit den Lösungsmittelmolekülen die Energie des zuvor absorbierten Photons nichtradiativ abge-
geben. Neben dynamischen Prozessen, die das Molekül zurück in den elektronischen Grundzustand
führen, kann hierbei in statischen Prozessen die Struktur des Farbstoffmoleküls dauerhaft verändert
werden und seine Fähigkeit zur Fluoreszenz reduziert oder ausgelöscht werden. Da die Wahrschein-
lichkeit für das Eintreten dieses Photobleichens mit der Verweildauer in angeregten Zuständen steigt,
tritt dieser Effekt vor allem bei Molekülen in den in Abb. 2.3 dargestellten Triplettzuständen auf, da
diese Lebensdauern bis zu einer Sekunde aufweisen. Die Anregung dieser Zustände findet hauptsäch-
lich durch Interkombination hoch angeregter Molekülzustände statt. Sie sind ebenfalls verantwortlich
für die sogenannte Triplettsättigung: Dabei gelangen Moleküle fortlaufend durch die kontinuierliche
Bestrahlung mit einem Pumplaser oder durch Reabsorption zuvor emittierter Photonen in Triplettzu-
stände und können wegen ihrer langen Lebensdauer bis zur Abregung durch Phosphoreszenz nicht
zu erneuten Absorptionsprozessen beitragen. Bei hohen Pumpleistungen wird die Farbstofflösung
somit zunehmend transparent für die Pumpphotonen. Im Speziellen würde so der in den folgen-
den Abschnitten beschriebene teilchenzahlerhaltende Thermalisierungsprozess der Photonen durch
Absorption-Emission-Zyklen bei hohen Pumpleistungen unterbunden. Aus diesem Grund wird der
Farbstoff mit Laserpulsen (Pulsdauer 100 ns–1 µs) von geringer Wiederholrate (1–100 Hz) angeregt,
um den beschriebenen Effekt zu minimieren. Dieser geringe Tastgrad hat den weiteren Vorteil, dass die
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Erwärmung der Lösung durch nicht-radiative Abregung und die Dissipation überschüssiger Energie
in die als Wärmebad fungierenden Lösungsmittelmoleküle unterdrückt wird. Dies ist deshalb wichtig,
da eine Temperaturerhöhung am Ort der Pumpanregung ebenfalls eine Brechungsindexänderung mit
sich bringt, welche das Fallenpotential in einem Resonator (vgl. Abschnitt 2.2.2) während eines oder
mehrerer aufeinanderfolgender Pumppulse variieren kann [29, 45].

Mit den im Farbstoffmolekül stattfindenden Prozessen lässt sich nun die Kennard-Stepanov-Relation
in Gl. 2.22 herleiten [46–48]. Der Absorptionskoeffizient und die Fluoreszenzstärke des Farbstoffmo-
leküls ergeben sich über die Beiträge von einzelnen rovibronischen Energieniveaus mit den Energien
✏a im angeregten und ✏g im elektronischen Grundzustand unter Berücksichtigung der jeweiligen
Zustandsdichte ga,g(✏). Für ihr Verhältnis gilt mit den Einstein-Koeffizienten A(✏,!) und B(✏,!)

für spontane Emission und Absorption

f(!)

↵(!)
/

R
ga (✏a) pa (✏a)A (✏a,!) d✏aR
gg(✏g)pg(✏g)B(✏g,!)d✏g

. (2.23)

Mit der zuvor getroffenen Annahme einer thermischen Besetzung dieser Niveaus im elektronisch
angeregten sowie im Grundzustand gilt für die Besetzungswahrscheinlichkeiten

pa(✏) = pa(✏) = exp

✓
�✏

kBT

◆
. (2.24)

Betrachtet man nun einen Absorptionsprozess eines Photons mit der Energie ~! so gilt durch Ener-
gieerhaltung:

~! + ✏g = ~!npl + ✏a ! ✏a = ~(! � !npl) (2.25)

für die rovibronische Energie des angeregten Zustands. Ferner gilt mit der A-B-Relation der Einstein-
Koeffizienten [46, 49]

ga (✏a)A (✏a,!) d✏a =
2~!3

⇡c2
gg(✏g)B(✏g,!)d✏g. (2.26)

Eingesetzt in Gl. 2.23 ergibt sich somit das Gesetz von Kennard und Stepanov:

f(!)

↵(!)
/

2~!3

⇡c2
exp


�✏� ~(! � !npl)

kBT

�
/ exp

✓
�✏

kBT

◆
/ !

3
exp


�~(! � !npl)

kBT

�
. (2.27)

Diese Relation von Fluoreszenz und Absorption ist experimentell gut über limitierte Spektralbereiche
erfüllt. Es lässt sich andererseits häufig beobachten, dass die über Anpassung der Relation bestimmte
Temperatur, auch spektrale Temperatur genannt, von der gemessenen Umgebungstemperatur abweicht
[50]. Trotz dieser geringen Unstimmigkeiten, welche üblicherweise durch unabgeschlossene Therma-
lisierung im angeregten Zustand und imperfekte Quanteneffizienz erklärt werden, konnte diese Relati-
on in einer Vielfalt von experimentellen Systemen bestätigt werden, u.a. bei flüssigen Farbststoff- und
Quantenpunktlösungen [17, 51, 52], bei in Polymermatrizen eingeschlossenen Farbstoffmolekülen
[53] und auch bei ultradichten atomaren Gasen [54].
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Übergang des Photonengases ins thermische Gleichgewicht

Als Markov-Kette wird ein stochastisches Modell bezeichnet, bei dem eine Sequenz von System-
konfigurationen betrachtet wird in der jedes Folgeereignis nur von der aktuellen Anordnung des
Systems abhängt [55]. Als eine Abfolge von stochastisch gewichteten Übergängen lässt sich auch
der Thermalisierungsprozess eines Photonengases bei der Interaktion mit Farbstoffmolekülen über
wiederholte Absorption und Emission betrachten. Dabei wird das System kontinuierlich in neue Kon-
figurationen, hier durch die modifizierte Besetzung der Systemmoden, überführt [18]. Die zeitliche
Änderung der Wahrscheinlichkeit pC(t) eine bestimmte Konfiguration C zum Zeitpunkt t gegenüber
dem Folgeschritt t + 1 vorzufinden, ist über die Differenz der Wahrscheinlichkeitszu- und abflüsse
bestimmt. Mit den Konfiguration-Übergangsraten � gilt dann die Mastergleichung

pC(t)� pC(t+ 1) =

X

C0

pC0(t) · �(C
0
! C)�

X

C0

pC(t) · �(C ! C
0
). (2.28)

Erreicht das System bei t ! 1 thermisches Gleichgewicht, so ist die Wahrscheinlichkeit das System
in der Konfiguration C mit der Energie EC vorzufinden mit dem entsprechenden Boltzmann-Faktor

pC(t ! 1) = exp(�EC/(kBT ))/Z (2.29)

gewichtet. Dabei bezeichnet Z die Zustandssumme. In diesem asymptotischen Fall gilt für die Mas-
tergleichung dann ferner:

0 =

X

C0

exp(�EC0/(kBT )) · �(C
0
! C)�

X

C0

exp(�EC/(kBT )) · �(C ! C
0
). (2.30)

Eine der Lösungen von Gl. 2.30 wird als detailliertes Gleichgewicht bezeichnet. Für sie gilt

0 = exp(�EC0/(kBT )) · �(C
0
! C)� exp(�EC/(kBT )) · �(C ! C

0
), 8C,C

0
. (2.31)

Es gibt somit keinen effektiven Wahrscheinlichkeitsfluss zwischen verschiedenen Systemkonfigura-
tionen. Nach Gl. 2.31 folgt weiter für das Verhältnis der Übergangsraten

�(C
0
! C)

�(C ! C0)
= exp [(EC0 � EC)/(kBT )] . (2.32)

Es lässt sich schließen, dass in einem System über die Abfolge statistisch gewichteter Prozesse in
einer Markov-Kette thermisches Gleichgewicht erreicht wird, wenn Gl. 2.32 für die Übergangsraten
erfüllt ist.

Folgend wird diese Bedingung für das im Vergleich zum Experiment vereinfachte System einer mit
Farbstoff gefüllten Box, wie in Abb. 2.4 dargestellt, überprüft. Da eine perfekte Reflektivität der
Boxwände angenommen wird, können Photonen nur über die zwei eingezeichneten Öffnungen in
das System eindringen und es verlassen. Beispielhaft können Photonen eines Pumplasers in die Box
eingestrahlt werden. Vernachlässigt man Verluste, so wird das Pumpphoton während seines Aufent-
haltes in der Box mehrmals von Farbstoffmolekülen absorbiert und re-emittiert, variiert von Emission
zu Emission in seiner Wellenlänge und verändert dabei fortlaufend die Konfiguration, also die Beset-
zung der Moden des Systems. Betrachtet man den Übergang der Konfiguration |xi zu |yi durch die
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Abbildung 2.4 Schema des Thermalisierungsprozesses von Photonen in einer farbstoffgefüllten Box –
Photonen können nur über die zwei Öffnungen in die Box mit spiegelnden Wänden eindringen und sie verlassen.
Nach initialem Eindringen eines Photons (grüner Pfeil) wird die Konfiguration des Systems fortlaufend durch
Absorption und darauffolgende Re-Emission durch Farbstoffmoleküle modifiziert. Beispielhaft ist hier die
Änderung der Konfiguration |xi zu |yi eingezeichnet.

Absorption eines Photons der Mode i und der damit einhergehenden Reduktion der Besetzung ni und
die darauffolgende Emission in die Mode j, so lassen sich |xi und |yi relativ zueinander mit

|xi = |n
x
1 , n

x
2 , . . . , n

x
i , . . . , n

x
j , . . .i
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x
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ausdrücken. Für die Absorptions- und Emissionswahrscheinlichkeit P k
Abs

und P
k
Ems

von und in eine
Mode k lassen sich unter der Berücksichtigung spontaner und stimulierter Prozesse folgende Propor-
tionalitäten aufstellen:

P
k
Abs

/ nk · ↵(!k), P
k
Ems / (nk + 1) ·

f(!k)

~!kg(!k)
(2.33)

Für die Übergangsrate gilt dann über das Produkt dieser Wahrscheinlichkeiten folgende Relation:
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i
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j
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/ n
x
i ↵(!i) · (n

x
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f(!j)

~!jg(!j)
(2.34)

Analog gilt für den umgekehrten Prozess
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f(!i)

~!ig(!i)
= (n

x
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Für das Verhältnis dieser Raten ergibt sich mit der Zustandsdichte g(!k) = !
2

k/⇡
2
c
3 über die Kennard-

Stepanov-Relation

�(|xi ! |yi)

�(|yi ! |xi)
=
↵(!i)f(!j)!
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(2.36)

/ exp
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�~(!j � !i)

kBT

◆
, (2.37)

sodass die in Gl. 2.32 gegebene Bedingung für detailliertes Gleichgewicht in diesem System hinrei-
chend erfüllt wird. Tatsächlich müssen bei genauerer Beschreibung des Systems optische Verluste und
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die Deaktivierung der Farbstoffmoleküle durch nichtradiative Übergänge und Strahlung in ungefange-
ne Moden berücksichtigt werden. Diese verletzen die Annahme der Teilchenzahlerhaltung und stellen
Verlustkanäle dar. Durch Kompensation dieser mit Hilfe einer Pumpquelle wird jedoch die mittlere
Photonenzahl die relevante konstante Größe. Die im Mikroresonator stattfindenden mikroskopischen
Prozesse lassen sich mit einem Ratengleichungsmodell, wie es in Abschnitt 2.2.4 besprochen wird,
beschreiben und erlauben so die numerische Modellierung des experimentellen Systems.

2.2.2 | Dispersionsrelation im optischen Mikroresonator

Wird der freie Spektralbereich eines farbstoffgefüllten Resonators größer als die spektrale Breite des
Farbstoffs, so können vom Farbstoff emittierte Photonen in guter Näherung nur noch eine longitudi-
nale Mode mit der Modenzahl q besetzen. Allgemein gilt für die Dispersionsrelation eines Photons in
einem Medium mit dem Brechungsindex n0

E(~k) = ~ c

n0

|~k| = ~ c

n0

q
k2x + k2y + k2z (2.38)

mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c und dem Wellenvektor ~k mit seinen longitudinalen und trans-
versalen Anteilen kz und kx und ky. Über die von der Spiegelgeometrie vorgegebenen Randbedingung-
en gilt im Resonator mit transversal variierendem Spiegelabstand D(x, y) für den longitudinalen
Wellenvektor

kz(x, y) =
q⇡

D(x, y)
. (2.39)

Der Ausdruck in Gl. 2.38 kann nun zu

E = ~ c

n0

s✓
q⇡

D(r)

◆
2

+ k2x + k2y (2.40)

umgeformt werden und mit der paraxialen Näherung (kx,y ⌧ kz) zu

E ⇡ ~ c

n0

 
q⇡

D(x, y)
+

(k
2
x + k

2
y)D(x, y)

2q⇡

!
(2.41)

weiter approximiert werden. Der lokale Spiegelabstand D(x, y) = D0 � �d(x, y) ist über den
maximalen Abstand der Spiegel D0 und die lokale Abweichung �d(x, y) definiert. Somit gilt für
die Dispersionsrelation

E ⇡ ~ c
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+

(k
2
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(2.42)
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2
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2q⇡

!
. (2.43)

Dabei wurden im letzten Schritt die Variationen�d als klein gegen den minimalen Spiegelabstand D0

angenommen. Die minimale Energie der Photonen im Resonator (kx,y = �d = 0) lässt sich in dem
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Abbildung 2.5 Dispersionsrelation im Mikroresonator – a, Schematische Darstellung eines Resonators, welcher
aus zwei Spiegeln mit Krümmungsradius R mit transversal variierendem Abstand D(r) geformt wird. Im
Gegensatz zur linearen Dispersionsrelation im freien Raum (b), erhalten Photonen im Mikroresonator eine von
Null verschiedene effektive Ruhemasse und die Photonenenergie skaliert quadratisch mit dem transversalen
Wellenvektor kr (c).

zwei-dimensionalen Bild als Ruheenergie mit der effektiven Masse mph = ~q⇡n0/(D0c) auffassen
und somit Gl. 2.43 schreiben als

E ⇡ mph
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Die Dispersionsrelation gleicht somit der Energie eines massiven Teilchens im zwei-dimensionalen
Potential V (x, y). Nimmt man ferner neben lokalen Abstandsvariationen der Spiegel ebenfalls kleine
transversale Variationen des Brechungsindex n(x, y) = n0 +�n(x, y) an, so lässt sich das Potential
mit der Näherung �n�d ⇡ 0 zu

V (x, y) =
~cq⇡
n0D

2

0

�d(x, y)�
~cq⇡
n
2

0
D0

�n(x, y) (2.45)

ausdrücken. Es ist also möglich durch gezielte Strukturierung der Spiegeloberfläche oder durch Mo-
dulation des Brechungsindex die Potentiallandschaft für ein zwei-dimensionales Photonengas im Mi-
kroresonator zu kontrollieren. Außerdem können mögliche durch die Photonen selbst induzierte Bre-
chungsindexänderungen über den Kerr-Effekt oder thermo-optische Effekte berücksichtigt werden,
die als (retardierte) Selbst-Wechselwirkungen der Photonen interpretiert werden können [18, 29].

Beispielhaft soll nun ein Mikroresonator aus zwei Spiegeln mit Krümmungsradius R betrachtet wer-
den. In diesem System konnte erstmals ein Photonen-Bose-Einstein-Kondensat beobachtet werden
[19]. Aus Abb. 2.5a ist ersichtlich, dass für den lokalen Spiegelabstand als Funktion des radialen
Abstands r zur optischen Achse

DR(r) = D0 � 2

⇣
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p
R2 � r2

⌘
⇡ D0 � 2

✓
R�R+

r
2

2R

◆
(2.46)

⇡ D0 �
r
2

R
= D0 ��d(r) (2.47)

gilt und folglich das durch die Resonatorgeometrie geformte Potential durch
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c

n0

p
D0R/2

(2.48)
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mit der Fallenfrequenz ⌦ beschrieben wird. Wie in den Abbildungen 2.5b und c dargestellt, ergibt
sich im Vergleich zur linearen Dispersion im freien Raum ein quadratischer Zusammenhang zwischen
Photonenenergie und transversalem Wellenvektor kr =

q
k2x + k2y . Die Eigenzustände  nx,ny dieses

Systems entsprechen denen eines zweidimensionalen harmonischen Oszillators mit den Hermite-
Polynomen Hn(x) [56]:

 nx,ny(x, y) =  nx(x) ny(y) (2.49)

 n(x) =

r
1

2nn!

✓
mph⌦

⇡~

◆
1/4

e
�

mph⌦x2

2~ Hn

 r
mph⌦

~ x

!
(2.50)

Dabei sind  n(x) die Eigenzustände des eindimensionalen harmonischen Oszillators. Mit den trans-
versalen Modenzahlen nx und ny gilt

Enx,ny =
mphc

2

n
2

0

+ ~⌦ (nx + ny + 1) (2.51)

für die dazugehörigen Eigenenergien des Systems. Für die Energieentartung, also die Anzahl an
Moden mit selber Energie, gilt somit mit n = nx + ny:

g(ui) = 2 · [(n(ui) + 1] = 2 · [ui/(~⌦) + 1] (2.52)

Dabei wird hier die zweifache Polarisationsentartung für Photonen berücksichtigt. Des Weiteren be-
zeichnet u = i · ~⌦ die Energie der Mode i über der Grundzustandsenergie E0 = (mphc

2
/n

2

0
+ ~⌦)

des Systems.

Betrachtet man nun ein thermisches Photonengas in dem durch den Mikroresonator gegebenen Fallen-
potential, so gilt nach der Bose-Einstein-Statistik für die Besetzung der entarteten Mode i

ni(ui) =
g(ui)

exp [(ui � µ)/kBT ]� 1
=

2(i+ 1)

exp [(i~⌦� µ)/kBT ]� 1
. (2.53)

Wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, gilt für die maximale Besetzung angeregter Zustände und somit für
die kritische Teilchenanzahl

Nc =

X

i>0

ni(µ̃ = 0) =

X

i>0

2(i+ 1)

exp [(i~⌦)/kBT ]� 1
(2.54)
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. (2.55)

In der Näherung wurde hier das Energiespektrum als kontinuierlich angenommen (~⌦ ⌧ kBT ). Für
die kritische Temperatur Tc bei konstanter Teilchenzahl N gilt somit:

Tc ⇡
~⌦
kB⇡

p

3N. (2.56)
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Drückt man die Fallenfrequenz wieder in Parametern des Mikroresonatorssystems aus, so erhält man

Tc ⇡
~c

⇡kBn

r
6N

D0R
und Nc ⇡

⇡
2

6

✓
kBTn

~c

◆
2

D0R (2.57)

für die kritischen Werte der Teilchenzahl und der Temperatur am Phasenübergang des Quantengases
zum Bose-Einstein-Kondensat.

2.2.3 | Erste Experimente zur Photon-Bose-Einstein-Kondensation

Das erste rein photonische Bose-Einstein-Kondensat konnte 2010 im Rahmen der Dissertation von Jan
Klärs realisiert werden [18, 19]. Der experimentelle Aufbau, der diese Beobachtung erlaubte, ist in
Abb. 2.6a schematisch dargestellt. Die zentrale Komponente ist ein optischer Hochfinesse-Resonator,
welcher durch zwei sphärische Spiegel mit Krümmungsradien von 1m und einer Reflektivät von
über 99.997% im Wellenlängenbereich 500 – 590 nm gebildet wird und dessen Hohlraum mit einer
Rhodamin-6G-Methanol-Farbstofflösung gefüllt ist. Der Spiegelabstand ist so gewählt, dass der freie
Spektralbereich in der Größenordnung der spektralen Emissionsbreite des Farbstoffes liegt und somit
nur eine longitudinale Resonatormode, hier q = 7, durch Photonen im Resonator besetzt werden kann.
Ferner resultiert aus der Krümmung der Spiegel ein harmonisches Potential mit einer Fallenfrequenz
von etwa 2⇡⇥41GHz (siehe Gl. 2.48). Des Weiteren erhalten die Photonen durch die longitudinale
Abschneidewellenlänge von etwa 585 nm eine effektive Masse von 6.7⇥ 10

�36
kg im Resonator.

Um den Resonator mit Photonen zu befüllen, wird die Farbstofflösung unter einem Winkel von
42° (Transmissionsmaximum der Spiegel) zur Spiegelnormalen mit einem Pumplaserstrahl bei der
Wellenlänge 532 nm bestrahlt und so Molekülanregungen im Farbstofffilm erzeugt. Die darauffolgend
von den Molekülen in die Resonatormoden emittierten Photonen durchlaufen wiederholt Emissions-
und Absorptionsereignisse in dem zuvor beschriebenen teilchenerhaltenden Thermalisierungsprozess.
Dieser ist dabei statistisch betrachtet vor dem Verlust durch Spiegeltransmission abgeschlossen [23,
24]. Die mittlere Gesamtphotonenzahl wird über die Intensität des Pumplaserstrahles eingestellt und
die Transmissionsverluste durch diesen während der Pulsdauer von 500 ns ausgeglichen. Mit einer
Wiederholrate von 50Hz wird der Tastgrad so gewählt, dass der Effekt des Photobleichens der Farb-
stoffmoleküle eine geringe Rolle spielt. Die während des Pumppulses durch die Spiegel transmittierte
Farbstofffluoreszenz wird spektral und örtlich analysiert und ermöglicht die direkte Beobachtung des
Quantengases. Die Photonenzahl im Resonator und somit die Intraresonatorleistung wird über den
freien Parameter der Pumpleistung eingestellt, während die Temperatur des Resonatorsystems kon-
stant bei der Raumtemperatur von 300K verbleibt. In Abb. 2.6a sind die auf diese Weise gemessenen
Spektren der Resonatoremission für variierende Photonenzahlen dargestellt. Mit steigender Teilchen-
zahl ist dabei eine zunehmende Besetzung bei der Abschneidewellenlänge und somit des Grundzu-
standes zu beobachten. Ebenfalls ist eine Sättigung der angeregten Zustände über einer kritischen
Gesamtphotonenzahl von Nc,exp = 6.6(25)⇥ 10

4 ersichtlich, während es an diesem kritischen Punkt
zur makroskopischen Besetzung des Grundzustands kommt und das Photonengas somit den Übergang
zum Bose-Einstein-Kondensat erfährt. Dieses Verhalten lässt sich auch in der, in Abb. 2.6b gezeigten,
räumlichen Verteilung der Photonen im Resonator erkennen. Hochenergetische (grüne) Photonen
besetzen den äußeren Rand der thermischen Wolke, wobei sich niederenergetische, orangefarbene
Photonen im Zentrum konzentrieren. Die starke Besetzung der zentralen, gaußförmigen Grundmode
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Abbildung 2.6 Erste Realisierung eines Photonen-Bose-Einstein-Kondensates – a, Spektrale Verteilung der
Fluoreszenz in einem sphärischen farbstoffgefüllten Mikroresonatorsystem für verschiedene Gesamtphotonen-
zahlen relativ zur kritischen Teilchenzahl Nc,exp, bei der es zur Kondensation in den Grundzustand bei einer
Wellenlänge von 585 nm kommt. Der experimentelle Aufbau ist im Bildeinschub schematisch dargestellt. b,
Räumliche Abbildung der Resonatoremission bei einer Photonenzahl N unter- und oberhalb der kritischen
Teilchenzahl Nc. Die Teilabbildungen wurden Referenz [18] entnommen und überarbeitet.

über der Kondensatschwelle wird durch die hohe Intensität in der Bildmitte deutlich. Die Besetzung
der Moden wird durch die Bose-Einstein-Statistik, wie sie in Gl. 2.53 explizit für dieses System
aufgestellt ist, bei einer Temperatur von 300K, sehr gut beschrieben und die theoretisch zu erwar-
tende kritische Gesamtphotonenzahl, welche sich mit Gl. 2.57 zu etwa 77000 bestimmen lässt, liegt
im Fehlerbereich des experimentellen Wertes. Gegenüber Experimenten mit atomaren Bose-Gasen
muss das photonische Quantengas keine aufwändigen mehrstufigen Kühlverfahren durchlaufen, ehe es
kondensiert. Hier wird die kritische Phasenraumdichte durch Erhöhung der Photonenzahl bei konstant
bleibender Temperatur erreicht. Experimente in ähnlichen Aufbauten wurden in einer Vielzahl von
Arbeiten ausführlich untersucht [17, 20, 21]. So konnte unter anderem die Thermalisierungsdynamik
zeitaufgelöst betrachtet und die kalorimetrischen Eigenschaften des Photonengases in der Umgebung
des kritischen Punktes vermessen werden [24, 25, 37].

In weiteren Arbeiten konnte der experimentelle Aufbau so erweitert werden, dass mehrere harmo-
nische Potentiale innerhalb eines Resonatorsystems angeordnet werden konnten [28, 29, 57]. Dazu
wird, wie in Abb. 2.7a dargestellt, ein Resonator aus zwei Planspiegeln mit einer Farbstoff-Wasser-
Lösung gefüllt, welcher ein thermo-sensitives Polymer (NIPAM) hinzugefügt wird [58, 59]. Durch
ortsselektive Bestrahlung einer unter den dielektrischen Schichten befindlichen absorptiven, 30 nm
dicken Siliziumschicht kann die Lösung erwärmt werden. Oberhalb der kritischen Temperatur von
etwa 32 °C werden die bei niedrigeren Temperaturen gelösten Polymere unlöslich. Dieser Übergang
wird auch Globuli-Knäuel-Übergang genannt [60] und weist im Falle von NIPAM eine Temperatur-
breite von etwa 0.2 °C auf, innerhalb welcher sich der Brechungsindex der Lösung von n ' 1.35

auf bis zu ' 1.46 erhöht [61]. Im experimentellen Aufbau führt diese reversible lokale Brechungs-
indexzunahme �n(x, y) > 0 im planen Resonatorsystem (�d(x, y) = 0) zu einer ortsabhängigen
Vertiefung des Potentials (vgl. Abschnitt 2.2.2 und Gl. 2.45). Wie in den in Abb. 2.7b dargestellten
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Abbildung 2.7 Erzeugung variabler Gitterstrukturen im farbstoffgefüllten Mikroresonator – a, Schematischer
Aufbau zur Erzeugung variabler Potentiale in einem Mikroresonator aus zwei Planspiegeln. Über die
Fokussierung eines hier in grün dargestellten Heizlaserstrahls auf eine absorptive Siliziumschicht, welche
sich unter den dielektrischen Schichten befindet, wird die Farbstoff-Polymer-Lösung örtlich selektiv erwärmt
und so lokal der Brechungsindex der Lösung erhöht. Durch die induzierte Verlängerung des optischen
Weges entstehen lokale Potentialminima am Ort der Lasereinstrahlung. b, Beispielhafte Emission von
photonischen Mikrokondensaten in entsprechend erzeugten Gitterpotentialen. Teilabbildung b wurde Referenz
[29] entnommen und überarbeitet.

Ortsbildern der Resonatoremission zu sehen, lässt sich in den generierten Fallenpotentialen Licht
fangen. Dabei wird der Spiegel zur Erzeugung von Punkt-Strukturen zwischen Pumppulsen mit dem
Heizlaser abgefahren, wobei die Tiefe der Potentiale durch die lokale Heizleistung einstellbar ist. Da
die zeitliche Abnahme der induzierten Brechungsindexänderung in der Größenordnung von 100ms

liegt und somit deutlich länger ist als die Pumppulsdauer von unter 1 µs, kann die Potentialstruktur
während des Pulses als statisch angenommen werden [62]. Die spektrale Untersuchung der Emission
eines Photonengases in einem einzelnen, mit dieser Technik erzeugten, Mikropotential zeigt eine dem
Heizlaserprofil folgende gaußförmige, näherungsweise harmonische Potentialform mit einer Fallen-
frequenz von 2⇡ ⇥ 1.18THz und 7 diskreten Energieniveaus innerhalb der Potentialtiefe. Die Beset-
zung der Oszillatoreigenzustände folgt der Bose-Einstein-Statistik und ermöglichte somit, bedingt
durch die vergleichsweise hohe Fallenfrequenz, die Beobachtung eines Bose-Einstein-Kondensats
von Licht bei einer kleinen kritischen Teilchenzahl von nur 68 Photonen. Eine Kopplung von zwei
Gitterplätzen in einem Doppelmuldenpotential, welches in Abschnitt 2.3 näher diskutiert wird, war in
diesem System mit Kopplungsraten von bis zu 2⇡⇥20GHz ebenfalls erstmals möglich.
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2.2.4 | Ratengleichungsmodell der Photonen- und Moleküldynamik im
farbsto�gefüllten Mikroresonator

Die in Abschnitt 2.2.1 diskutierte Thermalisierung durch die Abfolge stochastischer Markov-Prozesse
beruht auf der Annahme einer sich wiederholenden teilchenzahlerhaltenden Überführung des Sys-
tems in neue Konfigurationen von Photonenpopulationen in unterschiedlichen Moden. Dabei wird
eine unendlich lange Photonenspeicherzeit implizit vorausgesetzt. Wie in Abschnitt 2.2.3 bereits
erläutert, ist diese Voraussetzung im Mikroresonator-Experiment nicht erfüllt. Photon-Verluste über
verschiedene Kanäle werden hier durch die Zufuhr von Molekülanregungen durch Pumpphotonen
ausgeglichen. Somit wird ein stationärer Zustand mit konstanter mittlerer Photonenzahl über die Dauer
des Pumppulses realisiert. Im Folgenden sollen die im Resonator stattfindenden Prozesse über ein
Ratengleichungsmodell der Besetzung der Systemmoden betrachtet und ihr stationärer Zustand mit
der Bose-Einstein-Statistik verglichen werden.

In Abb. 2.8 ist zur Veranschaulichung des experimentellen Systems ein farbstoffgefüllter Resonator
dargestellt. Vereinfacht ist eine einzelne Mode eingezeichnet, welche maximale Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit am Ort des größten Abstands des weitestgehend planen Spiegelpaares aufweist. Von
außen werden Farbstoffmoleküle über Pumpphotonen mit der von der transversalen Position ~x ab-
hängigen Rate RP(~x) angeregt. Die Abregung der Moleküle kann nun über gerichtete Emission
eines Photons mit der Energie ~!i in eine Resonatormode i spontan mit der Rate Bems(!i) oder
stimuliert mit der Rate Bems(!i)ni erfolgen. Die photonische Besetzung ni der Resonatormode i

mit der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung | i(~x)|
2 kann durch diese Prozesse erhöht werden und

durch molekulare Absorption mit der Rate Babs(!i) reduziert werden. Außerdem können moleku-
lare Anregungen mit der Rate �iso isotrop abgestrahlt werden. Strahlungslose Übergänge werden in
diesem Modell ebenfalls in dieser Verlustrate mitberücksichtigt, denn in beiden Fällen stellen diese
Prozesse den Verlust einer Anregung aus dem Resonator dar. Einen weiteren zentralen (photonischen)
Verlustkanal mit der Rate �res(!i) stellt die Transmission der Photonen durch die Spiegel dar.

Die zeitliche Änderung des Anteils der Moleküle im angeregten Zustand, dem sogenannten An-
regungsgrad f(~x), und die zeitlich variierende Photonen-Besetzung der Resonatormoden kann mit
den genannten Prozessen in folgendem Ratengleichungssystem mit der Annahme eines geringen
Anregungsgrades f(~x) ⌧ 1 aufgestellt werden (vgl. [63]):

d

dt
ni ⇡ Bem(!i)(ni + 1)

Z
| i(~x)|

2
f(~x)d

3
x� [Babs(!i) + �res(!i)]ni (2.58)

d

dt
f(~x) ⇡

X

i

Babs(!i)| i(~x)|
2
ni � f(~x)

"
X

i

Bem(!i)| i(~x)|
2
(ni + 1) + �iso

#
+Rp(~x)

(2.59)

Dabei wird mit dem, als effektiver Anregungsgrad bezeichneten, Integral fe↵,i =
R
| i(~x)|

2
f(~x)d

3
x

die Emissionsrate mit dem örtlichen Überlapp der Mode i mit der lokalen Anregung gewichtet. Im
stationären Zustand, d.h. df(~x)/dt = dni/dt = 0, lässt sich Gl. 2.58 nach ni lösen. Dies lässt
sich im nächsten Schritt mit der für ein thermalisiertes Gas zu erwartenden Bose-Einstein-Statistik
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Abbildung 2.8 Schematische Darstellung der Prozesse in einem farbstoffgefüllten Resonator – Moleküle
innerhalb des Resonators können durch externes ortsabhängiges optisches Pumpen mit der Rate RP

angeregt werden und zerfallen durch isotrope Spontanemission oder gerichtete stimulierte Emission in
die orange dargestellte Resonatormode mit den jeweiligen Raten �iso und Bems. In die Mode mit der
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung | (~x)|

2 emittierte Photonen können von Molekülen reabsorbiert werden
oder verlassen den Resonator (Raten jeweils Babs und �res).

gleichsetzen:

ni =
1

Babs(!i)+�res,i

Bem(!i)fe↵,i
� 1

!
=

1

exp

⇣
~!i�µi
kBT

⌘
� 1

(2.60)

Eine formale Lösung ist möglich, wenn ein modenabhängiges chemisches Potential µi eingeführt
wird, welches für ein thermisches Gas unabhängig von der Mode i sein sollte. Löst man nach µi auf,
so findet man jedoch folgende Abhängigkeit:

µi = � ln

✓
1 +

�res,i

Babs(!i)

◆
kBT + ln

✓
Bem(!i)

Babs(!i)

◆
kBT + ln (fe↵,i) kBT + ~!i (2.61)

Nach der Kennard-Stepanov-Relation gilt annähernd Bem(!i)/Babs(!i) ⇡ exp [�~(!i � !npl)/(kBT )]

[64]. Somit lässt sich Gl. 2.61 weiter vereinfachen zu

µi = ~!npl � ln

✓
1 +

�res,i

Babs(!i)

◆
kBT + ln (fe↵,i) kBT. (2.62)

Daraus wird leicht ersichtlich, dass das chemische Potential mit steigendem Anregungsgrad steigt
und mit größeren Transmissionsverlusten sinkt. Unter der Annahme kleiner Spiegeltransmissionen
�res,i ⌧ Babs(!i) gilt weiter

µi = ~!npl + ln (fe↵,i) kBT. (2.63)

Aus einem ortsunabhängigen Anregungsgrad f(~x) ⌘ fe↵ folgt somit ein modenunabhängiges chemi-
sches Potential µi = µ und bei geringen Transmissionsverlusten ist die Modenbesetzung in Gl. 2.60
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nur von der jeweiligen Modenenergie ~!i abhängig. Übersteigen Verluste durch isotrope Spontane-
mission deutlich die Emission in Resonatormoden (bei kleiner Photonenpopulation ni), so folgt aus
Gl. 2.59 f(~x) ⇡ RP(~x)/�iso. Somit lässt sich der effektive Anregungsgrad in diesem Grenzfall als
Funktion der Pumprate wie folgt beschreiben:

fe↵,i =
1

�iso

Z
| i(~x)|

2
RP(~x)d

3
x. (2.64)

Auch hier kann mit einer ortsunabhängigen Pumprate RP(~x) ⌘ RP nach Gl. 2.63 ein modenunab-
hängiges chemisches Potential generiert werden. Die daraus resultierende thermische Besetzung der
Systemmoden ist dann jedoch durch Verluste bestimmt, denn der in Abschnitt 2.2.1 beschriebene
Thermalisierungsprozess wird vorwiegend nach der ersten Photonabsorption unterbrochen, da eine
erneute Emission in die Resonatormoden extrem unwahrscheinlich wird. Aus Gl. 2.58 lässt sich daraus
weiter folgern, dass bei geringer Besetzung der Moden (ni ⌧ 1)

ni = Bem(!i)fe↵,i/ [Babs(!i) + �res(!i)] /

Z
| i(~x)|

2
RP(~x)d

3
x (2.65)

für den stationären Zustand gilt. In solch einem Grenzfall ist die Besetzung einer Mode somit direkt
proportional zu ihrem räumlichen Überlappintegral mit der Pumprate zu erwarten.

2.3 | Superpositionszustände im Doppelmuldenpotential

In den in dieser Arbeit untersuchten Experimenten spielt das Doppelmuldenpotential eine zentrale
Rolle. Hier soll der Einfluss der Tunnelkopplung auf Eigenenergien und -zustände dieses Systems
erarbeitet werden. Zunächst lassen sich die annähernd harmonischen Muldenpotentiale ungekoppelt
betrachten. Der Hamiltonoperator lautet dann:

H =

✓
E1 0

0 E2

◆
(2.66)

Dabei bezeichnen E1,2 die Eigenenergien der in Abb. 2.9a eingezeichneten gaußförmigen Eigen-
zustände  1,2. Die energetische Differenz dieser wird fortan als Verstimmung �E = E2 � E1

bezeichnet. Vereinfacht lässt sich E1 nun als globaler energetischer Versatz verstehen. Berücksichtigt
man weiter die Störung des Systems durch die Tunnelkopplung ~J zwischen den Mulden, wobei J
als Tunnelrate bezeichnet wird, so lautet der Hamiltonoperator des gekoppelten Systems (vgl. [34]) :

H =

✓
0 0

0 �E

◆
� ~J

✓
0 1

1 0

◆
=

✓
0 �~J

�~J �E

◆
(2.67)

Dabei ist zu beachten, dass Wechselwirkungen der Teilchen in diesem System nicht berücksichtigt
wurden, da diese in den in dieser Arbeit realisierten Experimenten mit Photonen vernachlässigbar
sind. Gl. 2.67 stellt somit die maximal reduzierte Form des Hubbard-Hamiltonian, bzw. den Hamil-
tonian eines Josephson-Kontakts ohne Wechselwirkung dar [65, 66] und kann analog zum atomaren
Zwei-Niveau-System mit der Störung �~J betrachtet werden [29, 67]. Durch Diagonalisierung des
Hamiltonoperators lassen sich nun die Eigenzustände des gestörten Systems zu

 + = cos#/2 ·  1 + sin#/2 ·  2,  � = sin#/2 ·  1 � cos#/2 ·  2 (2.68)
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Abbildung 2.9 Eigenzustände und -energien im Doppelmuldenpotential – a, Schematische Darstellung der
ungestörten Eigenzustände  1 und  2 und Eigenenergien E1, E2 der Einzelmulden, welche um�E zueinander
verstimmt sind. b, Eigenenergien E+,� und Eigenzustände  +,� des gleichen, nun mit der Tunnelkopplung ~J
gekoppelten, Systems. c, Eigenenergien als Funktion der Verstimmung �! und des Mischungswinkels #. Zur
Zuordnung von beiden Graphen untereinander sind drei Datenpunkte in verschiedenen Stilen eingezeichnet.
Auf Resonanz (�! = 0) ergibt sich die eingezeichnete Aufspaltung von 2~J . Die gestrichelte schwarze Linie
stellt den Verlauf bei verschwindender Kopplung dar.

mit dem Mischungswinkel

# = arctan

✓
2J

�!

◆
(2.69)

und den ungestörten Eigenzuständen der einzelnen Mulden  1 und  2 bestimmen. Sie sind mit ihren
entsprechenden Eigenenergien

E± = ~
⇣
�!/2⌥

p
J2 + (�!/2)2

⌘
= ~

�
�!/2⌥ J

0�
, �E± = 2~J 0 (2.70)

schematisch in Abb. 2.9b dargestellt. Dabei bezeichnet �! = �E/~ die Verstimmungskreisfre-
quenz und �E± die Energiedifferenz proportional zur effektiven Tunnelkopplung ~J 0. Der niede-
renergetische Zustand  + wird als symmetrischer und der höherenergetische Zustand  � als anti-
symmetrischer Superpositionszustand bezeichnet. In Abb. 2.9c sind ihre Eigenenergien als Funktion
der Verstimmung und des daraus resultierenden Mischungswinkels graphisch dargestellt. Auf Reso-
nanz (�! = 0) ergibt sich mit # = ⇡/2 für die Eigenzustände und -energien

 ± =
1
p
2
( 1 ±  2) , E± = ⌥~J. (2.71)

An diesem Punkt ist somit eine Gleichbesetzung der einzelnen Mulden, sowie das Erreichen der
minimalen energetischen Differenz der Zustände �E± = 2~J zu erwarten. Im Grenzfall großer
Verstimmung |�!| ! 1 und folglich in Gl. 2.69 verschwindendem Mischungswinkel gehen die
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Eigenenergien wieder in die ungekoppelte Form über, wie in Abb. 2.9c durch die eingezeichnete
Gerade veranschaulicht. Da im Experiment sowohl die Energie als auch Form der Zustände zugänglich
ist können die Beziehungen in Gl. 2.70 und 2.71 später zur Charakterisierung der Tunnelkopplung
realisierter Doppelmuldenpotentiale herangezogen werden.
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3

Mikrostrukturierung hochre�ektiver
Resonatorspiegel

Im Kapitel zu den Grundlagen zur Bose-Einstein-Kondensation von Photonen wurde beschrieben,
dass Fallenpotentiale im farbstoffgefüllten Resonator aus transversalen Variationen des Brechungs-
index der Farbstofflösung oder der Spiegelabstände resultieren (s. Abs. 2.2.2). Letztere werden im
Rahmen dieser Arbeit gezielt induziert. Dabei bleibt der Brechungsindex der Lösung ortsunabhängig
n(x, y) = n0. Somit vereinfacht sich Gl. 2.45 zu

V (x, y) =
~cq⇡
n0D

2

0

�d(x, y) =
2hcn0

q�2
�d(x, y). (3.1)

Abweichungen der Spiegeloberfläche�d(x, y) vom maximalen Abstand D0 eines gegenüberstehenden
planen Spiegels resultieren somit in einem variablen Fallenpotential V (x, y), dessen Tiefe über die
Wahl der longitudinalen Mode q mit der Wellenlänge � verstellbar ist. Um theoretische Vorhersagen
zu Photonengas-Experimenten mit Spiegeln variabler Oberflächenstruktur treffen zu können, ist deren
unabhängige Bestimmung essentiell. In diesem Kapitel wird zunächst eine Methode zur präzisen
Vermessung von Spiegeloberflächen präsentiert, bevor ein Verfahren zur ortsselektiven permanenten
Spiegelmikrostrukturierung beschrieben wird.

3.1 | Interferometrische Analyse von Spiegelober�ächen

Zur Oberflächencharakterisierung von Resonatorspiegeln wird ein auf dem in Abb.3.1a schematisch
gezeigten Michelson-Interferometer basierendes optisches Interferenzverfahren verwendet. Ein Licht-
strahl mit der Intensität Iin wird über einen Strahlteiler auf zwei plane Spiegel S1 und S2 geführt,
welche sich im Abstand s1 und s2 befinden. Die Strahlen passieren nach der Reflexion erneut den
Strahlteiler und werden so auf einem Detektor überlagert. Wird als Lichtquelle ein kohärenter Laser-
strahl mit der Intensität Iin angenommen, so ergibt sich am Ort des Detektors die Gesamtintensität
IDet aus der Interferenz der Teilstrahlen mit Intensitäten I1 und I2 [68]

IDet = I1 + I2 + 2

p
I1I2 cos(2k�s+ '0) (3.2)

mit dem Weglängenunterschied�s und zusätzlichen Phasenversatz von '0, der beispielsweise Brech-
ungsindexvariationen berücksichtigt. Des Weiteren bezeichnet k = 2⇡/� den Wellenvektor. Unter der
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a b

Abbildung 3.1 Schematische Darstellung eines Michelson-Interferometers – a, Ein einlaufender Strahl der
zentralen Wellenlänge � wird an einem Strahlteiler aufgeteilt und an zwei Spiegeln die sich im Abstand zum
Strahlteiler um �s unterscheiden zurückreflektiert. Am vierten Ausgang des Strahlteilers wird die Intensität
der Überlagerung beider Strahlen detektiert. b, Detektierte Intensität IDet als Funktion von �s für eine
kohärente Lichtquelle und einen idealen 50:50-Strahlteiler, wobei Iin die Intensität des einlaufenden Lichtstrahls
bezeichnet.

Annahme eines idealen 50:50-Strahlteilers gilt I1 = I2 = Iin/4 und somit vereinfacht

IDet =
Iin

2
[1 + cos('+ '0)] , ' = 2k�s. (3.3)

Abb. 3.1b zeigt schematisch den Verlauf der detektierten Intensität als Funktion des Weglängen-
unterschieds bei '0 = 0. Über dieses grundlegende Prinzip lassen sich kleinste Änderungen des
Weglängenunterschieds hochpräzise vermessen. Dies ermöglichte in einem weiterentwickelten Auf-
bau u.a. die Beobachtung von Gravitationswellen [69]. Lokale Abweichungen der Spiegeloberflä-
chen h(x, y) von einer planen x-y-Ebene orthogonal zur optischen Achse übersetzen sich direkt in
Gangunterschiede und somit in Intensitätsvariationen am Ort des Detektors. Demnach kann mit einer
ortsauflösenden CCD-Kamera ein zwei-dimensionales Interferogramm aufgenommen werden. Diese
Methode ermöglichte beispielhaft die Beobachtung von Oberflächenvibrationen mit Sub-Angström-
Auflösung [70]. Aus einer Aufnahme bei festem Gangunterschied�s lässt sich so die Phase

'(x, y) = arccos

✓
2IDet(x, y)

Iin
� 1

◆
+m · 2⇡ = 2k(�s+ h(x, y)) (3.4)

ortsaufgelöst bestimmen. Durch die Nicht-Bijektivität der arccos-Funktion muss die Phase durch ein
Vielfaches von 2⇡ mit der natürlichen Zahl m korrigiert werden. Unter der Annahme einer annähernd
glatten Oberfläche mit kontinuierlichen Übergängen lässt sich algorithmisch (engl. phase unwrapping
algorithm) die Phase über den Bereich von 0 bis 2⇡ hinaus extrahieren [71]. Somit kann das Höhen-
profil eines Probenspiegels unter Annahme eines planen Referenzspiegels aus der ermittelten Phase
'korr gemäß

h(x, y) = 'korr(x, y)
�

4⇡
��s (3.5)

rekonstruiert werden. Obwohl der Spiegelabstand �s unbekannt ist, kann dennoch der transversale
relative Höhenunterschied berechnet werden. Aus der Ableitung von Gl. 3.4 nach der Intensität folgt
für den minimal auflösbaren Phasenunterschied

�' = �I/

p
IDet · (Iin � IDet). (3.6)
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als Funktion vom kleinsten mit dem Detektor messbaren Intensitätsunterschied �I . Die beste Auf-
lösung ist an den Wendepunkten der cos-Funktion (IDet = Iin/2) zu erwarten, also dort, wo die
Ableitung maximal wird. Für sie gilt �'min = 2�I/Iin. Nimmt man als Detektor, wie im Experi-
ment verwendet, eine CCD-Kamera mit 8-Bit-Auflösung an, so kann minimal ein Phasenunterschied
von �'min = 1/127 = 2.5⇥ 10

�3
⇡ anhand einer einzelnen Aufnahme gemessen werden. Dies

entspricht bei einer Wellenlänge von � = 530 nm einem Höhenunterschied von �h = 0.3 nm.
Dieser Wert ist allerdings nur unter der Annahme eines idealen Strahlteilers und verschwindendem
Hintergrund- und Pixelrauschen zu realisieren, und lässt sich somit nicht auf Experimente anwenden.
Dennoch ermöglicht diese Methode eine grobe Analyse der Spiegeloberfläche, welche aus Einzel-
aufnahmen der CCD-Kamera bestimmt werden kann. Weitaus bessere Ergebnisse lassen sich durch
wiederholte Aufnahmen der Interferenz während der schrittweisen Reduktion des Spiegelabstands
durch das Verfahren eines der Spiegel auf der optischen Achse erzielen (Scan). Dabei sollte die
Schrittweite zwischen Aufnahmen kleiner als �/4 sein (Abtastung nach Nyquist) und konstant blei-
ben. Dies lässt sich üblicherweise mit Piezotranslationsbühnen gut erreichen. Des Weiteren sollte der
Gesamtverfahrweg �/2 überschreiten, um eine Anpassung der cos-Funktion gemäß Gl. 3.3 an den
gemessenen Intensitätsverlauf und die Bestimmung der relativen Phase sowie des Höhenprofils zu
ermöglichen.

Experimenteller Aufbau zur Ober�ächenanalyse

Zur Vermessung der Oberflächenprofile von dielektrischen Spiegeln wird im Rahmen dieser Dis-
sertation der in Abb. 3.2a dargestellte “Weißlicht“-Interferometrie-Aufbau verwendet. Ein Mirau-
Objektiv (Hersteller: Nikon, Typ: CF Plan 20x DI) realisiert gleichzeitig das abbildende Element mit
einer transversalen Auflösung von 0.74 µm [29, 72], sowie das kompakte Michelson-Interferometer.
Wie schematisch gezeigt, wird ein kollimierter Lichtstrahl über einen Strahlteiler in das Objektiv
geführt. Hier durchläuft er ein fokussierendes Linsensystem und darauffolgend einen teilreflektiven
Spiegel, welcher die Funktion des Strahlteilers in Abb. 3.1a übernimmt. Der transmittierte Teilstrahl
wird auf die sich außerhalb befindliche zu untersuchende Spiegelprobe und der reflektierte Teilstrahl
auf einen Referenzspiegel innerhalb des Objektives abgebildet. Die nun jeweils reflektierten Strah-
len werden durch Reflexion bzw. Transmission am teilreflektiven Spiegel überlagert, durchlaufen
erneut das Objektiv-Linsensystem und werden final mit einer Sammellinse auf eine CCD-Kamera
(Hersteller: Thorlabs, Typ: DCC1240M) abgebildet. Zur Ausleuchtung wird eine LED mit einer
kurzen Kohärenzlänge Lc ⇡ 3.3 µm und der zentralen Wellenlänge �LED = 530 nm verwendet
[73]. Aufgrund von Interferenz ist die detektierte Intensität als Funktion des transversal variierenden
relativen Weglängenunterschiedes�s+ h(x, y) dann [74, 75]

I(�s(x, y)) =
Iin

2

 
1 + exp

"
�4

✓
�s+ h(x, y)

Lc

◆
2
#
cos [2k(�s+ h(x, y))]

!
. (3.7)

Mit der Annahme einer hochkohärenten Lichtquelle (�s/Lc ⌧ 1), vereinfacht sich dies zum zuvor in
Gl. 3.3 angeführten Ausdruck. Die Verwendung von Weißlicht, also einer spektral breiten Lichtquelle,
zur Illumination der Spiegelprobe hat einige Vorteile gegenüber der Nutzung eines Lasers. Da sich
kontrastreiche Interferogramme nur nahe des Weglängenunterschieds �s = 0 ergeben, wird unge-
wollte Interferenz von jeglichen Reflexionen an optischen Elementen und die Entstehung von stören-
der Speckle-Interferenz verhindert. Der Experimentaufbau garantiert, dass die optimale transversale
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Abbildung 3.2 Schematischer Aufbau und Funktionsweise des Mirau-Interferometers zur Höhenvermessung
deformierter Spiegel – a, Das divergente Licht einer LED mit der zentralen Wellenlänge 530 nm wird mit
einer Kondensorlinse aufgefangen und passiert eine Blende bevor es mit einer Sammellinse fokussiert wird.
Der Strahl wird am Ort der Abbildung durch eine weitere Blende beschnitten und anschließend durch eine
zweite Sammellinse kollimiert. Über einen Strahlteiler wird er dann in das Mirau-Objektiv geführt. Hier passiert
der Strahl ein Linsensystem und einen teildurchlässigen Spiegel bevor er das Objektiv verlässt und auf eine
Spiegelprobe fokussiert wird. Die beiden an verschiedenen Spiegeln reflektierten Strahlen durchlaufen erneut
das Objektiv und werden auf eine CCD-Kamera abgebildet. b, Exemplarische Interferogramme bei relativen
Spiegelverschiebungen �d bei einer Spiegeloberfläche mit Krümmungsradius von 5mm. c, Intensitätsverlauf
für zwei ausgewählte transversale Positionen, welche in b mit einem blauen und orangenen Kreis markiert
sind. d, Aus Anpassungen von Cosinusfunktionen bestimmte relative Phasen (oben) und durch Entpackung
berechnete Relativphasen über das Limit von 2⇡ hinaus (mittig). Außerdem ist der Verlauf der Phasen im Profil
bei y=0 µm dargestellt (unten).

Auflösung bei diesem maximalem Interferenzkontrast (um �s = 0) und somit auch bei maximaler
longitudinaler Auflösung erreicht wird. Einen weiteren Vorteil bietet solch eine Lichtquelle bei der
Bestimmung von tiefen Stufen in Spiegeloberflächen [76]. Hier kann die relative Höhe der Stufen
über die Detektion des maximalen Interferenzkontrastes als Funktion des bekannten Verfahrwegs
bestimmt werden. Außerdem wird der im vorigen Abschnitt angesprochene Phasen-Entpackungs-
Algorithmus theoretisch nicht mehr zur Weglängenunterschiedsbestimmung benötigt, denn durch den
exponentiellen Vorfaktor in Gl. 3.7 ist die Höhendifferenz anhand des Interferenzkontrasts bestimm-
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Abbildung 3.3 Höhenprofil des Mirau-Referenzspiegels und eines Resonatorspiegels – a, Durch Mittelung von
10 transversal zueinander verschobenen Oberflächenaufnahmen eines Planspiegels bestimmte Oberfläche des
Mirau-Referenzspiegels. Die RMS-Oberflächenrauigkeit des gemittelten Profils beträgt 0.39Å. b, Einzelnes,
um die Referenz in a korrigiertes Resonatorspiegelprofil mit einer für diese Spiegelart typischen Rauigkeit von
0.32Å.

bar. Um das Interferenzmaximum eindeutig auszumachen, bedarf es allerdings eines kleinschrittigen
Scans des Probenspiegels entlang der optischen Achse um eine Gesamtstrecke in der Größenordnung
der Kohärenzlänge, sowie einer Anpassung von Gl. 3.7. Im Experiment bedeutet dies einen großen
zeitlichen und rechnerischen Mehraufwand, weshalb stattdessen wenige Maxima des Interferenzsi-
gnals nahe des absoluten Maximums abgefahren werden, sodass wie bei einer kohärenten Lichtquelle
annähernd �s/Lc ⌧ 1 gilt. Durch Anpassen einer Cosinus-Funktion und des phase unwrapping-
Algorithmus lässt sich dann der transversale relative Höhenunterschied bestimmen. Teilabbildungen
3.2b-d zeigen die experimentelle Methodik. Die theoretischen Interferogramme bei Spiegelabständen
von �s = {0,�/8,�/4} sind für eine Spiegelprobe mit einem Krümmungsradius von 5mm be-
rechnet. Zudem ist der Intensitätsverlauf für zwei sich in der Höhe um �h = �/4 unterscheidende
gewählte transversale Punkte nach Gl. 3.7 dargestellt. Die in Abb. 3.2d dargestellte angepasste Phase
wird entfaltet und mit Hilfe der bekannten zentralen Wellenlänge der LED in das entsprechende Hö-
henprofil umgerechnet. Mit dem experimentellen Aufbau ist eine Höhenauflösung von 0.1Å erzielbar
[29].

Für die Simulationen wurde idealisiert eine plane Oberfläche des Referenzspiegels frei von jegli-
chen Defekten angenommen. Tatsächlich verfälscht das wahre Höhenprofil des Referenzspiegels das
Messergebnis des Probenspiegels. Um dies weitestgehend zu verhindern, wird das Referenzspiegel-
höhenprofil nach folgendem Schema bestimmt: Ein planer Probenspiegel wird mehrmals an zufällig
ausgewählten transversalen Positionen abgescannt. Unter der Annahme, dass dessen Höhenprofilrau-
schen zufällig variiert, ergibt sich für die Mittelung dieser Aufnahmen das von Messung zu Messung
konstante Höhenprofil des Referenzspiegel, siehe Abb. 3.3a. Hier sind Defekte mit maximalen Höhen
von wenigen Å sichtbar. Die Unebenheit von Oberflächen wird üblicherweise mit dem RMS-Wert,
also dem quadratische Mittel (engl. root mean square) der Abweichungen zur mittleren Oberflächen-
höhe, angegeben. So ergibt sich für die Rauigkeit des Mirau-Referenzspiegels ein geringer RMS-
Wert von 0.39Å, wie er sich nur bei superpolierten Spiegeloberflächen finden lässt (RMS<1Å).
Bei Vermessungen einer Spiegelprobe lässt sich nun die Höhe um diesen Versatz korrigieren und
die Oberfläche unverfälscht untersuchen. Abb. 3.3b zeigt die so vermessene Oberfläche eines planen
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Spiegels, wie er im farbstoffgefüllten Resonator in dieser Arbeit verwendet wird. Die Oberflächen-
rauigkeit dieses Spiegels beträgt lediglich 0.32Å. Diese Oberflächenbeschaffenheit ist wichtig, da
bei der Potentialberechnung nur das Profil eines strukturierten Resonatorspiegels berücksichtigt und
der gegenüberliegende Resonatorspiegel gleicher Rauigkeit als makellos angenommen wird. Des
Weiteren werden bei der Wahl von Resonatorspiegeln mit einer solchen Oberflächenbeschaffenheit
Streuverluste im Resonator reduziert. Bei den Spiegeln handelt es sich um Spezialanfertigungen.
Dazu werden superpolierte Spiegelsubstrate mit einer RMS-Rauigkeit von unter 1Å vom Hersteller
WZW Optic AG durch die Laseroptik GmbH mit einer hochreflektiven dielektrischen Beschichtung
bedampft.

3.2 | Potentiale für Photonengase durch Deformation von Spiegelober�ächen

Zur Herstellung von dielektrischen Spiegeln variabler Form wird üblicherweise zunächst ein Glassub-
strat strukturiert und anschließend mit dielektrischen Schichten bedampft. Mechanisches Schleifen
ermöglicht so beispielsweise die Erstellung gekrümmter Spiegelstücke [77]. Superpolierte Oberflä-
chen können dabei jedoch nur bei relativ großen Krümmungsradien (&10 cm) erreicht werden. Zu-
dem ist die Erstellung von Gitterstrukturen mit diesen Verfahren aufgrund der limitierten räumlichen
Auflösung unzugänglich. In jüngerer Zeit wurden Techniken entwickelt mit denen Spiegelsubstrate
vielseitiger gestaltet werden können. Unter anderem konnten so mit einem Gallium-Ionen-Strahl in
einem Sputtering-Verfahren Krümmungsradien von wenigen Mikrometern erstellt werden [78, 79].
Dabei lassen sich beliebige Strukturen auf einem Substrat vor der Beschichtung einbrennen. Die
resultierende Rauigkeit beträgt dabei etwa 1 nm. Auf diese Weise strukturierte Spiegel erlaubten im
farbstoffgefüllten Resonatorsystem, bedingt durch die starke Spiegelkrümmung (b= hohe Fallenfre-
quenz), die Beobachtung von Photonen-Kondensaten bei kritischen Teilchenzahlen von nur 7 Photo-
nen [30]. Es ist wichtig zu erwähnen, dass neben der limitierten Tiefenauflösung und der mangelnden
Vielseitigkeit des Schleifverfahrens, diese Methoden nicht zur schnellen Prototyp-Entwicklung von
Oberflächenstrukturen geeignet sind, da hier die Struktur der Spiegeloberflächen bereits vor der Be-
schichtung festgelegt werden muss.

Im Rahmen der Dissertation von David Dung wurde eine Methode entwickelt, mit der bereits be-
schichtete Spiegeloberflächen ortsselektiv deformiert werden können [29]. Das Verfahren ist ver-
einfacht in Abb. 3.4 dargestellt. Die zu strukturierenden Spiegelproben weisen eine 30 nm dicke
Schicht aus amorphem Silizium zwischen den dielektrischen Schichten und dem Glassubstrat auf. Zur
Strukturierung wird ein Laserstrahl der Wellenlänge 532 nm auf diese Schicht durch das Glassubstrat
hindurch fokussiert. Bei ausreichender Laserleistung kann eine lokale Wölbung der Spiegelober-
fläche am Ort der Lasereinstrahlung beobachtet werden. Diese Oberflächendeformation wird auf
Mikrodelamination der dielektrischen Schichten zurückgeführt, ein Prozess, wie er bei Dünnschich-
ten häufig zu beobachten ist [80, 81]. Durch die Absorption des Laserlichts (>30%) im Silizium
werden die alternierenden dielektrischen Schichten (SiO2 und Ta2O5) lokal geheizt, was thermische
Spannung aufgrund der unterschiedlichen Ausdehnungskoeffizienten induziert. Im Zusammenspiel
mit durch Fehlstellen in den Schichten bereits bestehenden intrinsischen Spannungen führt dies zur
Überwindung der Kohäsion der Schichten und zu derer permanenten Ablösung. Erste Hinweise auf
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Abbildung 3.4 Laserinduzierte Spiegeloberflächendeformation – a, Schema eines dielektrischen Spiegels mit
absorptiver Siliziumschicht (orange) auf die ein Laserstrahl fokussiert und teilweise absorbiert wird. Am Ort
der Lasereinstrahlung wird die Spiegeloberfläche deformiert. Ob es dabei, wie dargestellt, tatsächlich zur
gleichförmigen Ablösung der dielektrischen Schichten kommt, ist Gegenstand aktueller Untersuchungen. b,
Messung der Deformationshöhe als Funktion der Heizlaserleistung mit statistischen Fehlern. Der Bildeinschub
zeigt das Gauß-Profil einer punktförmigen Oberflächenstruktur mit der Breite d = 3.6 µm. c, Permanente
Spiegeloberflächenstruktur, die das Logo des Sonderforschungsbereiches OSCAR zeigt. Teilabbildung b wurde
Referenzen [29, 31] entnommen und überarbeitet.

die bei diesem Verfahren stattfindende Veränderung der Schichtstruktur geben auch Rasterelektronen-
mikroskopaufnahmen, welche in aktuellen Untersuchungen in Kooperation mit der Nanophotonik-
Arbeitsgruppe von Prof. Dr. Stefan Linden an einer um 50 nm deformierten Fläche durchgeführt
wurden [82]. Anhand dieser lässt sich im Bereich der strukturierten Oberfläche eine Ausdehnung we-
niger dielektrischer Schichten nahe der Siliziumschicht ausmachen, während die Dicke der obersten
Schichten unverändert zu bleiben scheint. Es ist schwer einzuschätzen, inwiefern die Präparation der
Probe zur Untersuchung mit dem Rasterelektronenmikroskop die Schichtstruktur verändert. Beson-
ders beim Aufschneiden der Spiegelfläche könnten eventuelle, durch die Strukturierung entstandene
Vakuum-Hohlräume, wie sie in ähnlichen Systemen im Bereich der Delamination beobachtet wur-
den [83], zerstört werden und die zu beobachtbare Schichtstruktur dadurch verfälscht werden. Die
Untersuchungen legen dennoch die Vermutung nahe, dass nur wenige dielektrische Schichten nahe
der Siliziumschicht eine strukturelle Veränderung erfahren. In zukünftigen Experimenten soll dieses
Verhalten tiefgehender auch bei variierenden Deformationshöhen untersucht werden.

In Abb. 3.4b sind die in Ref. [29] mit Weißlicht-Interferometrie bestimmten Höhen der Spiegelde-
formation als Funktion der eingestrahlten Laserleistung dargestellt. Der Laserstrahl weist dabei einen
Durchmesser von ⇠1.8 µm im Fokus auf. Wie zu sehen, setzt eine messbare gaußförmige Verformung
mit einer Breite von 3.6 µm bei einer Leistung von etwa 25mW ein. Danach ist eine stetige Zunahme
der Deformation bis zu einer Höhe von ⇠50 nm zu beobachten, wobei die Breite der Verformung
konstant bleibt. Darüber zeigt sich ein schwer vorauszusagendes Verhalten, welches sich anhand der
großen statistischen Fehlerbalken bemerkbar macht, bei dem sich die Delaminationshöhe rasch von
100 nm auf 200 nm erhöht. In diesem Bereich zeigen Messungen der Spiegeltransmission eine Erhö-
hung von wenigen ppm auf einige Prozent [84]. Die Reflektivität der Spiegel bricht somit bei solch
hohen Deformationen ein. In dem im folgenden Abschnitt beschriebenen experimentellen Aufbau,
welcher auf dieser Methodik basiert, wird die Strukturierung der Spiegeloberfläche dementsprechend
auf solche Höhen nicht angewandt.
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Abbildung 3.5 Schematische Darstellung des Aufbaus zur Spiegeloberflächenstrukturierung – a, Der Strahl
eines Dauerstrichlasers der Wellenlänge 532 nm wird über einen akusto-optischen Modulator (AOM) zeitlich
in der Leistung moduliert und räumlich in einem zwei-dimensionalen Galvoscanner-System variabel abgelenkt.
Die folgende Linse erzeugt ein Zwischenbild, welches anschließend mit Linse und Objektiv auf die
Spiegelprobe abgebildet wird. Der so auf die Siliziumschicht fokussierte Laserstrahl wird absorbiert und
erhitzt die Spiegelschichten, welche sich lokal deformieren. b, Detailliertere Darstellung des Galvoscanner-
Systems. Der eintretende kollimierte Strahl wird zunächst auf einem Spiegel SV abgelenkt, bevor er zwei Linsen
durchläuft, kollimiert auf von einen weiteren Spiegel SH trifft und erneut abgelenkt wird. Die Spiegel sind dabei
computergesteuert um ihre orthogonal zueinander orientierten Achsen rotierbar. Die Abstände der optischen
Elemente ist äquidistant und entspricht den Linsenbrennweiten von f=5 cm.

Experimenteller Aufbau zur Spiegelstrukturierung

Mit dem in Abb. 3.5 dargestellten Aufbau kann gezielt ein Punkt auf einer Spiegelprobe ausgewählt
und mit einem fokussierten Laserstrahl geheizt werden. Dazu passiert ein Dauerstrichlaserstrahl bei
der Wellenlänge 532 nm (Hersteller: Coherent, Typ: Verdi-G12) einen akusto-optischen Modulator
(AOM) dessen Beugungseffizienz über die computergesteuerte Verstärkung des verbundenen span-
nungsgetriebenen Oszillatoren (VCO) zeitlich variiert werden kann. Der auf diese Weise in der Leis-
tung modulierte Strahl wird in ein zwei-dimensionales Galvo-Scanner-System geführt (Hersteller:
Thorlabs, Typ: GVS002). Dieses besteht aus zwei Spiegeln deren Drehung um ihre zueinander or-
thogonal stehenden Rotationsachsen über das Anlegen einer zeitlich variablen Spannung kontrolliert
werden kann (vgl. Abb. 3.5b). Zwischen ihnen ist ein Teleskop aus zwei Sammellinsen gleicher
Brennweite angeordnet, sodass sich die Spiegel ebenfalls im Abstand der Brennweite befinden. Dabei
handelt es sich um einen üblichen Laser-Scan-Aufbau (s. z.B. [85]), welcher sicherstellt, dass sich
beide Scanner-Spiegel für die nachfolgenden abbildenden Elemente in der gleichen optischen Ebene
befinden. Vereinfacht gesagt, wird durch die beschriebene Anordnung des Linsensystems die Ablen-
kung des Laserstrahls an den Spiegeln in eine Positionsänderung in der Zwischenbildebene umge-
wandelt. Final wird dieses Zwischenbild über eine Linse und das folgende Mikroskopobjektiv mit der
numerischen Apertur von NA= 0.26 auf die Spiegelprobe projiziert. Der Heizlaserstrahldurchmesser
beträgt dabei ⇠1.8 µm. In Gänze ist es also mit diesem Aufbau möglich die Probe abzuscannen und
dabei lokal selektiv die Laserleistung einzustellen. Neben punktueller Deformierung können so auch
zusammenhängende Bereiche angehoben werden. Dazu wird der Laserstrahl in parallelen Linien über
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Abbildung 3.6 Schema und Beispiel zur Funktionsweise der Spiegeloberflächenstrukturierung mit Hilfe eines
iterativen Verfahrens – a, Einzelner Iterationszyklus beginnend mit der Bestimmung der Höhendifferenz der
Spiegeloberfläche zum Zielprofil, gefolgt von einer dazu gewählten Leistungserhöhung der Heizlasermaske,
mit welcher im dritten Schritt der Spiegel abgefahren wird. b, Spiegeloberfläche für die Iterationsschritte
{0,7,14,56}bei der Realisierung einer von einer Krümmung umschlossenen Doppelmuldenstruktur. Dabei wird
vor der Spiegelstrukturierung (Schritt 0) zunächst über die Deformierung von Quadraten an den Eckpunkten
jedem Pixel eine am Galvo-Scanner anliegende Spannung zugeordnet. c, Zugehörige vertikale Schnitte der
Oberflächen und des gewählten Zielprofils bei x = 0. d, Mittlere Abweichung zur Zieloberfläche.

die Probe geführt. Innerhalb dieser Linien wird die Laserleistung positionsabhängig verändert und
proportional zu den Grauwerten einer im Steuerungsprogramm ausgewählten Bilddatei angepasst. So
können mit dem beschriebenen Aufbau arbiträre Heizprofile abgefahren werden (vgl. Abb. 3.4c).

3.3 | Iteratives Verfahren zur hochpräzisen Strukturierung von Spiegelober�ächen

Mit den beschriebenen Verfahren zur Erzeugung und interferometrischen Vermessung von Spiegelo-
berflächenverformungen lässt sich nach dem in Abb. 3.6a gezeigten Ablauf iterativ die Spiegelober-
fläche einer gewünschten Struktur anpassen. Dazu wird zunächst ein Zielhöhenprofil festgelegt und
die Abweichung der Spiegelprobenstruktur zu diesem interferometrisch bestimmt. Proportional zur
Differenz wird eine Leistungsmaske für den Heiz-Laserstrahl berechnet. Entsprechend wird der Laser-
strahl über den Spiegel geführt und somit die Oberflächenbeschaffenheit verändert. Dieses Verfahren
wiederholt sich nun mehrere Male bis eine hinreichend geringe mittlere Abweichung von wenigen Å
zum Zielprofil erreicht wurde. In den Abbildungen 3.6b und c sind exemplarisch Iterationsschritte bei
der Erstellung einer typischen Struktur dargestellt. Zunächst wird dabei durch die Deformation der
Struktureckpunkte von wenigen Nanometern Höhe den minimal und maximal angelegten Galvoscan-
nerspannungen in x- und y-Richtung eine Position auf dem Kameraausschnitt des interferometrischen
Aufbaus zugeordnet. Somit kann jedem Pixel des Zielprofils eine Position auf der Kamera zugeordnet
werden und die Leistung dementsprechend angepasst werden. Des Weiteren zeigt diese Kalibrierung
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eventuelle abbildungsbedingte Verzerrungen auf, welche ebenfalls in der Berechnung des Heizprofils
korrigiert werden können.

Abb. 3.6c zeigt, wie sich das Spiegelprofil in 56 Iterationen immer weiter dem eingezeichneten
Zielprofil annähert. Die verbleibende mittlere Höhenabweichung in jedem dieser Schritte ist in Abb.
3.6d dargestellt. Hier zeigt sich zunächst in den ersten Iterationen nur eine geringe Reduktion der
Abweichung, da die eingestellte Laserleistung noch kaum dazu ausreicht die Spiegeloberfläche an-
zuheben. In den folgenden Schritten wird die Laserleistung dann weiter pro Pixel proportional zur
verbleibenden Abweichung erhöht. Übersteigt die Deformation das Zielprofil an einer Position oder
nähert sich diesem auf unter 0.1Å, so wird an dieser Stelle in sukzessiven Scans keine weitere
Wärme eingetragen. Wie zu sehen, nähert sich die mittlere Abweichung rasch 1Å. Das verbleibende
Rauschen um diesen Wert liegt im Bereich der Messungenauigkeit des Mirau-Aufbaus. Mit dem
beschriebenen Verfahren können somit komplexe Strukturen mit hoher Genauigkeit auf die Spie-
geloberfläche geprägt werden. Im Rahmen der Masterarbeit von Andreas Redmann ist mit dieser
Technik zudem der Einfluss der Spiegeldeformation auf Spiegelreflektivität untersucht worden. Dazu
wurden relativ große plane Flächen unterschiedlicher Höhe mit den Kantenlängen von 500 µm kreiert
[86]. Diese Flächen wiesen Rauigkeiten von ⇠1Å auf. Die ähnliche Oberflächenbeschaffenheit stellt
dabei sicher, dass die Streuverluste geringen Einfluss auf die mit einem Cavity-Ringdown-Aufbau (s.
z.B. auch [87]) vermessene Reflektivität haben. Dabei konnte festgestellt werden, dass sich diese bis
zu einer Deformationshöhe von etwa 18 nm nicht signifikant verändert. Darüber konnte jedoch eine
deutliche Erhöhung der Verluste vermessen werden. Um diese erhöhten Verluste zu vermeiden wird
eine Limitierung der Strukturen auf eine Höhe von ⇠15 nm, wie in der beispielhaften Struktur in
Abb. 3.6b zu sehen, gewählt. In jüngeren Arbeiten konnte die Veränderung des Transmissionsprofils
der Spiegel als Funktion der Deformationshöhe ebenfalls beobachtet werden [82].
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4

Experimente zur Bose-Einstein-Kondensation
von Licht in einen Superpositionszustand

Die Technik der laserinduzierten Strukturierung von Spiegeloberflächen wird in dieser Arbeit verwen-
det, um Photonengase in gekoppelten Mikroresonator-Anordnungen zu untersuchen. Im Folgenden
wird zunächst der experimentelle Aufbau rund um einen farbstoffgefüllten Mikroresonator skizziert.
Aus der spektralen und räumlichen Analyse eines Photonengases wird dabei die Tunnelkopplung
in variabel verstimmbaren Doppelmuldensystemen demonstriert. In einer von einem harmonischen
Potential umschlossenen Doppelmulde wird die Thermalisierung sowie die Kondensation in den sym-
metrischen Grundzustand des Systems untersucht. Zuletzt wird das Verhalten eines Photonengases
in einer Doppelmulde unter variabler ortsabhängiger Pumpanregung untersucht und mit dem in Ab-
schnitt 2.2.4 diskutierten Ratengleichungsmodell verglichen.

4.1 | Experimenteller Aufbau

Der in Abb. 4.1 gezeigte experimentelle Aufbau ermöglicht die Untersuchung von zwei-dimensio-
nalen Photonengasen in einem farbstoffgefüllten Mikroresonator. Aus zwei hochreflektiven Spiegeln
geformt, stellt dieser den Kern des Aufbaus dar. Dabei steht einem oberflächenstrukturierten Spiegel
ein planer Spiegel mit der selben dielektrischen Beschichtung aber ohne Siliziumschicht gegenüber.
Das entsprechende vom Hersteller angegebene Transmissionsprofil ist in Abb. 4.2a dargestellt. Der
Spiegel lässt sich durch angebrachte Piezoelemente computergesteuert verkippen (Hersteller: Thor-
labs,Typ: Polaris Mirror Mount). Zudem ist der Spiegelabstand ebenfalls über ein an einer Verschiebe-
bühne angebrachtes Piezoelement einstellbar. Im Folgenden wird der Aufbau zum optischen Pumpen
der Ethylen-Glykol-Rhodamin 6G Farbstofflösung mit der Konzentration 1 mmol/l (Brechungsindex
n0 = 1.44) im Resonator beschrieben. Des Weiteren wird die spektrale und örtliche Analyse der
transmittierten Fluoreszenz besprochen.

Pumpquelle

Ein linear polarisierter Dauerstrich-Laserstrahl der Wellenlänge 532 nm (Hersteller: Coherent, Typ:
Verdi-G12) dient als optische Pumpquelle, um Farbstoffmoleküle innerhalb des Resonators anzuregen.
Dazu passiert der vom Pumplaser emittierte Laserstrahl einen akusto-optischen Modulator (AOM),
dessen Beugungseffizienz durch die variable Verstärkung des verbundenen spannungsgetriebenen

37



10:90

10:9010:90PST λ/2

Pulslaser PhotodiodeBlock

Interferometer-
aufbau

Rot"lter

Piezo-Elemente

Piezo-
Element

Echelle
Gitter

kommerz.
Spektrometer

Streak-Kamera-
Aufbau

CCD

ICCD

LEDPumplaser

HeNe

50:50

50:50
Zyl.

Linse
Zyl.

Linse

Objektiv

Mikro-
ResonatorAOM

P(t)

Abbildung 4.1 Schema des experimentellen Aufbaus – Die zeitlich variierende Leistung P (t) des
Pumplaserstrahls (grün, � = 532 nm) wird durch Beugung am AOM eingestellt. Die Leistung kann mit
einer �/2-Platte und einem polarisierenden Strahlteiler (PST) eingestellt werden. In den Strahlengang kann
außerdem ein Pulslaserstrahl gleicher Wellenlänge eingekoppelt werden. Mit einer Photodiode wird die
Laserleistung überwacht. Der Strahl wird über einen piezo-verkippbaren Spiegel geführt und dann durch
eine Sammellinse in den Mikroresonator fokussiert. Ein kollimierter He-Ne-Laserstrahl (633 nm) passiert den
Resonator von der gegenüberliegenden Seite kollimiert. Über einen Strahlteiler wird gleichzeitig die Emission
einer LED (⇠640 nm) in den Resonator abgebildet. Einer der Resonatorspiegel lässt sich über Piezoelemente
verkippen. Der Spiegelabstand ist ebenfalls durch ein Piezoelement, welches mittig auf dem Spiegelhalter
angebracht ist, einstellbar. Die transmittierte Fluoreszenz aus dem Mikroresonator wird mit einem Objektiv
kollimiert und passiert einen variablen Rot-Filter. Folgend durchläuft der Strahl einen Strahlteiler und einen
Spektrometeraufbau. In diesem wird er über ein Teleskop aufgeweitet bevor er auf ein Echelle-Gitter trifft. Die
spektral aufgeteilte Reflexion passiert die zweite Sammellinse des Teleskops erneut, welche nun mit den zwei
folgenden orthogonal zueinander angeordneten Zylinderlinsen jeweils ein Teleskop bildet. Der auf diese Weise
ungleichmäßig aufgeweitete und kollimierte Strahl wird schließlich auf eine ICCD-Kamera auf der spektralen
Achse gestaucht abgebildet. Dem anderen Ausgang des Strahlteilers folgt die mögliche Kopplung in einen
Interferometeraufbau. Des Weiteren kann dieser Teilstrahl wahlweise auf die ICCD-Kamera oder eine CCD-
Kamera abgebildet oder in den Streak-Kamera-Aufbau geführt werden. Zuvor wird ein geringer Teil des Lichts
über einen Strahlteiler in ein kommerzielles Spektrometer eingekoppelt.

Oszillators zeitlich einstellbar ist (vgl. elektronischer Aufbau in [45]). So werden im Experiment
typischerweise optische Pulse konstanter Leistung mit Dauern von mehreren hundert Nanosekunden
eingestellt. Die Wiederholrate dieser liegt in der Regel im Bereich von 1–100Hz um das Fotobleichen
der Farbstofflösung zu minimieren. Die Laserpulse passieren weiter eine �/2-Platte, welche mit ihrem
Halter computergesteuert um die optische Achse rotiert werden kann. Durch die so frei einstellbare
Polarisation des Strahls lässt sich die Transmission durch den folgenden polarisierenden Strahlteiler
wählen und die Leistung der zum Pumpen verwendeten Lichtpulse global festlegen. Über zwei weitere
nicht-polarisierende Strahlteiler kann nun zum einen ein Pulslaserstrahl in den Pfad eingekoppelt
werden (s. Kap. 5) und zum anderen die Gesamtpumpleistung durch die Führung eines Teilstrahls
auf eine Photodiode zeitlich überwacht werden. Schließlich wird der Strahl wahlweise mit einer
Linse (f = 40 cm) oder einem Mikroskopobjektiv (NA = 0.42) in den Resonator fokussiert. Zur
besseren Justage der Pumpstrahlposition im Resonator ist die Verkippung des letzten Spiegels vor
dem Resonator über computergesteuerte Piezoelemente einstellbar.
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Spektrale und räumliche Analyse der Resonatoremission

Zur Analyse der räumlichen und energetischen Verteilung des Photonengases wird die Resonatore-
mission zunächst mit einem Mikroskopobjektiv kollimiert. Anschließend wird der Strahl über einen
Strahlteiler in zwei Pfade aufgeteilt. Auf einem der Pfade wird er in einen in Littrow-Konfiguration
angeordneten Spektrometeraufbau geführt, in welchem er durch ein Teleskop aufgeweitet wird und
kollimiert auf ein Echelle-Gitter trifft. Der gebeugte Strahl durchläuft daraufhin erneut die zweite
Linse des Teleskops, welche mit den im Pfad folgenden Zylinderlinsen jeweils ein Teleskop auf
den beiden zur optischen Achse orthogonalen Achsen bildet. Das sorgt dafür, dass die Abbildung
des aufgefächerten Strahls auf der spektralen Achse (horizontal) um einen Faktor 5, welcher dem
Verhältnis der Brennweiten entspricht, gestaucht wird. Das Spektrometer ist bewusst spaltfrei gewählt
um sicher zu stellen, dass die Gesamtzahl an transmittierten Photonen der transversal ausgedehnten
Moden detektiert werden kann. Dies ist wichtig, um die Besetzung der Moden genau zu bestim-
men und festzustellen ob das Photonengas eine thermische Gleichgewichtsverteilung aufweist. Des
Weiteren stellt der Aufbau ohne Spalt sicher, dass die räumliche Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Moden auch im Spektrometeraufbau charakterisiert werden kann. Die Aufnahme des Spektrums er-
folgt mit einer ICCD-Kamera (engl. Intensified charge-coupled device). Diese setzt sich aus einer
Bildverstärkereinheit und einer CMOS-Kamera zusammen (Hersteller: Hamamatsu, Typ: C9546-02
& OrcaFlash 4.0). Die Funktionsweise lässt sich wie folgt kurz zusammenfassen [88]: Photonen lösen
aus der Photokathode der Bildverstärkereinheit Elektronen aus. Diese werden durch eine angelegte
Spannung in Richtung einer Mikrokanalplatte beschleunigt, in welcher sie vervielfacht werden und auf
einen Phosphorschirm treffen. Die Phosphoreszenz wird nun mit einem Linsensystem auf den Chip
der CMOS-Kamera abgebildet. Extern kann ausgewählt werden, wann und wie lange die Beschleu-
nigungspannung angelegt wird (Gate) und somit bestimmt werden, zu welchem Zeitpunkt der Bild-
verstärker aktiv ist. Mit dem hier verwendeten System lassen sich Gate-Zeiten bis zu minimal 10 ns
einstellen. Es ist somit möglich die Resonatoremission mit dieser Auflösung zeitlich zu untersuchen.
Im Gate-Modus wird die Detektion von Hintergrundstrahlung während der vergleichsweise langen
Belichtungszeit der CMOS-Kamera von wenigen Millisekunden stark unterdrückt, da diese keine
Verstärkung erfährt. Das System eignet sich somit hervorragend für die Messung von Lichtquellen
sehr geringer Intensität. Neben dem Spektrum kann über den zweiten Pfad hinter dem Strahlteiler
die örtliche Verteilung der Emission durch die Abbildung auf die ICCD-Kamera oder eine Farb-
CCD-Kamera beobachtet werden. Zudem kann das Licht in einem Interferometer- oder einem Streak-
Kamera-Aufbau analysiert werden (s. Kap. 5). Des Weiteren wird ein kommerzielles Spektrometer
(Hersteller: Thorlabs, Typ: CCS175/M) verwendet, um das selbstgebaute Spektrometer zu kalibrieren
und Farbstoffemissionsspektren über einen großen Wellenlängenbereich mit einer Auflösung von
⇠1 nm zu messen.

Justage des Messaufbaus

Um Licht in den erzeugten Spiegelstrukturen zu fangen, ist es wichtig die Resonatorspiegel möglichst
parallel zueinander auszurichten. Um eine Verkippung der Spiegel auszumachen wird ein He-Ne-
Laserstrahl bei 633 nm kollimiert durch den Mikroresonator geführt. Die nun hinter dem Resonator
beobachtbaren Interferenzstreifen geben Aufschluss über die Parallelität des Spiegelpaares [89]. Die
grobe Einstellung wird zunächst händisch durch die Stellschrauben der Spiegelhalter eingestellt und
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Abbildung 4.2 Spiegeltransmission und Photonenzahlkalibration – a, Vom Hersteller angegebene wellenlän-
genabhängige Spiegeltransmission der im Experiment verwendeten dielektrischen Resonatorspiegelbeschich-
tung. b, Schematischer Aufbau zur Bestimmung der Photonenzahl im Resonator. Die Emission eines He-
Ne-Lasers bei 594 nm wird abgeschwächt in den Analysepfad des experimentellen Aufbaus geführt. Die
integrierten Pixelwerte der ICCD-Kamera werden als Funktion der Kamera-Verstärkung und Laserleistung
kalibriert.

dann über die angelegte Spannung am Piezoelement, mit dem Ziel die Streifenbreite zu maximieren,
feinjustiert. Neben der Verkippung lässt sich über ein weiteres Piezoelement der Spiegelabstand ent-
lang der optischen Achse einstellen. Außerdem ermöglicht die Ausleuchtung des Resonators mit einer
LED mit der zentralen Wellenlänge von ⇠640 nm die Beobachtung der strukturierten Oberfläche.
Somit lässt sich das zu untersuchende Potential über Translationsplattformen an den festen Ort des
Pumpstrahls bewegen. Ein weiteres Werkzeug zur Kalibrierung und Justage des Analyseaufbaus stellt
ein weiterer He-Ne-Laser dar, dessen Ausgangsstrahl vor oder hinter dem Mikroresonator mit dessen
Emission überlagert werden kann. Durch seinen Dauerbetrieb bei einer Leistung von etwa 1mW

ist er deutlicher zu sehen als die Kondensatemission (. 1 nW) und macht den Pfad, den das Licht
im Analyseaufbau verfolgt, sichtbar. Vorteilhaft ist dabei seine Wellenlänge von 594 nm, die zu einer
ähnlichen Beugungswinkeln des Lichts am Spektrometergitter führt wie das experimentell untersuchte
Kondensatlicht (570 nm< � < 600 nm). Über diesen Strahl lässt sich die Photonenzahl im Resonator
kalibrieren, wie im Folgenden beschrieben wird.

Bestimmung der mittleren Photonenzahl im Resonator

Um die mittlere Gesamtphotonenzahl im Resonator angeben zu können, wird die ICCD-Kamera mit
Hilfe eines Dauerstrich-He-Ne-Lasers der Wellenlänge 594 nm kalibriert (s. Abb. 4.2 b). Dazu wird
der strukturierte Spiegel des Resonators entnommen und der Laserstrahl auf den Auskoppelspiegel
abgebildet. Das transmittierte Licht durchläuft nun den selben Analyseaufbau wie die Resonatore-
mission. Der Laserstrahl simuliert somit eine im Resonator umherlaufende Mode deren zirkulierende
Leistung P der Laserleistung entspricht. Für eine Mode mit der Kreisfrequenz ! gilt [18]

P = N~!/⌧ = N~!c/(q�) = Nhc
2
/(q�

2
). (4.1)

Dabei bezeichnet ⌧ die Umlaufzeit im Resonator und N die Anzahl an Photonen in der jeweiligen
Mode. Transmittierte Photonen des He-Ne-Lasers durchlaufen dann den Analyseaufbau und treffen
auf die ICCD-Kamera. Die integrierten Pixelwerte C der Kamera über die eingestellte Gate-Zeit
�tG (⇠10 µs) lassen sich dann einer im Resonator zirkulierenden Leistung mit dem verstärkungs-
abhängigen Proportionalitätsfaktor V zuordnen. Betrachtet man nun im Experiment die tatsächliche,
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durch Pumppulse der Länge �tP, hervorgerufene Resonatoremission, so ist bei der Photonenzahl-
berechnung die mögliche Abweichung der mittleren Wellenlänge der Emission � von 594 nm durch
die in Abb. 4.2a dargestellte wellenlängenabhängige Transmission T (�) des Auskoppelspiegels zu
berücksichtigen. Mit den gegebenen experimentellen Parametern kann somit die mittlere Gesamtpho-
tonenzahl im Resonator aus den räumlichen ICCD Aufnahmen zu

N = Pq�
2
/(hc

2
), wobei P = VC ·

�tG

�tP
·
T (594 nm)

T (�)
, (4.2)

bestimmt werden. Die Bestimmung von N ist besonders wichtig um das Verhalten des Photonengases
als Funktion dieses Kontrollparameters untersuchen zu können und Phasenübergänge bei kritischen
Werten von N zu quantifizieren.

Frequenzstabilisierung der Resonatoremission

Eine selbstentwickelte Experimentsoftware ermöglicht die Analyse und die Fernsteuerung des Mess-
aufbaus. Während die genaue Einstellung der in Abb. 4.1 gezeigten rotierbaren Halbwellenplatte und
somit die präzise Wahl der Pumpleistung vorgenommen wird oder die auf den Piezospiegeln anlie-
genden Spannungen angepasst werden, können simultan die Daten des kommerziellen Spektrometers,
der CCDs und des ICCD-Spektrometers dargestellt und analysiert werden. So kann bei letzterem
die Wellenlänge der niederenergetischsten Mode oder wahlweise der höchsten Intensität von Puls zu
Puls bestimmt werden. Über die variierende Differenz dieser zu einer einstellbaren Sollwellenlänge
wird über einen digitalen PID-Regler durch die Steuerung der Translationsbühne der Resonatorspiegel
der Spiegelabstand so eingestellt, dass das Spektrum auf die Zielwellenlänge stabilisiert wird. Dabei
können Bild zu Bild Schwankungen der Modenfrequenzen im Rahmen der Spektrometerauflösung
von ⇠ 15GHz stabilisiert werden. Die Stabilisierung ist wichtig, um über mehrere Pulse aufgenom-
mene Signale mitteln zu können. Dies ist besonders bedeutsam bei niedrigen Intensitäten. Damit wird
sichergestellt, dass die Fallengeometrie während einer Messreihe oder in mehreren Messreihen mit
veränderter Pumpstrahlintensität vergleichbar bleibt.

4.2 | Tunnelkopplung von Photonen im Doppelmuldenpotential

Zunächst wird eine Methode zur experimentellen Bestimmung der Tunnelkopplung in einem Dop-
pelmuldenpotential vorgestellt. Im Experiment ergibt sich ein solches Potential durch die Zusam-
mensetzung des Mikroresonators aus dem in Abb. 4.3a dargestellten deformierten Spiegel und einem
planen Spiegel. Die Resonatorlänge wird so eingestellt, dass nur die longitudinale Mode q = 8 bei
einer Wellenlänge von 594 nm durch Photonen besetzt werden kann. Mit diesen Parametern kann aus
dem lokal variierenden Spiegelabstand nach Gl. 2.45 das induzierte Fallenpotential des Resonators
berechnet werden. Dieses ist in Abb. 4.3 dargestellt. Dabei handelt es sich um eine Doppelmul-
de mit zwei im Abstand von etwa 10.5 µm befindlichen Minima, welche durch eine Barriere der
Energie ⇠ h ⇥ 0.4THz voneinander getrennt sind. Dazu sind numerisch bestimmte Eigenzustände
gezeigt [90], welche zur Berechnung neben der Potentialgeometrie auch die effektive Masse der
Photonen m = 7.7⇥ 10

�36
kg als Parameter benötigen. Der symmetrische sowie anti-symmetrische

Eigenzustand, wie in Abschnitt 2.3 eingeführt, sind durch ihre Parität zu unterscheiden. Die anti-
symmetrische Superposition weist hierbei eine höhere Energie auf. Die Energiedifferenz beträgt bei
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Abbildung 4.3 Mikrostrukturierte Doppelmulde mit numerisch bestimmten Eigenzuständen – a, Mit dem
Mirau-Interferometer gemessenes Höhenprofil einer zu einer Doppelmulde deformierten Spiegeloberfläche.
Die gestrichelte Linie gibt den Ort des in b dargestellten vertikalen Schnitts an. Die gewonnenen Höhenprofile
sind in einer zweiten Skala ebenfalls in eine Potentialhöhe umgerechnet. In türkis und orange sind die zwei
niedrigsten numerisch bestimmten Eigenzustände des Potentials eingezeichnet. Ihre jeweilige Energie ist durch
gestrichelte schwarze Linien dargestellt. Nahe der Resonanz ergibt sich eine Energiedifferenz von h⇥22.1GHz

(links). Bei einer Verkippung des Resonatorspiegels um einen Winkel von 10 µrad erhöht sich die energetische
Aufspaltung auf h ⇥ 37.2GHz und die Mulden werden durch die ungekoppelten Zustände nicht mehr mit
gleicher Amplitude besetzt, d.h. der Mischungswinkel ändert sich (rechts).

verschwindender Verstimmung der ungekoppelten Einzelmulden h ⇥ 22.1GHz und erhöht sich auf
h⇥ 37.2GHz bei einem Verkippungswinkel der Spiegel von 10 µrad. Diese energetischen Abstände
entsprechen der zweifachen effektiven Tunnelkopplung 2~J 0 des Systems.

Zur experimentellen Bestimmung der Tunnelkopplung in ähnlichen Doppelmuldenpotentialen wurde
in vorherigen Arbeiten zu Photon Bose-Einstein-Kondensaten nur eine der Mulden örtlich gepumpt
[29, 62, 67]. Während eines Pumppulses verringert sich hier die Potentialtiefe durch die kontinu-
ierliche Reduktion des lokalen Brechungsindex der Farbstofflösung. Dieser thermo-optische Effekt
wird hervorgerufen durch die Erwärmung der Lösung im Bereich des Pumpstrahls. Dabei induzieren
strahlungslose Übergänge der Farbstoffmoleküle und die überschüssige thermische Energie nach der
Emission eines Kondesatphotons diesen Temperaturanstieg von wenigen Kelvin. Bei geeignet ge-
wählter anfänglicher Potentialtiefe der gepumpten Mulde ist es dann möglich, dass die Eigenenergien
beider Mulden während des Pumppulses temporär auf Resonanz liegen. Anhand der Besetzung der
zweiten Mulde als Funktion der linear steigenden Verstimmung während des Pumppulses lässt sich
mit Hilfe der Bloch-Gleichungen die Tunnelkopplung bestimmen [28]. Zudem kann im über den
Pumppuls integrierten Spektrum neben der Besetzung der zweiten Mulde eine Energielücke in der
Emission der ersten Mulde beobachtet werden, welche der zweifachen Tunnelkopplung entspricht.
Im Folgenden wird eine weitere Methode zur Bestimmung der Kopplung im Doppelmuldenpotential,
welche ohne die thermo-optisch induzierten Verstimmung auskommt, theoretisch erörtert und experi-
mentell untersucht. Dabei wird die Verstimmung durch die während einer Messung konstant bleibende
Spiegelverkippung auf der Doppelmuldenachse eingestellt und die thermo-optisch induzierte Verstim-
mung während eines Pumppulses minimiert.

Wie in Abschnitt 2.3 diskutiert, lassen sich die Eigenzustände  s,a des gekoppelten Doppelmulden-
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systems über den Mischungswinkel # als Kombination der ungestörten Zustände  1,2 zu

 s = cos#/2 ·  1 + sin#/2 ·  2,  a = sin#/2 ·  1 � cos#/2 ·  2 (4.3)

schreiben. Die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung P (x) als Funktion des Ortes x lautet dann

Ps(x) = | s(x)|
2
= | cos#/2 ·  1(x) + sin#/2 ·  2(x)|

2 (4.4)

Pa(x) = | a(x)|
2
= | sin#/2 ·  1(x)� cos#/2 ·  2(x)|

2
. (4.5)

Da die einzelnen Mulden für sich gesehen ein harmonisches Potential formen, ist eine gaußförmige
Grundmode der Form

 i(x) =
1

p
2⇡�i

exp[�(x� x0,i)/(2�
2

i )] (4.6)

mit dem Modenzentrum x0,i und der Standardabweichung �i (Breite) für die ungekoppelten Eigenzu-
stände  i zu erwarten (vgl. Simulation in Abb. 4.3). Aus den Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen
in Gl. 4.4 und 4.5 lässt sich mit dieser Annahme der Mischungswinkel extrahieren:

# = arctan (2J/�!) (4.7)

Daraus lässt sich mit der Tunnelrate J die Verstimmung �! = 2J/ tan(#) bestimmen. Die effektive
Tunnelrate J

0 kann somit ebenfalls als Funktion des Mischungswinkels und der normierten Verstim-
mung �!/J

J
0
(#) = J

s

1 +
1

tan2(#)
, J

0
(�!/J) = J

s

1 +

✓
�!

J

◆
2

/4, (4.8)

aus der energetischen Differenz der hybridisierten Eigenzustände �E± = 2~J 0 spektral vermessen
werden.

Spektrale Vermessung der Tunnelkopplung

In Abb. 4.4a ist das gemessene Spektrum der Resonatoremission aus einer Doppelmulde bei drei
verschiedenen durch Spiegelkippung eingestellten Verstimmungen zwischen den Eigenfrequenzen
der einzelnen Gitterplätze dargestellt. Hier wurden (anders als bei Experimenten in früheren Arbei-
ten) beide Mulden gleichzeitig gepumpt. Die Pumpstrahlgeometrie und -intensität wurde dabei so
gewählt, dass beide Mulden gleich stark besetzt sind. Dies stellt sicher, dass sowohl der symmetrische
als auch der anti-symmetrische Eigenzustand stets besetzt wird. Ferner sorgt dies für eine ähnliche
wärmeinduzierte Verstimmung über die Dauer des Pumppulses von 800 ns (Wiederholrate 50Hz). Die
variierende energetische spektrale Aufspaltung �Ea,s der Resonatoremission ist in den dargestellten
Spektren deutlich zu sehen. Aus ihr kann, wie zuvor beschrieben, die effektive Tunnelrate J 0 berechnet
werden. Durch Anpassung der in Gln. 4.4-4.6 aufgestellten Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung an
die Intensitätsprofile beider Moden lässt sich ferner der Mischungswinkel extrahieren. In Abb. 4.4
sind die effektiven Tunnelraten J

0 als Funktion dieses Winkels # aufgetragen. Die Anpassung des in
Gl. 4.8 beschriebenen funktionalen Zusammenhangs ergibt für die Tunnelrate als freien Anpassungs-
parameter J = 2⇡⇥10.8(2)GHz. Sie beschreibt gut den experimentell gemessenen Zusammenhang.
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Abbildung 4.4 Bestimmung der Verstimmung und Tunnelrate eines Doppelmuldensystems über die
beobachteten Emissionsspektren – a, Spektren der Doppelmuldenemission für variierende Verstimmung (linke
Spalte). Der Abstand der Moden ist durch die effektive Tunnelrate J

0
= 2⇡ ⇥ {21.1, 13.2, 10.9}GHz

quantifiziert. Aus den vertikalen Schnitten durch die räumlichen Intensitätsprofile der Moden (rechts) wird der
Mischungswinkel # durch Anpassung (durchgezogene schwarze Linien) bestimmt. b,c Effektive Tunnelrate als
Funktion des Mischungswinkels und der normierten Verstimmung �!/J der ungestörten Eigenzustände. Die
durchgezogenen Linien stellen den angepassten theoretischen Verlauf dar.

Die daraus folgende energetische Aufspaltung bei Resonanz von 2~J stimmt dabei ebenfalls mit
der aus der numerischen Lösung des Fallenpotentials bestimmten energetischen Aufspaltung von
h⇥ 22.1GHz gut überein. In Abb. 4.4c ist in gleicher Weise die effektive Tunnelrate als Funktion der
aus dem Mischungswinkel berechneten normierten Verstimmung �!/J aufgetragen. Diese stimmt
ebenfalls gut mit den Messergebnissen überein. Die präsentierte Methode erlaubt also die Bestimmung
der Tunnelrate und Verstimmung in einem Doppelmuldenpotential. Dabei lässt sich anmerken, dass
eine einzelne Messung, wie in Abb. 4.4a dargestellt, prinzipiell genügen würde um diese Unbekannten
über

J = J
0
/

q
1 + 1/tan2(#), �! = 2J/tan(#) (4.9)

zu bestimmen. Des Weiteren kann in einer Messung durch Verkippung der Spiegel die Verstimmung
und somit die effektive Tunnelrate minimiert werden, sodass J

0
⇡ J . Dies gilt im Falle gleicher

Aufenthaltswahrscheinlichkeit in beiden Mulden für beide Moden. Es ist zu beachten, dass die hier
angewandte Methodik es durch eine geschickt eingestellte Verstimmung ermöglicht die Tunnelrate
auch dann zu bestimmen, wenn die Moden durch die limitierte spektrale Auflösung von etwa�!res =

2⇡⇥15GHz des Analyseaufbaus auf Resonanz untrennbar bei J = 2⇡⇥7.5GHz überlappen würden.
Dazu ist es nötig den Mischungswinkel messen zu können. D.h. beide Moden müssen eine messbare
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in beiden Mulden aufweisen. Nimmt man den im Experiment minimal
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gemessenen Mischungswinkel von ca. #min = 0.15⇡ an, so wäre theoretisch eine Tunnelrate von
Jmin = 2⇡ ⇥ 3.6GHz über das Spektrum messbar. In Kapitel 5 wird eine weitere Vermessung
dieser Größe vorgestellt, welche sich aus der mit einem Streak-Kamera-Aufbau gemessenen zeitlichen
Dynamik eines in nur einem der Mulden initial angeregten kohärenten Wellenpaketes extrahieren lässt.

4.3 | Thermalisierung und Kondensation eines Photonengases in einer harmonisch
umschlossenen Doppelmulde

Das reine Doppelmuldenpotential soll im Folgenden mit einem schwachen harmonischen Potential
überlagert werden um die Bose-Einstein Kondensation von Licht in einem neuartigen Zustand zu
realisieren. Das resultierende zweidimensionale Potential weist keine gaußförmige Grundmode wie
in bislang realisierten Experimenten mit Photonenkondensaten auf [19, 28, 30], sondern zeichnet sich
durch den symmetrischen Superpositionszustand der Doppelmulde als Grundzustand aus. Als nächst
höherenergetische Zustände folgen der anti-symmetrische Superpositionszustand sowie die spektral
annähernd äquidistant verteilten Moden des umgebenden harmonischen Potentials, wie idealisiert
in Abb. 4.5 dargestellt. Das Energieschema kann dann vereinfacht durch drei Größen beschrieben
werden. Zunächst ist über die Tunnelrate J der energetische Abstand zwischen den Doppelmulde-
neigenmoden 2~J gegeben. Mit der Energiedifferenz ~� zur folgenden harmonischen Mode und der
Fallenfrequenz ⌦ wird die reduzierte Beschreibung des Potentials komplettiert. Im Gegensatz zum
alleinstehenden Doppelmuldenpotential mit zwei Moden, existiert nun eine Vielzahl an angeregten
(thermischen) Moden über der Grundzustandsenergie. Betrachtet man dieses Potential im farbstoff-
gefüllten Mikroresonator, so sagt der in Abschnitt 2.2 ausgiebig beschriebene Thermalisierungspro-
zess eine Besetzung der Zustände nach der Bose-Einstein-Statistik voraus. Oberhalb einer kritischen
Teilchenzahl ist somit die makroskopische Besetzung des symmetrischen Superpositionszustandes zu
erwarten. Im Gegensatz zu Experimenten mit atomaren Bosonen, in denen üblicherweise Kondensate
in harmonischen Fallen präpariert und nachfolgend in Gitterpotentiale umgeladen werden, ist hier eine
direkte Kondensation in Superpositionszustände möglich. Während der Thermalisierung des Photo-
nengases und auch nach der Kondensation bleibt die Potentialgeometrie in den hier beschriebenen
Experimenten unverändert.

Experimentelle Realisierung der Potentialgeometrie

Das hybride Potential kann mit der in Kapitel 3 beschriebenen iterativen Mikrostrukturierungstechnik
erzeugt werden. Abb. 4.6a zeigt die resultierende Spiegeloberfläche. Sie weist einen Krümmungsra-
dius von etwa R = 15 cm auf und erreicht eine Maximalhöhe von ⇠15 nm im Abstand von 70 µm
zum Zentrum. Die Begrenzung auf diese Deformationshöhe soll einer Zunahme von Transmissions-
verlusten vorbeugen (vgl. Abs. 3.2). Der strukturierte Spiegel wird nun wie in Abs. 4.2 einem planen
Spiegel gegenübergestellt. Der Abstand wird so gewählt, dass allein die longitudinale Mode q = 11

bei der Abschneidewellenlänge von �abs = 586 nm durch die Farbstofffluoreszenz besetzt werden
kann. Diesbezüglich lässt sich die Fallenfrequenz für das harmonische Teilpotential ähnlich wie in Gl.
2.48 über

⌦ =
c

n0

p
Rq�/(2n0)

⇡ 57GHz (4.10)
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Abbildung 4.5 Hybridpotential mit Superpositionsgrundzustand – Das Fallenpotential V setzt sich aus
einer Doppelmulde im Zentrum und aus einem es umgebenden harmonischen Potential zusammen. Gezeigt
sind die beiden Eigenzustände niedrigster Energie, also die des tunnelgekoppelten Doppelmulden mit den
symmetrischen und anti-symmetrischen Wellenfunktionen  s und  a. Der energetische Abstand dieser ergibt
sich aus der Tunnelrate J zu 2~J . Darüber sind im energetischen Abstand ~� quasi-äquidistante Energieniveaus
des harmonischen Oszillators mit der Fallenfrequenz ⌦ eingezeichnet.

berechnen. Dabei wird die einseitige Krümmung des Mikroresonators durch den zusätzlichen Faktorp
1/2 berücksichtigt. Nach Gl. 2.45 kann hier die lokale Wölbung des Spiegels in ein Fallenpotential

umgerechnet werden. Ein vertikaler Schnitt durch das Fallenzentrum ist in Abb. 3b rechts dargestellt.
Dabei wird neben der maximalen Tiefe von etwa h⇥3.4THz hier auch die Doppelmuldenstruktur im
Zentrum der Falle sichtbar. Die Mulden weisen einen Abstand von ⇠11 µm auf und sind durch eine
h⇥ 0.11THz hohe Barriere voneinander getrennt.

Ähnlich wie in Abschnitt 4.2 lässt sich die theoretische Modenstruktur numerisch bestimmen. Dazu
werden die Matrixelemente des Hamiltonoperators in der Basis Harmonischer-Oszillator-Zustände
berechnet und diese Matrix diagonalisiert, um die Eigenzustände des Systems zu finden. Um die
experimentelle Analyse über das Spektrometer zu simulieren, werden die Eigenzustände entsprechend
ihrer Energie auf einer spektralen Achse angeordnet. Dabei wird um den Modenschwerpunkt die
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung in x und y-Richtung eingezeichnet, wobei die relative Stauchung
dieser Abbildung auf der spektralen (x-)Achse dem Analyseaufbau entsprechend berücksichtigt wird.
Diese Simulation ist in Abb. 4.6 dargestellt und wurde von Prof. Dr. Achim Rosch innerhalb der
Zusammenarbeit zu Ref. [91] durchgeführt. Gezeigt sind Spektren bei verschiedenen chemischen
Potentialen µ und bei der Raumtemperatur T = 300K. Diese führen zu einer variablen Intensität
der Moden i mit den Wellenlängen �i, welche mit

ni(µ) =
1

exp [(Ei � µ)/(kBT )]� 1
, mit Ei = h(c/�i)� h(c/�0) (4.11)

gewichtet sind. Hier zeigt sich die deutlich erhöhte Besetzung der niedrigsten Energie, welche hier als
symmetrischer Grundzustand des Systems ausgemacht werden kann. Darüber folgt der anti-symmet-
rische Zustand (hier nx = 0, ny = 1) mit verschwindender Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Fall-
enzentrum mit einer Energie von E1 = Ea = 2~J = ~ ⇥ 36GHz. Die nächste Mode folgt auf
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Abbildung 4.6 Numerische Berechnung der Eigenzustände der experimentell realisierten harmonisch
umschlossenen Doppelmulde – a, Strukturierte Oberfläche eines Resonatorspiegels. Die Deformationshöhen
sind für die longitudinale Modenzahl q = 11 und die Abschneidewellenlänge von �0 = 586 nm in
Potentialhöhen umgerechnet. Es ergibt sich eine harmonische Falle mit einem Doppelmuldenpotential im
Zentrum. b, Mit der Bose-Einstein-Statistik bei einer Temperatur T = 300K gewichtete Intensitäten der
zum Potential in a berechneten Eigenzustände des harmonisch umschlossenen Doppelmuldensystems bei zwei
verschiedenen chemischen Potentialen µ = �0.024 kBT (oben) und µ = �0.006 kBT . Durch gestrichelte
Linien werden den Resonatormoden die äquivalenten Modenzahlen des harmonischen Oszillators nx und ny

zugeordnet. Bei überlappenden Intensitätsverteilungen höherenergetischer Moden ist die Gesamtmodenzahl n
angegeben.

diese Doppelmuldenzustände mit einem energetischen Abstand von ~� = ~ ⇥ 2⇡ ⇥ 55GHz und ist
als die horizontal angeordnete Mode mit (1,0) (! nx = 1, ny = 0) auszumachen. Die folgenden
Oszillatormoden können ebenfalls eindeutig den Modenzahlen nx und ny zugeordnet werden (vgl.
Gl. 2.50). Niederenergetische Moden deren Gesamtmodenzahl n = nx + ny gleich ist, weisen dabei
nicht die selbe Energie auf und können, wie in Abb. 4.6b gezeigt, spektral voneinander getrennt
werden. So setzt der durch den spaltfreien Spektrometeraufbau bedingte räumliche Überlapp der
Zustandsaufenthaltswahrscheinlichkeiten erst bei n & 5 ein. Dieses Verhalten macht den Einfluss
der Abweichung von einem rein harmonischen Potential deutlich und zeigt, dass der Einfluss dieser
Diskrepanz mit steigender Modenzahl sinkt. Wie in den folgenden Abschnitten gezeigt wird, ist
die Entartung der Resonatorzustände extrem relevant um experimentelle Spektren nachzuvollziehen.
Dabei wird die Anzahl an Moden, welche sich überlappen, durch eine effektive Besetzung beim
gemeinsamen spektralen Schwerpunkt berücksichtigt.

Spektrale und räumliche Analyse der Resonatoremission

Das in Abb. 4.6a gezeigte Potential wird nun von einem Photonengas besetzt im farbstoffgefüllten
Mikroresonator untersucht. Die zentrale Pumpanregung mit einem Durchmesser von 80(8) µm er-
folgt mit Pulsen der Dauer 1 µs mit einer Wiederholrate von 50Hz. Die Resonatorlänge ist dabei
so eingestellt, dass nur die transversalen Anregungen zur longitudinalen Mode q = 11 mit der
Abschneidewellenlänge von ⇠ 586 nm besetzt werden. Für die Photonen ergibt sich damit eine
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Abbildung 4.7 Spektren der Resonatoremission – a, Hochauflösende spektrale Verteilung der Resonatoremissi-
on bei experimentell bestimmten Photonenzahlen N = 0.94Nc,exp(oben) und N = 1.05Nc,exp. Dazu wurden
jeweils 200 Einzelmessungen um leichte spektrale Versätze korrigiert und gemittelt. b, Aus diesen und weiteren
Messungen extrahierte Modenbesetzung mit Anpassung der Bose-Einstein-Statistik mit Berücksichtigung der
Modenentartung (durchgezogene Linien). c, Gesamtes Emissionsspektrum in reduzierter Auflösung ebenfalls
mit Anpassung der mit einem Gaußprofil der Breite der Auflösung von 0.17 nm gefalteten Bose-Einstein-
Statistik. Zur besseren Übersicht sind die Spektren bei steigender Gesamtphotonenzahl durch Multiplikation
mit dem eingezeicheten Faktor vertikal verschoben.

effektive Masse von 7.8⇥ 10
�36

kg. In mehreren Messreihen wird die Gesamtphotonenzahl durch
Variation der Pumpleistung verändert. Sie wird über die räumliche ICCD-Aufnahme der Resonator-
emission, wie in Abschnitt 4.1 erläutert, bestimmt. Gleichzeitig wird das Spektrum aufgenommen.
Dabei wird bei unveränderten Parametern ein hochauflösendes Echelle-Gitter als auch ein Blaze-
Gitter mit der Auflösung von 0.17 nm verwendet, um auch die Breitbandaufnahme des gesamten
Emissionsspektrums zu erreichen. Um in beiden Fällen die energetische Verteilung der Photonen im
Resonator zu bestimmen, wird die gemessene Intensität mit der wellenlängenabhängigen, in Abb.
4.2a aufgeführten, Spiegeltransmission korrigiert. Neben dieser Korrektur werden, begründet durch
die geringe Signalstärke einer einzelnen Messung, 200 Spektren gemittelt. Dabei ist zu beachten,
dass kleine Schwankungen der Resonatorlänge von Aufnahme zu Aufnahme zu einer leichten Ver-
breiterung des gesamten Spektrums führen. Zur Mittelung wird diese Verschiebung korrigiert. Dies
ist besonders bei der hochauflösenden Variante des Spektrometers von Bedeutung. Nur durch diese
Korrektur wird die Modenstruktur in den in Abb. 4.7a dargestellten Spektren sichtbar. Sie weist eine
deutliche Ähnlichkeit mit der zuvor simulierten Intensitätsverteilung auf. Der symmetrische Grundzu-
stand  s bei einer Wellenlänge knapp über 586 nm und der darauffolgende anti-symmetrische Zustand
 a sind eindeutig anhand ihrer vertikalen räumlichen Verteilung zu erkennen. Aus ihrem energetischen
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Abstand von h ⇥ 30(1)GHz ergibt sich eine Tunnelrate von Jexp = 2⇡ ⇥ 15GHz. Im Gegensatz
zur numerischen Simulation überlappen die nächsten beiden höheren Moden in einem Abstand von
h ⇥ 76GHz. Sie können anhand der räumlichen Verteilung als die beiden Harmonischer-Oszillator-
Moden mit den Modenzahlen (0,1) und (0,2) identifiziert werden. Die Moden (1,1) und (2,0) lassen
sich als nächstes identifizieren, sie überschneiden sich ebenfalls. Zu niedrigeren Wellenlängen hin
sind weitere Moden zu erkennen, welche nun in deutlich trennbaren spektralen Clustern angeordnet
sind. Es wird angenommen, dass alle Moden der jeweiligen Gruppierung die selbe Gesamtmodenzahl
n aufweisen und somit n + 1 Zustände zusammengeschlossen werden (Entartung). Die Modenzahl
eines solchen Clusters lässt sich anhand der maximal beobachtbaren vertikalen Knoten der Mode
(n,0) in diesem Bereich gut erkennen. Der energetische Abstand der Clusterzentren höherer Entartung
lässt eine Bestimmung der Fallenfrequenz ⌦exp = 2⇡ ⇥ 63(2)GHz des harmonischen Teilpotentials
zu. Diese zeigt eine geringe Abweichung vom aus der Spiegelkrümmung analytisch bestimmten
Wert. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass obwohl das simulierte Spektrum der experimentell
gemessenen Modenstruktur ähnelt, doch auch Unterschiede auszumachen sind. So wird die Tunnelrate
leicht überschätzt und die energetischen Abstände der niedrigsten Moden werden ebenfalls nicht
korrekt vorhergesagt. Zweiteres lässt sich durch eine experimentelle oder numerische Verkippung
der Spiegeloberfläche orthogonal zur Doppelmuldenachse erklären. Verstimmungen auf der vertika-
len Achse würden ebenfalls größere Aufspaltungen der Doppelmuldenmoden erklären, würden sich
jedoch auch in der ungleichmäßigen Besetzung der Mulden äußern. Eine mögliche Erklärung ist
eine potentiell fehlerbehaftete Bestimmung der transversalen Ausdehnung der Struktur im Mirau-
Interferometer-Aufbau. Folglich könnte der Abstand der Mulden leicht unterschätzt werden, was
große (exponentielle) Auswirkungen auf die Tunnelrate hätte. Eine weitere mögliche Fehlerquelle
ist die unbekannte Oberfläche des gegenüberliegenden Spiegels, welche das Potential entsprechend
dieser verzerren könnte. Dennoch ist die numerische Berechnung der Systemzustände ein gutes Hilfs-
mittel um Voraussagen über die zu erwartende Modenanordnung zu treffen.

Die in Abb. 4.7a gezeigten Spektren unterscheiden sich in der Gesamtphotonenzahl von ⇠7500 und
⇠8400. Dieser Unterschied äußert sich in den sich verändernden Intensitäten der einzelnen Moden.
Dabei ist bei höherer Gesamtbesetzung eine deutlich überproportionale Besetzung des symmetrischen
Zustands zu erkennen, während höhere Moden nur leicht an Intensität zunehmen. Diese Unterschiede
lassen sich, wie in Abb. 4.7b dargestellt, durch die Integration der Spektren entlang der y-Achse
besser quantifizieren. Dabei werden die zur Photonenzahl proportionalen Signale ferner spektral in
den definierten Clustern zusammengefasst. Jeder dieser Datenpunkte beschreibt somit eine effektive
Mode mit einer effektiven Entartung gi, welche über die Anzahl an Zuständen im spektralen Bereich
um die zentrale Wellenlänge �i bestimmt wird. Über die Bose-Einstein-Statistik ist dann eine spektrale
Verteilung nach

ni(µ) =
2gi

exp [(Ei � µ)/(kBT )]� 1
(4.12)

zu erwarten. Dabei ist die Polarisationsentartung ebenfalls durch den Faktor 2 berücksichtigt und Ei

bezeichnet die mittlere energetische Differenz der jeweiligen Modengruppe zum Grundzustand. Zur
Anpassung der Bose-Einstein-Statistik an die gemessenen Besetzungen bei verschiedenen Gesamt-
photonenzahlen, wird ein global für alle Messreihen gültiger Vorfaktor eingeführt um die Photonen-
zahlen in die gemessenen Signalstärken in beliebigen Einheiten umzurechnen. Dieser wird über alle
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Messreihen, sowie das chemische Potential in einzelnen Messungen, angepasst. Des Weiteren wird die
Temperatur des Photonengases zu T = 300K eingesetzt. Die so bestimmten theoretischen Spektren
sind ebenfalls in Abb. 4.7b eingezeichnet und beschreiben die experimentellen Verläufe sehr gut. Aus
den Anpassungen können ferner aus den in Abb.4.7a dargestellten ICCD-Aufnahmen die chemischen
Potentiale µ = �0.024 kBT und µ = �0.006 kBT extrahiert werden.

Aus den hochaufgelösten Spektren lässt sich schließen, dass die niederenergetischen Moden durch
Resonatorphotonen thermisch besetzt werden. Das Spektrometer deckt allerdings nur einen kleinen
Ausschnitt der Resonatoremission ab. Messungen mit geringerer Auflösung sind in Abb. 4.7c darge-
stellt. Hier können einzelne Intensitätsmaxima der Moden nicht mehr aufgelöst werden, jedoch ist die
gesamte spektrale Verteilung des Photonengases über die gesamte Fallentiefe einsehbar. Auffällig
ist der Abfall der Spektren nahe einer Wellenlänge von 582.5 nm, obwohl das Potential bedingt
durch seine Tiefe Moden bis zu ⇠ 582 nm aufweisen sollte. Diese geringere Besetzung, resultiert
vermutlich aus höheren Verlusten hochenergetischer Moden. Neben erhöhter Spiegeltransmission,
könnten auch Tunnelereignisse in Moden außerhalb des Potentials durch die schmale äußerliche
Barriere diese Verluste erklären. An den populierten spektralen Bereich kann nun eine Bose-Einstein-
Statistik angepasst werden. Dazu wird die theoretische Verteilung der limitierten experimentellen
Auflösung entsprechend mit einer Gauß-Funktion der Breite 0.17 nm gefaltet und über das chemi-
sche Potential angepasst. Erneut ist hier eine gute Übereinstimmung der Theorie mit den experi-
mentellen Daten bei variierender Gesamtphotonenzahl ersichtlich. Aus diesen Graphen lässt sich
die kritische Photonenzahl, bei der die makroskopische Besetzung des Grundzustands ersichtlich
wird, zu Nc,exp = 8000(2500) bestimmen. Der relativ große Fehler ergibt sich dabei aus statis-
tischen Schwankungen und dem systematischen Fehler der Spiegeltransmissionen (ähnlich wie in
Ref. [18]). Über diesem kritischen Wert ist eine makroskopische Besetzung des Grundzustands in
beiden Spektren zu beobachten. Die gezeigten Messungen weisen auf die Kondensation des Photo-
nengases bei einer Temperatur von 300K in einen Superpositionszustand hin, welche sich auch in
der in den Abbildungen 4.8a und b dargestellten räumlichen Verteilung der Photonen widerspiegelt.
Hier ist über der kritischen Teilchenzahl eine deutliche Besetzung der Mulden im Zentrum, deren
Intensität deutlich aus der sie umgebenden gauß-verteilten thermischen Wolke heraussticht, zu sehen.
In Abb. 4.8 ist ebenfalls eine Aufnahme der Farb-CCD-Kamera dargestellt. Zu sehen ist die gelbe
Emission aus der Doppelmulde, welche von grünlicherem Licht umrandet wird. Wie sehr die Farben
der Realität entsprechen ist aufgrund der hocheingestellten CCD-Verstärkung schwer einzuschätzen.
Der Übergang zu höherenergetischen Photonen am Rand der Falle wird dennoch deutlich und ist mit
Farb-Aufnahmen aus früheren Experimenten im farbstoffgefüllten Mikroresonatorsystem vergleich-
bar [19, 20]. Über die räumliche Überlagerung der Emission aus den einzelnen Mulden kann ferner
die Phasenkohärenz der Superposition der Einzelmuldenzustände sichtbar gemacht werden. Dazu
wird die Resonatoremission kollimiert in einen Mach-Zehnder-Interferometeraufbau geführt und die
Interferometerpfade so justiert, dass die Resonatoremission bei der anschließenden Abbildung auf die
ICCD-Kamera räumlich um den halben Muldenabstand vertikal verschoben mit sich selbst überlagert
wird. Im in Abb. 4.8d gezeigten, auf diese Weise aufgenommenen Interferogramm des Photonengases
über der Kondensationsschwelle ist ein kontrastreiches Interferenzstreifenmuster im zentralen Bereich
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Abbildung 4.8 Räumliche Verteilung und Interferenz des thermalisierten Photonengases – a, Räumliche
ICCD-Kameraaufnahmen der Resonatoremission bei experimentell bestimmten Gesamtphotonenzahlen
N=0.89Nc,exp (links) und N=1.19Nc,exp. b, Vertikale Intensitätsprofile entlang der in a gestrichelt
eingezeichneten Doppelmuldenachse bei gleichen Gesamtbesetzungen. c, Farb-CCD-Aufnahme der Resonato-
remission über der kritischen Teilchenzahl Nc,exp. d, Räumliche Überlagerung der Resonatoremission mit sich
selbst bei einem vertikalen Versatz, der dem halben Muldenabstand entspricht. Der eingezeichnete orangene
Kreis kennzeichnet den Bereich, in welchem die Emission aus den einzelnen Mulden miteinander interferiert.
Die Gesamtphotonenzahl beträgt hier N=1.18Nc,exp.

der Überlagerung der Muldenemissionen zu sehen1, welches die erwartete, über die Pumppulsdauer
von 1 µs konstant bleibende Phasenbeziehung dieser zueinander bestätigt.

Zuletzt lässt sich die experimentell bestimmte Kondensationsschwelle mit der theoretischen Erwar-
tung vergleichen. Durch die Begrenzung der Potentialtiefe werden dabei zur Bestimmung der theoreti-
schen kritischen Photonenzahl Nc,theo des Systems die in Abs. 2.1 präsentierten Korrekturen relevant.
Zunächst lässt sich aber mit Gl. 2.55 die Photonenzahl für ein rein harmonisches und unendlich tiefes
Potential mit der experimentell bestimmten Fallenfrequenz ⌦exp zu

Nc,theo,inf =
⇡
2

3

✓
kBT

~⌦exp

◆
2

⇡ 32600 (4.13)

berechnen. Bestimmt man nun die kritische Summe der über die Potentialtiefe von ⇠ 3.4THz li-
mitierte Anzahl an Zuständen, unter der Berücksichtigung der zuvor bestimmten niederenergetischen
Modenstruktur und der Annahme darauf folgender äquidistanter Energieniveaus mit entsprechend
steigender Entartung, so ergibt sich eine reduzierte kritische Photonenzahl von Nc,theo = 9800. Mit
einer Reduktion auf 30% der Kondensatschwelle im uneingeschränkten Fallenpotential stimmt diese
Teilchenzahl gut mit der experimentell beobachteten überein.

1Die Interferometerarme wurden bewusst so eingestellt, dass die Wellenvektoren der Teilstrahlen vertikal einen nicht
verschwindenden Winkel einschließen und sich somit ein Interferenzstreifenmuster ergibt.
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4.4 | Monte-Carlo-Simulation in einer isolierten Doppelmulde

Im Folgenden wird die Molekül- und Photonendynamik im farbstoffgefüllten Mikroresonatorsystem
simuliert und mit experimentellen Beobachtungen verglichen. Dazu wird, wie oft bei statistischen
physikalischen Problemen, welche sich schwer oder nicht analytisch lösen lassen, das Monte-Carlo-
Verfahren verwendet [92]. Dabei wird die zeitliche Evolution eines Systems schrittweise berechnet.
Jeder dieser Berechnungsschritte besteht darin, zufällig und stochastisch gewichtet, ein gewisses Er-
eignis auszuführen. Im Bereich der Teilchenphysik wird mit diesem Verfahren zum Beispiel die Inter-
aktion von Teilchen und ihrer möglichen (ebenfalls berechneten) Zerfallsprodukte mit Detektoren zur
besseren Planung der Experimente simuliert [93]. Dies ermöglicht beispielsweise eine Abschätzung
des aus dem Standardmodel zu erwartenden Detektionsuntergrunds um neue Theorien über dieses
hinaus aufzuspüren oder zu bestätigen [94].

Simulation des verlustbehafteten Resonators

Im Rahmen dieser Arbeit lässt sich mit dem Monte-Carlo-Verfahren die in Abschnitt 2.2.1 besproche-
ne Markov-Kette numerisch realisieren. Die im Ratengleichungsmodell (vgl. Abs. 2.2.4) benannten,
im farbstoffgefüllten Resonator stattfindenden, Prozesse verändern fortlaufend die Systemkonfigurati-
on. Diese beinhaltet nicht nur die photonische Modenbesetzung, sondern auch den örtlich variierenden
Anregungsgrad der Moleküle. Um das nächste stattfindende Ereignis zu bestimmen, wird zufällig und
entsprechend der in Gln. 2.58 und 2.59 aufgeführten Raten stochastisch gewichtet einer der folgenden
Prozesse ausgeführt:

⇧ Molekülanregung am Ort ~x durch Absorption eines Pumpphotons und daraus resultierende
örtliche Erhöhung des molekularen Anregungsgrades f(~x) mit der Pumprate RP(~x).

⇧ Emission eines Photons in eine Resonatormode Das stochastische Gewicht für jede einzelne
Mode i ist proportional zum effektiven Anregungsgrad und unter Berücksichtigung stimu-
lierter Emission ebenfalls proportional zur Modenbesetzung ni über die Rate Bem(!i)(ni +

1)
R
| i(~x)|

2
f(~x)d

3
x gegeben. Beim Ausführen dieses Ereignisses wird zufällig, mit | i(~x)|

2
f(~x)

gewichtet, ein Ort ~x gewählt, an welchem ein Molekül abgeregt wird.

⇧ Strahlungslose Desaktivierung eines Moleküls oder isotrope Abstrahlung mit der Rate
f(~x)�iso.

⇧ Absorption eines Photons der Mode i. Das Eintreten dieses Ereignisses ist für jede Mode
einzeln mit der Rate Babs(!i)ni gewichtet. Der Ort der daraus resultierenden Anregung eines
Moleküls wird ebenfalls mit der Gewichtung durch die Wahrscheinlichkeitsdichte der Mode
| i(~x)|

2 zufällig gewählt.

⇧ Verlust eines Photons durch Spiegeltransmission mit der Rate ni�res und folgende Reduktion
der Besetzung der Mode i.

Die relative Gewichtung dieser Prozesse ändert sich zwischen den Simulationsschritten fortlaufend
durch die Variation der Modenbesetzung und des Anregungsgrades. So wird die Dynamik zunächst
durch die Pumpanregung dominiert, da die anderen Prozesse wegen des geringen Anregungsgrades
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und der geringen Besetzung der Moden stark unterdrückt sind. Um den zeitlichen Verlauf der System-
konfiguration zu beschreiben, wird als Maß für die zwischen Ereignissen vergehende Zeit ebenfalls
zufällig aus einer exponentiellen Verteilung mit einer Zerfallskonstante, welche dem Inversen der
Summe aller Raten entspricht, ein Wert gezogen. Ähnliche Ansätze zur Simulation des Resonatorsys-
tems finden sich beispielsweise in Referenzen [63, 95].

Doppelmuldenpotential bei ortsselektiver Pumpstrahlanregung

Anwendung findet dieses Modell in der Simulation der Photonen-Besetzung einer Doppelmulde als
Funktion der Pumpstrahlposition mit endlicher räumlicher Ausdehnung. Anlass dazu gibt die experi-
mentelle Beobachtung, dass bei hohen Pumpleistungen im begrenzten Doppelmuldenpotential (ohne
harmonische Falle), die Besetzung des symmetrischen und anti-symmetrischen Zustands deutlich
vom örtlichen Schwerpunkt der Pumpanregung abhängt. So wurde bei einer räumlich auf eine Mulde
begrenzter Pumpanregung in einer verstimmten Doppelmulde nur die Besetzung des Zustandes mit
der höheren Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der gepumpten Mulde beobachtet [28]. Dieses Verhalten
kann Verlusten zugeschrieben werden, wurde aber bislang nicht weiter quantifiziert. Die Monte-
Carlo-Simulation soll zum besseren Verständnis dieser Beobachtung führen. Dabei wird sie expli-
zit mit einem experimentell realisierten resonanten Muldensystem mit der Tunnelrate J = 2⇡ ⇥

24GHz, über welches ein Pumpstrahl bewegt wird, verglichen. Zur Reduktion der Rechenzeit ist
eine Vereinfachung des Problems auf eine Dimension sinnvoll. Für die Simulation werden so die in
Abb. 4.9a dargestellten Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der Superpositionszustände | s|

2 und
| a|

2 angenommen. Diese wurden den experimentellen Spektren der Doppelmuldenemission durch
Anpassung entnommen (vgl. Abs. 4.2). Wie eingezeichnet soll nun in wiederholten Simulationen
der Schwerpunkt eines gaußförmigen Pumpstrahls mit dem Durchmesser 8 µm relativ zum Moden-
schwerpunkt verschoben und seine Pumprate variiert werden. Bei der Wellenlänge von 586 nm ergibt
sich für die Absorptionsrate von Photonen im symmetrischen Zustand Babs,s = 3.11⇥ 10

9
1/s. Für

Photonen im anti-symmetrischen Zustand gilt mit der etwas kürzeren Wellenlänge von 585.94 nm

eine Absorptionsrate von Babs,a = 3.14⇥ 10
9
1/s, welche sich aus dem aus der Literatur gegebenen

Wirkungsquerschnitt � von Rhodamin 6G in Ethylen-Glykol [96] über

Babs = �⇢c/n, mit ⇢ = NAvC (4.14)

berechnet. Dabei ergibt sich mit der Avogadro-Konstante NAv und der Farbstoffkonzentration C =

1mmol/l für die Dichte an Farbstoffmolekülen in der Lösung ⇢ ⇡ 6⇥ 10
23
/m

3. Über den Faktor
Bems/Babs ⇡ 470 aus der Kennard-Stepanov-Relation lassen sich nun weiter die Emissionsraten
1.469⇥ 10

12
1/s und 1.467⇥ 10

12
1/s bestimmen [23]. Die Rate, mit der Photonen spontan in un-

gefangene Moden emittiert werden, wird über die Lebensdauer zu 1/4 ns = 250⇥ 10
6
1/s ⇥ M

mit der Gesamtmolekülzahl M pro räumlichen Simulationspixel abgeschätzt. Zuletzt können die
Spiegelverluste mit der vom Hersteller gegebenen Spiegeltransmission T ⇡ 10 ppm zu

�res =
c

q�/2
· T = 1.14⇥ 10

9
1/s (4.15)

berechnet werden. Zur Bestimmung des Anregungsgrades wird ferner die Molekülanzahl auf einem
numerischen Raumpixel der Länge 0.4 µm benötigt. Da die Breite der Moden orthogonal zur Tunnel-
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Abbildung 4.9 Monte-Carlo-Simulation im Doppelmuldenpotential – a, Auf die Verbindungsachse einer
Doppelmulde projizierte Eigenzustände bei resonanter Kopplung. Die Verschiebung des Pumpstrahls mit
einem Durchmesser von 8 µm ist ebenfalls angedeutet. b, Simulierte Zeitspuren der photonischen Besetzung
des symmetrischen sowie anti-symmetrischen Zustandes (Ns und Na), für einen Pumpstrahlschwerpunkt
der x = 8 µm vom Ursprung versetzt bei den gewählten räumlich aufintegrierten Pumpanregungsraten von
5.5⇥ 10

13
1/s (oben) und 6.1⇥ 10

13
1/s.

achse etwa 5 µm beträgt, deckt solch ein Pixel ein Volumen von ⇠2 µm3 ab2. Die Molekülanzahl in
diesem Bereich kann somit mit der zuvor angegebenen Dichte zu etwa M = 1.2⇥ 10

6 abgeschätzt
werden.

Die Monte-Carlo-Simulation ist nun mit den gegebenen Parametern ausführbar und liefert die zeitliche
Entwicklung der photonischen Besetzung beider hybridisierter Doppelmuldenmoden. Exemplarisch
sind in Abb. 4.9b Zeitspuren für verschiedene Pumpanregungsraten dargestellt, durch welche sich
die mittleren Gesamtphotonenzahlen von N ⇠ 10 (unten) und ⇠130 (oben) im bei großen Zei-
ten erreichten Gleichgewichtszustand des Systems ergeben. Wie zu sehen, zeigen sich für geringere
Besetzungen höhere Teilchenzahlfluktuationen und eine relativ gleichmäßige Besetzung der beiden
Moden. Bei höheren Leistungen hingegen zeigt sich bei asymmetrischer Pumpstrahlanregung die do-
minante Besetzung des anti-symmetrischen Zustandes mit reduzierten Fluktuationen3. In Abb. 4.10a
ist die relative Besetzung der Moden als Funktion der Gesamtphotonenzahl für Simulationen für
verschiedene Versätze des Pumpstrahles �xP dargestellt. Es ist ersichtlich, dass sich Photonen bei
geringer Gesamtbesetzung für alle gezeigten �xP annähernd auf beide Zustände gleichmäßig auftei-
len. Aufgrund des im Vergleich zu kBT kleinen Energieabstands wäre eine Gleichbesetzung bei sehr
kleinen Photonenzahlen im thermischen Gleichgewicht zu erwarten. Bei erhöhter Pumprate ist aller-
dings, bei einer damit einhergehenden höheren Gesamtteilchenzahl von 100–300, die ausschließliche
Besetzung einer Mode zu beobachten. Dabei entscheidet die Pumpstrahlposition eindeutig darüber,
welcher der Superpositionszustände makroskopisch besetzt wird. So dominiert bei zentraler Pumpan-
regung der symmetrische Zustand (�xP . 4 µm), während bei äußerer Anregung die Besetzung des
anti-symmetrischen Zustandes überwiegt. Die deutliche Abweichung der Besetzungen von der Bose-

2Diese Aufteilung ermöglicht eine ausreichend exakte Modellierung der räumlichen Moden bei annehmbarem
Rechenaufwand. Die Resonatorlänge zur Berechnung des Pixelvolumens wurde auf die Eindringtiefe von etwa 4
Halbwellen korrigiert, sodass Lres,e↵ = (q � 4)�/(2n) gilt (vgl. [18]).

3Die Rechendauer solcher Verläufe mit der Berechnung von ⇠1⇥ 107 Ereignissen beträgt typischerweise ⇠1–3 Stunden
(Python-Skript).
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Abbildung 4.10 Simulierte und gemessene relative Besetzung der Doppelmuldeneigenmoden – a, Mit dem
Monte-Carlo-Verfahren simulierte Besetzungsanteile des symmetrischen und anti-symmetrischen Eigenzu-
stands als Funktion der Gesamtphotonenzahl für variierende Pumpstrahlschwerpunkte �xP bei konstantem
Strahldurchmesser von 8 µm. Die erwartete Besetzung nach der Bose-Einstein-Statistik ist eingezeichnet
(unten). b, Besetzungen als Funktion von �xP für konstante, in a eingezeichnete, Photonenzahlen von
N = {7, 78, 414}. Als Punkte sind Messungen bei den entsprechend eingestellten Parametern eingetragen.
Die Balkendiagramme (rechts) zeigen die erwartete relative Besetzung der Moden für ein Gas im thermischen
Gleichgewicht. c, Räumliche Überlappintegrale Ss und Sa der symmetrischen und anti-symmetrischen Mode
mit dem Pumpstrahl, normiert auf die Summe Ss + Sa.

Einstein-Statistik, welche nur die makroskopische Besetzung des symmetrischen Grundzustandes
erlaubt, sind in Abb. 4.10a ebenfalls ersichtlich und lassen darauf schließen, dass sich das Photonen-
gas im simulierten System nicht im thermischen Gleichgewicht befindet. Weiteren Aufschluss über
dieses Verhalten gibt die Betrachtung der relativen Besetzung bei konstanter Gesamtphotonenzahl als
Funktion von�xP, wie in Abb. 4.10b zusammen mit experimentelle Daten gezeigt. Bei der Messung
wurde der Pumpstrahl computergesteuert über das Potential verschoben und dessen Intensität zur
Einhaltung einer konstanten Photonenzahl während einer Messreihe jeweils angepasst. Die Besetzung
wird durch die Simulation gut beschrieben. Es ist deutlich zu sehen, wie je nach Pumpstrahlposition
die Besetzung einer Mode überwiegt. Wie signifikant dieser Besetzungsunterschied ist, hängt von
der Gesamtphotonenzahl ab. Dennoch ist stets eine Umkehr des Besetzungsverhältnisse bei einem
Pumpstrahlzentrum von |�xp| ⇠ 4.45 µm zu beobachten, welcher mit steigender Gesamtbesetzung
steiler wird. An eben jener Position gilt für die Überlappintegrale von Pumpstrahl und den beiden
Superpositionsmoden:

Sa =

Z
| a(x)|

2
RP(x)dx =

Z
| s(x)|

2
RP(x)dx = Ss. (4.16)
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Der Verlauf dieser auf das Gesamtüberlappintegral Sa + Ss normierten Größen ist in Abb. 4.10c
dargestellt und weist eine deutliche Ähnlichkeit zur Besetzungsverteilung auf. Diese Proportionalität
deutet daraufhin, dass die isotropen Strahlungsverluste bei geringen Photonenzahlen die Dynamik
dominieren, so wie es in Abschnitt 2.2.4 für einen Grenzfall bereits betrachtet wurde. Grund dafür
ist die hohe Verlustwahrscheinlichkeit durch diesen Kanal von über 99% nach der Absorption eines
Photons, welche sich aus den Verhältnissen der berechneten Simulationsereignisse ergibt. Erst mit
steigender Photonenzahl wird die Dynamik durch stimulierte Emissionsprozesse bestimmt und die
Wahrscheinlichkeit für eine Re-Emission steigt. Dabei wird die durch den Pumpstrahl präferierte
Mode verstärkt und dominiert die Besetzung. Die gute Übereinstimmung der auf dem präsentierten
Ratengleichungsmodell basierenden Simulation und Näherung lässt auf eine gute Beschreibung des
gegebenen Systems schließen. Dabei scheinen auch die gewählten (berechneten) Raten realistisch zu
sein. Das beobachtete Photonengas befindet sich in diesem experimentellen System nicht im thermi-
schen Gleichgewicht. Die numerischen Simulationen deuten daraufhin, dass dies der hohen Verlust-
wahrscheinlichkeit von molekularen Anregungen und der damit einhergehenden stark unterdrückten
Kopplung der Photonen an das Farbstoff-Reservoir geschuldet ist.

Ein vergleichbares Verhalten konnte bei ähnlichen Experimenten in einem Dreifachmuldensystem
beobachtet werden [57]. Hier wird nur eine der äußeren Mulden gepumpt. Die Tiefe der mittleren
Mulde wird in Messreihen variiert, während die äußeren Mulden resonant bleiben. Die Dreifachmul-
deneigenzustände mit dem größten räumlichen Überlapp mit dem Pumpstrahl werden am stärksten
besetzt und weisen dabei je nach Muldentiefe unterschiedliche Paritäten auf. Sie wechseln somit
von symmetrischen und anti-symmetrischen Zuständen beim kontinuierlichen Senken des Potential-
minimums hin und her. Dieser Übergang wird durch Änderung der Fallengeometrie hervorgerufen,
während im hier vorliegenden Experiment der Übergang allein durch die Pumpstrahlposition und
Leistung bestimmt wird. Inwiefern die thermische Besetzung in größeren harmonischen Systemen mit
einer deutlich höheren Zahl an Moden allein durch die Absorptions- und damit in dieser Simulation
einhergehenden Verlustwahrscheinlichkeit bestimmt wird, oder ob wirklich wiederholte Absorptions-
und Emissionszyklen dazu führen, ist Gegenstand aktueller experimenteller und theoretischer Unter-
suchungen [95, 97].
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5

Dynamik eines Photonengases im Doppel- und
Dreifachmuldenpotential

War im vorherigen Kapitel die Tunnelrate in Doppelmuldenpotentialen über die hochaufgelöste spek-
trale Vermessung der Resonatoremission möglich, so wird im vorliegenden Kapitel die zeitaufgelöste
Tunneldynamik experimentell mit Hilfe eines Streak-Kamera-Systems untersucht. Dazu wird die
Zeitentwicklung eines mit einem Pikosekunden-Pulslaser angeregten kohärenten Wellenpaketes in
gekoppelten Doppelmuldenpotentialen untersucht. Darüber hinaus wird das experimentelle Protokoll
auch auf Dreifachmuldenpotentiale in eindimensional linearer und zweidimensional geschlossener
Anordnung angewendet und die kohärente Photonendynamik untersucht.

5.1 | Experimenteller Aufbau

Mit dem in Abbildung 5.1a dargestellten experimentellen Aufbau lassen sich zeitliche Änderungen
der Resonatoremission entlang einer ausgewählten räumlichen Achse mit Pikosekundenauflösung
untersuchen. Das Detektionssystem des Aufbaus bildet eine Streak-Kamera (engl. für Streifen), deren
Funktionsprinzip in Abb. 5.2 dargestellt ist und wie folgt zusammengefasst werden kann. Die zu
untersuchende Lichtquelle mit räumlich und zeitlich variierender Intensität I(x, y) wird auf einen
am Anfang des Kamerasystems angeordneten Spalt abgebildet. Mit einem Linsensystem wird das
transmittierte Licht nun auf eine Photokathode fokussiert und proportional zur Lichtintensität freie
Elektronen aus dieser ausgelöst. Die Elektronen passieren ein Gitter aus Elektroden, wodurch sie
in Richtung der optischen Achse beschleunigt werden. Folgend durchlaufen sie einen orthogonal
zur Spaltachse angeordneten Plattenkondensator, dessen elektrisches Feld durch eine von einem ex-
ternen Trigger ausgelöste Spannungsrampe zeitlich variiert wird. Durch den daraus resultierenden
zeitabhängigen Ablenkungswinkel passieren die Elektronen die im Aufbau folgende Mikrokanal-
platte in unterschiedlichen transversalen Abständen von der optischen Achse. Dort wird der Elek-
tronenstrom vervielfacht, ehe er auf einem Phosphorschirm Phosphoreszenz erzeugt, welche mit einer
CCD-Kamera aufgenommen wird [23, 98]. Die vertikale Ausdehnung der Bildaufnahme (640 Pixel)
entspricht einer variablen Messzeit deren Dauer durch Wahl der Spannungsamplitude der Rampe
ausgewählt werden kann. Bei dem in dieser Arbeit verwendeten Streak-Kamera-System (Hersteller:
Hamamatsu, Typ: C10910) können so die Zeitfenster �t = {50, 20, 10, 5, 2, 1, 0.5, 0.2, 0.1} ns mit
einer zeitlichen Auflösung von �t ' 0.01 ·�t eingestellt werden.
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Abbildung 5.1 Apparativer Aufbau zur Beobachtung der Resonatoremission und Photonendynamik mit
Pikosekundenauflösung – a, Vereinfachte Darstellung des experimentellen Aufbaus. Die mit dem Pulslaserstrahl
angeregte Resonatoremission wird mit einem Dove-Prisma orthogonal zur optischen Achse örtlich gedreht und
mit einem Linsensystem bestehend aus einer bikonvexen Linse und zwei senkrecht zu einander angeordneten
Zylinderlinsen orthogonal zum Streak-Kamera-Spalt verbreitert und anschließend mit einer bikonvexen Linse
mit verändertem Seitenverhältnis auf diesen abgebildet. Gleichzeitig wird über einen Strahlteiler ein Teil
des gepulsten Pumplaserstrahls auf den Spalt fokussiert. Dieser durchläuft zuvor einen Abschwächer und
einen in der Länge durch einen Retro-Reflektor anpassbaren variablen Pfad. Die Abbildung auf den Streak-
Kamera-Spalt kann durch einem klappbaren Spiegel auf einer Referenz-CCD-Kamera ohne Spalteingang
beobachtet werden. b, Streak-Kamera-Beispielaufnahme des Laserreferenzpulses und der Resonatoremission
links unkorrigiert und rechts korrigiert auf zeitliche Schwankungen des Pulslasertriggers. c, Zeitliche
Profile der Pulslaseremission vor (blau) und nach der Korrektur (orange), mit angepasster Normalverteilung
(durchgezogene Linien).

Im Experiment wird mit diesem System die Resonatoremission zeitlich und räumlich, wenn auch nur
eindimensional, untersucht. Die Fluoreszenz wird durch die gepulste Molekülanregung im Resonator
mit Hilfe eines Pulslasersystems (Hersteller: Ekspla, Typ: PL2230-SH), welches Lichtpulse mit der
Wellenlänge 532 nm und Dauer von 20(2) ps mit einstellbarer Wiederholrate von 1-100Hz emittiert,
erzeugt. Die Resonatoremission passiert nach der Kollimation durch ein Objektiv (vgl. Abs. 4.1) ein
Dove-Prisma, mit dem sie in beliebigen Winkeln um die optische Achse und somit relativ zum Spalt
der Streak-Kamera rotiert werden kann. Damit lässt sich im Experiment die zu untersuchende Achse
der zweidimensionalen Emission mit dem Streak-Kamera-Eintrittsspalt überlagern. Nun passiert der
Strahl ein Linsensystem in dem zwei orthogonal zueinander angeordnete Zylinderlinsen jeweils ein
Teleskop mit einer vorangestellten Sammellinse bilden. Der Strahl verlässt dieses System kollimiert
und ausschließlich senkrecht zum Streak-Kamera-Spalt verbreitert. Dies sorgt dafür, dass die an-
schließende Abbildung mit einer Sammellinse auf der vertikalen Achse verkleinert und die Intensität,
welche den Spalt passiert, erhöht wird. Um die Resonatoremission nun mit der Streak-Kamera zeitlich
aufgelöst aufzunehmen, muss die Spannungsrampe dieser zum richtigen Zeitpunkt getriggert werden.
Da die Resonatoremission zeitlich dem Pumplaserpuls folgt, wird das Triggerausgangssignal des
Pulslasers als Auslöser verwendet und zuvor durch einen Pulsgenerator relativ dazu verzögert. Bei
richtiger Einstellung der Verzögerung lässt sich so die Fluoreszenzemission auf der Streak-Kamera-
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Abbildung 5.2 Schematischer Aufbau und Funktionsprinzip einer Streak-Kamera nach [98] – Zeit- und
ortsabhängige Lichtpulse mit Intensität I(x, t) passieren einen Eingangsspalt und werden nach der Abbildung
auf eine Photokathode in Elektronen umgewandelt. Diese werden auf der optischen Achse beschleunigt und
durchlaufen einen Plattenkondensator mit zeitlich veränderlicher Spannungsrampe. Daraufhin werden sie in
einer Mikrokanalplatte vervielfacht und treffen auf einen Phosphorschirm. Die Phosphoreszenz wird mit einer
CCD-Kamera detektiert.

Aufnahme beobachten. Der Triggerzeitpunkt schwankt laut Hersteller weniger als 24 ps zwischen
Pulsen. Durch die geringe Quanteneffizienz von ⇠1.5% der Streak-Kamera setzen sich Messun-
gen typischerweise aus mehreren tausend Einzelaufnahmen zusammen. Die zuvor erwähnte Trig-
gerschwankung (engl. jitter) führt bei einfacher Integration der Aufnahmen zu einer ausgewaschenen
Zeitentwicklung. Zur Behebung dieser Problematik wird ein deutlich abgeschwächter Teil des Pump-
pulses, wie in Abb. 5.1a dargestellt, als zeitliche und optische Referenz über einen Strahlteiler mit auf
den Spalt der Streak-Kamera abgebildet. Um sicherzustellen, dass die Laseremission im eingestellten
Zeitfenster des Streak-Kamera-Systems zu beobachten ist, wird die Laufzeit des Pulses durch An-
passung einer variablen Verzögerungsstrecke mit Hilfe eines auf einer Schiene verschiebbaren Retro-
Reflektors eingestellt. So wird sichergestellt, dass in jeder Einzelaufnahme sowohl Resonatoremission
als auch Referenzpuls zu beobachten sind. Das Funktionsprinzip der daraus resultierenden Korrektur
der Messung lässt sich anhand eines Messbeispiels nachvollziehen.

In Abb. 5.1b ist links eine typische über 10.000 Einzelrealisierungen integrierte Streak-Kamera-
Messung dargestellt, dabei wurde die Kamera im Photonenzählmodus bei einer Experimentwiederhol-
rate von 100Hz synchron zur Pulslaserrate betrieben. Im linken Bereich des Spalts ist der Referenz-
strahl des Pulslasers und rechts daneben die Resonatoremission aus einer gepumpten Doppelmulde
abgebildet worden. Um den Effekt des von Puls zu Puls zeitlich variierenden Triggers zu korrigieren
wird in jeder Einzelmessung der zeitliche Schwerpunkt der Intensität des Referenzpulses und seine
Abweichung zur ersten Realisierung bestimmt und die Zeiten der Photonendetektion dieser Aufnahme
um diese Zeit verschoben. Die Integration aller korrigierten Detektionsereignisse dieser Messung
sind in Abb. 5.1b rechts dargestellt. In der Doppelmuldenemission lässt sich nun eine zuvor nicht
erkennbare Oszillation der Intensität erkennen. Weiterhin hat sich die Dauer des Referenzpulses,
wie im in Abb. 5.1c dargestellten zeitlichen Profil zu sehen, deutlich von �tTotal = 36.7(5) ps auf
�tPuls = 17.9(2) ps reduziert. Da sich die integrierte Länge des Referenzsignals aus der Faltung
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des Laserpulses mit der normalverteilten zeitlichen Schwankung des Kameratriggers ergibt, lässt sich
nach �tTotal = (�tPuls + �tTrig)

1/2 [98] die zeitliche Halbwertsbreite des Triggerzeitpunktes zu
�tTrig = 32.0(5) ps bestimmen. Die zeitliche Breite der Verteilung des Triggerzeitpunktes wird
vom Hersteller mit �tTrig,Lit < 24 ps deutlich kleiner beziffert als experimentell bestimmt. Diese
Diskrepanz ist nicht verwunderlich, da dieser Wert sich allein auf den Triggerausgang des Lasers
bezieht und die im Aufbau folgende Elektronik mitberücksichtigt werden muss. Aus der gemessenen
totalen (gefalteten) Länge des Referenzpulses lässt sich schließen, dass die Aufnahme selbst beim
kleinsten wählbaren Zeitfenster der Streak-Kamera von 100 ps > �tTotal korrigiert werden kann.

5.2 | Kohärente Dynamik im Doppelmuldenpotential

Um die Tunneldynamik im Doppelmuldenpotential zu untersuchen, wird ein kohärentes Wellenpaket
in einer der Mulden präpariert und dessen Zeitentwicklung mit der Streak-Kamera analysiert. In
früheren Experimenten im aus gekrümmten Spiegeln geformten Mikroresonator [23, 24] erfolgte die
Erzeugung eines solchen Wellenpakets als Überlagerung harmonischer Oszillatormoden durch die
örtlich selektive Anregung der Farbstoffmoleküle mit einem Pulslaser hoher Intensität. Dabei konnte
die räumliche Oszillation des Wellenpaketes mit der Fallenfrequenz des harmonischen Potentials
beobachtet werden. Gleichermaßen soll in Experimenten im Doppelmuldenpotential ein Wellenpaket
als Superposition des symmetrischen und anti-symmetrischen Zustands erzeugt werden, um so die
Tunneldynamik zu untersuchen. Idealisiert wird dabei rein der ungestörte Eigenzustand  1 einer der
Mulden zum Zeitpunkt t = 0 angeregt. Aus Gl. 2.68 folgt, dass dieser Zustand in Abhängigkeit
der Verstimmung �! als Superposition der Eigenzustände  ± des gekoppelten Systems beschrieben
werden kann:

 1 = sin(#/2) + + cos(#/2) � =  (t0), tan# = 2J/�! (5.1)

Dabei bezeichnet # wie zuvor den Mischungswinkel. Bei verschwindender Verstimmung vereinfacht
sich dieser Ausdruck zu:

 1 =
1
p
2
( + +  �) =  (t0) mit # = ⇡/2. (5.2)

Allgemein lässt sich mit dem Hamiltonoperator H der Zustand  zeitentwickeln. Mit den Eigenener-
gien E± gilt dann für die Zeitentwicklung des Zustandes:

 (t) = exp (�iHt/~) (t0)
= sin(#/2) exp (�iE+t/~) + + cos(#/2) exp (�iE�t/~) � (5.3)

Nun kann die zeitliche Evolution der relativen Besetzungen der Mulden N1,2 durch Projektion des
Zustandes  (t) auf die Eigenzustände  1,2 des ungekoppelten Systems wie folgt bestimmt werden:

Ni(t) = | h (t)| ii |
2
, N2(t) = 1�N1(t). (5.4)

Für die angenommene ausschließliche Besetzung der ersten Mulde zum Zeitpunkt t0 und den in Gl.
2.70 bestimmten Eigenenergien ergibt sich somit

N1(t) =
�!

2

4J2 +�!2
+

4J
2

4J2 +�!2
cos

⇣p
J2 + (�!/2)2t

⌘
2

/ cos
�
2J

0
t
�
. (5.5)
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Abbildung 5.3 Theoretisch erwartete Tunneldynamik im verstimmten Doppelmuldenpotential – a,
Schematische Darstellung der aus der angegebenen Verstimmung �! resultierenden Eigenzustände im
Doppelmulden. b, Entsprechende zeitlich variierende Besetzung in beiden Mulden bei initialer Anregung eines
Wellenpaketes in der linken Hälfte des Doppelmuldensystems mit Tunnelkopplung ~J . c, Repräsentation der
zeitlichen Zustandsentwicklung auf einer Bloch-Kugel bei den in a gegebenen Verstimmungen.

Daraus lässt sich schließen, dass die relative Besetzung der Mulden mit der zweifachen effektiven
Tunnelrate J 0

=

p
J2 + (�!/2)2, üblicherweise auch Rabi-Frequenz genannt, oszilliert. Wie in Abb.

5.5b in drei beispielhaften Zeitspuren dargestellt, erhöht sich diese mit steigender Verstimmung �!,
während sich die Amplitude der Oszillation reduziert. Diese Reduktion des Oszillationskontrastes
ist als direkte Folge der ungleichförmigen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Eigenzustände in den
Mulden und der daraus resultierenden unausgeglichenen Mischung (# 6= ⇡/2) des Anfangszustandes
zu interpretieren und wird in folgenden Messungen untersucht. Die Dynamik des im Anfangszu-
stand  1 präparierten Wellenpaketes lässt sich ebenfalls als Qubit oder Zwei-Niveau-System auf der
Blochkugel betrachten. Wie in Abb. 5.5c zu sehen kann dabei die Zeitentwicklung bei verschiedenen
Verstimmungen über die veränderten Orbits auf der Kugeloberfläche und die damit einhergehende
Reduktion der Amplitude der Rabi-Oszillationen nachvollzogen werden.

5.2.1 | Resonante Oszillationen im Doppelmuldenpotential

Zunächst wird die zeitliche Dynamik in einer annähernd resonanten Doppelmulde untersucht und
nachvollzogen. Frühere Messungen zu diesem System mit ähnlichem experimentellen Aufbau zeigten
bei einseitiger Anregung die zu erwartende oszillatorische Dynamik des erzeugten kohärenten Wel-
lenpakets. Bei diesen Messungen handelte es sich um eine Machbarkeitsstudie mit dem Ausblick auf
in Zukunft folgende Experimente. Dabei war neben der Tunneldynamik zwischen den beiden Mulden
eine Auslöschung und Wiederkehr der Photonenpopulation mit einer phasenverschobenen Oszillation
zu beobachten [29]. Dieses Verhalten, welches sich mit den gegebenen experimentellen Parametern
theoretisch nicht beschreiben ließ, konnte im Rahmen dieser Arbeit zunächst aufgelöst werden. Durch
die Benutzung von Farbfiltern wurde dabei nachgewiesen, dass es sich um zwei unabhängig von
einander oszillierende longitudinale Moden mit zeitlicher Verzögerung zueinander handelt. Bei den
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im Rahmen der vorliegenden Arbeit durchgeführten Messungen wurde stets überprüft, dass im zu
beobachtenden System bei einer Abschneidewellenlänge von �abs = 586 nm nur eine longitudinale
Mode bei q = 9 besetzt wird.

Exemplarisch sind Streak-Kamera-Aufnahmen der Tunneldynamik in einer Doppelmulde mit zwei
verschieden gewählten Zeitfenstern in Teilabb. 5.4a dargestellt. Die Oszillation der Muldenbesetzun-
gen mit einer Frequenz von 2⇡ ⇥ 24.3(1)GHz (=̂2J

0) wird in beiden Aufnahmen deutlich, wobei
das 500 ps-Zeitfenster die kontrastreiche Auflösung der Oszillation ermöglicht und das breitere 1 ns-
Fenster den verlustbedingten zeitlichen Verfall der Gesamtbesetzung zeigt. Dieser Verlauf ist ebenfalls
in Abb. 5.4b zu sehen. Durch Anpassung ergibt sich hier eine Zerfallskonstante von ⌧ = 189(3) ps.
Abbildung c zeigt ferner die Simulation der Besetzung mit Hilfe eines Ratengleichungsmodells [99].
Dabei wird die zeitlich variierende Besetzung jeder Mulde und die Anregung in ihren getrennten
Molekülreservoiren berechnet. Mit den experimentellen Parametern ergibt sich somit ein zeitlich
ähnlicher Verlauf wie er experimentell beobachtet wird. Dabei ist der steile zeitliche Anstieg der
Gesamtbesetzung und die schon währenddessen stattfindende Tunneloszillation zwischen den beiden
Mulden wiederzuerkennen. Der relative Zeitpunkt maximaler Emission wird dabei durch die Pum-
prate eingestellt (vgl. [100]). Der exponentielle Abfall, bedingt durch isotrope Strahlungsverluste und
Spiegeltransmission, wird ebenfalls gut wiedergegeben. Die Entwicklung der Gesamtphotonenzahl
kann als Einhüllende der Tunneldynamik betrachtet werden. Normiert man die Besetzung der ein-
zelnen Mulden auf diese, so kann das System mit der zuvor ausgearbeiteten zeitlichen Entwicklung
eines kohärenten Wellenpaketes beschrieben werden. Es sei angemerkt, dass in diesen Messungen
die Gesamtphotonenzahl im Resonator deutlich höher als in den vorherigen Kapiteln beschriebenen
Experimenten ist (> 1⇥ 10

6) und stimulierte Prozesse das Emissionsgeschehen deutlich dominieren
(vgl. [24]). Thermalisierungsprozesse scheinen eine untergeordnete Rolle zu spielen, denn eine zuneh-
mende Besetzung des Grundzustandes würde sich, wie in vorherigen Mikroresonator-Experimenten
im harmonischen Fallenpotential beobachtet, durch die Dekohärenz des Wellenpaketes und der damit
einhergehenden Dämpfung der Oszillationen äußern [24]. In jüngeren Arbeiten zu gekoppelten Mul-
den konnte dieses Phänomen ebenfalls beobachtet werden und wurde einem Thermalisierungsprozess
zugeschrieben [101]. Es sei allerdings angemerkt, dass diese Untersuchung bei großen Spiegelabstän-
den von 30 µm (q ⇠ 70) durchgeführt wurde. Da das Photonengas in diesem Fall nicht mehr als
zwei-dimensional betrachtet werden kann, ist ein direkter Vergleich zu den Messungen dieser Arbeit
schwierig.

Wie gut das vereinfachte Modell eines kohärenten Wellenpaketes die hier beobachtete Dynamik be-
schreibt, wird im nächsten Abschnitt bei der Untersuchung einer verstimmten Doppelmulde deutlich.
Dabei wird auch eine Methode zur Bestimmung der zeitlichen Auflösung aufgeführt, deren Limi-
tierung sich auch in den in Abb. 5.4d dargestellten Beispielmessungen in Doppelmulden variieren-
der Tunnelrate durch die Reduktion des Oszillationskontrastes bemerkbar macht. Diese gezeigten
Messungen geben einen Überblick über die realisierbaren Tunnelraten. Erneute Untersuchungen der
Abhängigkeit der Tunnelrate von Barrierehöhe und -breite wie sie bereits in vorherigen Arbeiten mit
anderen Methoden untersucht wurden [29, 67], werden im Rahmen dieser Arbeit nicht vollzogen.
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Abbildung 5.4 Streak-Kamera Messungen der zeitlichen Besetzungsdynamik eines annähernd resonanten
Doppelmuldenpotentials bei einseitiger Pumpanregung – a,b, Beispielhafte Messung der Tunneldynamik
in einem Doppelmuldenpotential in verschiedenen Zeitfenstern der Streak-Kamera. Die Anpassung einer
Exponentialfunktion an die Gesamtintensität (schwarz) ermöglicht die Bestimmung der Abfallszeit. c,
Numerisch berechneter Intensitätsverlauf beider Töpfe mit den zuvor bestimmten Parametern der Tunnelrate
und des Zerfalls. Die Pumprate RP, experimentell nicht zugänglich, ist dem experimentellen Verlauf
angepasst. d, Weitere beispielhafte Messungen der Tunneldynamik mit bestimmten Tunnelraten J =

{4.1(1), 17.6(1), 24.4(1), 30.1(1)}GHz.

5.2.2 | Oszillationen im verstimmten Doppelmuldenpotential

In diesem Abschnitt wird die Tunneldynamik im Doppelmuldenpotential bei variabler Verstimmung
beobachtet. Der Pulslaser wird auf eine Mulde eines ausgewählten Resonatorpotentials mit Mul-
denabstand d ⇡ 10 µm fokussiert (Strahldurchmesser ⇠8 µm ) und ein kohärentes Wellenpaket im
ungestörten Muldeneigenzustand erzeugt (q = 10, �co = 586 nm). Die zeitliche Entwicklung wird
bei variabler über die anliegende Piezospannung UP kontrollierbare Spiegelverkippung entlang der
Potentialachse beobachtet. Die dadurch eingestellte Verstimmung der Mulden zueinander und die
beobachtbaren Oszillationsraten werden untersucht und mit theoretischen Voraussagen verglichen.
Dabei wird angenommen, dass für die Verstimmung in Abhängigkeit des Spiegelverkippungswinkels
↵ annähernd der folgende lineare Zusammenhang mit der Proportionalitätskonstanten  gilt (vgl. Gl.
2.45):

�! = �V/~ =
4⇡cn

�2cq
·�h =

4⇡cn

�2cq
↵UPd = UP. (5.6)

Dabei beschreibt �h ⇡ ↵d ⇡ ↵UPd die Differenz der Resonatorlängen an den Orten beider
Muldenzentren in Abhängigkeit der spiegelspezifischen Spannungs-Winkel-Übersetzung ↵.

In Abb. 5.5a sind exemplarisch Streak-Kamera-Aufnahmen zu drei verschiedenen Spiegelverkipp-
ungen dargestellt. Die daraus bestimmte zeitlich variierende relative Besetzung ist in Abb. 5.5b zu se-
hen. Dabei wurde jeweils eine Cosinus-Funktion an die Daten angepasst um die Oszillationsfrequenz
und somit die effektive Tunnelrate J

0 zu bestimmen. Für die Beispielmessungen ergeben sich so die
Werte J 0

= 2⇡⇥{12.02(1), 12.82(3), 14.69(2)}GHz. In Abb. 5.5c ist J 0 als Funktion der angelegten
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Abbildung 5.5 Messungen zur Tunneldynamik in einer Doppelmulde in Abhängigkeit der Muldenverstimmung
– Experimentelle Streak-Kamera-Aufnahmen (a) und daraus bestimmte zeitliche Profile (b) der Rabi-
Oszillationen in einem Doppelmuldenpotential mit einer gemessenen Tunnelrate von J = 2⇡ ⇥ 11.9GHz.
In den drei dargestellten Messbeispielen wurden die durch Resonatorsspiegelverkippung eingestellten
Muldenverstimmungen zu �! = {0.26, 0.79, 1.45} J bestimmt. c, In Streak-Kamera-Messungen aus
der Tunneldynamik und aus dem Spektrum bestimmte effektive Tunnelraten J

0 (oben), die Verstimmung
(mittig) und die relative Oszillationsamplitude (unten) als Funktion der auf den Piezo angelegten Spannung.
Eingezeichnet ist zudem eine Anpassung für die effektive Tunnelrate und die daraus folgende theoretische
Vorhersage für die Verstimmung. Der daraus resultierende theoretische spannungsabhängige Verlauf der
Oszillationsamplitude (gestrichelte Linie) sowie einer durch Anpassung der zeitlichen Auflösung korrigierte
Verlauf (durchgezogene Linie) sind eingezeichnet.

Piezospannung UP aufgetragen. Diese zeigt, wie zu erwarten, eine sehr gute Übereinstimmung mit
den ebenfalls dargestellten, aus der spektralen Aufspaltung der Zustände�E±/~, bestimmten Werten
für die effektive Tunnelrate J 0

= �E±/(2~) (vgl. Abs 4.2). Mit der in Gl. 5.6 aufgestellten Annahme
lässt sich die effektive Tunnelrate mit

J
0
(UP) =

q
J2 + (/2 · (UP � UP,0))

2 (5.7)

in Abhängigkeit der Piezospannung beschreiben. Dabei wurde mit UP,0 eine additive Spannungs-
konstante angenommen, bei welcher die Mulden auf Resonanz sind. Wie anhand der in Abb. 5.5c
dargestellten Anpassung zu sehen, wird der Verlauf der Messdaten durch diese Funktion sehr gut
beschrieben. Aus der Anpassung lässt sich die Tunnelkopplung des Doppelmuldensystems zu ~J =

~⇥11.9(2)GHz bestimmen. Weiterhin gilt für die Proportionalitätskonstante exp = 5.54(4)GHz/V.
Sie weist eine geringe Abweichung vom mit Hilfe der Angaben des Herstellers des Spiegelhalters
berechenbaren Wertes von lit = 5.21(3)GHz/V auf [102]. Ein möglicher Grund für diese Abwei-
chung könnten langsame (im Experiment oft zu beobachtende) über die Messzeit stattfindende Verkip-
pungen des gegenüberliegenden Resonatorspiegels sein, welche die Verstimmung in gleicher Weise
beeinflussen. Der lineare Zusammenhang zwischen Piezospannung und Verstimmung ist im mittle-
ren Teil von Abb. 5.5c zu sehen. Dabei wurde �! aus der zuvor bestimmten Tunnelkopplung und
der effektiven Tunnelrate berechnet. Der gezeigte Piezospannungsbereich von 90 – 110V entspricht
hier einem Höhenunterschied �h = 7.2 nm. Mit der kleinsten gemessenen Verstimmung von etwa
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0.7GHz ergibt sich somit für den minimal bestimmten Höhenunterschied�hmin = 0.4Å, welcher die
longitudinale Auflösung der interferometrischen Vermessungsmethode leicht übersteigt. Im untersten
Teil der Abbildung ist weiterhin die im Experiment bestimmte sowie die aus Verstimmung und Tun-
nelrate zu erwartende Amplitude der Besetzungsoszillationen A = J

2
/J

02 nach Gl. 5.5 dargestellt.
Dabei übersteigt die theoretische Erwartung die experimentellen Daten im gesamten Messbereich.
Dies ist der zeitlichen Auflösung geschuldet, welche sich interessanterweise mit dem durchgeführten
Experiment wie folgt hervorragend bestimmen lässt. Numerisch wird eine limitierte Auflösung über
die Faltung der cosinusförmigen Oszillationen mit einem Gaußprofil mit der Standardabweichung �
simuliert. Dabei wird die Reduktion der Amplitude als Funktion der Oszillationsfrequenz bestimmt.
Der über diese Faktoren korrigierte Amplitudenverlauf wird nun den experimentellen Daten durch die
Anpassung der angenommenen zeitlichen Auflösung der verwendeten Streak-Kamera angeglichen,
wie in der Abbildung dargestellt. Dabei ergibt sich ein Wert von �res = 4.33 ps. Eine entsprechende
Begrenzung würde sich durch die limitierter Spaltbreite (Abbildung) sowie eine imperfekte Jitter-
Korrektur erklären lassen. Es sei anzumerken, dass spontane Emissionsprozesse sowie die mögliche
simultane Pumppulsanregung der zweiten Mulde den Kontrast der Oszillationen ebenfalls reduzieren
können.

5.3 | Photonendynamik im Dreifachmuldenpotential

Der nächste natürliche Schritt hin zu ausgedehnten, gekoppelten Gitterstrukturen ist ein System aus
drei Gitterplätzen, welches im Folgenden erstmals für Photonengase realisiert und untersucht wird.
Ähnlich zur gekoppelten Doppelmulde lässt sich der Hamiltonoperator für ein gekoppeltes Dreifach-
muldensystem aufstellen:

H = ~

0

@
0 �J12 �J13

�J12 �!2 �J23

�J13 �J23 �!3

1

A (5.8)

Dabei bezeichnet Jij die Tunnelkopplung zwischen den Gitterplätzen mit Index i und j und �!i die
relative Verstimmung zur ersten Mulde. Im folgenden Abschnitt wird die zeitliche Evolution eines
kohärent angeregten Wellenpakets in einer Dreifachmulde in linearer (offener) und geschlossener
Konfiguration behandelt.

5.3.1 | Dreifachmuldenpotential in linearer Anordnung

Zunächst wird die in Abbildung 5.6a dargestellte lineare Muldenkonfiguration behandelt. Hier wird
die Tunnelkopplung zwischen den äußeren Töpfen durch die höhere örtliche Distanz als verschwin-
dend gering (J13 ⇡ 0) und die Kopplung direkt benachbarter Mulden uniform angenommen (J12 =

J23 = J). Im resonanten Fall (�!2 = �!3 = 0) ergeben sich die dargestellten Eigenzustände:

 � =
1

2

0

@
1
p
2

1

1

A , 0 =
1
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2

0

@
�1

0

1

1

A , + =
1
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0
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1
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p
2

1

1

A (5.9)

mit den entsprechenden Eigenenergien:

E� = �

p

2~J,E0 = 0, E+ =

p

2~J (5.10)

65



Abbildung 5.6 Erwartete Wellenpaketdynamik im Dreifachmuldenpotential – a, Schema eines resonanten
Dreifachmuldenpotentials, bei dem benachbarte Mulden durch eine Tunnelrate J gekoppelt sind. Die neue
Basis der Eigenzustände des gekoppelten Systems  �,  0 und  + stellen eine Mischung der ungestörten
gaußförmigen Wellenfunktionen der einzelnen Mulden dar. Die Eigenenergien betragen ±

p
2~J und 0

relativ zur ungestörten Grundzustandsenergie E1,2,3 der Mulden. b, Zeitliche Entwicklung der auf die
Gesamtphotonenzahl normierten Muldenbesetzungen Ni bei linker oder mittiger Anregung eines kohärenten
Wellenpakets zum Zeitpunkt t = 0.

Die ungestörten Eigenzustände  i lassen sich in der neuen Basis wie folgt ausdrücken:

 1/3 = ( + +  � + /�

p

2 0)/2,  2 = ( + �  �)/
p

2 (5.11)

Es fällt auf, dass der ungestörte Eigenzustand der mittleren Mulde  2 ohne Anteile des neuen Eigen-
zustandes  0 beschrieben wird. Im Experiment wird nun ähnlich wie im Doppelmulden die zeitliche
Entwicklung der Muldenpopulation für variierte initiale Anregung durch den Pulslaser untersucht.
Durch das selektive Pumpen der ersten Mulde wird somit ein Wellenpaket mit  (t0) =  1 präpa-
riert. Wie in Abschnitt 2.3 lassen sich durch Zeitentenwicklung des Anfangszustandes die relativen
Muldenbesetzungen zum Zeitpunkt t wie folgt bestimmen:

N1(t) = cos(Jt/

p

2)
4
, N2(t) = sin(

p

2Jt)
2
/2, N3(t) = sin(Jt/

p

2)
4
. (5.12)

Die zeitliche Entwicklung ist in Abbildung 5.6b dargestellt. Es lässt sich einfach interpretieren, dass
die Photonen mit der Frequenz J/

p
2 zwischen den äußeren Mulden kohärent hin und her oszillieren

und dabei die mittlere Mulde passieren. Die Besetzung der mittleren Mulde variiert somit mit der zu
erwartenden doppelten Frequenz

p
2J . Bei initialer Anregung des Wellenpaketes im mittleren Topf

 (t0) =  2, ergibt sich ein deutlich anderes Bild. Hier gilt:

N1(t) = N3(t) = sin(

p

2Jt)
2
/2 =

h
1� cos

⇣
2

p

2Jt

⌘i
/4

N2(t) = cos(

p

2Jt)
2
=

h
1 + cos

⇣
2

p

2Jt

⌘i
/4 =

h
1� cos

⇣
2

p

2Jt+ ⇡

⌘i
/4 (5.13)

Photonen fließen somit von der inneren aus gleichzeitig in die äußeren Mulden. Die Besetzung der
äußeren Mulden oszilliert somit um ⇡ phasenverschoben Innen und Außen mit der gleichen Frequenz
von 2

p
2J (vgl. Abb. 5.6b). Dies symbolisiert eine Art Streckschwingung (engl. breathing mode) .
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Abbildung 5.7 Experimentell beobachtete Modenbesetzung und zeitliche Entwicklung nach Zustands-
initialisierung in innerer oder äußerer Mulde im Dreifachmuldenpotential – a, Höhenprofil der untersuchten
Dreifachmuldenstruktur in linearer Anordnung auf der Oberfläche des Resonatorspiegels. b, Mit der ICCD-
Kamera gemessenes Spektrum der Resonatoremission aus dem Dreifachmulden bei Positionierung des
Pumplaserstrahls auf der zentralen (links) und der oberen Mulde (rechts) nahe der Resonanz. c, Daraus
bestimmte örtliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Moden  +,  0 und  �. d, Den Spektren zugeordnete
Streak-Kamera-Aufnahmen der Dreifachmuldenemission. Weiße Pfeile deuten jeweils die Trajektorie des
Wellenpakets an. e, Aus den Aufnahmen bestimmter zeitlicher Verlauf der relativen Muldenbesetzung mit
jeweiliger Anpassung von Cosinusfunktionen zweiter und vierter Ordnung (durchgezogene Linien).

Die oben diskutierten Fälle der örtlich selektiven Anregung eines Wellenpaketes werden nun ex-
perimentell in einem Dreifachmuldenpotential untersucht. Der Abstand der Mulden liegt dabei bei
⇠7 µm, wie im in Abb. 5.7a dargestellten Höhenprofil zu sehen. Abbildung 5.7b zeigt das Spektrum
der Emission bei der Ausrichtung des Pumpstrahls auf die Mulde im Zentrum (links) und Außen
(rechts). Zu sehen sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der drei Eigenmoden  �,  0 und  + des
gekoppelten Systems mit den innerhalb ihrer Fehlergrenzen äquidistanten energetischen Abständen
von �E�,0 = h ⇥ 22.9(6)GHz und �E0,+ = h ⇥ 22.7(5)GHz. Neben dieser gleichförmigen
Aufspaltung bestätigt auch die örtliche Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung entlang der Potentialach-
se die Präparation des Dreifachmulden nahe der Resonanz, da die in Abb. 5.7c gezeigten vertikalen
Profile der Moden mit der theoretischen Erwartung übereinstimmen (Abb. 5.6). Betrachtet man nun
die zeitliche Entwicklung der Muldenbesetzung und die daraus bestimmten zeitlichen, auf die Ge-
samtphotonenzahl normierten Profile in den Abbildungen 5.7d,e, so lassen sich für die zwei gewählten
Pumppositionen Unterschiede feststellen. Bei zentraler Anregung kann ein kohärenter Photonenfluss
aus der Mitte nach Außen und zurück, wie durch die weißen Pfeile angedeutet, beobachtet werden.
Die äußeren Besetzungen oszillieren dabei ohne Phasenverschub zueinander. Die Anpassung von
Cosinus-Funktionen nach Gl. 5.13 ergibt für die Oszillationsfrequenzen ! = 2⇡ ⇥ 45.4(6)GHz, in
sehr guter Übereinstimmung mit der spektralen Aufspaltung der Zustände  + und  �. Folglich lässt
sich ebenfalls die (effektive) Tunnelrate zu !/(2

p
2) = 16.1(2)GHz bestimmen. Im Falle der äußeren

Anregung eines Wellenpakets in der links außen liegenden Mulde ist die Oszillation von der linken zur
rechten Mulde zu erkennen. Dabei durchläuft das Wellenpaket immer wieder die mittlere Mulde. Die
angepassten Funktionen in Abb. 5.7e sind nach Gl. 5.12 gewählt. Wie daraus zu erwarten, oszilliert die
Besetzung der äußeren Mulden um ⇡ phasenversetzt mit der Frequenz !a = 2⇡⇥11.5(5)GHz und die
mittige Besetzung mit der doppelten Frequenz !i = 2⇡⇥23.0(4)GHz. Weiterhin stimmt die in dieser
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Pumpstrahl-Anordnung gemessene Tunnelrate
p
2!a = 16.3(7)GHz erwartungsgemäß mit der zuvor

bestimmten überein. Aus diesen Messungen lässt sich schließen, dass das experimentelle System mit
der Theorie sehr gut beschrieben wird. Die präsentierten Experimente stellen eine Möglichkeit zur
Untersuchung der Kopplungsgrößen in eindimensionalen Gittern über die spektrale Analyse hinaus
dar.

5.3.2 | Dreifachmuldenpotential in geschlossener Anordnung

Die Mikrostrukturpotentiale erlauben die Erzeugung komplizierterer Gitteranordnungen über ein-
dimensionale Ketten hinaus. Das minimalistischste zweidimensionale Gitter ist das Dreifachmulden-
potential in ‘Delta’ oder ‘Dreiecks’-Anordnung. Dabei sind alle Mulden über eine nichtverschwin-
dende Tunnelkopplung periodisch miteinander verbunden (geschlossen), d.h. nun gilt Jij 6= 0. Ver-
einfacht wird der resonante Fall (�!2 = �!3 = 0) bei einheitlicher Tunnelkopplung (Jij = J)
betrachtet. Die Eigenvektoren lauten nun

 � =
1
p
3

0

@
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1

1

1

A ,  +,1 =
1
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A (5.14)

mit den Eigenenergien:

E� = �2~J, E+,1 = ~J, E+,2 = ~J. (5.15)

Die beiden höherenergetischen Moden  +,1,2 sind entartet und die Grundmode des Systems ist über
alle Mulden delokalisiert. Experimentell wird erneut eine Mulde einzeln gepumpt. Um die Dynamik
des Systems zu betrachten, kann zunächst der ungestörte Eigenzustand der ersten Mulde in der neuen
Basis aufgestellt werden

 1 =
1
p
3
 � �

p
2

3
( +,1 +  +,2). (5.16)

Für die zeitliche Variation der Besetzung der Mulden ergibt sich dann

N1(t) =
1

9
[5 + 4 cos(3Jt)],

N2,3(t) =
1

9
[2� 2 cos(3Jt)] = N2,3(t) =

1

9
[2 + 2 cos(3Jt+ ⇡)]. (5.17)

Ähnlich wie bei linearer Konfiguration der Mulden und zentraler Pumpanordnung ist eine Oszillation
der Besetzung der anderen (äußeren) Mulden in Phase und um ⇡ phasenverschoben zur Besetzungs-
oszillation der initial besetzten Mulde zu erwarten.

In Abb. 5.8 sind die experimentellen Beobachtungen der Photonendynamik in einem geschlossenen
Dreifachmuldenpotential mit einem Muldenabstand von ⇠10 µm (s. Abb. 5.8a ), bei der Abschneid-
dewellenlänge � = 594 nm und der longitudinalen Mode q = 10, zusammengefasst. Dabei wurde,
wie zuvor theoretisch ausgeführt, der obere Topf gepumpt und das System durch Verkippung best-
möglich auf Resonanz gebracht. Dies wird im Spektrum der Emission nachgewiesen, s. Abb. 5.8b.
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Abbildung 5.8 Messungen der Tunneldynamik im geschlossenen Dreichfachmuldenpotential – a, Höhenprofil
der untersuchten Dreifachmuldenstruktur in zweidimensionaler Anordnung auf der Oberfläche des
Resonatorspiegels. b, Räumliche und spektrale Aufnahme der Resonatoremission. Zur besseren Übersicht sind
die identifizierten Moden der Dreifachmulde farblich markiert. c, Streak-Kamera-Aufnahmen des Systems bei
zwei vertikal relativ zueinander verschobenen Abbildungen auf den Spalt, sodass die zeitliche Dynamik in der
oberen Mulde (links) und in den unteren Mulden (rechts) bei gleichen experimentellen Parametern in zwei
Messungen bestimmt werden kann. Der Bildeinschub zeigt den zeitlichen Verlauf bei höherer Streak-Kamera-
Auflösung. Weiße Pfeile deuten jeweils die Trajektorie des Wellenpakets an. d, Zeitliche Intensitätsverläufe
der Emission der Mulden. Der Bildeinschub zeigt die Dynamik bei erhöhter zeitlicher Auflösung im grau
dargestellten Bereich. Die die auf die Gesamtintensität normierten Spuren sind dabei zur Übersicht vertikal
verschoben.

So lassen sich spektral zwei deutlich um 2⇡ ⇥ 45.6(3)GHz getrennte Emissionsmaxima beobachten.
Die höherenergetische Emission kann wie in Gl. 5.14 beschrieben als Zusammensetzung der energe-
tisch entarteten Moden anhand der verbleibenden örtlichen Information interpretiert werden. Für die
Messung der Dynamik im zwei-dimensionalen System wird die Abbildung der Resonatoremission
bei unveränderten Parametern orthogonal über den Streak-Kamera-Spalt verschoben. Als zeitlicher
Referenzpunkt zwischen den Messungen dient hier wie in zuvor beschriebenen Experimenten der
Referenzpulslaserstrahl. Die Emission aus der oberen Mulde und den beiden unteren Mulden wird ge-
trennt abgebildet. Es sei anzumerken, dass das im Aufbau befindliche Dove-Prisma auch die Rotation
der Abbildung um 60° und somit die Darstellung von Muldenpaaren in Einzelmessungen ermögli-
chen würde. Des Weiteren wäre natürlich auch eine annähernd gleichzeitige Abbildung vertikaler
Abschnitte der Emission durch vorherige Aufteilung des Strahls möglich. Diese würde allerdings
eine zusätzliche Kalibrierung der Pfadlängenunterschiede voraussetzen um die zeitliche Zuordnung
zu ermöglichen.

Die im Experiment beobachtete Dynamik ist in Abb. 5.8c in Streak-Kamera-Aufnahmen variierender

69



zeitlicher Auflösung dargestellt. Den daraus extrahierten Zeitspuren in Abb. 5.8d lässt sich die auf bei-
den zeitlichen Skalen stattfindende Dynamik entnehmen. So sind Oszillationen in zwei verschiedenen
Größenordnungen auszumachen. Zum einen ist ein langsamer Photonenkreisstrom zu beobachten,
welcher sich in Mulde 1 beginnend nach Mulde 3 und dann nach Mulde 2 bewegt, wie durch die
eingezeichneten Pfeile angedeutet. Dabei oszilliert die Population der Mulden mit einer Frequenz
von !Kreis = 2⇡ ⇥ 3.2(1)GHz. Auffällig ist, dass nur ein Teil der Gesamtpopulation diese Bewe-
gung vollzieht. Bei verbesserter experimenteller Auflösung ist zum anderen eine weitere von diesem
Kreisstrom eingehüllte deutlich schnellere Oszillation der Muldenbesetzungen zu beobachten. Die
durch Anpassung bestimmten Frequenzen !1 = 2⇡ ⇥ 44.3(3)GHz, !2 = 2⇡ ⇥ 41.4(7)GHz und
!3 = 2⇡⇥42.6(7)GHz unterscheiden sich minimal und liegen nahe der zuvor gemessenen spektralen
Aufspaltung. Hier lässt sich erneut die Trajektorie des Wellenpakets charakterisieren. Ähnlich wie
bei zentraler Pumpanregung der linearen Dreifachmulde oszillieren Photonen von der oberen Mulde,
wie in der theoretischen Einleitung vorausgesagt, annähernd simultan in die beiden anderen Mul-
den und zurück. Die leichten Abweichungen in den Oszillationsfrequenzen sind wahrscheinlich den
potentialbedingten unterschiedlichen Tunnelraten zwischen den Mulden und leichten Verstimmungen
dieser untereinander geschuldet. Aus den damit einhergehenden verschiedenen effektiven Tunnelraten
resultiert vermutlich der zu beobachtende Kreisstrom. Das Experiment demonstriert die Machbarkeit
von zeitlich aufgelösten Messungen der Photonendynamik in zwei-dimensionalen Gittersystemen.
Die Messung von Kreisströmen ist ein wichtiger Baustein zur Beobachtung von spontan generier-
ten Phasendefekten beim dynamischen Durchqueren von Phasenübergängen [103, 104]. Dies soll in
zukünftigen Experimenten tiefergehend theoretisch und experimentell untersucht werden.

5.4 | Beobachtung der Tunneldynamik in Korrelationen zweiter Ordnung

Neben der direkten Beobachtung der zeitlichen Intensitätsentwicklung des Photonengases nach Puls-
anregung ist die Analyse der zeitlichen Dynamik durch die Betrachtung der normierten Autokorrela-
tionsfunktion zweiter Ordnung möglich [105]:

g
(2)

auto
(⌧) =

hE
⇤
(t)E

⇤
(t+ ⌧)E (t)E (t+ ⌧)iD

|E (t)|
2

ED
|E (t+ ⌧)|

2

E =
hI(t)I(t+ ⌧)i

hI(t)i
2

(5.18)

Dabei beschreiben E und I das elektrische Feld und die Intensität der zu untersuchenden (klassischen)
Lichtquelle zu den Zeiten t und t + ⌧ . Mit dem Wert der Autokorrelationsfunktion bei verschwin-
dender Verzögerung ⌧ = 0 ist eine Charakterisierung der Lichtquelle als kohärent (g2(0) ⇡ 1),
thermisch (g2(0) > 1) oder als nicht-klassisch (g2(0) < 1) möglich [106]. Beispielsweise konnte so
in Experimenten mit Photonenkondensaten über die Korrelationsfunktion zweiter Ordnung ein nicht-
hermitescher Phasenübergang beobachtet werden, welcher durch den Übergang eines bi-exponentiell
abfallenden zu einem oszillierenden Verlauf der Korrelationsfunktion gekennzeichnet ist [26, 107].

Für eine kohärente Lichtquelle deren Intensität mit einer einzelnen Frequenz ! oszilliert, so wie es
im kohärent angeregten Doppelmuldensystem für die Emission aus den einzelnen örtlich getrennten
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Mulden der Fall ist, lässt sich g
(2)

(⌧) mit der Intensität I = (1� 2b) cos(!t)
2
+ b nach Gl. 5.18 zu

g
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(1� 2b) cos(!t)

2
+ b
⇤ ⇥
(1� 2b) cos(!(t+ ⌧))

2
+ b
⇤
i

h(1� 2b) cos(!t)2 + bi2
(5.19)

= 1 + (1� 2b)
2
cos(2!⌧) (5.20)

bestimmen. Hier wurde ein reduzierter Kontrast 1 � 2b � 0 der Oszillation angenommen. Die Kor-
relationsfunktion oszilliert mit der gleichen Frequenz ! wie die Intensität. Bis hierhin wurde nur die
Autokorrelation einer einzelnen Lichtquelle betrachtet. Allgemeiner lässt sich die Kreuzkorrelation
zweier Lichtquellen mit Intensitäten I1(t) und I2(t) bestimmen. Im Falle der konstanten Phase von
⇡ zwischen den Emissionen beider Mulden zueinander und mit gleichen Oszillationsamplituden gilt
dann vereinfacht (b = 0):

g
(2)

kreuz
(⌧) =

hI1(t)I2(t+ ⌧)i

hI1(t)ihI2(t+ ⌧)i
= 4hcos(!t)

2
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2
i (5.21)

= 1� cos(2!⌧) = 1 + cos(2!⌧ + ⇡) = g
(2)

(⌧ + ⇡/(2!)) (5.22)

Wie zu erwarten, oszillieren Kreuz- und Autokorrelation mit der selben Frequenz. Sie unterscheiden
sich lediglich, wie die Zeitspuren der Muldenemissionen, um einen Phasenverzug von ⇡.

Experimentell werden üblicherweise schnelle Photonenvervielfacher mit Auflösungen von bis zu 500

ps und hoher Quanteneffizienz genutzt um Intensitätsspuren zu vermessen [108]. Werden bessere
Auflösungen benötigt, so werden meist nicht mehr zusammenhängende Intensitätsverläufe analysiert,
sondern zeitliche Korrelationen zwischen Einzelphotondetektionen in den experimentellen Aufbauten
untersucht. Die Korrelationsfunktion lässt sich dann als

g
(2)

(⌧) =

⌦
â
†
(t)â

†
(t+ ⌧)â(t)â(t+ ⌧)

↵

hâ†(t)â(t)i hâ†(t+ ⌧)â(t+ ⌧)i
(5.23)

mit den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â
† und â aufschreiben [109]. Anschaulich lässt

sich stark vereinfacht sagen, dass Gl. 5.23 ein Maß für die Wahrscheinlichkeit der Detektion eines
Photons nach der relativen Verzögerung ⌧ zu einem zuvor beim Zeitpunkt t detektierten Ereignis an-
gibt. Einen Aufbau zur Vermessung der Korrelationsfunktion stellt das Hanbury-Brown-Twiss (HBT)
Interferometer dar [110], bei dem der Lichtstrahl einer zu untersuchenden Quelle einen Strahltei-
ler passiert, an dessen Ausgängen sich Detektoren befinden. Gängig ist dabei die Verwendung von
Avalanche-Photodioden, mit denen der Aufbau Vermessungen der Korrelationsfunktion mit typischen
Auflösungen von 50 ps ermöglicht [111, 112]. Streak-Kameras bieten ebenfalls die Möglichkeit der
Photonendetektion mit Pikosekunden-Auflösung. Beispielsweise konnte damit in Experimenten mit
Halbleiter-Mikroresonatoren die Korrelationsfunktion vermessen werden [113]. Hier zeigt sich neben
der deutlich besseren Auflösung ein weiterer großer Vorteil gegenüber des HBT-Interferometers. Die
Korrelationsfunktion g

(n)
(⌧) höherer Ordnungen n kann mit dem selben Aufbau und sogar in der

selben Messung bestimmt werden, wobei in alternativen Experimenten bis zu n Detektoren benötigt
werden [114, 115]. Auch eignen sich experimentelle Aufbauten, wie der in Abb. 5.2a dargestellte,
hervorragend um die Korrelation einer (oder mehrerer) Lichtquellen nicht nur als Funktion der Zeit
sondern auch ortsabhängig zu bestimmen.
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Abbildung 5.9 Korrelationsfunktion zweiter Ordnung der Emission eines He-Ne-Lasers – a, Aus über
10.000 Einzelmessungen integrierte Streak-Kamera-Aufnahme der Emission des He-Ne-Lasers. b, Aus dieser
Aufnahme bestimmte Korrelationsmatrix g

(2)
(t1, t2) zweiter Ordnung als Funktion der Messzeiten t1 und t2.

c, Berechnete Korrelationsfunktion g
(2)

(⌧) als Funktion der Verzögerung ⌧ = t1� t2 mit angepasster Cosinus-
Funktion (durchgezogene Linie).
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Abbildung 5.10 Korrelationsfunktion der quasi-kontinuierlich gepumpten Doppelmuldenemission – a,
Über 10.000 Einzelmessungen integrierte Streak-Kamera-Aufnahme der Doppelmuldenemission bei quasi-
kontinuierlichem Pumpstrahl (�t = 800 ns). b,c, Autokorrelation der linken Mulde und Kreuzkorrelation
zwischen rechter und linker Mulde g

(2)
(t1, t2) als Funktion der Photondetektionszeiten t1 und t2. d

Berechnete Auto- und Kreuzkorrelation als Funktion der Verzögerung ⌧ mit angepassten Cosinus-Funktionen
(durchgezogene Linien).

Zu Testzwecken wird zunächst die Autokorrelationsfunktion der Emission eines He-Ne-Lasers bei
einer Wellenlänge von 594 nm vermessen. Dabei wird in jeder Einzelaufnahme der in Abb. 5.9a
dargestellten integrierten Messung der zeitliche Abstand einer Photondetektion zum Zeitpunkt t1 zu
anderen Detektionen i bei t2,i bestimmt. In einem zwei-dimensionalen Histogramm werden diese
Ereignisse an den Stellen t1, t2,i eingetragen. Wird dieses Histogramm nach Gl. 5.23 mit dem Produkt
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Abbildung 5.11 Kreuz- und Autokorrelationsfunktion der Doppelmuldenemission sowie Intensitätsverlauf der
Emission (schwarz) der mit dem Pulslaser gepumpten linken Mulde mit jeweiliger Anpassung einer Cosinus-
Funktion (durchgezogene Linien). Dabei wurde der Intensitätsverlauf auf die Gesamtphotonenzahl normiert
und vertikal skaliert und versetzt.

der gemittelten Anzahl von Detektionen bei t1 und t2 normiert, so erhält man die Korrelationsfunktion
g
(2)

(t1, t2). Diese ist für die Emission des He-Ne-Lasers in einer Matrix in Abb. 5.9b dargestellt.
Aus ihr lässt sich ferner die Korrelationsfunktion, wie üblich definiert, als Funktion der Verzögerung
⌧ = t2 � t1 berechnen. Der auf diese Weise bestimmte Verlauf g(2)(⌧) ist in Abb. 5.9c gezeigt. Er
weist eine gleichmäßige Oszillation auf und weicht somit von dem für eine kohärente Lichtquelle
zu erwartenden konstanten Wert g(2)(⌧) = 1 ab. Diese Diskrepanz kann dadurch erklärt werden,
dass der Laser in mehreren longitudinalen Moden läuft. Unter der Annahme, es handele sich um
zwei Moden mit Frequenzen ⌫1 und ⌫2, kommt es so zu einer Schwebung mit der Frequenz �⌫ =

|⌫2 � ⌫1|. Wie in Gl. 5.20 gezeigt, spiegelt sich die Oszillation der Intensität einer Lichtquelle in
ihrer Korrelationsfunktion wider. Somit lässt sich durch Anpassung einer Cosinus-Funktion in Abb.
5.9c die Schwebungsfrequenz zu 374(1)MHz bestimmen. Für den spektralen Abstand benachbarter
longitudinaler Moden gibt der Hersteller �⌫Hersteller = 373MHz an. Der gemessene Messwert
stimmt somit hervorragend überein und bestätigt die Annahme, dass die beobachtete Oszillation der
Korrelationsfunktion aus der Schwebung zweier benachbarter Longitudinalmoden herrührt.

Auf die gleiche Weise kann nun die Doppelmuldenemission untersucht werden. Hier ist bei kleiner
Verstimmung und einseitiger Anregung mit einem quasi-kontinuierlichen Pumpstrahl (�t = 800 ns)
die Besetzung beider Superpositionseigenmoden zu erwarten. Da sich diese Moden in beiden Töpfen
überlagern, wird auch hier eine Schwebung proportional zur energetischen Aufspaltung der Moden
mit der effektiven Tunnelrate J

0 erwartet. In Abb. 5.10a,b,c ist die Streak-Kamera-Aufnahme, sowie
die Autokorrelation der linken Muldenemission und die Kreuzkorrelation zwischen den Mulden eines
solchen Falles dargestellt (q = 9, �c = 586 nm). Hier und in den berechneten Korrelationsfunk-
tionen in Abhängigkeit der zeitlichen Verzögerung in Abb. 5.10d lässt sich eine deutliche Oszilla-
tion ablesen und Cosinus-Funktionen an die Daten anpassen. Daraus ergibt sich für die Auto- und
Kreuzkorrelation die (in ihren Fehlergrenzen) selbe Oszillationsfrequenz von J

0
= 20.4(1)GHz mit

einer Phasendifferenz der beiden Korrelationsfunktionen von �� = 3.19(21) = 1.02(7)⇡, welche
sehr gut mit der theoretischen Erwartung von �� = ⇡ übereinstimmt. Somit lässt sich allein über
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die Korrelationsfunktion die effektive Tunnelrate bestimmen. Durch ein weiteres Experiment lässt
sich diese Aussage bestätigen. Wie in Abs. 5.2.2 beschrieben, kann die effektive Tunnelrate in der
Doppelmulde über die Anregung eines kohärenten Wellenpaketes in einem der Töpfe bestimmt wer-
den. Dabei wird die Aufnahme stets um die Triggerschwankungen korrigiert. Ohne diese Korrektur
sollte nun auch die Auto- und Kreuzkorrelationsfunktion der Muldenemission eine Möglichkeit zur
Bestimmung der Tunneldynamik bieten. Über diese Methode lässt sich die effektive Tunnelrate zu
J
0
Korr

= 18.12(14)GHz bestimmen1, wobei erneut eine Phasendifferenz �� = 3.21(31) zwischen
Kreuz- und Autokorrelation mit geringer Abweichung von der theoretischen Erwartung messbar ist.
Tatsächlich oszilliert die um die Triggerschwankungen korrigierte Intensitätsspur mit der innerhalb der
Fehlergrenzen identischen Frequenz von JTrig = 18.05(3)GHz. Es lässt sich somit festhalten, dass
selbst ohne die Abbildung des Referenz-Pumpstrahls auf der Streak-Kamera eine Bestimmung der
Tunnelrate möglich ist. Allerdings sind Merkmale des zeitlichen Intensitätsverlaufs, wie der Anstieg
und der exponentielle Abfall der Intensität, auf diese Weise nicht zugänglich.

Zusammenfassend lässt sich schließen, dass der gezeigte experimentelle Aufbau hervorragend zur
Untersuchung der zeitlichen Dynamik der Resonatoremission geeignet ist. Bei variierender zeitlicher
Auflösung einer Streak-Kamera ist so die Beobachtung der Tunneloszillationen in Doppel- und Drei-
fachmuldenpotentialen bei örtlich selektierbarer Pumpanregung möglich. Der experimentelle Verlauf
der Mulden wird dabei sehr gut von der theoretisch hergeleiteten zeitlichen Entwicklung eines ko-
härenten Wellenpaketes beschrieben. So kann unter anderem die effektive Tunnelrate als Funktion
der Spiegelverkippung reproduziert werden. Durch die daraus extrahierbare Verstimmung lassen sich
relative Verkippungen in der Größenordnung von einigen microrad bestimmen. Des Weiteren ist die
Untersuchung der zwei-dimensionalen Tunneldynamik in geschlossenen Dreifachmulden möglich.
Darunter kann ein effektiver Kreisstrom beobachtet werden. In zukünftigen Experimenten soll in
harmonisch umschlossenen kreisförmig angeordneten Gittern die Kondensatsschwelle schnell über-
schritten werden. Dabei wird die Entstehung von Phasendefekten erwartet [103]. Der Aufbau stellt
eine Möglichkeit zur Beobachtung der potentiell aus diesen Defekten resultierenden Kreisströme dar.
Eine weitere Möglichkeit zur Extraktion der zeitlichen Dynamik stellt die demonstrierte Analyse der
Detektionsereignisse über die Berechnung der Korrelationsfunktion zweiter Ordnung dar. Dabei ist
auch die Untersuchung der Tunnelraten eines Doppelmulden auch bei nicht-kohärenter Anregung
möglich.

1Es handelt sich dabei weiterhin um die selbe Doppelmulde. Allerdings hat sich die Verstimmung zwischen beiden
Messungen leicht reduziert, was durch die geringere effektive Tunnelrate bemerkbar ist.
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6

Ausblick

Im Rahmen dieser Dissertation konnte zum ersten Mal eine Bose-Einstein-Kondensation von Photo-
nen in einen kohärenten Superpositionszustand beobachtet werden. Um die Messungen zu ermögli-
chen, wurde in einem ersten Schritt ein iteratives Verfahren zur laserinduzierten Mikrostrukturierung
von Spiegeloberflächen weiterentwickelt, welche die Verformung der dielektrischen Schichten zu frei
wählbaren Zielstrukturen mit einer geringen mittleren Abweichung von etwa 1Å erlaubt. So war die
exakte Erstellung einer Doppelmuldenstruktur mit umgebender Krümmung von ⇠15 cm möglich. In
einem farbstoffgefüllten Mikroresonatoraufbau wird diese Struktur einem planen Spiegel gegenüber-
gestellt. Das effektiv massive Photonengas erfährt im Resonator ein Potential proportional zum trans-
versal variierenden Resonatorspiegelabstand. Der Grundzustand im Zentrum dieser Falle wird als der
symmetrische Superpositionszustand der Doppelmulde mit gleicher Aufenthaltswahrscheinlichkeit in
beiden Mulden identifiziert. Im energetischen Abstand der zweifachen Tunnelkopplung folgt der anti-
symmetrische Superpositionszustand der Doppelmulde. Hochaufgelöste Spektren der Resonatoremis-
sionen lassen die Charakterisierung weiterer, höherenergetischer Harmonischer-Oszillator-Moden zu
und offenbaren eine Besetzung, welche der Bose-Einstein-Statistik folgt. Damit einhergehend ist
die Kondensation in den Grundzustand über einer kritischen Photonenzahl von 8000 Photonen zu
beobachten. Mit der demonstrierten makroskopischen Besetzung der auf die beiden Mulden kohärent
aufgespaltenen Kondensatmode, kann der Prozess gewissermaßen als ein thermodynamischer Strahl-
teiler bezeichnet werden.

In weiteren Messungen konnte die Tunneldynamik in Doppelmuldenpotentialen durch die kohären-
te Anregung einer Überlagerung von symmetrischem und anti-symmetrischem Zustand untersucht
werden. Die Vermessung der zeitlichen Entwicklung des so initialisierten Wellenpaketes konnte da-
bei mit einem Streak-Kamera-Aufbau erfolgen und mit der theoretischen Zeitentwicklung sehr gut
beschrieben werden. Aus Kontrast und Frequenz der zu beobachtenden Oszillationen bei einseitiger
Pumpanregung konnte neben der Tunnelkopplung die relative Verkippung des Resonatorspiegelpaares
mit einer Auflösung von unter 10 µrad bestimmt werden. Ferner zeigten sich in ähnlichen Messungen
in Dreifachmulden eine vom Ort der initialen Anregung abhängige Photonendynamik, welche in
geschlossener Anordnung der Mulden die Beobachtung eines zweidimensionalen photonischen Kreis-
stroms ermöglichte. Des Weiteren konnte durch die Analyse der Muldenemission durch Berechnung
der Auto- und Kreuzkorrelation zweiter Ordnung die Tunnelkopplung von Doppelmulden ebenfalls
bestimmt werden.
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Die laserinduzierte Mikrostrukturierung von Spiegeloberflächen wird aktuell in dem Spin-Off-Projekt
Midel Photonics der Universität Bonn zur industriellen Anwendung vorbereitet. Dabei wird das Ver-
fahren erweitert, um damit diffraktive optische Elemente zur Formung von Hochleistungslaserstrahlen
herzustellen. Zukünftige technische Aufbauten zu dieser Methodik können ferner die Möglichkeit
der Spiegelverformung ohne die zusätzliche Beschichtung einer absorptiven Schicht untersuchen.
Dabei soll allein die Absorption eines UV-Lasers in den dielektrischen Schichten selbst zur Wölbung
der Spiegelfläche führen [116]. Neben des reduzierten technischen und finanziellen Aufwands zur
Beschichtung, würden ebenfalls Absorptionsverluste des durch die dielektrischen Schichten transmit-
tierten Lichts reduziert.

In Zukunft sollen mit Hilfe der Mikrostrukturierungstechnik tiefere und vielfältigere Potentiale kreiert
werden können. Dabei ist die konsistente Formung von Gitterbarrieren und Potentialtiefen von höchs-
ter Wichtigkeit. Neben resonanten zweidimensionalen Muldengeometrien könnten so auch variable
Gitteranordnungen wie das SSH-Modell realisiert werden [117]. Sollte es nicht möglich sein den
benötigten Grad an Höhenauflösung zu erreichen, so kann durch die ortsselektive Erwärmung eines
der Farbstofflösung zugegebenen Polymers punktuell der lokale Brechungsindex verändert werden,
um Fehlstellen der Mikrostruktur auszugleichen [28, 29, 57, 118, 119]. Die Ergebnisse dieser Arbeit
implizieren die mögliche Kondensation in komplexere Grundzustände der bereitgestellten Potenti-
algeometrien, welche im Gegensatz zu atomaren Experimenten während der Thermalisierung und
Kondensation unverändert bleiben. Auch die in atomaren Experimenten recht aufwändige Erzeugung
von Kastenpotentialen [120, 121] ist so durch diese Strukturierungsmethode im farbstoffgefüllten
Mikroresonator leichter zugänglich und erlaubte in aktuellen Untersuchungen die Beobachtung eines
homogenen Photonengases [37, 95, 122].

Der gezeigte Aufbau zur Vermessung der zeitlichen Dynamik von Photonenkondensaten in gekoppel-
ten Gittergeometrien und die Beobachtung von photonischen Kreisströmen birgt die Möglichkeit der
Untersuchung von Kibble-Zurrek-artigen Mechanismen [103, 104], wie sie bereits bei atomaren Bose-
Einstein-Kondensaten beobachtet werden konnten [123]. Diese äußern sich durch die Entstehung von
örtlich distinkten Bereichen unterschiedlicher Phase beim Übergang des thermischen Gases in ein
Kondensat. Die Größe dieser Domänen, und somit die Anzahl der daraus resultierenden Vortizes,
hängt dabei deutlich von der zeitlichen Dauer, in welcher das System durch den Phasenübergang
getrieben wird, ab. Anders als bei atomaren Gasen, bei denen dieser Prozess vorwiegend über die
Kühlrate gesteuert wird, könnte bei einem thermischen Photonengas durch schnelle Erhöhung der
Pumprate die Kondensatschwelle rapide überstiegen werden. Dabei wird erwartet, dass die Phasen-
fluktuationen Kreisströme induzieren, welche durch eine hinreichend hohe zeitliche Auflösung der
Messapparaturen sichtbar gemacht werden könnten. Dabei könnte der Streak-Kamera-Aufbau zur
zwei-dimensionalen Aufnahme erweitert werden (vgl. [124]) oder die Resonatoremission aus Ring-
oder im Kreis angeordneten tunnelgekoppelten Muldenpotentialen könnte mit einer ICCD-Kamera
sehr kleiner Gatezeit zweidimensional interferometrisch untersucht werden.

Durch die Erzeugung vielseitiger Potentialgeometrien ergibt sich auch die Möglichkeit einen wan-
delbaren Quantensimulator mit Photonen-Kondensaten zu realisieren. Für die Umsetzung bedarf es
in zukünftigen Experimenten allerdings einer variabel einstellbaren Photon-Photon-Wechselwirkung

76



[27]. Die Herausforderung hierbei ist, dass übliche nichtlineare Kerr-Medien lediglich eine begrenzte
Kerr-Nichtlinearität aufweisen [125]. Eine vielversprechende Alternative stellt die mögliche Ver-
wendung von kaskadierten Nichtlinearitäten zweiter Ordnung dar, womit in einem doppelresonanten
Resonatoraufbau eine starke effektive Kerr-Wechselwirkung realisierbar erscheint.
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